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Resumo

Neste estudo, estimamos os futuros do VIX usando um modelo gaussiano, seguindo o artigo
de Avellaneda e Papanicolau (2018). Utilizamos o modelo de dois fatores com ambas as varia-
veis seguindo um processo de Ornstein-Uhlenbeck que considera a estacionariedade, conforme
observado a partir de dados empiricos. Adotamos duas estratégias diferentes: na primeira,
seguimos rigorosamente a referéncia acima e incluimos o VIX a vista e todos os futuros do
VIX como varidveis de observagao (ou CMF - futuros de vencimento constante); na segunda
abordagem, estimamos o modelo usando apenas os futuros do VIX. Nos dois casos, foi utilizada
a metodologia do filtro de Kalman. Na segunda abordagem, encontramos erros menores na
amostra. A estimac¢ao do modelo sem o VIX & vista envolveu um menor tempo computacional.
A contribuicao da dissertacao com a estimacao alternativa permite a simulacao de instrumentos
atrelados a contratos mais longos com menores erros. Uma vez estimados os hiperparametros,
realizamos a simulacao de alguns produtos, como ETFs e ETNs. Da perspectiva pratica, essa
modelagem ¢ 1til para entender o comportamento dos contratos futuros do VIX, pois todos os
instrumentos derivados do VIX podem ser usados por agentes para estabelecer estratégias para
proteger suas posi¢oes no mercado.

Palavras-chave: VIX Futuro, ETNs, ETFs, Modelos de fator gaussiano, Filtro de Kalman .






Abstract

In this study we estimate the VIX futures using Gaussian models following the paper by
Avellaneda and Papanicolau (2018). We use the two-factor model with both variables following
an Ornstein-Uhlenbeck processes that accounts for the stationarity as observed from empirical
data. We adopt two different strategies: in the first, we strictly followed the reference above and
include the VIX spot and all VIX futures as observation variables, (or CMF - constant maturity
futures); in the second approach we estimate the model using only VIX futures. In both cases
the Kalman filter methodology was used. In the second approach we found smaller erros in
sample. The estimation of the model without the VIX spot involved a shorter computational
time. The dissertation’s contribution with the alternative estimation allows the simulation
of instruments linked to longer contracts with less errors. Once the hyperparameters were
estimated we proceeded the simulation of some products such as ETFs and ETNs. From the
practical perspective this modeling is useful to understand the behavior of futures contracts
on VIX, because all the VIX instruments can be used by agents to stablish strategies to hedge
their positions in the market.

Key-words: VIX Future, ETNs, ETFs, Gaussian factor models, Kalman Filter.

vil






Sumario

Sumario
Introducao

1 Revisao Bibliografica

1.1 O indice VIX e a volatilidade como uma classe de ativo . . . . . . . . . ... ..
1.2 Artigo objeto . . . . .

2 Modelo de 2 Fatores

2.1 Modelo na medida fisica (real) P. . . . . . .. ...

2.2 Modelo na medida neutra ao risco Q

2.3 Modelo na forma espago-estado . . . . .. ..o

3 Resultados

3.1 Caracteristica dos dados e obtencao das CMFs

3.2 Estimacao domodelo . . . . . ..o
3.3 Analise dos resultados . . . . ..

4 Aplicagoes aos ETPs
5 Conclusao
Referéncias Bibliograficas

A Formula do VIX

B Revisao Teoérica
B.1 Probabilidade e Calculo Estocastico

B.2 Conceitos de finangas e aprecamento neutro ao risco . . . . . . . .. .. ... ..
B.3 Filtrode Kalman . . . . . .. .. . .. ... .
B.4 Método de Euler-Maruyama . . . . . . . . . ...

C Gréficos: estimacgao

1X

ix

13
15

19
19
22
23

29

39

40

43

51
51
95
29
64

67



SUMARIO



Introducao

Desde o seu advento, em 2004, os contratos futuros do VIX sao colocados como importantes
produtos para a diversificacao e a protecao dos portfélios de investimento. Neste sentido, os
profissionais de mercado podem negocia-los pelos mais diversos motivos, sejam eles: especu-
lacao, exposicao direcional, arbitragem, diversificagao ou até mesmo para hedge de volatilidade.

Mais recentemente, qualquer tipo de investidor — por exemplo, um fundo de pensao ou um
individuo — passou a também ter acesso as negociagoes de volatilidade, como um ativo que
compoe a sua carteira de investimento. Nas bolsas de valores americanas (e em algumas outras
bolsas espalhadas pelo munto), observou-se a ascencao de produtos denominados FEzchange
Traded Notes (ETNs) e Exchange Traded Funds (ETFs) que, juntos, compdem a classe dos
Ezxchange Traded Products (ETPs) e podem ser encontrados para as mais diversas categorias
de ativos (como agoes, commodities, etc.). No caso da volatilidade, esses produtos sdo negocia-
dos nas bolsas e buscam replicar a rentabilidade de contratos futuros do VIX com maturidades
(vencimentos) constantes.

Diante desse cenario, os pesquisadores Marco Avellaneda e Andrew Papanicolau escreveram
um artigo (Avellaneda and Papanicolaou [2018]) na qual estudam os principais aspectos asso-
ciados aos contratos futuros do VIX e as implicagoes atreladas aos ETPs. Os autores propoem
um modelo multifatorial para a dinamica da estrutura a termo do VIX e derivam as férmulas
inerentes aos indices de rentabilidade que esses produtos tentam replicar. Essas contribuicoes
mostram-se como um ferramental muito 1til capaz de trazer um bom entendimento sobre a
dindmica evolutiva dos contratos futuros do VIX, além de permitir a simulacao de cenéarios
para analisar a rentabilidade esperada dos respectivos produtos.

Por conta disso, este trabalho possui como objetivo aprofundar o entendimento e a derivagao
do modelo proposto em Avellaneda and Papanicolaou [2018], além de obter uma estimativa para
os parametros. Nesta etapa, vale destacar que realizamos dois procedimentos de estimagao. No
primeiro, seguimos a metodologia do artigo citado anteriormente (e denominamos estimacao
original) e, como uma forma de complementar a andlise, sugerimos uma estimacao (que cha-
mamos de estimagao alternativa) que nos remete ao caso classico em que o preco a vista é uma
variavel latente (ndo observavel). Tal proposi¢ao nao afeta a robustez do modelo e nos parece
mais adequada uma vez que o VIX a vista nao é diretamente operado pelos traders de mercado.
Além disso, na estimacao alternativa observamos uma maior rapidez na convergéncia do filtro.
De posse das estimativas dos parametros, somos capazes de realizar simulagoes e analises mais
robustas para os ETPs. Para isso, serd necesséario fazer uma revisao das ferramentas mate-
maticas utilizadas para derivacao do modelo e dos aspectos praticos inerentes aos respectivos
produtos.

Sendo assim, este trabalho seré dividido em 5 capitulos. O capitulo 1 explicara melhor o



2 Introdugao

que é o VIX e o que ele representa e falara também das caracteristicas dos produtos (ETNs e
ETFs). Em seguida, vamos revisar os principais pontos do estudo feito no artigo e explicitar a
contribuicao deste.

No capitulo 2, realizamos os célculos para derivar o modelo proposto no artigo e o escreve-
mos na forma espaco-estado, de modo a implementar a otimizacao e obter estimativas para os
parametros (com o Filtro de Kalman).

Em seguida, no capitulo 3, apresentamos o resultado do procedimento de estimagao e pro-
pomos uma discussao para uma otimizagao alternativa a realizada no artigo original.

De posse dos valores dos parametros, no capitulo 4 podemos abordar com maior énfase as
estratégias que os E'TPs realizam para replicar a rentabilidade dos contratos futuros de matu-
ridade constante do VIX e derivar os respectivos indices, de modo a simular diversos cenarios
para os respectivos produtos.

Por tltimo, o capitulo 5 traz as consideracoes finais sobre o trabalho e algumas sugestoes
de pesquisas futuras que podem ser interessantes diante de tudo o que aqui foi colocado.

Vale destacar também que algumas derivagoes complementares foram colocadas nos apén-
dices com o intuito de dar maior clareza a todos os aspectos associados ao processo de obtencao
dos parametros para esse modelo. Em especial, o apéndice B vai apresentar algumas defini-
¢oes matematicas inerentes as disciplinas de calculo estocastico, estatistica e outros tépicos em
finangas que foram utilizados no decorrer do trabalho, de modo a dar maior entendimento ao
leitor sobre as ferramentas necessarias para a derivacao do modelo proposto.



Capitulo 1

Revisao Bibliografica

1.1 O indice VIX e a volatilidade como uma classe de ativo

De acordo com CBOE [2018], o indice VIX foi criado em 1993 com o intuito de medir a vola-
tilidade implicita esperada para os proximos 30 dias, nas opgoes at-the-money do indice S&P
100, e logo se tornou a principal referéncia para o mercado de volatilidade de agdes nos EUA.

Em 2003, a metodologia inicial foi revista e o indice VIX passou a refletir uma nova ma-
neira de medir a volatilidade esperada. Essa nova metodologia se baseia no indice S&P 500,
o principal indice de acoes dos EUA, e estima a volatilidade esperada, agregando os precos
ponderados das opgoes de compra e de venda do SPX em uma ampla variedade de precos de
exercicio. Como foi definido um procedimento para replicar a exposicao a volatilidade com
um portfolio de opgoes SPX, essa nova metodologia transformou o indice VIX, de um conceito
abstrato para um padrao pratico a fim de utilizar a volatilidade como uma nova classe de ativo,
facilitando sua negociagao e a busca por hedge. Para se ter uma ideia mais clara de como o
indice é calculado, colocamos a sua respectiva derivagao no Apéndice A.

Na figura 1.1, apresentamos a evolugao diaria historica dos pregos de fechamento do VIX e do
S&P 500. Nela, podemos observar as principais caracteristicas presentes nos diversos modelos
de volatilidade utilizados na literatura, por exemplo: i) Clusters de Volatilidade - Momentos de
pequenas variagoes (estabilidade/baixa volatilidade) tendem a se suceder por um determinado
periodo de tempo, assim como periodos de grandes variagoes (instabilidade/alta volatilidade);
it) Efeito de Alavancagem - Correlagao negativa entre o prego do ativo e a volatilidade (para
alguns mercados, principalmente acoes e indice), ou seja, quando o prego cai a volatilidade
aumenta, e vice-versa; i) Reversao a média - Quando a volatilidade aumenta ou diminui, ela
tende a reverter para algum nivel de longo prazo.

Essa correlagao negativa sugere um beneficio de diversificacao ao incluir a volatilidade em
uma carteira de investimentos. Os contratos futuros e as opg¢oes do VIX foram projetados para
oferecer pura exposicao a volatilidade em um tnico pacote eficiente. Esses produtos foram
langados respectivamente em Margo/2004 e Fevereiro/2006.

Vale ainda destacar que o VIX a vista nao é diretamente negociado de modo que, para
acessar o mercado de volatilidade, o trader tem que recorrer aos mercados futuros, de opcoes
e, mais recentemente de ETFs/ETNs (todos eles dependentes do VIX futuro). Uma vez que os
precos futuros do VIX convergem para o preco do VIX & vista no vencimento, eles fornecem
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S&P 500 - Fechamento Diario (02/01/1990 - 31/01/2019)
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Figura 1.1: VIX e S&P 500 - pregos de fechamento diario

uma expectativa de mercado negociavel para onde o VIX estara na data de vencimento de cada
futuro.

Por conta dessa caracteristica, nesse trabalho, vamos voltar a atencao para os Exchange
Traded Products - ETPs (Exchange Traded Notes - ETNs e Exchange Traded Funds - ETFs)
do VIX. Conforme descrito em Hill et al. [2015] ETFs e ETNs sao produtos negociados em
bolsa (ETPs) vinculados ao valor de um indice subjacente e negociados em bolsas de valores
globais. ETFs e ETNs diferem nos seguintes aspectos: i) ETFs - compartilham os recursos de
investimento dos fundos mutuos. Um investidor compra acoes de um ETF para possuir uma
participacao proporcional nos ativos agrupados. Como os fundos mutuos, os ETFs geralmente
sao gerenciados por um consultor de investimentos mediante uma taxa e regulados pela Lei das
Sociedades de Investimento de 1940 (EUA). Os ETFs sao respaldados por garantias e, portanto,
normalmente tém um risco de contraparte menor do que um ETN; 4i) ETNs - sao obrigagoes
de divida nao subordinadas nao garantidas, estruturadas como uma promessa de pagamento de
um padrao de retorno com base no retorno do indice declarado menos taxas de administracao.
Os ETNs sao registrados de acordo com a Lei de Valores Mobiliarios de 1933 (EUA). Se o
emissor de um ETN declarar faléncia, o investidor est4 na mesma posicao que todos os outros
credores quirografarios do emissor e pode perder parte ou todo o investimento.

E importante notar que os ETPs, em geral, fornecem aos investidores: liquidez, velocidade
de execucao, transparéncia e baixos custos de transacao, dificeis de imitar com outros ins-
trumentos; por isso, tais caracteristicas tém atraido cada vez mais recursos para esse tipo de
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produto. Para uma explicacao mais detalhada da dindmica operacional de funcionamento dos
ETPs, sugerimos: Boroujerdi and Fogertey [2015].

No que diz respeito aos ETPs de volatilidade, podemos dizer que sao classificados principal-
mente em termos de: i) Maturidade - esses produtos sdo comparados aos indices construidos
com maturidades constantes, geralmente de 1 més (short-term) ou 5 meses (mid-term), mas,
a manutencao da respectiva estratégia requer um rebalanceamento diadrio de uma carteira de
ativos que contém de 2 a 4 contratos futuros (como sera visto ao longo deste trabalho); ii) Ala-
vancagem - outro aspecto que classifica os ETPs do VIX esté relacionado a sua alavancagem
no retorno do benchmark subjacente. A maior parte dos ETPs é comparada a (+/ — 1x) ou
(+/ —2x) o retorno diario dos indices futuros de curto (short-term) e médio prazo (mid-term)
do S&P 500 VIX. Um ETP que compra contratos futuros do VIX, com alavancagem +1 se
propoe a replicar o retorno diario do benchmark subjacente. Um ETP que compra contratos
futuros do VIX com alavancagem +2 tenta oferecer um retorno duas vezes maior que o retorno
diario de seu indice de referéncia, enquanto retornos ETP inversos ou que vendem contratos
futuros do VIX s@o multiplos dos retornos negativos do indice de referéncia (—1x, —2x).

Ao leitor que tiver interesse em explicacoes mais detalhadas das estratégias e analises mais
profundas das respectivas performances historicas, indicamos Alexander and Korovilas [2012] e
Gregory and Droumaguet [2017].

Ainda neste aspecto das classificacoes dos ETPs, podemos mostrar uma visao mais am-
pla de como esse mercado estd organizado atualmente. Por meio de uma pesquisa feita ao
site ETF.db [2019], observamos os principais produtos do mercado e quais as estratégias mais
oferecidas aos investidores atualmente. Vimos que este mercado é muito concentrado, pois os
5 principais produtos possuem 77% do volume total sob gestao. Além disso, a estratégia de
compra de volatilidade é a mais comum, com 85% dos ativos totais alocados nela e, por ultimo,
podemos notar que a busca por produtos que se propoem a replicar as variagoes de curto prazo
respondem por 78% do total do mercado.

Podemos colocar também que a ascenc¢ao do mercado de ETPs para o VIX trouxe maior
liquidez para os contratos futuros deste ativo; pois, apesar dos contratos futuros do VIX serem

listados desde 2004, nao observamos um volume significativo de negociacoes até o lancamento
dos primeiros ETPs de VIX em 2009.

Diante dessa necessidade de um maior entendimento sobre a dinAmica dos contratos futuros
do VIX (para conseguir aplica-los nos produtos existentes no mercado), diveros estudos vém
sendo realizados. Um estudo de carater mais inicial e menos formal em termos matemaéticos
(porém bem explicado) pode ser encontrado em Gregory and Timcenko [2016]. No presente
trabalho, vamos utilizar o artigo escrito por Avellaneda e Papanicolau (2018) como base para
nos aprofundar no modelo proposto e nos resultados encontrados.

As contribuigbes dos autores em Avellaneda and Papanicolaou [2018] s@o: o modelo proposto
e a derivacao de formulas associadas aos indices de retorno dos ETPs. A partir das equagoes
do modelo, podemos realizar simulacoes para o VIX & vista e para os contratos futuros, respei-
tando a dindmica observada ao longo da série histoérica. Ou seja, o modelo consegue replicar as
variacoes dos contratos futuros do VIX, respeitando a dindmica existente entre os vértices. Isso
possibilita a simulac¢ao de cenarios mais robustos (condizentes com a realidade). E, a partir das
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equacgoes propostas para os indices de retorno dos ETPs, somos capazes de simular também a
rentabilidade esperada dos respectivos produtos.

Como sera visto ao longo do trabalho, da perspectiva pratica, essa modelagem ¢ ttil para
entender o comportamento dos contratos futuros do VIX e mostra-se como um trabalho de
grande importancia, pois todos os instrumentos do VIX (opgoes, futuros e ETPs) podem ser
usados pelos investidores para estabelecer estratégias a fim de proteger suas posi¢coes no mer-
cado.

Dito isto, podemos passar a uma revisao mais detalhada do artigo estudado e & sua abor-
dagem para escrever o VIX como um modelo de fatores.

1.2 Artigo objeto

Em Avellaneda and Papanicolaou [2018], os autores estudaram a dindmica do VIX Futuro e,
argumentam que a estrutura a termo dos contratos futuros com maturidade constante pode ser
modelada como um processo estocastico estacionario; ou seja, a princpal premissa da modela-
gem ¢ que a série temporal dos CMFs ¢é estacionéria.

Como caracteristicas associadas ao VIX e aos contratos futuros, os autores colocam que
se espera que os contratos futuros com vencimentos mais longos (maturidades mais distantes)
sejam superiores a média estatistica de longo prazo do VIX, pois tal caracteristica remete a
teoria do prémio de risco de volatilidade em Carr and Wu [2008|.

Observaram, ainda, que o nivel mais provavel da distribuigdo empirica do VIX é significa-
tivamente menor do que a média e isso se mostra consistente com o fato de que a estrutura
a termo dos contratos futuros, normalmente, possui uma inclinagao positiva ou, como é mais
comumente chamada, estd em um estado de contango.

Mas, a presenca de caudas pesadas para a distribuicao também indica que, esporadicamente,
o VIX & vista sera maior que a sua média de longo prazo. Portanto, também existem periodos
no qual essa inclina¢do é negativa ou esta no estado de backwardation, seja parcial (somente
para os primeiros vencimentos) ou totalmente, (em toda a estrutura a termo dos contratos
de vencimento futuro). Nesses periodos de backwardation, podemos ver que o VIX aumenta
rapidamente, impulsionado por noticias exégenas e pelo aumento nos prémios das opgoes de
curto prazo.

A justificativa para a utilizacao de 2 fatores é feita a partir da Analise de Componentes
Principais (ACP) realizada no artigo. Os autores consideraram as flutuagoes da curva de fu-
turos do VIX em torno de sua média de longo prazo. Isto é consistente com a suposicao de
reversdo a média/estacionariedade. Em outras palavras, essa abordagem para a ACP destina-
se a determinar as varias curvas necessarias para reconstruir a curva CMF em qualquer data
especifica, podendo ser vista como uma superposi¢ao de formas.

Tal técnica foi denominada pelos autores de Equilibrium PCA e proporciona uma identfica-
¢ao da curva do VIX sob a perspectiva do reconhecimento de imagem, na qual cada componente
é visto como fornecendo uma forma ou caracteristica que é sobreposta a média, com um coefi-
ciente de carga correspondente.
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Além disso, estudaram o comportamento dos produtos ETNs e ETFs que se baseiam em
estratégias de rolagem sobre os CMFs e calibraram os dados historicos para um modelo multi-
fatorial (mais precisamente, 2 fatores). KEsses fatores compoem um modelo lognormal com
propriedades de reversao a média.

Os autores argumentam também que, na analise das estratégias, perceberam que a operagao
mantida até o vencimento (buy and hold), na qual: i) Vende-se um ETN/ETF que rola posigoes
compradas nos contratos futuros; ou i#7) Compra-se um ETN/ETF que rola posigoes vendidas
nos contratos futuros, produzem lucros (teoricamente) quase certos, assume-se que os CMFs
possuem propriedades de estacionariedade e ergodicidade. Mas complementam dizendo que
sabe-se, também, que o VIX e os CMFs apresentam periodos em que ficam em backwardation,
e isso traz grandes variagoes aos resultados das estratégias.

Para um aprofundamento maior na literatura sobre a modelagem da volatilidade e a sua
aplica¢ao aos derivativos, recomendamos a leitura de Bergomi [2015].

Dito tudo isso, vamos agora detalhar a derivacao do modelo proposto, de modo que seremos
capazes de encontrar estimativas dos valores dos parametros e simular a rentabilidade esperada
para os produtos de mercado (ETNs/ETFs). Para o leitor que quiser mais detalhes sobre a
teoria matematica associada a essa derivacao, sugerimos olhar o apéndice B.
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Capitulo 2

Modelo de 2 Fatores

Neste capitulo, vamos realizar a derivacao dos calculos inerentes ao modelo proposto por Avel-
laneda and Papanicolaou [2018]. Primeiro demonstraremos o processo estocéstico que satisfaz
a EDE (na medida real P) assumida para cada fator. Em seguida, vamos explicar a modelagem
feita para o Pre¢o de Risco do Mercado (MPR) e realizar a respectiva mudanca de medida,
a partir dos resultados encontrados no Teorema de Girsanov. Com isso, seremos capazes de
aplicar a féormula do preco de um contrato futuro para chegarmos a equacao final. Por tltimo,
apresentamos o modelo na forma espago-estado, que seré a base para a implementacao do Filtro
de Kalman no processo de calibragem.

2.1 Modelo na medida fisica (real) P

Nesta secao vamos derivar os calculos por tras do modelo proposto em Avellaneda and Papani-
colaou [2018] para replicar a dindmica observada nas curvas dos contratos futuros do VIX com
maturidades constantes (CMFs).

O modelo proposto é uma difusao multifatorial gaussiana, tal que:

d d
In(VIX) =Y Xy VIX, = exp <Z Xit) (2.1.1)
i=1 i=1

Por hipoétese, cada fator X; segue uma dinamica unidimensional dada pelo processo esto-
céstico de Ornstein-Uhlenbeck (O-U):

dXiy = ki(p; — X)dt + o:dW k; >0, i=1,...d (2.1.2)

No processo estocastico correspondente a Xj;:

k; > 0 representa a velocidade de reversao a média;

w; > 0 representa o nivel da média de longo prazo do processo;

o; > 0 representa a variancia do processo;

dWPE representa o movimento browniano associado & variancia, na medida P (Fisica).

Aqui vale observar ainda que (Wi, ..., WE) ¢ um vetor d — dimensional de movimentos
brownianos, com matriz de correlacao p;;.
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Além disso, de acordo com este modelo, o VIX é estacionario com uma distribuicao de
equilibrio lognormal com:

d d
E'In(VIX) =Y m,  Varln(VIX)] =Y Zi—]’;ﬂ
i=1 ij=1"" J

E, por conta dessa lognormalidade, podemos escrever:

d d
EFVIX] = oy —2 2.1.3
VIx) e (Ym 5D ) (2.13)

ij=1
Diante desses fatos, vamos agora detalhar as contas relacionadas a resolucao das equagoes

diferenciais estocasticas e das principais estatisticas associadas (provando os resultados descri-
tos acima).

Pela justificativa feita na Analise de Componentes Principais (PCA) do artigo, assumi-
mos ¢ = 1,...,d com d = 2. E, para encontrar o processo que satisfaz a dindmica proposta
anteriormente, primeiro identificamos o seguinte fator integrante:

y=Ce" = Jt, Xa) = (i — X )enit

E, pelo lema de It6 (em B.1.7), precisamos calcular:

of(t, X; N
fi(t, Xi) = % = ri(ps — X)€"t
. af(t7th) Kt
fx(t,th) = ath = —€
O f( X))
fua(t, Xit) = Tft =0

Com isso, escrevemos:

d[f(t, th)] = /{,(,uz — Xit)emitdt — GKithit

E, substituindo a dindmica proposta para d.X;;, ficamos com:

d[f(t, th)] = "iz(/h — Xit)e'”tdt — e”it {/@Z(ul — Xﬂg)dt + O',deg
d[f(t, Xir)] = =€ 0, dW;;

Agora, integrando ambos os lados, obtemos:

t
F(t, Xa) — F(0, Xig) = — / g TV
0

E, substituindo f(¢, X;) e f(0, Xjo), teremos:

¢
Xi = ps + e " ( X0 — i) + Ui/ efm(t*s)dﬂ/?; (2.1.4)
0
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Na qual X;; é o processo estocastico que satisfaz a dinamica proposta pela EDE de O-U. A
partir disso, podemos calcular a média e a variancia do respectivo processo.

Sabemos ainda que a esperanca da integral estocéstica é igual a zero. Portanto:

t
IEP[XZ-t]XiO = Ty] = EF i + e"‘”t(XiO — i)+ cr,-/ e‘“i(t_s)dWiE;
0

Xip = iUz'o}

Agora, pela linearidade da esperanga, vendo que u; nao depende de t e, com o argumento
do valor da integral estocastica, podemos reescrever:

EP[Xit‘XZ-O = xiO] = U; + €7Hit(.ﬁlfio — ,Ml) (215)

e, analisando quando t — oc:

t—o00

Para o cédlculo da matriz de covaridncia, escrevemos:

Cov®[ X, X;] = EP[(Xi — EF[ X)) (X — EF[X4))]

De modo que, quando ¢ = j, ficamos com:

Var®[Xy] = E°[(Xa — E¥[X4])?]

Mas, pelo resultado encontrado em 2.1.5, e pela isometria de It6, podemos verificar que:

t t
COUP[X“, th] — P [(Uz‘/ eni(tS)dV[/g) <aj/ enj(ts)dVV;P;)}
0 0

— (K]i-i-lﬁlj )t

_ O-lajpl]e [e(ﬁi“l‘ﬁj)t _ e(ﬁi""ﬁj)o]
Ki + Kj ‘jr’
De modo que ficamos com:
00 Pij DY
Cov®[ Xy, Xji) = —2L (1 — e 2t 2.1.7
o X X = T (1 e (217)
E, quando t — oo:
: Ti0;pij
lim Cov® [ X, X ;] = —2 2.1.8
Jim v, X] = 220 2.13)
Por 1ultimo, quando 7 = j, temos que:
o2
Varf[ Xy = = (1 — e72rit) (2.1.9)
2/@'
E, mais uma vez verificando quando ¢ — oc:
2
. Pry 1 i
tlgglo Var' [ Xuy] = o (2.1.10)

Agora que ja sabemos a média e a variancia de X;, podemos analisar a média e a variancia
do modelo proposto.
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Uma vez que VIX; = exp <Zf:1 Xit) e, por hipotese, In(V1X,;) segue uma difusao gaus-

siana multifatorial, podemos escrever:

d d
VIX, = exp (Z Xit> & In(VIX,) =In (exp (Z Xit)> & In(VIX,) = Z X
=1 =1

Na qual: X; ~ N (i, 0?), ja calculados anteriormente.

Além disso, sabemos que, se X ~ N(u, 0?) e, temos Y = eX. Entao, Y ~ lognormal, na

0_2
qual E[Y] = e"*+%). Portanto, escrevemos:

(2.1.11)

Pin(VIX
VIX, ~ lognormal : EF[VIX,] = exp (Ep[ln(VIXt)] + Var™[In(V t)])

E, calculando:

d d
Ef[In(VIX,)] = EF {Z Xz-t] = Z E"[Xy)

Mas, pelos célculos realizados em 2.1.5 e 2.1.6, podemos escrever que "no equilibrio de longo
prazo", a esperanca do modelo com d fatores é dada por:

lim E*[In(V1.X,) Z " (2.1.12)

J& para a matriz de covariancias, teriamos:

d d
Varf[In(VIX,)] = Vart {Z Xz»t} =Y Cov®[X;y, X
=1 i=1

E, novamente, pelo que ja foi calculado em 2.1.7 e 2.1.8, quando ¢t — oo, a variancia do
modelo sera:

00 Pij
Ki + Ry

d
. P o
tlg& Var'[In(VIX,)| = Z

ij=1

(2.1.13)

Como ja haviamos colocado em 2.1.11 e, acrescentando o que foi calculado em 2.1.12 e
2.1.13, no "equilibrio de longo prazo", chegamos ao mesmo resultado enunciado em 2.1.3:

P 9i0Pij
lim EF[VIX] = exp (Z“ Z:: m)
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2.2 Modelo na medida neutra ao risco QQ

Nesta segao, apresentamos a escolha do Pre¢o de Risco do Mercado (Market Price of Risk -
MPR) e realizamos a mudanga de medida, conforme explicado em B.2.6.

Para estender esse modelo para os CMFs, assume-se que existe uma medida de probabilidade
Q (Neutra ao Risco) e um processo d — dimensional e WF—adaptado \;, que ¢ o MPR, na qual:

Os processos dW,? := dWE + \ydt com i = 1, ..., d, sdo Movimentos Brownianos Padrao sob
a medida Q (com correlagao p;;);

O prego de cada contrato futuro (assim como em B.2.11) é o valor esperado na medida Q
(Neutra ao Risco) do VIX, na data de vencimento correspondente, ou seja:

d
V7 =E2VIX,.| =E2 [exp (Z XMT)]
=1

Em Avellaneda and Papanicolaou [2018], os autores escolheram os MPRs como fungoes
lineares dos fatores, conforme abaixo:

it = pi + ¢ X (2.2.1)

Onde p; e g; sao constantes. Mas, vale destacar que, com essas hipéteses, o MPR nao sera
constante ao longo do tempo. A partir dessas consideragoes, podemos realizar o céalculo da
mudanca de medida e verificar o respectivo processo que iré satisfazer essa nova dinamica.

Temos a seguinte dinamica proposta na medida P:

dX; = Ki(p; — Xy)dt + 0:dW

Com o respectivo prémio de risco de mercado assumido e, pelo Teorema de Girsanov (em
B.2.4), sabemos que:

de = dW}, + A\udt = dW; = dVVz? — Airdt

Portanto, podemos escrever (substituindo dWW£ na nossa equagao inicial):

dX; = kil — Xo)dt + o3 (AWE — Nydt)

Kilb; — O3D; Q
= (k; +0q;) | —————— — X; dt—‘—O'ldVVl
( “) Ki + 0iq; ' !
Agora, tomando:
Killi — O4P;i
Ei:/{i—i_ai(ﬁ e ﬁzzu
Ki + 0iq;

Vemos que, na Medida Martingal Equivalente (MME), a dindmica para o processo X ¢é
dada por:

dXy = Fi(t; — Xip)dt + o3dWig (2.2.2)

E, seguindo os mesmos célculos realizados na se¢ao anterior, ficaremos com:
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t
Xy =1, + e " (Xio — ;) + 03 / e Ft=) gy 2 (2.2.3)
0

Na qual X;; é o processo estocastico que satisfaz a dinamica proposta pela EDE de O-U, na
medida Q (neutra ao risco). De maneira mais genérica, podemos ainda escrever:

t+1
Xipr = Xy + (1 — e ™)0; + o / e FiltET=s) gy Y (2.2.4)
t
E, de maneira analoga, temos a média do respectivo processo:
EQ[X”‘XZO = (Eio] = ﬁl -+ G_Eit(xio — ﬁl) (225)
e, analisando quando t — oc:
lim E9[X ;| Xio = wi0] = 7,
t—o0
E, como sabemos, a matriz de covariancia é a mesma (nas duas medidas).

Agora que ja calculamos os processos correspondentes na medida Q (neutra ao risco) e os
2 primeiros momentos dessa variavel aleatoria, podemos colocar que, de acordo com B.2.11,
calculamos o prego do contrato futuro do VIX como o valor esperado (na medida Q) do VIX
em uma determinada data de expiragdo (vencimento), tal que:

d
‘/;T = E?[VIXt+T|ft] = ]EP |:6Xp (Z Xit+T>
i=1

ft} (2.2.6)

Novamente, pela definigao da esperanca de uma variavel aleatoria lognormal, teremos:

VI =BV IXer| 7]
1
= exp <E;@[ln(VIXt+T)|ft] + §Var[ln(V]Xt+T)|5ft])

d d
— Rt 1 0i0,Pij —(RitR )T
= exp ( ;_1 i+ e (Xa =) + 5 ;j_:l m(l — e TR

d d
T — —FRiT — 1 Uia'pi' —(Ri+r4)T
hl(Vt):E Hi+e ’(Xit—ﬂi)+§§ Fjg(l—e(ﬂ”))
i=1 ij=1"" J

d d J

B 1 iipij 1 i0iPij  _(RiiR.

CS T (X ) o S 0P LS O30 iy
i=1

244 Fit R 2 RitR
d 1 0i0;p d 1 0i0;Pij
_ T4 - Wil e R (X — 1) — = 93Pij —(Rit+r;)T
L Hi 2ZEZ«+EJ Z (Xie = 1) 2ZEi+nJ
i=1 i,7=1 i=1 i,7=1
ln(?/roo)

Chegando no processo proposto em Avellaneda and Papanicolaou [2018] para a curva de
contratos futuros com maturidade constante do VIX (CMF), na medida neutra ao risco:
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d d
T oo —RiT — 1 O-io-‘pi‘ —(Ri+K;)T
In(V7) = (V) + 3 e ™ (Xo —1;) = 5 Y —— e ) (2.2.7)
. 1 K3 ]

i)j:

Na qual, V> = 3¢ 7, + 1577 =1 % representa o valor assintotico da curva CMF
quando 7 — oo.

Neste ponto do artigo original, os autores fazem ainda uma simplificacao adicional. Como
Xt — 1t; possui média zero sob a medida Q, definimos: Y;; := X;; — ;. Usando a relacao entre
as medidas P e Q, pode-se derivar uma equacao diferencial estocastica para Y; na medida P, de
modo que:

dYy = dXy = ki(p — Xg)dt + o dW),
= ri(pd — Yi)dt + o dW
onde: pij = pt; — i,
Dessa forma, ficamos com:
dYy = k() — Yy)dt + o;dWE (2.2.8)
E, como consequéncia, nosso modelo tera a seguinte formulagdo na medida real (P):

d d
T —RiT 1 0i04Pij —(Ri+R;)T
b= v (e v - 3 229

i=1 ij=1

Portanto, de acordo com Avellaneda and Papanicolaou [2018], a posigao de equilibrio da
curva CMF é dada pela média de longo prazo de Yy, que é p) . Logo, teremos:

d
Vv (ol - ) 3 20 ) 2210
z',j:l i = Ry

2.3 Modelo na forma espaco-estado

Nesta segao, vamos escrever o modelo proposto na forma espago-estado (formulagao geral do
problema para implementagao do Filtro de Kalman), conforme descrito em B.3.1.

Da equacao para o CMF em 2.2.7, podemos reorganizar os termos e escrever a seguinte
forma para o modelo proposto:

T N\ —Ri(T—t) Pij0i0 —(Ri+7;)(T—t)
Vil = exp [Zu Xy — ;e += Z /@4—/1]( — e (FitR )} (2.3.1)

=1 'L—l

Portanto, como assumimos d = 2, podemos escrever que, para dois fatores:
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In(Vir) =0 + (Xy — ﬁ1)6_E1(T_t) + Ty + (Xo — ﬁg)e_EQ(T_t)

1 02 o (T 1 o2 9wy (T—
Bl S B I Rr1(T—t) -2 1— 2k2 (T —t)
2%, < ‘ P G

Lo (0w ) | Lo (0 mrmn
2% + s 27 + Ry

Assim:

In(Vir) = Xy M=t 4 X e R0 4 i (1 — e_”“(T_t)> + Ty <1 — e‘“Q(T_t))

2 2
L (g @) T2 () wme(Ten | PR2O1O2 (0 (Rt (1)
4R, 4K K1+ Ra

(2.3.2)

Além disso, podemos notar que, no caso do contrato CMF com maturidade zero, temos o
VIX (fazendo t = T na equagao acima, pois estamos no vencimento):

ln(VIXt) = Xlt + X2t
Escrevendo V¢ como o vetor que representa o In 'V, r, temos:

In(VIX,)
hl(Vlvt,Tl )

t o .
ln(‘/t,Tn)

Pela formulacao em B.3.2, a equacao 2.3.2 pode ser representada na forma "Espaco'"do
Filtro de Kalman como:

Vt = HtXt +dt + €

onde:
1 1 0
e—El(Tl—t) e—E2(T2_t) A T _t
Ht - . . 7Xt == |:X1t:| 7dt == ( 1. ) y €¢ ZZdN(Oa Q)?
: : X2t .
o~ F1(Tn—t)  p—Fa(Tu—t) A(T, —t)
0621 0
Q-|: f
0 ol
Na qual:

2 2
AT, —t) =T, (1 — e—m(T,-—t)) iy (1 — C—Ez(Ti—t)) + o1 (1 . e—2nl(Ti—t)) + &(1 _ o~ 2R2(Ti-)

4%1 4%2
n P120102 (1 _ e—(ﬁ1+f€2)(Ti—t)>
K1+ Ra
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E, T; representa as respectivas maturidades constantes.

Por premissa do modelo, as dinamicas das variaveis de estado (d = 2) sdo dadas por:

Xmt = /ﬁ(,ul - Xlt)dt + 0'1dW1t
dXQt = KQ(ILLQ — th)dt + O'QdWQt

De modo que, discretizando-as, ficamos com:

X1t — Xup—ar = k1 (pn — Xu—ae) At + Avyy
Xot — Xot—ar = ka2 — Xor—ae) At + Avg,

ou, ainda:

Xt = (1 = A Xy—ar + ki At + Avyy
Xot = (1 — ko At) Xopar + Kopio At + Avy

Entao, podemos reescrever as equacoes na forma estado do Filtro de Kalman da mesma
maneira que em B.3.3:

Xt = AXt—At + C + Vg

onde:

| X |1 = riA 0  [rm At -
Xt a |:X2t:| ,A N |: 0 1-— IigAt:| ’C o |:/€2/~52At Vit ZldN(O,H%

2

o1 1 — 6—251At) p120102 1— e—(m-ﬁ-ng)At)

2K1 K1+kK2
II =
p120102 [ _ 6—(/{1+52)At) U_g 1 — 6—2/42At>
K1+tkK2 2K9

Dessa forma, com o entendimento completo da construgao do modelo e a sua estrutura
na forma espaco-estado, podemos, nos proximos capitulos, detalhar os aspectos praticos da
implementacao para calibragem, analise dos resultados e consequente aplicagao aos produtos
encontrados no mercado.
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Capitulo 3

Resultados

Nesta secao, vamos detalhar um pouco mais o tratamento realizado nos dados para realizar
a calibragem do modelo e, em seguida, comentar os resultados obtidos. Este capitulo esta
dividido como segue: na primeira parte, vamos falar das caracteristicas dos dados da amostra e
das possiveis formas de se obter as CMFs; em seguida, vamos colocar alguns aspectos do processo
de implementacao da calibragem e do teste alternativo proposto visando a complementar as
analises feitas em Avellaneda and Papanicolaou [2018]; e, por tltimo, vamos apresentar o valor
dos parametros obtidos apos a otimizacao, realizando um comparativo entre os erros.

3.1 Caracteristica dos dados e obtencao das CMFs

Neste trabalho, utilizamos uma amostra com 510 observagdes (obtida na plataforma da Blo-
omberg). Esta base compreende o periodo entre 21 de abril de 2008 e 28 de janeiro de 2019
num intervalo semanal. Vale ainda destacar que os contratos futuros do VIX possuem sua
negociagao com o seguinte formato atualmente: 9 datas mensais de liquidagao e 6 contratos
adicionais que liquidam semanalmente (na parte inicial da curva).

Aqui, vamos concentrar o estudo apenas nos contratos mensais e, mais especificamente, por
questoes de volume de negociacao, utilizou-se apenas o VIX a vista e os 7 contratos futuros
subsequentes. Para capturar a evolucao da estrutura a termo dos contratos futuros do VIX,
¢ conveniente trabalhar com o conceito de Contratos Futuros com Maturidades Constantes
(Constant Maturity Futures - CMF).

Dessa forma, podemos definir V;” como o prego tedrico do contrato futuro que possui ma-
turidade 7, observado na data t.

Na pratica, V] é definido como uma interpolacao linear entre os dois contratos mais pro-
ximos, um com maturidade imediatamente anterior e outro com maturidade imediatamente
posterior & 7.

Se 7 for mais curto que a maturidade do primeiro vencimento mensal, V7 seré a interpolacao
linear entre o VIX a vista e o preco do primeiro contrato e, utilizando a notacgao tal que F} e
F5 sao os pregos dos contratos mensais (ou, o VIX e o primeiro contrato), com maturidades 7
e Ty, de modo que 71 < 7 < 7, temos:

To — T T —T1

VT: Fl—f-

T2 —T1 T —T1

Fy (3.1.1)
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Caso I} =VIX, entao 1, = 0.

Apesar de ser a mais comum, a interpolagao linear nao é a tnica opgao para esta etapa e
outros métodos podem ser utilizados.

Aqui vale ainda destacar que nossa principal premissa de modelagem (assim como em Avel-
laneda and Papanicolaou [2018]) é que a série temporal dos CMFs ¢ estacionéria, ou seja, para
cada 7 (maturidade constante) a série temporal V;™, para 0 < t < oo pode ser modelada como
um processo estacionario.

Desta forma, somos capazes de construir a CMF a partir dos dados disponiveis para cada dia
de negociacao. No caso deste trabalho, para agilizar esta etapa, extraimos séries da Bloomberg
que ja possuiam esse tratamento em contratos futuros genéricos do VIX. Abaixo, apresentamos
um grafico dessa evolugao temporal (Figura 3.1) e quatro dias diferentes da CMF que estao pre-
sentes na nossa amostra (Figura 3.2), apenas para dar um entendimento mais intuitivo sobre os
dados utilizados. Vale ressaltar que, neste iltimo, conseguimos observar dois dias (02/06,/2014
e 04/05/2015) da estrutura a termo em contango e dois dias (05/02/2018 e 31/12/2018) em
backwardation.

170

4 60

10

0 Data

N° de dias até o vencimento

Figura 3.1: Evolucao Temporal dos CMFs VIX apés procedimento de Interpolagao
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CMF VIX: 02/06/14 CMF VIX: 04/05/15
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Figura 3.2: Estrutura a Termo do VIX para determinados dias da amostra

Depois desse tratamento para calcular a Estrutura a Termo dos Contratos Futuros com
Maturidades Constantes do VIX, é possivel observar também uma série que corresponde ao
tempo ao vencimento de um determinado contrato futuro. Para o contrato mais préximo, esse
vencimento varia de 1 até 30 dias corridos, e o mesmo raciocinio se aplica as demais séries
de tempo ao vencimento (todas coerentes com as maturidades constantes escolhidas para os 7
primeiros contratos futuros).

Por fim, podemos também apresentar uma tabela com as principais estatisticas das séries
das CMFs, inerentes a nossa amostra.
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Estatistica VIX 30d | 60d| 90d| 120d] 150d] 180d| 210d
N° Obs.: 510 510 | 510 510| 510| 510 510] 510
minimo (%) 9,34 988 | 11,33 | 1225 | 1323 | 13,78 | 14,23 | 14,83
maximo (%) 80,06 | 67,95 | 56,29 | 52,72 | 48,63 | 46,44 | 44,49 | 44,06
média (%) 19,85 | 20,18 | 20,96 | 21,50 | 21,87 | 22,19 | 2248 | 22,76
mediana (%) 16,84 | 17,30 | 1848 | 19,24 | 19,68 | 20,03 | 20,34 | 20,54

desvio-padrio (%) 10,03 806| 796| 728| 6,78| 643| 6,15| 596
variancia (ano) (%) | 15,98 | 12,73 | 10,06 | 841| 7.30| 655| 6,01| 5,64

assimetria 2,37 2,19 1,86 1,63 1,43 1,27 1,16 1,10
curtose 6,97 5,61 3,97 3,04 2,06 1,33 0,90 0,74
Jarque-Bera 1523,76 | 1086,12 | 636,45 | 427,64 | 267,45 | 176,53 | 131,89 | 115,83

Tabela 3.1: Estatisticas das Séries dos CMFs

3.2 Estimacao do modelo

A calibragem faz uso do filtro de Kalman, pois se trata de um modelo linear e Gaussiano. A
utilizagao desta ferramenta esta disponivel em vérios softwares, em geral no contexto relativo
aos modelos espago-estado. Mais especificamente, neste trabalho, utilizamos o software livre
RStudio, com fungoes que executam o algoritmo do filtro ja implementadas em pacotes. O
pacote utilizado foi o astsa (Applied Statistical Time Series Analysis), que acompanha a refe-
réncia Shumway and Stoffer [2017].

Destacamos que, na referéncia principal deste trabalho (Avellaneda and Papanicolaou [2018]),
os autores realizam uma estimagao utilizando as séries do VIX a vista em conjunto com os 7
primeiros vencimentos futuros (CMF). Além de replicar esse procedimento (original), pensou-se
também em uma andlise complementar de modo que realizamos uma outra estimagao (alter-
nativa), utilizando apenas os 7 vencimentos futuros, ou seja, excluindo-se da amostra a série
historica dos log-precos do VIX a vista. Vale ressaltar uma maior dificuldade para a conver-
géncia no caso em que a amostra continha os dados do VIX & vista. No caso alternativo,
observamos uma reduc¢ao no tempo de processamento para a convergéncia.

A justificativa para essa formulagao alternativa vem do fato de que o VIX a vista nao é
diretamente operado pelos traders do mercado, ou seja, a exposicao a essa classe de ativos
(volatilidade) s6 é possivel via ETPs, contratos futuros ou opgoes, todas elas dependentes dos
pregos futuros. Vale notar também (pela analise da tabela 3.1) que esta série é a que possui
maior variagao em toda a amostra, o que nos leva a pensar que sua utilizacao acaba trazendo
mais erros para as estimativas totais.

Sendo assim, a nao-inclusao dessa série na estimacgao para encontrar os respectivos parame-
tros nos leva a pensar em uma possivel reducao nos erros das aproximagoes, sem influenciar na
robustez do modelo.

Um argumento adicional vem do mercado de commodities, no qual o mesmo procedimento
de filtragao é realizado para se obter as estimativas dos parametros, e a negociacao dos pregos
a vista das respectivas mercadorias também nao ¢é possivel. Como nesse mercado realiza-se a
estimacao apenas nas séries dos contratos futuros e, a partir dos parametros obtidos, calcula-
se um precgo a vista, optou-se aqui por realizar este mesmo procedimento, com o beneficio de
que para o VIX, possuimos a série historica realizada e podemos verificar a robustez do modelo.
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Sendo assim, podemos colocar que, para o caso da estimagao original (com a série historica
do VIX a vista), temos o vetor © dos hiperparametros (com 19 parametros) que seré estimado:

©= {’ih K2,01,02, P1, P2, 41,42, P, M17M270617062706370647065706670677068}

E, de maneira similar, no caso da estimacdo alternativa (sem a série historica do VIX a
vista), temos o vetor © (agora com 18 parametros):

O = {’%17K:270-170-27p17p27QI7qQ7p7 ,ulu,u2706170-6270-6370-6470-6570-6670-67}

Portanto, o processo de estimagao do modelo resume-se agora ao seguinte problema de
otimizacao: encontrar o vetor de hiperparametros ® que minimize a fungao de verossimilhanga
dada por B.3.9 a partir das seguintes restrigoes:

(0 < k; < o0 i={1,2}
0<o; <00 i={1,2}
—00 < p; < 00 i={1,2}
ménln(L[y|@]) 5.a. 4 —00 < q; < 00 i={1,2} (3.2.1)
—1<p<1
—00 < pt; < 00 i={1,2}
(0 <o <o i={1,2,3,4,5,6,7,8}

Dessa forma, podemos agora passar para uma analise mais detalhada dos resultados obtidos
nessas otimizacoes.

3.3 Andalise dos resultados

Como realizamos dois procedimentos de calibragem (um considerando os log-precos do VIX a
vista dentro dos dados da amostra e o outro sem), vamos fazer duas andlises separadas e, ao
final, realizar um comparativo entre esses dois resultados. Sendo assim, vamos comecar com oS
valores obtidos no caso em que o VIX a vista é considerado.

Na tabela 3.2 temos os resultados da otimizacao. Vale notar que o parametro de reversao a
média k1 associado ao primeiro fator ¢ bem menor que ks, associado ao segundo fator. Acredito
que este aspecto esta associado & caracteristica dos fatores que os mesmos representam. Por
exemplo, como o fator X,, pela analise de componentes principais feita em Avellaneda and
Papanicolaou [2018| representa mudangas de inclina¢ao na estrutura a termo, uma vez que a
curva muda o seu comportamento de contango para backwardation, isso pode significar que o
parametro kg ird exercer uma pressao maior para que a estrutura a termo volte para o seu nivel
de longo prazo, coerente com o fato de que, em periodos de crise, apesar de a curva alcancar
niveis muito altos, ela nao permanece durante muito tempo nesses niveis e tende a retornar
de maneira mais réapida para a sua média. Além disso, no sentido de que as mudancas de
inclinacao acarretam maiores variacoes nos niveis do indice, a volatilidade do fator X, também
apresenta-se maior do que aquela associada a do fator X;. Podemos ver também que as médias
dos processos (u1 e pg) ficaram muito proximas. Por tltimo, analisando o p-valor do teste-t
bicaudal, para um intervalo de confianca de 95%, podemos verificar que, com excecao dos pa-
rametros (ps e q1) — teste inconclusivo — todos os demais parametros do modelo apresentam
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significancia estatistica, rejeitando a hipotese de nulidade para os mesmos.

Parametro | Valor Estimado | Desvio-padrao | Estatistica-t | P-Valor (0,025)
K1 0,3592 0,1301 2,7615 | 59620 x 107°
Ko 2,7256 0,1319 20,6628 | 2,4757 x 1079
o1 0,2809 0,0537 5,2323 | 2,4507 x 1077
op) 0,3787 0,0497 7,6228 | 1,2246 x 10713
D1 3,1235 1,2389 2,5212 | 11,2001 x 1072
D2 -0,4046 1,1577 -0,3495 | 7,2683 x 107!
7l -1,6686 0,8820 -1,8918 | 5,9087 x 1072
) -1,8117 0,3513 -5,1570 | 3,6004 x 1077
p -0,5784 0,0887 -6,5235 | 1,6607 x 10710
i 1,3812 0,0804 17,1900 | 1,4729 x 107°2
[o 1,3659 0,3543 3,8552 | 11,3042 x 10~*
ol 0,0158 | 4,5285 x 1073 347,8044 0,0000
o2 0,0064 | 2,9632 x 1075 217,0337 0,0000
o2, 0,0008 | 4,3376 x 10~° 188,6507 0,0000
o, 0,0002 | 6,5260 x 1077 353,7492 0,0000
ol 0,0001 | 3,6067 x 10~7 290,9341 0,0000
o, 0,0001 | 2,8864 x 1077 439,9852 0,0000
ol 0,0001 | 2,6741 x 1077 345,1170 0,0000
oZ, 0,0002 | 5,2819 x 1077 308,4680 0,0000

Tabela 3.2: Resultado da estimagao original (amostra com o VIX & vista)

A figura 3.3 mostra as duas varidveis de estado X; e X, estimadas. Nela, podemos notar
que o fator X, associado aos movimentos de inclinacao da estrutura a termo é visivelmente
mais volatil que o fator X associado ao nivel da curva. Este grafico corrobora com o resultado
das estimagoes anteriormente colocadas.

Os parametros \; e Ay (precos de risco de mercado) sao obtidos pelas relagoes apresentadas
em 2.2.1 e a figura 3.4 mostra a série temporal estimada para os mesmos. Aqui, vale notar que
uma vez que a premissa é de que esse MPR é dependente do fator X;, como o segundo fator é
mais volatil que o primeiro, Ay é mais volatil que A;.
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Os erros expressos pelos RMSE, MAE e MAPE sao apresentados na tabela 3.3. O erro
percentual médio das observacoes suavizadas é de 2,51%. O maior erro observado é de 8,83%,
referente ao VIX & vista. O contrato com menor erro ¢ o CMF 180d, com 0,60%.

Contrato | RMSE | MAE | MAPE
VIX a vista | 3,3827 | 1,9284 | 0,0883
CMF 30d | 2,0436 | 1,2336 | 0,0557
CMF 60d | 0,7414 | 0,4296 | 0,0190
CMF 90d | 0,3576 | 0,2285 | 0,0098
CMF 120d | 0,2215 | 0,1445 | 0,0062
CMF 150d | 0,2458 | 0,1582 | 0,0070
CMF 180d | 0,2074 | 0,1386 | 0,0060
CMF 210d | 0,3192 | 0,2189 | 0,0091
Média 0,9399 | 0,5600 | 0,0251

Tabela 3.3: Analise dos erros (amostra com o VIX a vista)

A figura 3.5 mostra o comparativo do VIX & vista observado com a respectiva estimativa
calculada a partir dos parametros obtidos e a série suavizada. Podemos observar que o modelo

se mostra aderente as observacoes.
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Figura 3.5: Comparativo VIX a Vista: Observado vs. Suavizado (amostra com o VIX a vista)
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Por tltimo, nesta primeira parte, podemos ver na figura 3.6 a comparagao entre a estrutura
a termo observada e a suavizada, em dias escolhidos da amostra. E possivel ver que, a mesma
apresenta-se bem coerente tanto em termos de dindmica quanto em termos dos resultados ob-
tidos na mensuragao dos erros (na qual os vencimentos mais proximos apresentam maiores
variagoes). Os demais graficos comparativos, sdo apresentados no apéndice C.
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B DE,_\H_ O Suzvizado | o Suavizado a
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Figura 3.6: Comparativo da Estrutura a Termo (dias escolhidos da amostra com o VIX & vista)

Podemos passar agora & analise do caso em que o log-preco do VIX a vista nao faz parte
da amostra de dados para a calibragem. Basicamente, podemos dizer que nenhuma mudanca
muito expressiva em relacao aos valores das estimativas dos parametros ocorreu. Contudo, ao
olharmos para a significancia dos parametros a partir do teste-t, vemos que, agora, rejeitamos
a hipotese de nulidade para todos os parametros, com exce¢ao de ps. Os resultados da otimi-
zagao sao apresentados na tabela 3.4. Por conta dessa semelhanca de valores, apresentamos os
graficos associados a essa analise no Apéndice C, mais especificamente as figuras C.7, C.8, C.9,
C.10 e C.12.

Neste caso, o aspecto mais interessante estd na medicao dos erros e na hipdtese de que,
sem o VIX a vista na amostra utilizada para o procedimento de calibragem, as aproximacoes
poderiam apresentar erros menores. Na tabela 3.5, podemos ver que o erro percentual médio
das observagoes filtradas ficou em 1,71% (abaixo do que foi obtido anteriormente, como era
esperado). O maior erro observado é de 6,41%, neste caso, referente ao CMF 30d. O contrato
com menor erro permaneceu o CMF 180d, com 0,54%.

No geral, podemos observar que sem a utilizacao do log-preco do VIX a vista, os contratos
com maturidade constante acima de 60 dias (90d, 120d, 150d, 180d e 210d) apresentaram uma
redugao em seus erros percentuais. Contudo, nos contratos mais curtos (30d e 60d) os erros
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aumentaram (principalmente no caso do CMF 30d), mas sem anular os ganhos obtidos nas
redugoes dos erros dos contratos de maior prazo. Isso nos leva a pensar que, dependendo da
maturidade do contrato que se quer aproximar, a escolha de quais vencimentos serao incluidos
na amostra para calibragem deve ser um aspecto analisado com atencao.

Levantamos essa questao, pois como vimos na introdugao deste trabalho, existem alguns
ETNs e ETFs que buscam replicar a dinamica mais longa da curva e, nessas aplicacoes, poderia
ser mais interessante a inclusao de determinados contratos em detrimento de outros. Contudo,
esta discussao nao fara parte do objetivo deste trabalho, ficando ao leitor uma sugestao de tema
de pesquisa futura.

Parametro | Valor Estimado | Desvio-Padrao | Estatistica-t | P-Valor (0,025)
K1 0,5872 0,0724 8,1107 | 3,7881 x 10~
Ko 2,8123 0,1049 26,7990 | 2,4891 x 107%
o1 0,3779 0,0346 10,9088 | 4,8392 x 1072°
op) 0,4005 0,0132 30,2562 | 7,9680 x 10~ ¢
D1 2,5427 0,2747 9,2558 | 5,8982 x 101
D2 -0,1098 0,1934 -0,5678 | 5,7047 x 107!
Q1 -1,8320 0,0896 -20,4465 | 2,8257 x 10798
0 -1,2161 0,1127 10,7921 | 1.3640 x 10724
p -0,4997 0,0238 -20,9997 | 5,5524 x 10~
L 1,3539 0,0436 31,0433 | 1,6427 x 107119
L2 1,2184 0,0819 14,8798 | 7,7209 x 10~*2
ol 0,0070 | 1,3231 x 107° 525,9351 0,0000
o, 0,0010 | 2,8059 x 10~° 353,4038 0,0000
oZ, 0,0002 | 6,7669 x 107 354,7496 0,0000
o, 0,0001 | 2,8533 x 1077 323,1370 0,0000
o2 0,0001 | 2,1763 x 1077 480,4263 0,0000
o, 0,0001 | 2,2251 x 1077 357,7685 0,0000
ol 0,0001 | 2,9629 x 10~7 365,9486 0,0000

Tabela 3.4: Resultado da estimagao alternativa (amostra sem o VIX a vista)

Contrato | RMSE | MAE | MAPE
CMF 30d | 2,1477 | 1,3715 | 0,0641
CMF 60d | 0,7679 | 0,4634 | 0,0207
CMF 90d | 0,3595 | 0,2216 | 0,0095
CMF 120d | 0,2099 | 0,1404 | 0,0059
CMF 150d | 0,2277 | 0,1543 | 0,0067
CMF 180d | 0,1901 | 0,1266 | 0,0054
CMF 210d | 0,2570 | 0,1736 | 0,0071

Média 0,5942 | 0,3788 | 0,0171

Tabela 3.5: Anélise dos erros (amostra sem o VIX a vista)

Agora, de posse dos parametros, podemos abordar alguns aspectos praticos que o modelo
permite aplicar aos produtos existentes no mercado.
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Aplicacoes aos ETPs

Nesta secao, vamos abordar com maior énfase as estratégias que os ETPs realizam para replicar
a rentabilidade dos contratos futuros de maturidade constante do VIX e derivar os respectivos
indices de retorno, de modo a simular cenarios para os produtos, a partir das estimativas dos
parametros obtidos na se¢ao anterior.

A estratégia mais comum na negociagao (rolagem) de contratos futuros ¢ quando as po-
sicoes sao transferidas de um vencimento para outro a medida que os contratos expiram. A
estratégia mais simples é investir em uma posi¢ao comprada no primeiro contrato, reinvestir
todos os lucros/perdas (dos ajustes) e, na data de vencimento do contrato, fechar a posigao e,
simultaneamente, abrir uma posicao comprada pelo mesmo valor no contrato subsequente.

Vamos tomar como base a seguinte situagao (que, como vimos no capitulo 1, é a estratégia
mais adotada atualmente pelo mercado): um fundo de investimentos compra um nimero de
contratos futuros com valor nocional igual ao respectivo patrimonio. Rebalanceia diariamente
o valor investido de acordo com os ajustes (de lucro/prejuizo) dos contratos futuros e trans-
fere a posigao inteira para o proximo contrato (vencimento) na data de expiragao da posi¢ao
(contrato) atual. Além disso, assume-se que o caixa do fundo é remunerado a taxa r e descon-
sideramos os custos de chamada de margem dos contratos futuros e outras possiveis despesas.
Vamos adotar a seguinte notacao:

F; 7, - Contrato futuro com maturidade em 7}, avaliado na data corrente (atual) ¢;

T, - Data de expiragao do primeiro contrato futuro;

T, - Data de expiracao do contrato futuro subsequente a Ti;

r - Taxa de juros;

dX; = Xpvar - Xar - Avango do processo X;, mais especificamente, um dia de modificagao
da data t para a data t + dt;

I, - Retorno Total do Indice (TRI) da estratégia.

Podemos entao colocar que, sob essas condicoes, o valor total do fundo, no instante ¢,
satisfaz:

Wy fpdt L se t<Tp—dt
t,Ty

—t = (4.0.1)
dFy 1,
F——i‘?"dt , Se tZTg—dt

t,To

29
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Vamos ainda definir:

F t< Ty dt
¢(t)={ AT (4.0.2)

For, ,se t=Ty—dt

para representar o prego de liquidacao do primeiro contrato no instante ¢. Assim:

¢(t) = b(t) Frry + (1 = b(t)) Fim,

na qual:

b(t) =

1 ,se t<T
0 ,se t=T1;

Vale lembrar que a medida de Dirac concentrada em x é:

1 se x €8
S: )
uS) {O ,se x ¢S

Portanto, a partir dessas defini¢oes, vamos analisar qual é a dinamica de evolucao de I,
(TRI), de acordo com as hipdteses assumidas. Primeiro, podemos ver que (aplicando a regra
do produto):

¢(t) = b(t) Firy + (1 = b(t)) Fy.1y

ab(t) ab(1)

d¢(t> = b(t)dFt,Tl + Ftyledt —|— (1 - b(t))dFth - FthQWdt
ob(t
46(1) = BOMFor, + (1~ b)dFor, + (Fir, — Fur) o

Mas, o tltimo termo s6 seré diferente de zero quando t < T,. Portanto, podemos reescrever
como:
do(t) = b(t)dEyr, + (1 = b(t)dEyr, + (Firy, — Fip,)o(t — To)dt (4.0.3)

Na qual 6(+) representa a medida de Dirac concentrada em z.

A partir desse resultado, podemos ainda desenvolver:

() () o(t) ()
do(t) b(t)dFiz, (1—0(t))dFim, (P — Fim,)o(t = Ty)dt

Ao(t) _ b()dFn, | (1= b()dFir, | (Fir, — Fur)d(t — To)dt
t

o) b(O)Fir + (1= b)) Frr, b)) Frry + (1= b(t) Frr,  b(t)Frry + (1= 0(1)) Fi,

De modo que, avaliando os casos da func¢ao, vamos ficar com:

Se t < Ty = b(t) = 1, portanto:

do(t) _ dFyn | (Fim = Fun)d(t = To)ds
¢(t> E7T1 Ft,T1
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Se t =T, = b(t) = 0, portanto:

do(t)  dFyr,
¢(t> N E,Tz

podemos reescrever:

dly

Mas, pela defini¢ao de *,

d(b(t) _ % _ (Ft,Tl — Ft,Tz) o
W =7 rdt + o0 O(t —Ty)dt
ou, ainda:
dli _ dolt) _ (Fur = Buna) 5 pyar 4 e (4.0.4)

T (1)

Como sendo a dindmica da evolucao de TRI, a partir das hipoteses assumidas. Podemos
ver que, supondo que o preco do contrato do primeiro vencimento siga uma distribuicao esta-
cionaria, entao heuristicamente, se a curva estiver em contango, rolar uma posi¢ao comprada
fara com que o trader perca dinheiro (na média). Assim, de maneira inversa, ganhara dinheiro
quando a curva estiver em backwardation.

Aqui, verifica-se ainda que, consideragoes semelhantes podem ser feitas a outras estratégias
de rolagem, como uma estratégia que rola essas posi¢oes nos contratos no meio do meés, ou seja,
quando 6 + ¢ = BEL2,

Vamos agora estender a andlise para o caso de rolagem de posi¢bes em tempo continuo.
Considerando uma fungao decrescente (ainda a ser determinada) b(t), tal que:

_Jurh) =1
b(t) = {b(TQ) ) (4.0.5)

Onde b(t) representa a fracdo do ntmero total de contratos investidos no primeiro venci-
mento e (1 — b(t)) é a fracdo investida no contrato referente ao segundo vencimento. O prazo
médio (ponderado por contrato) 6(t) sera dado por:

0(t) = b(t) (T — t) + (1 — b(t))(Ty — ) (4.0.6)

Tomando 6(t) = 6 (constante), teremos:

O(t) =b(t)(Th —t) + (1 = b(t))(Ty — 1)
0 =b(t)T1 — bt + T —t — b(t)T> + bH)T
t=0>

Portanto:

CTy—t—0 ab(t) 1
b(t) = (T —Th) ¢ ot (Th—T))

Pela definicao da CMF dada anteriormente, temos que:

o(t) = b(t)For, + (1 —b(t))Fyp, = V/ (4.0.7)

de modo que podemos calcular:
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ob(t ob(t

AV = b(t)dF,r, + Ft,Tla—(t)dt + (1= b(t)dF,m, — Fm%dt
Fir Fir
= b(t)dF, r, — —————dt + (1 — b(t))dF; —2
(t) t7T1 (TQ _ T]_) + ( ( )) t7T2 + (T2 _ T]_) t
dt
- b(t)dFt,Tl + (1 - b(t))dFt,TQ + (F;g,T2 - Ft’TI)W
2 — 41

agora, Se tomarmos:

b(t) iy (1-0())Fm,
wi(t) = ’ e wy(t) = ——=2
Vt9 Vte
nés podemos escrever:
dvte _ dFt,Tl dFt T (Ft,Tz — Ft Tl) dt
0 wy (1) 2(1) 7]
Vi Fir Fir, Vi (T; = Th)

mas, como temos:

T —t—0
Ve = (220 Ry +
t <<T2_T1)> t, Ty

Ty —t—06 T, —t—0
(V) =In || -"—~ | F g [1— | - — || F
n(‘/t ) n ( <T2 _ Tl) ) t, 11 + n{ ( (T2 _ Tl) > t,TQ}
olm(Vy) 1 Fin, Fym,
— =l + dt
00 Vi (T, = Ty)  (To—Ty)
aln(‘/te) _ (Ft,T2 - Ft,Tl) dt
00 VY (T, — TY)
podemos entao reescrever:
dvy dF, dFy OIn(Vy7)
L=y (8) =2 ) —22 dt
‘/te wl( ) Ft,Tl w2( ) Ft,TQ or »

A partir disso, vemos que o indice de retorno total (TRI) de uma estratégia de negociagao
(rolagem) continua de compra de contratos futuros com maturidade constante média igual a 0,
satisfaz:

dr? dF, . dF;
— = t 1 t 2 dt
]te wi(?) Fym (i) Fin T 108
dvyy oln(Vy) (4.0.8)
= dt + rdt
Vi or »

Entéao, o retorno diario do indice é a soma da variagao percentual diadria do CMF (com ma-
turidade #) e um termo de drift que vai depender da inclina¢do da curva CMF em 7 = 6. Este
termo de drift sera negativo se a curva estiver em contango, e positivo, se a curva estiver em
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backwardation em 7 = . Os pesos wy(t) e ws(t) correspondem as proporgoes de ativos (valores
em dolares) investidos em cada um dos contratos, a fim de manter um prazo de vencimento
constantes igual a 6. Para uma discussao mais aprofundada dessa derivagao, recomendamos
Bergomi [2015].

Uma vez que esse TRI corresponde & estratégia de uma posicao comprada, de maneira
analoga, podemos escrevé-lo para a estratégia de uma posicao vendida:

dJ? dF; dF; T,
— = —w( — — wsy(t +rdt
th 1( ) Ft,Tl 2( ) Ft7T2 4 0 9
AV 105 1U/50) IR o
|7 or »

Em Avellaneda and Papanicolaou [2018] os autores desenvolvem também as derivagoes de
outras estratégias, que utilizam mais de 2 contratos futuros para replicar maturidades constan-
tes diferentes de 30 dias. Além disso, propoem uma andlise na qual concluem que, sob certas
suposigoes (de estacionariedade e ergodicidade), vender um ETP sobre o VIX, que tem como
estratégia assumir e rolar uma posi¢ao comprada no primeiro vencimento, ou comprar um ETP
sobre o VIX, que tem como estratégia assumir e rolar uma posi¢ao vendida no primeiro venci-
mento, ambos produzem lucros certos quanto ¢t — oo.

Contudo, complementam que esses lucros tedricos nao sao isentos de risco. Pois, as equa-
~ 4 . L. ., L. v .
goes também nos mostram que, se V;" for muito volétil, a variavel aleatéria ;& pode ser muito
t
pequena, ainda que t seja grande. Além disso, o estado de backwardation associado a uma
ey 8111(\/;7') . .
grande volatilidade pode fazer com que o valor de —;-** seja negativo. Dessa forma, o retorno
associado as estratégias descritas anteriormente, pode ser negativo em qualquer intervalo de

tempo [0, t].

Voltando agora ao calculo do lucro/perda teérica associado a estratégia de rolagem, pode-
mos ver que, a partir do resultado encontrado em 4.0.8, e sabendo que, pelo modelo proposto em

2.2.9: VT = V>exp (E ~ eIy, 1 Z Zi94Pij _(“ﬁ“f)(T_t)) ou seja, V;I' = f(Yy,t).

Z] 1 H:z""ig

Para calcular 4%~ usamos Ito no caso multidimensional (conforme B.1.9):

VT

Aqui, vale destacar que, como a estratégia possui uma maturidade constante 7, temos

VT = f(Y;) =V =V exp <Zj1 e MY — Z %9584 ¢ (”Z+”J)T). Ou seja, a maturidade

1j=1 R;+r;

da estratégia nao varia. De modo que:

o1
ot
010%) 11w
yi
*f(Yz) Ve~ (Fit®) (1)
Y0y,

E, ainda:
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<d}/i7'7 dY]T> - Uzajpz]dt

Assim, para uma maturidade média, igual a 7, temos:

d d

- 1
dVT = Ve FiT dY;T - Ve~ (Ri+7;) dY;T,d i
[ [g v (oo
- 0T (4.0.10)
v &K 1 or
i=1 ij=1
Agora, calculando algr dt, para uma maturidade média igual a 7, temos::
d 1 d 0'.0' p .
InV™ = InV>® —EiTY'iT_ - Iy —(RiER )T
n n + ; e 5 ; _/f—z‘ ne= e
. L (4.0.11)
InV” Ry o= L —(Ri+Rj)T
D DL G DL L
i=1 ij=1

Substituindo os resultados encontrados em 4.0.10 e 4.0.11, ficamos com:

d d d
d[T —RiT 1 —(Ri+R;)T —RiT n Ri)T
I = rdt + E e "TdY; + 5 E e~ (FitFi) 00 pi;dt — [— E e "TYiR; + g 0i0;pij€ RitRj) }d

i=1 i,j=1 i=1 2] 1

d
=rdt+ Y e "7(dY + YiRdt)
i=1
Mas podemos ainda somar e subtrair o termo k;Y;dt, para obter:

dl™
IT

d
=rdt+ Y e " (dY;e + K;Yidt + (F; — k)Yidt)

E substituindo dY;, (conforme definido em 2.2.8):

drr _
= rdt+Ze BT o dW + Ze BT (ko) 4 (Ri — ki) Yi)dt

I
=1 =1

Somamos e subtraimos %;u) dt, para reorganizar os termos e ficar com a mesma forma
proposta para o TRI em Avellaneda and Papanicolaou [2018]:

dIT

_rdt—i—Ze R UZdWP—i—Ze ST () + (R — k) (Y — p)))dt (4.0.12)

=1
De modo que agora somos capazes de implementar essa E.D.E e, com os parametros obtidos
na calibracao do modelo, simular a rentabilidade esperada para as estratégias descritas nessa
secao.
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Diante disso, a partir da tultima data da base de dados utilizada para a estimacao dos para-
metros (28/01,/2019), simulamos 10.000 (dez mil) cenérios de retornos diarios (TRI) para um
ano a frente (assumimos 252 dias uteis). Ou seja, de maneira mais pratica nesse exemplo, simu-
lamos as possiveis rentabilidades do ETN VXX, de modo que foi possivel fazer a composicao
diaria, com o intuito de obter um indice acumulado para o respectivo periodo e comparéa-lo com
os dados realizados.

Como neste periodo ainda nao temos os dados realizados até 28/01,/2020 (1 ano a partir
da tultima data da base), o periodo de dados realizados ficou menor que o simulado. Contudo,
podemos observar na figura 4.1 que o Indice de Retorno Total Acumulado no periodo realizado
esta coerente com as simulagoes feitas e, ainda na figura 4.2, vemos que a média das simulagoes
possui a caracteristica esperada de um drift negativo por conta do estado de contango ser o
mais comum e, consequentemente, gerar uma perda de rentabilidade na rolagem de posi¢ao do
primeiro para o segundo contrato com vencimento mais proximo.

160 T T T T

28/01/2019 M T e L [ /XX Realizado |

=5

M3

=
T

=

=

=
T

indice de Retomo Acumulado
3 3
T T

B
=
T

Jan 2019 Apr 2019 Jul 2019 Oct 2019 Jan 2020
Tempo (dias)

Figura 4.1: Comparativo entre as Simulacoes e o Realizado do ETN VXX
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Figura 4.2: Comparativo entre a média das Simulagoes e o Realizado do ETN VXX

De maneira anédloga ao que colocamos anteriormente, a rentabilidade da estratégia de as-
sumir uma posi¢ao vendida nos 2 primeiros contratos futuros foi expressa por 4.0.9, de modo
que, para uma maturidade média igual a 7, seu TRI sera dado por:

d d
=rdt— Y e TodW =Y e T (Fopd + (B — k) (Vi — p)))dt (4.0.13)

i=1 i=1

J’T

Para esse exemplo, utilizamos o ETF SVXY para acompanhar os dados realizados e também
é possivel observar a coeréncia da sua evolugao, principalmente quando olhamos a tendéncia da
média das simulagoes na figura 4.4, com o comportamento inverso ao que temos no ETN VXX.
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Figura 4.3: Comparativo entre as Simulagoes e o Realizado do ETF SVXY
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Figura 4.4: Comparativo entre a média das Simulagoes e o Realizado do ETF SVXY
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho, mostramos as principais caracteristicas do modelo multifatorial Gaussiano pro-
posto para o VIX no artigo Avellaneda and Papanicolaou [2018]. Vimos que esse modelo
proporciona um entendimento detalhado da dindmica da estrutura a termo para os contratos
futuros do VIX e sua aplicagao pratica teve como foco os ETPs que, para replicar a renta-
bilidade dos seus benchmarks, montam portfolios compostos por 2 ou mais futuros que sao
rebalanceados diariamente com o intuito de manter suas maturidades constantes.

Além da derivacao do modelo, realizamos o procedimento de calibragem que, por se tratar
de um modelo Gaussiano, utilizou-se o filtro de Kalman como ferramenta para obter estimativas
dos parametros. Na implementagao, é necesséario escrever as equagoes na forma espago-estado
e, além disso, fizemos uma breve revisao dos conceitos atrelados a tépicos de finangas, probabi-
lidade, calculo estocastico e estatistica, que nos permitiram ter o conhecimento necessério para
entender todas as etapas e analisar os resultados.

Foi possivel observar que os contratos mais curtos (principalmente o VIX & vista e o CMF
30d) apresentaram maiores erros, enquanto os contratos mais longos tiveram melhores aproxi-
macoes. Tal fato ja poderia ser esperado a partir de uma anélise prévia das principais estatisti-
cas da nossa amostra, pois os contratos mais curtos (devido a dinadmica do mercado) possuem
maior variagao. Mas, de maneira geral, constatamos que o modelo proposto no artigo original
consegue capturar de forma bastante satisfatoria a dinamica de evolugao da estrutura a termo

do VIX.

Com o intuito de complementar as analises feitas no artigo original, fizemos uma estimagao
com uma amostra na qual nao constava a série historica dos log-precos do VIX & vista. Tal
proposta baseou-se no argumento de que (assim como nos modelos de commodities) o prego
a vista nao é negociado no mercado e, portanto, ao retirar essa série da amostra, os erros na
aproximagcao (suavizagao feita pelo Filtro de Kalman) poderiam ser menores. Vimos que essa
melhora ocorreu nos contratos com vencimento acima de 60 dias. Esse ganho acabou sendo
maior do que o aumento dos erros nos contratos mais curtos (30 dias e 60 dias), de modo que
o erro médio percentual de toda a amostra, comparativamente, melhorou.

A estimagao do modelo sem o VIX & vista envolveu um menor tempo computacional. A
contribuicao da dissertagao com a estimacao alternativa permite a simulacao de instrumentos
atrelados a contratos mais longos com menores erros.
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Este aspecto nos faz pensar se poderia existir algum ganho no caso de o agente (investidor
e/ou trader) utilizar uma estratégia de otimizagao diferente, de acordo com o objetivo do seu
produto. Por exemplo, se o ETP busca replicar os rendimentos de médio prazo, a otimizacao
com uma amostra sem o VIX a vista seria melhor do que aquela com a amostra completa?
Mas, como este nao era o objetivo do presente trabalho, deixamos como sugestao para pesqui-
sas futuras.

De posse das estimativas dos parametros, fomos capazes de realizar simulagoes para analisar
as rentabilidades futuras dos ETPs. Esse procedimento é de grande ajuda para o agente que
busca/faz a gestao desse tipo de produto, pois permite ter uma ideia mais clara do risco ao
qual esté incorrendo e, a partir disso, tracar sua estratégia de protecao para o portfélio como
um todo.

Por ultimo, deixamos como topicos para outras pesquisas futuras: inclusao de mais um
fator (ficando com um total de 3), com o intuito de testar a melhoria nas aproximagoes obtidas
nos contratos de maturidade mais curta; utilizacao de precos de risco de mercado diferentes do
estipulado em 2.2.1, sem depender dos fatores, ou com funcionais diferentes, de modo a analisar
as alteragoes geradas nas estimativas; inclusao de uma estrutura autoregressiva nos erros do
modelo e, por fim, tentativas de estruturagao de outros ETPs que nao apenas os vistos aqui,
por exemplo, ETPs similares as sugestoes encontradas em Alexander and Korovilas [2012].
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Apéndice A
Formula do VIX

Neste apéndice vamos apresentar uma derivacao da féormula geral para calculo do indice VIX,
mostrando a sua ligacao com a precificagao dos contratos de Swap de Varidncia. Vamos usar
como base a nota téncnica 22 de Hull [2016].

Um swap de varidncia é um contrato para trocar a taxa de variancia realizada V entre o
tempo 0 e o tempo T' por uma taxa de variancia predeterminada. A taxa de variancia é o qua-
drado da volatilidade (V = %). Como veremos ao longo da demonstragao, a taxa de variancia
entre o tempo 0 e o tempo T pode ser replicada usando um portfélio de opgoes de venda e de
compra.

Assumindo que o preco do ativo tem a dindmica de evolucao dada pela seguinte EDE
(movimento browniano geométrico):

dS = (r —q)Sdt + o SdW < % = (r —q)dt + cdW (A.0.1)

na qual r, ¢ e o sao constantes e representam a taxa de juros livre de risco, uma taxa de
pagamento de dividendos continua e a volatilidade, respectivamente e, dWW é um processo de
Wiener com respeito a uma medida de probabilidade neutra ao risco.

Pelo lema de It6 (conforme descrito em B.1.7), se escolhemos f(S) = In(S), podemos
escrever:
of(t, S,

filt, Si) = % =0
_of@t,S) 1

02 f(t,S) 1

s8 t? Si)=—"F5— ="

f ( t) aStQ 52

De modo que:

AL ()] = agg) ds + mz?(ts Jat + %%f ;f ) (as)
din(S) = %(8(7’ _ q)dt + BodW;) — %Sizgz o2dt
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Ficando entao com:

2
dIn(S) = <r —q- ”—) dt + odW (A.0.2)
Agora, subtraindo A.0.1 de A.0.2, vamos obter:
d 2
gs—dln(S) (r — o —(r//q—%)dt—gelfW
Portanto,
o? ds

Agora, integrando do instante 0 (zero) até um determinado instante 7":

/ —dt / /dln
%UzT: /0 %—(IH(ST) In(Sy))

De modo que:

1, T as St
—o°T = — —In|{— A.04
27 0o 5 ( So ) (A.04)
Mas, sabendo que a variancia ¢ o quadrado da volatilidade (V = 0?), teremos:
T ds St
=Vr — -1
0o 5 ( So )

ou entao, podemos ainda escrever que, a taxa de variagao média realizada V' é dada por:

V== ——zln St A0.5
/ <50> ( )

Tomando o valor esperado em relacao & medida neutra ao risco Q:

r 2
/O % —TE@ In (iﬁ)] (A.0.6)

Vamos agora analisar separadamente cada um dos termos da equacao anterior. Comecando
pelo primeiro termo do lado direito de A.0.6, vemos que é possivel calcular a esperanca prove-

niente da equagao A.0.1. Assim:
T T
/ (r —q)dt / odW
0 0

/dS
o S

Como r e ¢ sao constantes e sabemos também que a esperanca da integral estocastica vale

0 (zero), ficaremos com:
Tds
Pl (r— )T
/0 o | =0-d

2
EQV] = TE@

E2 =E° +E?
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Portanto, substituindo o resultado desse valor esperado na equagao A.0.6:

In (g_:;)] (A07)

_ 2 2
E%[V] = 7(r=a)T - fEQ

Além disso, da equagao A.0.2, podemos desenvolver:

0.2

In(Sr) — In(Sp) = (r - 7) dt + cdW

2
In (%) = (r—q— %)dt—i—adW
(rq”j) dt+odW
St = 506 = Sr = SgeX

Na qual, podemos descrever a variavel aleatéria X como:

o2
X = (T—q—?)dt—kadW

E, por isso, X é Gaussiana, com:

EC[X] = <r —q— %2)T e Var[X] = o*T

Dessa maneira, podemos calcular:

(- )t

EQ[Sy] = Spexp |EQ[X] + —5 | = Soe — ST = [

Var[X]]

Na qual Fj é o preco a termo do ativo para um contrato com vencimento no tempo 7.

Assim, tomando:

Y\ In(Sper—a7T) ~ InGSei(r—q)T
" (s_o) e sy 9T

Podemos reescrever A.0.7 como:

B[] = 2 In (@) _ 2pe

T So T

B (g_z)] (A08)

Vamos agora desenvolver o segundo termo a direita da equagao acima. Primeiro, vamos
considerar a seguinte integral e analisar o seu resultado para algum valor S* de S:

S*

1
—maz(K — Sr,0)dK
K=o I

Quando S* < St:
S* 1

Fmaw(K —S7,0)dK =0
K=0
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Quando S* > Sr:

S| S|
— K — dK = — (K — dK
. KQmax( St,0) . K2( St,0)
S*
S S S
— <111(K) + %) . = In(S™) + S—:: — [ln(ST) + S—;
S* St
—In( 2= 2T
()
Em seguida, podemos considerar:
/ T Sy — K, 0)dK
—max (St —
K=g- K? ’ ’
Quando S* > Sp:
o S d
ﬁmax( r—K,0)dK =0
K=8*
Quando S* < St:
/OO L nar(Sr— K0)K = [ L8y — K. 0)dK
ks K2 PO Jele K2
St
S S S
= (— ?T - ln(K)) § = —S—; —In(Sy) — [— S—T - ln(S*)]

Portanto, destes resultados, segue que:

S*

oo

Lmcwz:(K — ST,O)dK+/

1 S*) St
—max(St — K,0)dKk =In|{ — |+ — -1
Ko K2 s 2T ) (

St S*

De modo que, para todos os valores de S* vale a seguinte identidade:

Sr Sr S| 1
In <§> =~ 1-— - ﬁmax(K — S7,0)dK — /K:S* ﬁma:p(ST — K,0)dK (A.0.9)

Isso mostra que uma variavel que paga o In(Sy) pode ser replicada usando um portfélio de
derivativos. Este resultado pode ser usado em conjunto com a equagao A.0.5 para fornecer um
portfolio de replicacao para V. Tomando o valor esperado em um mundo neutro ao risco na
equacgao A.0.9, podemos escrever:

St
In <§>

Sr S|
EQ =EC §—1 —E© / ﬁmax(K—ST,O)dK —E°

K=0

< 1
/ —maz(Sy—K,0)dK
K=s IS
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Mas, vale notar que:

EC[maz(K — Sr,0)] = 'p(K)

E o prego de uma opgao de venda (Put) com strike K.
E@[max(Sy — K,0)] = e'¢(K)
E o preco de uma opc¢io de compra (Call) com strike K. E, ainda:

E%[Sr] = Fy

Além disso, T representa a maturidade e R a taxa livre de risco até o respectivo vencimento.
Com isso, vemos que:

St
l -
“(9)

Sendo este um caso especifico do resultado encontrado em Carr and Madan [2001], também
conhecida como decomposicao de Carr-Madan, ela nos mostra que qualquer payoff da forma
f(St), onde f é uma funcao de classe C?, pode ser replicado por uma combinagao estéatica de
calls, puts e contratos a termo de mesmo strike e mesmo vencimento.

F, S| |
-2 BT (K)dK — — T (K)dK (A.0.10)

EQ = — e
S* K=o K? K=s+ K?

Agora, podemos colocar que:

In (i—Z) — In(Sr) — In(Sp)
= In(S7) — In(S*) + In(S*) — In(Sp)
(%) (3)

Agora, tomando o valor esperado na equagao acima:

In & In &
So S*

E® =E° +E°

(%)

Portanto, ficamos com:

I =[EC

w (2)] <55 (2)] o (2) Ao

De modo que, agora, somos capazes de combinar as equagoes, A.0.8, A.0.10 e A.0.11, para
calcular:
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EC[V] = %m (%) — %]EQ In (i—i)
-7 (@) -7 (%) = (2)]]
() pu(3) e (2)]
_ % In (%) - %ln (g—o) —% (? ~-1- :O %eRTp(K)dK - :S* %eRTC(K)dK>

S
g
R
2
~—

Com isso, podemos concluir que o valor esperado para a variancia média de hoje (t = 0)
até uma determinada maturidade (¢ = T') é dado por:

2. (K 2 (F 2( % 1 |
EQV] = 7 n (S—O) -7 (S—O — 1> + ?( . ﬁeRTp(K)dK + /K N Fe”c([()d[()
(A.0.12)
Na qual, Fy é o prego a termo do ativo para um contrato com vencimento em T, ¢(K) é o
pre¢o da op¢ao de compra com strike K e maturidade T, p(K) é o prego da opgao de venda
com strike K e maturidade 7', R é a taxa de juros livre de risco para um vencimento em 7" e
S* & qualquer valor de S.

Supondo que o prego de opgoes europeias com strike K;, (1 < i < n) s@o conhecidos e temos
que K < Ky < K3 < ... < K,,_1 < K,. Além disso, definimos S* igual ao primeiro preco de
exercicio abaixo de Fjr, em seguida, aproximamos as integrais da seguinte forma:

T RT <1 gr " AK; T
<L p(K)dK + B (K)dK = ek Q(K;) (A.0.13)
=1
onde:
K — K
AK,==—21 2l 9<i<n—1. AK =K, - K, e AK,=K,—K, |

2 )
E, na fun¢ao Q(K;):

Se, K; < S*, entao a fungao Q(K;) corresponde ao prego de uma Put com strike K
Se, K; > S*, entao a fungao Q(K;) corresponde ao pre¢o de uma Call com strike K

Se, K; = 5*, entao a fungao Q(K;) corresponde a média dos pregos de uma Call e uma Put
com strike K;

Assim, substituindo a equacao A.0.13 em A.0.12, vamos obter:
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ou, ainda,
_ F, F, "L AK;
Q _ 0 . 0 . 1 T ]
E*[V]T =2In (_S*) 2(—5* 1) + 2 E —" Q(K;) (A.0.14)

Agora, vamos olhar mais especificamente para os dois primeiros termos do lado direito da
equagao anterior. De acordo com a fungao In(NN) e o seu polinomio de Maclaurin a seguir:

In(N) = (N —1) — %(N — 12+ O((N —1)?)

podemos obter:

() (B-) 32 of(E)

Isso significa que podemos fazer a seguinte aproximacao:

R\ ([ F 1 F o\
n(5) = (1) als )
2
In (g_) - (g_ - 1) - (g_ - 1) (A.0.15)

Assim, podemos usar A.0.15 para reescrever A.0.14 como segue:

ou, ainda,

— F 2 - AK
Q _ 0 v rT )
E*V|T = _(_S* — 1) +2 ; 1 —E e Q(K;) (A.0.16)

Desta forma, o processo a ser realizado em um determinado dia para se calcular o indice VIX
¢ calcular EQ[V]T para as op¢oes negociadas no mercado e com vencimentos imediatamente
anterior e posterior a 30 dias. A varidncia cumulativa esperada para os 30 dias, sob a medida
neutra ao risco, é calculada a partir desses dois ntimeros usando interpolacao. Em seguida,

multiplica-se por %, e o indice é definido como a raiz quadrada desse resultado.

Isso significa que a variancia acumulada esperada, sob a medida neutra ao risco, é calculada
COmo:

F, 2 "L AK;
2 0 v rT ]
aT-—(E—1> +2;—K36 Q(K;)

ou seja, o indice de volatilidade VIX se baseia na seguinte equagao (colocando-a no mesmo
formato que o encontrado em CBOE [2018]):

1/F 2 9 XAK,
2_ _+t (Lo 2N 28 ‘
ol = T( : 1) +T§ 7 ¢ TQK,) (A.0.17)

=1 ¢
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E, para o célculo exato do indice, incluindo a interpolacao e as respectivas regularizagoes

temporais, temos:

NT _N30 N30_NT N365
VIX =100 x Tio? | —2—F| + Tho? | ———L X — A.0.18
{ e NTQ_NTl 202 NTQ_NT1]} N30 ( )

A explicagao com exemplos e procedimentos operacionais detalhados de como calcular o
indice a partir de dados reais ¢ encontrada em CBOE [2018].



Apéndice B
Revisao Teobrica

Neste apéndice, vamos apresentar algumas definicoes basicas de calculo estocastico, estatistica
e outros topicos de matemaética e finangas que serao utilizados no decorrer do trabalho. As prin-
cipais referéncias utilizadas nesse capitulo foram Aiube [2013], Korn and Korn [2001], Oksendal
[2013], Shreve [2004] e Steele [2012].

B.1 Probabilidade e Calculo Estocastico

Nesta secao vamos definir alguns conceitos basicos de probabilidade e calculo estocéstico.

Definigao 2.1 (Espago de Probabilidade) Um espago de probabilidade € uma tripla (£2,
¥, P), no qual temos: i) Q € um conjunto ndao vazio, chamado de espago amostral; ii) F é uma
o-dlgebra de subconjuntos de Q; e ii) P é uma medida de probabilidade.

Definigao 2.2 (Filtragao) Seja Q) um conjunto nao vazio. Seja T fixo, um nimero posi-
tivo, e assuma que, para cada t € [0,T] existe uma o-dlgebra F. Assuma também que, se s < t,
entao todo o conjunto em F, estd também em F;. Entao, chamamos a colecao de o-dlgebras F;,
0 <t<T, de filtragao. Além disso, as o-dlgebras da filtragao devem estar contidas em F.

Definigao 2.3 (Espago de Probabilidade Filtrado) Um espago de probabilidade filtrado
¢ uma quddrupla (Q, F, {F}, P), onde (2, F, P) € o espago de probabilidade e {F:}icior) € a
filtragao.

Definicao 2.4 (Processo Estocastico) O conjunto {(Xi, %) }eepo,m formado pela filtra-
¢ao {Fiticior) € uma familia de varidveis aleatorias, X, tomando valores no R™ com X, F-
mensurdvel, € chamado de processo estocdstico com filtra¢ao {F }ieo,r)-

Podemos complementar que, os processos estocésticos sao de grande utilidade na modela-
gem de eventos aleatérios que evoluem ao longo do tempo (principalmente no estudo de Séries
Temporais em Finangas). Portanto, ¢ fundamental construir uma estrutura de informagao que
tenha essa mesma caracteristica para estudarmos os mais diversos feno6menos.

O conceito mateméatico que descreve a dinamica da propagacao das informagoes ao longo do
tempo é chamado filtracao. E, uma forma mais intuitiva de descrever uma filtracao é que ela
funciona como um crivo que controla o fluxo de informacoes. Mais especificamente, no nosso
trabalho, é importante saber que: i) % representa a informagao disponivel no tempo t; e i)

51
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A estrutura da definicdo assegura que a quantidade de informacao cresce conforme o tempo
evolui. Além disso, nenhuma informagcao é perdida com o decorrer do tempo (ou seja, qual-
quer informagao disponivel no momento s ainda esta disponivel no tempo ¢, uma vez que t > s).

Defini¢ao 2.5 (Martingal) Seja (2, F, P) um espago de probabilidade, seja T fixo e po-
sitivo, e seja { Fi }rejo.r), uma filtragao de sub-o-dlgebras de F. Considere o processo estocdstico
adaptado (ou seja, para cada t, a varidvel aleatoria X, € F-mensurdvel) My, 0 <t < T, tal que
E[M;] < oo Vt € [0,T). i) Se E[M|Fs] = My V0 <s<t<T, dizemos que este processo ¢ um
martingal; i) Se E[M;|Fs] > M,V 0 < s <t < T, dizemos que este processo ¢ um submartin-
gal; 1) Se E[M;|Fs] < My V 0<s<t<T, dizemos que este processo é um supermartingal.

Desta definicao, podemos ainda destacar que a nocao de adaptabilidade pode ser interpre-
tada como a incapacidade de prever eventos futuros. Dizemos que X, é considerado conhecido
em qualquer tempo t (¢t > s) se {X; : t > 0} é adaptado a filtragao {#} (ou seja, um processo
estocastico {X; : t > 0} adaptado a filtracao implica que o valor de X; é quase certamente
determinado pela filtragao {#}). Por outro lado, para cada t > s, X; em geral nao é mensuravel
no tempo s. A variavel X; é considerada desconhecida porque as probabilidades dos eventos
descritos por X; nao podem ser calculados com base na informacao disponivel antes do tempo t.

Além disso, quando analisamos a primeira condi¢gao da definicao anterior, vemos que, no
caso de um martingal, a melhor previsao para um evento futuro é o valor atual do processo.
Ou seja, o ganho futuro esperado é zero e, por causa disso, os martingais modelam um jogo
justo, que nao favorece nenhum dos participantes (tornando-se, assim, uma ferramenta muito
relevante no campo de aprecamento de ativos). Pode-se dizer que um jogo é justo quando os
ganhos incrementais em qualquer estigio sao nulos ao se condicionar aos resultados obtidos
historicamente.

Na teoria moderna de Finangas, a propriedade martingal se torna uma condicao crucial para
que o mercado seja eficiente, ou seja, um mercado no qual a informacao sobre precos passados
é incorporada completamente e instantaneamente no preco atual do ativo. Esta eficiéncia de
mercado nos diz que nao ¢ possivel obter lucros excessivos em operagoes baseadas em tendéncias
historicas dos pregos (de modo que, a expectativa de mudanga do prego futuro, condicionada
ao historico de pregos, deve ser zero).

Definig¢ao 2.6 (Movimento Browniano) Seja o espago de probabilidade (2, F, P). Defi-
nimos um movimento Browniano como sendo um processo {W;}i>o0 com caminhos (realizagoes)
w continuos, tal que: i) Wo = 0, P - q.t.p.; i) W, — Wy ~ N(0,t — s),s < t; @1) W, — W,
idependentes de W, — W, para 0 <v <u < s < t.

Definicao 2.7 (Filtracao Browniana) Seja (£, F, P) o espago de probabilidade no qual
estd definido o Movimento Browniano {W,}i>o. A filtragao do Movimento Browniano é uma
cole¢io de o-dlgebras {F}i=0, que satisfaz: 1) Acumula Informacgées - Para 0 < s < t,
todo conjunto em Fy estd também em F;. Isso quer dizer que existe ao menos tanta informagao
disponivel em um tempo posterior F quanto em um tempo anterior Fs; 1) Adaptatividade -
Para cadat > 0, o Movimento Browniano {W; ;>0 no instante t € F,-mensurdvel. De modo que,
a informagao disponivel no tempo t é suficiente para avaliar o Movimento Browniano {W;}i>o
nesse tempo; i) Independéncia de Incrementos Futuros - Para 0 <t < u, todo incre-
mento W, — W, € independente da filtracao F. Ou seja, qualquer incremento do Movimento
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Browniano apds o tempo t € independente da informacao disponivel no tempo t.
Teorema 2.1 O Movimento Browniano {W;}i>o € um martingal.
A demonstracao pode ser encontrada em Korn and Korn [2001].

Definicao 2.8 (Browniano d-dimensional) Um movimento Browniano d-dimensional
€ um processo estocdstico com valores em R"™, W(t) = (Wy(t), Wa(t), ..., Wa(t)) tal que cada
componente € um movimento Browniano unidimensional e W; € independente de W; se 1 # j.

As definigoes descritas acima sao alguns dos principais conceitos matematicos utilizados
na moderna teoria de aprecamento em financas para trabalhar com o fluxo de informacoes e a
evolucao historica dos dados. Contudo, além disso, gostariamos de quantificar de alguma forma
essa evolucao, de modo a sermos capazes de entender melhor o mecanismo gerador dos dados e,
como consequéncia, realizar previsoes sobre o comportamento da variavel que esta sob anélise.
O matematico que propos as ferramentas necessarias para essa tarefa foi Kyosi Itd (1915-2008),
e apresentamos abaixo mais alguns conceitos necessarios para o desenvolvimento dos célculos
realizados neste trabalho.

Definigao 2.9 (Variagao Quadratica) Dado o processo estocdstico {X¢}ieo.r), definimos
a varia¢ao quadrdtica (X),, como

n

(X, X)) = lim Y (Xp — X )2 (B.1.1)
=0 4= o

onde I1={0=1t) <..<t!=T}.

Definicao 2.10 (Processo Simples) Um processo estocdstico X = {X;}iejor) € chamado
processo simples se existem numeros reais 0 =ty < t; < ... < t, =T, p € N, e varidveis
aleatorias ¢; : 0 = R, 1 =0,1,...,p com ¢g Fo-mensurdvel e ¢; F, ,-mensurdvel tal que valha
a sequinte representa¢ao (para cada w € ):

Xi(w) = do(w)lioy(t +Z¢z W)ty 0 (F) (B.1.2)

Defini¢ao 2.11 (Integral de Ité6 para processos simples) Seja I = tg,ty,...,t, uma
particao de [0,T1], isto €, 0 =tog < t; < ... < t, = T. Seja X; um processo simples, onde X; é
constante em cada subintervalo [t;,t;11) e, de maneira genérica, temos t, <t < ty41. Podemos
definir a Integral de Ité (Integral Estocdstica) como:

I, = /XdW ZXt Wiy, — Wi, ] + X, [W — W, ] (B.1.3)

Definigao 2.12 (Integral de It6 Generalizada) Vamos assumir agora, que X;,t >0 €
adaptado a filtracao {F:}i>o0 €, que a sequinte condigao de integrabilidade é vdlida:

T
IE/ X2dt < oo (B.1.4)
0
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A . n .
escolhemos uma sequéncia Xt( ) de processos simples, de modo que, quando n — oo esse
processo converge para Xy. Aqui, o conceito de convergéncia quer dizer:

T
lim ]E/ X" — X, 2dt =0
0

n—o0

Podemos entao definir a Integral de Ité para o integrando com variagoes continuas pela
formula:

I, = / X, dW, = lim X")qu, 0<t<T (B.1.5)

n—oo

onde o limite é tomado em L*(Q, dP).

Mais detalhes sobre o espaco L? e a escolha da sequéncia de processos simples pode ser
encontrada em Korn and Korn [2001].

Teorema 2.2 (Propriedades da Integral de Itd) Seja T uma constante positiva e seja
X,0 <t < T, um processo estocdstico que satisfaz B.1.4. Entdao, a integral de Ité em B.1.5,
possui as sequintes propriedades: i) Continuidade: Os caminhos de I, sio continuos; i)
Adaptatividade: Para cada t, I, é F-mensurdvel; i) Linearidade: Se I, = f(f X, dW,
e Jy = fot Y, dW,, entao I; £ J, = fOt(Xu + Y,)dW,; e também, para qualquer constante
c, cly = fot cX qu, iv) Martingal: I, é um martingal continuo; v) Isometria de Ito:
E[( [} X.dW,)? = E[[, X2du]; vi) Variacdo Quadrdtica: (I,,I,) = [, X2du.

Todas essas demonstragoes detalhadas podem ser encontradas em Shreve [2004].

Teorema 2.3 (Férmula — ou Lema — de It6: Caso Unidimensional) Seja X;,t > 0,
of (t,X)

um, processo de It6 e seja f(t, X) uma fungao para o qual as derivadas parciais fy(t, X) = Z5==,

fo(t, X) = 8f tX e for(t, X) = % estao definidas e sao continuas. Entao, para todo T > 0,

T T 1 T
F(T, X7) = f(0, Xo) + /0 fult, X,)dt + /0 fult, X0)dXi + 5 /0 Foalt, X)d(X,, X,) (B.1.6)

ou, na forma diferencial (com 0 <t <T):

of(t, Xy) af(t, Xy) 10%f(t, X;)
BT dt + oX, dX; + 5 aXtQ

A demonstrac@o pode ser consultada também em Shreve [2004].

dlf(t, X)) = (dx,)? (B.L7)

Teorema 2.4 (Integral de It6 com Integrando Deterministico) Seja {Ws}sso, um
movimento Browniano, e seja Ay uma func¢ao deterministica no tempo. Defina I, = f(f A dW,.
Para cada t > 0, a varidvel aleatoria I é normalmente distribuida com valor esperado zero e
varidncia fot A%ds.

A demonstragao desse resultado esta em Shreve [2004].

Definig¢ao 2.13 (Variacao Cruzada) Sejam X e Y dois processos de Ité tomando valores
reais com representacao,
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t t
X, = Xo+ / Kods + / H,dW,
Ot Ot
Yt:YO+/ Lsds+/Mdes
0 0

entao, a variacao cruzada serd dada por:

(X,Y) = Z/O H,(s)M,(s)ds (B.1.8)

Teorema 2.5 (Formula de It6 para o caso multivariado) Sejam Xi, Xs, ..., X,, pro-
cessos de Ité univariados dados por:

dX; = pi( Xy, t)dt + 0( Xy, )dWi, t=1..,n

Seja f(X1, ..., X, t), onde f(.) € continua e diferencidvel duas vezes em rela¢io a x1, ..., %y,
e uma vez em relagdo a t (com derivadas continuas), entio o diferencial df(.) € dado por:

of "L of 1 <~ Of
A (X, X 1) = ot + > o 0Xi+ 5 > Fror (dX;,dX;) (B.1.9)
i=1 ¢ =1 """

Maiores detalhes sdo dados em Aiube [2013] e Oksendal [2013].

B.2 Conceitos de financas e aprecamento neutro ao risco

Nesta secao vamos apresentar algumas das principais defini¢oes relacionadas ao aprecamento
neutro ao risco utilizadas ao longo do trabalho. Segundo Aiube [2013|, o ponto central na
metodologia é a suposicao da inexisténcia da possibilidade de arbitragem. Complementa ainda
que, dado que nao ha arbitragem, existem fundamentalmente duas teorias bem definidas para
realizarmos o aprecamento. A primeira é a metodologia classica desenvolvida por Black and
Scholes [1973], e a segunda faz uso da medida martingal equivalente, na qual iremos nos apro-
fundar neste trabalho. Uma discussao mais profunda sobre os motivos de utilizacao de uma
em detrimento da outra é feito em Aiube [2013]. Além disso, definimos também o que é um
contrato futuro e a respectiva formula para o célculo do seu preco.

Definigcao 2.14 (Medidas Equivalentes) Duas medidas de probabilidade P e Q em (2, F)
sao equivalentes se elas estao em concorddncia com relagcao a quais conjuntos de F tém proba-
bilidade zero.

Definigao 2.15 (Derivada de Radon-Nikodym) Seja o espago de probabilidade (2, F,P).
Seja Q em (2, F) uma medida equivalente o P. Seja Z uma fun¢do ndao negativa, de tal modo
que seja a densidade de Q em relagao a P. Entao, Z é denominada de derivada de Radon-
Nikodym de Q em relagao a P, ou seja:

Z(w) = (B.2.1)
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Seja A € F, podemos escrever que a probabilidade de ocorrer o evento, avaliado pela medida

Q é:
Q(A) = / Z(w)dP(w) (B.2.2)
A
onde w € Q. Além disso, é possivel provar que Ef(Z) = 1.

Teorema 2.6 (Teorema de Girsanov) Seja o espago de probabilidade (2, F,P) e X, €
R,0 <t < T um processo de Ito que possui a sequinte dindmica:

dX; = pu(w)dt + op(w)dW,
onde Wy € R, j;(w) € R e oy (w) € R

Suponha que existam os processos adaptados a F;, 0;(w) € R e ay(w) € R, de modo que:

o (W) (w, t) = py(w) — ay(w), (B.2.3)

Suponha ainda a condigao de Novikov:

]EIP

T p2
elo eud“] < 00

vdlida para 0,(w) e ay(w), de modo que:

T
ea:p(%/ 93(w)du>] < 00, EF
0

Definimos ainda:

EP

Wi(w) = Wi(w) +/0 Ou(w)du (B.2.4)

Zi(w) = exp[— /0 Oy (w)dW,, — %/0 93(w)du] (B.2.5)

Considere a medida de probabilidade Q equivalente a P, tal que:

Q(A) = /A Z(w)dP(w), A € F

Entao, sob a medida de probabilidade Q, Wt(w) € um processo Browniano padrao. A medida
Q € denominada Medida Martingal Equivalente (MME Q). Ainda, X; escrito em fungao de

dX; = oy (w)dt + oy(w)dWi(w). (B.2.6)

A demonstracao deste teorema pode ser consultada em Oksendal [2013] e Shreve [2004].
Podemos ver que este resultado permite a troca da medida de probabilidade de IP para Q. Esta
mudanga essencialmente remove a tendéncia do processo, que esté presente na medida P. Além
do caso unidimensional, este teorema pode ser estendido (de maneira anéloga) para o caso
multivariado.
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De acordo com Aiube [2013], a medida martingal equivalente ¢ uma medida de probabilidade
conveniente para o aprecamento de derivativos, pois dado que o processo estocastico do ativo
subjacente esta escrito sob esta medida, o célculo do valor esperado fornece o valor do derivativo.
De maneira mais geral, se o derivativo no vencimento vale A;, entdao o seu valor serda dado por:

A =EQe " TN 7], 0<t < T. (B.2.7)

E, ainda podemos colocar que, caso a taxa livre de risco nao seja constante no intervalo
0 <t<T, ficamos com:

Ay = EQeh Bedup 6] 0 <t <T. (B.2.8)

As equagdes B.2.7 e B.2.8 sao denominadas equacoes fundamentais de aprecamento.

Definigao 2.16 (Estratégia) Uma estratégia q; define a quantidade de cada ativo, no
instante t, de um portfolio, tal que:

0(w) = (¢ (W), G (W), - ¢ (W),
onde qi(w) € um processo adaptado a F = o(Bs,s < t), en é o nimero de ativos disponiveis

no mercado.

Aqui, se assumimos que X/ representa o prego do i-ésimo ativo no instante ¢, o valor do
portfolio definido por uma estratégia nesse instante sera dado por:

th ) X[, w e Q

Definicao 2.17 (Estratégia autofinanciavel) Dizemos que uma estratégia q;(w) € auto-
financidvel quando as alteragées no valor Ry(w) ocorrem apenas por variagoes nos pregos dos
ativos que compoem o portfolio, de modo que:

dR,(w th )X, w e Q

Definicao 2.18 (Estratégia de Hedging) Define-se uma estratégia de protecao (hedging)
como aquela para qual existe uma estratégia autofinancidvel q(w) que faz com que o valor do
derivativo no vencimento A seja igual ao valor do portfdlio (quase certamente), ou seja:

ZqT )X = Ap(w), q.c. (B.2.9)

Definigao 2.19 (Mercado Completo) Dizemos que um mercado é completo quando,
para todos os derivativos do mercado existe uma estratégia de prote¢ao (hedging) na qual B.2.9
¢ atendida.

Defini¢ao 2.20 (Arbitragem) Uma oportunidade de arbitragem resume-se em uma es-
tratégia autofinancidvel g (w) tal que: i) Ry = 0; 1) P(R; > 0) =1 e P(R; > 0) > 0.

Em outras palavras, arbitragem ¢ uma estratégia que permite que um agente comece sem
capital e, em um tempo posterior T, esteja certo de que nao havera perda de dinheiro e ainda
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haja uma probabilidade positiva de ter ganho de dinheiro.

Definicao 2.21 (Medida Neutra) Uma medida de probabilidade Q € dita neutra ao risco
se P e Q sio equivalentes e se, sob Q, o processo de pregos descontados de cada ativo (X)) do
mercado é martingal.

Teorema 2.7 (Primeiro Teorema Fundamental de Finangas) O sistema de pregos
que prevalece no mercado nao admite arbitragem se, e somente se, existe a medida neutra.

A demonstracao encontra-se em Aiube [2013].

Teorema 2.8 (Teorema da Representacao Martingal — TRM) Seja (2, F,P) um
espaco de probabilidade, seja Wy um processo Browniano padrao neste espaco e % a filtragao
natural gerada por este processo com t € [0,T]. Seja M; um processo martingal em relagdo a F,
ou seja, B[M|F,| = M,, para u < t. Ezxiste um processo adaptado Hy;, com E[fOT H2du] < oo,
tal que:

t
Mt:M0+/ H,dW, (B.2.10)
0

Uma demonstragao mais detalhada deste resultado é encontrada em Oksendal [2013], Shreve
[2004].

Teorema 2.9 (Segundo Teorema Fundamental de Financgas) Considere um modelo
de mercado que possui uma medida de probabilidade neutra ao risco. Um mercado é completo
se, e somente se, a medida de probabilidade neutra ao risco € unica.

Uma demonstragao pode ser encontrada em Aiube [2013].

Ainda, de acordo com Aiube [2013], o primeiro teorema fundamental coloca as condigdes
necessarias e suficientes para o aprecamento, pois a existéncia da medida neutra e da garan-
tia da replicagao do preco do derivativo permitem tal processo; enquanto o segundo teorema
fundamental assegura a unicidade da medida neutra Q mediante a existéncia de um mercado
completo, e o contrario também é verdade. De modo que, passa a ser uma situagao mais res-
tritiva do que a do primeiro teorema.

"Entao, se o mercado € completo, o preco do derivativo, a partir da equacao geral do apre-
camento, € unico. Desta forma, a estrutura de replicacao do preco do derivativo define um
preco unico para o mesmo. A estrutura de replica¢ao estd garantida pela auséncia de arbitra-
gem e pelo TRM. O prego do derivativo estd garantido pela existéncia da medida neutra. E a
unicidade deste prego estd garantida pela unicidade de Q (mercado completo).” Aiube [2013|

Definigao 2.22 (Contrato Futuro) O Contrato Futuro é um acordo feito entre dois agen-
tes anonimos e intermediado por uma bolsa, na qual o agente que assume a posi¢cao comprada,
estd obrigado a adquirir da contraparte (o agente que assume a posicao vendida) o ativo que
serd entreque no vencimento T. A troca de fluzos de caixa ocorre por marcacao a mercado de-
finida pelo mecanismo da conta margem.
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Mais detalhes sobre a mecanica operacional dos mercados futuros podem ser consultados
em Hull [2016].

Definigao 2.23 (Prego Futuro) Seja X; o preco a vista de um ativo no instante t € [0,T.
Denominamos por Fyp o prego futuro do ativo em T e negociado em t. O prego futuro € o valor
esperado, sob a MME, do preco a vista no vencimento:

Fyr = EYX 7| 7], 0<t<T. (B.2.11)

E possui as sequintes propriedades: i) Fyp € F,-mensurdvel; ii) os custos de entrada e saida
do contrato sio nulos e as mesmas podem ocorrer em qualquer instante até o vencimento; iii)
a cada intervalo de tempo [tg,tr+1) € feita a marcagao a mercado; iv) o valor de Fir, na expi-
ragao, € o preco a vista, ou seja, Frp = Xr.

Teorema 2.10 (O Prego Futuro é Martingal) O preco do contrato futuro é um mar-
tingal se na medida neutra ao risco Q ele satisfaz Frr = X e se o valor de uma posi¢ao
comprada (ou vendida) a ser realizada durante um intervalo de tempo € sempre zero.

A demonstragao desse resultado e a construcao detalhada do preco futuro pode ser consul-
tada em Shreve [2004].

Com isso, cobrimos os principais aspectos do referencial tedrico que nos permite realizar os
calculos necessarios no desenvolvimento deste trabalho.

B.3 Filtro de Kalman

Nesta se¢ao vamos apresentar os fundamentos do filtro de Kalman e alguns conceitos inerentes
a metodologia de filtragem em financas. Aqui, as principais referéncias utilizadas foram Aiube
[2013] e Shumway and Stoffer [2017].

Calibrar (estimar) um modelo em economia e finangas quer dizer encontrar o valor dos hi-
perparametros associados as equagoes propostas que minimizam os erros entre os dados reais e
os estimados. Esta etapa torna-se crucial para validar as hipoteses estruturadas no ambito da
modelagem. Além disso, a partir da estimacao, conseguimos verificar a significancia estatistica
dos hiperparametros calculados e, pelo processo de filtragem, conseguimos estimar as variaveis
nao observaveis. De maneira resumida, nessa etapa conseguimos identificar se o modelo estéa
apto a reproduzir as principais propriedades do processo gerador dos dados reais.

No contexto de Kalman, as variaveis de estado sao nao observaveis, mas possuem uma
dindmica conhecida. Enquanto isso, as variaveis observaveis sao aquelas que observamos dire-
tamente e que sao utilizadas para estimar as variaveis de estado.

De acordo com Aiube [2013] o filtro de Kalman é um conjunto de equagdes matematicas que
constitui um processo recursivo eficiente de estimagao de uma variavel nao observével (varidvel
de estado), uma vez que o seu erro quadratico ¢ minimizado. Com os dados reais, denomina-
dos wvaridvel de observacgao, a varidvel nao observavel pode ser estimada eficientemente de tal
forma que, podemos calcular os estados passados, o estado presente, e os estados futuros. E
um procedimento aplicivel quando os modelos estao escritos sob a forma espaco-estado. Além
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disso, esta ferramenta permite a estimagao dos parametros desconhecidos do modelo através da
maximizacao da verossimilhanga via decomposicao do erro de previsao. Suas condic¢oes ideais
de utilizagao abrangem problemas lineares e Gaussianos. Quando lidamos com problemas nao
lineares pode-se usar o filtro de Kalman estendido, que é uma expansao do problema nao linear
através da série de Taylor.

De acordo com Shumway and Stoffer [2017], uma formulac¢ao genérica das equagdes para o
filtro de Kalman ¢ dada por:

{yt = Az + Tuy + vy (B.3.1)

Tt = q).fll'tfl + Tut + Wt

Por conta da caracteristica recursiva do algoritmo é possivel atualizar as medidas em tempo
real, fazendo com que a sua utilizacao seja frequente em sistemas de controle e rastreamento no
campo da engenharia. Além disso, a sua aderéncia as financas deve-se muito aos mercados finan-
ceiros que produzem informacoes a cada instante. Dessa maneira, as variaveis nao-observaveis
podem ser estimadas a partir dos pregos obtidos no mercado a cada momento que uma nova
informacao é incorporada.

Segundo Shumway and Stoffer [2017| olhando para o aspecto pratico, um dos principais
objetivos envolvidos na analise do modelo na forma espaco-estado é gerar estimadores para os
dados nao observados z; de posse da informagao disponivel yi.; = {yi,...,ys} até o tempo s.
De modo que, as estimativas geradas na equacao de estado formam um componente essencial
na estimativa dos parametros, como um todo. Além disso, podemos distinguir o problema em
3 naturezas distintas. Sao elas:

Quando s < t (ou seja, temos dados disponiveis até um determinado periodo antes do tempo
na qual desejamos saber o valor da variavel), o problema é chamado de previsao (forecasting
ou prediction);

Quando s = t (ou seja, temos dados disponiveis até o exato instante de tempo na qual
desejamos saber o valor da variavel), o problema é chamado de filtragem (filtering);

Quando s > t (ou seja, temos dados disponiveis até um determinado periodo apés o tempo
na qual desejamos saber o valor da variavel), o problema é chamado de suavizagao (smoothing).

Além dessas 3 estimativas, nos interessa também quantificar a precisao das mesmas. Dessa
forma, normalmente utilizamos os seguintes critérios: i) Raiz do Erro Quadratico Médio
(RMSE); i) Erro Absoluto Médio (MAE); 4ii) Erro Absoluto Percentual Médio (MAPE).

O modelo proposto pelo filtro de Kalman requer 2 equagoes (uma denominada equagao de
observagao e a outra denominada equagdo de transi¢do) que juntas s@o denominadas forma
espago-estado, que vamos descrever em maiores detalhes agora (seguindo bem de perto o de-
senvolvimento feito em Aiube [2013]):

Seja y, € RY uma série temporal multivariada. Este vetor representa as varidveis observa-
veis, enquanto x; € R™ representa o vetor das variaveis nao observéveis (de estado). Uma vez
que esses vetores foram definidos, podemos relaciona-los através das equacoes de observagao e
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transicao.

A equacao de observacao relaciona o vetor das observacoes com as varidveis de estado, da
seguinte forma:

Yt = Htxt —l— dt —l— €t t = 1, ceny ZZW< (B32)

onde:

y, ¢ um vetor N x 1, onde N é o nimero de séries temporais;

H,; é uma matriz N X m, onde m é o nimero de variaveis de estado;

X; ¢ um vetor m X 1, na qual representa as varidveis de estado nao observaveis;
d; é um vetor N x 1;

€; ¢ uma distribuicao normal multivariada com média zero e matriz de covariancia Q, isto

é ¢ ~ NID(0,Q).

As variaveis de estado sdo geradas por um processo Markoviano de primeira ordem e sua
equacao é denominada equacao de transicao tal que:

Xy = Atxt—l + Ct + 1y t= 1, ey T* (BSS)

onde:

A, é uma matriz m X m;

c; ¢ um vetor m X 1;

v~ NID(0,T).

Além disso, o vetor inicial de estado xy tem média Xy = E[x¢] e matriz de covariancia Py.
Os erros (ruidos) €; e v; sdo nao correlacionados entre si e nao correlacionados com o estado
inicial.

A derivacao do filtro de Kalman nao seré colocada neste trabalho mas, a mesma pode ser
encontrada em Aiube [2013]|. Desse modo, apos a definigdo do modelo com as respectivas equa-

¢oes de observacgao e transicao vamos nos aprofundar no algoritmo do filtro.

Basicamente, implementa-se um processo recursivo que calcula as equagoes de evolucao da
estimagao das variaveis de estado e de sua matriz de covariancia.

Pode-se dividir as equagoes do filtro de Kalman em dois grupo, tais que:
Equagdes de atualizagao do tempo (ou equagoes de previsdo) - responséveis pelo avango das

variaveis de estado e das covaridncias. Aqui, calculamos as estimativas anteiores (a priori) para
o proximo instante. Representam o avanco no tempo de ¢t — 1 para t.
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Seja X;_1 o estimador 6timo de x;_; baseado nas informagoes até ¢ — 1, incluindo y,_;.
Dados %X;_1 e P;_1, o estimador 6timo de x; é dado por:

)A(t_ = At}’\(t—l + Cy (B34)

A matriz de covariancia dos erros das varidveis de estado é dada por:

P, =AP, A +T (B.3.5)

Equagdes de atualizagao da medig¢ao (ou equagoes de corregao) — responsaveis pela retroali-
mentagao, incorporando uma nova informagao da varidvel observavel nas estimativas anteriores
para obter um ganho (ou melhoria) na estimagao posterior (a posteriori). Quando uma nova
observacao y, é registrada, o estimador X; de x; pode ser melhorado ou corrigido.

Assim, as equagoes de atualizacao (corregao) das medigdes sao:

—1
K, =P, H/ (HtPthT - Q) (B.3.6)

De modo que, esses dois grupos funcionam de maneira conjunta como um sistema de retro-
alimentacao (conforme a figura B.1).

Assim, com todas as equagdes mapeadas, o primeiro passo do algoritmo é o calculo de K;
(também chamado de ganho de kalman, na equac¢ao B.3.6. Em seguida, a nova informagao y, é
incorporada a previsao anterior X, juntamente com a matriz de ganho K; através da equagao
B.3.7, gerando a estimativa posterior X;. Por fim, obtém-se a matriz de covariancia dos erros
a partir da equagao B.3.8. Com isso, avangamos no tempo para o instante t + 1 e damos inicio
ao novo ciclo do algoritmo com X; e P; como dados de entrada das equagoes B.3.4 e B.3.5,
respectivamente.

Ainda segundo Aiube [2013], nos modelos em engenharia, os hiperparametros presentes nas
matrizes A; e H; e nos vetores d; e ¢; das equagoes B.3.2 e B.3.3 normalmente sao estabelecidos
pelas leis da fisica que governam os respectivos fenémenos. Contudo no campo da economia e
financas tal fato nao acontece, de maneira que os hiperparametros também precisam ser estima-
dos. Neste caso, ele também mostra que é possivel utilizar uma funcao de verossimilhanca via
decomposicao dos erros de previsao para estimar @ (o vetor dos respectivos hiperparametros).

No caso em que o modelo é Gaussiano, a funcao de verossimilhanca sera dada por:

n(L(y|@)] = — 21

e T
1 E 1 E Tm—1
111(27T) - 5 - In |]Ft| — § - un ]Ft U (B39)
onde:

T™* é o namero de observacoes do modelo,
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n =Yy, —¥; ¢o vetor dos erros de previsao para cada t,
F, = H,P,; HtT + Q ¢é a matriz de covariancia.

Desta forma, em cada rodada do filtro, todos os estados assim como todas as observagoes
sao estimadas e, a partir disso, pode-se maximizar a fun¢ao de verossimilhanca B.3.9 com rela-
¢ao a O utilizando um algoritmo otimizador. Assim, nesta maximizacao, calculamos um vetor
de hiperparametros ®) a partir de uma inicializacao ®). Este "chute inicial", também deve
conter o vetor inicial dos estados X, e a matriz de covariancia Py, que podem ser a média
e a variancia incondicional do vetor de estado. Por fim, o algoritmo otimizador sera encer-
rado quando o critério de convergéncia em relagao ao vetor ® for atingido, como por exemplo,
quando a norma euclidiana com as diferencas entre duas iteragoes for inferior a uma tolerancia
previamente estabelecida ||@®) — @*=V|| < tol.

Desta tltima rodada k, utilizamos o vetor ®*) para estimar o vetor final de estado %,
t =1,..,T" e da previsao da varidvel de observacao y; = H;X; + d;. De modo que ficamos
com as estimativas das observagoes y; e podemos calcular os respectivos erros em relagao aos
dados reais ¢, = y; — §;. Com isso, sera possivel analisar a qualidade do processo de calibra-
gem /estimagao através dos testes diagnosticos. A seguinte figura tenta mostrar de maneira
mais intuitiva como todo esse procedimento funciona:

.. A Observagao
Estimativas Iniciais \L =
- P _ @ _ Eq. Correcgao Vi
X0, £0, @0
Ganho de Kalman
—1
is3 ! !
Eq. Previsao K, =P, H, (HIP.-, H, + @)
Avanca o Estado no Tempo
)"(r — Aiilfl + c Atualiza o Estado com y,;
}A{,[ = 5(,_ + K,{(y,{ — HOA(,;— — d,f)
Avanca a Covariancia no Tempo
P[_ = A.!P{,—lA,rl +T Atualiza a Matriz de Covariancia
Calcula a
Verifica a 111[L(y|(~))} ..
L Verossimilhanca
Convergéncia
Output das Estimativas
CRECI y e, ¥
< tol G =Y — Y

Figura B.1: Tlustracao simplificada do processo de calibragem via Filtro de Kalman

E, dessa forma, colocamos as principais questoes atreladas ao processo executado para
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calibrar (estimar) o modelo proposto nesse trabalho.

B.4 Método de Euler-Maruyama

Nesta segao, veremos uma forma de discretizar Equagoes Diferenciais Estocasticas (EDEs). De
posse das estimativas dos parametros podemos, a partir desta metodologia, simular diversos
cenarios de evolugao dos dados e analisar a coeréncia do modelo proposto. As principais refe-
réncias e as demonstragoes dos resultados sao encontradas em Higham [2001] e Kloeden and
Platen [2013].

O método de Euler-Maruyama ¢ um método numérico que se propoe a resolver (discretizar)
EDEs. Sabe-se que uma EDE pode ser escrita na forma integral da seguinte maneira:

t t
X, = X, +/ F(t, X,)ds +/ g(t, X, )dW, 0<t<T, (B.4.1)
0 0

onde, f : [0,00) x R — R, g:[0,00) x R — R sao fungdes escalares e X é uma variavel
aleatoria.

Sabemos também que a equagao acima é solucao da seguinte EDE:

dX; = f(Xy)dt + g(X;)dWs, Xo = o 0<t<T. (B.4.2)

Dessa forma, ao aplicar a metodologia numérica proposta na equagao B.4.2 para o intervalo
[0, T'], vamos primeiro discretizar o intervalo em L partes iguais, na qual L é um ntmero inteiro
e positivo. Portanto, seja At = % e 7; = jAt e, X; a notagao utilizada para a aproximagao
numérica de X, podemos colocar o Método Euler-Maruyama como segue:

Xj = Xj,1 + f(Xjfl)At + g(Xjfl)(WTj — WTJ‘71>7 j = 1, 2, ceey L (B43)

Assim, de maneira analoga, podemos colocar a forma integral de B.4.1 discretizada pelo
respectivo método:

7 7

Xy =X+ [ a7 gexgaw, (B.A4)
Tj71 Tj71

Os incrementos W, — W, _| serao calculados com um passo 6t de tal modo que At =

Rét, com R > 1. Essa escolha vai garantir que o conjunto de pontos t; onde o Browniano é

discretizado contenha o conjunto de pontos 7;, onde a solugao pelo método é calculada. De

modo a garantir essa condi¢ao, podemos calcular os incrementos Brownianos conforme abaixo:

JjR
We, = Woy = Wirs = Woonrs = Y, dWi (B.4.5)
k=R(j—1)+1

Aqui, podemos complementar que, do movimento Browniano {W,};>o, esses incremen-

tos sdo variaveis aleatorias gaussianas independentes com média E[AW;] = 0 e variancia
Var[AW;] = At.

Além disso, é valido apresentar os conceitos de convergéncia forte e fraca para a respectiva
aproximagao. Um método converge fortemente, com ordem =, se existe uma constante C, tal
que a seguinte condi¢ao é atendida:
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E|X, — X,| < CAt? (B.4.6)

para qualquer 7 = nAt € [0,T] fixo e At suficientemente pequeno. Ainda, se f € C* e
g € C% ou seja, as duas funcoes possuem as quatro primeiras derivas continuas, a primeira
derivada limitiada e crescem no méximo em ordem polinomial, pode-se provar que o método
ird4 convergir fortemente com ordem v = % Essa demonstragao ¢ encontrada em Kloeden and
Platen [2013].

Supondo as condic¢oes acima verdadeiras, pode-se, ainda, definir para um determinado tempo
t (fixo em [0,T]) que o erro no sentido forte para um At pequeno, sera dado por:

eforte = E|X, — X,| < CAt2 (B.4.7)

Isso quer dizer que, se quisermos diminuir o erro 10 vezes, temos que diminuir o passo At
em 102 vezes.

Por fim, podemos complementar dizendo que a convergéncia forte avalia a convergéncia dos
caminhos de X,, — X, ou também a taxa de decaimento da média do erro conforme At tende
para zero.

Por outro lado, podemos dizer que o método converge de maneira fraca a uma determinada
ordem 7 se existe uma constante C' que respeita a seguinte equagao para qualquer polinémio p:

E[p(X,)] - Ep(X,)] < CAD (B.4.8)

para qualquer 7 = nAt € [0, T] fixo e At suficientemente pequeno. Se f e g satisfazem con-
di¢oes apropriadas, o método de Euler-Maruyama possui ordem de convergéncia fraca v = 1.
Os detalhes sao vistos nas referéncias indicadas no inicio desta segao.

Podemos entao, levantar alguns cuidados que devem ser tomados ao escolher o tamanho do
passo para o calculo das Equagoes com o Método de Euler-Maruyama, de modo que: i) O passo
nao pode ser grande de modo a prejudicar a convergéncia do método; ) O passo nao pode ser
de um tamanho préximo ao € da maquina, pois alguns erros de arredondamento farao o erro
crescer ao invés de diminuir; 47) O tempo computacional aumenta exponencialmente conforme
o inverso de 7y, ou seja, para o caso com y = %, ao diminuirmos o passo em 4 vezes, o tempo de
calculo da resposta deverd aumentar em 16 vezes, aproximadamente.

Dito isto, o trade-off deve ser atingido para um passo que respeite principalmente o primeiro
e o ultimo ponto colocados. Assim, a questao do € da maquina acaba nao sendo tao relevante,
pois muito antes de chegar neste aspecto, o tempo computacional j& se apresentaria como um
gargalo.

Dessa forma, cobrimos também o aspecto teoérico relacionado a discretizacao de EDEs para
realizar simulagoes. E, com tudo o que foi colocado, temos um arcabouco teodrico suficiente para
realizar a deriva¢do do modelo proposto em Avellaneda and Papanicolaou [2018], implementar
a sua calibragem e realizar simulacoes dos resultados de maneira a trazer mais robustez para
aplicagoes praticas em produtos financeiros existentes no mercado.
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Apéndice C
Graficos: estimacao

Neste apéndice vamos colocar mais alguns graficos que acrescentam ao entendimento dos resul-
tados do trabalho.

VIX E VIX FUTUROQ: Serie Historica Suavizada
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Figura C.1: Comparativo da Estrutura a Termo completa (amostra com o VIX a vista)
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Figura C.2: Comparativo das estimativas do VIX a vista e 3 CMFs (amostra com o VIX a
vista)
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Figura C.3: Comparativo das estimativas de 4 CMFs (amostra com o VIX a vista)
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Figura C.4: Comparativo da estrutura a termo de dias em Contango (amostra com o VIX &
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Figura C.5: Comparativo da estrutura a termo de dias em Backwardation (amostra com o VIX

a vista)
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Figura C.7: Estimativas para as variaveis de estado X; e X, (amostra sem o VIX a vista)
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Figura C.8: Estimativas para os pregos de risco de mercado A; e Ay (amostra sem o VIX a
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Figura C.11: Comparativo das estimativas de 4 CMFs (amostra sem o VIX a vista)
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Figura C.12: Comparativo da estrutura a termo de dias escolhidos (amostras com e sem o VIX

a vista)
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