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RESUMO

Este artigo pretende mostrar que a area de qualquer poligono ¢é igual a metade do vinculante das
cordenadas cartesianas dos vértices desse poligono, sendo estes vértices pontos:

a) Do R?:
Azl{ L }
21y )’
b) Ou do R3:
x
A:% Y
Z

Esta pesquisa investiga uma metodologia alternativa de cédlculo de areas de poligonos nos espacos eu-
clidianos bi e tridimensionais. Essa metodologia aborda o conceito de vinculantes de matrizes formadas
por coordenadas cartesianas e usa como marco inicial a Formula de Gauss para Areas de Poligonos, a
qual calcula areas de poligonos no espago bidimensional.

Palavras-chaves: Vinculante; Determinante; Método de Gauss; Geometria Analitica; Areas de Poligonos.

INTRODUCAO

Que tal calcular a area do triangulo ABC e do heptdgono ABCDEFG pela mesma férmula, cujos
vértices s@o, respectivamente, os pontos: A(1,2,—1), B(2,—1,1) e C(3,4,1); A(2,—7,—4), B(4,—2,2),
C(5,1,6), D(3,1,10), E(—5,-8,8), F(3,-1,6) e G (3,-5,3)?

Esse é o objetivo deste trabalho, e esses calculos podem ser encontrados em Aplicagoes.

Neste trabalho, serd usado o conceito de espaco euclidiano n-dimensional, tal como o indicado em Lima
(2005). Nesse sentido, R? é o conjunto dos pares ordenados (x,y) de nimeros reais, e R® é o conjunto
dos ternos ordenados (z,y, z) de nimeros reais.

Assim, os presentes estudos propoem um teorema inédito a sociedade [Teorema (2)], mediante o qual
seremos capazes de calcular a area de qualquer poligono, quando conhecidas as coordenadas cartesianas
de seus vértices.

AREA DE UM TRIANGULO NO ESPACO BIDIMENSIONAL

Lema 1 Sejam P, = (z1,11), P» = (22,1y2) € P3 = (x3,y3) trés pontos de R*. Seja A a drea do
triangulo com vértices nos pontos Py, Py e P3. Entao, a drea desse triangulo, em qualquer sentido de

orientacao, € dada por:
3
Lj Tj1

Yi Yj+1

A:

- (o) = (o1, 10), 1

Jj=1
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Demonstracao: Sejam P, = (x1,y1), P» = (22,92) € P3 = (x3,y3) 0os vértices de um triangulo em
R?; e seja A a drea desse triangulo. De acordo com Iezzi (1979), a drea A, em fungao das coordenadas
desses pontos, é dada por:

1 oy 1
A=—llza y2 1]. (2)
2
r3 yz 1

Considerando que, dadas uma matriz quadrada M e sua transposta M?,

detM = detM",
a Equagao (2) transforma-se em:
L1 T2 I3
A= S|y Y2 ws|- (3)
1 1 1

Aplicando-se a Regra de Laplace, conforme definido em Avritzer (2009), na terceira linha do determi-
nante da Equagao (3), encontramos:

a=1
2

To X3
Y2 Y3

Tr1 I3
Y1 U3

Tr1 T2
Y1 Y2

. (4)

Trocando-se de lugar as colunas do determinante da segunda parcela do segundo membro da Equacao
(4), este determinante fica multiplicado por —1. Assim, vem:

1

A— 5 T2 I3 I3 I Ty T2 (5)
Y2 Y3 Ys Y1 Y2
Ordenando-se as parcelas da Equqcao (5), temos ainda que:
1
A . T1 T T2 T3 I3 I (6)
Y1 Y2 Y2 Y3 Ys

O segundo membro da Equagao (6) pode ser escrito de acordo com a notagao de somatério de deter-
minantes de ordem 2. Assim, conforme queriamos mostrar, temos:

3
Lj Tj+l
Yi Yi+1

A= ; (Ta,90) = (71, 91). (7)

1
2 |4
7j=1

AREA DE UM POLIGONO NO ESPACO BIDIMENSIONAL

Na mesma estrutura da Formula de Gauss para Areas de Poligonos, encontrada no artigo Shoelace
formula Wikipedia (2018), apresentamos o Lema a seguir.

Lema 2 Dados m pontos P = (x,y) do R?, m > 3. Se esses pontos, na ordem anti-hordria, sao os
vértices de um poligono orientado de m lados; entdo, a drea A desse poligono, em qualquer sentido de
orientacao, € dada por:

i Lj+1
Yi  Yj+1

A= ; (Tt Yma1) = (21, 01). (8)

1
2

j=1
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Demonstracao: Podemos combinar os m vértices de um poligono de trés em trés, de modo que esse
poligono seja composto por triangulos com um vértice comum em algum ponto P;. Assim, a drea A
desse poligono serd dada pela soma das dreas desses triangulos. Em consequéncia disso, pelo Lema (1),
temos:

A — 1 Ty T2 T2 I3 T3 T + 1 Ty I3 T3 T4 Ta T3 +
2|1 Y Y2 Y3 Ys U1 2 |ly1 Y3 Yz Ya Ys Y1
1 m— m— m m
+ cee = T X 1 xr 1 X T T (9)
2|1 Ym— Ym—1 Ym Ym Y1

Eliminando-se os determinantes simétricos da Equacao (9), obtemos um resultado semelhante ao apre-
sentado por Weisstein (1999) no artigo Polygon Area:

a=1
2

T1 T2
Y1 Y2

To T3
Y2 Y2

T3 T4
Ys Ya

Tm—1 Tm
Ym—1 Ym

ITm T1

. 10
Yn Y1 ( )

O segundo membro da Equacao (10) pode ser escrito de acordo com a notagao de somatério de deter-
minantes de ordem 2. Assim, de acordo com o que gostariamos de mostrar, temos:

Lj Tj+1
Yi Yj+1

A= 0 (Tmt1, Yms1) = (T1,¥1). (11)

m

1
2
7j=1

SENTIDO DE ORIENTACAO0 DE UM POLIGONO DO ESPACO BIDIMENSIONAL

Conforme foi visto na secao anterior, a area de um poligono em R?, em qualquer sentido de orientacao,
¢é dada por:

m
Lj Tj1

Yi Yj+1

A= ; (xm-l-la ym-!-l) = (171, yl)' (12)

1
2 |4
7=1
Ocorre que o somatdério dos determinantes do segundo membro da Equagao (12) pode ter valor positivo
ou negativo; caso o poligono seja orientado no sentido horario, seu valor sera sempre NEGATIVO; caso
esse poligono seja orientado no sentido anti-horario, o valor desse somatorio serd sempre POSITIVO.
A demonstracao desse fato pode ser vista em Ataide (2010).

DEFINICAO E CONCEITO DE VINCULANTE

Em decorréncia da existéncia dos Lemas (1) e (2), propoe a seguinte definigao:

Definicao de Vinculante

Definicao 1 Seja

a11 A1z a3 A1m
Q21 Q22 (23 A2m

A= (ay) = . (13)
an1 Ap2 Ap3 Anm

uma matriz real n X m, comn >2em >4,1<i<nel <75 <m. Chamamos de vinculante da

matriz A ao numero real:

vin(A) = {a;;}.

(14)
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Conceito de Vinculante

Usaremos chaves como delimitadores da tabela apresentada na Equagao (15) para informar que nao se
trata de uma matriz, que é uma tabela entre paréntesis ou entre colchetes. Além disso, como sao usadas
barras verticais para representar determinantes, e estes somente sao definidos para matrizes quadradas,
disporemos os elementos da matriz A entre chaves, formando-se, dessa forma, um vinculante, que se
trata de um numero real associado a uma matriz real.

ailz a2 a1z - Qim

. 21 Q22 Q23 --° Q2m
vin(A) = : : A : : (15)

p1 Ap2 Ap3 -+ Apm

VINCULANTES DE PONTOS DO ESPACO BIDIMENSIONAL
Calculo de Vinculantes de Pontos do Espaco Bidimensional

Definicao 2 Seja

A:(x1 Ty T3 o T xl) (16)
Yy Y2 Ys o Ym Y1

uma matriz de ordem 2 x (m+ 1), cujos elementos sao as coordenadas de m pontos P; = (z;,y;) do
R2, com m > 3, dispostos em determinada ordem. O vinculante de A serd representado por:

Y Y2 Y3 Ym Y1 Y

E serd calculado por:
ry X9 X3 - Ty 1 i
{?/1 Y2 Ys - Um ?/1} ;

No segundo membro da Equagao (18), temos o somatério de determinantes de segunda ordem, tratando-
se de uma soma de m determinantes de matrizes quadradas de segunda ordem.

Tj Tjt1|,

Vit ) merlumerl) = ('rluyl)' (18)
.7 J

Propriedades de Vinculantes de Pontos do Espaco Bidimensional

Para a apresentacao de algumas propriedades de vinculantes de pontos do R?, consideraremos que x, y
e z sao variaveis e que a, b, e ¢ sao constantes reais quaisquer e assumiremos que:

{[El o +++ Tm xl}:{x} (19)
i Y2 o Ym Y1 y J’

De acordo com Ataide (2014, p. 3), “considerando o vinculante { ‘; }, x serd, doravante, chamado de

para m > 3.

numerador, e y, de denominador”.

Propriedade 1. Se todas as colunas de um vinculante tiverem numeradores e denominadores iguais,
entao o vinculante sera nulo.
x
=0. 20
{1 (20)
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Propriedade 2. Trocando-se de lugar o denominador e o numerador de um vinculante, o valor deste
fica multiplicado por —1.
r\_ )y
U @

Propriedade 3. Se o denominador de um vinculante for uma constante, o valor deste vinculante sera

nulo. { : } B "

Propriedade 4. Se o numerador de um vinculante for uma constante, o valor deste vinculante sera

nulo. { Z } . -

Propriedade 5. Se numerador e denominador de um vinculante forem multiplicados por constantes,
entao o valor deste vinculante ficara multiplicado por estas constantes.

{gg}:ab{z}. (24)

Propriedade 6. Se o denominador de um vinculante for constituido pela soma de duas varidveis,
entao este vinculante sera igual a soma de dois vinculantes cujos denominadores sao estas varidveis.

{yiz}:{§}+{§}' )

Propriedade 7. Se o numerador de um vinculante for constituido pela soma de duas variaveis, entao
este vinculante serd igual a soma de dois vinculantes cujos numeradores sao estas variaveis.

S b e a1 &
Y Y Y
Propriedade 8. Num vinculante, se o denominador depende linearmente do numerador, entao este

vinculante sera nulo.
T
{ax+b}_0' (27)

Propriedade 9. Num vinculante, se o numerador depende linearmente do denominador, entao este

vinculante sera nulo.
{ “y; b } —0. (28)

Propriedade 10. A adigdo de uma constante ao denominador de um vinculante, nao altera o valor

deste vinculante.
T T
{y+b} {y} 29)
5
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Propriedade 11. A adicao de uma constante ao numerador de um vinculante, nao altera o valor

deste vinculante. )
x -+ X
— ) 30
S 0

AREA DE UM TRIANGULO NO ESPACO TRIDIMENSIONAL

Lema 3 Sejam P, = (x1,y1,21), Py = (9,90, 20) € Py = (x3,y3,23) trés pontos de R®. Seja A a drea
do triangulo com vértices nos pontos Py, Py e P3. Entao, a drea desse triangulo, em qualquer sentido
de orientacao, € dada por:

3
1 Z Tj Tjt1
]:

7 Yi  Yj+1

Zj A+l
Lj Tj+l

Yi+1
Zj R+l

] s (T4, Y, 24) = (21,91, 21). (31)

-2

[k

Demonstracao: Sendo P, = (x1,y1, 21), Po = (%2, Y2, 22) € P3 = (3,3, 23) 0s vértices de um triangulo
em R3, e seja A a drea desse triangulo. E sejam, ainda, os vetores PPy = (T3 — T1,%2 — Y1, 22 — 21)
e PyP3 = (x3 — T3, Y3 — Yo, 23 — 22). De acordo com o apresentado por Venturi (2015), a drea A, em
funcao das coordenadas desses pontos, é dada por:

11— J
§P1P2><P2P3‘—— Tog —X1 Y2 —WY1 22— %21 (|- (32)
T3 — T Yz — Y2 X3 — 29

A=

O valor do produto vetorial é dado por:

— — —

To —T1 22— 21
T3 — Ty 23— 22

Ty —T1 Y2 — U1

H —) — —
PPy, x PPy = ' Y=t =2==2 T s 1

Ys — Y2 23— 22

(33)

Apés as devidas simplificagoes algébricas na Equagao (33), temos:

e z z z Z z z -
P1P2><P2P3:(y1 y2+y2 y3+y3 yl)z—i—( 1<2 2 <3 3 1)j+
c1 22 Z9 23 zZ3 2 Ty X9 To X3 T3 T
+ Ty T2 To T3 T3 T E (34)
N Y2 Y2 Y3 Ys

Usando-se a notagao de somatérios nas parcelas do segundo membro da Equagao (34), vem:
3
=1

—
Sabendo-se que um produto vetorial P; P, x P, Py tem componentes vetoriais a, b e ¢, tal que:

3 3

i+

Jj=1

Yi Yj+1
Zj A+l

Zj zj+1
Ly x]+1

Lj+1

— — -
PPy X PyPy = i ks (24, Y05 24) = (21,91, 21). (35)
Yi Y

J=1

— — . o -
P1P2><P2P3:ai+bj+ck; (36)

Entao, conforme o definido por Avritzer (2009), o valor da norma desse produto vetorial é dado por:

— —
PP, x PyPy| = Va? + 07 + . (37)

Assim, da Equagcao (35), vem:

(38)
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Desse modo, a norma da Equagao (37) é dada por:

‘PngngPg):

Y5 Yji+1
Zj o A

] (T4, Ya, 22) = (21,91, 21). (39)

|kl - [k

Da Equacao (32) e da Equacao (39), obtemos, para a drea do triangulo em comento, um resultado
semelhante ao apresentado por Weisstein (1999) na Equagao 18 do artigo Triangle Area:

3
_ } : Lj Tjt1
j=

- Yi Yj+1

Lj 5’73+1

Yi Yj+1
Zj i+l

Zj Al
Lj Tj+l

3)s

=1

>

=1

2
] ;($4,y4, 2‘4) = ($1,yl,Zl)~ (40)
— 1Y Yin

3
1 Z Tj Tjt1
]_

VINCULANTES DE PONTOS DO ESPACO TRIDIMENSIONAL
Calculo de Vinculantes de Pontos do Espaco Tridimensional

A existéncia do Lema (3) motivou a proposi¢ao da seguinte definigao:

Definigao 3 Seja

Xy T2 X3 - Ty, L1

1 9 1
21 R2 Z3 *t Zm 21
Ty Tz Tz - Ty, X1

uma matriz de ordem 4 x (m + 1), cujos elementos sio as coordenadas de m pontos P; = (z;,y;, zj) do
R3, com m > 3, dispostos em determinada ordem. O vinculante de A serd representado por:

Try T9 X3 - Tym 1 2
. 1 2 s 1
vin(A) = g s Ym Y =93 Y ¢ (42)
21 22 23 ' Zm A1 -
Ty T2 Tz - Ty, X1

E sera calculado por:

< B

2?2 2 L2
XAt A SO RTEYS &
Y z x
z
Em termos de somatorios, o valor do vinculante de pontos do espaco tridimensional é dado por:

"k o E

j=1
No segundo membro da Equagao (44), temos somatdérios de determinantes de segunda ordem; tratando-
se, em cada parcela, de somas de m determinantes de matrizes quadradas de segunda ordem.

y] yj+1
Zj R+l

7j o il
i Lj+1

U P
vin(A) = AR
( ) [; Yi Yj+1

] ;(merlamerlaZerl) = (351,91721)-

Teorema da Area de um Tridngulo no Espaco Tridimensional

Teorema 1 Seja o : ax + by + cz = d um plano em R3. A drea de qualquer triangulo contido em « é

proporcional a v/ a? + b% + 2.
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Demonstracao: Tomemos trés pontos quaisquer de a: P, = (x1,y1,21), Po = (T2,Y2,22) € P3 =
(23,3, 23). A drea A do triangulo com vértices nesses trés pontos é dada pela Equagao (40), que pode
ser reescrita de acordo com a Equac@o (43) como:

YT

Considerando-se a equacao do plano « e tomando-se vinculantes de denominadores iguais a z, temos:

{ax+l)zy+cz }:{ d } (45)
i) @

se b # 0. Agora, considerando-se a equacao do plano a e tomando-se vinculantes de denominadores

iguais a y, temos:
{ax—l—by—kcz}:{d}’ (48)
Y Yy

{r}-+{v} 19

Da Equagcao (47) e da Equagao (49), temos:

()-i:)

Da Equacao (45) e da Equacao (47), a Equagao (50) se transforma em:

1 /a2 [ z 2 p2 z 22 z 2 1 z
AP R B R B e S G 2

De modo analogo, podemos ainda encontrar:

0 que nos leva a:

o que conduz a:

@)

1
A= —
2al

1
[iivaresa aroa- | o} varmea cro o)

AREA DE UM POLIGONO NO ESPACO TRIDIMENSIONAL POR VINCULANTE

Teorema 2 Dados m pontos P = (z,y,2) do R®, m > 3. Se esses pontos, na ordem anti-hordria, sao
0s vértices de um poligono orientado sobre um plano «; entdo, a drea A desse poligono, em qualquer
sentido de orientacao, € dada por:

1 X
Z

Demonstracao: Nos termos apresentados por Venturi (2015), podemos combinar os m vértices de
um poligono de trés em tres, de modo que esse poligono seja composto por triangulos com um vértice
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comum em algum ponto P;. Assim, a area A desse poligono sera dada pela soma das areas desses
triangulos.

xTyp T2 T3 T3 r1 T3 T4 X7 Ty Tm—1 Tm I1
1 1 1
1 2 3 1 1 3 4 1 1 -1 1
A== Yy Y2 Ys Yy 4+ = Y Ys Ysa Y b4 = Y1 Ym Yn Y . (54)
2 21 R 23 21 2 21 Z3 24 o~ 2 21 Zm—-1 Zm %1
Ty T2 T3 X1 Ty Tz Ty I Ty Tm—1 ITm I3

Consideremos que o plano « tenha equacao ax + by + ¢z = d, com ¢ # 0. Desse modo, pelo Teorema

(1), a Equacao (54) torna-se:
+{ Tl Tt T T H (55)
Y1 Ym-1 Ym WY1

Ao vaz+ b2 + 2 H T1 Ty Tz Xy }+
Aplicando-se a defini¢ao de vinculante de ordem 2 para cada um daqueles da Equagao (55), temos:

2|¢| Yy Y2 Y3 N

A= va? + b? + 2 |:I1 X9 To I3 T3 X1 T I3 T 1’1:|. (56)
2|¢| Y1 Y2 Y2 Y2 Ys Y1 Y3 Ym W

Eliminando-se os determinantes simétricos da Equagao (56), obtemos:

A — \/a2+b2—|—02 |:,171 ) Ty X3 I3 T4 Tm—-1 Tm Tm, IE1‘|. (57)
2|¢| Y1 Yo Y2 Yo Yz Ya Ym—1 Ym Ym Y1

Pela defini¢ao de vinculante de ordem 2, a Equagao (57) pode ser reescrita para:

. \/a2+b2—|—62{ Tl To Ty Ty Tmel Tm L1 } (58)
2|¢| Yo Y2 Y3 Ya o Ym—1 Ym W1
A Equacao (58) pode ser simplificada para:
vﬂ+@+@{$}
A= ———— . 59
Analogamente, para o plano « : ax + by + cz = d, poderiamos ter encontrado:
a) Para b # 0,
Va2 +bv:+¢ [ 2
s ) o)
b) Para a # 0,
vaz+b2+¢e [y
A= ——m— . 61
L) o

Isolando-se os vinculantes das Equagoes (59), (60) e (60) e, em seguida, elevando-se ao quadrado cada

resultado, temos:
4% A* 2\
aZ+ b2+ c2 ’ (62)

Yy
42 A? 2
T (63)
a? + b + 2 x

9
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da? A2 ?
e )Y (64)
a? + b + 2 z
Somando-se membro a membro as Equagoes (62), (63) e (64), vem:
4A%(* + b + a?) z )’ v\’ Ak
e VA B 9
Simplificando-se a Equacgao (65), encontramos:

o 1 22 T 2?2 .
VeV (66

Em decorréncia da definicao de vinculante de coordenadas de pontos do R3, a drea do poligono em

estudo ¢é dada por:
1 y 2 2?2 TR I
A:§ SO G TV y =531 Y (- (67)
z

Problema 1. Determinar a area do triangulo cujos vértices sao os pontos A(1,2,—1), B(2,—1,1) e
C(3,4,1).

Solugao. De acordo com o Teorema (2), a area A do poligono ABC' (triangulo) pode ser calculada por:

Aplicagoes

1 2 3 1
1 -1 4 2 1 2
- - = 2\/82 4 (—10)2+22 =2 =
A=20 5 1 1 4 2\/8 +(—10)2 +2 2\/16+25+ V42, (68)
1 2 3 1

Problema 2. Dados os pontos A(2,—7,—4), B(4,—2,2), C(5,1,6), D(3,1,10), E(—5,-8,8), F(3,—1,6)
eG (%, -5, 3). Sabendo-se que todos esses pontos pertencem a um mesmo plano, determine a area do
poligono ABCDEFG.

Solugao. A Figura (1) mostra os pontos dados em um sistema de coordenadas tridimensionais e a
contrucao do Poligono ABCDEFG com orientacao definida pelo problema. De acordo com o Teorema
(2), a area A do poligono ABCDEFG pode ser calculada por:

2 45 3 53 5 2

1) -7 211 -8 -1 -5 -7
A=304 26108 6 3 4 (69)

2 453 53 35 2

10
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Figure 1: Poligono ABCDEFG, orientado no sentido anti-horéario.

Resolvendo-se a Equacao (69) pela defini¢do de vinculante de pontos do espago tridimensional, vem:

1 42
S = VAP TP 8P = VIT P+ 2P =21-3=63. (70)

AREA DE UM POLIGONO NO ESPACO BIDIMENSIONAL POR VINCULANTE

Corolério 1 A drea A de um poligono de m vértices, em R?, orientado no sentido anti-hordrio, em
funcao de vinculante, € dada por:
1 [z
A== ) 71
108 ()

Demonstragao: De acordo com o Teorema (2), se os vértices de um poligono de m lados sao P;, P,
.-+, P, € R3; entdo, a area desse poligono, em qualquer sentido de orientacao, é:

Ty X9 -+ Ty I1

A== Y1 Y2 Ym W ) (72)
21 21 2 o Zm 2
ry To9 -+ Ty, T1

Para o espaco R?, tomemos z; = 0, na Equagao (72), para obtermos:

ry T2 -+ Tm I1
Loy o Y oW

4300 0 - 0 o (73)
1 X9 -+ Ty I1

11
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Calculando o vinculante da Equagao (73), temos:

A:l ry T2 - Ty, I1 2_'_ Y1 Y2 o Ym Y1 2+ 0 0 0 0 2
2 Y1 Y2 o Ym Y1 0 0 -~ 0 0 TL Ty - Ty 1

Como os vinculantes de pontos do espaco bidimensional com linhas nulas sao nulos, entao a drea de um
poligono em R?, em qualquer sentido de orientacao, é:

2
A:l X1 Ty Ty X :1 T1 Ty Ty X1 . (74)
2 Yy Y2 o Ym N 2109 Y2 0 Ym U1
Portanto, a drea A de um poligono de m vértices, em R?, orientado no sentido anti-horério, em funcao
de vinculante, é dada por:
1 .
A:_{a’;l i) Tm X1 } (75)
2y Y2 0 Um W

CONCLUSAO

Tendo em vista o que se mostrou neste trabalho, concluimos que a area de qualquer poligono pode ser
calculada em funcao das coordenadas cartesianas de seus vértices. Isso abre precedente para futuras
pesquisas acerca do célculo de areas de regioes nao poligonais, contidas nos espacos euclidianos bi e
tridimensionais.
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