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Resumo

A escolha adequada de uma carteira de investimentos traz consigo um grande desafio as institui-
¢oes financeiras. Em geral, as empresas buscam investimentos que possuam retornos aceitaveis
e a0 mesmo tempo minimizem os riscos associados as oscilagoes do mercado. Administrar tal
escolha de maneira tratavel e eficiente torna muitas vezes este problema nao trivial, princi-
palmente ao considerar a natureza incerta dos ativos de forma dindmica. Neste contexto, o
presente trabalho tem como objetivo analisar um novo método para a resolugao do problema
de programacao estocastica associado. O método de Galerkin permite que sejam incorporadas
visoes dinamicas de mercado ao problema de carteira 6tima de tal modo que o conjunto de so-
lugoes vidveis seja menor e, desta forma, a dimensao do problema de otimizac¢ao seja reduzida
quando comparada com uma formulagao multi-estagios. Ainda, ao considerar tais visoes de
mercado, é possivel encontrar solugdes mais realistas para o problema. O método proposto é
comparado com sua versao deterministica equivalente através das fungoes de desvio padrao e
AVaR. Ao final do estudo s@ao apresentadas as consideragoes a respeito do método e sao listados
possiveis trabalhos futuros.

Palavras-chave: Otimizacao de Carteiras, Método de Galerkin, Programacao Estocastica,
Fungoes de Desvio






Abstract

For financial institutions, to appropriately choose an investment portfolio is a challenging pro-
blem. In general, companies seek investments which offer acceptable returns while minimizing
the risks associated with market fluctuations. Handling that choice in a tractable and efficient
way often makes this problem nontrivial, especially when considering dynamically the uncer-
tain nature of the assets. This work proposes a Galerkin approach to approximately solve the
stochastic optimization portfolio problem. With this strategy exogenous information, available
in the form of visions of the market experts, can be incorporated. When compared with the
multistage formulation, the feasible set is smaller, but still realistic. Additionally, the proposed
method is compared with its equivalent deterministic version by standard and AVaR deviation.
The study finishes with considerations regarding the method and possible future work.

Key words: Portfolio Optimization, Galerkin Method, Stochastic Programming, Deviation
Risk Functionals
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Capitulo 1

Introducao

O método de Galerkin é uma técnica classica para a aproximacao de problemas infinito-
dimensionais por problemas de dimensao finita e tem sido amplamente aplicado em diversos
campos da matematica aplicada, com maior notoriedade no método de elementos finitos para
equacoes diferenciais parciais. Em otimizacao estocéstica, conforme descrito por Koivu e Pen-
nanen [1], a ideia por de tras do método de Galerkin é tomar um conjunto finito de fungoes
base que sao pontos vidveis no problema original, nao necessariamente 6timos, e em seguida
buscar os pontos 6timos entre suas combinagoes lineares ou simpliciais, dependendo do pro-
blema considerado. Este trabalho de dissertacao considera o emprego das técnicas de Galerkin
para lidar com a dindmica das incertezas em problemas de carteira 6tima.

1.1 Motivacao e Objetivo

A escolha adequada de uma carteira de investimentos é um problema recorrente para as institui-
¢oes financeiras. Em geral, as empresas buscam investimentos que possuam retornos aceitaveis
e a0 mesmo tempo minimizem os riscos associados as oscilagdbes do mercado. Administrar tal
escolha de maneira tratavel e eficiente é muitas vezes um desafio, principalmente ao considerar
a natureza incerta dos ativos de forma dinamica.

Uma das dificuldades inerentes & otimizacao sob incerteza é lidar com uma representagao
discreta dessas incertezas que frequentemente fazem com que o problema de otimizacao a ser
resolvido seja de grande porte. Neste contexto, o método de Galerkin aparece como uma alter-
nativa aos métodos de resolugao de problemas estocésticos usuais pois permite a combinacao
de visoes de mercado especificas para cada cenério de forma a reduzir o espaco de solucoes
viaveis para o problema e, desta forma, reduzir a dimensao do problema de otimiza¢ao quando
comparada com uma formulacao multi-estagios. Ainda, ao considerar tais visdes de mercado,
espera-se encontrar solugoes mais realistas para o problema.

Com esta motivagao, a presente pesquisa tem por objetivo resolver o problema de alocagao
6tima de ativos de forma a minimizar o risco de uma carteira de investimentos utilizando o
método de Galerkin para a resolugao do problema de otimizagao estocastica associado. Além
disso, o trabalho avalia a qualidade das solugoes obtidas por este método através de diversos
testes numéricos e simulagoes realizadas com ativos do IBovespa. Para a comparacao dos
resultados seré utilizado um modelo estatico de otimizacao estocéstica e func¢oes de desvio para
a avaliacao do risco da carteira.



2 Introdugao

1.2 Problema Proposto

O presente trabalho de dissertagao visa resolver o problema de alocagao 6tima de ativos a
partir do método de Galerkin, considerando as agoes do mercado brasileiro que possuem maior
participagao no IBovespa. O retorno de cada ativo com risco ¢ no tempo ¢ sera dado pelo retorno
unitario randémico 7¢(€) considerando um perfodo de investimento semanal. Sera considerado
também um ativo sem risco xg, por exemplo, um titulo do Tesouro Direto com retorno semanal
ro > 0. O retorno da carteira ao final de cada periodo de investimento ¢ sera dado por:

wory + H(z'(€),7'(€))
Onde,

Logo, o retorno da carteira é linear e seu valor esperado também ¢é linear. Desta forma, o
problema de fronteira eficiente, similar ao problema (1.42) descrito por Shapiro, Dentcheva e
Ruszezynski [2] na pagina 15, tem a seguinte forma:

( min D(H(x(&),r(&))) (Para diferentes fungoes de desvio D)
zeRNXT | goeRT
s.a. zhry + E[H (24 (£),r(£))] > 1,...,T (Retorno médio minimo)
zh+ > 2l(€) = t=1,...,T (Restricdo de capital)
YiepTi&) <m t=1,...,7 (Restrigao de capital no setor P)
z(§) >0 (Restrigao de nao shortselling)
\ xg >0 (Restricao de nao shortselling) ,
(1.2.1)
onde,

- & representa o cenario de incerteza associado aos ativos com risco.

- z(€) representa o conjunto de alocagdes em ativos com risco. Existem N ativos propostos
e T periodos de tempo. Cada variavel zf(£) representa a proporc¢ao de capital investido no
i-ésimo ativo no t-ésimo periodo de tempo, onde 0 < zi(§) < 1.

- 7(§) representa o conjunto de retornos randoémicos das variaveis de investimento de risco.
Cada variavel r} (&) representa o retorno associado ao i-ésimo ativo no t-ésimo perfodo de tempo.

- 7 é o retorno minimo requerido para a carteira. Cada variavel 7! representa o retorno
minimo esperado para a carteira em cada periodo de tempo ¢

- m é o percentual maximo permitido para a alocagao em ativos de determinado grupo
econdmico P.

Desta forma, o problema proposto possui uma restricao de retorno minimo para a carteira
que pode ser configurado pelo investidor. Possui também uma restricao de capital, de forma
que nao seja possivel ficar alavancado. Além disso, o problema contém restricao de capital
em um ou mais grupos econdmicos também especificados pelo investidor, e restricao de nao
shortselling, ou seja, o investidor nao pode ficar vendido nos ativos.
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A fungao objetivo D(H (z(£),r(£))) a ser minimizada respresenta uma funcao de desvio.
Apos a fixacao da funcao D(H(x(§),7(£))), o problema fica parametrizado pelo valor minimo
do retorno esperado 7 e pelo percentual maximo do capital m que pode ser investido em ativos
de determinado grupo econémico P. As fungoes de desvio D(H (z(&),r(€))) propostas serao
apresentadas na segao (3.3.3).

1.3 Contribuicoes

A principal contribui¢ao do presente trabalho é a apresentacao de um método alternativo de
programagao estocastica que permite a combinacao de diversas visoes de mercado especificas
para cada cenario, representadas pelas funcoes de base ou estratégias base, de forma a reduzir
o espaco de solucoes viaveis e consequentemente a dimensao do problema de otimizacao. Desta
forma, o método proposto permite que o tempo de processamento para a resolu¢ao do problema
seja menor comparado com métodos diretos de resolucao que podem nao ser solucionaveis em
tempo computacional aceitavel. Além disso, o método proposto traz beneficios em relagao a
qualidade das solugoes obtidas através da incorporacao do conhecimento de especialistas de
mercado. Portanto, solu¢oes mais realistas podem ser obtidas através deste método.

1.4 Estrutura do Trabalho

O presente trabalho esta estruturado em seis capitulos seguidos de referéncias bibliogréficas e
apéndices. Abaixo segue um breve resumo sobre cada capitulo.

1. Introdugao: Neste capitulo é apresentado o tema central da pesquisa juntamente com a
motivacao, a definicao do problema proposto e as contribui¢oes do trabalho.

2. Revisao Bibliografica: O capitulo revisa o estado da arte na literatura relacionada com
os assuntos abordados na pesquisa. Como o objetivo do trabalho é a implementagao e a
analise de um modelo de otimizacao estocéstica aplicado ao problema de alocagao 6tima
de ativos, o capitulo apresenta uma revisao dos modelos de programacao matematica,
métodos de solucao e métricas de risco para a avaliacao das carteiras.

3. Metodologia: Neste capitulo sao definidos os ativos que serao utilizados nos experimen-
tos numéricos, assim como o tipo de retorno e o intervalo de dados que serao considerados.
Além disso, é descrita a metodologia de Elipséide de Volume Minimo para a detecgao de
outliers e o método de simulagao de Monte Carlo para a obtengao dos cenarios aleatorios.
Sao apresentados também os conceitos de medidas de risco, medidas coerentes de risco
e fungoes de desvio como métricas para a avaliacao do risco das carteiras. Por fim, é
apresentado o conceito de fronteira eficiente para a comparacao das metodologias e sao
definidos os problemas deterministicos equivalentes que serao confrontados com o método
proposto.

4. Método de Galerkin para Otimizacao Estocastica: Neste capitulo é definido o mé-
todo de Galerkin para otimizagao estocéstica. Para um melhor entendimento do método
é apresentado um estudo de caso, que pode ser verificado no artigo base desta pesquisa
[1], baseado em um problema de otimizacdo de carteira. O capitulo também apresenta
as definigoes para os especialistas de mercado que serao utilizados e o novo problema de
otimizacao gerado através da aplicagao do método proposto, chamado de problema a.
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. Experimentos Numéricos: Neste capitulo sao feitos testes de consisténcia nos mode-
los especificados com o objetivo de verificar se os métodos foram implementados correta-
mente. Além disso, o método de Galerkin é avaliado para as fungoes de desvio propostas
e comparado com o problema deterministico equivalente.

. Consideracoes Finais: O ultimo capitulo apresenta as consideragoes finais da pesquisa
e possiveis extensoes do trabalho.

. Referéncias Bibliograficas.

. Apéndice A - Representagoes Matriciais: Neste apéndice encontram-se as represen-
tagoes matriciais necessarias para a implementacao dos modelos de otimizacao propostos.

. Apéndice B - Coédigos Utilizados: Neste apéndice sao disponibilizados todos os codi-
gos do trabalho em linguagem MATLAB. As fun¢oes de otimizacao utilizadas sao obtidas
através do otimizador Gurobi.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

O objetivo do trabalho é a implementagao e a analise de um modelo de otimizacao estocastica
aplicado ao problema de alocacao 6tima de ativos. Desta forma, foram pesquisadas referéncias
sobre modelos de programacao matematica assim como métricas de risco para a avaliagao de
carteiras.

O problema de alocacao 6tima de ativos tem sido um dos mais importantes topicos de pes-
quisa na area de Financas. Este problema esta relacionado com a atribuicao de capital sobre
um conjunto de ativos disponiveis. O principal objetivo da selecao de carteiras é selecionar
a melhor combinagao de ativos que gera os maiores retornos esperados e, ao mesmo tempo,
garante um nivel aceitavel de risco.

O primeiro modelo de sele¢ao de carteiras foi proposto por Markowitz [3] baseado em pro-
gramagcao matematica. A programacao matematica é uma das areas de pesquisa que procuram
maximizar ou minimizar uma fungdo de muitas variaveis sujeitas a um conjunto de restrigoes
impostas pela natureza do problema a ser estudado e restrigoes de integralidade em algumas
ou em todas as variaveis. O modelo proposto, conhecido como média-variancia, assume que o
retorno total da carteria pode ser descrito usando a média dos retornos dos ativos e a variancia
dos retornos entre esses ativos. Para um nivel de risco dado, pode-se obter o melhor retorno
esperado através de um problema de maximizacao ou para um retorno especifico dado, pode-se
obter o menor risco minimizando a variancia da carteira.

Conforme visto na revisao literaria feita por Mokhtar [4], apés a introducao do modelo
média-variancia, técnicas de programacao matematica tem se tornado ferramentas essenciais
no suporte as decisoes financeiras das empresas e vem sendo usadas cada vez mais. Nos tltimos
anos, o progresso na area de computacao deu origem a novas técnicas de programagcao mate-
mética para modelar o problema de alocacao 6tima de ativos. Muitos modelos baseados em
programagao matematica foram desenvolvidos para resolver os problemas de selecao de cartei-
ras atuais que envolvem um complexo, mas realista, conjunto de restrigcoes.

Para maiores detalhes sobre os modelos resumidos a seguir, Markowitz [3], Konno e Yama-
zaki [5], Young [6], Papahristodoulou e Dotzauer 7], Kamil e Ibrahim [8], Konno e Yamamoto
[9], Chiodi et al. [10], Benati e Rizzi [11], Rockafellar e Uryasev [12], Angelelli et al. [13],
Soleimani et al. [14], Golmakani e Fazel [15] e Ibrahim et al. [16].
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A primeira aplicagdo da programacao mateméatica em problemas de otimizagao de carteira
foi proposta por Markowitz [3], na década de 50. O autor sugeriu um modelo de programacao
quadratica para a selegao de uma carteira diversificada de a¢oes que requer o uso de algoritmos
numéricos nao-lineares para resolver o problema. A fim de simplificar o modelo de Markowitz,
varios autores tém proposto modelos de programacao linear através de uma definicao diferente
de funcdo de desvio. Na década de 90, os autores Konno e Yamazaki |5] propuseram o desvio
padrao absoluto em relagao a média como uma funcao de desvio. Tal funcao de desvio, assim
como as demais que serao apresentadas neste capitulo, serdao definidas com mais detalhes na
Secao 3.3.3. O modelo proposto é contudo equivalente ao modelo de Markowitz quando os
retornos possuem uma distribuicdo normal multivariada. Por outro lado, Young [6] introduziu
um modelo que maximiza o rendimento minimo, conhecido como modelo Maximin, ou mini-
miza a perda méxima, conhecido como modelo Minimax. De acordo com o autor, a formulagao
Minimax pode ser um método mais apropriado em relacao a formulagao da média-variancia
quando os retornos sao log-normalmente distribuidos.

A partir do ano de 2000, varios autores contribuiram com novos modelos para o problema de
otimizacao de carteira. Os autores Papahristodoulou e Dotzauer [7] formularam dois diferentes
modelos de programacao linear com base em formulagoes de minimizacao do desvio médio ab-
soluto e Maximin. Estes modelos foram entao comparados com a formulacao de programacao
quadratica classica para testar até que ponto todas estas formulacoes fornecem carteiras seme-
lhantes. Os resultados deste estudo demonstraram que a formulacao Maximin produz o maior
retorno e risco, enquanto a formulacao quadratica oferece o menor risco. Além disso, todas as
trés formulagoes performaram melhor do que as melhores carteiras de fundos de agdes na Suécia.

Outro modelo de programagao linear para o problema de alocagao 6tima de ativos foi pro-
posto por Kamil e Ibrahim [8]. Neste estudo, o problema foi modelado considerando a mini-
mizacao do risco downside que é o risco definido apenas pelas perdas. O efeito da utilizacao
do risco downside é analisado neste trabalho através do semi-desvio padrao inferior. A fim de
avaliar o desempenho do modelo proposto, os autores compararam os resultados do modelo
proposto com os resultados dos modelos média-variancia e desvio padrao absoluto. De acordo
com os seus resultados, o modelo proposto oferece melhores retornos do que os obtidos através
dos modelos média-variancia e desvio padrao absoluto.

Konno e Yamamoto [9] formularam um problema de otimizagao de carteira com custo nao-
convexo de transacao, restricoes de unidade minima de transacao e restri¢oes de cardinalidade
como um problema de programagao nao-linear inteira. O objetivo deste estudo é mostrar que
esta classe de problemas pode ser resolvida com sucesso por abordagens de state-of-the-art para
programagao inteira se o desvio absoluto é usado como uma fungao de desvio. Os experimentos
computacionais para o problema de tamanho médio utilizando o otimizador CPLEX resultaram
em boas solucoes com um periodo de tempo razoavel.

Chiodi et al. [10] apresentaram um modelo para o problema da selegao de carteiras de fundos
mutuos quando comissoes sao levadas em consideracao. Esse problema foi formulado como um
modelo de programacao linear inteiro-mista usando o semi desvio médio absoluto. Os autores
também sugeriram algumas abordagens heuristicas para resolver o problema de carteira 6tima.
Os resultados das experiéncias computacionais mostraram que o problema pode ser resolvido
usando heuristicas de forma eficaz e eficiente.



Os autores Benati e Rizzi [11] propuseram um novo problema de otimiza¢ao de carteira
baseado em uma extensdo do modelo de Markowitz com a medida de risco Value at Risk (VaR)
substituindo a varidncia na funcao objetivo. Esse problema foi formulado como um modelo
de programacao linear inteiro-mista. Os autores mostram que o modelo proposto pode ser
resolvido usando o otimizador CPLEX em uma quantidade razoavel de tempo, se o nimero de
observagoes passadas ou o nimero de ativos envolvidos no estudo é pequeno. Embora o VaR
seja uma medida de risco muito popular, possui caracteristicas mateméaticas indesejaveis, tais
como falta de sub-aditividade e convexidade, ver Artzener [17].

Neste contexto, Rockafellar e Uryasev [12] demonstraram que técnicas de programagao li-
near podem ser utilizadas para problemas de otimizagao de carteira com respeito a minimizagao
da perda esperada a cima do VaR. Esta medida de risco é conhecida pelos nomes de Conditi-
onal Value at Risk (CVaR) ou Average Value at Risk (AVaR) e é considerada uma medida de
risco mais consistente do que o VaR pelo fato de ser uma medida coerente de risco. Este fato
pode ser verificado na Se¢ao 3.3.2. Um estudo de caso considerando uma carteira de opcoes
utilizando a técnica de minimizagao do AVaR pode ser verificado na pesquisa destes autores.
Os experimentos numéricos com os onze ativos propostos mostraram que o AVaR pode ser
minimizado de maneira eficiente através de técnicas de programacao linear.

Dois modelos diferentes de programacao linear inteiro-mista foram propostos por Angelelli
et al. [13] para resolver o problema de selegao de carteiras que leva em conta os lotes de transa-
¢ao minimos, custos de transacao e restricoes de cardinalidade. O primeiro modelo é baseado
na minimizagao do AVaR. O segundo modelo baseia-se na minimizagao do desvio médio abso-
luto. Apesar dos experimentos numéricos mostrarem que as carteiras obtidas através da medida
AVaR possuem retornos mais estéveis comparadas com o segundo modelo, este problema de
otimizacao requer um enorme tempo de processamento para ser resolvido.

O problema de otimizacao de carteiras com caracteristicas reais do mercado financeiro tam-
bém foi estudado por Soleimani et al. [14]. Os autores estenderam o modelo de média-variancia
para incluir os lotes minimos de transacao, restricao de cardinalidade e restricao de capitaliza-
¢ao por grupo econdémico. Ao considerar tais restri¢coes, a modelagem do problema de selecao
de carteira requer o uso de técnicas de programacao inteiro-mista e desta forma, o modelo é
classificado como um modelo de programacao nao-linear inteiro-mista. Para resolver o modelo,
foi utilizado algoritmo genético (AG). Com base nos resultados computacionais, verificou-se
que o modelo proposto e a abordagem de solucao sao aplicaveis e de confianga nos mercados
reais com grande nimero de agoes.

Outro estudo realizado por Golmakani e Fazel [15] foi semelhante ao de Soleimani et al. [14],
mas eles consideraram limites nas restricoes do modelo. Pelo fato do modelo em questao ser
classificado como programacao quadratica inteira-mista, os autores propuseram uma heuristica
baseada no método de Otimizacao por Enxame de Particulas (OEP) para lidar com a comple-
xidade do modelo estendido. Os autores também compararam a sua abordagem com o AG e
os resultados computacionais mostraram claramente que o OEP proposto supera efetivamente
o AG, especialmente em problemas de grande escala.

Conforme observado por Shapiro [18], um progresso consideravel foi feito na area de progra-
macao estocastica na ultima década. Um avanco notével foi o Método de Monte Carlo para a
modelagem das incertezas. Neste contexto, as abordagens para a modelagem dos problemas de
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programagcao estocastica tem sido baseadas em métodos de geracao de cenarios. Desta forma,
um finito ntimero, computacionalmente administravel, de cenarios é gerado e, conseqiiente-
mente, o problema de otimizacao construido é resolvido por métodos de tipo de decomposicao.
Um fato relevante é que ao considerar vérios cenarios para o problema é certamente melhor
do que resolver o problema para apenas um cenario, que seria uma abordagem de otimizacao
deterministica. Ibrahim et al. [16] propuseram modelos de programagao estocastica de um e
dois estagios com o objetivo de minimizar o desvio downside maximo do retorno esperado. O
objetivo deste estudo é comparar a carteira 6tima dos dois modelos. Os resultados mostraram
que o modelo com dois estagios supera o modelo de estagio tinico em ambas as anélises, fora e
dentro da amostra.

A Tabela 2.1 apresenta o resumo dos estudos que utilizam técnicas de programacao mate-
matica no modelo de otimizacao de carteira.!

Programacao
Autores Restricoes Reais Matematica
de Mercado LP \ IP \ MIP \ MIQP \ SP
Golmakani e Fazel [15] Sim v
Soleimani et al. [14] Sim v
Ibrahim et al. [16] Nao v
Angelelli et al. [13] Sim v
Kamil e Ibrahim [8] Nao v
Benati e Rizzi |11] Nao v
Konno e Yamamoto [9] Sim v
Papahristodoulou e Dotzauer |7] Nao v
Chiodi et al. [10] Sim v
Rockafellar e Uryasev [12] Nao v

Tabela 2.1: Programacao matemaética aplicada ao problema de otimizacao de carteira.

A partir desta revisao da literatura dos modelos de programacgao matemaética, podemos
entender o contexto do presente trabalho. A proposta deste trabalho de dissertagao é resolver
o problema de otimizacao de carteira considerando o desvio padrao como uma abordagem
classica, e o desvio AVaR como uma abordagem mais usual. O problema proposto (1.2.1) nao
possui restrigoes de cardinalidade ou lotes de transagao minimos. Portanto, os problemas a
serem resolvidos sao caracterizados como problemas de otimizagao estocastica continua. Desta
forma, o problema de otimizacao de carteira considerando o desvio padrao seréd tratado como
um problema de programagao quadrética. Ja o problema com o desvio AVaR sera tratado
como um problema de programacao linear. O método de Galerkin, que sera utilizado para a
resolucao do problema proposto, sera apresentado no Capitulo 4.

Nota: LP-Programacdo Linear, IP-Programacdo Inteira, MIP-Programacdo Inteira Mista, MIQP-
Programacao Quadratica Inteira Mista, SP-Programagcao Estocéstica.



Capitulo 3

Metodologia

Neste capitulo serao apresentadas as definicoes e metodologias necesséarias para o desenvolvi-
mento dos proximos capitulos. Na Secao 3.1 serao apresentados os dados utilizados para as
analises. A Secao 3.2 introduz a metodologia de Elipséide de Volume Minimo para a deteccao
de outliers e a metodologia de Simulacao de Monte Carlo para a geracao dos cendrios alea-
torios. Na Secgao 3.3 serao apresentadas as definicoes de medida de risco, medida coerente de
risco e fungoes de desvio. As fungoes de desvio, que serao utilizadas para a avaliacao do risco
das carteiras, também se encontram nesta secao. A Secao 3.4 apresenta o conceito de fronteira
eficiente que sera utilizado para a comparacao dos métodos de solucao. Por fim, a Secao 3.5
define os problemas estaticos que serao utilizados para a comparagao com o método proposto.

3.1 Descricao dos Dados

Os precos das agoes utilizados neste trabalho foram obtidos através do provedor de dados
Bloomberg [19]. Foram escolhidas 15 a¢oes negociadas na Bolsa de Valores de Sao Paulo,
BM&FBovespa, que compoem o indice Bovespa e possuem grande volume de negociacao diaria.
Foram examinados os desempenhos historicos dessas acoes durante as 768 semanas correspon-
dentes ao periodo de 03 de Janeiro de 2000 a 17 de Outubro de 2014. O periodo foi escolhido
levando-se em consideragao a disponibilidade dos dados de todos os ativos. Este periodo con-
templa a crise proveniente do subprime em 2008 e a crise na Zona do Euro no final de 2009.
Além destes fatos, contempla também periodos de instabilidade politica como, por exemplo, a
troca de governo em 2002.

Para a analise do desempenho historico semanal sera utilizado o log-retorno, conforme de-
finido a seguir:

Rt = ln(

onde, P, é o preco do ativo no tempo ¢.

A escolha do log-retorno para a analise do desempenho semanal é devida & sua proprie-
dade de ser invariante de mercado. A defini¢do de Meucci [20]| para invariantes de mercado é
apresentada a seguir.

Definicao 1. As varidveis aleatorias X; sao itnvariantes de mercado, considerando um
tempo de partida t e um intervalo de tempo T, se elas sao independentes e identicamente dis-
tribuidas e se uma realizacao x; de X; € disponibilizada no tempo t.
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Conforme verificado por Meucci [20], a representa¢ao mais conveniente para os invariantes
de um mercado de acoes é o log-retorno dos precos por duas razoes. A primeira delas é devido
ao fato da distribuigao dos log-retornos poder ser facilmente projetada para qualquer horizonte
de tempo e depois trazidas de volta para a distribuicao dos pregos de mercado no horizonte
de tempo especificado. A segunda razao é que a distribuicao dos retornos lineares ou retornos
totais nao sao simétricas'. J4 os log-retornos tém uma distribuicao aproximadamente simétrica.
Isto faz com que seja mais facil modelar a sua distribui¢ao de probabilidade.

O intervalo de tempo semanal foi escolhido pois reflete melhor a periodicidade com que uma
empresa planeja a sua estratégia de investimento. Foi utilizado o preco de fechamento da semana
de referéncia e o prego de fechamento da semana anterior para o calculo do log-retorno semanal.

Na Figura 3.1 sao mostrados os precos e os log-retornos semanais dos ativos escolhidos.
Na Tabela 3.1 podem ser verificados o grupo econémico, participacao no Ibovespa e principais
estatisticas desses ativos.
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(b) Log-retornos

Figura 3.1: Graficos historicos semanais das 15 agoes negociadas na BM&FBovespa.

1Os retornos lineares e os retornos totais sdo definidos, respectivamente, por L; = Pf ——1le H, = Pf .
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Acao Empresa Grupo Econdémico Part. (%) Meédia Desv. Pad. Assimetria Curtose Minimo Méaximo
BBDC3 | BCO BRADESCO S.A. Bancos 1.756 0.00319 0.05013 0.06451 7.094 -23.03% 26.98%
BRKMS5 | BRASKEM S.A. Petroquimico 0.536 0.001183 0.06361 0.08878 4.431 -26.31%  23.31%
CMIG4 | CEMIG Energia Elétrica 1.146 0.001621 0.0511 -0.4421 5.229 -29.62% 16.97%
CPLE6 | COPEL Energia Elétrica 0.353 0.001035 0.05274 -0.2523 5.59 -27.22%  28.13%
CSNA3 | CIA SIDERURGICA NACIONAL  Siderurgia 0.377 0.001201 0.06616 -0.3092 5.394 -39.40%  26.41%
ELET6 | ELETROBRAS Energia Elétrica 0.209 -0.00093 0.063 -0.3731 6.049 -40.98%  22.57%
EMBR3 | EMBRAER S.A. Material de Transporte 1.933 0.001593 0.05512 -0.744 9.081 -41.27% 17.91%
GOAU4 | METALURGICA GERDAU S.A. Siderurgia 0.397 0.002433 0.0573 -0.1251 4.926 -28.59% 26.06%
ITUB4 | ITAU UNIBANCO HOLDING S.A. Bancos 10.385 0.002675 0.05207 -0.2262 7.166 -27.59%  28.63%
OIBR4 OI S.A. Telecomunicagoes 0.421 -0.00308 0.06555 0.003443 4.573 -30.63% 24.68%
PETR3 | PETROBRAS Petroleo 3.999 0.001767 0.05333 -0.1452 4.694 -23.83%  24.98%
TBLE3 | TRACTEBEL ENERGIA S.A. Energia Elétrica 0.743 0.003738 0.05363 -0.04908 7.261 -25.99%  25.13%
TIMP3 | TIM PARTICIPACOES S.A. Telecomunicagoes 1.151 0.001514 0.06917 0.2126 6.575 -35.67%  37.63%
USIM5 | USIMINAS Siderurgia 0.286 0.001088 0.06853 -0.02289 4.19 -28.63%  23.16%
VALES5 VALE S.A. Mineragao 4.165 0.002304 0.04523 -0.1002 4.087 -17.54% 16.65%

Tabela 3.1: Empresa, Grupo Econoémico e Participacao no Ibovespa obtido através do site da
BM&FBovespa [21].

3.2 Geragao de Cenarios

Nesta secao sera apresentado o conceito de outlier e a importancia da sua deteccao para a esti-
macao robusta dos parametros de localizagao e dispersao de uma distribui¢ao. Sera introduzida
a metodologia de Elipsoide de Volume Minimo para a deteccao dos outliers e a metodologia de
Simulagao de Monte Carlo para a geragao dos cenarios aleatérios que utilizarao os estimadores
robustos encontrados.

3.2.1 Deteccao de Outliers

Um outlier pode ser entendido como uma observagao inconsistente com os dados. Conforme
descrito por Meucci [20], um tnico outlier pode distorcer a estimagdo dos parametros de uma
distribuicao. Neste contexto, o autor fornece uma intuicao por de tras de uma estimacao robusta
utilizando o exemplo a seguir.

Exemplo 1. Considere a média amostral e a covaridncia amostral definidas, respectivamente,
por (3.2.1) e (3.2.2):

T
o1
= > (3.2.1)
t=1
1 T
L=z > (= ) — ). (3.2.2)
t=1

Seja o elipsoide de localizacao-dispersao definido pela média amostral e covaridncia amostral
de um conjunto de observacoes de invariantes de mercado:

sﬂ $= {z e R tal que (z — )XYz — ) <1} (3.2.3)

Em seguida, adiciona-se uma observagao discrepante, um outlier, e repete-se a estimagao
considerando a amostra ampliada. O novo elipsoide, que representa a nova média amostral e
covariancia amostral, ¢ completamente diferente. Este fato pode ser verificado na Figura 3.2.

]
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Figura 3.2: Estimadores amostrais: Falta de robustez.

Desta forma, o conceito de robustez esta relacionado com a capacidade de um estimador
de proporcionar estimativas razoaveis quando observagoes atipicas sao encontradas na amos-
tra. No experimento acima, podemos observar que os estimadores amostrais nao sao robustos.
Porém, sabemos que a observagao adicional é esptria. Em muitos casos, nao sabemos a verda-
deira distribui¢ao subjacente e, mais importante, nao temos nenhuma razao para acreditar que
algumas observacoes podem ser espiirias. Neste sentido, uma questao interessante é: Qual a
quantidade méaxima de outliers que um certo estimador pode sustentar antes de quebrar? Ou
seja, se houver um total de 1" = Tz + Tp observacoes, onde Tz sao dados bons e T valores
discrepantes, qual é a maior razao Tp /T que o estimador pode sustentar?

Definigao 2. O ponto de ruptura de um estimador é o limite da razao Tp/T, quando o
numero de observagoes tende ao infinito.

Por defini¢ao, o ponto de ruptura é um niimero positivo que nao pode ser superior a 0,5.

Definicao 3. O estimador cujo o ponto de ruptura é proximo de 0,5 € chamado de estimador
de alta ruptura.

Os estimadores de alta ruptura sao tteis em aplicagoes financeiras porque eles nos permitem
detectar os outliers. Um dos métodos para a construcao de estimadores de alta ruptura de
localizagao e dispersao ¢ o Elipsoide de Volume Minimo (EVM).

3.2.2 Elipséide de Volume Minimo

Suponha que sabemos que de um total de T observagoes, T sao observagoes boas e Ty sao
observagoes discrepantes. Conforme descrito por Meucci [20], o menor elipsoide que contém os
Tp dados bons é o menor entre os elipsoides que contém qualquer conjunto das Ty observagoes.
A Figura 3.3 ilustra esta afirmacao.
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good data

X,

Figura 3.3: Elipsoide de Volume Minimo.

Seja . um parametro de localizacao genérica, ou seja, um vetor N-dimensional, e uma matriz
Y. de dispersao genérica, ou seja, uma matriz NxN simétrica e positiva. Os parametros (u, X)
definem um elipsoide como em (3.2.3). Podemos expandir este elipsoide da seguinte forma:

62 w={r¢€ RY tal que (z — p)'S "z — 1) < ¢°}. (3.2.4)

Este lugar geométrico representa uma versao redimensionada do elipsoide original, onde
todos os eixo sdo multiplicados por um fator ¢. O volume do elipsdide definido em (3.2.4) é
dado por:

VOI{&Z,Z} = wa V2], (3.2.5)

onde, vy é o volume da esfera unitaria definida por:

N
T2

—
(5 +1)

Para generalizar o valor absoluto em um ambiente multivariado, o autor introduz o conceito
de Distancia de Mahalanobis:

N =

Definicao 4. A distdncia de Mahalanobis de um ponto x ao ponto u através da métrica X
é definido por Ma(z, 1, ) = /(v — p)’S~'(x — p), onde a métrica ¥ é uma matriz simétrica
e positiva.

Os pontos = que compartilham a mesma distancia de Mahalanobis de p pertencem a super-
ficie de um elipséide centrado em p. Quanto maior os autovalores de ¥, menor é a distancia de
Mahalanobis de um ponto genérico x ao centro p. Portanto, a matriz > de fato fornece uma
métrica para medir distancias.

Considere o conjunto de distancias de Mahalanobis de cada observacao ao parametro de
localizagao p através da métrica X:

Mal"> = Ma(xy, 11, 2) = /(20 — p)' S (@ — ).

Podemos ordenar essas distancias de forma crescente e considerar a Tg-ésima distancia:
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— 2
qry = MaTB T

Por construcgao, o elipsbide ejfg contém apenas os T pontos e a partir de (3.2.5), o seu

volume ¢é dado por:

vol{gfjg} - VN(Magsz)N\/ 3. (3.2.6)

Observe que o produto do lado direito desta expressao nao depende do determinante de .
Portanto, podemos impor a restricao de que o determinante de > ¢é igual a 1.

Consequentemente, os parametros que dao origem ao menor elipsdide que contém as Ty
observagoes sao obtidos através da seguinte equacao:

(firy, Y7,) = argmin {Ma#ﬁT , (3.2.7)
w3 =0,|%|=1

onde a notacao X > 0 implica que X é simétrica e positiva. Uma vez que tenhamos calculado
os parametros (3.2.7), podemos considerar como outliers todas as observagdes que nao estao
contidas no elipsoide (3.2.4) que sera determinado por (3.2.7).

Na realidade nao sabemos, a priori, o numero verdadeiro Tg de dados bons. No entanto,
se Tg € o maior conjunto de dados bons, o elipséide de volume minimo que contém Tpg + 1
observacoes tem um volume muito maior do que o elipsdide de volume minimo que contém as
T observagoes. Por esta razao, considera-se o volume do elipséide de volume minimo uma
funcao do namero de observagoes contidas no elipsoide:

T — v (Map 5 7). (3.2.8)

O verdadeiro nimero de dados bons é o valor T onde essa func¢ao exibe um salto abrupto,
como pode ser verificado na Figura 3.4. Esses dados bons sao utilizados para os calculos das
estimativas finais dos parametros de localizacao e dispersao, respectivamente, a média e a matriz
de covariancia.

volume of
Minimum
Volume
Ellipsoid

Minimum
Covariance —
Determinant

!’——% T(i

50 60 70 80 90 100 110

Figura 3.4: Deteccao de Outliers.
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Para a resolucao computacional do problema, foram utilizados os codigos disponibilizados
pelo autor através do site Advanced Risk and Portfolio Management, secao Multivariate Esti-
mation (Non-Parametric, MLE, Shrinkage, Robust, ...) [22].

Na Figura 3.5 a seguir é mostrado o grafico do elipséide de volume minimo considerando

alguns pares de ativos e a retirada de 10 observagoes espurias.

EMBR3

ITUB4

rando as observagoes extremas. O grafico do volume do elipsbéide formado pelos 15 ativos é
apresentado na Figura 3.6 abaixo.
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Figura 3.5: Elipsoide de Volume Minimo.

Nos gréaficos acima pode-se observar a variagao dos elipsbides de volume minimo conside-
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Figura 3.6: Volume do elipséide como fungao do niimero de observagoes.

A partir do ponto assinalado pode ser observada uma variacao abrupta no volume do elip-
soide. Desta forma, foi escolhida a remocao das 10 observacoes responséveis por este aumento
abrupto no volume do elipsoide considerando um total de 768 observagoes. Este ntimero pa-
rece razoavel pois representa apenas 1,3% das observacoes fazendo com que a estimativa dos
parametros de média e covariancia nao seja afetada devido a falta de informagao.

3.2.3 Estimadores Robustos

Conforme verificado através do Exemplo 1, a média e a matriz de covaridncia amostrais, defini-
das respectivamente por (3.2.1) e (3.2.2), ndo sao estimadores robustos para esses parametros.
Porém, utilizando as observagoes sem outliers, a média e a matriz de covariancia amostrais sao
pouco afetadas pela inclusao de novos dados. Sendo, portanto, medidas robustas desses para-
metros. Desta forma, foram escolhidos os estimadores amostrais para a média e a variancia
considerando a amostra de 758 observacoes sem outliers. Os valores encontrados para essas
estimativas sao mostrados a seguir:

(22 1.2 1.2 1.2 14 13 08 1.3 1.8 1.2 1.2 05 1.2 14 0.8]
1.2 39 12 13 13 15 09 14 13 14 1.0 08 1.2 1.8 0.7
1.2 12 24 16 09 1.7 05 09 12 12 09 0.7 1.0 1.2 0.5
1.2 13 16 26 1.0 19 05 1.0 1.2 1.3 1.0 0.7 1.2 1.3 04
14 13 09 10 38 1.3 09 21 15 1.2 1.6 05 1.2 28 1.6
1.3 15 17 19 13 37 07 12 14 14 1.1 0.8 14 1.7 0.6
0.8 09 05 05 09 07 26 08 08 07 07 03 08 08 0.6
»=10"(13 14 09 1.0 21 1.2 08 31 14 12 13 0.6 1.3 23 1.3
18 1.3 1.2 12 15 14 08 14 25 12 14 06 1.3 1.5 09
1.2 14 12 13 12 14 07 12 12 41 09 08 1.7 1.4 0.6
1.2 10 09 10 16 1.1 07 13 14 09 27 04 1.1 15 1.1
0.5 0.8 0.7 0.7 05 0.8 03 06 1.8 08 04 26 0.7 08 0.3
1.2 12 10 1.2 1.2 14 08 13 1.8 1.7 1.1 0.7 45 14 0.7
14 18 12 13 28 1.7 08 23 18 14 15 0.8 14 44 1.3
108 0.7 05 04 16 06 06 1.3 1.2 06 1.1 03 0.7 1.3 1.9
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A=10"[28 1.7 25 1.6 1.9 0.0 30 25 24 —-30 19 39 11 15 21]"

3.2.4 Meétodo de Monte Carlo

O Método de Monte Carlo é utilizado em finangas e matematica financeira para avaliar e anali-
sar instrumentos, carteiras e investimentos através da simulacao das vérias fontes de incerteza
que afetam o seu valor e, em seguida, determinar o seu valor médio em toda a gama de valores
resultantes. Isso geralmente é feito com a ajuda de modelos estocasticos de ativos. A vanta-
gem do método de Monte Carlo sobre outras técnicas aumenta a medida que as dimensoes do
problema, fontes de incerteza, e o periodo especificado aumentam.

Conforme descrito por Pachamanova e Fabozzi [23], andlises de risco sao baseadas na mode-
lagem de fontes de incerteza, e incerteza pode ser representada matematicamente por distribui-
¢oes de probabilidade. As distribui¢oes de probabilidade das fontes de incerteza garantem que
esses ativos podem assumir diferentes valores com diferentes probabilidades. Essas distribuicoes
de probabilidade sao os blocos de construcao para modelos de simulacao, como o Método de
Monte Carlo. Como os ativos utilizados neste trabalho sao agoes, as fontes de incerteza sao os
precos ou retornos dessas agoes. Desta forma, foi assumido que os retornos das agoes seguem
uma distribui¢ao Normal com os pardmetros estimados na Se¢ao 3.2.3.

Na figura 3.7 sao mostrados os graficos das simulagoes para as acoes TBLE3 e VALES em
um horizonte de 4 semanas. Foram consideradas 1.000 simulagbes para cada ativo. O codigo
em MATLAB utilizado para a geracao das simulagoes pode ser consultado no Apéndice B deste
trabalho.

Retorno
Retorno

03, 1 2 3

Semana Semana

Figura 3.7: Simulagao de Monte Carlo.
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3.3 Medidas de Risco

3.3.1 Definicao

Conforme descrito por McNeil, Frey e Paul [24], o conceito de risco financeiro pode ser entendido
como qualquer evento ou agao que possa afetar adversamente a capacidade de uma organizacao
de alcangar seus objetivos e executar suas estratégias. No contexto de risco de mercado, esses
eventos estao associados a variagoes no cambio, taxa de juros, precos das agoes e pregos de
commodities. Uma variacao muito grande ou inesperada de um desses fatores pode levar a
organizacao a grandes perdas, ou até mesmo a faléncia. A definicdo matemaética para risco
pode ser encontrada em Kerkhof e Melenberg [25].

Defini¢ao 5. Seja um espago de probabilidade (2, F,P), onde Q2 é o conjunto dos possiveis
estados da economia, F é uma o-dlgebra e P é uma medida de probabilidade. Um risco X(w),
w € Q € uma varidvel aleatoria real definida em ().

A partir da defini¢ao (5), podemos entender os log-retornos de ativos ou carteiras em deter-
minado tempo ¢ como riscos pois sao variaveis aleatorias que dependem do estado da economia.
Neste contexto, Kerkhof e Melenberg [25] também definem medida de risco.

Defini¢ao 6. Seja um espago de probabilidade m = (Q, F,P) e seja M(m) o conjunto dos
possiveis riscos em §). Uma medida de risco é uma funcio p: M(m) — RU {oco}.

Desta forma, uma medida de risco é uma funcao que associa conjuntos de riscos a valores
reais.

O Value at Risk (VaR) é uma medida de risco que resume, em um simples e facilmente
compreensivel nimero, o risco de uma instituicao proveniente da flutuagao dos precos no mer-
cado financeiro. Essa é a razao para a sua rapida ascensao como ferramenta essencial para o
gerenciamento de risco, levando os Comités de Basileia I e IT a autorizarem a sua utilizagao nos
modelos internos das institui¢oes financeiras.

Outra medida de risco bastante utilizada pelas institui¢oes financeiras é o Avarage Value at
Risk (AVaR), que também é conhecido pelos nomes Conditional Value at Risk (CVaR), Tail
Value at Risk (TVaR) e Expected Shortfall. Essa medida de risco é definida em fungao do VaR,
sendo obtida a partir da média das observagoes menores que o correspondente VaR estimado.

Abaixo segue a definigdo dos autores Rockafellar e Uryasev [26] para o VaR e o AVaR.

Definicao 7. O VaR, de uma carteira com respeito a um nivel de probabilidade especificado o
€ o menor valor a* tal que, com probabilidade o, a perda nao excederd a*, enquanto o AVaR,,
¢ a esperanca condicional das perdas acima deste valor a*.

Em termos praticos, o VaR de uma carteira é o quantil de nivel (1 — a) da funcdo de
distribuigao dos retornos da carteira. A definigdo (7) garante que o VaR nunca é maior do que
o AVaR fazendo com que o AVaR seja uma medida de risco mais conservadora. O VaR e o
AVaR de uma carteira podem ser verificados na Figura 3.8.

2Para valores de « tipicamente no intervalo de [0.9,0.99].
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Figura 3.8: VaR e AVaR de uma carteira.

Exemplo 2. Considerando que um ativo X possua distribuicao Normal com parametros pu e
o para os retornos, podemos calcular o VaR, e o AVaR, do ativo para 1 periodo da seguinte
forma:

VaRy(X) =—pu—o® (B)

v et s@7()
—0\/%6 dr =—p—o 3 ,

onde, f =1 — a. Além disso, ®(.) ¢ a fun¢ao de distribui¢ao de probabilidade e ¢(.) é a
distribuicao de densidade de probabilidade da Normal Padrao.

1 o (6)
AVaR,(X) = - 5 /

Exemplo 3. Considerando que um ativo X possua distribuicao T-Student com parametros
v, i e o para os retornos, podemos calcular o VaR, e o AVaR, do ativo para 1 periodo da
seguinte forma:

VaR(X) = —p—ot, ' (B)
v+ (t,(8))

v—1

AVaR,(X) = —p— Ugu(t;ﬁlw))(

),

onde, f =1 — a. Além disso, t,(.) e g,(.) s@o, respectivamente, as fungoes de distribuigao
e densidade de probabilidade da T-Student com v graus de liberdade.

3.3.2 Medidas Coerentes de Risco

Pelo fato da defini¢ao (6) de medida de risco ser bastante abrangente, torna-se necesséria a
analise de algumas propriedades para a escolha adequada de uma medida de risco. Em fins da
década de 90, Artzner [17]| define o conceito de medidas coerentes de risco.

Definicao 8. Uma medida de risco ¢ dita coerente quando satisfaz as sequintes propriedades:
Invariancia de Translagao, Sub-aditividade, Homogeneidade Positiva e Monotonicidade.

Essas propriedades juntamente com suas interpretacoes sao apresentadas a seguir.
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1. Invariancia de Translacao: X € M(m),k e R= p(X +k) =p(X) — k
Adicionar ativos livres de risco, cujo valor é k, & carteira X é equivalente & transla-
dar a distribuicao das perdas em —k e portanto o risco sera reduzido exatamente neste
montante.

2. Sub-aditividade: X, Y, X +Y € M(m) = p(X +Y) < p(X) + p(Y)
A sub-aditividade reflete o efeito da diversificacao das carteiras, ou seja, o risco de duas
carteiras quando avaliadas conjuntamente deve ser no maximo igual & soma do risco
individual de cada carteira, podendo ser menor. Desta forma, a diversificacao tem o
poder de reduzir o risco de uma carteira.

3. Homogeneidade Positiva: X € M(m), A € R = p(AX) = A\p(X)
O risco de uma carteira multiplicado por um escalar, um valor monetario, deve ser igual
a multiplicacao do escalar pelo risco individual da carteira.

4. Monotonicidade: X,Y € M(m),X <Y = p(X) > p(Y)
Se uma carteira X tem sempre retornos menores do que Y entao o risco de X deve ser
maior que o risco de Y.

Conforme demonstrado por Artzner [17], o AVaR é uma medida coerente de risco. Ja o
VaR é monotodnico, positivamente homogéneo e invariante a translagao mas nao é sub-aditivo
e, portanto, nao é uma medida coerente de risco. Em termos préticos, este fato implica que a
medida em questao nao favorece a diversificacao do portfolio.

3.3.3 Funcoes de Desvio

Em Rockafellar, Uryasev e Stanislav [12] um novo conceito de medida é definido. Esta nova
medida é chamada de medida de desvio e referenciada em Pfliig e Rémisch [27] por fungoes de
desvio através da seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 9. Uma fun¢ao D definida num espago linear Y de varidveis aleatorias em (2, F,P)
¢ chamada de fungcao de desvio se para todo Y € Y as propriedades de Invaridncia de
Translagao, Convexidade e Monotonicidade sao satisfeitas.

As propriedades de Invaridncia de Translagao e Monotonicidade foram apresentadas na
Definigao 8. J& a propriedade de Convexidade pode ser entendida como a combinacao das
propriedades de Sub-aditividade e Homogeneidade Positiva, como pode ser verificado abaixo:

5. Convexidade: Y1,Y2 € Y,0 <A <1=DAY;+ (1 = \)Y2) < AD(Y7) + (1 — \)D(Ys)

Definicao 10. Uma fung¢ao de desvio D é chamada de Positivamente Homogénea se satis-

faz:
D(\Y) = AD(Y), para todo X > 0.

Definicao 11. Uma funcao de desvio D é chamada de Estrita se satisfaz:
DY) > 0.

Uma fungao de desvio pode ser escrita a partir de uma medida de risco através da seguinte
relagao: D(Y) = E(Y) — p(Y). Desde que a medida de risco p seja coerente.
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Exemplo 4. Exemplos de funcoes de desvio s@o o desvio padrao e o desvio Average Value at
Risk que serao apresentadas a seguir. Ja a fungdo VaRD,(Y) = E(Y) — VaR,(Y) ndo ¢ uma
fungao de desvio no sentido da Defini¢ao 9 pelo fato da medida de risco VaR,(Y') nao ter a
propriedade de Sub-aditividade implicando a nao convexidade desta medida de risco.

Outras fungoes de desvio usuais sao:

O Semi-Desvio Padrao Inferior:

D(Y) = VE(Y —E(Y)]-)?,

onde, [a]- = —min(a,0).

O Semi-Desvio Padrao Superior:

D(Y) = VE([Y —E(Y)]4)%,
onde, [a]4+ = maz(a,0).

O Desvio Médio Absoluto:

DY) = VEY —E(Y)

O Desvio de Perda Minima Quadratica:

D(Y) == min{E([Y — a]%) + cE([Y —da]*)},

aER

para um coeficiente ¢ # 1. Neste caso, os desvios quadraticos positivos e negativos sao
ponderados de maneira diferente.

As fungoes de desvio D que serao consideradas no problema proposto (1.2.1) sao apresen-
tadas com mais detalhes a seguir.

3.3.3.1 Desvio Padrao

Uma funcao de risco muito importante e amplamente utilizada é o Desvio Padrao definido pela
raiz quadrada da variancia:

DY) := VE(Y —E(Y))?

Para T periodos de tempo, consideraremos um desvio da forma:

DY) = i)\t\/E(Y’f —E(Y1))?, (3.3.1)

onde, \; € [0,1] é uma variavel de controle de risco do tempo ¢. Por exemplo, \; = 1 e
Ao,...7 = 0, controlariam o risco do primeiro passo de tempo. Ja Ap =1e Ay r_1 = 0 poderiam
ser usados para controlar o risco no final do horizonte. Se o investidor necessita revisar a
estratégia a cada passo de tempo, convém utilizar \; = 1 para todo t. Em relacao a dinamica
do risco, porém, empregar desvios ou medidas de risco simultaneamente para diferentes passos
de tempo, pode nao atender a condicao chamada de time consistency.



22 CAPITULO 3. METODOLOGIA

3.3.3.2 Desvio Average Value at Risk

A variancia penaliza desvios da média tanto por baixo quanto por acima. Porém uma carteira
que varia acima da média, pode ser atrativa para se obter rendimentos maiores e nao deveria
ser penalizada. O objetivo do desvio Average Value at Risk é penalizar desvios unilaterais e
para o problema proposto (1.2.1) é definido pela expressao:

DY) :=E(Y)—-AVaR,(Y) =E(Y) — max{a — !

R WE([Y —al7)}, (3.3.2)

para valores do parametro « tipicamente no intervalo de [0.9,0.99]. A igualdade acima pode
ser verificada em Pfliig e Romisch [27] através do teorema 2.34 da pagina 49.

Desta forma, temos um problema de otimizacao com variavel de decisao a € R. Podemos
escrevé-lo da seguinte forma:

AVaR,(Y) = max{a — a i Q)E([Y —a]7)}
— _glellg{ a —+ (1 — a)E([Y - a]_)}

— —min{—a+ (11_ 3 Zma:ﬁ(a -Y;,0)}

a€R

Desta forma, o desvio Average Value at Risk pode ser escrito como:

DY) :=E(Y) - AVaR,(Y) = E(Y) — [~ min{—a + (11_ n > max(a — Y, 0)}]

a€R

Considerando T' periodos de tempo, o desvio Average Value at Risk tem a seguinte forma:

T
=) NE(YY) Z)\tmm{ al + Zma:c — Y0}, (3.3.3)
t=1

onde, A\; € [0,1] é uma variavel de controle de risco do tempo ¢, conforme explicado na Se¢ao
3.3.3.1 anterior.

3.4 Fronteira Eficiente e Reta de Alocacao de Capital

O modelo média-variancia proposto por Markowitz [3] na década de 50 se tornou referéncia
para a Teoria Moderna de Portfolios. A teoria proposta por Markowitz estabelece que decisoes
relacionadas a selecao de investimentos devam ser tomadas com base na relagao risco x retorno
dos ativos. Tal teoria vem sendo aperfeicoada considerando modelos de risco mais robustos.
De modo a serem efetivos, tais modelos devem ser capazes de quantificar os niveis de risco e
retorno dos investimentos.
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A partir do modelo proposto por Markowitz, derivou-se o conceito de fronteira eficiente,
que expressa diretamente a relacao entre risco e retorno da carteira. A fronteira eficiente é
obtida ao resolver diversas vezes o problema de carteira 6tima, considerando niveis de retorno
esperado distintos, conforme apresentado na Figura 3.9.

x 107 Fronteira Eficiente
° | | |
) SR S S zeoon R S S .
o ' ' '
c . : :
5 3l O o onn A O T S Lo _
T s | s
) .o S SN U SN S SRR |
[} R, frocmoscoeeee froroseeeeeees proscmeocooee- frosmmozoeene romroenoeeoes [rosemmeoees froceoe- =
1 2 3 4 5 6 7
Variéncia x 107

Figura 3.9: Fronteira Eficiente.

O conceito de fronteira eficiente é utilizado apenas para ativos com risco. Ao introduzirmos
um ativo livre de risco, temos o conceito de reta de alocagao de capital. Esta reta possui uma
caracteristica interessante, todas as carteiras contidas nela sao uma combinacao do ativo livre
de risco e de uma carteira especial, chamada de portfélio eficiente, que se localiza no ponto de
tangéncia entre a reta de alocacao de capital e a fronteira eficiente, conforme pode ser verificado
na Figura 3.9.

Fronteira Eficiente com Reta de Alocacgéo de Capital
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Figura 3.10: Fronteira Eficiente com Reta de Alocagao de Capital.

O impacto no grafico relacionado ao investidor poder emprestar ou tomar emprestado o
capital associado ao ativo livre de risco pode ser verificado diretamente na reta de alocagao de
capital. Os pontos da reta anteriores ao portfélio eficiente sao referentes a posi¢oes compradas
no ativo livre de risco enquanto os pontos posteriores sao referentes a posicoes vendidas. Caso
o modelo ndo permita shortselling como o problema proposto (1.2.1), os pontos posteriores ao
portfolio eficiente fardao parte da fronteira eficiente, pelo fato de possuirem apenas ativos com
risco.

Os conceitos de fronteira eficiente e reta de alocacao de capital serao utilizados para a
comparagao do risco X retorno obtidos pelos modelos analisados. Mais detalhes sobre o tema
podem ser verificados em Elton e Gruber [28§].
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3.5 Modelo Deterministico Equivalente

Ao modelo estocastico gerado e resolvido como um modelo deterministico, sem o uso de técnicas
especiais, da-se o nome de modelo deterministico equivalente. Este modelo seréd utilizado para
a comparacao com o modelo proposto neste trabalho e seré definido nesta secao.

Por razao de simplificacao, sera criado um conjunto com as restri¢oes do problema proposto
(1.2.1) da seguinte forma:

Z(m7)={ zeR¥VT egyeR”|

woro + BH(2'(§), 7' (§))] = 7" a0 + 25, 4(§) = 1, Xiep 2i(§) < mya(§) 2 0 e wo 2 0,
parat=1,...,T}.

Desta forma, o problema proposto (1.2.1) pode ser representado como:

min D(H (z(£),r(§))) sobre x,xy € Z(m,T). (3.5.1)

As funcgoes de desvio que serao utilizadas, definidas na Secao 3.3.3, sao apresentadas nova-
mente a seguir aplicadas ao problema proposto (3.5.1). Desta forma, com a definigdo da fungao
de desvio D e o percentual 7, o problema sera resolvido para diferentes valores de 7 de forma
a obtermos uma fronteira eficiente conforme definida na secao anterior.

Sera utilizada a seguinte notacao para o valor esperado da carteira composta apenas pelos
ativos com risco no tempo t:

pt = E[H@(©),r'(©)] = = 3 H@'(6).7'(6)) (35.2)

3.5.1 Desvio Padrao

Substituindo a fungdo de desvio em (3.5.1) pelo Desvio Padréo definido em (3.3.1), temos o
seguinte problema:

mini)\t\/]E<H(azt(§),rt(§)) _ m)Q sobre z, o € Z(m, 7). (3.5.3)

A representac¢ao matricial, para fins de implementacao, do problema (3.5.3) pode ser verifi-
cada no Apéndice A.

3.5.2 Desvio Average Value at Risk

Substituindo a fungao de desvio em (3.5.1) pelo Desvio Average Value at Risk definido em
(3.3.3), temos o seguinte problema:
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K

min Y At + 3 A gleilﬁ{—at + e Y max(a’ — H(z'(&), (&), 0)}
k=1

sobre z,x¢ € Z(m,T).

(3.5.4)

Em (3.5.4) temos um problema de minimizacao irrestrito dentro da fungao objetivo. Po-
demos juntar ambos os problemas de otimizacao para um problema agora de trés variaveis de
decisao: z,79 € Z(m,7) e a € RT. Além disso, podemos introduzir uma nova variavel de decisao
b € RE*T de forma a obter um problema de otimizacao linear. Desta forma, o problema (3.5.4)
pode ser escrito como:

( T T 1 K
: t t t
min 3 A+ D5 N(~at+ WZ@
t=1 =1 k=1
S sobre x, 29 € Z(m,7),a € R" e b € R**T (3.5.5)

sa. b >0paratodok=1,..., Ket=1,...,T
L bt > a' — H(x"(&),r"(&)) paratodo k=1,..., Ket=1,...,T.

A representac¢ao matricial, para fins de implementacao, do problema (3.5.5) pode ser verifi-
cada no Apéndice A.
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Capitulo 4

Método de Galerkin Para Otimizacao
Estocastica

Neste capitulo é conceituado o método de Galerkin para otimizagao estocastica. A Segao 4.1
apresenta uma revisao de alguns conceitos de medida necessérios para a definicao do método
proposto. A Segao 4.2 apresenta a defini¢ado do método de Galerkin aplicado ao problema
proposto. A definicao genérica do método pode ser encontada no artigo de referéncia deste
trabalho [1]. As Segoes 4.3 e 4.4, apresentam a fomulagdo matemética para o problema dos
especialistas e para o problema a que sao gerados a partir da aplicagao do método proposto.

4.1 Conceitos Iniciais

Para definirmos o método de Galerkin para otimizacao estocastica é necessario definirmos pri-
meiramente alguns conceitos. Inicialmente, serao definidos os conceitos de o-dlgebra e espago
mensuravel utilizando como referéncia o autor Bartle [29].

Definicao 12. Dado um conjunto ) nao vazio, dizemos que uma familia F de subconjuntos
de ) € uma o-dlgebra se:

i0eF, Qe F.
i Se A € F entao seu complementar A° € F.
wi Seja Aj uma sequéncia de conjuntos em JF, entao qualquer unido enumerdvel U2, A; € F.

Defini¢ao 13. Dado um conjunto Q ndo vazio e uma o-dlgebra, dizemos que o par (2, F) €
um espago mensurdvel.

A partir destes conceitos, podemos definir uma medida de probabilidade e consequentemente
um espago de probabilidade. As defini¢oes a seguir podem ser verificadas em Shreve [30].

Definigao 14. Seja (2, F) um espa¢o mensurdvel. A medida de probabilidade P é uma
fungao que leva cada A € F a um nimero no intervalo [0,1], chamado de probabilidade de A e
denotado por P(A). A medida de probabilidade possui as sequintes propriedades:

i P(2) =1
it Para qualquer sequéncia enumerdvel disjunta Ay, A, ... € F,
P(U45) = 3272, P(A)

27
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A tripla (2, F,P) é um espago de probabilidade.
Finalmente, defnimos uma filtragao e um processo adaptado a filtracao.

Definigao 15. Seja (2, F) um espago mensurdvel. SejaT > 0 e assuma que para cadat € [0,T]
existe uma o-dlgebra F;. Quando para quaisquer s et, 0 <t < s < T temos que F; C Fg,
entao a familia {F;}ie; de o-dlgebra é chamada de filtragao. Por convengao, Fo = {0, Q}.

Desta forma, podemos entender uma filtragao como a ordenacao da informacgao que temos
disponivel ao longo do tempo. Assim, com o passar do tempo, a o-algebra anterior é subconjunto
da nova o-algebra, uma vez que teremos disponiveis nao so6 as novas informacoes como também
as informacoes que ja tinhamos anteriormente. Por fim, a definicao de processo adaptado a
filtragao é apresentada a seguir:

Definigao 16. Um processo {Xi}ier € dito adaptado a filtragcao {F;} se para todo t, X; é
Fi mensurdvel.

4.2 Aproximagoes de Galerkin

O metodo proposto neste trabalho para a resolugao do problema (1.2.1) é o método de Galerkin.
A seguir é apresentado o conceito de Aproximacoes de Galerkin aplicado ao problema proposto
utilizando como referéncia a definicdo de Koivu e Pennanen [1].

Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade e seja (F;)_, a filtragdo gerada pelo processo
estocéstico &€ = (&)L ,. Considerando o problema proposto em (1.2.1), podemos escrevé-lo da
seguinte forma:

min D(H(z(£),(€)))
s.a. Elr' —axpry — H(2'(€),7'(£))] <
2(§) € X(§) = {z] >, 21§ =1

0,parat=1,...,T
<7r:v >0exg>0,t=1,..., T} P-q.c
ZEP z() (5) ) ) q
(4.2.1)

Onde, N' = {(a)L |zt € L*(Q, F;, P;R™)} é o espago das estratégias de decisao (F;)];-
adaptadas essencialmente limitadas com o tempo de decisao ¢t sendo um vetor real n,~-dimensional.

Por questao de simplifica¢do, podemos representar o problema de otimizagao (4.2.1) da
seguinte forma:

min D(H (() r(€))) sobre z e N NX
{ s.a E[r'— — H(2'(£),r"(£))] <0, parat=1,...,T (4.2.2)
Onde,
X ={z € L*(QF,P;R")|z(¢) € X(€) P-q.c.} (4.2.3)

Seja {x; e NN X, i € I} um conjunto finito de estratégias base, conhecidas também como
regras de decisdao ou funcoes de base, e seja A € R! um conjunto convexo de pesos tal que:

Na = {Z arila € A CNNX (4.2.4)

el
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Como N ¢é um espaco vetorial, temos que Na C N N X tanto quanto Na C X. Desta forma,
o conjunto A deve ser escolhido em conformidade com as estratégias base x; e o conjunto X.
Assumindo que as estratégias base sao viaveis, temos que:

A =R! quando X & linear,

A = R% quando X é conico,

A={aeR>Y, ;o =1} quando X ¢ afim,

A={aecRL|>, ;a; =1} quando X ¢ convexo.

Conforme definido no problema proposto (4.2.2), o conjunto X é convexo e desta forma
temos que A = {a € RL| Y, ;o4 =1}

Dado um conjunto {z;|i € I} de estratégias base vidveis e um conjunto convexo de pesos
viaveis A, a Aprozimacao de Galerkin para o problema proposto é o problema de otimizacao a
seguir:

min D(H(z(£),7(§))) sobre z € Na (4.2.5)
s.a  E[rt—afrl — H(z'(€),r'(£))] <0, parat=1,...,T. -
O mesmo pode ser escrito na forma finito-dimensional:
min  D(po(a,§)) sobre a € A (4.2.6)
s.a Elpi(a,§))] <0, -

onde,

eol,€) = H(S  aia(€),r(9)) e w1 (a,€) = 7 — abty — H(S asa!(€),1°(€))
i€l el

Desta forma, temos um problema de programacao estocéstica cuja fungao objetivo é convexa
na variavel de decisao «. Isto sugere o uso de técnicas de programacao estocastica que visam
otimizar tais objetivos, avaliando o integrando e seus subgradientes com relagao a o ao longo de
um namero finito de cenarios . Uma avaliagao de p;(a, §) exige a avaliacdo de cada estratégia
base z! ao longo do cenario dado . No entanto, uma vez que x}(§) tenha sido avaliado para
todo i € I, podemos usé-los para avaliar ¢(., &) para diferentes valores de a.

Em resumo, para a utilizagao do método de Galerkin é necessario especificar os Especialistas
que serao responsaveis por gerar as estratégias base x! para cada cenario e o problema « que,
para o caso estudado, sera dado pela equagao (4.2.6). Nas Se¢oes 4.3 e 4.4, sdo apresentadas as
formulacoes matemaéticas para o problema dos Especialistas e para o problema « ao considerar
as funcoes de desvio propostas.

Para ilustrar a utilizacao do Método de Galerkin sera apresentado o exemplo 3.2 do artigo
de referéncia deste trabalho [1].
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Exemplo 5. O problema consiste na otimizacao de carteira a seguir:

( min E(exp(—PzﬂﬂT,j(f)) sobre x € N/
jeJ
S.a. Zx()aj S 17
eI (4.2.7)
Z xt,j(é) < Z Tt,j(£>l‘t71,j t=20,...,T,
Jjed jeJ
\ z(§) 20 P-q.c.,

onde,

- x;; ¢ a quantidade de dinheiro investida no ativo j € J no tempo ¢,
- 14,; € o retorno randémico do ativo j € J no perfodo [t —1,t] e

- p é o parametro de aversao ao risco.

O conjunto J contém 10 ativos e os retornos sao dados por r,; = s j/s;—1; onde o processo
de preco s segue um movimento Browniano 10-dimensional.

O problema pode ser escrito como em (4.2.2) com n; = 10 para todo t =0,...,T,

min exp(—p) ;. ;o7 ) sobrexr € NNX, (4.2.8)

que ¢ independente de &, e

X(§) = {z e RY| Zﬂﬁo,j <1, th,j(f) < Zrt,j(g)xt—l,j ,1=0,....,T} (4.2.9)

jeJ jeJ jeJ

As Aprozximacgdes de Galerkin sao construidas usando os especialistas i definidos a seguir:

mt set =0,
z(§) =4 = Zrt,j(f)xiq,j (&) caso contrario, (4.2.10)
jeJ

onde, 7 € R’ é um vetor de pesos com as proporcoes investidas em cada ativo pelo es-
pecialista ¢ de forma que as estratégias para cada tempo ¢ e ativo j sejam definidas por esta
proporcao e o retorno nominal considerando a estratégia no tempo anterior e o retorno dos ati-
vos no tempo t. Tais estratégias sao chamadas de fized-miz. Uma vez que x' sejam estratégias
viaveis, a escolha:

A={aeRi|) o =1}, (4.2.11)

el
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ird garantir que todas as combinagdes lineares em N = {3}, ; a'z’|o € A} sdo viaveis.
Desta forma, com as estratégias x' definidas e viaveis, podemos avaliar o problema em «.
Portanto, a Aproximacao de Galerkin pode ser escrita como:

min E(exp(—p Y > a'zh(€)) sobre a € A (4.2.12)

jeJ iel

O autor resolve o problema numericamente através de quadratura de integracao. Os resul-
tados sao apresentados nas tabelas 4.1 e 4.2 abaixo. Conforme verificado pelo autor, a melhor
estratégia de base individual supera a estratégia obtida com discretizacao baseada em arvore
mostrando que a estratégia de Galerkin é um pouco melhor.

Simulagao Otimizacao

22 6

Tabela 4.1: Tempos de computagao em segundos para o método de Galerkin com 20 estratégias
de base e 5.000 cenarios.

Galerkin  Tree Best basis | Lower bound
Média 0.2345  0.2348 0.2346 0.2304
99% Bound  0.2358  0.2378 0.2360 0.2303

Tabela 4.2: Estimativas da amostra dos valores objetivos obtidos com o método de Galerkin e
discretizagoes baseadas em arvores bem como a melhor estratégia de base individual. A quarta
coluna indica os limites inferiores estatisticos obtidos com o método de arvores aleatérias.

4.3 Especialistas

Conforme verificado por Koivu e Pennanen [1], a escolha de especialistas, ou fun¢oes de base,
esté relacionada com o bom conhecimento do problema subjacente. Essas fungdes podem conter
informagoes valiosas que podem ser dificeis de serem construidas com técnicas de algoritmos
genéricas. No Exemplo 5, os especialistas i sdo definidos na equagao (4.2.10). Conforme visto,
as estratégias de investimento para cada tempo ¢ e ativo j sao escolhidas por uma proporgao
fixa e o retorno nominal considerando a estratégia no tempo anterior e o retorno dos ativos
no tempo t. Como pdde ser verificado neste exemplo, mesmo com escolhas bastante simples
de estratégias para o problema, pode-se alcancar surpreendentemente boas solugoes. A seguir
serd apresentada uma proposta para a construcao dos especialistas que serao utilizados para a
obtenc¢ao dos resultados numéricos no proximo capitulo.

4.3.1 Deterministico

O Especialista Deterministico considera que os tempos futuros irao se comportar da forma
prevista pelo cenario base. Desta forma, o especialista busca maximizar o retorno da carteira
considerando o cenario base e alguns critérios estipulados pelo investidor. Estes critérios sao
baseados em opinides de mercado, tais como: perspectivas de aumento da energia elétrica,
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aumento da taxa de juros ou outras informacoes que possam impactar no prego dos ativos
analisados.

Sera considerado que o espago amostral = é finito com K realizages (&1,...,&k), onde
& € RT. A formulacio matematica para o e-ésimo especialista deterministico aplicada ao
problema proposto é apresentada a seguir:

T N
t t

xeﬂg{aﬁeﬂ% ; ; ; (&rs €)ri (&)
=1 =

s.a. ot (&,e) =1 t=1,...,T
; (4.3.1)
ng(gkve)zﬂ- t:17aT
iep
i (&, e) >0 t=1,....,Tei=0,...,N

\ zo(& e) =g, 15(&) =rg t=1,....T

Conforme definido, cada especialista e possui preferéncia por determinado grupo econémico
P. Desta forma, o especialista em questao decidira investir pelo menos 7% em acoes do grupo
econdmico de preferéncia. Com isto, o problema fica parametrizado pelo percentual minimo 7
e ¢ viavel desde que 7 seja menor ou igual a 1.

Em termos de implementacao, o modelo seré representado como um modelo de minimizagao
da perda do investidor. Essa alteracao na prética so6 inverte o sinal do coeficiente da funcao
objetivo, porém simplifica a representacao do problema computacionalmente pois grande parte
da literatura de otimizacao tem como convengao o estudo de problemas de minimizagao.

4.4 Problema «

Para as defini¢coes seguintes serao utilizadas as notagoes a seguir:
e Indice do especialista, denotado por e, variando de 1 a E;
e Indice do cenario, denotado por k, variando de 1 a K;
e Indice do ativo, denotado por i, variando de 1 a N
e Indice do tempo, denotado por ¢, variando de 1 a 7.

Dado um cenario & € IR”, cada especialista e retorna uma estratégia de investimento
definida pela carteira:

vi(&,e) parai=1,...,Net=1,...,T.

O problema « ird encontrar a melhor combinacao convexa para as estratégias definidas
pelos especialistas de acordo com a funcao de desvio escolhida. Essa combinacao depende de
um vetor o € R”, para Zle a.=1ea >0, e é definido por:
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E
Z Oleiﬁf (gka 6)
e=1

Como SN #4(&,e) =1¢ 37 a, = 1, pode-se verificar que:

E N E
Zzaexf fk; :Zaezx 5]{?7 Zae]-:]..
e=1 =1 e=1

=1 e=1

Para cada passo de tempo ¢, o retorno aleatorio de cada ativo é dado por r!(&) para
k=1,...,K. Fixado o tempo ¢, podemos construir uma matriz V! com dimensao K x F e
com elementos:

N
Ve = > &)l (& e)

i=1
retornando o ganho ou perda no tempo ¢ para a carteira proposta pelo especialista e para
o cenario k.

A combinacao dos portfolios dos especialistas no tempo ¢, para cada cenario k, é o vetor
K x 1 dado por V'a. Esta é a nossa variavel aleatéria no tempo t:

Yii=Via. (4.4.1)

Note que a definicao da matriz V! depende dos cenarios escolhidos, mas nao do vetor «.

Para uma variavel aleatoria com K realizagoes Y(&), o vetor Y € IR” representa todas

as realizacoes do espaco amostral e a notacao E [Yt} representa o valor esperado:

| K
E[Yf} — S vYe).
K kZ: g
Em particular, o retorno médio no tempo ¢ é dado por:
| XK | ELK
pa) = E[Yt} = E[Vt(g)a} = E[Vt(ﬁ)]oz =% Z(UIZ,)OA =% Z Zv,’iﬁae :
k=1 e=1 k=1

ou seja, na matriz V' toma-se a média nas linhas para cada coluna e. O resultado ¢ um vetor
com F componentes, que sao multiplicados por cada componente do vetor a para a obtencao
do namero pt.

A melhor combinacao para os especialistas é dada pela solucao @ para o problema:

acRP
sa. 0<

<
E
Zaezl

e=1
Ha) > pt, parat=1,...,T,

min  D(Y(«a))

<Yeparae=1,...,FE
(4.4.2)
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Onde, 7, representa o percentual maximo de proporc¢ao no especialista e e u! . representa
o retorno minimo esperado no tempo t. Por questao de simplificacao, podemos escrever o
problema « (4.4.2) da seguinte forma:

min D(Y(«)) sobre a € S(tmin,?), (4.4.3)

onde,

E
S(fomin, ) = {Oé|Zoze: 1,0<a.<q.parae=1,....,FEep'(a) >p,, parat=1,...,T}.

e=1

O problema « sera sempre viavel desde que o retorno minimo p!f, ;. seja pelo menos o retorno
obtido com o ativo livre de risco e no maximo o retorno obtido com o especialista com maior
retorno no tempo t. Além disso, é necessario que 0 <y, <le ) ;7 > 1.

A seguir serao formulados os problemas «, conforme definido em (4.4.3), de acordo com as
funcoes de desvio escolhidas.

4.4.1 Desvio Padrao

Conforme definido em (3.3.1), para diferentes periodos de tempo, o Desvio Padrao ¢ dado por:

T T

DY (a)) = Z /\t\/IE [Yt(a) - E[Yt(a>]]2 _ Z )\t\/IE: [Vta - E[Vta]]2 :

t=1 t=1

Desta forma, o problema « (4.4.3) pode ser escrito como:

2
min Y, )\t\/E [Vtoz — E[Vtoz]} sobre o € S(ftmin, V) »

De forma matricial, temos que:

1EWQ—MWMFZE}WQ—MWMFWw—EwwM

:E}Wa—wwmfww—ﬁwmﬂ

—E|[(V* ~ E[V'])a]"[(V* ~ E[V))a]]
— o"E [(Vt _EV)(VE - E[Vt])T} a
=alYla,

onde, X! é a covariancia da matriz V. O vetor a pode ser colocado para fora da esperanca
pois é deterministico.

Por questao de conveniéncia, a funcao objetivo seré tratada sem a raiz quadrada. Na pratica,
isto afeta apenas o resultado obtido para a fun¢ao objetivo e basta tomar a raiz quadrada deste
resultado para que seja avaliado o desvio padrao. Esta pratica é usada devido as funcoes de
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otimizacao dos softwares trabalharem com funcgoes objetivo lineares ou quadraticas. Desta
forma, temos um problema de programacao quadrética dado por:

min Zthl MalSta sobre a € S(pimin, ) - (4.4.4)

A representagao matricial do problema (4.4.4) para fins de implementagao é apresentada no
Apéndice A.

4.4.2 Desvio Average Value at Risk

Conforme definido em (3.3.3), para diferentes periodos de tempo, o Desvio Average Value at
Risk é dado por:

T T K
_ 1
DY) = E /\t]E(Yt) + E At glé%{—at + m E mam(at - thv 0)},
t=1 t=1 k=1

onde, o nivel de confianca adotado em cada periodo de tempo ¢ é dado por /3¢ para que nao
haja duplicidade de notagao em relacao a variavel de decisao «. Desta forma, o problema «
(4.4.2) pode ser escrito como:

T

T K B

1

. t t t t

min t_zl At (o) + t_zl )\t(—a + m; mazx(a’ — ;vk@ae, O))
sobre a € S(pimin,y) ¢ a € R .

Podemos introduzir uma nova variavel de decisao b € R®*? de forma a obter o problema
de otimizacao linear equivalente, conforme desejado:

(

‘ T T 1 K
min ; )\tﬂt(OJ) + ; )\t <—CLt -+ m ; bZ)

sobre o € S(fimin,7),a € RT e b € R**T

(4.4.5)
sa. b >0paratodok=1,..., Ket=1,...,T
E
b',;Zat—vag’eaeparatodOk:1,...,Ket:1,...,T.
\ e=1

A representacao matricial do problema (4.4.5) para fins de implementagao é apresentada no
Apéndice A.
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Capitulo 5

Experimentos Numéricos

Este capitulo contém os resultados computacionais obtidos para os métodos estocasticos pro-
posto e de comparacao. Os resultados que serao apresentados neste capitulo foram obtidos
através da ferramenta MATLAB R2013a juntamente com o otimizador Gurobi 5.6.3. O com-
putador utilizado possui processador de 2.0 GHz e 8.0 GB de RAM.

Na Secao 5.1, sao especificados os valores para os parametros de entrada dos modelos ana-
lisados. Nas Secoes 5.2 e 5.3, sao feitas anélises de consisténcia para os modelos estatico e
proposto com o objetivo de validar a implementagao dos mesmos. Por fim, na Secao 5.4,
as carteiras obtidas através do modelo proposto sao comparadas com as obtidas pelo modelo
estatico através de testes de performance.

5.1 Parametros de Entrada

O primeiro passo para a realizacao dos experimentos numéricos consiste na especificagao dos
parametros de entrada, que serao utilizados pelos modelos analisados. Observando o problema
proposto descrito em (1.2.1), pode-se verificar que o problema fica bem definido através dos
seguintes parametros: o horizonte de tempo T, o conjunto de ativos, a amostra de retornos r¥(§)
para cada ativo i e tempo t, o retorno esperado minimo 7! para a carteira para cada tempo ¢,
a funcao de desvio D para a avaliacao do risco da carteira e o percentual maximo 7 que pode
ser investido em ativos de determinado grupo econoémico P.

O horizonte de tempo adotado para a escolha das carteiras foi de 4 semanas. A escolha da
carteira 6tima sera avaliada semanalmente, considerando este horizonte. O conjunto de ativos
utilizados é composto por 15 agoes do IBovespa que possuem boa liquidez, apresentadas na Se-
¢ao 3.1, e um ativo livre de risco hipotético. As agoes foram escolhidas de modo que pudessem
ser analisados diversos grupos econoémicos e, com isto, as carteiras pudessem ser escolhidas con-
siderando ativos diversificados. Desta forma, as agoes escolhidas foram agrupadas de acordo
com o grupo econdmico associado e as analises foram consolidadas a partir desses grupos.
As séries historicas de prego de fechamento semanal das agoes foram obtidas para o intervalo
de 03 de Janeiro de 2000 a 17 de Outubro de 2014, totalizando 768 observagoes para cada ativo.

A Figura 5.1 a seguir, mostra os grupos econdémicos observados nas analises e as agoes
associadas a cada grupo. Também pode ser verificado que existe um grupo a parte para o ativo
livre de risco. As abreviagoes mnemonicas para cada grupo de ativos serd utilizada para os
graficos de fronteira eficiente.

37
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Figura 5.1: Grupos de Ativos.

Uma vez determinado o conjunto de ativos, a amostra dos retornos rf(§) pode ser construida
através da simulagao dos log-retornos, conforme descrito na Segao 3.2. Vale ressaltar que todas
as séries utilizadas para a geragao dos cenarios estao ajustadas, ou seja, nao consideram o efeito
de eventos corporativos. Como exemplos de eventos corporativos, é possivel citar o pagamento
de dividendos, de juros sobre o capital proprio, o grupamento ou split das agoes e as aquisi¢oes
ou fusdes com outras empresas. A importancia desses eventos reside no efeito direto sobre os
precos das agoes. Pelo fato desta alteracao nos precos ser fruto de decisoes estratégicas e admi-
nistrativas de cada empresa, estas geralmente nao sao incorporadas nos modelos de retornos.

O retorno minimo esperado 7 para a carteira em cada tempo t, foi escolhido de forma que o
problema proposto sempre fosse viavel, ou seja, para o conjunto de cenarios adotados analisou-
se 0 menor e o maior retorno possivel considerando as restri¢coes do problema. A partir disto,
foi criado um intervalo com 30 retornos esperados para cada tempo ¢ considerando os limites
de menor e maior retornos possiveis. Este intervalo de retornos esperados sera utilizado para a
construcao da fronteira eficiente mencionada na Secao 3.4.

As fungoes de desvio D que serao adotadas sao: o desvio padrao, como uma abordagem
classica, e o desvio AVaR, como uma abordagem mais usual. Conforme visto na Secao 3.3.3,
ao trabalhar com funcoes de desvio, é necessario especificar as varidveis de controle de risco A
para cada tempo t. As varidveis \; foram consideradas de forma que apenas o risco do tempo ¢
observado fosse controlado, ou seja, Ay = 1 e A; =0, onde i = {1, ... . ,4}. Tal abordagem
foi usada para que nao fosse necessario contonar dificuldades relacionadas & nao consisténcia
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das funcgoes de risco no tempo. Para o desvio AVaR é necessario a especificacao de mais um
parametro: o nivel de confianca a. A escolha de valores para o nivel de confianca o do AVaR
nao apresenta dificuldades. Nos testes foram adotados os valores tipicos (95%, 97,5% e 99%).

Por fim, o percentual maximo m que pode ser investido em ativos de determinado grupo
econémico P foi definido de acordo com o modelo analisado. Para o problema estatico, foi
definido que o percentual maximo que poderia ser alocado em ativos de cada um dos oito gru-
pos econdmicos observados era de 70%. Para o problema proposto, a dinamica do percentual
maximo 7 é tratada pelos especialistas apresentados na Segao 4.3. Desta forma, como os especi-
alistas decidem como alocar os ativos para cada cenario, pode-se escolher o percentual maximo
7 de maneira mais interessante. Neste contexto, foram definidos oito especialistas, onde cada
especialista e possui preferéncia por um determinado grupo econoémico, conforme ilustrado na
Figura 5.1. Com isto, cada especialista decide investir pelo menos 7% de seu capital em ativos
do grupo econdmico de interesse. Tal percentual serd definido de acordo com cada teste. O
percentual maximo que podera ser escolhido da composicao de cada especialista, também sera
configurado em cada teste.

Feitas estas parametrizacoes, os problemas estatico e proposto podem ser resolvidos e ana-
lisados. Na proxima secao serd apresentada uma analise de consisténcia para o modelo estético
de comparacao considerando as fung¢oes de risco propostas.

5.2 Analise de Consisténcia do Modelo Estatico

No primeiro teste foi analisada a consisténcia das carteiras calculadas através do modelo esté-
tico em relacao a trés caracteristicas: seu retorno esperado, sua composicao e seu risco. Desta
forma, foi utilizada a fronteira eficiente juntamente com um grafico de alocagoes para ilustrar
o comportamento do modelo. A formulacao matemaética para o modelo estatico aqui analisado
pode ser encontrada nas Segoes 3.3.3.1 e 3.3.3.2.

O intervalo de retornos esperados necessario para a criacao da fronteira eficiente foi definido
através da resolugao de um problema de minimizacao do risco da carteira. Neste problema sao
consideradas as restricoes do problema estatico sem a exigéncia de um retorno minimo. Desta
forma, obtém-se o retorno minimo que pode ser alcancado com os cenérios gerados através das
alocacoes 6timas obtidas e o retorno esperado dos ativos. A partir disto, o retorno méximo da
carteira, considerando os cenarios gerados, também pode ser obtido através do ativo com maior
retorno aplicado as restricoes do modelo. Com os limites de retorno esperado minimo e maximo
bem definidos, particiona-se este intervalo de acordo com o ntimero de carteiras desejadas para
a analise. No caso do teste, foram escolhidas 30 carteiras.

Foram considerados 1.000 cenarios para a geracao dos retornos randoémicos dos ativos e nivel
de confianca para o desvio AVaR de 95%. A seguir sd@o mostradas as anéalises Risk Neutral e
Risk Averse que consideram, respectivamente, a funcao objetivo igual ao valor esperado e a
funcao objetivo igual ao desvio padrao ou desvio AVaR. Com o valor esperado, é de se esperar
uma menor preocupag¢ao com a volatilidade, dado que o enfoque é a maximizacao do retorno
da carteira. Ja com a abordagem Risk Averse é de se esperar uma alocagao maior no ativo
livre de risco para que haja uma cobertura da volatilidade.

Na Figura 5.2 a seguir, pode-se verificar a fronteira eficiente com a reta de alocacao de
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capital e o grafico da composicao da carteira para o primeiro passo de tempo considerando a
abordagem Risk Averse. A abscissa dos graficos representa as fungoes de desvio e as ordenadas
representam o retorno da carteira e sua composicao consolidada por grupo econdmico. A
legenda no canto direito dos graficos faz mengao a notagao definida na Figura 5.1, onde sao
relacionados os grupos econémicos com os ativos, suas abreviagoes e cores. Esta interpretacao
grafica serd utilizada para os demais graficos de fronteira eficiente presentes neste trabalho.
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Figura 5.2: Fronteira eficiente, reta de alocagao de capital e composi¢ao da carteira em t = 1.
Grupo Economico Acdes Desvio Desvio Log-Retorno  Alocagao Alocagao
Padrao (%) AVaR (%) Esperado (%) PE DP (%) PE DA (%)
[MI] Mineragao VALE5 4.59 8.82 0.64 20.58 9.64
[PT] Petroleo PETR3 5.41 10.34 0.61 - -
[TC| Telecomunicagoes OIBR4 6.93 13.25 0.58 - -
TIMP3 6.56 12.11 -0.02 - -
[TP| Transporte EMBR3 4.99 10.02 0.53 - -
[SG| Siderurgia CSNA3 6.85 12.73 0.84 - -
USIM3 5.73 11.07 0.82 - -
GOAU4 6.26 11.94 0.87 11.45 25.60
[EE| Energia Elétrica ~ CMIG4 5.28 9.98 0.83 41.91 44.93
CPLE6 6.27 12.30 0.63 - -
ELET6 5.24 10.11 0.77 13.16 12.47
TBLE3 5.09 10.04 0.75 12.72 7.36
[PQ| Petroquimico BRKMb5 6.65 13.15 0.76 - -
[BC| Bancos BBDC3 5.22 10.48 0.69 - -
ITUB4 4.91 9.76 0.67 - -
[RF] Risk Free - - - 0.12 - -

Tabela 5.1: Risco, retorno esperado e aloca¢ao do portfolio eficiente (PE) em ¢ = 1.

Analisando a Figura 5.2 pode-se observar que as alocacoes propostas pelo modelo estatico
sdo bem proximas para as fungoes de desvio analisadas. Além disso, para os mesmos niveis de
retorno, observa-se que o desvio AVaR apresenta sempre valores maiores em modulo em relagao
ao desvio padrao. Este fato é esperado, visto que o desvio AVaR considera apenas as perdas
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enquanto o desvio padrao considera tanto perdas quanto ganhos. Feitas estas observagoes visu-
ais, podemos analisar o risco e o retorno dos ativos de cada grupo econoémico individualmente
para entendermos se as alocagbes propostas sao coerentes.

Através da Tabela 5.1, podemos analisar as alocacoes sugeridas pelo modelo. De fato, o
setor de Energia Elétrica parece uma boa opcao para reduzir o risco da carteira e ao mesmo
tempo aumentar o retorno esperado da mesma, tendo em vista que as acoes CMIG4, ELET6
e TBLE3 apresentam retornos esperados altos e riscos baixos comparado com os outros ativos.
O grupo econémico com menor risco é o de Mineragao. Comparado com os retornos dos ativos
listados, a acao VALES apresenta um retorno razoavel e estes fatos justificam a sua escolha.
Pode ser observado também que os setores de Petroleo e Telecomunicacoes possuem retornos
esperados menores que o de Mineragdo e com maiores riscos e, por este fato, nunca seriam
escolhidos para minimizar o risco da carteira. Ainda existe uma pequena alocacdo no setor
de Siderurgia que é verificada até o portfélio eficiente. O grupo em questao possui retorno e
risco altos e por isto o modelo aloca uma pequena proporcao do capital. Para alcancar o nivel
de retorno desejado, o modelo aloca o restante do capital no ativo Risk Free ja que o mesmo
nao contribui para o risco da carteira. A partir do portfolio eficiente, pode-se verificar que as
alocagoes convergem para 70% no grupo com maior retorno e 30% no segundo grupo com maior
retorno. Este fato é esperado devido a restricao de alocagao maxima em grupos econoémicos
imposta no problema.

A seguir sao mostrados os gréaficos da distribuicao dos log-retornos do portfolio eficiente
para o desvio padrao e o desvio AVaR considerando novas simulagoes. O gréfico foi obtido a
partir da aplicagao da alocagao do portfélio eficiente aos retornos verificados para cada cenéario.
O objetivo da analise é verificar a eficiéncia das alocagoes para novos cenérios.
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Figura 5.3: Distribui¢ao dos log-retornos do portfélio eficiente em ¢ = 1.

A partir da Figura 5.3, pode-se observar que as distribui¢oes encontradas sao parecidas.
Utilizando o teste estatistico de Kolmogorov-Smirnov, verificou-se com um nivel de 5% de sig-
nificAncia que as distribuigoes sao indistinguiveis. Este comportamento é esperado pelo fato
das alocagoes propostas pelos modelos contemplarem os mesmos ativos com apenas uma ligeira
mudanga em seus percentuais. Ainda, o desvio padrao e o desvio AVaR para as distribui¢oes
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sao proximos dos valores encontrados pelo modelo estético.

Desta forma, com base nas analises feitas e pelo fato do otimizador Gurobi indicar ter en-
contrado a solugao 6tima para o modelo estatico configurado, é possivel concluir que a carteira
proposta por este modelo realmente apresenta risco minimo e, portanto, é consistente.

O proximo teste foi realizado com novas simulagoes, considerando o ultimo passo de tempo
e um nivel de confianga de 99% para o desvio AVaR. Para este teste, as variaveis de controle
de risco foram configuradas da seguinte forma: Ay =1 e A3 = 0. Além disso, foi considerada
a abordagem Risk Neutral. Para este teste nao sera apresentado o grafico de fronteira eficiente
com a reta de alocagao de capital pois as carteiras obtidas com a abordagem Risk Neutral nao
minimizam o risco da mesma e neste sentido nao sao consideradas eficientes. A anélise sera
baseada na comparacao das alocagoes propostas em relagao a abordagem Risk Averse.

Na Figura 5.4, sao mostradas as alocagoes sugeridas pelo modelo Risk Averse, graficos
superiores, e as alocagoes sugeridas pelo modelo Risk Neutral, graficos inferiores.
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Figura 5.4: Composigao da carteira através das abordagens Risk Averse e Risk Neutral em
t=4.

O modelo Risk Neutral consiste na resolu¢ao do problema (1.2.1) porém considerando a
funcao objetivo igual ao retorno esperado da carteira. Além disso, a restricao de retorno mi-
nimo para a carteira passa de uma restricao de desigualdade para uma restrigao de igualdade.
O intervalo de retornos utilizado para a resolu¢ao do problema foi o mesmo para as duas abor-
dagens. Desta forma, é possivel verificar que a abordagem Risk Neutral propoe alocacoes que
possuem maior desvio padrao e desvio AVaR, considerando os mesmos retornos, quando com-
parada com a abordagem Risk Averse. Conforme esperado, pode-se observar que a abordagem
Risk Averse faz mais alocagoes no ativo livre de risco para minimizar o risco da carteira en-
quanto a abordagem Risk Neutral nao se preocupa em controlar a volatilidade da carteira.
Para niveis de retorno altos, as abordagens convergem para a alocacao em 70% no grupo com
maior retorno e 30% no segundo grupo com maior retorno, conforme definido pela restricao de
alocacao maxima em grupos econdémicos.
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Uma observagao que pode ser feita a respeito das alocagoes propostas através da abordagem
Risk Averse é que, considerando o desvio padrao, o modelo propoe uma pequena alocacao no
grupo de Transportes e, considerando o desvio AVaR, o modelo nao propoe esta alocagao. O
grupo em questao é composto pela acaio EMBR3. Além da escolha da agao EMBR3, o modelo
com desvio padrao também escolhe a agao GOAU4, que faz parte do grupo de Siderurgia,
enquanto o modelo com desvio AVaR atribui essas alocagoes ao ativo ITUB4 do setor de Bancos.
Para explicar essas alocacoes, foram analisadas as distribui¢oes dos log-retornos desses ativos
mostradas na Figura 5.5.
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Figura 5.5: Distribui¢ao dos log-retornos dos ativos GOAU4, EMBR3 e ITUB4 em t = 4.

Através das figuras, pode-se observar que as agoes EMBR3 e GOAU4 possuem distribui¢oes
mais simétricas e desta forma sao preferiveis pelo desvio padrao que procura manter a média
das distribuigcoes. Ja a acao I'TUB4, possui distribuicao mais assimétrica com area maior para
os retornos positivos. Portanto, este ativo é preferivel ao considerar o desvio AVaR, visto que
hé& mais chances de ganhos. Para os tltimos niveis de retorno, ambos os modelos convergem em
70% para o ativo com maior retorno, CMIG4, e 30% para o segundo ativo com maior retorno,
CSNA4, conforme esperado.

A Figura 5.6 apresenta a distribui¢ao das carteiras propostas pelas duas abordagens con-
siderando o primeiro nivel de retorno e novos cenérios. Para a carteira Risk Averse foram
consideradas as alocacoes propostas para o desvio AVaR obtidas com as variaveis de controle
de risco iguais a Ay = 1 e A1 3 = 0. Desta forma, é possivel avaliar a performance das carteiras
com novos dados out-of-sample.
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Figura 5.6: Distribuicao dos log-retornos da carteira através das abordagens Risk Averse e Risk
Neutral em t = 4.
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A partir dos graficos, podemos observar que a distribui¢do dos log-retornos considerando a
alocagao proposta pela abordagem Risk Neutral é mais dispersa comparada com a abordagem
Risk Averse e por este fato apresenta maior risco.

A partir destas constatagoes e pelo fato do otimizador Gurobi indicar ter encontrado solugoes
6timas para os modelos estaticos configurados, é possivel concluir que as carteiras propostas
para este problema sao consistentes.

O dltimo teste consiste na analise do modelo no primeiro e tltimo tempo, com o objetivo
de verificar o comportamento do risco, retorno e composicao das carteiras ao longo do periodo
através da abordagem Risk Averse. Para este teste foram considerados 2.500 cenarios e um
nivel de confianca de 97,5% para o desvio AVaR. Além disso, para a andlise do primeiro tempo
foram consideradas as variaveis de controle de risco da seguinte forma: \y =1e Xy 4 =0. Ja
para o ultimo tempo, as variaveis foram configuradas com \y =1e A\ 3 =0.
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Figura 5.7: Fronteira eficiente, reta de alocagao de capital e composicao da carteiraem t =1 e
t =4.

De maneira analoga a primeira analise, através da Figura 5.7 pode-se observar que as alo-
cagOes propostas pelo modelo considerando o desvio padrao e o desvio AVaR sao parecidas
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no primeiro e ultimo tempo. Além disso, verifica-se que para o ultimo tempo sao esperados

retornos e riscos maiores.

Na Tabela 5.2 podem ser verificadas as informacoes do retorno, risco e composicao do
portfolio eficiente propostas pelo modelo no primeiro e tltimo tempo.

Grupo Economico £ =1 Acdes Desvio Desvio Log-Retorno  Alocagao Alocacao
Padrao (%) AVaR (%) Esperado (%) PE DP (%) PE DA (%)
[MI] Mineragao VALE5 4.49 9.81 0.28 - -
[PT| Petroleo PETRS3 5.40 11.90 0.44 12.22 8.18
[TC| Telecomunicagoes ~ OIBR4 6.84 14.94 0.39 - -
TIMP3 6.49 13.91 -0.11 - -
[TP] Transporte EMBR3 5.14 11.72 0.42 24.66 22.17
[SG] Siderurgia CSNA3 6.85 14.94 0.53 14.79 22.33
USIM3 5.63 12.91 0.44 - -
GOAU4 6.33 13.73 0.42 - -
|[EE| Energia Elétrica CMIG4 5.27 11.89 0.42 28.12 20.18
CPLEG6 6.20 13.63 0.30 - -
ELET6 5.26 11.44 -0.30 - -
TBLE3 5.02 11.28 0.37 - -
[PQ] Petroquimico BRKMS5 6.31 13.63 0.44 - -
[BC] Bancos BBDC3 5.26 11.61 0.33 - -
ITUB4 491 11.14 0.44 20.21 27.14
[RF] Risk Free - - - 0.12 - -
Grupo Economico £ — 4 Acdes Desvio Desvio Log-Retorno  Alocagao Alocagao
Padrao (%) AVaR (%) Esperado (%) PE DP (%) PE DA (%)
[MI] Mineragao VALE5 9.27 19.95 1.14 - -
[PT| Petroleo PETRS3 10.80 22.22 1.13 - -
[TC| Telecomunicagoes  OIBR4 13.62 27.39 0.84 - -
TIMP3 12.77 25.22 -0.65 - -
[TP| Transporte EMBR3 10.40 21.41 1.55 27.32 27.57
[SG]| Siderurgia CSNA3 13.49 26.61 1.26 - -
USIM3 11.46 23.60 1.28 - -
GOAU4 12.89 26.24 1.30 - -
|[EE| Energia Elétrica CMIG4 10.42 22.18 1.80 60.86 60.82
CPLE6 12.50 25.14 0.78 - -
ELET6 10.56 22.64 -0.91 - -
TBLE3 10.12 21.97 1.42 - -
|[PQ] Petroquimico BRKMb 12.75 25.63 1.40 - -
[BC] Bancos BBDC3 10.56 22.00 1.33 - -
ITUB4 9.80 20.61 1.50 11.82 11.61
[RF] Risk Free - - - 0.50 - -

Tabela 5.2: Risco, retorno esperado e aloca¢ao do portfolio eficiente (PE) em t =1 e t = 4.

As alocagbes no tempo ¢t = 1 indicam que ao investir o capital hoje, espera-se um risco e
um retorno conforme proposto pelo método para a primeira semana. De maneira analoga, as
alocacoes propostas no tempo ¢ = 4 indicam que ao investir o capital hoje, espera-se verificar
um retorno e risco conforme proposto pelo método para a quarta semana. A escolha entre os
tempos depende do perfil do investidor. Desta forma, caso o investidor deseje acompanhar o
investimento semanalmente, deve-se escolher as alocagoes propostas no tempo ¢t = 1, de acordo
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com o nivel de risco desejado, sendo necessario rodar novamente o programa para as alocacoes
da semana seguinte. Caso o investidor queira se preocupar com o risco apenas uma vez por
més, deve-se escolher as alocagoes propostas pelo tempo t = 4.

Outro ponto que deve ser analisado para a escolha dos tempos, é que o investidor que deseja
mexer periodicamente na carteira, deve levar em consideragao os custos de transacao. Quanto
mais frequentemente se muda a composicao da carteira, mais custos tera. Entretanto, melhor
seria a probabilidade de acerto do modelo, pois utilizaria mais informacoes para a previsao.

A seguir sao mostrados os gréaficos da distribuicao dos log-retornos do portfolio eficiente
para o desvio padrao e o desvio AVaR.
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Figura 5.8: Distribui¢ao dos log-retornos dos portfolios eficientes em t =1 e t = 4.

Analisando a Figura 5.8, pode-se verificar que as distribui¢oes no tempo ¢ = 4 sao mais
dispersas, ou seja, possuem maior variancia. Este fato também pode ser verificado através do
Grafico 5.7 e da Tabela 5.2. Este comportamento é esperado pois no tempo ¢ = 4 existe mais
oscilacao do mercado comparado a um horizonte de tempo menor. Desta forma, o modelo
parece coerente ao considerar as variagoes dos cenarios a cada tempo.
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A partir das anélises feitas para o modelo estatico, pode-se concluir que o modelo é con-
sistente considerando os horizontes de tempo, cenérios e as abordagens Risk Neutral e Risk
Averse.

5.3 Analise de Consisténcia do Modelo Proposto

Nesta secao serd analisada a consisténcia do modelo proposto conforme feito para o modelo
estatico. A formulagao matematica para o método de Galerkin pode ser encontrada nas Secoes
4.4.1e4.4.2.

Para o modelo proposto, é necessario definir o comportamento dos especialistas de mercado
conforme visto na Secao 4.3. Para o primeiro teste foi definido apenas um especialista com o
objetivo de analisar o peso « resultante que neste caso deve ser igual a 1. O especialista em
questao possui o mesmo comportamento do modelo estético visto anteriormente, ou seja, deseja
alocar no maximo 70% do capital em cada um dos grupos econémicos disponiveis. Desta forma,
para este especialista em especifico, a restrigao de grupos econémicos do problema (4.3.1) teve
sua desigualdade alterada de > para < . Foi considerado o primeiro passo de tempo, 1.000
simulagoes e um nivel de confian¢a de 95% para o desvio AVaR.

Tanto para o problema « considerando o desvio padrao na func¢ao objetivo quanto para
o desvio AVaR foram obtidos valores de « iguais a 1, para os diferentes niveis de retorno
configurados, conforme esperado. A seguir é mostrado o grafico da distribuicao dos log-retornos
encontrados pelo especialista para cada cenario.
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Figura 5.9: Distribui¢ao dos log-retornos dos portfélios obtidos pelo especialista em ¢ = 1.

Conforme definido, o especialista em questao busca maximizar o retorno da carteira em
cada cenario observado e, por este fato, pode-se observar na Figura 5.9 que os retornos obtidos
em cada cenario sao sempre positivos. Caso os retornos esperados dos ativos para determinado
cenario sejam negativos, o especialista aloca o capital no ativo livre de risco.
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Para a analise de consisténcia com o modelo estatico, foi obtida a média das alocagoes
sugeridas pelo especialista. Com isto, é possivel analisar a distribuicao da carteira com a
alocacao média de Galerkin e comparar com a distribuicao da carteira proposta pelo modelo
estatico.
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Figura 5.10: Distribuicao dos log-retornos dos portfélios de Galerkin x Estético em ¢t = 1.

A Figura 5.10 mostra as distribui¢oes das carteiras de Galerkin e Estaticas obtidas a partir
da resolucao do problema de minimizacao do desvio padrao e desvio AVaR. Como pode ser
observado, as distribuicoes sao muito parecidas. Utilizando o teste estatistico de Kolmogorov-
Smirnov, verificou-se com um nivel de 5% de significancia que as distribui¢oes sao indistingui-
veis. Este comportamento é esperado pelo fato do especialista ter sido configurado de acordo
com as restrigoes do problema estatico. Desta forma, o método parece ser consistente. Além
disso, o otimizador Gurobi indicou ter encontrado solugoes 6timas tanto para o problema do
especialista quanto para o problema c.

Para o proximo teste de consisténcia, foram definidos oito especialistas de mercado onde
cada um dos especialistas possui interesse por um dos oito grupos econémicos disponiveis. O
percentual minimo de alocagao no grupo de interesse de cada especialista, configurado no pro-
blema (4.3.1), sera definido de trés maneiras distintas (70%, 80% e 90%). O percentual méaximo
que poderé ser escolhido da composi¢ao de cada especialista foi configurado em 100%. O teste
consiste em analisar o comportamento do vetor « ao alterar o percentual minimo dos especi-
alistas. E esperado que para os mesmos cendrios, o vetor o possua valores proximos em cada
coordenada, confirmando a preferéncia pelos mesmos especialistas.

A Figura 5.11 abaixo, mostra os valores do vetor « obtidos ao resolver os problemas (4.4.4)
e (4.4.5) para diferentes niveis de retorno e considerando os diferentes percentuais minimos de
alocacao em grupo econoémico. Pode-se verificar que para os diferentes percentuais minimos, o
modelo escolhe os mesmos especialistas com uma ligeira diferenca em seus percentuais, tanto
para o desvio padrao quanto para o desvio AVaR. Outro fato que pode ser observado é que
considerando o mesmo percentual minimo e retornos proximos, os a encontrados pelo problema
com desvio padrao e desvio AVaR sao préximos, como verificado no modelo estatico com as
alocacoes nos grupos econdémicos.
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Figura 5.11: Proporcao « para cada nivel de retorno, fungao de desvio e percentual minimo.

Pelos fatos observados e também pelo otimizador Gurobi ter encontrado solugoes 6timas
tanto para o problema do especialista quanto para o problema « conclui-se que o método é
consistente ao considerar variacoes do percentual minimo de alocacao .

5.4 Desempenho das Carteiras

Para a anélise do desempenho das carteiras, foram definidos oito especialistas de mercado para
o método de Galerkin, da mesma foma que foram definidos na anélise anterior. Além dos
especialistas que possuem preferéncia por cada um dos grupos econdémicos, foi introduzida a
possibilidade de escolha do ativo livre de risco diretamente no problema «, (4.4.5). Desta forma,
é possivel construir a reta de alocacao de capital juntamente com a fronteira eficiente para o
problema em questao. A partir das analises de consisténcia do modelo estatico e proposto,
pode-se verificar que as anélises com o desvio AVaR sao mais interessantes pelo fato do desvio
padrao penalizar os retornos positivos. Com isto, as proximas analises serao feitas considerando
apenas os problemas com desvio AVaR com o objetivo de diminuir a quantidade de informacoes
e facilitar a interpretacao dos resultados.
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Para o primeiro teste de desempenho, o percentual minimo de alocacao no grupo de in-
teresse, configurado no problema dos especialistas (4.3.1), foi definido em 70%. Além disso,
foram considerados 1.000 cenérios, nivel de confianca de 97,5% e o primeiro passo de tempo
com variaveis de controle de risco configuradas da seguinte forma: A\; = 1e Ay 4 = 0. O
percentual maximo em cada especialista, configurado no problema « (4.4.5), foi definido em

40%.

A Figura 5.12 mostra a fronteira eficiente com a reta de alocagao de capital, tanto para o
modelo estatico quanto para o modelo proposto.
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Figura 5.12: Fronteira eficiente, reta de alocagao de capital e composi¢ao da carteira em t = 1
para o modelo estético (esquerda) e proposto (direita).

O grafico de composi¢ao do modelo proposto representa a proporc¢ao com que se deve investir
em cada especialista de mercado definido. Na legenda do grafico, pode-se verificar a preferéncia
do grupo econoémico de cada especialista. Conforme explicado, o ativo livre de risco é incor-
porado ao problema de forma que nao seja necessaria a consulta de especialistas. A partir da
escolha do a adequado, o gestor da carteira pode escolher uma abordagem para incorpora-lo
a sua decisao. Uma dessas abordagens é assumir que cada especialista representa a intencao
de investir em ativos do grupo econdémico de interesse de maneira aproximada. Desta forma,
a resposta «. de cada especialista e vai definir o percentual da carteira no grupo em questao.
Esta seria uma decisao gerencial, porém clara e sempre a mesma. Tal abordagem seré utilizada
para a interpretacao dos resultados.

A primeira observacao que pode ser feita é a respeito dos retornos esperados por cada mé-
todo. Pode-se verificar que os retornos obtidos pelo método proposto sao muito superiores aos
obtidos pelo método estatico. Isto se deve ao fato do método de Galerkin construir o retorno
esperado da propor¢ao a, a partir da média dos retornos obtidos por cada especialista e. Como
cada especialista busca maximizar o retorno em cada cenario, entao ao tirar a média dos retor-
nos nesses cendrios, espera-se retornos altos através deste método. Ja o método estatico analisa
apenas a média dos retornos dos ativos nos cenarios.
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Para a comparacgao do desempenho, foram utilizadas as composicoes dos portfolios eficientes
considerando novas simulacoes para a analise das distribuigoes dos log-retornos. Desta forma,
é possivel analisar a performance das carteiras com novos dados out-of-sample, similar a um
backtesting por simulagao. Para a construcao das carteiras de Galerkin, foi assumido que
cada grupo economico serd representado pelo ativo com maior retorno. Entao, o a, de cada
especialista e sera aplicado no ativo com maior retorno do grupo econémico de interesse. Para a
analise das distribuicoes foram considerados 10.000 simulagoes. Com mais simulagoes espera-se
ter distribui¢oes mais continuas. Os graficos com as distribui¢oes dos log-retornos e a tabela
com as estatisticas basicas das séries sao apresentados a seguir.

Portfélio Eficiente DA Estatico Portfélio Eficiente DA Galerkin
7o0f g 700 g
GO0 00 F
00 500 F
@ @
(] ()
5400t & 400+
= =0
o o
T b
[C 300f T 300+
o0k 00 -
100 100 -
0 i
0 -15 -10 5 i 5 10 15 20 20 -15 -10 -5 i 5 10 15 20
Log-Retorna (5] Log-Fetarmo (%)

Figura 5.13: Distribuicao dos log-retonos das carteiras eficientes do modelo estatico x proposto
com 10.000 simulagoes.

Média Minimo Maximo Desvio Padrao Desvio AVaR Assimetria Curtose
Modelo Estatico DA 0.38 -14.03 17.21 4.36 9.46 0.12 3.02
Modelo Galerkin DA 0.46 -13.53 19.16 4.22 9.03 0.12 2.98

Tabela 5.3: Estatisticas bésicas das séries de log-retornos das carteiras com 10.000 simulagoes.

A partir da anéalise da Figura 5.13 e da Tabela 5.3, pode-se verificar que o modelo proposto
¢ um pouco melhor pois possui maior log-retorno esperado, maior log-retorno minimo, maior
log-retorno méximo e desvios menores quando comparado ao modelo estatico. Porém, as dis-
tribui¢oes sao muitos parecidas e, ao aplicar o teste de Kolmogorov-Smirnov, verificou-se com
um nivel de 5% de significAncia que as distribui¢des sao indistinguiveis. Tal fenémeno pode
decorrer do fato dos especialistas serem deterministicos e dos modelos terem sido avaliados
apenas com uma rodada de cenarios. Desta forma, a analise nao é muito conclusiva em relacao
a escolha de uma melhor formulagao.

O proximo teste consiste em analisar o comportamento das carteiras através dos dados reais
considerando as mesmas composicoes da analise anterior. Para a estimacao dos parametros da
distribuicao dos log-retornos dos ativos e geragao dos cenarios, foi utilizado o periodo in-sample
de 03 de Janeiro de 2000 a 17 de Outubro de 2014. Para a analise da performance das car-
teiras, sera utilizado o periodo out-of-sample de 20 de Outubro de 2014 a 3 de Julho de 2015,
totalizando 37 semanas.
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A Figura 5.14 mostra os graficos de preco e log-retorno das carteiras estética e de Galerkin

no periodo out-of-sample.
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Figura 5.14: Precos e log-retornos das carteiras estatica e de Galerkin no periodo out-of-sample

de 37 semanas.

Analisando a Figura 5.14, verifica-se que a carteira de Galerkin possui melhores resultados

comparado a carteira estatica. O grafico de

precos mostra que apesar da carteira de Galerkin

ter perdido valor durante o periodo, a mesma manteve-se a cima da carteira estatica durante

o periodo analisado. Através do gréafico dos

log-retornos verifica-se que os ganhos e perdas sao

maiores com a carteira estatica mostrando sua maior volatilidade. Na Tabela 5.4 sao mostradas
algumas informagoes sobre as séries dos log-retornos e pregos das carteiras analisadas.

Estatisticas

Maior Log-Retorno

Menor Log-Retorno

# Log-Retornos Positivos

# Log-Retornos Negativos
Méximo Drawdown

——-> # Log-Retornos
Log-Retorno Acumulado
Volatilidade Semanal Anualizada

Carteira Estatica Carteira Galerkin
7.87% 6.55%
-9.78% -6.71%

17 18

19 18
-26.01% -19.92%

13 11
-11.70% -7.95%
33.45% 26.67%

Tabela 5.4: Estatisticas das séries de log-retornos das carteiras para o periodo de 37 semanas.

O Maximo Drawdown é a maior perda da carteira fixado um periodo de tempo, ou seja, é
a perda medida a partir do seu valor méaximo até o seu valor minimo dentro do periodo. No
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caso observado este periodo é de 37 semanas. A Volatilidade Semanal Anualizada foi calculada
considerando 52 semanas. Analisando a Tabela 5.4 pode-se verificar que a carteira de Galerkin
possui um melhor desempenho considerando tais estatisticas.

O proximo teste consiste na analise das carteiras DA considerando uma janela rolante de
dados para os modelos. Para este teste foi considerado o periodo in-sample de 120 semanas de
02 de Janeiro de 2013 a 30 de Abril de 2015 e o periodo out-of-sample de 9 semanas de 08 de
Maio de 2015 a 03 de Julho de 2015. A partir da primeira previsao, as observacoes subsequen-
tes foram sucessivamente sendo incorporadas ao modelo, e as observagoes mais antigas foram
sendo desconsideradas. Em cada rodada do programa, as alocagoes do portfélio eficiente dos
modelos estatico e proposto foram armazenadas para a anélise da performance com os dados
out-of-sample.

A Figura 5.15 mostra o grafico de log-retornos das carteiras estética e de Galerkin no periodo
out-of-sample e a Tabela 5.5 suas estatisticas. Como para este teste as alocagoes propostas
mudam a cada semana, o grafico de precos nao sera apresentado.
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Figura 5.15: Pregos e log-retornos das carteiras estética e de Galerkin no periodo out-of-sample
de 9 semanas.

Estatisticas Carteira Estéatica Carteira Galerkin
Maior Log-Retorno 3.45% 3.48%
Menor Log-Retorno -6.42% -2.79%

# Log-Retornos Positivos 3 5

# Log-Retornos Negativos 6 4
Méaximo Drawdown -13.31% -4.05%
—-> 4 Log-Retornos 7 3
Log-Retorno Acumulado -12.47% 0.48%
Volatilidade Semanal Anualizada 21.66% 14.25%

Tabela 5.5: Estatisticas das séries de log-retornos das carteiras para o periodo de 9 semanas.

A partir da anélise grafica e da tabela, pode-se concluir que as carteiras de Galerkin per-
formam melhor do que as carteiras estaticas no periodo analisado, deixando visivel a vantagem
de se incorporar conhecimentos de mercado ao problema de otimizacao de carteiras.
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Foram feitos testes de anélise de desempenho das carteiras no tempo ¢t = 4. Para a anélise
foram considerados nivel de confianca para o desvio AVaR igual a 99%, 1.000 simulacoes e varia-
veis de controle de risco iguaisa Ay = 1 e A\ 3 = 0. A propor¢ao maxima em cada especialista,
configurada no problema (4.4.5), foi definida em 40%. O percentual minimo de aloca¢ao no
grupo de interesse de cada especialista, configurado no problema (4.3.1), foi definido em 80%.
Ao utilizar as analises anteriores para a comparacao das carteiras foram obtidos resultados se-
melhantes, confirmando a melhor performance do método de Galerkin quando comparado com
uma abordagem estatica.

Como tultima anélise, foram observados os tempos computacionais médios para a resolugao
dos problemas a partir de cada método. Para a avaliagao dos tempos, foram considerados o
numero de cenérios e o nimero de especialistas, no caso do método de Galerkin. A Tabela 5.6
apresenta os resultados em segundos.

Cenarios

Modelos Especialistas | 1.000  2.500 5.000
Estatico DP - 4.16  4.25 4.82
Estatico DA - 88.35 299.83 1235.77
Galerkin DP 1 11.08  26.62 52.90
Galerkin DA 1 13.61 45.20 934.56
Galerkin DP 4 37.11  90.63  200.02
Galerkin DA 4 37.85 121.91 1811.59
Galerkin DP 8 93.71 211.13 427.98
Galerkin DA 8 93.55 310.28 3080.59

Tabela 5.6: Tempos computacionais dos métodos estatico e de Galerkin em segundos.

Como pode ser verificado, ambos os métodos possuem uma oscilacao grande de tempo
quando considerada a funcao DA e a quantidade de cenarios. Isto se deve ao fato da variavel
vi}e, que representa o retorno de cada especialista e no cenério k e tempo t, do problema DA
(4.4.5) ser avaliada K x T' x E vezes, onde K é o nimero de cendrios, T é o nimero de tempos
e I/ o namero de especialistas. Para o método estatico com desvio DA, este fato é similar
dado que a variavel H(x"(&), r*(§)) do problema DA (3.5.5), que representa o retorno em cada
cenario k e tempo t, é avaliada K x T vezes. Considerando o problema DP, os tempos sao mais
estaveis em cada método.

Para o caso com oito especialistas, utilizado neste trabalho, observa-se que o problema DA
com Galerkin possui tempos superiores quando comparado com sua versao estatica. Apesar
dos tempos obtidos com o enfoque de Galerkin serem maiores, ficam sempre inferiores a uma
hora considerando uma plataforma sem compilacio, como o MATLAB, e um notebook. E de
se esperar melhoras significativas ao implementar tal método em linguagens mais avangadas,
como o C+H-+.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho de dissertacao foi estudar o método de Galerkin, proposto por Koivu e
Pennanen [1]|, como uma nova abordagem para a resolugao do problema de carteira 6tima. Além
disso, o presente trabalho analisou aspectos tedricos e de implementac¢ao do modelo em questao.

A partir dos experimentos numéricos realizados, verificou-se que o modelo estocastico pro-
posto foi capaz de utilizar as informagoes exdgenas, na forma de visoes de mercado, de forma
eficiente, obtendo alocagoes com maior retorno quando comparado com sua versao determinis-
tica equivalente. O método proposto permite que tais visoes de mercado sejam configuradas de
acordo com as preferéncias do investidor. Para o caso de uso deste trabalho foram configurados
especialistas de mercado a partir de problemas de otimizagao deterministicos. Estes especialis-
tas podem ser configurados de maneira mais dindmica, como por exemplo, através de cenarios
em pente. Desta forma, outra vantagem obtida pelo método é a flexibilidade de parametrizacao
da dinamica das incertezas inerentes ao problema.

Para a avaliacao dos resultados, analisaram-se as carteiras propostas pelo método de Ga-
lerkin e o método estatico através de testes de desempenho com dados simulados e dados reais.
Para a definicao da carteira do método de Galerkin, foi assumido que a propor¢ao a, Otima
representa a intencao de investir em ativos do grupo econdémico de interesse do especialista e
de tal forma que a proporcao . definisse o percentual da carteira no grupo em questao. Neste
sentido, o método proposto também mostra-se flexivel ao deixar a critério do investidor a abor-
dagem para a definicao da carteira. Outra possibiliade seria interpretar a propor¢ao «, 6tima
como a proporg¢ao a ser investida na carteira obtida com as alocagoes médias do especialista e.

Em relagao as fungoes objetivo avaliadas, a anélise da Sec¢ao 5.2 confirma a superioridade
do desvio AVaR quando comparado com o desvio padrao. Isto se deve ao fato do desvio padrao
penalizar desvios da média tanto por baixo quanto por cima enquanto o desvio AVaR penaliza
apenas desvios unilaterais.

Com relagao ao tempo computacional, dependendo da quantidade de especialistas configu-
rados para o problema, o método proposto pode apresentar tempo maior de processamento
quando comparado com o método estatico. Este resultado é esperado, dado que a versao es-
tatica nao prevé qualquer dindmica para o tratamento das incertezas e, por este fato, possui
um tempo computacional menor. Conforme verificado por Koivu e Pennanen [1], comparado a
métodos dindmicos o método de Galerkin possui vantagens computacionais, dado que o mesmo
reduz o conjunto de solugoes viaveis do problema.

95
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Como possibilidade de trabalhos futuros, o método de Galerkin pode ser aplicado ao pro-
blema de alocagao 6tima de ativos e comparado com métodos de otimizacao estocastica multi-
estagios. Neste caso, terifamos uma arvore de cenarios, que seria explorada a medida que a
informacao se revelasse e as decisoes de portfolio fossem tomadas. A otimizacao desses modelos
é complexa e necessita de técnicas especiais. Com este enfoque, poderiam ser implementados
especialistas em pente com horizontes rolantes para o método de Galerkin. Desta forma, o
modelo proposto incorpora uma dindmica na tomada de decisoes que fica mais proxima de uma
formulagao multi-estédgio para comparagao. Outra possibilidade seria a aplicagao do método
em outras areas como, por exemplo, no setor de energia para o gerenciamento das fontes de
energia e custos associados.
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Apéndice A
Representacoes Matriciais

Neste apéndice encontram-se as representacoes matriciais necessarias para a implementacao
dos problemas propostos nos capitulos 3 e 4.

A.1 Modelo Deterministico Equivalente com Desvio Pa-
drao

Para a utilizacao da fungao quadprog do otimizador Gurobi é necessario escrever o problema o
apresentado em (3.5.3) no formato matricial a seguir:

. TE
Iyrg} Yy 2y
Aeqy = beq
Ay <b
Ib<y<ub,
onde,
B
AIEINXN ONXN ONXN 1
. .QjN
2 = ON.XN 9 y = )
Onxn xT
OnxnN B Onxn /\TETNXN (NXT)x(NxT) .
T
L N 1 (vxT)x1

Neste caso, as matrizes ¥ representam as matrizes de covariancia entre os retornos simulados
no tempo t. Considerando o ativo livre de risco, a primeira linha e coluna da matriz X sao
definidas com zeros representando que o ativo livre de risco possui covariancia zero com todos
os demais ativos.

0 1
0 1
b=\ . , ub =
1
(NXT)x1 (NxT)x1

99
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11><N 01><N O1><N 1
SO 1
Aeq — 01><N . . s beq — :
: . 01xn :
01><]\/ cee 01><N 11><N Tx(NxT) 1 dTx1
_Nl O1xn O1xn
Oux e 17
1
. . . 01><N i
Oixn O1xn —MT 5
A - , b =
S Ogxn .- Ogun s
0G><N :
. 1
OG><N ﬂ—.G
| Ogxn - Oaxnw S| (T+TxG)x (NxT) :T
L Te¢ 1 (rirxo)x1

Neste caso, a matriz u! é definida como:
1 & 1 &
ph=1 b =D &) =) (&)
K K
k=1 k=1 1xN
A matriz S representa a restri¢ao associada aos grupos econdémicos e depende da quantidade

de ativos em cada um desses grupos. Desta forma, os elementos da matriz S podem ser definidos
da seguinte forma:

Y

I, sei€ P,
Sgi = P
’ 0, caso contrario

onde,7=1,...,N,g=1,...,G e P, ¢ o conjunto dos ativos do grupo econémico g.
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A.2 Modelo Deterministico Equivalente com Desvio Ave-
rage Value at Risk

Para a utilizacao da funcao linprog do otimizador Gurobi é necessario escrever o problema
deteministico equivalente apresentado em (3.5.5) no formato matricial a seguir:

: T
min Iy
Aeqy = beq
Ay <b
Ib<y<ub,
onde,
- -
. o
K
1
e > i) Ty
k=1 :
: T
. xl
LS ke 5
K e N Y
k=1 N
5 @
e Z (&) a®
k=1 bl
—\ .
. bl
~Ar _’f
1 1 .
K(1—al) Kx1
: b
L K(l—ozT)lKXl J(NxT+T+KxT)x1 b;f
L "k (NxTHTHKxT)x1
0(N><T)><1 1(N><T)><1 1
b= —0O0T%1 s ub = Or1x1 ) beq =
O(xxT)x1 (NXT+T+KxT)x1 OOKXT)X1 | (NxT4T+KxT)x1 o
ST
Lin Oy oo Ony Ourixx >
. . i : —T
Ag = | o 1 b= ol
01><N .
O1xn S O1xn lixn 01><(T-§—K><T) Tx(NxT+T+KxT) 775
L Orxryx1 (TH+GXT+EKxT)x1




62 APENDICE A. REPRESENTACOES MATRICIAIS
[ —n] 07t O7x(kxT) ]
[ G ] Opsxr ) O7x(x xT) )
10 0 -1 0 0
[ =1 ] :
A= 10 0] 0 -1 0 0 |
[0 011[0 -1 0 |
[ —u'(€) ] R : :
L [0 .. 01 }]0 -1 ] (T+GXT+K xT)x (NxT+T+K xT)

Neste caso, as matrizes p e p'(§) para t = 1,...T sdo definidas da seguinte maneira:

,ul 01><N 01><N
i K
Oy - : ¢ po 1 ¢
n= . ) ) y U= | T _Zﬁ(&f)
: " O1xn K k=1
Oixn O1xn #T Tx(NXT)
p(€1) Oxxn Oxxn .
. 7o
0 ’ .
Mt(f) = K,XN ) Mt(g) = :
Oxxn rl
Ogxn Oxxn M(k)

(KXT)X(NXT)

Ti(él{)

IxXN

v (&)

v (k)

KxN

A matriz G representa a restrigao associada aos grupos econémicos e depende da quantidade

de ativos em cada um desses grupos.

S OG><N 0G><N

G — OG‘XN :
0G><N

0G><N 0G><N S

(GXT)x(NXT)

Desta forma, os elementos da matriz S podem ser definidos da seguinte forma:

se1 € P,

L,
Sgi = "
9t 0, caso contréario

’

onde,i=1,...,N, g =

1,...,G e P, é o conjunto dos ativos do grupo econémico g.
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A.3 Problema o com Desvio Padrao
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Para a utilizacao da fungao quadprog do otimizador Gurobi é necessario escrever o problema «
apresentado em (4.4.4) no formato matricial a seguir:

onde,

Ethl )‘tCOU(th,l» Vkil)

Zthl /\tCOU(th,E7 thl)

Ag=[11

= =
Fﬂw

e
Il

1 =1

> ri(G)Ti(6 1)

SO> rl@)l (6 1)

1 =1

=[ =

K
k=

: T
min -y 2y
Aeqy:beq
Ay <b
Ib<y<ub,

Zthl )‘tCOU(th,la thE)

Zthl )‘tCOU(th,Ea kaE)

1 K N
Kzzr gka

1 K N :
EZZT i (&,

ExXE

E)

E)

o
Q9
y Y = )
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E Ex1
1
Homin
T
Hmin
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A.4 Problema o com Desvio Average Value at Risk

Para a utilizagao da funcao linprog do otimizador Gurobi é necessario escrever o problema «

apresentado em (4.4.5) no formato matricial a seguir:

T
w174
Aeqy = beq
Ay <b
Ib<y<ub,
onde,
— 1 K - i O{l ]
O IPIPIULBE Y “
k=1 t=1 i=1 :
. (0% 5)
| KT al
LS 33 aie. B |
k=1 t=1 i=1 T
f= )\ =1
: b%
‘ b
—\p '2
R Lo /
. b
_Ar :
L K(1—0<T)1KXl 4 (B+T+KxT)x1 b
L J (E4+T+KxT)x1
0E><1 ]-E><1
b= — 00T %1 , ub = XOTx1
O(xx7)x1 (E+T+KxT)x1 OO(KXT)X1 | (E4T 4K xT)x1
lurlnin
Aeq = [ Lixe Oux(rirx) ]1x(E+T+KxT)  beg = [ 1 }1><1 y b=~— MT".
O(rxs)x1 (T+KxT)x1
[ - [ ] Orxr i O7x(k xT) i ]
10 ... 0 -1 0 ... ... ... ... 0
-V | '
10 0 0 -1 0 0
A= - . .
0 0o 1]fo ~1 0 |
-V 2k
0 0 1 0 ... ... ... ... ... —1
L L 4 A (TH+KEXT)x(E4+T+KXT)
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Apéndice B

Codigos Utilizados

Neste apéndice sao apresentados os codigos utilizados neste trabalho em linguagem MATLAB.

% Geracao dos Cenarios Aleatorios %
% ———— IMPA 2014 — Mestrado em Metodos Matematicos em Financas ——— %
% — Louise Albuquerque Bassan / Orientadora: Claudia Sagastizabal — %

5s|R = R_semanal;
P

= P _semanal;
graf = 1; %Graficos On = 0, Off = 1

%% Determinando Owutliers usando a tecnica da secao 4.6 de Meucci

if graf =— 0
for i = 1:15
% Combinando os ativos dois a dois para a construcao dos graficos
if i 7= 15
Ativo = i; Nomel = P nomes(Ativo); Nome2 = P_nomes(Ativo+1);
CS = R(:,Ativo: Ativo+1);
else
Nomel = P_nomes(15); Nome2 = P_nomes(1);
CS = [R(:,15) R(:,1)];
end
T = size (CS,1);
Index = 1:T;
N = 10;
% Funcao para detectar Outliers: Secao 4.6 de Meucci.
HighBreakdownMVE (CS,N, Index ,Nomel , Nome2)
end
end
if graf = 0
T = size (CS,1);
Index = 1:T;
N = 100;
% Funcao para detectar Outliers: Secao 4.6 de Meucci.
ElipsoideMinimo (R,N, Index)
end

65
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4|%% Filtrando os Outliers e Calculando os Estimadores Robustos

13)R = R_semanal;

R = FilterOutliers(R,10);
45
norm mu = mean(R) ;
s7lnorm_Sigma = cov(R);

19| %% Simulacoes de Monte Carlo

51 horizon = [1;2;4]; % horizonte de semanas
hzon = max(horizon); % maximo de semanas
s3f npaths = 1000; % numero de trajetorias por periodo
55| samplelen = npathsxsize (R,2);
sample = mvellrnd ([hzon npaths],’ Gaussian’,norm mu, sqrt (norm_Sigma) ) ;
57| sample = reshape (sample,hzon ,[]) ;
sample = ret2price (sample (:,1:samplelen));
so| sample (:,1:samplelen) = sample (:,1:samplelen) —1;

61| S=size (P,2);

63
% Mostra as primeiras 1000 simulacoes para cada ativo
65| if graf =— 1
for i=1:S

if 1 <=5k + 2
69 if 1 —k+1

figure;
71 end
subplot (1,2,i-k)
73 elseif i =— k + 3
figure;
75 subplot (1,2,i—(k+2))
else
77 subplot (1,2,i—(k+2))
k =1,
79 end
plot (repmat ({0:4]’,[1;1000]) ,sample (:,j+1:j+1000))
81 title (P_nomes(i)); set(gca, fontsize’ ,12);
83 j = j + npaths;
85 end
end

Modelo Estatico com Desvio Padrao

% Problema Estatico %
2| % — IMPA 2015 — Mestrado em Metodos Matemeticos em Financas ——— %
% — Louise Albuquerque Bassan / Orientadora: Claudia Sagastizabal — %

% Construcao do Intervalo para a Fronteira Eficiente
Portfolio Variancia Min

% Incluindo o ativo livre de risco

0o
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f = zeros(4x(n+1),1);

RMean = [r0(1) RMean T1 zeros(1,48);
zeros (1,16) r0(2) RMean T2 zeros(1,32);
zeros (1,32) r0(3) RMean T3 zeros(1,16);
zeros (1,48) r0(4) RMean T4];

| H = [covl COV_aux cov_aux COV_ aux;
cov_aux cov2 cov_aux COV_aux;
cov_aux covV_aux cov3 COV_aux;
cov_aux covV_aux cov_aux covd |;

Ib = zeros (4*x(n+1),1);
ub = ones (4*x(n+1),1);

Aeq = [ones(1,16) =zeros(1,48);
zeros (1,16) ones(1,16) zeros(1,32);
zeros (1,32) ones(1,16) zeros(1,16);
zeros (1,48) ones(1,16) |;
beq = ones(4,1);

% Criacao da matriz que representa a restricao dos grupos economicos
A = zeros(8,n); a = 0; s = size(R_Final,2);

for j = 1:8
g = size(eval(char(Grupos(j))),2);
for 1 = 1:g
A(j,1 + a) = 1;
end
a=a+tg;
end

A bloco = [zeros(8,1) AJ;
A blank = zeros (8,n+1);

2|A = [-RMean;

A bloco A blank A blank A blank;
A blank A bloco A blank A blank;
A blank A blank A bloco A blank;
A blank A blank A blank A bloco];

% Resolucao do Problema de Otimizacao Estatico
options = optimoptions(’quadprog’,’Algorithm’, active—set’);

for i = 1:length (Rdes)
b = [-Rdes(:,1);PercGE];

%|p,fval ,exitflag| = quadprog(H,f ,A,b,Aeq,beq,1b ,ub,|], options);

[p,ef| = creategurobiqp (Aeq, beq, A, b, 1b, ub, H, f);
carteira.pesos(i,:) = p’;
carteira.retorno(i,:) = 100%(RMeanxp) ;
carteira.variancia T1(i,:) p(1:16) >xcovl*p(1:16);
carteira.variancia T2(i,:) p(17:32) xcov2xp(17:32);
carteira.variancia T3 (i,:) = p(33:48) 'xcov3xp(33:48);
carteira.variancia_ T4(i,:) p(49:64) *xcovdxp(49:64) ;

end

carteira.desvio = 100*[sqrt(carteira.variancia_ T1) ...
sqrt (carteira .variancia_ T2)
sqrt (carteira.variancia T3)
sqrt (carteira.variancia_T4) |

)
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Modelo Estatico com Desvio AVaR

% Problema Estatico — CVaR %
% —— IMPA 2015 — Mestrado em Metodos Matematicos em Financas ———— %
% —— Louise Albuquerque Bassan / Orientadora: Claudia Sagastizabal — %

T = 4; NC= 0.99; graf = 1;
K = NS;

mylnf = le2;

PercGE = 0.7xones (8x4,1);

% Incluindo o ativo livre de risco

RMean = [r0(1) RMean T1 zeros (1,48);
zeros (1,16) r0(2) RMean T2 zeros(1,32);
zeros (1,32) r0(3) RMean T3 zeros(1,16);
zeros (1,48) r0(4) RMean T4];

% Limite inferior e superior das variaveis
Ib = [zeros (T*(n+1),1); —mylInfxones(T,1); zeros(T«xK,1)] ;
ub = [ones(T*(n+1),1); myInfxones(T,1); myInfxones(TxK,1) |;

Aeq Aux = [omnes(1,16) zeros(1,48);
zeros (1,16) ones(1,16) zeros(1,32);
zeros (1,32) ones(1,16) zeros(1,16);
zeros (1,48) ones(1,16)];
Aeq = [Aeq Aux zeros (T,THK«T) |;

beq = ones(4,1);

30/% Criacao da matriz que representa a restricao dos grupos economicos

A = zeros(8,n); a = 0; s = size(R_Final,2);

for j = 1:8
g = size(eval(char(Grupos(j))),2);
for 1 = 1:g
A(j,1 +a) = 1;
end
a=a+g;
end

A bloco = [zeros(8,1) A];
A blank = zeros (8,n+1);

G = [A_bloco A blank A blank A blank;
A blank A bloco A blank A blank;
A blank A blank A bloco A blank;
A blank A blank A blank A bloco];

% Construcao da Matriz a

al = repmat ([1 0 0 0],[K,1]);
a2 = repmat ([0 1 0 0],[K,1]);
a3 = repmat ([0 0 1 0],[K,1]);
a4 = repmat ([0 0 0 1],[K,1]);

a = [al; a2; a3; a4d];
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w[1bdl = 1 ;1bd2 = 0; 1bd3 = 0; lbd4d —

| bl = eye (Tx+K) ;

% Retornos em cada cenario
r01 = repmat(r0(1) ,K,1);
r02 = repmat(r0(2) ,K,1);
r03 = repmat(r0(3) ,K,1);
r04 = repmat(r0(4) K,1);
A blank2 = zeros (K,n+1);

R _xi = [r01 R_Sim T1 A blank2 A blank2 A blank2;
A blank2 r02 R Sim T2 A blank2 A blank2;
A blank2 A blank2 r03 R _Sim T3 A blank2;
A blank2 A blank2 A blank2 r04 R_Sim T4];

70|% Criacao da matriz A

A = [-RMean zeros (T,THK«T) ;
G zeros (8T, THK«T) ;
-R xi a -bl];

% Funcao Objetivo
0;
Mi = [r0(1) RMean T1 r0(2) RMean T2 r0(3) RMean T3 r0(4) RMean T4];
at = [lbdl 1bd2 1bd3 1bd4|;
bkt = omnes(1,K)/(K«(1-NC));
bk = [lbd1lxbkt lbd2xbkt lbd3xbkt lbd4sxbkt];

f — [Mi —at bk]|;

% Resolucao do Problema de Otimizacao Estatico para o AVaR
for i = 1:length (Rdes)
b [-Rdes (:,1); PercGE; zeros(TxK,1) |;
[p, ov, ef] = creategurobilp (Aeq, beq, A, b, lb, ub, f);
%|p, ef] = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb ,ub);
carteira.pCVaR(i,:) = p(1:Tx(n+1)) ’;
carteira .retornoCVaR (i,:) = 100%(RMeanxp (1:T*(n+1)));
carteira.CVaR_T1(i,:) = [lbd1lxr0(1) lbdl«RMean T1 lbd2x*r0(2) 1bd2+RMean T2
1bd3*r0(3) 1bd3+«RMean T3 lbd4xr0(4) lbd4xRMean T4...

—1bdl 0 0 0 1bdlxbkt Oxbkt Oxbkt Oxbkt]*p;
carteira.CVaR T2(i,:) = [lbdlxr0(1) lbdl+«RMean T1 lbd2x*r0(2) 1bd2+RMean T2
1bd3*r0(3) 1bd3+*RMean T3 1bd4xr0(4) lbd4xRMean T4...

0 —1bd2 0 0 Oxbkt lbd2xbkt Oxbkt Oxbkt]|*p;
carteira.CVaR_T3(i,:) = [lbdlxr0(1) lbdl«RMean T1 lbd2x*r0(2) 1bd2+«RMean T2
1bd3*r0(3) 1bd3+*RMean T3 lbd4xr0(4) lbd4xRMean T4...

0 0 —1bd3 0 0xbkt Oxbkt 1bd3xbkt Oxbkt]|xp;
carteira.CVaR_T4(i,:) = [1bdl*r0(1) lbdl+*RMean T1 1bd2x10(2) lbd2xRMean T2
1bd3#r0(3) 1bd3*RMean T3 1bd4x*r0(4) lbd4+«RMean T4...

0 0 0 —1bd4 O0xbkt Oxbkt O0xbkt lbd4sxbkt]|*p;

end

2| carteira .desvioAVaR = 100x[carteira.CVaR_TI1...

carteira.CVaR T2...
carteira.CVaR T3...
carteira .CVaR_T4];
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Funcgoes Utilizadas

Estimadores de Alta Ruptura.

% this script shows how to use the minimum volume ellipsoid to detect outliers.
See Sec. 4.6.1 of "Risk and Asset Allocation" — Springer (2005), by A. Meucci

for the theory and the routine implemented below.
% Algumas alteracoes foram feitas para o plot dos graficos.

function HighBreakdownMVE (CorruptSample ,T,Index ,Nomel,Nome2)

% compute high—breakdown estimates
CorruptSample aux = CorruptSample;

Sample Length=[];
Vol MVE=[];

for j=1:.T

% compute MVE
[MVE Location, MVE Dispersion]=ComputeMVE ( CorruptSample) ;

% store results
Store(j).MVE_Location=MVE_ Location;
Store (j).MVE_Dispersion=MVE _Dispersion;

Sample Length=[Sample Length size (CorruptSample,1) |;
Vol MVE=[Vol MVE sqrt (det (MVE_Dispersion)) |;
Store (j).Index=Index;
% erase one outlier
Rejected=RejectOutlier (CorruptSample , Index) ;
CorruptSampleRejected (j ,:)=CorruptSample (Rejected ,:) ;
CorruptSample (Rejected ,:) =[];
Index (Rejected) =[];
RejectedIndex (j)=Rejected;
7| end

% plot results

figure % data

h=plot (CorruptSample (:,1) ,CorruptSample (: ,2),’.");
xlabel (strcat (Nomel), ’'FontSize’, 14);
(
a

5| ylabel (strcat (Nome2), 'FontSize’, 14);

set (gea, 'fontsize’ ,12);

| set (h, >color’, k")

hold on
h=plot (CorruptSampleRejected (: ,1) ,CorruptSampleRejected (:,2),7."7);
set (h, "color’,’r’,"MarkerSize’ ,16)

for j=1.T
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53 hold on
E=TwoDimEllipsoid (Store(j).MVE Location, Store (j).MVE_ Dispersion,1,0,0) ;
55 set (E, "color’,’b’, ’linewidth’ ,1)
end

Elipséide de Volume Minimo.

% this script shows how to use the minimum volume ellipsoid to detect outliers.
See Sec. 4.6.1 of "Risk and Asset Allocation" — Springer (2005), by A. Meucci
for the theory and the routine implemented below.

2|% Algumas alteracoes foram feitas para o plot dos graficos.

function ElipsoideMinimo (CorruptSample ,T,Index)

o| WITTSTTTSTISTISTISTISTSSTISIISIISITSIISIISIISTSS TSI TS SIS STSSIISIISIISIISTSo

% compute high—breakdown estimates
CorruptSample aux = CorruptSample;

Sample Length =[];
12| Vol MVE=[];

14| for j=1.T

16 % compute MVE

[MVE Location, MVE _Dispersion]=ComputeMVE ( CorruptSample) ;
18
% store results

20 Store(j).MVE_Location=MVE_Location;
Store (j).MVE _Dispersion=MVE _Dispersion;

Sample Length=[Sample Length size (CorruptSample,1) |;
24 Vol MVE=[Vol MVE sqrt (det(MVE _Dispersion)) |;

26 Store(j).Index=Index;
28 % erase one outlier
Rejected=RejectOutlier (CorruptSample , Index) ;
30 CorruptSampleRejected (j,:)=CorruptSample (Rejected ,:) ;
32 CorruptSample (Rejected ,:) =[];

Index (Rejected) =[]
N RejectedIndex (j)=Rejected ;
end
B TSI TTTISTTTTTISSTITTTTISTIT TSI ST T TSI ISSITTTSISSTIT TSI ST TTTTSSTITTTISS o

10|% plot results

12| figure % volume of ellipsoid as function of sample length
plot (Sample Length,Vol MVE)

1| set (gea, 'fontsize ’,12);

xlabel ("Observacoes’, ’FontSize’, 14);

ylabel ("Volume’, ’"FontSize’, 14);

grid on
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Problema o com Desvio Padrao

% Metodo de Galerkin — Problema Alpha DP %
% ——— IMPA 2015 — Mestrado em Metodos Matematicos em Financas ———— %
% — Louise Albuquerque Bassan / Orientadora: Claudia Sagastizebal — %

function [p_alphas,desvP ,retP| = Prob Alpha(Xi, K, Rdes, Cenario)
mylnf = le2;

nl =
n2

size (Xi,1);
= size (Xi,2);

% Numero de especialistas
E = n2/K;

5% Limite inferior e superior das variaveis

lb = zeros(E,1);

7lub = ones(E,1);

percE = 0.4xones(E,1);

% Construcao da Matriz Vtke
v=0; d=0; Cl1 = ones(15,1); Vtke = [];

for t = 1:4
for e = 1:E
for k = 1:K
CenarioAux = Cenario(k,:) ’;
XiAux = Xi(:,k+d);
vtke(e,k) = (XiAux(l+v:v+15,:).% CenarioAux(1+v:v+15,:)) ’xCl;
end
mte(t,e) = vtke(e,:)xones(K,1) /K;
d =d + K;
end
Vtke = [Vtke; vtkel];
vtke = [];
v =v + 15;
d = 0;
end

% Matriz da restricao de desigualdade
A = [-mte; eye(E) |;
A = ]

% Construcao da Matriz Vtk

slv = 0; Vtk = [];

for t = 1:4
for k = 1:K
vtk = Vtke(1+v:v+E,k);
Vtk = [Vtk; vtk ’];

v =v + E;
end

V1 = Vtk(1:K,1:E);
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V2 = Vtk(K+1:2«K,1:E) ;
V3 = Vtk(2+K+1:3+K,1:E);
V4 = Vtk(3+xK+1:4+K,1:E);

% funcao objetivo

Ibdl = 1; 1bd2 = 0; 1bd3 = 0; Ibd4 = 0;

H = 1bdlx*cov (V1) + 1bd2xcov(V2) + 1bd3xcov(V3) + 1bd4dxcov(V4);
f = zeros(E,1);

% Restricao de igualdade

5| Aeq = omnes(1,E);

beq = ones(1,1);

11 7%b = [];

options = optimoptions(’quadprog’,’ Algorithm’, active—set’);

for i = 1:length (Rdes)
b = [-Rdes(:,1);percE];
%beq = [ones(1,1); Rdes(:,1i)];
%[ alpha , fval , exitflag| = quadprog(H,f,A,b,Aeq,beq,1b ,ub,[], options);
[alpha, ef] = creategurobiqp (Aeq, beq, A, b, lb, ub, H, f);
p_alphas(:,i) = alpha;

desvP (i,:) = 100«sqrt (alpha’«Hxalpha);

retP(i,:)= 100xmtexalpha;
end
end

Problema « com Desvio AVaR

% Metodo de Galerkin — Problema Alpha %
% ———— IMPA 2015 — Mestrado em Metodos Matematicos em Financas ——— %
% — Louise Albuquerque Bassan / Orientadora: Claudia Sagastizabal — %

function [p_alphas,desvAVaR ,retAVaR| = Prob_Alpha CVaR(Xi, K, Rdes, Cenario, NC)
mylnf = le2;

nl = size (Xi,1);
n2 = size (Xi,2);

% Numero de especialistas
E = n2/K;

5|% Limite inferior e superior das variaveis

Ib = [zeros(E,1); —mylInfxones(4,1); zeros(4xK,1)]| ;

fub = [ones(E,1); mylnfxones(4,1); mylInfxones (4xK,1) ];

percE = 0.4xones(E,1);

% Restricao de igualdade
Aeq = [ones(1,E) zeros(1,4) zeros(1,4xK)|;
beq = 1;

5/% Construcao da Matriz Vtke

v=20; d =0; Cl =ones(15,1); Vtke = [];
for t = 1:4
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for e = 1:E
for k = 1:K
CenarioAux = Cenario(k,:) ’;

XiAux = Xi(:,k+d);

vtke(e,k) = (XiAux(l+v:v+15,:).% CenarioAux(1+v:v+15,:)) ’xCl;

end
mte(t,e) = vtke(e,:)xones(K,1) /K;
d =d + K;

end

Vtke = [Vtke; vtke];

vtke = [];

v =v + 15;

d = 0;

end

% Matriz da primeira restricao

5| A blank = zeros (4,4x(K+1));

Al = [—mte A blank];

% Construcao da Matriz Vtk

v = 0; Vtk = [];
for t = 1:4
for k = 1:K

vtk = Vtke(1+v:v+E,k);
Vtk = [Vtk; vtk ’];

v =v + E;
end

% Construcao da Matriz a

al = repmat([1 0 0 0],[K,1
a2 = repmat ([0 1 0 0],[K,1
a3 = repmat ([0 0 1 0],[K,1
a4 = repmat ([0 0 0 1],[K,1

)

)

1)
R
/)
1)
a = [al; a2; a3; ad];

% Matriz b
bl = eye (4xK);

% Matriz da segunda restricao
A2 = [-Vtk a —Dbl];

% Matriz com as restricoes de desiqualdade

A = [Al; A2; eye(E) zeros(E,4) zeros(E,4xK) |;

% Funcao Objetivo

lbdl = 1; 1bd2 = 0; 1bd3 = 0; Ibd4 = 0;

Mi = lbdlsmte(1,:)+1bd2*mte(2,:)+lbd3+mte (3 ,:)+1bd4d*mte (4 ,:) ;
at = [lbdl 1bd2 1bd3 lbd4];

bkt = omnes(1,K)/(K«(1-NC));

bk = [lbd1lxbkt lbd2xbkt lbd3xbkt lbd4sxbkt];

f — [Mi —at bk]|;

for i
b

1:length (Rdes)
[-Rdes (:,1); zeros(4xK,1); percE];
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[alpha, ov, ef] = creategurobilp (Aeq, beq, A, b, lb, ub, f);
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%[ alpha, ov] = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb ,ub);

p_alphas(:,i) = alpha;

desvAVaR (i ,:) = 100%ov;

retAVaR (i ,:)= 100xmtexalpha (1:E);
end
end

Exemplo de um dos especialistas deterministicos (Bancos)
% Metodo de Galerkin — Expert 1 %
% — IMPA 2015 — Mestrado em Metodos Matemeticos em Financas —— %
% — Louise Albuquerque Bassan / Orientadora: Claudia Sagastizabal —— %

function Xi = Expertl Bancos(r, P_nomes, pG)
% O Expert requer uma alocacao de pelo menos pG% em bancos

n= 15;

PercGE = ones (8x4,1);

PercGE(1,1) = —pG; PercGE(9,1) = —pG;
PercGE (17,1) = —pG; PercGE(25,1) = —pG;

f = —r;

Aeq = [ones(1,15) =zeros(1,45);
zeros (1,15) ones(1,15) zeros(1,30);
zeros (1,30) ones(1,15) zeros(1,15);
zeros (1,45) ones(1,15)|;
beq = ones(4,1);

Ib = zeros (4%(n),1);
ub = ones(4*(n),1);

5|% Criacao da matriz que representa a restricao dos grupos economicos

A = zeros(8,n); a = 0; s = size(r,2);

7| for j = 1:8
g = size(eval(char(Grupos(j))),2);
for 1 = 1:g
A(j,1 + a) = 1;
end
a=a+ g;

end

ss|A(1,:)=A(1,:);

A bloco = A;

7| A_blank = zeros (8,n);

A = [A _bloco A blank A blank A blank;
A Dblank A bloco A blank A blank;
A blank A blank A bloco A blank;
A blank A blank A blank A bloco];

b = PercGE;

%Xi = linprog (f,A,b,Aeq,beq,1b,ub);
[Xi, ov, ef]=creategurobilp (Aeq, beq, A, b, b, ub, f);
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