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Resumo

Planos previdenciarios trazem com si um grande desafio as entidades que operam este tipo
de produto por possuirem condig¢oes contratuais estipuladas muito tempo antes do inicio
de seus efeitos. Desta forma, é necessario que estas entidades os gerenciem de acordo com
as melhores praticas. Em se tratando de previdéncia, a melhor pratica é conhecida por
Asset Liability Management (ALM) e corresponde ao exercicio de gerenciar os riscos que
podem surgir devido a alteragoes que afetem de forma diferenciada os ativos e os passi-
vos. Neste estudo sera apresentado um modelo de ALM através de otimizacao estocastica
com restri¢goes probabilisticas com dindmica decorrente de um horizonte rolante. Ainda,
este modelo serd aplicado em um plano de previdéncia tradicional aberto com rentabi-
lidade minima garantida. Adicionalmente, o método proposto seréd comparado com sua
versao deterministica e uma anélise de sensibilidade seré feita no parametro de aversao ao
risco. No fim do estudo sera exposta a estratégia 6tima encontrada e serao feitas algumas
consideracoes a respeito de melhorias futuras a este modelo.

Palavras chave: asset liability management, otimizagao, previdéncia tradicional, restri-
¢oes probabilisticas.
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Abstract

For insurance companies, building a sound annuity plans is a challenging problem, due to
the need of stipulating the contractual terms with many years of anticipation. For this
reason, such products must be managed according to the best practice in the market.
When it comes to annuity plans, this best practice is called Asset Liability Management
(ALM) which corresponds to the exercise of managing risks resulting from disruptions
that affect differently the assets and the liabilities. This work presents an ALM model
via stochastic optimization with chance constraints and dynamic induced by a rolling
horizon. The model is applied to an annuity plan with minimum guarantee of future
payment. Additionally, the proposed method is compared with its deterministic version
and a sensitivity analysis is done by varying the risk aversion parameter. The study
finishes with an analysis of the strategy provided by the model and various suggestions
for future work.

Key words: annuity, asset liability management, chance constraints, optimization, pro-
babilistic constraints.
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Introducao

Planos previdenciarios trazem com si um grande desafio as entidades que operam este
tipo de produto, por possuirem condig¢oes contratuais estipuladas muito tempo antes do
inicio de seus efeitos. Para reduzir riscos e garantir uma receita, é necessario que estas
entidades gerenciem seus produtos previdenciarios de acordo com as melhores praticas.

Neste contexto, as melhores préaticas rezam que uma analise das obrigacoes das entida-
des e dos ativos garantidores destas obrigacoes deve ser realizada conjuntamente conside-
rando as expectativas futuras, bem como alteragoes no futuro para o estado da economia
esperado. Na pratica, é necessério avaliar hipoteses atuariais e financeiras.

O problema chamado de Asset Liability Management (ALM) gerencia os riscos que
podem surgir devido a alteragoes que afetem de forma diferenciada os ativos garantidores
(financeiros) e os passivos (obrigagoes das entidades para com os contratantes de seus
produtos). Desta forma, o estudo de ALM objetiva otimizar a carteira de ativos na
presenca de incertezas, dadas as caracteristicas dos passivos, as restricoes regulatorias e
as demais restricoes monetarias da entidade, isto em um ambiente incerto e de muito
longo prazo, em torno de cem anos para o caso previdenciario.

Haja vista esta necessidade, neste trabalho sera apresentado um modelo de otimizacao
estocastica com restricoes probabilisticas em dois estagios, com dinamica decorrente de
um horizonte rolante. O modelo sera avaliado através de sua aplicagdo em um plano
tradicional de previdéncia aberta, com dados reais de uma empresa brasileira. A saida
do modelo recomenda uma estratégia de investimento para os ativos garantidores que
maximiza o portfolio no final do horizonte de estudo (110 anos), garantindo os pagamentos
anuais com probabilidade superior a 0,99.

O presente trabalho se justifica pela existéncia do problema real que afeta todos os
planos de previdéncia complementar privada, em especial os do tipo “tradicional” que
possuem como garantia o Indice Geral de Precos do Mercado (IGP-M). Ao analisarmos
uma carteira deste tipo de uma seguradora ou entidade aberta de previdéncia comple-
mentar (EAPC) é possivel perceber que a duragao dos passivos futuros é muito superior
a duracao da carteira de ativos. Isto se d& basicamente porque, em geral, estes passivos
possuem fluxos em torno de cem anos e os ativos garantidores, que em sua maioria sao
titulos de renda fixa, principalmente de emissao do Tesouro Nacional, nao possuem um
vencimento tao distante quanto seria necessario para proteger estes passivos futuros.

Com relacao a peculiaridade dos planos com garantia em IGP-M, tem-se os agravantes
da dificuldade de aquisicao de titulos atrelados a este indice no mercado secundario e
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também do fato da Nota do Tesouro Nacional, série C (NTN-C), titulo atrelado ao IGP-M,
mais longa vencer no ano de 2031 sendo que o Governo nao emitirad mais esta modalidade
de titulo. Desta forma, existe o desafio real de proteger os passivos futuros dos planos de
previdéncia tradicional, em especial os que possuem tal garantia.

Isto posto, este estudo se estrutura em 7 capitulos. No Capitulo 1 sdo expostas defini-
¢oOes pertinentes e necessarias para o entendimento do presente trabalho. No Capitulo 2,
descreve-se a teoria utilizada para basear este estudo; explicitam-se brevemente os mode-
los de ALM encontrados e a teoria de restri¢oes probabilisticas, base do modelo proposto.
No Capitulo 3 descreve-se este modelo, incluindo a formulacao matemaética, variaveis e
estrutura das restrigoes. Ja no Capitulo 4 é apresentada a resolugao numérica do estudo
onde, de forma ilustrativa, expoe-se a estrutura de programacao do problema de otimi-
zagao. No Capitulo 5 discorre-se sobre as caracteristicas da base de dados utilizada para
aplicar o modelo e no Capitulo 6 sao expostos os resultados obtidos nesta aplicagao. Por
fim, no Capitulo 7 sao feitas sugestoes de proximos estudos que enriqueceriam o modelo
proposto. Adicionalmente, nos apéndices sao disponibilizados todos os cédigos do traba-
lho. Informa-se que a programacao foi feita em linguagem Matlab[MATLAB, 2013], com
o uso do pacote de modelagem Yalmip [Lotberg, 2004| e do pacote de otimizagao Gurobi
|Gurobi Optimization, 2014].



Capitulo 1

Definicoes

Neste trabalho sao utilizados diversos termos que podem nao ser comuns a todos os
leitores, por tratar de estudo conjunto de ativos e obrigagoes de uma empresa. Em
razao do exposto, listam-se abaixo, em ordem alfabética, termos atuariais e financeiros
utilizados, para melhor compreensao do estudo apresentado nos préximos capitulos.

1.1 Nomenclatura utilizada

As defini¢oes aqui apresentadas podem ser encontradas no glossario e em normas disponi-
veis no sitio eletronico da SUSEP! bem como no sitio eletronico da Funenseg, Tudo Sobre
Seguros”. Informa-se, entretanto, que para fins deste trabalho, os termos listados abaixo
possuem as respectivas definigoes ajustadas para o contexto do estudo:

Aporte tinico na idade de aposentadoria: pagamento feito pelo participante na idade de
aposentadoria com o objetivo de aumentar o beneficio previdenciario que sera recebido.

Ativo garantidor: ativo oferecido como garantia das provisoes técnicas da seguradora,
conforme as diretrizes estabelecidas pelo Conselho Monetario Nacional.

Beneficiario: pessoa que tem direito a receber algum tipo de beneficio do plano de
previdéncia.

Beneficio: importancia que a seguradora deve pagar quando da ocorréncia do fato
gerador contratado e que consiste em um capital tnico ou uma renda.

Contribuigao: valor pago pelo participante do plano a fim de constituir provisao e gerar
beneficio futuro.

Conversao em renda: ao optar por converter seu beneficio em renda, o participante
converte o valor acumulado na provisao em renda de aposentadoria ao entrar em gozo de
beneficio.

Lwww.susep.gov.br

http:/ /www.tudosobreseguros.org.br/



4 CAPITULO 1. DEFINICOES

Entrada em gozo de beneficio: momento em que o participante torna-se beneficiario e
passard a usufruir de sua provisao acumulada durante toda a fase de capitalizacao dos
recursos e pagamentos das contribuigoes.

Fase de acumulagao: periodo no qual o participante paga contribuicoes a seguradora
que gere seus recursos, que serao acumulados ao longo do tempo.

Marcagao a mercado: um ativo marcado a mercado possui seu preco contabilizado pela
taxa de comercializacao realizada no mercado, independentemente da taxa de aquisi¢ao
deste ativo. Como consequéncia, traz a possibilidade de ser vendido antes de seu venci-
mento, caso seja de interesse de seu proprietario;

Marcagao a vencimento: um ativo marcado a vencimento, por sua vez, representa um
compromisso da seguradora de nao vender ou alterar sua marcagao, excetuados nos casos
previstos no anexo a instrugao CVM n° 438 de 2006, significando que o titulo deve ser
mantido até seu vencimento;

Participante: contratante do plano de previdéncia da seguradora, que contribui para o
plano para, no futuro, tornar-se beneficiério.

Passivo: obrigacao da seguradora para com o participante.

Peciilio: beneficio assegurado em um tnico pagamento pela seguradora. Pode ter como
fatos geradores morte ou invalidez do participante.

Pensao: beneficio pago em forma de renda pela seguradora. Pode ter como fatos
geradores morte ou invalidez do participante.

Planos abertos de previdéncia complementar: planos de acumulagao de capital do par-
ticipante para recebimento futuro de renda de aposentadoria ou outros beneficios por
morte ou invalidez. Sao comercializados abertamente para qualquer individuo por segu-
radoras e entidades abertas de previdéncia complementar (EAPC’s) e possuem o objetivo
de complementar a aposentadoria fornecida pelo regime geral de previdéncia social ou por
regimes proprios.

Planos fechados de previdéncia complementar: planos de acumulagao de capital do
participante para recebimento futuro de renda de aposentadoria ou outros beneficios por
morte ou invalidez. Sao em geral planos oferecidos por empresas para seus funcionarios
ou por entidades associativas. Possuem o objetivo de complementar a aposentadoria
fornecida pelo regime geral de previdéncia social ou por regimes proprios. Sao geridos por
entidades fechadas de previdéncia complementar (EFPC’s).

Planos tradicionais de previdéncia aberta: correspondem a uma categoria de planos
abertos de previdéncia complementar. Atualmente nao sao mais comercializados devido
as suas caracteristicas.



1.1. NOMENCLATURA UTILIZADA )

Provisao técnica: montante acumulado, para cada participante ou beneficiario, que
representa as obrigacgoes futuras da seguradora, passivos.

Renda de aposentadoria: beneficio pago em forma de renda pela seguradora ao par-
ticipante, que se torna beneficiario. Pode ser vitalicia com ou sem reversao a um outro
beneficiario, por prazo determinado ou temporaria.

Resgate: direito dos participantes de retirar de sua provisao acumulada até o momento
um montante de recursos por solicitacao expressa. O resgate pode ser total, no qual se
retira a totalidade do valor da provisao, ou parcial, no qual o participante informa a parte
que deseja receber. O resgate, por diminuir a provisao, consequentemente diminui o valor
futuro do beneficio a ser pago a partir da entrada em gozo de beneficio.

Seguradora: entidade autorizada a comercializar planos de previdéncias, assim como as
Entidades Abertas de Previdéncia Complementar (EAPC).

Solvéncia: para fins deste trabalho, considera-se solvente a seguradora que possui, a
todo tempo, montante de dinheiro disponivel para pagar seus passivos.

Tabua biométrica: tabela que apresenta a probabilidade de morte nas diversas idades.
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Capitulo 2

Revisao Bibliografica e Assuntos
Preliminares

O objetivo deste trabalho é formular um modelo de ALM para planos de previdéncia
tradicional aberta. Para tanto, foram pesquisadas referéncias em planos de carater pre-
videnciério, no geral.

Um ponto interessante revelado na busca foi a falta de literatura para planos abertos
de previdéncia. Durante todo o periodo de pesquisa s6 foram encontradas referéncias que
trataram de planos fechados de previdéncia complementar. Como, apesar de possuirem
regulamentagoes distintas, ambos os produtos apresentam caracteristicas similares, esta
foi basicamente a fonte de conhecimento utilizada na secao 2.1 abaixo para definir a
formulagao matematica do problema.

De acordo com Roy Kouwenberg e Stravos A. Zenios, nas ultimas décadas o ntmero de
publicagoes sobre programacao estocéstica para ALM tem crescido drasticamente, prova-
velmente pelo aumento radical na eficiéncia e acessibilidade de sistemas computacionais
|[Kouwenberg and Zenios, 2006]. Desta forma, todas as referéncias encontradas utilizam
este tipo de abordagem no estudo de ALM.

No mesmo sentido, grande parte dos trabalhos desenvolvidos envolve uma alocacgao
dindmica do portfolio no horizonte temporal trabalhado. Assim como, em sua grande
maioria, ¢ utilizada programacao estocastica através de geracao de cenarios em arvore.

Na secao 2.1 abaixo, sao introduzidas as metodologias encontradas durante a pesquisa.
Um resumo dos modelos estudados sera descrito nas subsegoes 2.1.1 e 2.1.2 para aclarar
as diferengas entre o que ja é feito e o que se pretende fazer neste estudo. Ja na segao
posterior, 2.2, é apresentada a teoria sobre restricoes probabilisticas, abordagem utilizada
no presente estudo. Apods introduzir a formulagdao padrao deste tipo de problema, as
secoes 2.2.1 e 2.2.2 apresentam as propriedades desejaveis que garantem a existéncia e
estabilidade da solucao.

Para maiores detalhes sobre os modelos resumidos abaixo, ver [Germano and Sandrini, 2013,
Kouwenberg and Zenios, 2006, Consigli et al., 2012, Valladao, 2008, Dempster et al., 2006,
Marques, 2012, Dempster et al., 2009, Haneveld et al., 2010].
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2.1 Asset Liability Management

Davi Michel Valladao explica que a expressao Asset Liability Management designa a pra-
tica de gerir um negocio onde as decisoes tomadas consideram ativos e passivos de forma
coordenada. Alega ainda que o ALM é uma atividade crucial para qualquer organizacao
que recebe e investe recursos com o objetivo de cumprir seus requisitos de solvéncia bem
como sua demanda de oferta [Valladao, 2008].

De acordo com a Society of Actuaries [Luckner et al., 2002], ALM pode ser definido
como um processo continuo de formulagao, monitoramento e revisao de estratégias relaci-
onadas a ativos e passivos para alcangar os objetivos financeiros de uma organizacao, dada
a tolerancia ao risco desta empresa e outras restricoes. Narela Bajram e Mehmet Can
dizem, ainda, que as institui¢oes financeiras aplicam o ALM para garantir seus passivos
enquanto tentam alcangar lucro [Bajram and Can, 2013|.

Tem-se, entao, que a técnica de ALM é comumente utilizada por empresas em sua rotina,
sendo considerada a melhor pratica na gestao de riscos da companhia. Resumidamente,
no caso particular de planos previdenciarios, uma seguradora recebe as contribuicoes de
seus participantes e deve investir este recurso de forma a honrar seus compromissos no
futuro, respeitando as condigoes contratuais, suas politicas internas de gestao de risco e
demais restri¢oes regulamentares.

Do ponto de vista matematico, o ALM é formulado como um problema de otimizacao
estocastica, geralmente linear e com restrigdes que acoplam sucessivos passos de tempo. A
extensao do horizonte temporal considerado faz com que diferentes modelagems e técnicas
de resolucao tenham sido propostas na literatura, para lidar com a explosao dimensional
que resulta dos modelos multi-estagios que representam a incerteza como uma arvore de
Cenarios.

A contribuicao deste trabalho estd em uma nova modelagem, em dois estigios e com
janela rolante, com restri¢coes presentes satisfeitas para quase toda realizacao de incerteza,
e restricoes futuras satisfeitas com um nivel de probabilidade escolhido pelo usuério.
Resulta, assim, uma estratégia implementavel, obtida com baixo esfor¢o computacional.

2.1.1 Otimizacao Estocastica

Roy Kouwenberg e Stravos A. Zenios [Kouwenberg and Zenios, 2006 afirmam que a pro-
gramagao estocastica é uma ferramenta poderosa para problemas de ALM. Entretanto
ainda hé dificuldade de implantar este tipo de abordagem ao estudo de ALM de carteiras
de previdéncia até sua extingao, devido & longa duracao destas e ao fato da modelagem
estocéstica ser tao custosa computacionalmente. Davi Valladao em [Valladao, 2008] in-
forma que a programacao estocéastica permite um horizonte de planejamento de algumas
poucas décadas, enquanto que os passivos previdenciarios podem durar mais de cem anos.
Este é o principal motivo pelo qual neste trabalho sugere-se a utilizacao de restricoes
probabilisticas. Afinal, quanto mais um modelo tenta se aproximar da realidade, mais
dificil se torna fazé-lo praticavel através de uma implementagao numérica.
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Como mencionado acima, todos os modelos utilizados como referéncia utilizam otimi-
zagao linear estocastica multiestagio. Grande parte destes faz uso de modelos dindmicos
e com geragao de arvore de cenarios. Estes sao os pontos consensuais.

Dempster e outros, em |[Dempster et al., 2009], propoem uma otimizagao dindmica mul-
tiestagio cujas fungoes objetivo s@o maximizar a riqueza do fundo, minimizar o déficit
relativamente a riqueza alvo e minimizar as contribui¢oes. A incerteza é representada por
uma arvore de cenarios, para a qual utilizam métodos do tipo Monte Carlo para geracao
dos retornos dos ativos e pregos e os passivos de um plano de fundo de pensao em um
largo intervalo de condigdes economicas. O modelo e os exemplos mencionados abaixo

utilizam ferramentas do software STOCHASTICS™ [CSA, 2008)].

No estudo em referéncia, os fatores de risco econémicos e financeiros sao ajustados por
dados trimestrais em forma de cascata de 3 niveis: fatores macro; variaveis financeiras
ciclicas e estrutura a termo; e acoes, spreads de crédito e caAmbio. Os salarios crescem
de acordo com a idade e com a inflagao, que é estocéstica, logo os salarios sao cenério-
dependentes, e o fundo é rebalanceado trimestralmente. No artigo, aplicam este modelo
a dois casos:

e um fundo sub financiado, para o qual o horizonte de tempo é de 10 anos e sao
utilizados 3 (trés) estagios em que ha um rebalanceamento maior: em 2%, 5e 7%
anos, para os quais foram utilizadas 50 ramificagoes no instante inicial, 8 em 2% anos
edembde 7% anos, totalizando 6400 cenarios. Sao realizados dois exercicios, no
primeiro a contribuicao percentual do empregador varia entre 0% e 20% do total da
folha de pagamento, enquanto no segundo este pecentual é fixo em 12%. Os autores
informam que estes dois exercicios levaram, respectivamente 149s e 137s para serem
resolvidos utilizando um computador dual Xeon 3GHz.

e um fundo bem financiado, para o qual o horizonte de tempo é de 15 anos e sao
utilizados 4 (quatro) estégios em que ha um rebalanceamento maior: em 3, 6, 9 e
12 anos, para os quais foram utilizadas 50 ramificagoes no instante inicial, 8 em 3
anos e 4 em 6 e 2 para 9 e 12 anos, totalizando os mesmos 6400 cenarios. Também
sao realizados dois exercicios, no primeiro a contribuicao percentual do empregador
varia entre 0% e 20% do total da folha de pagamento, enquanto no segundo este
pecentual ¢ fixo em 7%. Para estes dois exercicios 0 mesmo computador levou,
respectivamente 362s e 333s para resolvé-los.

Em um outro estudo, [Germano and Sandrini, 2013] aplicam um modelo de otimizagao
dindmica estocéstica multiestagio com simulac¢ao por geragao de cenérios em arvore (sdo
gerados cenérios conjuntos para ativos e passivos, com trajetorias para agoes, moedas e
todos os passivos). Neste material, avaliam o fundo por 60 anos, rebalanceando em 1, 10,
20 e 60 anos. Este modelo é bastante similar ao apresentado a seguir, proposto por Guus
Boender em [Boender, 1997|, com excec¢ao de que este nao ¢ multiestagio, mas estatico.

Boender constréi seu modelo da seguinte forma: sao geradas milhares de alocacoes
aleatoriamente e avaliadas com respeito a taxa de contribuicao e ao risco de insolvéncia.
Assim, uma vez que este método hibrido otimiza sobre a alocagao de ativos inicial do
modelo de simulagao, fronteiras eficientes podem ser construidas levando em consideragao
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qualquer regra de decisao sobre as politicas de indexacao, de financiamento e de investi-
mento. Posteriormente, um pequeno subconjunto de alocagoes é selecionado, entre os de
melhor performance com relagao a fungao objetivo. Para cada elemento deste subconjunto
um algoritmo de busca local é rodado para identificar a alocacao 6tima. Trata-se de um
modelo hibrido de simulagao e otimizagao. Os cenarios do ambiente econémico sao gera-
dos usando a técnica de vetores auto-regressivos (VAR), bem como em |Valladao, 2008|.
Para cada cenério econdmico, os passivos sao determinados usando um modelo de Markov.
A caracteristica principal deste modelo estd na micro-simulagao feita para determinar o
futuro de cada participante individualmente. Em [Boender, 1997| o horizonte de tempo
do modelo alcangado na aplicagao do estudo é de 30 anos.

Kouwenberg, em [Kouwenberg, 2001], compara trés métodos de geragdo de cenarios
para um modelo de otimizagao muito similar ao de Boender, inclusive o cita em diversos
momentos. Os métodos sao de amostragem aleatéria, amostragem aleatoria ajustada e
ajuste das matrizes de média e covariancia. Em seu artigo, as incertezas sao modeladas
por um VAR, como em Boender e, para o primeiro método, os erros desta modelagem
sao amostrados aleatoriamente em ntmero igual ao nimero de nés da arvore de cenarios.
Para o segundo, assumindo-se um ntmero par de nés, sao amostradas um namero igual
a metade do nimero de noés e a outra metade é espelhada, ou seja, apresenta o mesmo
valor absoluto, mas sinal invertido. Neste caso as varidveis amostradas sofrem reescala
para que mantenham a variancia encontrada pelo VAR. No terceiro método, é construida
uma arvore que se ajuste aos primeiros momentos da distribui¢cao subjacente resolvendo
um problema nao linear.

As trés formas de geracao de cenarios em arvore sao testadas em uma aplicagdo com o
horizonte de 5 anos onde cada ano é um estagio e para o primeiro ano sao utilizadas 10
ramificagoes, 6 para o segundo e o terceiro, e 4 para o quarto e para o quinto, totalizando
5760 cenarios. Kouwenberg informa que para a amostragem aleatéria dos erros do VAR,
o tamanho do modelo formulado como um programa linear possui 24614 restri¢oes, 32100
variaveis e 96586 (0,012%) nao zeros na matriz de restrigoes, programado em linguagem
C. O tempo de solucao é 298 segundos.

O objetivo de seu modelo de ALM é minimizar a soma das taxas de contribuicao médias
enquanto levando em consideracao a aversao ao risco do fundo e seu estado no horizonte
de planejamento. A aversao ao risco é modelada com uma penalidade quadratica nos
déficits na fungao objetivo.

Com relagao a literatura nacional, dois estudos se destacam como referéncia. Demosthe-
nes Marques [Marques, 2012] apresenta um modelo de otimizagao estocéstica multiestagio
com arvore de cenéarios. Em sua aplicacao, avalia anualmente 30 anos futuros de um fundo
de pensao. Seu modelo é construido em trés blocos:

Bloco 1: sao inseridos limites gerenciais e regulatorios para alocacao em cada classe
de ativos. Com isso é feita a geragao de carteiras testadas e para cada carteira sao calcu-
lados os indicadores de performance.

Bloco 2: neste bloco esté o gerador de trajetorias estocasticas para o fluxo atuarial e
para a rentabilidade de cada classe de ativos. Com isso é feita a evolugao do patrimonio
do plano para a carteira escolhida, e para a trajetéria simulada dos retornos das classes
de ativos e do fluxo atuarial.
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Bloco 3: algoritmo de otimizacao estocastica e sele¢ao da carteira 6tima com base
nos indicadores de performance para retorno e/ou risco das carteiras geradas no Bloco 1.

Em sua aplicagao, foram geradas 1000 carteiras testadas e foram gerados 2000 cenarios
por carteira.

O modelo permite escolher entre seis fungoes objetivo, a maximizagao do: valor restante
da carteira (1 — média e 2 - 5° percentil); fator de solvéncia minimo, que é o quociente
entre o valor total da carteira de ativos e o valor presente do fluxo atuarial futuro (3 —
média e 4 - 5° percentil); e valor restante médio, sujeito a restri¢ao do fator de solvéncia
minimo (5 — médio e 6 - 5° percentil). Ao fim do 30° ano, o valor restante da carteira
deve ser suficiente para pagar todo o fluxo de compromissos dos proximos 90 anos, por
exemplo, para um plano de beneficios com um fluxo atuarial de 120 anos.

Demosthenes Marques escreve ainda que "A programacao estocastica pode ser utili-
zada em anélises financeiras porque a maioria dos fendmenos em financas varia de forma
aleatoria"|[Marques, 2012]. O modelo de Marques é programado em codigo SAS.

Davi Michel Valladao |Valladao, 2008] constréi um modelo de otimizagdo linear esto-
castica multiestagio com arvore de cenérios. Em sua visao, os modelos de ativos e passivos
para um fundo de pensao sao compostos por cinco grandes elementos:

e modelo de programagao estocastica;

e modelo estocastico para os fatores de risco econémico-financeiros;
e método para geracao de cenérios em arvore;

e modelo financeiro para os ativos e para os passivos; e

e método de medicao e controle do risco de equilibrio.

Em sua validacao, considera 20 anos de um fundo de pensao, em cinco estagios de
tamanhos distintos: 1, 1, 3, 5 e 10 anos, para os quais foram utilizadas 10 ramificagoes para
o 1° estagio, 6 para o 2° e 0 3°, e 4 para o 4° e para o 5°, totalizando 5760 cenérios, como
[Kouwenberg, 2001]. A geragao de cenarios é baseada no método de amostragem aleatoria
ajustada de Kouwenberg [Kouwenberg, 2001], citado acima, com algumas adaptagoes para
o contexto brasileiro. Em maiores detalhes, foram realizados trés exercicios:

e O exercicio 1 consiste na utilizacao do modelo para diferentes capitais iniciais a fim
de analisar suas probabilidades de underfunding e insolvéncia.

e O exercicio 2 consiste na analise da alocagao inicial 6tima variando o capital inicial.
Um estudo de sensibilidade ¢ feito retirando a restricao que limita o investimento
em renda variavel.

e O exercicio 3 consiste na analise detalhada de um exemplo com o capital inicial fixo

(de R$ 4.200.000,00).
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No modelo apresentado no presente estudo, o portfolio inicial e a alocacao inicial nao
sao variaveis de decisao, e sim input do modelo. Portanto todas as anélises foram feitas
com o montante inicial minimo que garantisse que o conjunto viavel do problema era
nao vazio. A probabilidade de insolvéncia, por sua vez, esti diretamente relacionada ao
parametro de aversao ao risco €, conforme seréd visto no capitulo 3. Isto posto, em uma
analise comparativa do exercicio 1 realizado por Davi Valladao, pode-se dizer que foi feita
uma avaliagao oposta, para a qual variou-se a probabilidade de insolvéncia e observou-se
o comportamento do montante no portfolio inicial para cada uma destas probabilidades.
Estes resultados sao apresentados no capitulo 6.

Pelo mesmo motivo, neste estudo nao foi feita uma analise similar ao exercicio 2, inclu-
sive o modelo proposto nao prevé aplicacao em investimentos de renda variavel.

Durante todo o capitulo 6 sao apresentadas as anélises dos resultados do modelo pro-
posto, para na secao 6.5, divulgar as estratégias 6étimas encontradas.

Na contramao de todos os modelos apresentados acima, que propéem o ALM como uma
ferramenta das organizagoes que possuem obrigacoes futuras a cumprir e, ainda assim, de-
sejam alcangar um determinado nivel de lucro controlando os riscos, [Consigli et al., 2012]
sugerem um modelo de ALM para o planejamento individual de aposentadoria. Olhando
pelo ponto de vista do individuo, este artigo apresenta como alternativa trés classes de
investimentos (fundos de pensao, produtos unit-linked — produto voltado para a fase de
acumulagao, que pode terminar coma aquisi¢ao de uma lump-sum -, e anuidades vitalicias
variaveis) e otimiza de acordo com o rendimento desejado de aposentadoria. Da mesma
maneira, entretanto, é feita uma programacao estocastica multiestagio com geracao de
cenarios em arvore, via Monte Carlo. O modelo foi desenvolvido para que a empresa
seguradora Allianz pudesse oferecé-la como ferramenta para potenciais clientes, na hora
de escolher dentre diferentes perfis de plano de previdéncia.

Na aplicacao do modelo, sao feitos trés estudos de caso com trés perfis distintos de
individuos: um homem de 55 anos, com bom cargo, familia, e apenas 10 anos antes de
se aposentar; um homem de 30 anos, sem famfilia, faltando 35 anos para aposentadoria; e
uma mulher de 30 anos, com uma posi¢ao financeira mais simples que pretende comprar
uma casa em 8 anos e 30 anos para a aposentadoria. Nos 3 exercicios sao utilizados 9
estagios, a diferenca esta no tamanho destes estagios para cada um dos 3 indviduos, bem
como o horizonte de otimizacao. Cada um dos 9 estagios possui a seguinte quantidade de
ramificacoes: 4, 4, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, totalizando 1024 cenarios ao fim do 9° estagio. Neste
modelo, o objetivo é minimizar o expected shortfall - esperanca condicional dado que esta
abaixo do alvo - da riqueza alcancgada ao final do horizonte, momento da aposentadoria.

Também vale ser mencionado o caso de sucesso do modelo de ALM para a seguradora
Yasuda Fire and Marine Insurance Company [Carino and Ziemba, 1998, Carino et al., 1998|,
estudo amplamente referenciado nos modelos mencionados neste capitulo. Ele possui o
diferencial de tratar de toda a empresa em um mesmo modelo, ao invés de avaliar um
plano ou um produto, tratando, desta forma, de restricoes mais complexas e considerando
relacoes entre todas as classes de ativos. O modelo é um programa estocastico linear mul-
tiestagio e trabalha com um horizonte de 5 anos com os 5 estagios: inicializacao, primeiro
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trimestre, restante do primeiro ano, segundo ano e terceiro ao quinto anos. O ntmero de
cenarios para cada estagio é, respectivamente, 8, 4, 4, 2, 1, gerando um total de 256 cena-
rios. O objetivo do programa é maximizar os lucros de longo prazo esperados, subtraido
de penalidades esperadas por violagoes de restrigoes.

Por fim, cita-se um modelo que utiliza restrigoes probabilisticas integradas para a so-
lugdo do problema de ALM.

A intengao de introduzir restrigoes probabilisticas integradas em [Haneveld et al., 2010]
foi modelar a incerteza de curto prazo, que é definida como: com alto nivel de confianca,
o nivel de financiamento (definido como a razao entre ativos e passivos) no ano seguinte
deve estar pelo menos no nivel estipulado pelo regulador. No médio prazo, visto sobre
alguns anos, o nivel de financiamento pode ficar baixo ocasionalmente, mas se isto ocorrer
com muita frequéncia ou o nivel ficar muito baixo, alguma medida reparadora deve ser
tomada. No longo prazo, finalmente, a solvéncia do plano fechado de previdéncia deve
ser suficientemente alta.

Em sua ilustracao numérica, aplica o modelo em um horizonte de 3 anos, com estagios
anuais com 10 cenarios cada um, totalizando 1000 cenérios. A utilizagdo de cenérios é
feita no tempo presente, enquanto os autores utilizam as restrigoes probabilisticas inte-
gradas para o tempo futuro. Desta forma o presente tem a referéncia de qual o cenario
ocorrido e as restrigoes futuras sao condicionadas a este. No modelo proposto no presente
estudo, considera-se que no tempo presente o passivo realizado corresponde ao seu valor
esperado, enquanto que as restrigoes probabilisticas, assim como no modelo supracitado,
sao consideradas para o tempo futuro. O modelo nao utiliza janela rolante para definir a
estratégia de investimento.

Os resultados numéricos foram obtidos usando o sistema de gerenciamento de modelo
SLP-IOR [Kall and Mayer, 1996] e foram feitos dois exercicios. Inicialmente foi resolvido
o modelo de ALM sem restri¢gdes probabilisticas integradas. Em sequéncia foi resolvido o
problema incluindo as restri¢oes probabilisticas integradas restringindo o expected shortfall
para t=1 a diversos valores do parametro 3 e com p® = 0,001 e o = 1, 05.

Willen Haneveld e Maarten van der Vlerk, desta vez com Sibrand Drijver, possuem
também um estudo anterior, de 2000, de ALM utilizando programacao estocastica inteira
mista multiestdgio em que também explicam o uso de restri¢oes probabilisticas. Estes tra-
balhos, bem como [Kouwenberg, 2001], informam como referéncia o modelo apresentado
por Dert (1995) de ALM programacao multiestagio utilizando restrigdes probabilisticas.

2.1.2 Restricoes, incerteza e variaveis de decisao

Sobre os modelos considerados na segao 2.1.1 acima, serao apresentadas brevemente al-
gumas variaveis consideradas na modelagem de cada programa de otimizacao.

Voltando a Dempster e outros, [Dempster et al., 2009], com base em seu objetivo de
maximizar a riqueza do fundo, minimizar o déficit relativamente a riqueza alvo e minimizar
as contribui¢oes do empregador, este modelo considera o percentual de contribuicao pago
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pelo empregador como uma variavel de decisao. Cada um destes termos da fungao objetivo
é ponderado por um parametro. Para definir os pesos, dado que cada termo depende
de varidveis que, apesar da mesma unidade, apresentam tamanhos distintos, o autor
considerou que o parametro atrelado ao déficit deveria ser muito maior do que o atrelado
ao excedente, uma vez que aquele é muito mais indesejado, nao que o excedente seja um
beneficio. Esta foi uma consideracao feita no presente estudo pois, como sera apresentado
no capitulo 3, os parametros relacionados as variaveis de folga introduzidas para garantir
recurso completo podem ser definidos com valores distintos.

Como entradas para a geracao de cenarios, sao considerados o PIB da Uniao Europeia e
inflacao para os ativos, e para os passivos o nimero de participantes e o custo de aquisi¢ao
do beneficio hoje e no futuro, que dependem do salario final e das taxas de juros. Desta
forma, a fonte de incerteza esté na estrutura a termo de taxas de juros, no prego de ativos,
no salario dos participantes - pois a contribuicao ¢ um percentual do salario e o beneficio
¢é funcao do tdltimo salario -, e na anuidade - que também ¢é cenario dependente por causa
da estrutura a termo da taxa de juros. O total de passivos também é cenario dependente,
uma vez que é o valor presente de todos os pagamentos futuros esperados.

Sao restrigoes de fluxo de caixa do modelo supracitado:

e 0 caixa ¢ igual ao caixa do tempo anterior, capitalizado, somado ao recebimento de
contribuicoes e vendas de ativos e subtraidas as compras de ativos e pagamento de
beneficios;

e 0 montante em ativos ¢ igual ao montante no periodo anterior capitalizado somado
as compras e subtraidas as vendas;

e a riqueza total do fundo é o somatorio de todos os ativos;

a taxa de contribui¢ao do empregador é limitada inferior e superiormente;

e nao é permitido short-selling; e

o caixa deve ser sempre positivo.

Pode-se dizer que nao hé diferenga significativa entre os modelos apresentados na se¢ao
2.1.1 anterior, com relagao as variaveis de decisao, restrigcoes e incerteza, cada um em
sua esséncia compartilha os mesmos pontos principais, entretanto alguns detalhes valem
a pena ser expostos.

Germano e Sandrini [Germano and Sandrini, 2013|, por exemplo, possuem como restri-
Ca0 a aversao ao risco e apresentam como parametros:

e nivel de financiamento anual acima de 100%;
e passivos sao assumidos crescer a taxa fixa de 3,5%;
e necessidades dos clientes como:

— exposicao a titulos imobiliarios e agoes privadas sao consideradas fixas (e ava-
liadas a valor contéabil);
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— os investimentos diretos em renda fixa sao mantidos até o vencimento e expo-
sicao fixa avaliada a valor contébil;

— os investimentos diretos em renda fixa sao resumidos como uma segregacao
entre maturidade, cupom médio e rating; e

— os passivos devem ser descontados usando a estrutura a termo corporativa
europeia AA.

Em Boender [Boender, 1997], sao fontes de incerteza para o modelo:

e caminhos crescentes estado-dependentes dinamicos de agoes;

duration do portfélio de renda fixa;

alavancagem, hedging de riscos cambiais, e estratégias de derivativos;

flutuagoes permitidas das taxas de contribuicao;

nivel de financiamento; e

indexacao dos passivos.

Na aplicacao do estudo de Boender, o modelo VAR gerou 750 cenarios econémicos para:
precos, salarios, acoes, titulos e imobiliario.

Kouwenberg [Kouwenberg, 2001] gera cenérios para as mesmas classes acima, conside-
rando que estas auxiliam na determinacao do valor futuro dos ativos e passivos. Considera,
também, empréstimos mas, para diminuir o niimero de variaveis, em sua aplicacao fixa
esta variavel em zero. Além disso, seu modelo faz a mensuracao de déficits e riqueza final.
Toda vez que, ao final do ano, a taxa de financiamento esté abaixo do limite minimo, os
déficits sao medidos e penalizados no objetivo, descrito na subsecao 2.1.1 anterior.

Marques considera em seu modelo limites maximos, gerenciais e regulatorios, e limites
minimos gerenciais para cada classe de investimentos. As varidveis de decisdo para a
otimizacao sao o valor mantido, valor vendido e valor comprado para cada classe de
ativos, a cada tempo, assim como [Valladao, 2008|.

Sao fontes de incerteza o indice de pregos (INPC), a taxa SELIC, o Ibovespa, os retornos
de cada classe de ativos e o fluxo atuarial (apenas pelo INPC) e sdo também algumas das
entradas do modelo, assim como a alocacao atual do plano em cada classe de ativos, fluxo
real (ndo nominal) de passivo da carteira atual até sua extingao (projecao deterministica),
matriz de correlacao entre os retornos das classes de ativos (entre si e entre eles e o fluxo
de passivos estocastico), fluxos de recebiveis (vencimentos e cupons de titulos publicos,
por exemplo) e de investimentos nominais para cada classe de ativos, proporgao de ativos
liquidos por classe de ativos, fluxo de despesas de manutencao e limites minimos e méximos
para macroalocacao em cada classe de ativos.

Adicionalmente, sao indicadores de performance, mas nao fun¢des objetivo, o indice de
liquidez (quociente entre o valor total de ativos de curto prazo e o passivo no horizonte
de 1 ano) e probabilidade de gap (probabilidade de o total de ativos da institui¢do nao
ser suficiente para honrar os compromissos atuariais) [Marques, 2012].
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Em destaque, apresentam-se abaixo restrigoes, fatores de incerteza e alguns parametros
para o modelo de Valladao [Valladao, 2008|.

Restrigoes:

e de balango: determina a evolugao da riqueza do fundo ao longo do tempo. O valor
total dos ativos no instante t-+1 serda o total em t rentabilizado e, em seguida,
subtraido dos passivos liquidos do fundo. Para o tltimo periodo verifica-se se esta
diferenga é positiva (superavit) ou negativa (déficit).

e de inventario de ativos: especifica que o valor investido em um ativo em t+1 sera
o valor investido em t rentabilizado, somado as compras e subtraido as vendas do
mesmo ativo em t+1.

e de maximo de alocac¢do em agoes (regulatoria).

e de liquidez: incluida para evitar que o gestor do fundo possa comprar ou vender
uma quantidade de titulos maior que a capacidade do mercado, estes parametros
de capacidade sao escolhidos de acordo com a opiniao e a sensibilidade do gestor do
fundo.

Da maneira similar, no modelo proposto no presente estudo, as duas primeiras restri¢oes
acima também sao estipuladas, com apenas algumas diferencas: a restricao de balanco
inclui o recebimento de cupom pago pelos titulos piiblicos e a restricao de inventario de
ativos nao apresenta a variavel de compra, pois esta nao foi incorporada neste modelo,
como sera discutido no capitulo 7. A formulacao detalhada destas restrigoes esta disposta
no capitulo 3, secao 3.1.

As variaveis de decisao sdo as mesmas que em |[Marques, 2012], mas com a inclusao da
previsao de empréstimos, assim como [Consigli et al., 2012|. J& a incerteza se apresenta
em:

e ativos: Crescimento do PIB, variagao dos alugueis, variagao do IGP-M, CDI, vari-
acao do Ibovespa.

e passivo: probabilidade de morte. Os fluxos sao informados reais, atualizados pela
inflacao acumulada da arvore de possibilidades para serem posteriormente utilizados
como fatores de risco do modelo de programacao estocastica.

e parametros estocasticos: fluxo de caixa nominal do passivo, retorno de cada ativo.

Como sera disposto no capitulo 3, neste estudo a incerteza encontra-se apenas no passivo,
para o qual os fluxos também sao informados reais, isto é, sem considerar a inflacao,
entretanto todo o estudo segue pela anélise de fluxos reais.

Sao considerados também os parametros:

e variaveis de estado: valor alocado em cada ativo; max (0, riqueza - requisito de
capital); e max (0,requisito de capital — riqueza).
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e parametros deterministicos: penalizagao por uma riqueza final menor que o requisito
de capital, bonificacao por uma riqueza final maior que o requisito de capital, spread
da taxa de empréstimo sobre o juros, percentual maximo de agoes no porfélio, custo
de transacao, capacidade maxima de compra de cada ativo, capacidade méaxima de
venda de cada ativo, valor alocado em cada ativo antes da primeira decisao, requisito
de capital.

Apesar de se tratar de um estudo distinto dos demais, [Consigli et al., 2012| exibe as
mesmas consideragoes feitas nos modelos anteriormente expostos, apresentando um pro-
cesso de riqueza que se desenvolve de acordo com os retornos acumulados dos investimen-
tos, a renda do individuo, o custo de vida ajustado pela inflacao, consumo intermediario
e investimentos alvo.

A modelagem por restrigdes probabilisticas integradas de |[Haneveld et al., 2010] nao
apresenta novidades com relacao as variaveis de decisao, restricoes e incerteza, o tinico
ponto de destaque esta na énfase que os autores dao as contribui¢oes reparadoras feitas
pela empresa patrocinadora do plano, caso o nivel de financiamento fique abaixo do de-
sejado. Desta forma o montante total de ativos a cada tempo leva em consideracao estas
possiveis entradas de dinheiro reparadoras caso o cenario seja desfavoravel.

2.2 Restricoes probabilisticas

A principal contribuicao deste trabalho estd no tratamento da incerteza no problema
de otimizagao através de restrigoes probabilisticas em um modelo de dois estagios com
janela rolante, formulando, desta forma, uma variacao dos problemas apresentados na
secao anterior 2.1.

Para tanto, nesta secao sera explanada a parte tedrica desta construcao, que foi in-
teiramente baseada em dois materiais de René Henrion [Henrion, 2010, Henrion, 2004].
Em [Henrion, 2010], o autor define os problemas de otimizagao com restrigoes aleatorias

CcOomo: )
{ min f (@) (2.2.1)
sa. g(r,§) >0

Onde:

e 1 é o vetor de decisao;
e ¢ ¢ um vetor aleatorio;
e f ¢é o objetivo convexo; e

e ¢ ¢ o mapeamento concavo de restrigoes.

O autor apresenta também trés formulagoes deterministicas deste tipo de problema:
pelo valor esperado, pelo pior cenério e através de restrigoes probabilisticas. O primeiro
formato apresenta, como ponto negativo, solugoes nao robustas, ja o segundo, de maneira
oposta, apresenta solugoes absolutamente robustas, entretanto as solugoes sao extrema-
mente custosas ou nao viaveis. Em contrapartida, as restrigoes probabilisticas apresentam
solucoes robustas e nao tao custosas. Deste modo, ainda de acordo com René Henrion, o
problema (2.2.1) toma a seguinte forma:
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{ min /() (2.2.2)

sa. Plg(@,6)>0)>p pef{0,1)

Se g é linear em &, entao a restricao probabilistica é chamada de linear.

Existem dois tipos de restri¢oes probabilisticas lineares: os modelos separaveis e os
modelos bilineares. No modelo separével, utilizado neste estudo, a restrigao de (2.2.2)
pode ser reescrita como:

P(h(z) > AE) > p (2.2.3)
para uma fungao concava h.

Considerando-se que & possui distribuigao Normal, isto ¢ & ~ N(u;0?), e se as linhas
de A sao linearmente independentes, entao sabemos que A¢ ~ N(Ap; A%0?) e que (2.2.3)
equivale a:

h(x) > Ap + Aog, (2.2.4)

onde ¢, é o p-ésimo quantil da distribui¢ao Normal padrao.

Na equagdo (2.2.4) acima, o termo Aog, pode ser entendido como uma margem de
seguranca para os desvios aleatorios de £ em relagao & média Apu.

A hipostese de independéncia linear das filas de A significa que as restrigoes proba-
bilisticas sao formuladas separadamente para cada componente de h. Uma versao mais
realista do problema seria trabalhar com restri¢oes conjuntas, entretanto, devido ao es-
for¢o computacional requerido, para o presente estudo escolheu-se nao trabalhar com este
tipo de estrutura, que envolve calculos mais complexos de correlagoes e impossibilita a
utilizagao de quantis.

O estudo de Haneveld [Haneveld et al., 2010] citado na segao 2.1.1 aplica a teoria de res-
tri¢oes probabilisticas da seguinte forma. Denota-se por F; o nivel de financiamento
do fundo logo antes de uma possivel contribuicao reparadora da empresa patrocinadora
do plano a proporcao entre ativos logo antes de uma possivel contribuicao reparadora da
empresa patrocinadora do plano A}, | e passivos L. A, e L, sao ambos quantida-
des aleatorias por dependerem de parametros aleatérios como a rentabilidade dos ativos
e também das decisoes presentes z;y onde s é uma das possiveis realiza¢oes do presente.
O modelo proposto parte das restrigoes probabilisticas para chegar as restricoes probabi-
listicas integradas, como abaixo:

P(Ft:—l 2 « ’ (t,S)) 2 Vs

onde « é o nivel minimo de financiamento, 7; é o nivel de confianca. Uma formulacao
equivalente é:

IP)(AZ—I—I — aLt+1 Z O | (t, S)) Z 7757
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De forma a simplificar a notacao e demonstrar as relagoes desejadas, Haneveld utiliza
a representacao genérica de restrigao probabilistica individual abaixo:

P(Bx —d=>0]|(ts)) =2,
onde x é o vetor de decisoes e o vetor B e o escalar d sao ambos parametros aleatorios.

Assuma que (B, d) seguem uma distribuigao discreta finita com realizagoes (B*,d*) e
probabilidades correspondentes p®. Entao a restricao probabilistica pode ser representada
por restrigoes lineares, como a seguir:

Br+6°M >d°, s€S

Pt <1—7,
seS

9° € {0, 1}, sesS

onde M é um numero suficientemente grande. O autor pede que note-se que esta formu-
lagao necessariamente utiliza variaveis binarias 6°, s € S, para indicar realizagdes (B®, d®)
que sao desfavoraveis, por exemplo que resultem em subfinanciamento no modelo de ALM.
Afirma ainda que, para problemas envolvendo variaveis de decisao binarias, uma aproxi-
macao natural é relaxar as restri¢oes de integralidade e resolver o relaxamento resultante.
Em seu caso, tal relaxamento transforma a representacao da restri¢cao probabilistica em
um sistema de restrigoes lineares em variaveis continuas, equivalente a:

Br+y*>d*, se€S
Yy < B (2.2.5)

sesS
y® >0, seS

onde o parametro 3 é nao negativo. Pelo primeiro conjunto de desigualdades, para cada
s a variavel ndo negativa y® ndo é menor que déficit (B°z —d*)~, onde (a)~ = max{—a,0}
é a parte negativa de a € R. A desigualdade seguinte insere um limite superior § no
expected shortfall. Isto é, o sistema (2.2.5) é equivalente a:

> p(Bz—d)T < B,
SES

. E[(B*z — d*)7] < B, (2.2.6)

com E denotando o valor esperado com respeito a distribuigao de (B, d). Tais restri¢oes,
limitando um ezpected shortfall, foram denominadas de retri¢goes probabilisticas integradas
por Klein Haneveld (1986). Remete-se a equagao (2.2.3), para a definicdo das restrigdes
probabilisticas separaveis.

Restrigdes probabilisticas integradas, como a equagao (2.2.6), correspondem no caso
separavel a uma restricao

E[max(h(z), A)] = p,

sendo que

Elmax(h(z), A)] = h(z)P[AL < h(z)] + E[AL : A > h(2)P[AE > h(z)].
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Retornando & notagao do modelo de Haneveld, conclui-se que a restricao probabilistica
integrada é dada por:

E[(A7 — aLi)” | (& 8)] < Br.
2.2.1 Aspectos Estruturais

René Henrion afirma em |[Henrion, 2010] que a informagao a respeito das propriedades
estruturais da func¢ao de probabilidade (2.2.7)

p(z) == P(g(z,£) > 0) (2.2.7)

e do conjunto de decisoes viaveis induzido (2.2.8)
M:={xeR"|p(x)>p)} (2.2.8)
¢ essencial para o desenho dos algoritmos.

Proposicao 1. (Semicontinuidade superior, fechamento - USC) Suponha que em (2.2.7)
as componentes g; sao semicontinuas superiormente, entao ¢ também € superiormente
semicontinua. Logo, o conjunto M em (2.2.8) é fechado.

Nenhuma propriedade além da semincontinuidade superior é evidente.

Como antes, seja (2.2.7)

Proposicao 2. (Raik, 1971) Se as componentes g; sao continuas e, adicionalmente,

P(g;(z,&) =0) = 0 para todo i € {1,...,s},

entao @ também serd continua.

2.2.2 Convexidade e Estabilidade

Ainda de acordo com René Henrion, a convexidade é uma questao basica para a teoria
(estrutura e estabilidade) e algoritmos (convergéncia em rela¢ao a solugoes globais) em
qualquer problema de otimizacao. Em sua opiniao, em programacao probabilistica, a
primeira questao que alguém poderia lidar é a convexidade do conjunto viavel definido,
digamos, por uma restricao probabilistica bastante simples do tipo:

{z |P(§ <) 2p} ={z| Fe(z) = p} (2.2.9)
Onde F; denota a fungao de distribuicao acumulada da variavel &.

E sabido que tal conjunto é convexo se F¢ é¢ uma fungao quase-concava. Apesar das
funcoes de distribuicao nao poderem ser jamais concavas ou convexas, muitas delas sao
quase-concavas. Entretanto, para fins algoritmicos, é frequentemente desejavel saber que
a fungao definindo uma restricao de desigualdade do tipo ">"nao é apenas quase-concava,

mas sim concava. Como dito acima, isso néo é verdade para desigualdades do tipo (2.2.9),
entretanto, uma transformacao conveniente fara com que seja.
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Desta forma, se existe uma fungao monétona ¢ : Ry — R tal que ¢ o F¢ é concava,
entao:

Fe(h(z)) 2 p & @(Fe(h(z))) = ¢(p)
De fato, tem-se que a maior parte, mas nao todas, das distribui¢bes mais usuais é log-
concava.

Finalmente, ¢ o F¢ o h é concava se os componentes h; sao concavos.

Henrion afirma que a chave para verificar esta propriedade nao trivial para a funcao de
distribuicao ¢ verificar a mesma propriedade de log-concavidade para a densidade de Fr.
Alega que esta ultima tarefa é, em geral, simples.

Teorema 1. (Prékopa, 1973) Log-concavidade da densidade implica em log-concavidade

da funcao de distribuicao.

Desta maneira, quando F¢ é log-concava (2.2.9) pode ser equivalentemente reescrita
como uma restrigdo de desigualdade concava usando como fungao ¢ o logaritmo {z |

log(Fe(z)) > log(p)}-

Corolario 1. (Convezidade no modelo separdvel) Considere o conjunto vidvel

M = {z € R" | P(A¢ < h(z)) > p}.

Seja fe a densidade de € tal que log(fe) € concavo e as componentes da fungao h concavas
(por exemplo, h linear). Entao M €é convexo para qualquer p € [0,1].

A demonstragao do Teorema de Prékopa pode ser encontrada em [Prékopa, 1973].

Henrion declara que uma questao desafiadora com importancia tanto para os algoritmos
quanto para a estabilidade é caracterizar concavidade forte das log funcoes de distribuicao.

Seja o problema de otimizacao:

min{f(z) | = € C,P(¢ < Az) > p)}. (2.2.10)

E o conjunto de mapeamento das solugoes:
U(n) :=argmin{ f(z) |z € C,P(n < Az) > p)} (2.2.11)
Entao:
Teorema 2. (R.H./W.Romisch, 2004) Supondo que em (2.2.10) e (2.2.11)

e f convexa, C convezo, fechado, & possui densidade log-concava
e U(n) nao vazio e limitado
e dx € C: P(§ < Ax) > p) Entao ¥ é semicontinuo superior em &:

U(n) CY(E) +eB para sup | Fe(z) — F,(2) |< 6

z€RS

Se, adicionalmente,
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e f ¢ convexo-quadrdtica, C poliedro
e & possui funcao de distribuicao fortemente log-concava

Entao V € localmente Hausdorff-Holder continua em &:

z€RSs

draus(U (1), U(E)) < L\/sup | Fe(2) — Fy(2) |

(localmente em torno de §)

A demonstracao do Teorema acima pode ser encontrada em [Henrion and Rémisch, 2004].

2.3 Conclusao

Concluindo, nos modelos de programagao estocéstica, geralmente assume-se que a dis-
tribuicao de probabilidade do parametro aleatorio é conhecida. Na pratica, entretanto,
este nao costuma ser o caso e ha a necessidade de aproximar esta distribuicao através
de estimacao ou empiricamente. A maior preocupacao é se, ao solucionar o problema
através desta aproximacao que, obviamente, oferece resultados que diferem daqueles do
"problema real", pequenos erros de aproximacao podem levar a grandes desvios entre
solugoes. Por este motivo, é fundamental dispor de resultados de estabilidade como no
Teorema 2.

De acordo com o exposto nas Segoes 2.1 e 2.2 anteriores, pode-se evidenciar a dife-
renca entre a abordagem estocastica e a abordagem através de restricoes probabilisticas.
Em resumo, a programacao estocastica trabalha com arvores de cenarios, que represen-
tam uma discretizacao do processo estocastico considerado. Por sua vez, a otimizacgao
probabilistica lida diretamente com distribui¢oes de probabilidade, sem discretizacao se
a incerteza segue uma lei conhecida. Este é o caso considerado neste trabalho, onde, a
partir de trés expectativas futuras do estado da economia, sao consideradas variagdes ou
ruidos gaussianos.



Capitulo 3

Modelo proposto

A abordagem utilizada neste trabalho define a estratégia de alocagao através da otimizagao
probabilistica cuja teoria foi apresentada na secao 2.2. Como as restri¢oes probabilisticas
sao estaticas, para definir uma estratégia nao antecipativa e implementavel propoe-se um
modelo estruturado na forma de janela rolante, explicado abaixo.

Dado um horizonte temporal de T" anos, o modelo resolve T'—1 problemas de otimizacao
em sequéncia, chamados de problemay.

Para t = 2,3,...,T, o problema; considera T — t + 1 passos de tempo, separados em
estagio presente e estagio futuro, conforme explicado a seguir:

1. primeiro estagio: envolve decisdes no tempo t (tempo presente), com restrigoes a
serem satisfeitas de modo deterministico;

2. segundo estagio: envolve decisoes futuras, para 7 =t + 1,...,T, com restricoes a
serem satisfeitas de modo probabilistico;

Fazendo variar t = 2,...,T e resolvendo os sucessivos problema, se obtém uma estra-
tégia de gestao dinamica que é nao antecipativa.

Para as restrigoes probabilisticas, existem 3 (trés) expectativas futuras do estado da
economia, que sao independentes entre si, a partir das quais serao gerados cenarios para
os passivos usando uma distribuicao Normal. Desta forma, frisa-se que para este estudo
a incerteza do modelo esta presente apenas nos passivos. Estas trés expectativas futuras
da economia serao discutidas e apresentadas no capitulo 5, enquanto a modelagem dos

cenarios se encontra mais abaixo, na segao 3.3.

Para o tomador de decisao, a pessoa responsavel pelo cumprimento da politica de
investimentos da seguradora, por exemplo, é interessante obter estratégias de investimento
6timas para cada uma das trés expectativas futuras da economia, pois desta forma ele pode
escolher qual prefere utilizar e até mesmo combinar as estratégias, se assim o desejar. Por
este motivo se resolvem trés problemas ALM separados, do mesmo tipo e com o mecanismo
explicado nos items 1. e 2. acima, para cada um dos trés estados futuros da economia
gerando entao, como resultado do ALM, trés estratégias 6étimas, uma para cada estado.

23
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Pode-se verificar que, como os estudos referenciados na secao 2.1, a estratégia de gestao
¢ dindmica e nao antecipativa, onde a cada ano ¢é reavaliada a alocagao 6tima para proteger
os passivos futuros. Adicionalmente, o modelo que sera apresentado nas proximas secoes
possui dois pontos diferenciais com relacao a estes mesmos estudos referenciados, sao eles
a janela rolante envolvida no processo de otimizacao e a precificacao dos ativos.

Devido ao uso das restricoes probabilisticas é possivel avaliar o plano previdenciério
até sua total extinga@o e, por considerar que as seguradoras sao empresas conservadoras,
o modelo prevé apenas titulos publicos de emissao do Tesouro Nacional para aplicagao.
Estes dois pontos serao detalhados na secao 3.1 abaixo.

Isto posto, como mencionado acima, o presente capitulo estd organizado da seguinte
forma: na secao 3.1 sera descrito o modelo proposto, e apresentadas todas as variaveis en-
volvidas; na se¢ao 3.2 seré explanada como foi tratada a precificagao dos ativos disponiveis
no modelo e na secao 3.3 sera descrita a modelagem da incerteza nos passivos.

3.1 Estrutura do problema e descricao das variaveis

Demosthenes Marques [Marques, 2012] cita em seu trabalho que no caso de planos de
beneficios previdenciarios, o processo de otimizacao depende de uma série de restrigoes:

e 0 portfolio atual e sua alocagao;

falta de mobilidade de alguns ativos de investimento;

e cnquadramentos legais;

a maturidade do plano de beneficio;

duragao e liquidez dos investimentos disponiveis no mercado;
e risco e fluxo de caixa atuarial do passivo;
Sendo assim, neste modelo, estas restrigoes sao caracterizadas adiante pelas equacoes de

(3.1.1) a (3.1.5).

O portfolio atual é definido como o montante investido em ativos somado ao dinheiro
em caixa. Esta relacdo pode ser vista abaixo em (3.1.1).

Pt :pt/At+Ct7 (311)

onde p; é o vetor das quantidades alocadas em cada titulo, A; sao os precos dos ativos
disponiveis e ¢; ¢ o montante de dinheiro em caixa: p;,A; € R", ¢; € R dos n ativos.

O montante do portfélio, definido acima, também evolui recursivamente como formu-
lado na equacao (3.1.2) que, em palavras, define que o portfolio cresce com o recebimento
de cupom e decresce por pagamento de passivos e também varia de acordo com o prego dos
ativos da carteira. Nao sao considerados custos de transacao e, por se tratar de operacoes
apenas de titulos publicos, esta simplificagao nao é significativa.

Pt:Pt_l—Ot+It+G.P15, (312)
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onde O € RT ¢ o fluxo de passivos da seguradora, ja reduzido pelas contribuicdes futuras
estimadas dos participantes do plano, I € RT ¢ o montante pago em cupons pelos titulos
do portfélio e GP; € R representa a varia¢ao no preco unitario dos ativos como na equagao
(3.1.3).

GPt = pt_ll(At - At—l) (313)

O montante em caixa varia ao longo do tempo de acordo com o saldo entre entradas de
dinheiro, ocasionadas por vencimento ou venda de titulos (V;) e recebimento de cupons, e
saidas de dinheiro através do pagamento de passivos, como pode ser observado na equagao
(3.1.4).

Ct = Ct—1 — Ot + ‘/;5 + -[t' (314)

Por sua vez, o vetor de quantidades alocadas, p;, evolui no tempo através da equacao
(3.1.5), em funcao das vendas, vencimentos e variagao no preco dos titulos.

peAs = pra A — Vi + G (3.1.5)

A falta de mobilidade dos ativos, segunda restricao listada por Marques, esté inserida neste
modelo através do fato de todos os ativos previstos possuirem duas marcagoes possiveis,
a mercado e a vencimento. Como apresentado no capitulo 1, a marcagao a vencimento
implica que os titulos com esta marcacao nao podem ser vendidos.

Os enquadramentos legais, por sua vez, nao sao uma preocupagao pois, neste trabalho
considera-se que a seguradora em questao é conservadora e, portanto, s6 utiliza em sua
carteira de ativos garantidores titulos publicos de emissao do Tesouro Nacional. De acordo
com a Resolugdo CMN N° 3308/2005, é permitido alocar 100% dos ativos garantidores
nesta classe de ativos, nao existindo, desta forma, limite maximo de investimento.

Como mencionado na introducao deste trabalho, um dos motivadores do estudo esta
no fato de que, para a grande maioria dos casos, os ativos possuem uma duracao inferior
a duragao dos passivos de previdéncia, mesmo para uma carteira relativamente madura.
Assim sendo, o montante inicial do portfélio deve ser suficiente para arcar com os passivos
futuros levando em considera¢ao que (possivelmente) nas altimas décadas do horizonte
temporal da carteira, todo o dinheiro estara somente em caixa. O risco, por fim, é
introduzido na parcela referente ao fluxo futuro do passivo, como sera explicado ainda
neste capitulo.

Levando todo o exposto em consideracao, a excecao da incerteza, uma primeira versao
do modelo deterministico relaciona as varidveis introduzidas acima da seguinte forma:
Para uma determinada expectativa futura da economia fixa e parat = 2, ..., 7T resolve-se
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o t-ésimo problema:

( max Pr
aeRn(T—t+1)
s.a. a= (o, a,:T=t+1,...,7T)
E,—0,=0
P=p/A + ¢
E,—0,=0 T=t+1,...,T
P.=p/ A +c; T=t+1,...,T - (3.1.6)
P>0
c>0
0<a<1
p{HtM}, = p{HtM}, t#n
\ p{HtM}, = p{HtM}, T#N

Onde:
e Pr é o valor do portfélio no tempo final;

O € RT é como definido em 3.1.2. Este dado depende da expectativa futura da
economia;

E =14V éo fluxo de entradas, onde I é definido coomo em 3.1.2 e V em 3.1.4.
V' depende da expectativa futura da economia;

p: € R™ é a quantidade alocada em cada titulo no tempo t

e « corresponde ao vetor de percentuais alocados em cada titulo disponivel, isto é,
. P 7 tA ) t
iy, — PliAG)

o O€ R™T. Esta é a variavel de decisao; ¢
Py Ay

p{HtM},; representa os elementos de p que sao referentes a ativos marcados a ven-
cimento.

e 1 é 0 ano do vencimento do titulo, 2 <n < T

Nesta formulagao, de acordo com as equagoes de recursao do portfolio (3.1.2), do caixa
(3.1.4) e das quantidades alocadas (3.1.5), pode-se perceber que a solu¢ao encontrada
no tempo anterior é utilizada pelo tempo seguinte, de forma que o problema apresenta
solugoes encaixadas. Para este tipo de problema, é necessaria a inclusao de variaveis de
folga que permitem que o conjunto viavel seja nao vazio.

O problema (3.1.7) abaixo, distinto de (3.1.6), possui uma forma mais simples, porém
estrutura equivalente a apresentada em (3.1.6) em que é possivel ver mais claramente o
encaixe das solugoes. No problema (3.1.7), seja 2! € RT~t! uma varidvel qualquer. Para
t = 2 e dados um valor inicial 22 e os coeficientes a, b,c € RT~!, 0 modelo determina todo
o vetor 22, parat =2 e 7 =1t+1,..,T de acordo com a maximizacao do objetivo ao final
do horizonte T. Parat = 3, ..., T, o valor inicial passa a ser z!_;, o valor 6timo encontrado
para o primeiro estagio do problema do tempo anterior.



3.1. ESTRUTURA DO PROBLEMA E DESCRICAO DAS VARIAVEIS 27

Aproveita-se para ja introduzir no modelo (3.1.7) as variaveis de folga nao negativas
pe e bo. Sua participagao na viabilidade do problema se da por permitir que a igualdade
nao seja obtida para algum instante de tempo, uma vez que o programa encontrou uma
determinada solugao 6tima para o tempo anterior. Sua participacao na func¢ao objetivo,
por sua vez, advém da diminuicao do valor que se deseja maximizar, ou seja, penaliza a
solugao toda vez que sao utilizadas as variaveis de folga. Note-se que o valor das variaveis
de folga em todo o tempo anterior sao utilizadas para penalizar a funcao objetivo.

Deste modo, no modelo (3.1.7), para t = 2,...,T resolve-se:
4 xe%lTafﬂ (mtT — 511)0 — (52]96)
s.a. ot =(abal T =t+1,...,7)

azxt + pe; — boy — byt | — ¢y =0

a,xt +pe, —bo, — bzt | —c, =0 T=t+1,...,T - (3.1.7)
0<a2t<L

0<pe<L

0<bo<L

\

Por sua vez, a introdugao das variaveis de folga no modelo (3.1.6) faz com que sua
formulagao se altere para o modelo (3.1.8) abaixo, onde:
Para uma determinada expectativa futura da economia fixa e parat = 2,...,7T resolve-se
o t-ésimo problema:

max  (Pp — d1bo — dape)

aceRT—t+1

s.a. a=(ap,ar,:T=t+1,...,7)
E;, — O; + pe; — boy =0
P, =p/As + ¢
E.—O;+pe;, —bo, =0 T=t+1,....T
P =p A +c; T=t+1,...,T
P>0 . (3.1.8)
c>0
0<pe< Ry
0<bo<F,
0<a<1
p{HtM}, = p{ Ht M}, t#mn

\ p{HtM}, = p{Ht M}, T#N

Onde:

e pe e bo € RT*! 3o as variaveis de folga nao negativas para que entradas possam
ser diferentes de saidas; e

e §; e 03 € R sao os fatores de penalizagao das variaveis de folga.

O préximo passo para a construcao do modelo proposto é incorporar a incerteza nos
passivos, utilizando restri¢oes probabilisticas de acordo com a teoria explanada no capitulo
2, secao 2.2. De acordo com o que serd apresentado no capitulo 5, para a validacao do
modelo a seguradora interessada em realizar o estudo forneceu trés espectativas futuras do
estado da economia, para os quais é alterada a estrutura a termo da taxa de juros (ETTJ)
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e outras premissas, como consequéncia da alteracao desta. Entretanto, o estudo de ALM
é realizado independentemente para cada uma destas espectativas futuras da economia
fornecendo trés recomendagoes distintas de investimento, de acordo com a otimizacao da
alocacao, como sera visto no capitulo 6.

De acordo com a teoria apresentada na secao 2.2 e o problema deterministico apresen-
tado em (3.1.6), tem-se que a forma matematica do modelo probabilistico é dada por:
Para uma determinada expectativa futura da economia fixa e para t = 2, ..., T resolve-se
o t-ésimo problema:

max  (Pr — d1bo — dpe)

a€§RT7t+1

s.a. a=(ap,ar:T=t+1,...,7)
E;, — O; + pe; — boy =0
P, =p/Ai+ ¢
PIE, —0,>0/>1—¢ r=t+1,....T
P, =p A +c, T=t+1,...,T
P>0 , (3.1.9)
c>0
0<pe<F
0<bo<F,
0<a<1
p{HtM}, = p{Ht M}, t#mn
p{HtM}, = p{HtM }, T#N

para ¢ suficientemente pequeno, tipicamente no intervalo € € [0,001;0, 5].
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De forma mais detalhada, o problema 3.1.10 é equivalente ao problema 3.1.9

max  (Pr — §1bo — dspe)

aeRT—t+1

s.a. a=(ap,ar:T=t+1,...,7)
¢ =1+ E — O
P=p'A + ¢
GP, = pt—ll(At - At—l)
P=P_1+1;+GP, - 0Oy
E, — O; + pe; — boy =0
Pl Ay =pea'Ar = Vi + GB
cr=¢1+E — (O, +q_c0,) T=t+1,...,T
P =p A +c, T=t+1,...,T
GP, =p. (A, — A, y) r=t+1,...,7 . (3.1.10)
P.=P 1+ 1. +GP,— (O, +q_c0,) T=t+1,...,T
E,— (O, +q_c0,) + pes — bo, = 0 T=t+1,...,T
/A =pr A1 — V. + GP- T=t+1,...,T
P>0
c>0
0<pe< DRy
0<bo<F,
0<a<1
p{HtM}, = p{HtM}, t#n

\ p{HtM}, = p{HtM}, T#

para ¢ suficientemente pequeno, e variaveis de acordo com a tabela 3.1.

Pode-se perceber de acordo com (3.1.2) que, uma vez que a evolu¢do do valor do
portfolio depende do fluxo dos passivos, o portfélio depende da incerteza. Pelo mesmo
motivo, o montante em caixa também, como pode ser visto em (3.1.4).

Uma anélise rapida do problema (3.1.10) permite verificar que o modelo nao possibilita
short-selling ou que os titulos marcados a vencimento sejam vendidos. Note-se, também,
que a estratégia 6tima restringe a insolvéncia do plano, para o nivel 1 — ¢ de confianca,
uma vez que limita inferiormente tanto o portfélio quanto o caixa em zero. Também
é possivel limitar inferiormente o caixa a um valor maior que zero, por exemplo a um
limite minimo definido pela politica de investimentos da seguradora. Além disso, é valido
ressaltar que o modelo proposto permite rebalanceamento através de vendas dos ativos a
cada passo de tempo.

Com relagao a fungao objetivo do problema de otimizagao, nao ha unanimidade entre os
trabalhos divulgados utilizados como referéncia, muitos apresentam uma funcao objetivo
diferente. Demosthenes Marques [Marques, 2012], por exemplo, permite escolher entre
seis fungoes objetivo diferentes. Ja Davi Valladao [Valladao, 2008] escolheu para seu
modelo, assim como outros, maximizar a utilidade esperada do patriménio do fundo ao
final do horizonte de estudo.

Neste trabalho optou-se por maximizar o valor do portfolio no instante final, que corres-
ponde & extingao da carteira e fim dos passivos da seguradora, subtraido das penalizac¢oes
por uso das variaveis de folga. Estes parametros de penalizacao, §; e d2, podem ser defi-
nidos de acordo com a preferéncia do usuério, que pode decidir por penalizar a ocorréncia
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Tabela 3.1: Variaveis do modelo proposto para cada instante de tempo ¢

Simbolo | Descrigao Dominio
P, valor total do portfélio R*
Dy vetor de quantidades alocadas em cada titulo R?
pt™ | quantidade alocada em titulos marcado a mercado R/
(HtM)
Ay vetor de pregos unitarios dos titulos R?
¢ montante de dinheiro em caixa R*
Oy passivo da seguradora ja reduzido das contribuicoes fu- R
turas estimadas
I; montante pago em cupons pelos titulos R
GP, variagao no preco unitario dos titulos R
Vi montante recebido por venda ou vencimento dos titulos R+
oy vetor da distribuicao percentual da alocacao em cada R?
titulo
a matriz dos « R
T representa todo o tempo futuro T>t+1
E; valor de entrada de dinheiro, dado pela soma do mon- R*
tante recebido em cupom, vendas e vendimento de titu-
los
q1—c 1 — e-ésimo quantil da distribuicao Normal padrao R
o desvio-padrao do passivo R
01,09 | fatores de penalizacao das variaveis de folga Rt
bo,pe | variaveis de folga R*

de entradas inferiores aos passivos da seguradora e nao penalizar o caso oposto, definindo
01 = 0 e um valor arbitrario positivo para d,, por exemplo. Na validacao dos modelos,
cujos resultados serao apresentados no capitulo 6, foram utilizados §; = 10 e §, = 100
pois as variaveis pe e bo apresentavam grandeza préxima & do passivo, quando nao nulas,
logo nao se fez necessario o uso de penalizacoes muito altas.

A opcao por esta fungao objejtivo foi feita, em conformidade com parte significativa dos
trabalhos encontrados, basicamente por um motivo: ao possuir o valor total do portfélio
inicial da seguradora como dado de entrada, otimizar sua utilizacao envolve maximizar o
que montante que resta nesta carteira no momento de extingao de seus passivos, a0 mesmo
tempo em que se deseja que a todo instante ocorra o casamento do fluxo de entradas e de
saidas de dinheiro.

Cabe salientar que o modelo pode ser aplicado também com outras fung¢oes objetivo,
desde que os critérios sejam lineares ou quadraticos, para permitir a resolucao pelo solver

Gurobi.

A respeito do horizonte de tempo T', este trabalho oferece uma alternativa ao estruturar
o problema através de restri¢oes probabilisticas. A otimizacao estocéstica e, consequente-
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mente, a geragao de cenarios em arvore transforma o ALM em um estudo muito custoso
computacionalmente, desta forma os estudos encontrados calculam suas estratégias de
alocacao considerando um horizonte de tempo de, no maximo, 60 anos, como visto na
secao 2.1 do capitulo anterior, ao passo que neste trabalho, por fazer-se uma abordagem
probabilistica utilizando a geracao de cenarios para avaliar o modelo ao invés da geracao
de cenarios em arvore, foi possivel avaliar a carteira até sua total extingao, em 7" = 110
anos.

Por fim, é importante frisar que o modelo proposto trabalha com os fluxos desindexados
de inflagao, portanto todos os valores utilizados devem ser inseridos desta forma para a
correta utilizacao do modelo.

O algoritmo proposto, entao, procede da seguinte forma, em termos praticos.
Para cada expectativa futura do estado da economia separadamente:

1. Formula-se a modelagem através de restricoes probabilisticas, de acordo com as
restrigoes expostas em (3.1.10) e a teoria explanada na segao 2.2;

2. Através desta formulacao encontra-se a estratégia 6tima, dado o parametro de aver-
sao ao risco, representado pelo parametro ¢;

3. Geram-se os cenérios para os passivos, de acordo com as distribuigoes atribuidas a
estes, conforme explicitado na se¢ao 3.3, e utilizadas na modelagem mencionada no
item 1 acima; e

4. Para determinar a qualidade da estratégia obtida, faz-se uma etapa de simulacao,
resolvendo versoes deterministicas do modelo, para cada futuro simulado, e verifi-
cando os que respeitam as restrigoes de caixa impostas, ou seja, quais estratégias
de investimento mantiveram o valor do portfélio positivo durante todo o horizonte
de tempo analisado.

Este resultado da a seguradora uma ideia de qual o nivel de seguranca que ela esta coberta,
caso decida aderir & estratégia de investimento proposta pelo estudo.

3.2 Modelagem dos ativos

Como mencionado na introducao deste capitulo, um ponto de bastante relevancia diz
respeito a precificagdo dos ativos garantidores. Em geral, os estudos modelam classes de
ativos e nao avaliam analiticamente o valor de cada um individualmente.

Neste trabalho considera-se que a seguradora em questao é conservadora e, portanto,
sO utiliza em sua carteira de ativos garantidores titulos publicos de emissao do Tesouro
Nacional. De acordo com a Resolugao CMN N° 3308/2005, é permitido alocar 100% dos
ativos garantidores nesta classe de ativos. Desta forma, foram calculados individualmente
o prego de cada titulo publico, bem como o montante pago em cupom por cada um destes
titulos a cada ano.
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Isto posto, o Pre¢o Unitario (PU) de cada titulo publico ¢ calculado analiticamente
utilizando uma funcao interna do Matlab e a metodologia proposta pela SUSEP para a
construgao da estrutura a termo da taxa de juros (ETTJ). O algoritmo de calculo, bem
como a funcao interna do Matlab e suas entradas serao apresentados em mais detalhes no
capitulo 4.

Utilizando-se a metodologia proposta pela SUSEP, encontra-se a curva de juros para a
expectativa futura esperada da economia. Para que se encontre também a curva de juros
nas demais espectativas futuras a serem aplicadas na validacgao, isto é, expectativas médio
pessimista e pessimista, utiliza-se como benchmark o padrao de comportamento entre as
curvas de juros fornecidas pela seguradora interessada em realizar o estudo, considerada
a especialista para fornecer este tipo de informacao, conforme sera explicado no capitulo

5.

Sendo assim, obtém-se o PU de cada titulo individualmente até seu vencimento. Os
titulos previstos no modelo proposto estao dispostos na tabela 3.2. Vale ressaltar que para
cada titulo disposto nesta referida tabela sao previstas as duas marcacoes, vencimento e
mercado. O modelo prevé a utilizacao destes titulos, entretanto, como para a aplicacao
do estudo de caso foram considerados fluxos reais, foram utilizadas apenas as NTN-B’s e

NTN-C’s.

3.3 Modelagem dos passivos

Em conformidade com o exposto ja na introducao deste capitulo, neste estudo a incerteza
é introduzida através do fluxo de passivos da seguradora. Os passivos sao modelados
através da distribuicao Normal para cada uma das trés expectativas futuras da economia e
de restrigoes individuais. De acordo com todo o exposto em 2.2, a escolha destas defini¢oes
faz com que o modelo atenda a todos os pressupostos de concavidade e, sequencialmente,
estabilidade.

Para tanto, considera-se que cada pagamento do fluxo de passivos de cada uma das trés
expectativas futuras da economia, ja subtraido das contribuigoes futuras dos participantes,
¢ descrito por uma distribuicao Normal, de modo que o valor esperado do pagamento no
tempo 7 para uma determinada expectativa futura do estado da economia é igual ao
valor informado em 7 neste estado da economia pela seguradora interessada pelo estudo.
A volatilidade, por sua vez, é definida de maneira que a ocorréncia de um valor de passivo
igual & média do estado da economia adjacente ao estado em questao seja um evento de
probabilidade quase nula.

Em outras palavras, como seré visto no capitulo 5, para a validacao do modelo proposto
foram fornecidos trés fluxos de passivo, cada um correspondente a uma expectativa futura
da economia, e estes valores sao considerados as médias da distribuicao de seu respectivo
fluxo de passivos. Para definir o desvio-padrao, observa-se a distancia entre estados da
economia adjacentes de modo que a probabilidade de um estado apresentar valores com
o mesmo nivel da média de seus estados adjancentes seja extremamente pequena. Ilus-
trativamente esta relacao pode ser vista na imagem 3.1.
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Ha K2 K3

Figura 3.1: Ilustragao da distancia entre as distribuicoes de cada estado da economia para
determinado tempo

Graficamente, apresentam-se em 3.2 os desvios-padrao modelados para cada um dos trés
estados da economia utilizados na validacao deste modelo proposto e calculados através
da metodologia descrita no paragrafo acima. No capitulo 5 dispoe-se o grafico das médias
de cada estado da economia para cada tempo (figura 5.4). Exibe-se, também, o coeficiente
de variacao para cada estado futuro da economia no grafico 3.3.

Como resultado desta modelagem, sao gerados tantos cenérios quanto desejado para
cada expectativa futura do estado da economia. No estudo de caso, o nimero de cenarios
escolhido foi igual a 1000 (mil) e estes sdo apresentados nos graficos de 3.4.

A modo de conclusao, cabe mencionar que a escolha de variagoes seguindo uma distri-
buicao normal decorre da relacao explicita que se tem para a probabilidade acumulada
desta distribuicao, que permite escrever a equivaléncia entre a restricao probabilistica
(2.2.3) e a desigualdade linear (2.2.4). O mesmo argumento pode ser aplicado para outras
distribuigoes desde que a probabilidade acumulada tenha expressdo explicita (em caso
contrario, devem ser feitas estimacoes empiricas).
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Figura 3.2: Desvio-padrao para cada estado da economia ao longo do tempo
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Figura 3.3: Coeficiente de variacao para cada estado da economia ao longo do tempo
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Figura 3.4: Cenarios simulados para cada estado da economia

anos

35



36

Tabela 3.2: Titulos publicos de emissao do Tesouro Nacional previstos no modelo

CAPITULO 3. MODELO PROPOSTO

Titulo | Vencimento | cupom a.a.
NTN-B | 15/05/2015 6%
NTN-B | 15/08/2016 6%
NTN-B | 15/05/2017 6%
NTN-B | 15/08/2018 6%
NTN-B | 15/05/2019 6%
NTN-B | 15/08,/2020 6%
NTN-B | 15/08/2022 6%
NTN-B | 15/03/2023 6%
NTN-B | 15/08/2024 6%
NTN-B | 15/08/2030 6%
NTN-B | 15/05/2035 6%
NTN-B | 15/08/2040 6%
NTN-B | 15/05/2045 6%
NTN-B | 15/08/2050 6%
NTN-C | 01/07/2017 6%
NTN-C | 01/04/2021 6%
NTN-C | 01/01/2031 12%
LTN | 01/01/2015 0%
LTN | 01/04/2015 0%
LTN | 01/07/2015 0%
LTN | 01/10/2015 0%
LTN | 01/01/2016 0%
LTN | 01/04/2016 0%
LTN | 01/07/2016 0%
LTN | 01/10/2016 0%
LTN | 01/01/2017 0%
LTN | 01/07/2017 0%
LTN | 01/01/2018 0%
LTN | 01/07/2018 0%
NTN-F | 01/01/2015 10%
NTN-F | 01/01/2017 10%
NTN-F | 01/01/2018 10%
NTN-F | 01/01/2019 10%
NTN-F | 01/01/2021 10%
NTN-F | 01/01/2023 10%
NTN-F | 01/01/2025 10%




Capitulo 4

Implementacao do Modelo

A resolucao computacional do problema esté estruturada da seguinte forma: um pro-
grama principal, responsavel por realizar a otimizacao em si, trés programas auxiliares
que calculam o prego dos ativos para cada ano no més base, o preco dos ativos em seu
vencimento e o montante de cupom pago por cada ativo, um programa que simula os
cenarios utilizados para avaliar a estratégia 6tima resultante do programa principal, um
programa que coleta a estratégia 6tima encontrada pelo programa principal e, por fim, o
programa de simulagao, responsavel por avaliar a estratégia 6tima do modelo nos cenéarios.
O fluxo de relacionamento entre os modulos supracitados estéd exposto na figura 4.1.

De forma mais detalhada, cada programa funciona da seguinte maneira.

4.1 Calculo do Preco Unitario

Este programa calcula o prego unitario (PU) de cada titulo publico disponivel a cada
tempo, sempre em 31 de dezembro de cada ano, até seu vencimento, através da fungao
bndprice do Matlab'. A funcao, por sua vez, solicita como entradas, para cada titulo, a
estrutura a termo da taxa de juros (ETTJ), o percentual de cupom pago, o vencimento,
a data de emissao, quantidade de cupons pagos ao ano, base de contagem de dias para o
desconto, valor de face e a data base de célculo. A saida da funcao é a cotacao do titulo,
onde ainda deve ser aplicado o valor nominal atualizado (VNA) para obter o prego do
titulo. No algoritmo 1 encontra-se um pseudo-cédigo com do programa acima descrito.

Como mencionado no capitulo 3, os Pregos Unitarios (PU) sao calculados individual-
mente para cada titulo publico a cada instante. Para tanto, foi utilizado o VNA informado
na data base no sitio eletronico da ANBIMA 2 e, para célculo da parcela cotagao foi utili-
zada a ETTJ cuja metodologia esta disponibilizada no sitio eletrénico da SUSEP ?, com
a utilizacdo conjunta da informacao disponibilizada para expectativas futuras dos esta-
dos da economia pela empresa seguradora interessada pelo estudo, conforme explicado no
capitulo 5.

Fungao detalhada em: http://www.mathworks.com /help/finance/bndprice.html

Zhttp:/ /portal.anbima.com.br/informacoes-tecnicas/precos/vna/Pages /default.aspx

3Metodologia detalhada em: http://www.susep.gov.br/setores-susep/cgsoa/coris/dicem /modelo-de-
interpolacao-e-extrapolacao-da-ettj

37
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Figura 4.1: Diagrama de relacionamento entre os moédulos

Algorithm 1 Calculo PU
1: procedure CALCULO DO PREGO UNITARIO
2 T <+ tempo até a extincao da carteira
3 n < total de ativos avaliados
4 fort=1:T do

5: datacalc = database + (t — 1)

6

7

8

9

forv=1:ndo
if vencimento(i) > datacalc then
: cotagao(i) = bndprice(ETT J (i), cupoma.a.(i), datacale, vencimento(i), ...
. periodcupom(i), base, emissao(i), face(i))
10: else cotagao(i) =0
11: PU(t,i) = VINA(i) % cotagao(i)
12: save('PU.mat', PU")
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4.2 Calculo do preco no vencimento

Este programa, basicamente, calcula o PU de cada titulo ptblico em seu respectivo
vencimento, através da funcao bndprice. O programa é bastante similar ao anterior, a
diferenca é que este informa o preco apenas no vencimento do titulo, enquanto o programa
anterior calcula sempre o preco em 31 de dezembro de cada ano, até seu vencimento. No
algoritmo 2 encontra-se um pseudo-cédigo com deste programa, muito similar ao anterior.

Algorithm 2 Calculo vencimento
1: procedure CALCULO DO PRECO UNITARIO NO VENCIMENTO
2 T < tempo até a extincao da carteira
3 n < total de ativos avaliados
4 fort=1:T do

5: datacalc = database + (t — 1)

6

7

8

9

fori=1:ndo
if year(vencimento(i)) = year(datacalc) then
: cotaGaoyenc(i) = bndprice(ETT J (i), cupoma.a.(i), datacale, vencimento(i), ...
. periodcupom(i), base, emissao(i), face(i))
10: elsecotacaoyenc(i) = 0
11: Ve(t,i) = VNA(Q) * cotagaoyenc(7)
12: save('Vemat' V)

Novamente informa-se que o VNA utilizado foi o informado na data base no sitio ele-
tronico da ANBIMA e, para calculo da parcela cota¢ao,.,. foi utilizada a metodologia da
ETTJ disponibilizada no sitio eletronico da SUSEP.

4.3 Calculo do cupom

Este programa calcula, para cada titulo piblico e a cada tempo, o montante pago ao
possuidor do ativo a titulo de cupom. Sao entradas do programa o percentual de cupom
pago, o vencimento e o valor nominal atualizado (VNA). No algoritmo 3 apresenta-se o
pseudo-codigo deste programa.

4.4 Programa otimizador

O programa que efetua de fato o ALM e encontra a estratégia que maximiza a fungao
objetivo utiliza como entradas as saidas dos programas apresentados acima, como o PU,
o preco no vencimento e o total de cupom pago por cada ativo a cada tempo, de acordo
com o ilustrado na figura 4.1. Utiliza também a distribuicao modelada para a incerteza e
o portfélio inicial da carteira em anélise. No algoritmo 4 apresenta-se este pseudo-codigo.
Lembra-se que no caso deste modelo a funcao objetivo é o valor do portfélio na extingao
da carteira da seguradora penalizado pelo uso das variaveis de folga.
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Algorithm 3 Calculo Cupom
1: procedure CALCULO DO CUPOM
2 T < tempo até a exting¢ao da carteira
3 n < total de ativos avaliados
4: fort=1:T do
5
6
7

datacalc = database + (t — 1)
fort=1:ndo

: if vencimento(i) > datacalc or anovenc(i) =
anodatacalc and mesvenc(i) > 7 then
8: cupom(i)=cupom a.a.(i)*VNA()
9: else
10: if anovenc(i) = anodatacalc and mesvenc(i) < 7 then
11: cupom (i)=((1 + cupoma.a.(i))%® — 1)*VNA(i)
12: else cupom(i)=0

13: save('I.mat' I")

4.5 Coletor da estratégia 6tima

Este modulo bastante simples tem como objetivo apenas coletar a estratégia 6tima
encontrada pelo programa otimizador. Isto é necessario pelo fato da resolugao do problema
se dar através de janela rolante no qual, para cada tempo ¢, resolve-se um problema de
otimizacao que avalia nao s6 o tempo presente ¢ como também todo o tempo futuro 7.
Entretanto, é considerada a estratégia 6tima aquela composta pela decisao, a cada ¢, no
proprio tempo presente t. De forma matricial, a coleta é feita selecionando a "diagonal"da
matriz € RT"*T. O termo diagonal posto entre aspas significa que a diagonal no caso é
um vetor de tamanho n - niimero de ativos do modelo -, e nao um tnico elemento. Ele tem
como entrada a estratégia salva do programa anterior e seu pseudo-codigo é apresentado
no algoritmo 5.

4.6 Simulador de cenarios

Este programa gera cenarios dos passivos para cada um dos 3 estados futuros da econo-
mia através da funcao normrnd do Matlab®. A funcao, por sua vez, solicita como entradas
os parametros da distribuicao de cada estado da economia. Por defini¢cao, a incerteza é
descrita pela distribuigao Normal, portanto, os parametros requeridos sao o vetor de mé-
dias e o vetor de desvios-padrao para cada expectativa futura do estado da economia.
Adicionalmente a funcao solicita que se informe a dimensao da variavel a ser simulada.
No algoritmo 6 é disposto o pseudo-codigo desta geracao de cenarios.

4.7 Programa avaliador

Um dos programas mais importantes para a analise e validagao do modelo, este pro-
grama solicita como dado de entrada os cenarios simulados e a estratégia 6tima, para que

4Funcio detalhada em: http://www.mathworks.com /help/stats/normrnd.html
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possa avaliar o modelo e dar uma sensibilidade de risco e adequacao de cada estratégia
recomendada a seguradora.

No capitulo 6 serao apresentados os resultados obtidos na validacao do modelo através
da utilizacao dos programas apresentados aqui e da base de dados que sera apresentada
no capitulo 5 a seguir.
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Algorithm 4 Calculo da estratégia 6tima

1
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

22:
23:
24

25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:

33:

procedure ALM
T < tempo até a extincao da carteira
n < total de ativos avaliados
(o < a-émiso quantil da distribuicao Normal padrao
for t =2 : T do < tempo presente na janela rolante
maX(PT — (51()0 — (52]?6)
s.a.
carxra; = caira;_1 + cupons; + vencimentos; + vendas; — passivos;
P, = ativosy + caizay; < portfolio
GP, = (PU; — PU;_1)qtd;_q; < variagao do PU
P, = P,_1 + cupons; + G P, — passivos;; < portfolio por recorréncia
cupom; + vencimento; + vendas; — passivos; + pe; — boy = 0
0<pe; <Py;0<bo < By
PUqtd; = PU;_1qtd;_1 — vencimento; — vendas; + G P;;
0 < ay <1 < sem short-selling
caixa; > 0;
vendas; = (qtd;—1 — qtdy) PUy;
VeNdativo,, prynpt < AEIVOR MEM
vendaativo, gropst = 0
for r=t¢t+1:7T do + tempo futuro
caira, = caira,_1 + cupons, + vencimentos, + vendas, — (passivos, +
Jadesvio,)
P, = ativos, + caiza,; < portfolio
GP. = (PU, — PU,_1)qtd,_1;+ variagao do PU
P, = P,y + cupons, + GP. — (passivos, + q.desvio,);<
portfolio por recorréncia
cupom, +vencimento, +vendas, — (passivos, + qadesvio; ) + pe; —bo, = 0
0 <pe, < Py;0<bo, < Py
PU_ qtd, = PU,_1qtd,_1 — vencimento, — vendas, + GP;;
0 < a, <1 < sem short-selling
caixa, > 0;
vendas, = (qtd,_1 — qtd,;)PU.;
Vendaativo, yy,r < AEVOR MiM,7
vendaativo,, g, = 0

save('estrategia.mat’, qtd")

Algorithm 5 Coletor da estratégia 6tima

1: procedure COLETA ESTRATEGIA
2:
3:

4:

fort=2:T do
estratOtima; = estrategian(t_l):mt

save('estrategiaOtima.mat' estrategiaOtima’)
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Algorithm 6 Gerador de cenéarios

1: procedure GERA CENARIOS

2 T <+ tempo até a extincao da carteira
3 n < total de cenérios

4 1 < vetor de média do passivo

5: o < vetor de desvio do passivo

6 fori=1:ndo

7 Osim(:,1) = normrnd(p, o, T, 1)

8

save('Osim.mat’, Osim’)

Algorithm 7 Avaliacao da estratégia 6tima

1: procedure ALM DETERMINISTICO

2 T <+ tempo até a extincao da carteira

3 n < total de ativos avaliados

4 J < numero de cenérios simulados

5: for j=1:Jdo

6 fort=2:7Tdo

7 caira; = carxa;_q1 + cupons; + vencimentos; + vendas; — passivos;
8 P, = ativos; + caizas; + portfolio

9 saldo; = cupom; + vencimento; + vendas; — passivos;
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Capitulo 5

Base de dados

Parte das limita¢oes do modelo proposto provém da base de dados, portanto tratar-se-a
de forma extensiva as caracteristicas desta base, para melhor compreensao. Inicialmente,
informa-se que para a aplicagao do modelo proposto foram disponibilizados os fluxos de
passivos nas trés expectativas futuras dos estados da economia (esperado, médio pessi-
mista e pessimista), conjuntamente com as premissas utilizadas para sua geragao e as
informagoes sobre o plano descrito abaixo.

Entende-se a empresa fornecedora dos dados como um especialista, portanto seu conhe-
cimento sobre seu plano previdenciario gera a melhor avaliagao futura de seus passivos e,
consequentemente, a melhor entrada para o modelo de ALM proposto.

5.1 Caracteristicas do plano analisado

Como introduzido acima, a base de dados utilizada para avaliar o modelo proposto neste
estudo corresponde a 3 (trés) fluxos de passivos de um plano aberto de previdéncia com-
plementar tradicional ao longo do tempo até a extingao da carteira atual de participantes
deste plano. Estes fluxos sao anuais, possuem data-base de 31 de dezembro de 2014 e
cada um dos trés fluxos representa uma expectativa futura da economia: esperado, médio
pessimista e pessimista. Uma descrigao mais detalhada destes estados ¢ feita na segao 5.2
abaixo.

O tipo de produto analisado, como mencionado na introdugao, é um plano aberto de
previdéncia complementar tradicional, que garante aos seus participantes, no periodo de
acumulagao, e aos beneficiarios, no periodo de concessao de beneficio, a rentabilidade de
6% ao ano acrescido da correcao monetéaria pelo indice de inflacao IGP-M.

Este tipo de produto possui duas fases:
1. uma fase de acumulacao, na qual o participante paga mensalmente para a companhia

uma contribuicao e este valor é capitalizado conforme descrito acima; e

2. uma fase de concessao de beneficio, na qual o participante passa a ser chamado
beneficiario e a receber a quantia acumulada ao longo dos anos em forma de renda,
caso assim deseje.

Adicionalmente, frisa-se que o plano analisado nao prevé contratualmente o repasse de
excedentes financeiros das aplicagoes para os participantes.
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Figura 5.1: Curva de juros para as expectativas futuras do estado da economia

Sera analisada uma carteira de participantes nas duas fases mencionadas acima até sua
completa extingao. Serao consideradas proje¢oes de contribuigoes feitas pelos participan-
tes desta carteira, no caso de estarem em fase de acumulagao.

5.2 Premissas dos estados futuros da economia

Os trés estados futuros da economia mencionados na se¢ao anterior 5.1 se diferenciam
por alteragoes na premissa de curva de juros, que altera a ETTJ utilizada e algumas
outras premissas gerenciais do passivo. Sao elas: percentual de resgate, percentual de
conversao em renda, mortalidade e percentual dos participantes que realizam aporte tinico
no momento da entrada em gozo de beneficio.

Os graficos 5.1, 5.2 e 5.3 e as tabelas 5.1 e 5.2 apresentam um breve resumo numérico
das premissas utilizadas para a geragao dos fluxos de passivos para cada um dos estados

da economia.

Tabela 5.1: Premissas de mortalidade para as expectativas futuras do estado da economia

Mortalidade
Esperado Médio Pessimista Pessimista
BR-EMS + improvement G scale | Suavizacao de 10% | Suavizacao de 20%

Faz-se um breve esclarecimento das informacgoes sobre mortalidade presentes na tabela
5.1. BR-EMS ¢ a tabua denominada Experiéncia do Mercado Segurador Brasileiro e é
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a primeira tdbua biométrica construida através de estatisticas brasileiras. Adicionar um
mmprovement a uma tabua de mortalidade implica em torna-la mais conservadora, ou
seja, significa considerar que a populagao sobrevive mais do que as probabilidades da
tdbua indicam. Assim como a suavizacao, que aplicada a uma tabua também reduz a
probabilidade de morte presente nesta.

Tabela 5.2: Premissas de aporte tnico para as expectativas futuras do estado da economia

Aporte Unico na Idade de Aposentadoria
Esperado | Médio Pessimista | Pessimista

0% 15% 30%

As premissas definidas afetam o fluxo de passivos de acordo com o exposto abaixo:

e Quanto menor a taxa de juros, maior o passivo futuro da seguradora, uma vez
que esta diminuicao faz com que os participantes contribuam mais para o plano de
previdéncia;

e Quanto maior o percentual de resgates, mais curto o fluxo de passivos, porém
exige-se maior liquidez da empresa;

¢ Quanto maior a mortalidade, menor o passivo futuro da seguradora. Para tanto,
suavizar a tabua de mortalidade significa dizer que as pessoas morrerao mais lenta-
mente;

e Quanto maiores a conversao em renda e o aporte tinico na idade de aposentadoria,
maior o fluxo de passivos.

O efeito geral das premissas acima implica, no fim das contas, que quanto mais pessimista
for o estado da economia, menores sao os passivos no futuro proximo (digamos, nos pro-
ximos oito anos), porém maiores eles serao no médio e longo prazos. Este efeito pode ser
visualizado no grafico 5.4.

5.3 Estatisticas da base

A populacao da carteira estudada esta distribuida da seguinte forma: 8% das pessoas
estao em gozo de beneficio e 92% estdao em fase de acumulagao.

Da populacao em gozo de beneficio, 43% sao mulheres com idade média de 69,36 anos
e 57% sao homens com idade média de 70,92 anos. E sabido que o sexo feminino possui
uma sobrevida superior ao sexo masculino, desta forma, esta descri¢cao por si s6 represen-
taria uma carteira relativamente equilibrada com relagao ao risco, entretanto, observa-se
também que apenas 28% da provisao deste grupo pertence as mulheres e que o benefi-
cio médio pago ao sexo masculino é 2,34 vezes superior ao beneficio médio pago ao sexo
feminino.
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Figura 5.4: Fluxos de passivos nos estados da economia

Ja as principais caracteristicas da populacao em fase de acumulacao sao: apenas 20%
do grupo ¢ do sexo feminino, além disso possuem idade média de 43,03 anos e os 80% do
grupo pertencente ao sexo masculino possui idade média de 50,69 anos. Quando olhamos
para a provisao, estes nimeros sao ainda mais desiguais: apenas 11% desta pertence as
mulheres. Além disso a contribuigao média paga pelos homens é 1,89 vezes maior que a
contribui¢ao média das mulheres. Espera-se que, neste grupo, as mulheres se aposentem
com a idade média de 62,32 anos e os homens com 64,04.

Devido a estas caracteristicas e as premissas utilizadas, que representam a melhor esti-
mativa dos passivos futuros, o horizonte de tempo do estudo é de T'= 110 anos, isto ¢é, a
extincao da carteira supracitada ocorre em 110 anos.
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Capitulo 6

Validacao Numérica

Este capitulo apresenta resultados obtidos mediante a aplicacao do modelo proposto no
capitulo 3, rodando os programas explicitados no capitulo 4 com a base de dados exposta
no capitulo 5.

Apos rodar o processo em janela rolante, o modelo fornece como resultado estratégias
de alocacao 6tima, para cada uma das trés expectativas futuras do estado da economia.
Adicionalmente, sao apresentadas analises comparativas com uma versao deterministica
do modelo proposto, uma analise de sensibilidade para o quantil utilizado na restricao
probabilistica, o efeito do alongamento da carteira de ativos devido & realocacao dos
titulos mais curtos de NTN-B para a NTN-B 2050 e uma breve sensibilidade no desvio-
padrao utilizado como parametro na modelagem dos passivos incertos.

Para avaliar o desempenho dos modelos, foram simulados 1000 (mil) cenérios de passivo
para cada estado futuro da economia, conforme mencionado na se¢ao 3.1 e apresentado
de forma mais detalhada no capitulo 4. Este processo foi repetido cinco vezes e, assim,
foram extraidas as médias e variancias.

6.1 Avaliacao do modelo deterministico

A diferenga entre o modelo proposto e sua versao deterministica estd somente no fato de
que a versao deterministica ndo utiliza a margem de seguranga apresentada em (2.2.4). Em
outras palavras, ela otimiza o portfélio baseada apenas em uma realizagao dos passivos,
por exemplo o valor esperado.

Em primeiro lugar, é importante esclarecer que foi necessario acrescentar dinheiro ao
portfolio inicial dos estados da economia médio pessimista e pessimista em relagao ao mon-
tante do portfolio inicial do estado esperado da economia. Isto porque para o problema
de otimizagao estar bem posto, o conjunto viavel deve ser nao vazio, o que é garantido
mediante acréscimo de dinheiro no portfélio inicial.

Como este modelo permite que ativos sejam vendidos e este montante componha o
caixa, mas o oposto nao é verdade, a adicao necesséria foi feita de forma que todo o
dinheiro adicionado foi alocado nos ativos, respeitando-se a proporgao de alocagao nos
ativos da carteira original. A tabela 6.1 apresenta o percentual acrescido em relagao ao
estado futuro da economia esperado.
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Tabela 6.1: Acréscimo percentual de dinheiro em relacao ao estado da economia esperado

Médio Pessimista | Pessimista
28% 70%

Desta forma, apds este ajuste é possivel encontrar a estratégia 6tima para cada expec-
tativa futura do estado da economia. Em otimizacao estocastica, as solu¢oes obtidas com
este modelo sao chamadas de tipo "wait-and-see", ou "clairvoyant". Conforme pode ser
visto na tabela 6.2, ao avaliarmos as estratégias 6timas resultantes do modelo determinis-
tico, podemos observar que um ntmero consideravelmente alto dos cenarios gera porfolios
insolventes. Mais precisamente, em quase 50% dos 1000 futuros possiveis, investir se-
guindo a solucao wait-and-see traria prejuizos para a seguradora.

Tabela 6.2: Nimero de portfélios insolventes por estado da economia no modelo determi-
nistico

Esperado | Médio Pessimista | Pessimista
Média 509 504 208
Desvio 8,02 8,35 20,26

O valor médio desta insolvéncia é apresentado na tabela 6.3. Recorda-se que o modelo
trabalha com fluxos desindexados de inflagao.

Tabela 6.3: Valor médio de insolvéncia em T=110 por estado da economia no modelo
deterministico

Em RS$ mil
Esperado | Médio Pessimista | Pessimista
575,3 570,2 613,6

O desempenho geral destas estratégias pode ser visto nos graficos de 6.1 para o de-
senvolvimento do portfélio, onde é possivel observar quais dos mil portfélios calculados
através dos cenarios gerados terminaram insolventes ou nao através de uma linha verme-
lha que corta o eixo vertical em zero. Ja o grafico 6.2 apresentam o mesmo resultado,
mas para a evolucao do caixa. Sao apresentados para cada um dos 3 estados futuros da
economia.

No estudo de ALM, busca-se também que o saldo de entradas e saidas de dinheiro
sejam similares, ou seja, minimizar o descasamento de fluxo. Os graficos em 6.3 mostram
este saldo para cada uma das expectativas futuras da economia. Vale notar que os picos
de entrada ocorrem em 2021 e 2031, anos de vencimento de NTN-C’s, ativos de maior
proporcao no portfélio devido & caracteristica do produto em anélise. Note-se também
que o pagamento de beneficio pela seguradora continua a ocorrer mesmo depois que nao
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hé& mais recebimento de cupons e titulos piblicos vigentes, conforme mencionado no inicio
deste trabalho, uma vez que os fluxos de passivo de planos previdenciarios sao mais longos
do que qualquer titulo hoje disponivel no mercado. Estas observagoes sao validas para
todos os resultados apresentados neste capitulo.

6.2 Avaliacao do modelo probabilistico

Considerando que a insolvéncia é extremamente prejudicial para a seguradora em muitos
aspectos, a margem de seguranca utilizada na construgao das restrigoes probabilisticas,
conforme teoria explanada em 2.2, foi definida como ¢ = 0,1% de acordo com a nomen-
clatura utilizada em (3.1.9). Desta forma, os resultados apresentados nesta se¢ao dizem
respeito a definicao deste parametro a este nivel, ou seja:

PlE, +C,—05>0]>99,9%,7=t+1,...,T

E evidente que o acréscimo de uma margem de seguranca faz necessario também um
acréscimo monetario no portfélio inicial para garantir viabilidade, este acréscimo pode
ser interpretado como um requerimento de capital de risco. Para tanto é apresentado
na tabela 6.4 o percentual deste acréscimo em relagao ao montante inicial do portfélio
deterministico.

Tabela 6.4: Acréscimo percentual em relacao ao portfolio inicial deterministico

Esperado | Médio Pessimista | Pessimista

12% 11% 9%

Os resultados a seguir sao apresentados com a mesma linha de analise feita na se¢ao 6.1
anterior. Adicionalmente sao feitas comparacoes entre o modelo proposto e sua versao
deterministica, quando ambas utilizam o mesmo portfélio inicial.

Conforme pode ser visto na tabela 6.5, ao avaliarmos as estratégias 6timas resultantes
do modelo proposto com o parametro ¢ = 0, 1% , podemos observar que nenhum dos mil
cenérios resulta em porfolio insolvente. Claramente ha uma grande melhoria em relacao a
versao deterministica. O desempenho geral destas estratégias pode ser visto nos graficos

Tabela 6.5: Numero de portfélios insolventes por estado da economia no modelo proposto

Esperado | Médio Pessimista | Pessimista
Média 0 0 0
Desvio 0 0 0

em 6.4, para o desenvolvimento do portfélio, onde é facilmente observado quais portfélios
terminaram insolventes ou nao, considerando-se os mil cenérios gerados. Ja os graficos
de 6.5 apresentam o mesmo resultado, s6 que para a evolucao do caixa. Sao apresentados
para cada um dos trés estados da economia.
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Novamente, avalia-se o saldo do fluxo de caixa para cada um dos estados futuros da
economia nos graficos de 6.6. Como mencionado na se¢ao anterior, permanecem as obser-
vagoes sobre estes resultados.

Foi feita uma analise comparativa entre os modelos deterministico e probabilistico da
seguinte forma: dado o portfolio inicial necessario para encontrar a estratégia 6tima no
modelo proposto, foram rodadas as duas otimizacoes, a proposta e a deterministica. Em
seguida foram avaliadas as estratégias 6timas encontradas por cada modelo através de
simulacao sobre os mesmos 1000 cenarios.

O impressionante resultado mostra que, para um mesmo portfélio inicial, o ALM proba-
bilistico encontra para todos os cenarios um portfélio final bastante acima do encontrado
através da estratégia 6tima gerada pelo ALM deterministico. Em termos de otimizagao
sob incertezas, se diz que a estratégia do modelo probabilistico domina estocasticamemte o
modelo deterministico, e pode portanto ser considerado superior. Na tabela 6.6 apresenta-
se a diferenca percentual entre as estratégias 6étimas para cada estado da economia. Ha
apenas uma pequena variacao entre os cenérios que pode ser vista na figura 6.7 que
apresenta o valor absoluto da diferenca.

Tabela 6.6: Diferenga percentual entre os portfélios finais de cada modelo em relacao ao
valor do portfélio final deterministico

Diferenga percentual
Esperado | Médio Pessimista | Pessimista
84,6% 66,7% 32,9%

6.3 Sensibilidade da probabilidade de insolvéncia

Um ponto de bastante relevancia é a determinacao do parametro e, neste trabalho foi
escolhida uma margem de seguranca consideravelmente alta, entretanto, em termos pra-
ticos, a seguradora pode nao ter capital suficiente para cobrir uma margem tao grande.
Desta forma, foi feita uma anélise de sensibilidade neste parametro para que se pudesse
analisar qual o percentual de capital deve ser acrescido ao portfélio inicial necessario para
garantir a viabilidade no ALM deterministico. Este resultado ja foi apresentado na se-
¢ao 6.2 acima, tabela 6.4, agora apresentam-se estes dados adicionalmente para os niveis
1 —e={90%,92,5%,95%,97,5%,99%} na tabela 6.7.

Os graficos 6.8, 6.9 e 6.10 dispoem graficamente, em um estilo semelhante as fronteiras
eficientes, o acréscimo no valor do portfélio inicial F,, para cada €, bem como o acréscimo
no valor do portfoélio final Pr, média e primeiro e terceiro quartis, para cada estado futuro
da economia. Ressalta-se que a comparacao entre os diferentes valores de € para a anéalise
do valor final do portfolio Pr nao é perfeita, uma vez que para cada e, o valor inicial do
portfolio Py também cresce, como pode ser visto nos mesmos graficos supracitados.
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Figura 6.6: Saldo do fluxo de caixa para cada estado da economia - modelo proposto
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Tabela 6.7: Acréscimo percentual em relacao ao portfolio inicial deterministico - analise
de sensibilidade

1 —¢ | Esperado | Médio Pessimista | Pessimista
90% 4% 3% 3%
92,5% 5% 4% 3%
95% 6% 5% 4%
97,5% ™% 6% 5%
99% 9% 8% %
99,9% 12% 11% 9%

Observou-se, ao avaliar as carteiras 6timas geradas pelo modelo proposto utilizando-se
os diferentes parametros ¢, que nenhum portfélio se tornou insolvente. Isso possivelmente
se da pelo fato do modelo proposto nao incorporar compras, o que faz com que haja uma
maior necessidade de dinheiro inicial, uma vez que o caixa nao gera rendimentos e que,
uma vez no caixa, o dinheiro 14 alocado nao pode ser transferido para titulos publicos.
Este ponto sera discutido no capitulo 7.

6.4 Alongamento da carteira

Nesta secao busca-se verificar o que acontece com a necessidade inicial de dinheiro ao ser
feita uma realocagao dos titulos publicos NTN-B, desfazendo-se do montante em titulos de
vencimento mais proximo e passando-o para a NTN-B mais longa que ha hoje disponivel
no mercado, a NTN-B com vencimento no ano de 2050. Esta analise é interessante para
um modelo que nao prevé compras, porém caso houvesse a possibilidade de compras o
proprio modelo se rearranjaria da melhor forma possivel, de acordo com a fungao objetivo.

Como seré confirmado adiante, espera-se que o alongamento da carteira de ativos reduza
a necessidade de adicao de capital feita para tornar o ALM viavel, como ja exposto
nas segoes anteriores. A tabela 6.8 apresenta a redugao percentual no portfélio inicial,
comparado ao portfélio apresentado na secao 6.2, para cada estado futuro da economia.
Informa-se que a propor¢ao de NTN-B’s no portfélio inicial é abaixo de 2% para todos
os trés estados futuros da economia, o que justifica a baixa diminuicao relativa no valor
inicial do portfélio.

Tabela 6.8: Redugao percentual em relagao ao portfélio inicial probabilistico por alonga-
mento do portfélio

Esperado | Médio Pessimista | Pessimista
0,5% 0,3% 0,1%
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6.5 Sensibilidade no desvio-padrao

A influéncia da modelagem da incerteza também possui grande relevancia. Nesta secao
faz-se uma analise simples do impacto da alteragao do desvio-padrao dos passivos para o
dobro de seu valor original no montante inicial necessario para tornar o conjunto viavel
nao vazio. A tabela 6.9 mostra os resultados.

Tabela 6.9: Acréscimo percentual em relacao ao portfélio inicial probabilistico por au-
mento do desvio-padrao

Esperado | Médio Pessimista | Pessimista
11,6% 13,1% 17,1%

A comparacao entre a estratégia encontrada através da utilizacdo do pardmetro de
desvio-padrao de acordo com a modelagem explicitada na secao 3.3 e de sua majoragao
explicitada na secao 6.5 mostrou que ao aumentar-se a incerteza dobrando-se o desvio-
padrao do passivo, o modelo inicia a venda de ativos anos antes por possuir uma ne-
cessidade maior de dinheiro em caixa para possiveis valores de passivos, que devido ao
risco majorado, podem ser significativamente superiores & média. Isto ocorre de forma
consistente para cada uma das trés expectativas futuras da economia.
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Por fim, apresentam-se as estratégias 6timas de alocagao nos ativos disponiveis para
cada expectativa futura do estado da economia, a partir do portfélio inicial fornecido pela
seguradora que deseja realizar o estudo, do parametro ¢ = 0, 1%, isto ¢, garantindo as
restricoes com probabilidade maior ou igual a 0,999, e feitas as adigoes necessarias.

A figura 6.11 apresenta a quantidade alocada em cada ativo ao longo do tempo. Lembra-
se, novamente, que por nao prever compras, somente ha quantidade nos ativos que a
seguradora ja possui. Ja a figura 6.12 mostra a estratégia de venda, em Reais (R$), para
cada um dos ativos disponiveis.

E de grande importancia frisar que, de acordo com a regulamentacdo em vigor da
SUSEP e CNSP, o dinheiro adicionado ao portfélio inicial nao pode ser considerado ativo
garantidor de provisao, uma vez que considera-se a provisao a melhor estimativa do valor
presente do fluxos futuros de passivo. Desta forma, qualquer acréscimo para proteger
possiveis oscilagoes, deve ser considerado como capital econémico.

Todos os resultados foram calculados utilizando a versao 2013a do Matlab [MATLAB, 2013],
5.6.3 do Gurobi [Gurobi Optimization, 2014], e Yalmip disponibilizado em 15 de setem-
bro de 2014 |Lotberg, 2004, através de um notebook com sistema operacional Windows
8, processador Intel core i5 e memoria RAM de 4GB. Os modelos de ALM rodaram em
cerca de 300 segundos para cada expectativa futura de estado da economia.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

O presente estudo apresentou um modelo de otimizacao estocéstica com restrigoes proba-
bilisticas em dois estagios, com dindmica decorrente de um horizonte rolante. O modelo
foi avaliado através de sua aplicacao em um plano tradicional de previdéncia aberta, com
dados reais de uma empresa brasileira. A saida do modelo recomenda uma estratégia de
investimento para os ativos garantidores que maximiza o portfélio no final do horizonte de
estudo (110 anos), garantindo os pagamentos anuais com probabilidade superior a 0,99.

A teoria de restrigoes probabilisticas utilizada foi apresentada ao longo da segao 2.2.
Como estas restrigoes sao estéticas, para definir uma estratégia nao antecipativa e imple-
mentéavel propos-se um modelo estruturado na forma de janela rolante. Pdde-se verificar
que, como os estudos referenciados na secao 2.1, a estratégia de gestao é dinamica e nao
antecipativa, onde a cada ano é reavaliada a alocacao 6tima para proteger os passivos
futuros. Adicionalmente, o modelo proposto possui dois pontos diferenciais com relagao
a estes mesmos estudos referenciados, sao eles a janela rolante envolvida no processo de
otimizacao e a precificacao dos ativos.

Devido ao uso das restrigoes probabilisticas é possivel avaliar o plano previdenciario até
sua total extingao que ocorre em 7' = 110 anos e, por considerar que as seguradoras sao
empresas conservadoras, o modelo prevé apenas titulos publicos de emissao do Tesouro
Nacional para aplicagao.

No capitulo 6, expos-se a superioridade do modelo frente & sua versao deterministica.
Pode-se verificar que em aproximadamente 50% dos futuros possiveis a estratégia definida
pelo ALM deterministico resultou em portfélios insolventes. Em contrapartida, o modelo
proposto nao gerou portfolios insolventes. Ao analisar os dois modelos para um mesmo
portfolio inicial, o modelo proposto domina estocasticamente sua versao deterministica,
apresentando um portfolio final 85%, 67% e 33% superior nos estados futuros esperado,
médio pessimista e pessimista, respectivamente. Além disto, ressalta-se seu baixo custo
computacional. O modelo leva cerca de 300 segundos para rodar em um notebook com
sistema operacional Windows 8, processador Intel core i5 e memoéria RAM de 4GB, para
cada expectativa futura da economia.

Por se tratar de uma primeira versao, o modelo proposto neste estudo apresenta algumas
simplificacoes, desta forma sugere-se como passos futuros para o modelo:
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Permitir outras classes de ativos. Na aplicacao deste estudo considerou-se que a
seguradora em questao é conservadora, no sentido em que sua politica de investi-
mentos s6 permite que os ativos garantidores sejam titulos ptblicos de emissao do
Tesouro Nacional. Isto é verdade para muitos casos, entretanto, existem segurado-
ras que aplicam seus recursos garantidores em outras classes de ativos, conforme
limites dispostos na Resolugao CMN n° 3308 de 2005.

Utilizar restrigoes probabilisticas conjuntas. Neste estudo foi utilizada a simplifica-
¢ao de restrigoes probabilisticas individuais, entretanto geralmente esta simplificagao
faz com que a probabilidade de uma estratégia violar as restrigoes se mostre bastante
superior a desejada. O uso de restri¢oes conjuntas é consideravelmente mais custoso
computacionalmente que a abordagem utilizada neste trabalho. Considerando-se
que as restrigoes sao conjuntas no tempo e dado o horizonte temporal de uma car-
teira de previdéncia, este custo computacional pode impossibilitar a resolucao do
modelo de forma direta, usando Gurobi, fazendo necessario apelar a métodos de
decomposicao. Por outro lado, cabe ressaltar que o modelo probabilistico tem um
porte menor que os modelos baseados em arvores de cenarios.

Modelar compras de ativos. Devido a limitacao do tempo para a conclusao deste
estudo, nao foi possivel incorporar a compra de ativos através do dinheiro em caixa.
Entende-se que esta adi¢ao ao modelo, como por exemplo limitado a um percentual
do dinheiro disponivel em caixa, é de grande valia no sentido da otimizacao da
carteira, uma vez que permite mais facilmente um rearranjo de uma possivel alocagao
inicial ruim. Além de possivelmente diminuir a necessidade de adigoes ao portfolio
inicial.

Permitir que o portfélio inicial seja uma variavel de decis@o. A partir da inclusao da
previsao de compra de ativos pelo modelo, uma outra abordagem possivel pode ser
minimizar o portfélio inicial, ao invés de maximizar o portfélio final. Sendo assim,
seria interessante que o modelo pudesse definir qual o montante minimo necessario
para arcar com todo o passivo futuro.

Adicionar incerteza aos ativos. Do ponto de vista da modelagem de restri¢oes pro-
babilisticas, este é o item que gera maior complexidade, pois altera o tipo de modelo
que deixaria de ser separavel. Henrion [Henrion, 2010| apresenta algumas alteragoes
da abordagem classica e que tipo de implicagoes na complexidade da modelagem
que estas causam.

Utilizar técnicas de otimizacao robusta.
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Apéndice A
Codigos de programacao

Codigo que gera a matriz de Precos Unitarios

% programa auxiliar ao "alm deterministico" feito com o objetivo de
% calcular o preco dos titulos publicos em todo o horizonte de tempo

% Ativos avaliados estao listados na dissertacao

% importando os dados
load ("ETTJ.mat ")

load ( ’cupomaa.mat )
load (’vencimento .mat ")
load (’passivos.mat’)
load ("VNA.mat )

7

% Definicao de variaveis
%matlabDates = datenum(’30—Dec—1899’) + Vencimento;

5| vencimento=datestr (Vencimento,1) ;% convertendo as datas de Excel para

%datas de Matlab

7| dtbase="31—dec —2014";

n= size(vencimento,l); % variedade de titulos publicos disponiveis
considerando os

%diferentes vencimentos e marcacoes (mercado e vencimento).

%Sao LFT’s, NITN-B’s, NIN-C’s, LTN’s e NTN-F’s

O=passivos; %fluxo das obrigacoes futuras (passivo)

D=ETTJ; % curva de desconto (ETTJ)

T=size (0,1); % horizonte de tempo, numero de anos estudados

% Auxiliares para o calculo do PU dos titulos publicos

5|A=zeros (T,n) ;

AcInt=zeros (T,n);
PU=zeros (T,n);

for t=1.T
yeart= year (dtbase) + (t — 1); % data base para a janela rolante
dtbasejr=datestr ([ yeart , month(dtbase), day(dtbase) ,0,0,0],1);

for i=1:n % calculando o PU de cada ativo no tempo t
if Vencimento(i)> datenum(dtbasejr) % p/ comparar coverto p/ numero
if 1<=28
[A(t,i), AcInt(t,i)]=bndprice(D(t,i), cupomaa(i+1),
dtbasejr, vencimento(i,:), ’Period’, 2, ’Basis’, 13, ...
"EndMonthRule’, 0, ’IssueDate’, ’15—aug—2000’, ’'Face’, 1000);
else
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if(28<i)&&(i <=34)

[A(t,i), AcInt(t,i)]=bndprice(D(t,i), cupomaa(i+1),
dtbasejr, vencimento(i,:), 'Period’, 2, ’Basis’, 13,
"EndMonthRule’, 0, ’IssueDate’, ’01—aug—2000", ’'Face’, 1000);
else
[A(t,i), AcInt(t,i)]=bndprice(D(t,i), cupomaa(i+1),
dtbasejr , vencimento(i,:), 'Period’, 2, ’Basis’, 13,
"EndMonthRule’, 0, ’'Face’, 1000);
end
end
PU(t,1)=VNA(i)=*(A(t ')+AcInt(t,i));
if t>1 && even(l):
PU(t,1)=PU(L,i);
end
else PU(t,1)=0;
end
end
end
save (’PU.mat’, 'PU’)

Cdédigo que gera a matriz de Precos Unitarios no vencimento dos titulos

I
% programa auxiliar ao "alm deterministico" feito com o objetivo de
% calcular o preco dos titulos publicos no ano de seu vencimento

% Ativos avaliados estao listados na dissertacao

% importando os dados

load ("ETTJ.mat )

load ( ’cupomaa.mat )

load ('vencimento.mat ")

load (’passivos.mat’)
(
(

load ( "VNA.mat )
load ( 'PU.mat ")

% Definicao de variaveis

Y%matlabDates = datenum(’30—Dec—1899’) + Vencimento;

vencimento=datestr (Vencimento,1) ;% convertendo as datas de Excel para

%datas de Matlab

dtbase="31—dec—2014";

n= size (vencimento,l); % variedade de titulos publicos disponiveis
considerando os

%diferentes vencimentos e marcacoes (mercado e vencimento).

%Sao LFT’s, NIN-B’s, NIN-C’s, LTN’s e NTN-F’s

O=passivos; %fluxo das obrigacoes futuras (passivo)

D=ETTJ; % curva de desconto (ETTJ)

T=size (0,1); % horizonte de tempo, numero de anos estudados

5|% Auxiliares para o calculo do PU dos titulos publicos

A=zeros (T,n);
AcInt=zeros (T,n);
Ve=zeros (T,n); %PU de cada titulo no vencimento

for t=1:T
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yeart= year(dtbase) + (t — 1); % data base para a janela rolante

for i=1:2:n % calculando o PU de cada ativo no tempo t
if year(Vencimento(i))=— yeart % p/ comparar coverto p/ numero
if i<=28
dtbasecalc=datestr ([ yeart , month(Vencimento(i)),
day(Vencimento( ))—1,0,0,0],1);
[A(t,i), AcInt(t,i)]=bndprice(D(t,i), cupomaa(i-+1),
dtbasecalc, vencimento(i,:), ’Period’, 2, ’'Basis’, 13, ...
"EndMonthRule’; 0, ’IssueDate’, ’'15—aug—2000’, ’Face’, 1000);
else
if (28<1)&&(i<=34)
dtbasecalc=datestr ([ yeart , month(Vencimento(i)),
day (Vencimento(i)) —-1,0,0,0],1);
[A(t,i), AcInt(t,i)]=bndprice(D(t,i), cupomaa(i+1),
dtbasecalc, vencimento(i,:), 'Period’, 2, ’Basis’, 13, .
"EndMonthRule’, 0, ’IssueDate’, ’0l—aug—2000’, ’'Face’, 1000);
else

dtbasecalc=datestr (| yeart , month(Vencimento(i)),
day (Vencimento(i)) —-1,0,0,0],1);

[A(t,i), AcInt(t,i)]=bndprice(D(t,i), cupomaa(i+1),

€ )

dtbasecalc, vencimento(i,:), ’Period’, 2, ’Basis’, 13,
"EndMonthRule’, 0, ’'Face’, 1000);
end
end
Ve(t,1)=VNA(i)*(A(t,1)+AcInt(t,1));
else Ve(t,1)=0;
end
end
for i=2:2:n
if year(Venmmento(l)): yeart % p/ comparar coverto p/ numero
Ve(t ) PU(L )
else Ve(t,i1)=
end
end

end

7| save('Ve.mat’, Vc¢’)

Codigo que gera a matriz de cupons pagos por cada titulo

cxlear all

cle

% programa auxiliar ao "alm deterministico" feito com o objetivo de

% calcular o total de cupom pago pelos titulos publicos em todo o horizonte

5|% de tempo

% Ativos avaliados estao listados na dissertacao

% importando os dados
load ( ’cupomaa.mat )
load (’vencimento.mat )
load (’ pass1vos mat )
load ( "VNA.mat )
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5|/% Definicao de variaveis

%matlabDates = datenum(’30—Dec—1899’) + Vencimento;

vencimento=datestr (Vencimento ,1) ;% convertendo as datas de Excel para

%datas de Matlab

dtbase="31—dec—2014";

n= size (vencimento,1l); % variedade de titulos publicos disponiveis,
considerando os

%diferentes vencimentos e marcacoes (mercado e vencimento).

%Sao LFT’s, NIN-B’s, NIN-C’s, LTN’s e NIN-F’s

O=passivos; %fluxo das obrigacoes futuras (passivo)

T=size (0,1); % horizonte de tempo, numero de anos estudados

5| auxcup=zeros (n,1); % variavel auxiliar no calculo do valor recebido em

cupom
I=zeros(T,n); % vetor que traz o valor recebido em cupom no tempo t

for t=1:T % janela rolante

yeart= year(dtbase) + (t — 1);
dtbasejr=datestr ([yeart , month(dtbase), day(dtbase) ,0,0,0],1);
for i=1:n % calculando o total recebido em cupom em ¢t
if Vencimento(i)> datenum(dtbasejr)
auxcup (1)=1000«VNA(i)s*cupomaa (i+1);
else
if year(Vencimento(i))=— yeart && month(Vencimento(i))>6
auxcup (1)=1000«xVNA(i)x*cupomaa (i+1);
else
if year(Vencimento(i))=— yeart && month(Vencimento (i) )<=6
auxcup (1)=1000«VNA(1i)x*((1+cupomaa(i+1))~0.5-1);
else
auxcup (i) =0;
end
end
end
I(t,i)=auxcup(i);
end
end

save(’I.mat’, 1)

Codigo do modelo de ALM proposto

clear all

cle

% Projeto de conclusao de curso: Mestrado Profissional em Metodos

% Matematicos em Financas

% Aluna: Gabriela Krull, Orientadora: Claudia Sagastizabal ,

% Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada(IMPA), Rio de Janeiro
2014

% FEste programa foi desenvolvido em MATLAB, usando YALMIP e GUROBI

% ANTES DE RODAR ESTE PROGRAMA PELA 1a VEZ: rodar "calculoPU.m",
% "calculoCupom .m" e "calculoVencTit"

% importando os dados
load (’passivos.mat’)
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load ( 'PU.mat ")

load (’I.mat ")

load (’qtdt1prob0950 .mat )
load (’Vec.mat )

load (’desvios.mat )

%% DEFINIcaO DO ESTADO PRINCIPAL %%%%

c=1; % estado esperado
alfa=0.95;
data.q_alfa=norminv(alfa ,0,1);

% Definicao de variaveis

dtbase=’31—dec—2014";

data.n= size (PU,2); % variedade de titulos publicos disponiveis ,
%considerando os diferentes vencimentos e marcacoes (mercado e vencimento).
%Sao LFT’s, NITN-B’s, NIN-C’s, LTN’s e NTN-F’s

data.O= passivos (:,c); %fluxo das obrigacoes futuras (passivo)

data.sigma= desvios (:,c); % desvio—padrao dos passivos

data.T= size(data.0,1); % horizonte de tempo, numero de anos estudados
%data . T= 2;

5| data .PU= PU;
data.Il= I;
data.Vce= Vc;

% valor da provisao na data—base, que e igual ao valor do portfolio:
data.Port inic= 113230227.084806+25700000;

data.Caixa inic= 10169786.9167787 —8.7761e —04;

Salva qtd= zeros(data.nxdata.T,data.T);

Salva qtd(:,1)= [qtdtlprob0950; zeros(data.nx(data.T—1),1)];

Salva P= zeros(data.T,data.T);

Salva P (:,1)= [data.Port_inic; zeros(data.T—1,1)];

5| Salva C= zeros(data.T,data.T);

Salva C(:,1)= [data.Caixa inic; zeros(data.T—1,1)];

Salva pe= zeros(data.T,data.T—1);

Salva bo= zeros(data.T,data.T—1);

Salva Indiv= zeros(data.nxdata.T,data.T);

Salva_Indiv (:,1)= [Salva_qtd(l:data.n,l).xtranspose(data.PU(1,:)); zeros(
data.nx(data.T—1),1)];

Salva Indiv_u= zeros(data.nxdata.T,data.T—1);

Salva u=zeros(data.nxdata.T,data.T—1);

Salva GP= zeros(data.nxdata.T,data.T);

5|/% Definindo o problema

for t=2:data.T % janela rolante

Ptime=strcat (’Time’ ,num2str(t));

% vetor com valores vendidos a cada tempo t:

opt.u=sdpvar (data.nx(data.T—t+1),1);

opt.qtd= sdpvar(data.nx(data.T—t+1),1); % variavel de decisao: quantidade
%alocada em cada tempo, para cada tipo de ativo

opt.Indiv= sdpvar(data.n*(data.T—t+1),1);

opt.Indiv_u= sdpvar(data.n*(data.T—t+1),1);

opt.P= sdpvar(data.T—t+1,1);

opt.C= sdpvar(data.T—t+1,1);

opt.pe= sdpvar(data.T—t+1,1
opt.bo= sdpvar(data.T—t+1,1
opt .GP= sdpvar (data.n*(data.T—t+1),1); % variacao no preco dos ativos
restricoes =[|;

% definindo o caixa:

)3
)
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rest0  0=[opt.C(1,1) = Salva_ C(t—1,t—1) + sum(transpose(data.I(t,:)).x
Salva qtd(data.nx(t—2)+1:data.nx(t—1),t—1)) +
sum(transpose (data.Vec(t,:)).xSalva qtd(data.nx(t—2)+1:data.nx(t—1),t
—1)) + sum(opt.u(l:data.n,1)) —
data.O(t,1)]; % OK!!!
% montante em cada ativo:
rest3 _O=[opt.Indiv (1:data.n,1)=— opt.qtd(1l:data.n,l).xtranspose(data.PU(t
S
rest3 _1=[opt.Indiv_u(l:data.n,l)=— Salva qtd(data.nx(t—2)+1:data.nx(t—1),t
—1).xtranspose (data .PU(t,:) ) ];
% definindo a formula do portfolio: preco unitario x quantidade + caixa:
rest0=[opt.P(1,1)=— sum(opt.Indiv(1l:data.n,1)) + opt.C(1,1)]; % OK!!!
restl 0= [opt.GP(l:data.n,1) = (opt.Indiv_u(l:data.n,1) + Salva qtd(data.
nx(t—2)+1l:data.nx(t—1),t—1).«transpose (data.Vec(t,:))) — ...
Salva_Indiv(data.n*(t—2)+1:data.nx(t—1),t—1)]; % OK!!!
% definindo o portfolio em t por recorrencia: port no tempo anterior —
%obrigacoes (unica saida de dinheiro do sistema):
restl= [opt.P(1,1) = Salva P(t—-1,t—1) — data.O(t,1) + ...
sum(transpose (data.I(t,:)).xSalva qtd(data.nx(t—2)+1:data.nx(t—1),t—1)
+ sum(opt.GP(1l:data.n,1))]; % OK!!!

I
rest2= [sum(transpose(data.I(t,:)).xSalva_ qtd(data.n*x(t—2)+1:data.nx(t
-1),t-1)) + ...
sum(transpose (data.Vec(t,:)).xSalva qtd(data.nx(t—2)+1:data.nx(t—1),t
—1)) + sum(opt.u(l:data.n,1)) —

data.O(t,1) + opt.pe(1,1) — opt.bo(1,1) = 0]; %entradas (cupons -

vencimentos + vendas) — saidas = 0
% penalizacao para entradas > saidas:
rest2 l=[data.Port inic>=opt.pe(1l,1)>=0, data.Port inic>=opt.bo(1,1)
>=0[;

% definindo quantidade por recursao, individualmente:

rest3 3= [opt.Indiv(l:data.n,1) = Salva_ Indiv(data.nx(t—2)+1:data.nx(t—1)
7t_1) -

transpose (data.Vc(t,:)).xSalva qtd(data.nx(t—2)+1:data.nx(t—1),t—-1) —

opt.u(l:data.n,1) + opt.GP(l:data.n,1)]; % OK!!!
% no short—selling:
rest3 2= [0<=opt.Indiv (l:data.n,1l)<=opt.P(1,1)];
% caixa sempre positivo:
restd= [opt.C(1,1) >=0];
% relacionando vendas com qtd:
restb 0= [opt.u(l:data.n,1)=— opt.Indiv_u(l:data.n,1) — opt.Indiv(l:data.n
1) 15
% vendas MtM ate limite de ativo:
restb 1= [0<=opt.u(l:data.n,l)<=opt.Indiv_u(l:data.n,l)];
restb 2= [opt.u(2:2:data.n,1) ==0]; % vendas HtM iguais a zero
%consolidando as restricoes em t
restricoes= restricoes + rest0 0 + rest0 + restl 0 + restl + rest2 +
rest2 1 +
rest3_0 + rest3_1 + rest3_2 + rest3_3 + restd + rests_0 +
restd_1 + restd5_2;
[ ValSol.(Ptime)]|= ProbTempotauProbab (t,data,opt,restricoes);
Salva _qtd (:,t)= [zeros(data.nx(t—1),1); ValSol.(Ptime).qtd];
Salva qtd(isnan (Salva_ qtd))=0;
Salva_u(:,t—1)= [zeros(data.nx(t—1),1); ValSol.(Ptime).u]l;
Salva P (:,t)= [zeros(t—1,1); ValSol.(Ptime).P]|;
Salva C(:,t)= [zeros(t—1,1); ValSol.(Ptime).C];
Salva pe(:,t—1)= [zeros(t—1,1); ValSol.(Ptime).pe];
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Salva bo (:,t—1)= [zeros(t—1,1); ValSol.(Ptime).bo];

Salva Indiv (:,t)= [zeros(data.nx(t—1),1); ValSol.(Ptime).Indiv];

Salva Indiv_u(:,t—1)= [zeros(data.nx(t—1),1); ValSol.(Ptime).Indiv_u];
)=

Salva GP (:,t [zeros (data.n*x(t—1),1); ValSol.(Ptime) .GP]|;
t

end

save(’Salva qtd probab 0950.mat’,’Salva qtd’)

save (’Salva _u_probab 0950.mat’, Salva _u’)

plot (Salva P (:,2:end), ’DisplayName’, ’Salva P probab’)
print (’=r300°’, ’—dpng’, 'Salva_ P probab 0950.png’)
plot (Salva_C(:,2:end), 'DisplayName’,’Salva C_ probab’)

5| print (’—r300’, —dpung’, ’Salva_C _probab 0950.png’)

Funcao do modelo de ALM proposto para tempo futuro

function [ ValSol|=ProbTempotauProbab(t,data ,opt,restricoes)
for s = t+1:data.T

ss=s—t+1;
% definindo o caixa:
rest0 0=[opt.C(ss,1) = opt.C(ss—1,1) + sum(transpose(data.I(s,:)).*...

opt.qtd ((data.nx(ss—2)+1):data.n*x(ss—1),1)) + sum(...
transpose (data.Ve(s,:)).xopt.qtd ((data.nx(ss—2)+1):data.nx(ss—1),1))
+ sum(opt.u((data.nx(ss—1)+1):data.nx(ss),1)) — ...
(data.O(s,1) + data.sigma(s,l)xdata.q_alfa)];
% montante em cada ativo:
rest3 0 = [opt.Indiv((data.n*x(ss—1)+1):data.nx(ss),1) = ...
opt.qtd ((data.n*(ss—1)+1):data.nx(ss),1).xtranspose(data.PU(s,:))|;
rest3 1 = [opt.Indiv_u((data.nx(ss—1)+1):data.nx(ss),1) =— ...
opt.qtd ((data.nx(ss—2)+1):data.n*(ss—1),1).xtranspose(data.PU(s,:))
K

% definindo a formula do portfolio: preco unitario x quantidade + caixa:
rest0 = [opt.P(ss,1) = sum(opt.Indiv((data.n*(ss—1)+1):data.nx(ss),1))

+ opt.C(ss,1)];

restl 0= [opt.GP((data.n*(ss—1)+1):data.n*(ss),1) =— ...
(opt.Indiv_u((data.n*(ss—1)+1):data.nx(ss) 1)+
opt.qtd ((data.nx(ss—2)+1):data.n*(ss—1),1).xtranspose (data.Ve(s,:)))

— opt.Indiv ((data.n*(ss—2)+1):data.nx(ss—1),1)];
% definindo o portfolio em t por recorrencia: = port no tempo anterior —
% obrigacoes (unica saida de dinheiro do sistema)
restl= [opt.P(ss,1) =— opt.P(ss—1,1) — (data.O(s,1) +
data.sigma(s,1)=*data.q_alfa)+
sum(transpose (data.I(s,:)).xopt.qtd ((data.n*(ss—2)+1):data.n*(ss—1)
1)) ...
+ sum(opt.GP((data.nx(ss—1)+1):data.nx*(ss) ,1))];
%entradas (cupons + vencimentos + vendas) — saidas = 0
rest2= [sum(transpose(data.I(s,:)).xopt.qtd (...
(data.nx(ss—2)+1):data.nx(ss—1),1)) + sum(transpose(data.Vec(s,:))
opt.qtd ((data.nx(ss—2)+1):data.nx(ss—1),1)) +
sum(opt.u((data.nx(ss—1)+1):data.nx*(ss),1)) — ...
(data.O(s,1) + data.sigma(s,l)xdata.q alfa) + opt.pe(ss,l) —
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opt.bo(ss,l) = 0];
35 % penalizacao para entradas < saidas e bonificacao para entradas >
saidas:
rest2 1=[data.Port_inic>=opt.pe(ss,1l)>=0, data.Port_ inic>=opt.bo(ss,1)
>=0[;
37 % definindo quantidade por recursao, individualmente:

rest3 3= [opt.Indiv ((data.nx(ss—1)+1):data.nx*x(ss),1) =
39 opt.Indiv ((data.nx(ss—2)+1):data.nx(ss—1),1) — .
transpose (data.Vc(s,:)).xopt.qtd ((data.nx(ss—2)+1):data.nx(ss—1),1) —

)

a1 opt.u((data.nx(ss—1)+1):data.nx*(ss),1) +
opt .GP((data.nx*(ss—1)+1):data.nx(ss) ,1)]
13 Y%no short—selling :
rest3 2= [0<=opt.Indiv ((data.n*(ss—1)+1):data.nx(ss) ,1)<=opt.P(ss,1)];
15 % caixa sempre positivo:
restd= [opt.C(ss,1)>=0];
a7 % relacionando vendas com qtd:
restb 0 = [opt.u((data.n*x(ss—1)+1):data.nx*(ss)
49 opt.Indiv_u((data.nx(ss—1)+1):data.nx(ss),
opt.Indiv ((data.nx(ss—1)+1):data.nx(ss) 1)
51 % vendas MtM ate limite de ativo:
rests 1= [0<=opt.u((data.n*(ss—1)+1):data.nx(ss) 1) <=...
53 opt.Indiv_u(data.nx(ss—1)+(1l:data.n),1)];
% vendas HtM iguais a zero
55 restb 2= [opt.u((data.n*x(ss—1)+2):2:data.nx(ss),1) ==0];
%consolidando as restricoes em s
57 restricoes= restricoes + rest0 0 + rest0 + restl O + restl + rest2 +
rest2 1 + rest3 0 + rest3 1 + rest3 2 + rest3 3 + restd + restd 0 +

1) — ...
1) - ...
[E

59 restd 1 + restd_2;

end

611 % otimizando

%funcao objetivo (otimiza em T)

63| objetivo=—(opt.P(data.T—t+1,1) — 1.dl*sum(opt.bo) — 1.d2*sum(opt.pe));

params=sdpsettings (’verbose’ 2, warning’,1, showprogress’,1, cachesolvers’
1) 5

65| diagnostics = optimize(restricoes ,objetivo ,params);
if not(diagnostics.problem==0)

67 keyboard
end

60| ValSol.qtd= double(opt.qtd);
ValSol.u= double (opt.u);

71| ValSol.P= double (opt.P);

ValSol.C= double(opt.C);

73| ValSol.Indiv= double(opt.Indiv);
ValSol.Indiv_u= double(opt.Indiv_u);
75| ValSol.pe= double(opt.pe);
ValSol.bo= double (opt.bo);

77 ValSol.GP= double (opt.GP);
ValSol.objetivo=double (objetivo);

Codigo do coletor da estratégia 6tima

‘ cxlear all
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cle

% Projeto de conclusao de curso: Mestrado Profissional em Metodos

% Matematicos em Financas

% Aluna: Gabriela Krull, Orientadora: Claudia Sagastizabal ,

% Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), Rio de Janeiro
2014

% Este programa foi desenvolvido em MATLAB, usando YALMIP e¢ GUROBI

% Programa feito para coletar as estrategias otimas encontradas pelo
Y%programa ’alm probabilistico 20141210 .m’

load (’Salva qtd det.mat’)

load (’Salva_u_det.mat’)

data.T=size (Salva_ qtd,2);
data.n=size (Salva_ qtd,1)/data.T;
estrategia aloc=zeros(data.n,data.T);
estrategia venda=zeros(data.n,data.T);
for t=1:data.T
estrategia aloc (:,t)=Salva_ qtd((data.nx(t—1)+1):data.n*(t),t);

end
plot (transpose (estrategia aloc))
print (’=r300°, ’—dpng’, 'graf estrategia aloc det.png’)

for t=2:data.T

estrategia venda (:,t)=Salva u((data.nx(t—1)+1):data.nx(t),t—1);
end
plot (transpose (estrategia venda))
print (’=r300°, ’—dpng’, 'graf estrategia venda det.png’)

estrategia aloc=reshape(estrategia aloc ,[],1);
estrategia venda=reshape (estrategia venda ,[],1);
save ( 'estrategia aloc det.mat’,’ ’estrategia aloc’)
save (’estrategia venda det.mat’,’ ’estrategia venda’)

81

Codigo gerador dos cenarios

clear all

cle

% Projeto de conclusao de curso: Mestrado Profissional em Metodos

% Matematicos em Financas

% Aluna: Gabriela Krull, Orientadora: Claudia Sagastizabal ,

% Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), Rio de Janeiro
2014

% Este programa foi desenvolvido em MATLAB, usando YALMIP e¢ GUROBI

% Este programa simula cenarios de passivo, dado um estado da economia

load ('passivos.mat’)
load (’desvios.mat’)

=1; % estado esperado

c
5ilm = 1000; % numero de cenarios

7| data.O= passivos (:,c); %fluxo das obrigacoes futuras (passivo)

data.sigma= desvios (:,c); % desvio—padrao dos passivos
data.T=size (data.0,1);




21

23

25

V)
~

29

33

37

39

82 APENDICE A. CODIGOS DE PROGRAMACAO

Osim=zeros (data.T,n);

for i=1:n
Osim (: , i )=normrnd(data.O(:,1) ,data.sigma(:,1) ,data.T,1);
end
s/ save (’Osim.mat’, ’Osim’)
plot (Osim)
print (’—r300’, '—dpng’, 'graf Osim.png’)

Cédigo avaliador das estratégias 6timas

cxlear all

cle

% Projeto de conclusao de curso: Mestrado Profissional em Metodos

% Matematicos em Financas

% Aluna: Gabriela Krull, Orientadora: Claudia Sagastizabal

% Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada(IMPA), Rio de Janeiro
2014

% Este programa foi desenvolvido em MATLAB, usando YALMIP e GUROBI

% Programa feito para avaliar a estrategia otima nos cenarios

load (’Osim.mat )
load (’estrategia aloc _probab 0950 .mat’)
load (’estrategia venda probab 0950 .mat’)
load ( 'PU.mat ")

5/ load ('I.mat )
load (’"Vc.mat ")

data.n= size (PU,2); % variedade de titulos publicos disponiveis ,
considerando os

%diferentes vencimentos e marcacoes (mercado e vencimento).

data .Osim=0sim

data.T= size (data.Osim,1); % horizonte de tempo, numero de anos estudados

data.j= size(data.Osim,2); % numero de cenarios

data .PU= PU;
data.I= T;
data.Vce= Vc;

data.qtd=estrategia aloc;

| data.u=estrategia venda;

data.Port inic= 113230227.084806+25700000;
data.Caixa_inic= 10169786.9167787 —8.7761e —04;
P= zeros(data.T,1);

P _rec= zeros(data.T,1);

P(1,1)= [data.Port_inic];

P _rec(1,1)= [data.Port_inic];

C= zeros(data.T,1);

5/C(1,1)= [data.Caixa_inic];

saldo= zeros(data.T,1);

% montante em cada ativo:

Indiv = [data.qtd.+*reshape(transpose(data.PU) ,[],1)];

Indiv_u = data.qtd (1:data.nx(data.T—1),1).+xreshape(transpose(data.PU(2:data
o)) 00L1)

Indiv_Vc¢ = data.qtd (1:data.nx(data.T—1),1) .xreshape (transpose (data.Vc(2:
data.T,:)) ,[],1);
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a1/ Indiv_TI = data.qtd (1:data.n*(data.T—1),1).xreshape(transpose(data.I(2:data.
TS0 ;

GP = [zeros(data.n,l);(Indiv_u + Indiv_Vc) — Indiv(1l:data.n*(data.T—1))|;

13| Avalia_ P = zeros(data.T,data.j);

Avalia_ P rec = zeros(data.T,data.j);

5| Avalia_ C = zeros(data.T,data.j);

Avalia saldo = zeros(data.T,data.j);

17| Check P = zeros(data.T,data.j);

Entradas = [zeros(data.n,1);Indiv_Vec + Indiv_I] + data.u;

1| Entradas _ano = zeros(data.T,1);

sif for j=1:data.]
for t=2:data.T
53] Entradas ano(t,1)=sum(Entradas(data.n*(t—1)+1:data.nx(t),1));
%entradas (cupons + vencimentos + vendas) — saidas:
55| saldo(t,1) = Entradas _ano(t,1) — data.Osim(t,j);
% Caixa:
s71 C(t,1) = C(t—1,1) + saldo(t,1);
% definindo a formula do portfolio: preco unitario x quantidade + caixa:
s0| P(t,1) = sum(Indiv ((data.nx(t—1)+1):data.nx(t),1)) + C(t,1);
% definindo o portfolio em t por recorrencia: port no tempo anterior —
61| %obrigacoes (unica saida de dinheiro do sistema):
P rec(t,1) =P rec(t—1,1) — data.Osim(t,j) +
63 sum (Indiv_I(data.nx(t—2)+1:data.n*x(t—1),1))
+ sum(GP(data.nx(t—1)+1:data.nx(t) ,1));
65| verif P = P(t,1) — P_rec(t,1);
end
67| Avalia P (:,]) P
Avalia P _rec(:,j) = P_rec;
60| Avalia C(:,j) = C
(

J ;
Avalia_ saldo(:,j) = saldo;
71| Check P (:,j) = verif P;
Graf saldo = [Entradas ano —Ix(data.Osim) |;
73| end

plot (Graf saldo, ’'DisplayName’,’ Graf saldo’)
75| print (’=r300’ ,’—dpng’, 'graf saldo probab 0950.png’)
plot (Avalia_C, 'DisplayName ', Avalia C’)

77| print (’=r300°,’—dpng’, 'graf avalia C_probab 0950.png’)
plot (Avalia P, 'DisplayName’, Avalia P )
7o| print (’=r300’, ’—dpng’, 'graf avalia P probab 0950.png’)

save ('Avalia P probab 0950.mat’,’Avalia P’)

s1| chk = sum (sum(Check P));
min_c=min (min (Check P));

s3] max_c=max (max (Check P));

fprintf(’\n Total da diferenca entre formulas de P = %i com max = %i e min
= %i ’,chk,max ¢, min_c);

ss/ ins = sum(Avalia P (data.T,:)<=0);

fprintf(’\n Numero de carteiras insolventes = %i ’,ins);
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