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Abstract

We obtain an algorithm for finding the maximum entropy distribution of a financial asset, given
a finite set of European call option prices, for a particular maturity. The main references are
the articles of Cassio Neri and Lorenz Schneider [11] and [12]. The aim of calibrating an asset
distribution is to evaluate, for example, the price of other European derivatives, with more
complex payoffs, as well as to interpolate and to extrapolate the market implied volatility.
These procedures are fundamental in hedging strategies and this algorithm seems to be useful

and easy to implement. We also give some numerical examples with market option prices traded
in the BM&F Bovespa, available at [2].
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Introducao

O presente trabalho possui as op¢oes de compra, que sao um tipo de derivativos, como objetos
principais. Por este motivo, a partir de definigoes presentes em [9] e [8], podemos dizer que:

Opcao de Compra Uma opc¢ao de compra ¢ um derivativo que permite ao detentor da opc¢ao
o direito (mas nao a obrigacao) de comprar uma determinada quantidade do ativo em
um dado instante ja definido T (denominado maturidade) por certo valor pré acordado
K (chamado strike).

Além disso, podemos tratar as chamadas Opcoes Européias ou Americanas. Na primeira, a
opcao s6 pode ser exercida na maturidade enquanto que, na segunda, a opcao pode ser exercida
em qualquer instante até a maturidade. Um importante resultado deduzido em [9] mostra que
exercer uma opcao de compra americana que nao paga dividendos antes da maturidade nao
vale a pena. Ou seja, op¢oes de compra americanas e européias possuem o mesmo preco. Por
este motivo, construiremos todo o trabalho com a modelagem de opcoes européias, que sao
mais faceis de se manipular, mas no fim podemos dizer que a precificacao obtida também se
aplica as opgoes americanas.

Assim sendo, este trabalho se baseia nos artigos de Cassio Neri e Lorenz Schneider [11] e
[12]e também na dissertagdo de Ramilijaona [13], em que a partir de pregos de op¢oes de compra
(ndo importa se americana ou européia) praticados no mercado, para uma dada maturidade,
é possivel obter uma funcao distribuicao de probabilidade do ativo associado. Desta forma,
a partir da distribuicao de probabilidade, podemos extrapolar o preco da opc¢ao para outros
strikes com a mesma maturidade. Na verdade, com esta calibragem extremamente valiosa,
podemos fazer a precificagdo de derivativos mais complexos ou estratégias de hedging [8].

Na verdade, conforme sera visto ao longo de todo o trabalho, devido ao formato relati-
vamente simples da distribuigao n6s conseguimos explorar todo tipo de parametro do ativo.
Outros bons exemplos além do preco da opcgao para qualquer strike sao a volatilidade implicita
e a derivada parcial do preco da opcao em funcao do strike. Além disso, usando o mesmo pro-
cesso para maturidades distintas podemos extrapolar uma superficie de volatilidade do ativo,
algo extremamente til e importante no mercado.

Motivacao

Em geral, assume-se que o preco de uma dado ativo como funcao do tempo, descreve um
processo estocastico semi-martingale. Essas seriam as chamadas circunstancias normais obede-
cidas pelo preco do ativo em um mercado "bem comportado”. No Apéndice, temos defini¢oes
dos conceitos de Procesos Estocésticos, Martingais, Super-Martingais e Sub-Martingais. Po-
rém, com relacao aos martingais, uma ideia intuitiva sobre eles é que dada a posicao atual do
processo, na média, a posicao futura é a atual.

Modelos financeiros, como Black e Scholes, podem sofrer em circunstancias anormais. Ou
seja, um determinado modelo que prevé bem o comportamento de um mercado em ambientes
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normais pode estar completamente errado em situacoes atipicas, como as que ocorrem em
momentos de crise econdmica ou politica.

Uma forma de retificar isto é usar métodos de estimacao Bayesiana, os quais utilizam infor-
macao a priori acerca dos parametros desconhecidos a serem calibrados. Uma outra opcao, que
serd a abordada neste projeto, cria, através do uso de métodos de estimacao, funcoes de den-
sidade de probabilidade via maxima entropia. A entropia, conceito presente em [6] e que sera
definida mais formalmente adiante, pode ser vista como uma medida de quao nao enviesada é
uma distribuicao de probabilidade dada.

Assim sendo, tais distribui¢oes tendem a ser menos dependentes de modelos pré definidos que
funcionam somente em circunstancias de equilibrio. Ou seja, ao encontrar uma distribuicao que
maximiza a entropia a partir de dados vindos do mercado, n6s podemos dizer que obtivemos uma
distribuido de probabilidade que esta de acordo com os dados do mercado (em outras palavras,
nao depende de modelos pré definidos), mas que ao mesmo tempo é a menos enviesada possivel.
Tais fatos nao sao observados em estimagoes Bayesianas.

Estrutura do Trabalho

O método de determinacao da distribuicao distribuicao de probabilidade via maxima entropia
se baseia na coleta de precos de opcao de compra do ativo para um nimero finito de stkikes
K; e com uma determinada maturidade 7. Feito isso, a distribuicao do preco do ativo sera
determinada para cada intervalo [K;, K;1[. Assim sendo, observaremos que esta distribuicdo
estd de acordo com os dados reais do mercado e ainda consegue ser nao enviesada.

Cabe ressaltar que os precos do mercado devem satisfazer uma condicao de nao arbitragem
que serd deduzida ao longo deste trabalho. Ou seja, antes de comecar o método utilizando os
precos vindos dos mercado, um teste deve ser feito, onde cada preco e strike que nao satisfacam
a condicao de nao arbitragem sao excluidos.

Apos o exposto acima, o presente trabalho tem por objetivo implementar o algoritmo pro-
posto por Cassio Neri e Lorenz Schneider [11] e [12] com dados reais do mercado. Além das
vantagens ja expostas, o método proposto possui forte embasamento teorico e pode ser facil-
mente resolvido numericamente.

Todavia, antes desse ponto de resolucao numérica com dados reais faremos uma revisao bi-
bliografica dos teoremas que embasam formalmente o método, além de implementacoes prévias
com precos teoricos vindos de Black e Scholes.

Por fim, comentérios serao feitos sobre os resultados obtidos no que se referem a sua con-
sisténcia e praticidade. Cabe ressaltar também que todos os codigos e graficos gerados na
implementacao numeérica estao apresentados no apéndice.



Capitulo 1

Preco de Opcoes e Maxima Entropia

Neste capitulo veremos como se calcula o preco de uma opcao de compra a partir da densidade de
probabilidade do preco do ativo. Além disso, veremos a defini¢ao de dois conceitos importantes:
Opcoes Digitais e Entropia. A partir disto, o objetivo central aqui serd mostrar que o problema
global de encontrar a fungdo densidade de probabilidade em [0,00[ que atende, para uma
dada maturidade 7', aos precos de opcoes de compra com strikes estritamente crescente Ky =
0,Ky,--, K,, K11 = 00, é equivalente a encontrar densidades nos intervalos [K;, K;1].

Defini¢ao 1.1 (Opcao Digital). Uma opgao de compra digital ou bindria, sequndo [8], pode
apresentar duas formas:

cash-or-nothing call ¢ um aquela que paga um valor pré definido se o valor do ativo estiver
acima do strike e zero se estiver abaixo.

asset-or-nothing call ¢ um aquela que paga o proprio valor do ativo se ele estiver acima do
strike e zero se esliver abaizo.

Definicao 1.2 (Entopia de Shannon) A entropia associada o uma densidade de probabilidade
g € dada por E(g) := —fo z)Ing(z)dx

No apéndice, temos a apresentacao mais detalhada da origem do conceito de entropia de
Shannon. Baseado no artigo do proprio Shannon [16] faremos inicialmente uma contextuali-
zagao da origem (que comecou na teoria da informagao), depois uma breve demonstracao de
um teorema que define a entropia para um caso particular e, finalmente, faremos um paralelo
com nosso trabalho mostrando que ao encontrar a densidade g que maximiza a entropia, esta-
mos determinando uma funcao que concorda com os dados do mercado e é a menos enviesada
possivel.

Agora, antes de prosseguir, vamos mostrar como calcular o preco das opcoes envolvidas.
A principal condi¢ao necessaria para a construcao do algoritmo é o conceito de auséncia de
oportunidade de arbitragem. Em [9], pagina 85, a definicdo de oportunidade de arbitragem é
apresentada formalmente, mas uma ideia intuitiva disto é a seguinte: uma oportunidade de
arbitragem ocorre quando um investidor, com capital inicial nulo, possui probabilidade nao
negativa de terminar com capital nao nulo em um instante 7' > 0.

Ainda em [9], pode-se ver que a auséncia de oportunidade de arbitragem no mercado implica
na existéncia de uma medida de probabilidade neutra ao risco e isto, devido a representancao
de Feynman-Kac, permite que o preco de uma opcao de compra, com stike K e maturidade 7',
seja dado pela seguinte equacao:

C(K,T) =T [e 7 F(S(T))] = /000 e T f(s)g(s)ds (1.0.1)
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onde f(S(T)) é o payoff da opgao e g é funcdo densidade de probablidade associada a medida
neutra ao risco.

Cabe ressaltar que o payoff de uma op¢ao de compra é dado por f(S(T)) = (S(T) — K)™ .
Além disso, trabalharemos com opcodes digitais do tipo cash-or-nothing com payoff dado por
f(S(T)) = Is(r)>k- Logo, de (1.0.1), teremos:

C(K,T) =T [e7(S(T) — K)*] = /KOO e (s — K)g(s)ds (1.0.2)
D(K,T) =E [e " Igrysx] = /: e "Tg(s)ds (1.0.3)

Assim sendo, seja fixada uma maturidade 71" e considere uma sequéncia de strikes estri-
tamente crescente Ky = 0, Ky, ...K,, K,.1 = co. Além disso, sejam também os precos nao
descontados de opcoes de compra e digitais

C;=C(K;,T)/DF(0,T), D;=D(K;,T)/DF(0,T)

nos mesmos strikes e com a mesma maturidade, onde o termo DF(0,7) = ¢~ denota o fator
de desconto. Por convencao adotaremos que

Cn—l—l = Dn—&—l = Kn-l-an-l-l =0

Assumindo estarmos sob as condicoes de existéncia de uma medida neutra ao risco, queremos
determinar a densidade g correspondente ao preco do ativo S(7') que maximiza a entropia
E(g) = — ;7 9(x)Ing(x)dx sob as condi¢des (devido & equagio (1.0.2) e ao payoff da op¢ao de
compra)

EI[(S(T) — K)* ] =C; e / (s — K;)g(s)ds = C; (1.0.4)
K;
além de (devido a equagao (1.0.3) e ao payoff da opgao digital usada)
Elsrsx,] = Di  iee. / g(s)ds = D; (1.0.5)
K;

para todo i =0, 1,...,n. Agora, observe que a condigao (1.0.5) gera

Kt 5 B
/ g(S)dS = Dz — Di+1Vi = 0, 1, . n (106)

K;

Além disso, considere um derivativo que paga S(7') se K; < S(T') < K, e zero, caso contrario.
Ou seja, seu payoff é dado por f(S(T)) = S(T)Ik,<sr)<k,,- Logo, pela equagao (1.0.1), tem-se
que o preco descontado desse derivativo sera dado por B9 [S(T)Ix,<s(r)<k,,] = ff(ii“ sg(s)ds.
Para reescrever esta tltima integral podemos abrir (1.0.4) e usar (1.0.5) para obter:

Kit1
/ sg(s)ds = (C+ KiDy) — (Coor + Kopr Disa Wi = 0,1, .. (1.0.7)
K;

Apos todo o exposto acima, podemos finalmente cumprir o objetivo deste capitulo, que é
mostrar que encontrar a funcao densidade de probabilidade g, que maximiza a entropia, em
[0, o[ e que atende, para uma dada maturidade T, aos precos de opgoes de compra com strikes
estritamente crescente Ky = 0, Ky, ...K,,, K,,.1 = 00, é equivalente a encontrar densidades nos
intervalos [K;, K; 1]



Ou seja, devemos calcular g sob as condigoes globais (1.0.4) e (1.0.5). Porém, provaremos
que as condigoes locais (1.0.6) e (1.0.7) sdo equivalentes as condigbes globais e que, além disso,

- [T swmgtae = (= [ sormotarir)

=0 K

e, portanto, basta maximizar — féi“ g(x)In g(z)dz sujeito a (1.0.6) e (1.0.7) em cada intervalo.
O proximo teorema prova o que queremos no momento, mas antes de apresenta-lo algumas
definicoes serao feitas e uma proposicao serd enunciada e demonstrada.
Seja M* o conjunto das fun¢des positivas na medida de Borel definidas em [0, oo[. Defina

H:={ge M| / g(z)dz = D;, (z — K;)g(z)dx = C;,Vi=0,1,--- ,n}
Ki Ki
e, Vi=0,1,---.n,
Kit1 B 5 Kit1 B B 5 B
}[i = {g € M+ | / g(l’)dﬂ? = Dl — Di+17/ I’g($>dl’ = <Cl + KZD7,> — <Ci+1 + Ki+1Di+1>}
K;

K;

Proposicao 1.1. H = mHi

i=0
Demonstragao. é consequéncia imediata de (1.0.4),(1.0.5),(1.0.6) e (1.0.7). O
Assim, Vi = 0,1, ..., n definimos
Kt
B(g) =~ [ gle)ng@de Vg€ H.
K;

O préximo teorema é central neste capitulo e vai provar a equivaléncia entre os problemas de
encontrar g em [0, 00[ e g; em cada intervalo [K;, K]

Teorema 1.1. Se g mazrimiza E em H, entdo g € o maximizador de E; em H;. Além disso, se
g € o maximizador de E; em H;,¥i=0,1,...,n, entao g maxrimiza E em H.

Demonstracdao. Seja g um maximizador de ' em H, e seja h € H;. Defina
g =4g. (1 - H[K¢7Ki+1[) + h'H[Ki,Ki+1[‘

Como g = h em [K;, K;11[, temos que g € H;. Além disso, para j # i, nos temos § = g
em [K;, K;], e portanto § € H;. Logo, da Proposicao 1.1 segue que g € H. Com isso, da
maximizagao de E(g), nos temos que FE(g) — E(g) > 0.
Observe que, E(g) = E(g) — Ei(g9) + Ei(h), e portanto

Ei(g9) — Ei(h) = E(g) — E(g) > 0.

Dai segue que g maximiza F; em H;.
Alternativamente, suponha que g maximiza F; em H;, Vi =0,1,...,n. Seja h € H. Segue que

E(g) = ZEZ-(Q) > ZEi<h) = E(h),

o que significa que g maximiza F em H. O]
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Acabamos de cumprir o objetivo principal deste capitulo que foi mostrar que o problema
princiapl de encontrar a distribui¢io g de maxima entropia em [0, co[ é equivalente & solucao de
problemas mais simples de encontrar densidades g; nos intevalos [Ko, K; [, [K1, Ks|, ..., [Ky, Ky
Este é o resultado do Teorema 1.1.

Os proximos passos sao mostrar a forma de g em cada um desses intervalos e propor um
método numeérico para encontrar os parametros necessarios. Assim sendo, primeiramente vamos
construir a parte formal que determina como g deve ser e depois vamos usar multiplicadores de
lagrange para obter as equacoes que geram o método numérico de determinacao de parametros
usando opc¢oes de compra e opcoes digitais.



Capitulo 2

O Formato da Distribuicao de Maxima
Entropia

2.1 O Teorema de Csiszar

Um dos grandes problemas da formalizagdo dos resultados, conforme visto em [4] é que os
métodos usuais normalmente se baseiam na aplicacao de multiplicadores de lagrange e isso
requer que a funcao objetivo seja continuamente diferencidvel. Porém, a entropia de Boltzmann
- Shannon é finita apenas para densidades em

0:={g€ L' 0,00) | glng € L'(0,00)}

que posssui interior vazio em L'(0,00). Logo, o0 maximizador nao ¢ um ponto interior do con-
junto o. Além disso, a entropia nao é continuamente diferenciavel ji que nao é continua em
lugar algum.

Segundo Neri-Schneider, apresentaremos uma abordagem deste problema baseada em um
resultado de Csiszar [7].

Assumindo que nenhuma densidade a priori é dada, estamos interassados na entropia de g
em [

Ei(g) == —/[g(ﬂf) In g(z)dz

em que I C [0,00] é um intervalo. Contudo, o resultado de Csiszar usa uma entropia relativa
de uma funcao densidade de probabilidade g com respeito a uma medida de probabilidade R
em [

Eilg | R) = - / 4(x) Ing(x)dR(z).

I

De certa forma, podemos dizer que queremos uma entropia relativa com respeito a medida
de Lebesgue que, em [0, co[, ndo é uma medida de probabilidade.

Para i = 0,1,...,n — 1,1 = [K;, K;;1[ é limitado. Neste caso, podemos usar dR(x) =
(K1 — Ki)f1 dx.. Porém, isso nao possivel para o caso global I = [0,00[ ou para o dltimo
intervalo I = [K,, oo[, dado que para estes casos nao existe constante normalizadora que trans-
forme a medida de Lebesgue em uma medidade probabilidade.
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Todavia, aplicaremos o resultado de Csiszar e nao serd necessario fazer qualquer distingao
acerca de intervalos finitos ou infinitos.

Proposicao 2.1. Seja I C [0, 00[ um intervalo. Defina m(zx) = e * Vo € I, onde 8 > 0 €
uma constante de normalizacao, tal que dR(x) = m(z)dx seja uma medida de probabilidade em
L Sejam também ag e ay constantes reais e M o conjunto das fungoes positivas na medida de
Borel definidas em [0,00[. Entao, a relagao g — g/m é uma bije¢ao entre os conjuntos

0= {g e M* | /]g(:c)d:c = ap, /ng(x)dx - al}

Q= {g c M| /Ig(x)de = ay, /xg(x)dx = al}

1

Além disso, g é o mazimizador de Er em Q) se, e somente se, g/m é mazimizador de E;(. | R)
em )

Demonstragao. Defina W : M*T — M, tal que ¥(g) := g/m. Como m é estritamente positiva,
podemos dizer que temos uma bijecao bem definida.

Vamos mostrar agora que U preserva algumas funcionalidades lineares. Seja g € M™ e
f I — R. Entao, temos que

[ 1@ @) dre) = [ 1022

m

dR(z) = / f(2)g(x)de.

Em particular, aplicando este resultado a f(z)=1ea f(z) =z, segue imediatemente que ¥
mapeia 2 em ().
Para completar a demonstragao é suficiente mostrar que, se g, h € €2, entao

Ei(g) — Ei(h) =2 0 E(¥(g) | R) — Ef(¥(h) | R) =0

Na verdade, o resultado é mais forte e as desigualdades acima sao igualdades. Isto é equivalente
a mostrar que F;(¥(g) | R) — Er(g) nao depende de g € 2. Temos que,

EW) | 1) = — (@) (v an
- - (i(é))) " 55(%) 1
_ —/I(g(x))ln (i((”’;))d:c

= [ (g (g@)do + [ (g) s (m(a)) da

1 1

- El(g)+1n9/g(x)dx—/xg(x)dx

I I
= FEi(g9)+apnf — ay.

()
)
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Agora podemos enunciar o resultado de Csiszar |7] que sera fundamental para obtermos o
formato de g.

Teorema 2.1 (Csiszar). Seja R uma medida de probabilidade em um espago (X, H). Seja
{fy}rer um conjunto arbitrdrio de fungées reais H - mensurdveis em X e sejam {a,}yer cons-
tantes reais. Seja também £ o conjunto de todas as probabilidades P em (X, H) para as quais
as integrais [ f,dP existem e sao iguais a a,(y € I'). Entao existe Q € € tal que Q < R e sua
derivada de Radon-Nikodym possui a forma

oQ
OR

onde ¢ > 0 e q pertence ao espago gerado pelas fungoes f.. Logo,

/ <g—g(x)) In @%(x))d}z(x) < / (%(@) In (g—ggf;))d}z(:p)

para todo P € € tal que P < Q.

(z) = cet™ Vrel (2.1.1)

Antes de enunciar o teorema central deste trabalho, que pode ser encontrado em [11], vamos
apresentar algumas equagoes que surgem do uso de multiplicadores de lagrange e que serao
deduzidas mais tarde neste trabalho. Para ¢ =0,1,...,n — 1, definimos:

_ D; = Dig
a; = fi- (eﬁiKiH — eﬁiKi> (2.1.2)
KipePfm — KePf 1 (Ci + KiD;) — (Cia + K1 Dis) (2.1.3)
efiltivn — efils Bi Di — Dipy -

Assim, podemos enunciar o teorema central deste trabalho que estabelece o formato da distri-
bui¢ao em cada inervalo [K;, K;i]:

Teorema 2.2. Seja i € {0,1,...,n}, [ = [K;, K;11[. Sejam «; e B; como nas equagdes (2.1.2)
e (2.1.3). Entao, g : I — R dada por

g(x) = ae®®, Vrxel,
maximiza E; em H.

Demonstragao. Sejam ag = f)iﬂ —D;ea; = (C~’Z + Kif)i) - (C~’i+1 + Ki+1l~)i+1). Sejam ainda
m, R, Q) e  conforme a Proposicao 2.1. Observe que para estas escolhas de I, ag e ay, temos
que Q =H; e B = E;.

Sejam X = I, H é a o - algebra de Borel de subconjuntos de I, I' = {0, 1}, f, = apz”(y € T)
e £ é definido conforme o teorema de Csiszar, isto é, £ o conjunto de todas as probabilidades
P em (X,H) para as quais as integrais [ f,dP existem e sdo iguais a a,(y € I')
Dado h € Q, defina a medida P, por dPg(r) = agth(x)dR(x). Assim, da definicio de €,
segue que Py € £ e P < (), entao ag0P/I0R € (). Logo,
op; op;, [ -
—/Ia—]g(w) In a—]_g(x)dR(x) = —aol/]h(x) Inh(x)dR(z) + In (ap)
= ag'Er(h | R) 4 In(ao)
(2.1.4)
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Pela defini¢do de «; e §;, temos que g € H; e H; = (. Logo, pela Proposigao 2.1 temos que
g =g/m € Q. Além disso,
g(z) = uftePithT vy e T

Seja @ = P;. Segue que Q € &, e sua derivada de Radon-Nikodym com respeito a R (que é
ay'g) tem a forma dada em (2.1.1) com ¢ = ay'a;0' e ¢ = (B; + 1)ay ' f1. Portanto, o teorema
de Csiszar nos da

9Q
 OR

oQ oP OP
(x)In @(x)dR(x) < i @(az) In @(I)dR(x),

para todo P € &, tal que P < Q. Em particular, para todo h € Q. Logo de (2.1.4) obtemos
que )
Er(g| R) > Ei(h| R).

Concluimos que § maximiza F;(. | R) em ) e, novamente, pela Proposicio 2.1, temos que g é
o maximizador de F; em H,. O

2.2 O Método Heuristico e o Principio de nao Arbitragem

Vamos agora obter as equagoes (2.1.2) e (2.1.3), que sao as equagoes que fornecem os valores
de «; e [3;, usando multiplicadores de Lagrange. Porém, antes de prosseguir, lembremos:

Problema Central Queremos determinar, para cada intervalo Ky, K[, [K1, Ka[, ..., [Kn, Knt1],
densidades g; que maximizam a entropia

B(g)=- [ " glo)ngle)da,

K;

sujeito as condicoes

Cabe ressaltar que estamos utilizando o resultado do Teorema 1.1 para dizer que encontrar g é
equivalente a encontrar cada g;.

Assim sendo, devido ao objetivo de maximizar F; sujeito as condi¢oes mencionadas acima,
definimos os funcionais:

F(g) = —/ - g(x) Ing(z)dz,

K;

G(g) == /KM g(x)dz e

K;

Ho)= [ eyt

K;
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Portanto, por multiplicadores de Lagrange, devemos resolver a equagao

0F(g) + A19G(g) + A20H(g) = 0.
Por derivada de Fréchet, cuja definicao se encontra no Apéndice, segue que
Ki+1 Ki+1
/ (Ing(z) + 1)dg(z)dx = / (A + Aox)og(x)dz
Ki Ki

Logo, no intervalo [K;, K; 1], temos que

Ing(z)+1= XA+ Aoz

Ar—1

Assim, fazendo «; := e e B; = Ag, temos que:

g(l’) = aieﬂ“ﬂ x € [KZ, Ki—‘rl[- (221)

Usando esta forma explicita de g em (1.0.6) e (1.0.7) obtemos:

K B 5
O[Z‘/ €6ixd$ = Dz — Di+1 (222)
K;
Kit 5 5 5 5
Oéi/ xeﬁ”d:c = (Cl + KZDZ) — (CiJrl —+ Ki+1Di+1> (223)
K;

Para todo i =0,1,...,n.
Assim, para i < n, resolvendo as equagoes (2.2.2) e (2.2.3) usando integragao por partes,
obtemos as equagoes (2.1.2) e (2.1.3), ou seja

o /8 . DZ - D’i+1
@i = P eBiKir1 — pBiK; €

KipeP K — JGefke 1 (Cy+ K;D;) — (Cigy + Kiy1Di1)

ePiKit1 _ pBiKi B D; — Dj 4

Falta agora mostrar que essas solucoes sao tinicas.

Antes disso, definamos

Ki+1eﬁKi+1 _ KieﬁKi 1

O(8; Kis Kiy1) = — g, — 3 (2.2.4)
@,(5 K. K. ) L i B (K B K')Q eBKit1+K;) (2 5 5)
R 52 i ' (CﬁKiJrl—eﬁKi)z B

Proposigao 2.2. Seja i € {0,1,...,n}. Se nao existir oportunidade de arbitragem gerada por
D;,D;1,C; € Ciyq, entdo existe uma unica solugao (o, 5;) para as equagoes (2.2.2) e (2.2.3).

Demonstracao. Defina ) ) ) )
(Ci+ K;D;) — (Cip1 + Kiz1Diyq)
D; — Dy

K =
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Primeiramente, vamos provar que K; < K < K,,1. Isto pode ser visto comparando o preco
de trés derivativos. Eles pagam, respectivamente, K;,S(T") e K;41 se K; < S(T) < K41 e zero
caso contrario. Os payoffs desses derivativos sao dados por:

[1(8(T)) = Kilk,<s(ry<K,.1

f2(S(T)) - S(T)HIQ<S(T)<K¢_H
f3(S(T)) = Ki+1HKi<S(T)<Ki+1

Sob as condigoes de nao arbitragem, segue imediatamente que o segundo derivativo é mais
caro que o primeiro e mais barato que o terceiro. Para comprovar isso, podemos supor que, por
exemplo, o preco do derivativo 2 é menor ou igual ao do derivativo 1 e construir uma estratégia
de arbitragem a partir disso. Mais precisamente, um investidor poderia comprar o segundo
derivativo e vender o primeiro (observe que o capital inicial no investidor é nao positivo, pois
o pre¢o do derivativo comprado é menor ou igual que o vendido). Assim, na maturidade T,
caso tenhamos K; < S(T) < K;;; ele tera de gastar K;, mas receberd S(7) > K;. Ou seja,
o investidor partird de um capital nao positivo e mesmo assim tera probabilidade nao nula de
terminar com capital nao nulo. Logo, segue que o segundo derivativo é mais caro que o primeiro
e, de forma analoga, que o terceiro é mais caro que o segundo.

Além disso, com os payoffs f1(S(T)), f2(S(T)) e f3(S(T)) e a partir das equagoes (1.0.6) e
(1.0.7), segue que:

Kz(bz — Eiﬂ) < (éz + Kz[)z) - (éi+1 + Ki+1Di+l) < Ki—i—l([)i — Di+1)~
Assim, da definicdo de K o resultado segue da inequagao acima.
Agora, vamos provar que se K; < K < K;,; entdo a solucao («;, ;) é inica. Primeiro, considere
i <n. Sabemos que (2.2.2) e (2.2.3) equivalem a (2.1.2) e (2.1.3). Sem perda de generalidade,
vamos assumir que K; =0 e K;,; = 1. Assim, essa mudanca de variaveis gera

] K-K,
(5,[() < (.T,)\), Xr = B(Ki-‘rl — Kl), )\ = m
Com isso, a partir da equacdo (2.2.4), podemos dizer que O(8; K;, K;11) = K em O(z;0,1) = ),
com A € (0,1). Usando a regra de L'Hospital obtemos a fun¢ao F': R — R dada por
”” 1

¢ T # 0

— er — z
F(z) =14 §

2

r=20

¢ uma extensdo continua de ©(.;0,1). E facil observar que lim F(z) =0e 1151_1 F(z) = 1.
T—r—00 T—r+00

Logo, a equagdo F(r) = A possui uma solugao. Para provar que ela é tnica, devemos mostrar
que F' é estritamente crescente. Novamente, pela regra de L’Hospital, n6s obtemos que F' é
diferenciavel em z = 0 e F'(0) = 1/12. Para x # 0, temos que

1 e’
Flly)= — — ——
(.CL') l'2 (6:1: _ 1)2

Lembre que z~'senh(z) > 1, Vo € R\ {0}. Assim,

T

—1
>1= 8 >e"*”/2:>(6

T

6:5/2 _ e—a:/2

i i

2
) >e® = F'(x) > 0.
T
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Portanto, F' é estritamente crescente.
Por fim, considere o caso i = n. As equagoes (2.2.2) e (2.2.3) se tornam:

co ~
an/ e*dy = D,

(o]
an/ zeP*de = (C, + K, D,,)
Pela primeira equagao segue que 3, < 0. Resolvendo as duas equagoes acima, chegamos a:

Qp = _e,Bn—Kn’ﬂn = _é_n
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Capitulo 3

Questoes Praticas Sobre o Modelo

O objetivo principal deste capitulo, é construir as condicoes formais que permitem a obtencao
de um algoritmo capaz de encontrar a Fungao Densidade de Probabilidade de Maxima Entropia,
a partir dos precos das opcoes de compra de uma sequéncia de strikes estritamente crescente
Ky=0K,,..K,, K, 1 = .

Como um resumo do que foi feito até agora, podemos dizer que, a distribuicao de maxima
entropia, que a partir daqui serd chamada de DME, pode ser obtida da seguinte forma: para
um dado conjunto de strikes Ky = 0, Ky, ..., K,,, K411 = 00 com seus respetivos precos de opcao
de compra (supondo auséncia de arbitragem) C;, temos os seguintes passos:

Passo 1: adicionar o preco de opc¢oes digitais com os mesmos strikes

Passo 2: obter as constantes «; e 3; para cada intervalo [K;, K[ a partir das equacoes (2.1.2)
e (2.1.3).

As equacoes que fornecem a; e (5; sao relativamente faceis de se resolver numericamente,
mas o método ainda possui um ponto importante a ser abordado: como obter os precos das
opcoes digitais com os mesmos strikes das op¢oes de compra?

Na verdade, em principio, essa questao gera um grande problema na implementacao do
método, pois trata-se da insercao de uma condicao extra. Outros métodos como o que é obtido
em [4] sdo mais complicados e instéveis de se resolver numericamente, mas podem ser resolvidos
sem o uso das opcoes digitais.

Logo, podemos pensar que estamos simplesmente trocando as limitacoes, mas isso nao é
verdade. O fato fundamental que sera desenvolvido neste capitulo é que os precos das opcoes
digitais nao precisam ser extraidos do mercado.

3.1 Representacao da Densidade de Maxima Entropia e
Condicao de Nao Arbitragem

Sob a medida neutra ao risco temos que o preco nao descontado de uma opcao digital de strike
K; é dado pela equagao (1.0.5). E fato conhecido que o payoff de uma opcdo de compra com
strike K; dado pela equagao (1.0.4) ¢ uma fungao estritamente convexa em K; € [0, 00[. Além
disso, a relacao entre esses payoffs é dada por:

d

ElIsry>r] = == B(S(T) = KG)7]

15
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Portanto, da relacao acima e da convexidade do payoff da opgao de compra, segue a importante
relagao: B B B B
C; —Ci Cit1—C;

TR KL Pleex]> g

Em particular, podemos dizer que o preco das opgoes digitais, usadas na obtencao da DME
do Teorema 2.2, também satisfaz (3.1.1).

Em [11] mostra-se que, sob a condigdo (3.1.1), existe uma unica densidade g em [0, 00|
que maximiza a entropia e satisfaz as equagoes E9[(S(T) — K;)*] = C; e E9[Isir)=x,] = D;.
Vamos apresentar (sem demonstrar) uma proposicao presente em [14] , que ajuda [11] e [12] a
demonstrar a unicidade da densidade g de méxima entropia. Porém, antes disso, é importante
definir algumas expressoes que serdo importantes nos proximos passos:

IH<M>, 1<n e [#0
c(B) = In (K — K5), t<n e =0 (3.1.2)

(3)
n|— ) 1=n e <0
5

Assim, suas duas primeiras derivadas sao:

Vi=1,2,...n (3.1.1)

( Ki+1€BKi+1 _ KieﬁKi 1

PR — oK i<n e B#0

ci(B) = % icn e B=0

Ki‘%; i=n e [<0

\
e ( O I

—(K; — K1) (PRt — oPKiy2 @, i<n e [#0
() = (K+11——K)2 ew e o0
\ @_13 i=n e B<0.

Relembremos a definicao de Transformada de Legendre de uma fun¢ao convexa e apresen-
temos a proposicao citada anteriormente, que esta presente em [14].

fi@):=sup{ey — f(z)}, yER
e

Proposicao 3.1. Seja f uma funcao diferencidvel e estritamente convera em R. Sdo vdlidos
0s sequintes resultados.
(i) vy < f(z) + f*(y) com a igualdade ocorrendo se, e somente se, y = f'(x)
(i) [ = [f17
(1ii) f* € convexa e [f*]* = f

As fungoes ¢y, . . ., ¢, definidas acima sao diferenciaveis e estritamente convexas. Em [11] é
demonstrado que ¢, é continuamente diferenciavel e estritamente crescente, e que ¢;() tende
a K; e K;;1 quando 8 tende a +00 e —00, respectivamente. Para i < n temos que ¢;(0) =
(K;+ K;41)/2 e da Proposicao 3.1 (ii)-(iii) segue que (K; 4+ K;41)/2 ¢é raiz de [¢}]’ e minimo de
cf. Além disso, da Proposigao 3.1 (i)-(ii) seguem as equivaléncias
] (K)=p& K =c(8) e a(f) +c(K)=pK (3.1.3)

1
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Finalmente, ¢ demonstrado em [11] que sob, a condigao de nao arbitragem (3.1.1), para todo
D € (), existe uma tnica densidade gp que maximiza a entropia e satisfaz os precos das opcoes
digitais e de compra. Além disso, para todo i = 0,1,...,n, temos em [12]:

(i) A probabilidade de S(T) estar em [K;, K[ é
Ki

pr = PL[K; < S(T) < Kipn] = / g5(2)dz = Di — Diy (3.1.4)

K;
(ii) A esperanca condicional de S(T") dado que ela esta em algum intervalo [K;, K] &

K; = Egﬁ[ (T) | K; < S(T) < K44 (3.1.5)

/ i+1

C + K D ) (C'L+1 + K1+1Dz+1)
Di

Além disso, o Teorema 2.2 reescrito com a notagao das equagoes (3.1.2), diz que, em cada
intervalo [K;, K;;1], a densidade g5 tem a forma gp(x) = a;e’®, onde

= p;e¢i() (3.1.6)

(Bi) = Ki (3.1.7)

Observemos que no célculo de «; e f3;, a equagao (3.1.7) nao pode ser resolvida explicita-

mente. Contudo, na pratica ela pode ser resolvida de forma facil e rapida utilizando o método

de Newton-Rapson unidimensional, pois a expressao analitica de ¢ é conhecida. Normalmente,
com no maximo trés iteragoes ja chegamos ao resultado com um bom nivel de precisao.

3.2 Entropia como Funcao das Opcoes Digitais

O objetivo principal deste capitulo é obter a DME sem a necessidade de retirar do mercado o
preco das opgoes digitais. Isto sera construido nos préoximos passos.

Considerando os precos das opcoes de compra fixos, vamos variar D; = K9 [Is(1)>k,] nos
intervalos dados por (3.1.1). Seja entdo o retangulo aberto n-dimensional 2 C R™ que contém
todos os vetores D = (Dy, ..., D,,) satisfazendo (3.1.1). Para cada D € Q, denote por g5 a DME
obtida através do Teorema 2.2.

Seja ainda G = {gj | De 2} a familia de todas as DMEs geradas deste modo. O objetivo
é obter a densidade ¢g* que possui a maior entropia dentre todas as densidades em G. Porém,
para cumprir este objetivo, usaremos o préximo teorema, que mostra como escrever a entropia
em funcdo de D € Q.

Teorema 3.1. Para todo D € Q a entropia de gp pode ser expressa como

- Zpi Inp; — Zpicf(f_(i)
i=0 i=0

em que p; e K; sio dados exclusivamente pelos pregos das opgoes sequndo as equacoes (3.1.4) e
(3.1.6), para todo i =0,1,---,n
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Demonstracio. Seja D € Q. Para cada i = 0,1,--- ,n, sejam p;, K;, a; e B conforme as
equagoes (3.1.4), (3.1.6), (3.1.6) e (3.1.7), respectivamente. Fixando i € 1,--- ,n e denotando
por H;(gp) a entropia no intervalo [K;, K;11][, into &,

Kit1 Kit1 Kita
Hi(gp) = —/ gp(x)Ingp(z)de = —lnai/ gp(x)de — ﬂi/ zgp(z)dx
Assim, de (3.1.4) e (3.1.6) segue que
Hi(gp) = —pi(ln oy + B K;)
Usando (3.1.6), temos que, para cada ¢ =0,1,--- ,n
Hi(g9p) = —pi(Inp; — ¢i(B;) + BiK;)

Finalmente, de (3.1.7) e (3.1.3) temos que, para cada ¢ =0,1,--- n:

Hi(Q[D) = —pilnp; — Pin(Ki)

Com isso, a entropia em [0, co[, que pode ser vista como a soma das entropias em cada intervalo
[K;, K;11[, & encontrada somando-se os termos da tltima equagao e o resultado segue. O]

Assim, a expressao de H(gp) dada pelo Teorema 3.1 pode ser dividida em duas partes, uma
discreta e outra continua:

Discreta
i=0
Continua
H(gp) = > Hf(gp), onde H(gp) = —pic;(K;), Vi=0,---,n (3.2.2)
i=0

O termo H%(gp) pode ser visto como uma entropia discreta de Shannon, cujo valor maximo
ocorre quando todos os p; sao iguais, ou seja, quando todos os intervalos possuem igual proba-
bilidade de ocorrer. Ja o termo H(gp), para ¢ < n, atinge seu méximo quando cada K; esta
no ponto médio do seu intervalo correspondente, ou seja, quando o valor esperado de S(T') em
cada intervalo é o seu ponto médio.

Com isso, conseguimos mostrar que, fixados os pregos das opgoes de compra, H(gp), H%(gp)
e H°(gp) s6 dependem dos precos das opcoes digitais. Este é um passo fundamental para
chegarmos ao algoritmo central do trabalho. Os proximos teoremas mostrarao que a fungao
H(gp) do Teorema 3.1 possui ponto critico, que ele é inico e de maximo.

Teorema 3.2. Como funcao das opgoes digitais, H : Q0 — R € diferencidvel e, para todo Deq,

temos que
0H | -

8_D<D) =Ingp(K;)—Ingp(K;"), Vi=1,---n,
onde

9p(K;) = lim gp(x) = ;P e gp(K) == lim gp(z) = et

e K, z— K

com «; e B; dados pelas equagoes (3.1.6) e (3.1.7), respctivamente, para todo i = 0,--+ ,n
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Demonstracao. Seja D € Q. Paracadai = 0,1, ,n, sejam p;, K;, o; e f3; conforme as
equagbes (3.1.4), (3.1.6), (3.1.6) e (3.1.7), respectivamente. Fixando ¢ € 1,--- ,n e usando
(3.1.4) e (3.1.6), temos que:

Wi _y
oD;
8]%:1 S
oD;
(9KZ_1 Ki_1_[(z—1 e
Ipi—1 Pi—1
0K, K- K,
Opi Di
Comecando pela parte discreta, de (3.2.1), temos que
0H? - 0
— (D :—~—Z~_lni_—i1ni
aDi() 8Di[p1 pi—1 — piInp;]
Opi—1 Opi
= = —1In 1_—1+ = —1112—1
8DZ-< Pi—1 ) an p )
= Inp,_; —Inp; (3.2.3)
J& para a parte continua, de (3.2.2), temos que
0H® - 0 _ _
—(D = —=|—Pi- C:ﬁ Ki— — z‘C;-k Kz
S5 (D) = Srlenead(R) — pei(K)
Opi—1 = 1( 8[(%'—1
= Pl (Ko )) — pidle (Ko
P (et (i) = il (i) )
Ipi % - OK;
+—= —C*Ki—iC:/Ki
6D,-( F(KG) = pile ] ( )6pi)
1/ 7 Ki—l_Kl
= ¢ (Kim1) + picaleiq ) (Kima)( o )
= wy e K — K
_Cz(Kl)_pi[cz],( Z)( i ) (324)

Assim, usando (3.1.3) e (3.1.7) chegamos a [¢;_,]'(K;_1) = Bi_1 e [¢]'(K;) = B;. Portanto,

gg%([)) = i1 (Kia) = Bia(Kiy — Ki = ¢/ (K3) — Bi(K; — K;) (3.2.5)

Novamente, usando (3.1.3) temos que

ggc([)) = —¢i-1(Bi-1) + Bisi K + ci(Bi) — BiKS; (3.2.6)

Juntando as equagoes (3.2.3) e (3.2.4) e usando a equagcio (3.1.6) a demonstragao se conclui. [

Corolario 1. Para qualquer D € Q a densidade 9p € G € continua se, e somente se, D ¢é ponto

critico de H : Q0 — R, isto é

Q&m:QW:LWn
0D;
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Demonstracao. Isto é consequéncia direta do Teorema 3.2 e do fato de que em cada intervalo
gp € exponencial. O

Neste ponto da teoria se faz necessario relembrar o que tem sido feito até o momento
e quais sao os préximos passos. Para encontrar a DME, conseguimos um método simples
numericamente, mas com uma limitacao séria que era a necessidade dos precos de opcoes
digitais com os mesmos strikes das opc¢oes de compra. A partir desta dificuldade, comecamos
a estudar o papel dessas opgoes digitais no valor da entropia até conseguirmos explicitar, para
um dado conjunto de strikes com seus respectivos valores de opcao de compra, H em termos
de D.

Na verdade, estamos construindo um algoritmo que serd capaz de obter a DME usando
somente os pregos das opgoes de compra, sem as opgoes digitais. Para tal, falta mostrar que,

de fato, o ponto critico de H(D) é de maximo e encontrar o formato de sua matriz Hessiana.
Vamos comecar pelo formato da matriz Hessiana.

Teorema 3.3. A funcao H : Q2 — R € duas vezes diferencidvel e sua matriz Hessiana, em
qualquer D € Q, é simétrica e tridiagonal com entradas dada por

0’°H | - 1 1 K,—K;_1)* (K;,—K;)? _
0) = g Y
oD pi-r i picic(Bim1)  pici (Bi)
g .1 (K —K)(Ky— K,
_on (D):——< : )( i K)o

onde p;, K; e B; sio dados por (3.1.4), (3.1.6) e (3.1.7), respectivamente, para todo i =
0,1,---,n.

Demonstracao. Seja D e Q. Paracadai=0,1,--- ,n, seja pi, K; e B; dadas pelas equacoes
(3.1.4), (3.1.6) e (3.1.7), respectivamente. O fato de H"”(D) ser tridiagonal e simétrica é fa-
cilmente observado a partir do Teorema 3.2. Fixando um i € {1,2,--- n} vamos calcular a

segunda derivada de H?. Para a diagonal, temos que

OPH? - 0 1 9piy  19p 1 1

— (D) = —|ln,, , —In, | = = — =
an( ) aDi[ bt v pi-1 OD;  Di dD; Di-1  Di

Se i < n, as demais entradas serao

OPH - d 1 Opi 1
f(D) = —~—[1npi] = —— = = g
8Di8Di+1 aDH_l Di 8Di+1 Di

Ja para a parte continua, temos que:

2717C _
0 {_[ (D) = i[—cz’fl(ﬁpl) + Bi 1 K + ciB; — Bi K]
0D? 0D;
= d_,Bi— 18@51 + aﬁifl K; + ¢.pi a@i — a_@Ki
0D, 0D, oD, 0D,
N Y
= (K;— K1) 5~ ! + (K; — Kz)_@
0D; 0D,

(Kz - Ki—1)2 (Kz - KZ>2

_Pzelcél_l (5@'71) Pz’d’(@)

(3.2.7)
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e se ¢ < n, temos que

0?’He - 0
8Dial~)i+1 (D) = 8Di+1 [Ci(ﬁz) - Bsz]
_ ) — k2P
- (Cz(ﬂz) KZ)8D7}|»1

G I;lffﬂ)_ Rin) (3.2.8)

Cabe ressaltar que nas passagens anteriores nos utilizamos as relacoes

i1 _ (K; — Ki1)
D; pi—1c)_1(Bi-1) ’
0B (K;— K;)

e

Dz‘ B pzcgl(ﬁz)

Ip; (Kip1 — K;)

f)1‘4-1 a pici (Bi) 7
que sdo obtidas derivando a equacgdo ¢;_,(8;_1) = K;_1 em termos de D; e a equagao (b)) = K;
em termos de D; e D; 4. O

Teorema 3.4. A funcao H : Q — R € estritamente concava.

Demonstracio. Seja D € Q. E sufuciente mostrar que H”([?) é estritamente negativa definida,
ou seja, (H"(D)d,d) < 0, se d # 0. Para tal, provaremos que [H%)"(D) é estritamente negativa
definida e que [H°)"(D) é negativa definida, ou seja, (H”(D)d,d) < 0, se d # 0.

Para cada i = 0,1,--- ,n, seja p;, K; e 5; dadas pelas equagdes (3.1.4), (3.1.6) e (3.1.7),
respectivamente.
Lembrando que se uma matriz A = (a; ;) de ordem n é simétrica, entdo vale que

n n—1
(Ad,d) =Y " aid} +2) aiindidiy Vd=(dy,--- ,d,) €R".
=1 =1

Aplicando essa wltima relacio para A = [H%”(D), com d # 0, obtemos a seguinte estimativa:

o = -3 (G L)y

= \Pi-1 Di Di

n

n—1 n—1
_ 4 M_£+22didm

Po Di Pn — Pi
B (di—digy)’
= —— - — - =<0, 3.2.9

i=1
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Agora, usando o mesmo procedimento para A = [H)"(D), temos que

e = -3 [E f%fi) o 1

K K)(Kip1 — [_(z')didiﬂ
)
Z pic ”(51)

- (K1 — Kol

Poch(Bo)
_ nz_l [(K% — Ki)d; + (Kiy1 — Kz')diﬂ]g
i=1 pici (B:)
sy =0 3.2.10

Portanto, das duas tltimas inequacoes e do Teorema 3.1, podemos dizer que
([H"(D)d,d) = ([H)"(D)d, d) + ([HY"(D)d,d) < 0, ¥d # 0
]

O corolario a seguir pode ser visto como um resumo de tudo que foi feito neste capitulo.
Para encontrar a DME s6 é necessario saber os precos das opcoes de compra em cada strike,

pois o vetor D, que possui os precos das opcoes digitais, é¢ ponto de maximo da funcao entropia
H.

Corolario 2. Sao equivalentes:

(i) 95 € G é uma DME.

(ii) D € Q ¢ um ponto critico de H.
(iii) gp € G € continua.

Demonstragao. Ja foi visto que que (i) = (i), pois ao encontrar a densidade de méaxima
entropia a fungdo H estd no seu ponto critico. Em [12] mostra-se que (i7) < (7ii) e, finalmente,
o ultimo teorema mostra que (i) = (4). O

Observe que o objetivo do capitulo foi cumprido, ou seja, é possivel obter a DME somente
com os precos das opcoes de compra. Isto ocorre porque o preco das opgoes digitais sao
encontrados a partir do ponto critico de H : £ — R. Assim, estamos prontos para elaborar um
algoritmo capaz de encontrar somente a partir dos precos das opcoes de compra. Este serd o
tema do préximo capitulo.



Capitulo 4

O Algoritmo

O corolario do Teorema 3.4 mostrou que, se D €  é uma raiz de H’, entio gp ¢ uma DME.
Como a hessiana de H ¢é conhecida analiticamente, o método de Newton-Raphson é uma possivel
escolha de algoritmo para encontrar a raiz de H' numericamente e, consequentemente, a DME.

A escolha do método de Newton-Raphson possui algumas restricoes. Porém, no problema
em questao essas restricoes sao eliminadas se utilzarmos uma outra versao conhecida como
Método de Newton Modificado. Tal método é apresentado em [3], pagina 487.

Em geral ha dois tipos de problema no método de Newton: i) encontrar a raiz errada no
caso de haver mais de uma e ii) alto custo computacional pelo fato da hessiana possuir n?
entradas. Porém, conforme ji foi visto, nenhum dos dois problemas ocorrem no método em
questao porque H s6 possui um ponto critico e sua hessiana ¢é tridiagonal e simétrica, reduzindo
o nimero de entradas para 2n — 1

Em cada passo do método de Newton para encontrar a raiz d € R™ de H' deve-se resolver
o sistema linear H"(D)d = H'(D), onde D € Q é o palpite corrente de solucdo. Portanto
o método falharia se H”(D) nao fosse inversivel. Porém, conforme demonstrado no Teorema
3.4, H ¢ fortemente concava, ou seja, (H”(D)d,d) < 0, se d # 0. Isso garante que H”(D) é
inversivel, segundo [10].

Apos toda a base tedrica apresentada e condiracoes feitas, podemos resumir o método pratico
de obtencao da DME nos seguintes passos:

(Passo 1) Coleta dos dados de mercado:
Para um determinado ativo e com uma dada maturidade T, coletamos os precos de
mercado para a opcao de compra correspondente a Strikes dados.

(Passo 2) Validagao dos dados:
Testamos, para cada preco da opcao, a condicao de auséncia de arbitragem. Ou seja:

_éi_éi—l >Di>_éi+1_éi
K, — K;, Kiy1 — K;
Onde Di é calculado usando-se a derivada discreta centralizada de a Assim sendo,
usamos:

D — _ éi+1 - CN(ifl

= ——————
Ki+1 - Kifl

Valores que nao satisfazem a condi¢ao de nao arbitragem sao retirados e novos vetores de
Strikes e de pregos da opgao sao criados somente com os dados validos.

23
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(Passo 3) Construgao de H"(D) e H'(D): .
A partir de D gerado pela derivada discreta centralizada de Cj, que seré o "chute inicial "no

método de Newton Rapson, construimos H”(D) e H'(D) com as formulas dadas pelos
Teoremas 3.2 e 3.3.

(Passo 4) Utilizagdo do método de Newton Rapson presente em [3] para encontrar o ponto
critico de H'(D): Para obter D 6timo resolvemos, em cada etapa do método de Newton,
o sistema

H"(D)d = H'(D).
Onde D é valor corrente da opgao digital e d é o valor de incremento de D. Desta forma,
a cada passo nos fazemos D; = D; + 0.5d;. Além disso, o valor de controle de condigao

de parada, chamado de ), é dado pela equagiao H'(D)”d.

(Passo 5) Obtencdo de cada «; e f3;:
Com o D 6timo obtemos cada «; e 3; resolvendo numericamente as equagoes

a; =pe " e

ci(B;) = K;



Capitulo 5

Exemplos Numeéricos

Dois tipos de testes foram feitos: um com dados sintéticos gerados a partir do modelo de Black
e Scholes e outro com dados reais retirados do Boletim Diario da BMeF Bovespa [2] de op¢oes
de compra sobre o preco de Dollar.

A ideia é comparar os resultados obtidos com precos gerados pelo modelo de Black e Scholes,
chamados aqui de precos sintéticos, com os resultados obtidos utilizando os precos reais retirados
do mercado a partir de [2]. Para tal, usaremos os strikes retirados de [2] para gerar pregos de
Black e Scholes.

Todos os calculos estao associados a expressao da DME g(z) deduzida no Teorema 2.2. Mais
precisamente, dado = € [K;, K;;1[, entdo a DME é dada por

g('r) - aieﬁim7
em que cada «; e f3; sao dados pelas equagoes (2.1.2) e (2.1.3).

Com o exposto acima em mente encontramos a DME com o algoritmo do Capitulo 4. Além
disso, baseado em [17], também faremos uma estimativa da incerteza associada a calibragem
dos parametros que formam a DME. Ou seja, cada «; e §;.

Assim, a partir da expressao da DME nos calculamos (usando Matlab e com expressoes
dadas em [11] e [12]):

(i) Volatilidade Implicita
Funcao blsimpv(F,K,r, T, C(K)). Onde F é valor corrente do ativo, K um strike ar-
bitrario escolhido, r a taxa Selic, T' o vencimento em anos e C(K) o preco da opgao de
compra retirada do mercado em K.

(ii) Preco da opgao C(K) para qualquer strike K (interpolacio ou extrapolacio)
Conforme [11], o preco descontado da op¢ao de compra em algum strike arbitrario K €
[K;, K;11] ¢ dado por:

BUK) = { Ci— (K - K)) (Di+ giebt) + 5 (355 — oK) i 2.0

k3

Ci— (K = K;)D; + % (K — K;)? Bi=0
(iii) Derivada de C(K) em termos de K ou Opcio Digital (binaria)

Este é um parametro essencial no teste de auséncia de arbitragem. Novamente, segundo
[11], temos que:

C'(K) = —D(K) = { - (DQ_ Gl 65“)) Bi #0
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(iv) Segunda derivada de C'(K) em termos de K
Derivando em termos de K as expressoes do item anteior, obteremos:

~ oBiK )
cuo={ " G0

(v) Funcao Cumulativa de g(x)
Em um dado x = K, teremos:

6(K) - {

1—l~)i+%(€ﬁiKi—€BiK) @7&0
1-Di+oi(K—-K;) B;=0

Além disso, cada item citado acima serd calculado para diferentes strikes e diferentes ma-
turidades para que sejam gerados graficos de volatilidade implicita, derivada primeira de C(K)
e funcao densidade de probabilidade.

5.1 Testes

Para os testes com valores sintéticos, os seguintes parametros foram usados:
(a) 0 =0.25

(b) Taxa Selic
r=0.11

(c) Valor da cotagao do Dollar em 8 de maio de 2014
F = R$2.219

(d) Vetor de Maturidades
Os vencimentos usados (em anos) foram T = z-[23 53 83]. Cabe ressaltar que estes
valores foram retirados de [2].

(e) Vetores de Stikes retirados do mercado
Novamente, a partir de valores retirados de [2], usamos os seguintes vetores de strike (em
reais):
K1=1[1.975 2.000 2.025 2.200 2.225 2.250 2.275]
K2 =1[2.300 2.425 2.500]

K3 =[2.275 2.400]

Cabe ressaltar que, com excecao do valor o = 0.25, todos os demais valores também serao
usados nos testes com valores reais.

5.1.1 Valores Sintéticos

Para este topico a funcao "entropiasintetica(K, T, F, strike)", criada em Matlab e cujo codigo
se encontra no Apéndice, foi criada para célculo da DME, dos precgos extrapolados para diversos
strikes e da volatilidade implicita. Com isto, geramos, para cada item, graficos comparando os
valores extrapolados com os valores iniciais vindos dos strikes originais de [2]. Para gerar os
graficos, usamos a funcao:

” Plotagem(strikeextrapolado, strikeinicial, C Kextrapolado, C' Kinicial, volextrapolado, volincial)”

cujo codigo se encontra no apéndice.
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5.1.2 Valores Reais

Agora, duas fungoes criadas em Mathlab serao utilizadas: "testearbitragem(C,K,T)"e "entro-
piareal (C,K,T,F strike)". Assim, no uso de ambas as funcoes, além dos parametros citados no
inicio desta Secao, também usaremos os seguites vetores iniciais de precos de op¢oes de compra
(em reais):

C1=10.2370 0.0370 0.0229 0.0134 0.0078]
C2 =10.0169 0.0026 0.006]
C3 =[0.0400 0.0120]

Continuando, a primeira funcao tem por objetivo fazer o teste de condicao de auséncia de
arbitragem observado em (3.1.1). Mais precisamente, vimos nos Capitulos 2 e 3 que a hipotese
de auséncia de arbitragem é fundamental para a existéncia da DME deduzida. Além disso, na
Secao 3.1, vimos que a auséncia de arbitragem ocorre quando

éi — éifl éiJrl - éi .
——— > FII J>——  Vi=12..n.

ey T T
Assim sendo, para estimar o valor de E9[Igp)>x,], que € o preco da opcao digital ou a derivada
de C(K) em termos de K, usamos a derivada numeérica centralizada presente na pagina 298 de
[5] ,isto é,
Ciy1 — Cig

Eg[[S(T)>Ki] = éﬂ(Kl) - _K-+1 —K; 4

Com isso, se em algum strike K; a condi¢do (3.1.1) nao for satisfeita, entdo este strike e seu
respectivo valor da opcao de compra sao excluidos.

A segunda funcao, "entropiareal (C,K, T F strike)", usa somente os strikes com precos satisfa-
zendo (3.1.1), que foram testados pela primeira fungao, para gerar a DME, precos extrapolados
de opcao de compra e volatilidade implicita. Com estes valores, geramos graficos comprarando
os valores extrapolados com os valores inicias vindos dos strikes de [2]. Mais uma vez todos os
codigos das funcoes usadas estao anexadas no Apéndice.

5.2 Analise de Incerteza dos Parametros

Nesta secao faremos uma anélise da incerteza dos parametros encontrados, ou seja, cada «; e
B;. Para tal, nos basearemos em [17].

Ao usar os precos de opcao de compra retirados do mercado temos uma um erro associado
aos dados. Além disso, limitacbes numéricas também estao presentes quando utilizamos o
algoritmo no Matlab. Em [17] ha a apresentacdo de um método para estimativa de erros
associados a experimentos nas mais diversas areas da ciéncia.

E claro que este tipo de analise ¢ mais rica quando um tratamento estatistico pode ser
feito. Isto ocorre quando a calibragao ou experimento pode ser repetido para diversas medicoes
ou retiradas de dados. Além disso, quanto maior o nimero de medi¢oes, mais confiabilidade
podemos obter. Entretanto, neste trabalho a fonte de dados (pregos das opgoes de compra para
determinados strikes)ndo nos permite este tratamento estatistico mais completo.

Porém, ainda é possivel fazer uma estimativa da incerteza associada a calibracao dos para-
metros e este é o objetivo desta secao.
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5.2.1 Estimacao da Incerteza

O obejtivo central do trabalho, que é obter a densidade de probabilidade dos precos de um
ativo pela maximizacao da entropia, pode ser reformulado da seguinte maneira:

Ponto de partida Precos de opc¢oes de compra retirado do mercado.

Funcao objetivo Determinar a DME é equivalente a determinar cada «; e [3;.

Ou seja, podemos pensar que a funcao objetivo (cada «; e f3;) depende de C' ou, mais
precisamente, de C.

Com o fato exposto acima em mente e baseado em [17], quando queremos avaliar a incerteza
associada a calibracao de uma funcao objetivo f que depende da medicao de uma variavel x
(poderia ser mais de uma variavel), definimos a incerteza (ou erro) como a diferenca entre o
valor verdadeiro e o calibrado.

Desta forma, segundo [17], temos que

of
calibrado — Jreal — F medido — “rea 521
flbd f l 8x(x did X l) ( )
Assim sendo, Vi = 1,2,--- ,n, estimaremos a incerteza da funcdes a;(C) e B;(C) usando
(5.2.1):
oo / ~ ~
Ueglibrado — Oreal = % <Cmedido - Creal)
e 95
Bcalibrado - 6real = % (émedido - CNfr‘eal)

5.2.2 Resultados Praticos da Analise de Incerteza

Agora chegamos ao objetivo central desta secao, que é a anélise da incerteza propriamente dita.
Para tal, em cada «; e 3; o erro depende do calculo da derivada parcial da funcao objetivo em
relacao ao preco da opcao de compra e do erro na medicao deste preco.

Assim sendo, para cada i, faremos

Oay; O — Gy

oC  Cip —C,
aﬁz _ /6i+1 - 52
oC  Cip =G

onde assumiremos que @, 1 = B,+1 = 0.

Além disso, para estimar C’medido — C’mal usaremos uma estimativa do bid-ask spread, que
é a diferenca entre maior preco oferecido pelo comprador da opcao e o menor preco disponivel
para a venda da mesma. A partir de |2], o bid-ask spread sera dado pela média das diferencas
dos tltimos valores oferecidos de compra e venda da opc¢ao.

Os valores do bid-ask spread médio (em reais) para cada vencimento foi 0,00003, 0,00016
e 0,00017, respectivamente. A partir desses valores e da equagao (5.2.1) um codigo em matlab
(que esté presente no apéndice) foi criado para encontrar o erro percentual de cada «; e f3;.

Desta forma, obtivemos os seguintes erros percentuais:
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Primeiro vencimento, 7' = 23/365 anos Erro percentual

Em cada o
0,0210 8,0787 % 10°7 0,0040 2,1956 7,4464 3,2966 % 102

Em cada (8
0,0750 0,2085 0,0001 0,0001 7,4464 5,3462

Segundo vencimento, 7" = 53/365 anos Erro percentual

Em cada «
0,0482 2,8284 5,2445 % 10!

Em cada (3
0,1527 2,8284 3,7071

Terceiro vencimento, 7' = 83/365 anos Erro percentual

Em cada o
578,1334 4,5215 4,5215 % 10*2

Em cada
0,1006 7,8393 18,2917

Observamos pelos resultados que os erros percentuais para os valores de [ sao aceitaveis.
Com excecao do ultimo valor de 8 para o terceiro vencimento, cujo erro foi de cerca de 18%,
todos os demais ficaram abaixo de 8%.

J& nos erros percentuais de «, alguns valores perderam significancia. Porém, em todos esses
casos os valores correspondentes de o eram muito pequenos e os erros tao altos indicam que os
parametros podem assumir o valor nulo.

Assim sendo, segundo [5], valores nulos (ou proximos disso) do parametro causam problemas
no calculo do erro percentual %eatibrado=9real F o que [5] chama de funcdo mal condicionada,

real

algo que causa esta perda de significancia do parametro (ou instabilidade).

5.3 Graficos

5.3.1 Teste de Arbitragem

A seguir, para cada vetor C'1, C2, C3, K1, K2 e K3, construiu-se o grafico de —D(K) antes e
depois do teste (isso é equivalente a testar a condigao (3.1.1)). Ou seja, no mesmo grafico ha
a curva com os valores inicias (antes do teste) e finais (depois do teste e ja com a retirada dos
valores fora da condicdo).

O indicio de auséncia de arbitragem, que é consequéncia de (3.1.1), é uma derivada de
C(k) estitamente decrescente. Como fizemos o grafico de —D(K), entdo devemos ver graficos
estritamente crescentes. Assim sendo, ficard claro que nos dois primeiros vencimentos alguns
strikes tiveram de ser retirados, mas que no terceiro isso nao foi necessario.
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Vencimento 1: T' = 2% anos

01—

02—

08—

09—

—ANTES DO TESTE
—-—-DEPOIZ DO TESTE

18 19 2 21 22 23 24 25
Strikes

Figura 5.1: Primeiro teste de auséncia de arbitragem

26 27

01—

02

03—

08—

09—

——ANTES DO TESTE
—-—--DEPOIS DO TESTE

1.6 19 2 2.1 22 23 24 25
Strikes

Figura 5.2: Segundo teste de auséncia de arbitragem

26 27
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Vencimento 2: T = % anos

—ANTES DO TESTE
—-—-DEPOIZ DO TESTE

01—

02—

-DiK)
I

0E—

07—

08—

09—

A | | | | | | | | |
17 18 18 2 2.1 22 23 24 25 26 27
Strikes

Figura 5.3: Terceiro teste de auséncia de arbitragem

83

Vencimento 3: T = 3¢c anos

0 T T T T

—ANTES DO TESTE
— — -DEPQIS DO TESTE

a1 -
Kile] -
03— -

04— —

06— -
o7 -
08 -

09— —

4 | | | | | | | | |
17 18 19 2 21 22 23 2.4 25 28 27
Strikes

Figura 5.4: Quarto teste de auséncia de arbitragem
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5.3.2 Grafico da Densidade

Apos os testes feitos na Secao anterior, gerou-se a funcao densidade com os valores que satisfa-
zem (3.1.1). A seguir, graficos para cada maturidade foram gerados comparando os resultados

com valores reais e sintéticos.
Nestes graficos, para qualquer uma das maturidades, percebe-se uma disparidade razoavel

entre os valores para dados reais e sintéticos.

Vencimento 1: T' = 2% anos

i . -
— WALORES SINTETICOS
— —-%ALORES DE MERCADO

I

DENSIDADE

STRIKES

Figura 5.5: Primeiro grafico da DME
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Vencimento 2: T = % anos

T
—— VALORES SINTETICOS
— — -%ALOREE DE MERCADO

STRIKES

Figura 5.6: Segundo grafico da DME

Vencimento 3: T = 22 anos

T
. i —— VALORES SINTETICOS
a5l : : — —-YALORES DE MERCADO

25— |

| | L L |
1.8 19 2 21 22 23 24 25 28
STRIKES

Figura 5.7: Terceiro grafico da DME
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5.3.3 Precos Extrapolados das Opcoes de Compra para Valores Sin-
téticos

Com a DME encontrada no item anterior, calculou-se o preco da opgao de compra para uma
faixa de strikes extrapolados. Assim sendo, em cada caso, construimos graficos comparando os
valores extrapolados com os valores inciais de Black e Scholes calculados nos strikes originais
vindos de [2].

Vencimento 1: T = % anos

o
=
I

T
O WALORES INICIAIS
WALORES EXTRAPOLADOS

PREGOS DAS OPGOES DE COMPRA
o o o o
o = = i o w = P
= [ fa i @ & = [
T T T I T T T T
| | | | | |

o

=

[
T

Strikes

Figura 5.8: Precos sintéticos - maturidade 1
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Vencimento 2: T = % anos
l o] VALOF\;ES IMICIAIS
o4l WALORES EXTRAPOLADOS
035 —
o 03 _
o
W25 —
2
al
&
<o 021 —
g
2
o ois —
£
01— —
(e}
0.05 —
" | | | | ! f\r\ |
18 19 2 21 22 23 24 25 26 27
Strikes
Figura 5.9: Precos sintéticos - maturidade 2
Vencimento 3: T = 22 anos
‘ Q VAL‘ORES INICIAIS
WALORES EXTRAPOLADOS
04 =
03— —
§ 03— -
oo _
g
g
2 02— —
2
&
g 015— —
01— —
0.05— —
| | | | | | |

19 2 21 22 23 24 25 26
Strikes

Figura 5.10: Precos sintéticos - maturidade 3
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5.3.4 Precos Extrapolados das Opcoes de Compra para Valores Reais

Com a DME encontrada no item anterior, calculou-se o preco da op¢ao de compra para uma
faixa de strikes extrapolados. Assim sendo, em cada caso, construimos graficos comparando os

valores extrapolados com os valores inciais dos strikes originais vindos de [2].
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Figura 5.11: Precos reais - maturidade 1
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PREGOS DAS OPGOES DE COMPRA

PREGOS DAS OPGOES DE COMPRA

Vencimento 2: T = % anos
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035 —
na- —
0251 —
02 —
015 —
01 —
0.05 _
| | | | 1 | |
18 19 21 22 23 24 25 26 27
Strikes
Figura 5.12: Precos reais - maturidade 2
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Figura 5.13: Pregos reais - maturidade 3
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5.3.5 Volatilidade Implicita para Valores Sintéticos

Agora, apos encontrar a DME, usou-se a fun¢ao blsimpv(F, K,r,T,C(K)) do Matlab, onde F’
é valor corrente do ativo, K um strike arbitrario escolhido, r a taxa Selic, T' o vencimento em
anos e C'(K) o preco da opc¢ao de compra retirada do mercado em K. Assim, graficos para os
dados sintéticos foram gerados comparando os valores extrapolados com os de Black e Scholes
vindos dos strikes de [2].

Vencimento 1: T = % anos
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Figura 5.14: Volatilidade implicita sintética - vencimento 1



VOLATILIDADE IMPLICITA

WOLATILIDADE IMPLICITA

5.3. GRAFICOS
Vencimento 2: T = % anos
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Figura 5.15: Volatilidade implicita sintética - vencimento 2
Vencimento 3: T = 22 anos
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Figura 5.16: Volatilidade implicita sintética - vencimento 3
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5.3.6 Volatilidade Implicita para Valores Reais

Finalmente, mais uma vez apo6s encontrar a DME, usou-se a funcao blsimpv(F, K,r,T,C(K))
do Matlab, onde F' é valor corrente do ativo, K um strike arbitrario escolhido, r a taxa Selic, T
o vencimento em anos e C'(K) o preco da opcao de compra retirada do mercado em K. Assim,
graficos para os dados reais foram gerados comparando os valores extrapolados com os de |2].

WOLATILIDADE IMPLICITA

Vencimento 1: T = 2 anos
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Figura 5.17: Volatilidade implicita real - vencimento 1
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Vencimento 2: T = % anos
l o] VALOF\:ES IMICIAIS
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Figura 5.18: Volatilidade implicita real - vencimento 2
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Figura 5.19: Volatilidade implicita real - vencimento 3
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Capitulo 6

Conclusao

O principal objetivo do trabalho é encontrar, a partir de precos de opc¢oes de compra prati-
cados no mercado, para uma dada maturidade, uma funcao distribuicao de probabilidade do
ativo associado. Mais precisamente, encontramos uma funcao densidade de probabilidade em
[0, 00[ que atende, para uma dada maturidade T, aos precos de opgoes de compra com strikes
estritamente crescente Ko =0, Ky, .../, K41 = 00.

A ferramenta usada para encontrar essa distribuicao é a Entropia de Shannon. Segundo
[11], a entropia mede quanto a a distribui¢do é ndo enviesada. Logo, ao encontrar a densidade
de maxima entopia, estamos encontrando a fung¢ao menos enviesa que estd de acordo com os
dados extraidos do mercado.

Para tal, com o Teorema 1.1 mostramos que encontrar essa densidade em [0, oo[ é equivalente
a encontrar densidades nos intervalos [K;, K;41[. Além disso, com auxilio do Teorema de Csiszar
2.1, chegamos ao Teorema 2.2, que é um dos resultados centrais do trabalho. Ou seja, vimos
que para cada intervalo [K;, K| a expressdo da densidade que maximiza a entropia é:

g(x) = ;e V€ (K, Ki],

A partir disso, o objetivo passou a ser encontrar um algoritmo para obter cada «; e [;.
Inicialmente, a densidade de maxima entropia (DME) dependia dos valores das chamadas
opcoes digitais. Isso era uma limitagao consireravel do método, pois o preco de opgoes digitais
nao é algo facil de se obter no mercado. Porém, com ajuda dos Teoremas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 foi
possivel escrever a Entropia como fungao das opcoes digitais e, com isso, achar o ponto critico
desta funcao. Tal ponto critico, além de sempre existir, ¢ de maximo. Portanto, os precos das
opcoes digitais nao precisam ser extraidos do mercado. Na verdade, os tnicos dados extraidos
do mercado sao os precos das opgoes de compra nos strikes K.

Cabe ressaltar mais uma vez que a densidade é uma informagao muito valiosa. Com ela,
nao somente o preco da opcao de compra pode ser calculado para qualquer strike, mas também
o preco de outros derivativos mais complexos. Sabendo a expressao do payoff, o valor livre de
arbitragem do derivativo pode ser calculado com a expressao (equagao (1.0.1)):

CR.T) =B [ THST)] = [ e (s)gls)ds,
0
onde f(S(T)) é o payoff da opcao e g é funcdo densidade de probablidade associada a medida
neutra ao risco.
Além disso, também podemos encontrar a volatilidade implicita para qualquer strike em
[0, 00[. Em modelos como o Black e Scholes temos que assumir que a volatilidade é constante,
mas conforme vimos nos graficos da Secao 5.3.6, isso nao é a realidade do mercado. Assim,
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encontrar essa DME fornece mais esta vantagem. Obter a volatilidade do ativo, parametro
muito valioso no mercado.

Por fim, vimos que o método possui bastante consisténcia numérica e que métodos ja con-
sagrados como o de Newton Raphson, podem ser usados. Portanto, a utilidade do trabalho
se justifica pela consisténcia do algoritmo aliada a importancia da funcao densidade para a
manipulacao de derivativos em geral.



Apéndice A

Definicoes Importantes

A.1 Martingais

Um conceito fundamental na precificacao de opgoes ¢ o de Martingais. Em geral, assume-se
que o preco de um dado ativo, como funcao do tempo, descreve um processo estocastico semi-
martingal. Assim sendo, vamos definir os conceitos de filtracao, processo estocéstico, martingal,
sub-martingal e super-martingal. As defini¢des podem ser encontradas em [9].

Seja (2, F,P) um espacgo de probabilidade completo com espago amostral 2, o-algebra F
e medida de probabilidade P.

Definicao A.1 (Filtracdo). Seja {F;}tier uma familia de sub-o-dlgebras de F, I um conjunto
ordenado de indices com Fy C Fy para s <t, s et € I. Tal familia é chamada de Filtracao.

A o-algebra F; normalmente modela os eventos observados no tempo t. Com isso, a varidvel
aleatoria X; é F;-mesnsuravel e, portanto, podemos determinar seu valor da informacao dada
no tempo t.

Definicdo A.2 (Processo Estocéstico). Um conjunto {(Xy, F)} composto de de uma filtragao
{Fi}ier € de uma familia em R™ de varidveis aleatorias { X er, com {Xi}er Fi-mesnsurdvel
¢ chamado de Proceso Fstocdstico com filtracdo JFy.

Definicao A.3 (Martingais). Um processo real {(X;, Fy)} com E | X; |< oo para todo t € 1,
onde I € um conjunto ordenado de indices, é chamado:

Martingal quando para todo s, t € I com s < t nds temos E(X; | Fs) = X, quase certamente,

Super-Martingal quando para todo s, t € I com s < t nds temos E(X; | Fs) < X, quase
certamente,

Super-Martingal quando para todo s, t € I com s < t nds temos E(X; | Fs) > X quase
certamente.

Uma boa no¢ao intuitiva do que sdo os martingais, que pode ser vista em [15] na pagina 57,
diz que dada a informacao no processo presente, representado por Fy, se tivermos que intuir
sobre o estado futuro X;, com t > s, na média, os valores do processo permanecem no mesmo
estado. Na préatica essa ideia é¢ bem simples e a usamos com frequéncia na modelagem financeira
como no caso do fechamento da cotacdao de uma moeda estrangeira. Salvo o caso de informgoes
privilegiadas, o valor esperado da cotagao no dia seguinte é o proprio valor do fechamento no
dia anterior.
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A.2 Multiplicadores de Lagrange

Na Secao 2.2 usamos multiplicadores de Lagrange para encontrar as equagoes que fornecem
cada «; e ;. Assim sendo, nesta secao este conceito serd apresentado.

Porém, um outro conceito, que serd apresentado antes, muito importante relacionado a
teoria de Multiplicadores de Lagrange é o de Derivada de Fréchet. No que segue, (X, |[.||y) e
(Y,||.]ly-) denotam espagos de Banach, U C X um conjunto aberto, f : U — Y uma aplicagdo
e L(X,Y) o espago dos operadores lineares continuos. Além disso, usaremos a notacao r(h) =
o(||h||x) de uma aplicacao r : X — Y se, e somente se,

i Ty

=0 ||hlly
Segundo [1], temos a seguinte defini¢ao:

Definicao A.4 (Derivada de Fréchet). Seja x um ponto do conjunto aberto U C X. Uma
aplicacao f : U — Y € diferencidvel a Fréchet em x € U se existe um operador linear A €
L(X,Y) tal que

f(x+h) — f(z) = Ah = o(||h]]).
O operador A é chamado de derivada de Fréchet da aplicacao f em x e denotado por D f(x) ou

f'(x). Se f:U —Y € diferencidvel em todo ponto de U, entio Df : U — L(X,Y) é chamado
de derivada o Fréchet de f.

Agora, vamos estabelecer o conceito de multiplicadores de Lagrange presente em [1]. No
que segue, sejam X um espago de Banach, F' € C!(X,R) e um conjunto de vinculo:

S :={v e X;F(v) =0}

Definicao A.5 (multiplicadores de Lagrange). Suponhamos que para todo u € S, temos que
F'(u) # 0. Se J € CH(X,R) (ou também sobre uma vizinhanca de S ou C' sobre S), dizemos
que ¢ € R ¢ valor critico de J sobre S se existe u € S e A € R tais que

Juw)y=c e J(u) =M"(u).

O ponto u é chamado de ponto critico de J sobre S e o nimero real A é chamado de multiplicador
de Lagrange para o valor critico ¢ (ou para o ponto critico u).

Assim sendo, em [1] é enunciada uma proposi¢ao que garante a existéncia do multiplicador
de Lagrange A\. Na demostracao deste fato, usa-se o Teorema da Funcao Implicita presente em
[18].



Apéndice B
O Conceito de Entropia de Shannon

No presente capitulo, que se baseia em [16], apresentaremos algumas das no¢oes principais que
construiram a definicao de entropia utilizada na obtencao da distribuicao de probabilidade dos
precos de ativos financeiros.

A entropia de Shannon possui origem na teoria da informagao [6]. A partir de um "gerador
de informacao", que pode ser um simples telégrafo, uma funcao ou até mesmo um processo
estocastico (que é o nosso caso, pois estamos considerando que o prego do ativo, como funcao
do tempo, satisfaz um proceso estocastico), vemos em [16] que a entropia é construida de
forma a medir o quanto de informacao que pode ser produzida pelo sistema. Desta forma, ao
maximizar a entropia, estamos maximizando a capacidade do sistema de gerar informacao.

Com o exposto acima em mente, podemos agora entender com mais clareza o que foi exposto
na introducao deste trabalho. L&, a obtencao da distribuicao de probabilidade via méxima
entropia foi vista como uma maneira de obter uma funcao densidade que concordava com os
dados retirados do mercado (preco das opgoes de compra) e que, a0 mesmo tempo, era a
distribuicao menos enviseda possivel.

De fato, se a entropia consegue medir o quanto de informacao o sistema consegue gerar,
entao ao maximzar a entropia nos estamos encontrando uma distribuicao de probabilidade mais
"imparcial"possivel, pois o sistema que gera informacao (onde a infrmagdo, no caso, sao pregos
do ativo) estd em uma situagio de "geragdo maxima de dados". Ou seja, estamos na situacdo
menos enviesada possivel, pois nao ha pregos privilegiados pelo sistema.

Assim sendo, vamos agora apresentar o inicio da construcao do conceito de entropia feito
por Shannon para um caso particular de sistema de informacao. Tais conceitos estao presentes
no artigo do proprio Shannon em [16], além de [6].

B.1 Sistemas de Comunicacao

No geral, segundo o exposto em [16], um sistema de comunicagao é composto por cinco elemen-
tos. Sao eles:

Gerador de Informacdo E o produtor das mensagens e, no nosso caso, é o elemento de
principal interesse. Essas mensagens podem ser de varios tipos, tais como uma sequéncia
de letras produzidas por um telégrafo, um fungao do tempo como na telefonia, uma fungao
do tempo e de outras varidveis como ocorre nas televisoes ou até mesmo um processo
estocastico.

Transmissor Algo capaz de operar a mesnsagem de maneira a produzir uma espécie de sinal
que podera ser transmitido.
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Canal E o meio utilizado para transmissao da mensagem. Pode ser uma antena ou um cabo
coaxial.

Receptor Algo capaz de fazer a operacao inversa ao do transmissor, ou seja, transformar o
sinal transmitido na mensagem original.

Destinatario E simplesmente o ponto final ou pessoa que originalmente deveria receber a
mensagem.

Neste trabalho de financas, conforme citado no inicio do capitulo, o elemento principal do
sistema é o Gerador de Informacao. Em outras palavras, uma mensagem particular é apenas
uma dentre outras de um conjunto de possibilidades. Desta forma, o sistema deve ser capaz de
operar qualquer umas das mensagens do universo de possibilidades a qualquer tempo. Ou seja,
estamos interessados na capacidade do sistema de comunicacao.

Considerando que o numero de mensagens ¢é finito, entao este proprio valor ou qualquer
funcao monodtona desse niimero pode ser uma medida de quanta informacao é produzida pelo
sistema, dado que uma mensagem ¢é escolhida ao acaso, sendo todas igualmente provaveis. Neste
caso, se utilizarmos uma funcao monotona para fazer essa medida, a mais conveniente é a funcao
logaritmo. Isso ocorrerd mesmo em casos mais complexos, que é o presente neste trabalho, pois
as mensagens (pregos) variam em conjunto continuo e nao sao igualmente provaveis de ocorrer.

Vamos agora nos concentrar na capacidade do Gerador de Informacao e na construgao
natural do conceito de entropia.

B.2 Geradores Discretos e o Conceito de Entropia

Vimos que, no caso em que o conjunto de possiveis mensagens é finito e as possibilidades sao
equiprovaveis, uma maneira de medir a capacidade do sistema é usar a funcao logaritmo. A
grande questao agora é estudar o efeito de uma estatistica no sistema de encadeamento das
mensagens. Por exemplo, imaginando que as mensagens sao letras relacionadas a um texto em
alguma determinada lingua, certas letras possuirao uma frequéncia maior do que outras. Em
um texto em portugués temos maior incidéncia de letras "a"do que de letras '

Repare que é exatamente esse o foco do nosso problema. Nossa "mensagem'"sao os precos
do ativo e nosso interesse é justamete determinar como a escolha dessas mensagens se comporta
e isso ¢é traduzido pela distribuicao de probabilidade.

Voltando ao caso discreto e finito, vamos designar por pi,ps,---p, as probabilidades de
acontecimento de cada evento. Desta forma, como podemos medir o grau ou a quantidade de
informagao produzida pelo processo? Serad possivel achar uma medida de quanta incerteza esta
envolvida na selecao de algum evento?

Caso essa medida exista, digamos H(p1,ps, -+ ,pn), € interessante que ela satisfaca as se-
guintes propriedades:

'X”.

i H deve ser continua em p;

ii Caso os eventos sejam equiprovaveis, H deve ser estritamente crescente em n, pois teremos
um universo maior de escolha

iii Caso a escolha seja quebrada em escolhas sucessivas, o valor original de H deve ser ponderado
pelos valores sucessivos de H.

Assim sendo, em [16], temos o seguinte teorema:
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Teorema B.1. A inica funcao que satisfaz as trés condigoes acima € da forma

H=-K>» pip (B.2.1)
i=1
Onde K € uma constante positiva.
Demonstracao. Seja H (%, %, e ,%) = A(n). Da terceira condigdo requerida nés podemos

decompor a escolha vinda de s™ possibilidades equiprovaveis em uma série de m escolhas

equiprovaveis vindas de s e obter
A(s™) = mA(s).

Analogamente, A (t") = nA(t). No6s podemos escolher n arbitrariamente grande e achar m que
satisfaca

s <t < s
Assim, aplicando logaritmos e dividindo tudo por nlns,

m Int m 1
_|_

ou, equivalentemente,

onde € é arbitrariamente pequeno. Agora, da monotocidade da A(n),
A(s™) <A@ < A(s™
mA(s) < nA(t) < (m+1)A(s)
Portanto, dividindo por nA(s),

ou

A(t) Int
|A(s) Ins
com A(t) = KInt, sendo K uma constante positiva para satisfazer a segunda condigao.
Agora, suponha que tenhamos uma escolha a partir de n possibilidades com probabilidades
racionais p; = "n onde cada n; ¢ inteiro. Nos podemos parar uma escolha a partir de ) n;
possibilidades em uma escolha vinda de n possibilidades com probabilidades py,ps,--- ,pn €
entao, se a i-ésima possibilidade for a escolhida, efetuamos uma escolha a partir de n; com
probabilidades equiprovaveis. Assim, da terceira condicao, nos igualamos as escolhas totais a
partir de > n; calculadas pelos dois métodos

Klnznz = H(p17p27"' 7pn> +szzlnn2

H=K [Zpi (annZ) - Zpilnm]
H=-KY ph (Znn) = —K Y pinp;

Se as probabilidades nao forem racionais, entao podemos aproximé-las por niimeros racionais
e, usando a hipotese de continuidade, a féormula obtida continua valida. O

< 2e¢

Portanto
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Ainda em [16], algumas propriedades interessantes de H sao apresentadas, entre elas

1. H é nulo se, e somente se, tivermos algum p; igual a 1 com os demais nulos. Caso
contrario, H serd positivo. Repare que isso ¢ um resultado totalmente coerente, pois H
s6 é nulo quando temos certeza do que vai acontecer.

2. Para um dado n e supondo que todos os eventos sao equiprovaveis, o valor maximo de H
é Inn.

3. Chamando de H,(y) a entropia do modelo y dado que sabemos o que ocorreu no modelo
x, entao vale

H,(y) < H(y)
Ou seja, a medida de incerteza de y pode diminuir quando sabemos o que ocorreu com .
Ainda em [16], uma extensao natural para o caso continuo é feita, mas o importante é que

as principais propriedades e a ideia central do conceito de entropia exposto aqui, se preserva.
Ou seja, a entropia definida como

H(g) = / " @) g(a)de

consegue medir o quanto de informacgao o sistema consegue gerar e, portanto, quando acha-
mos g que maximiza H, estamos encontrando a densidade de probabilidade menos enviesada
possivel.



Apéndice C
Codigos de Matlab

Coédigo i Script para o obten¢ao da DME com valores sintéticos.

function [volimpv ,Alpha,Beta ,CK,DK, CKlinha , CK2linha , densidade ,cumulativa|. ..
— entropiasintetica (K,T,F,strike)
%definindo os p ar metros
r—0.11; %taxa Selic no Brasil
T-T/365;
sigma=0.25;
tamanho=size (K);
outrotamanho=size (strike);
m=outrotamanho (2);
n=tamanho (2) —1;
C=[1:n+2];
K=[K 1el0 |;
lambda = 1; %usado nos testes para encontrar o D mo
D=[0:n+1];
D(1)=1;
D(n+2)=0;
%gerando os preos das calls
for i=[1:n+2]
C(i)=blsprice (F, K(i),r,T,sigma)
end
C=exp(—r=T)*C;
%gerando o preo da op digital (chute inicial)
for i=[2:n+1]
D(i)=normecdf((log (F/K(i))—0.5%sigma ~2«T)/sigmaxsqrt (T));
end
D=exp(—r*T)xD;
%encontrando o preo mo da o p digital com Newton
while lambda/2 > 1e-3
p=[0:n+1]|; %iniciando pi
Kmed = [0:n+1]; %iniciando Kmed
for i = [1:n+1] %formando pi e Kmed
p(1)=D(i)-D(i+1);
Kmed (1)=((C(i)+K(i)«D(1))—(C(i+1)+K(i+1)«D(i+1)))/p(i);
end
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for i=[1:n]
FF=Q(x ) ((K(i+1)*exp (x+K(i+1))—K(i)*exp(x*K(i)))/...
(exp (x*#K(i+1))—exp(xxK(i)))—1/xKmed(i));
beta (i)=fsolve (FF,0.005);
end
%beta da borda
beta(n+1)=1/K(n+1)—...
((C(n+1)+K (n+ 1)D(n+1)~C(n-+2)) / (D(n-+1)-D(n+2)));

alpha=[0:n];
for i=[1l:n+1]
alpha (i)=beta(i)=*...
((D(1)-D(i+1))/(exp(beta(i)*K(i+1))—exp(beta(i)*xK(i))));

end
Hdois = zeros(n,n);
cdois = [0:n];

for i = [1:n]

cdois(i)= 1/beta(i)"~2—
(((K(111)-K(1))~2))xexp (beta (1) ((K(1) 1K(i 11))))/...
(exp(beta(i+1)«xK(i+1))—exp(beta(i)*K(i)))"2;

end
cdois (n+1)=1/beta(n+1)"2;

for i = [1:n]

Hdois (i,i)=—1/p(i)—1/p(i+1)—
((K(i+1)—Kmed(i))"2)/(p(i )*cdms( )) —...
((K(i+1)—Kmed(i+1))" )/p(1+1)*cd01s(1+1)

end

for i = [1:n—1]
Hdois (i,i+1)=1/p(i+1)—..
(Kmed (i+1)—K(i+1))*(K(i+2)—Kmed(i+1))/p(i+1)*cdois(i+1);
Hdois (i+1,i)=1/p(i+1)—
((Kmed(i+1)-K(i+1))*(K(i+2)—Kmed(i+1)))/p(i+1l)xcdois(i+1);
end

Hhum=zeros (n,1);

for i = [1:n]
Hhum( )=log (alpha(i)xexp(beta(i)*K(i+1)))...
—log (alpha(i+1)*exp(beta(i+1)«xK(i+1)));
end

deltaD = —Hdois\Hhum;
lambda = Hhum’x deltaD ;
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for i=[1:n]
D(i+1)=D(i+1)+ 0.5%deltaD (i);

end

end

Dsol=D;

%criando a fun que gera os betas
beta=[0:n];

%gerando os betas (exceto o ltimo)
for i=[1:n]

FFF=Q(x) ((K(i+1)xexp (x*xK(1+1))—K(i)*exp(x*xK(1)))/(exp(x«K(i+1))—...
exp (x*xK(i)))—1/x—((C(1)+K(1i)x D(i)) (C(i+D)+K(i+1)«D(i+1))) /...
(D(1)-D(i+1)));

beta(i)=fsolve (FFF,0.005);

end
%beta da borda
beta(n+1)=1/(K(n+1)—((C(n+1)+K(n+1)*D(n+1))—C(n+2))/(D(n+1)-D(n+2)));

%gerando o alpha

alpha=[0:n];
for i=[1:n+1]

alpha (i)=beta(i)*((D(i)-D(i+1))/(exp(beta(i)*xK(i+1))—
| exp (beta(i)+K(i))));
Alpha—=alpha;
Beta=beta;

%achando a volatilidade implicita
for s=[1:m]

contador = 0;
=1
while contador — 0

if (K(j)<=strike (s))&&(strike (s)<K(j+1))&&(beta(j) =0)
DK(s)=Dsol (j) —

(alpha (] )/beta(J))*(eX (beta(j)xstrike(s))—exp(beta(j)*K(j)));
CK(s)=C(j)—(strike (s)—K(j))*(Dsol(j)+

(alpha(j)/beta(j))*exp(beta(j)*K(j )))+
(alpha(j)/beta(j) " 2)x(exp(beta(j)xstrike(s)) —...
exp (beta(j)*K(j)));

CKlinha (s)=—(Dsol(j)+(alpha(j)/beta(j))xexp(beta(j)*K(j)))+...
(alpha(j)/beta(j))xexp(beta(j)xstrike(s));

CK2linha (s)=alpha(j)*exp(beta(i)xstrike(s));

densidade (s)= alpha(J)*eXp(beta( Jxstrike (s));

cumulativa (s)=1—Dsol (j)+(alpha(j)/beta(]j))=*(exp(beta(j)...
xstrike (s))—exp(beta(j)*K(j)));

contador=contador+1;

end

if (K(j)<=strike (s))&&(strike (s)<K(j+1))&&(beta(j)==0)
DK(s)=Dsol(j)—alpha(j)*(strike (s)-K(j));
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CK(s)=C(j)— (strlke(s) ( ))*Dsol(j)+(alpha(j)/2)x
(strike (5)-K(j))"
CKlinha (s)=—Dsol (] )+a ha(j)*(strike(s)=K(j));
CK2linha(s)=alpha(j);
densidade (s)=alpha (]
cumulativa (s)=1—Dsol
contador=contador+1;
end
J=i L

3 exp(beta(]j)*strike(s));
(j)t+alpha(j)*(strike (s)-K(j));

end
volimpv(s) = blsimpv (F,strike(s),r,T,CK(s));
end
end

Codigo ii Script que testa a condicao de nao arbitragem dos valores reais retirados do mercado.

function [novoC  novoK|=testearbitragem (Cplot ,Kplot ,T)

%definindo os p ar metros
r=0.11; %Taxa Selic do Brasil
T-T/365;
sigma—=0.25;
tamanho=size ( Kplot );
n=tamanho (2) —1;
C=|Cplot 0];
K=[Kplot 1el10];
D=[0:n];
D(1)=1;
F—2.219:
%digital de B&S usada para teste de no arbitragem
for i=[2:n+1]
D(1)=—=(C(i+1)-C(i-1))/(K(i+1)-K(i-1));
end
deltateste (1)=0;
for i=[2:n+2]
deltateste (i)=—(C(1)—C(i—1))./(K(i)-K(i—-1));
end
%teste de mno arbitragem
11 = 2;
novoC(1)=F;
novoK (1)=0;
for i=[2:n+1]
if (deltateste (i1)>D(i))&& (D(i)>deltateste (i+1))
novoC ( 11)=C(1i);
novoK ( 11)=K(1i);
11 = 1141;
end
end
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novotamanho=size (novokK);

m=novotamanho (2) —1;

novoCplot=[novoC 0];

novoKplot=[novoK 1el0];

novoD =[0:m] ;

novoD (1)=1;

%digital de B&S usada para teste de no arbitragem

for i=[2m+1]

novoD (i)=—(novoCplot (i+1)—novoCplot(i—1))/(novoKplot(i+1)—novoKplot(i—1));
end

plot (Kplot,—D,”—r’ ,novoK,—novoD,’ —.b")
xlabel (’Strikes ");

ylabel ("=D(K) 7);

legend ( ’ANTES DO TESTE’ , ’DEPOIS DO TESTE’) ;
axis ([1.7 2.7 =1 0]);

end

Coédigo iii Script para o obten¢ao da DME com valores reais.

function [volimpv ,Alpha,Beta ,CK,DK, CKlinha , CK2linha , densidade , cumulativa|. ..
= entropiareal (C,K,T,F,strike)

%definindo os p ar metros

r=0.11; %Taxa Selic do Brasil

T-T/365;

tamanho=size (K);

n=tamanho (2) —1;

outrotamanho=size (strike);

m=outrotamanho (2);

C=exp(—r*T)*|C 0];

K=[K 1el0 |;

lambda = 1; %usado nos testes para encontrar o D mo

D=[0:n+1];

D(1)=1;

D(n+2)=0;

CK=[1:m];

DK=[1:m];

CKlinha=[1:m];

CK2linha=[1:m]|;

densidade =|1:m];

cumulativa=[1m];

volimpv =[1:m];

%gerando o preo da op digital (chute inicial)

for i=[2:n+1]
D(i)-—(C(i+1)=C(i —1))/(K(i+1)-K(i —1));

end

%encontrando o preo mo da o p digital com Newton

while lambda/2 > le—3
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p=[0:n+1|; %iniciando pi
Kmed = [0:n+1]; %iniciando Kmed
for i = [1:n+1] %formando pi e Kmed
p(1)=D(i)-D(i+1);
| Kmed (1)=((C(1)+K(i)*D(1))—(C(i+1)+K(i+1)«D(i+1)))/p(i);
for i=[1:n]
FF=Q(x ) ((K(i+1)*exp(x+K(i+1))—K(i)*exp(xxK(i)))/...
(exp (x*K(i+1))—exp (x*K(i)))—1/x—Kmed(i));
beta (i)=fsolve (FF,0.005);
end
%beta da borda
beta(n+1)=1/K(n+1)—...
((Clot1)+K(n+1)+D(n+1))=C(n+2))/(D(n+1)-D(n+2)));

alpha=[0:n];
for i=[1:n+1]
alpha (i)=beta(i)=*...
((D(i)=D(i+1))/(exp(beta(i)*K(i+1))—exp(beta(i)*K(i))));

end
Hdois = zeros(n,n);
cdois = [0:n];

for i = [1:n]

cdois(i)= 1/beta(i)"2—
((K(i+1)-K(i))" 2))*exp(beta(i)*((K(i)+K(i+1))))/...
(exp(beta(i+1)«xK(i+1))—exp(beta(i)*K(i)))"2;

end
cdois (n+1)=1/beta(n+1)"2;

for i = [1:n]
Hdois (i,i)=—1/p(i)—1/p(i+1)—
((K(i+1)—Kmed(i))~2)/(p(i )*CdOls( )) —...
((K(i+1)—Kmed(i+1))" )/p(1+1)*cd01s(1+1)

end

for i = [1:n—1]
Hdois (i,i+1)=1/p(i+1)—
(Kmed (i+1)—K(i+1))*(K(i+2)—Kmed(i+1))/p(i+1)*cdois(i+1);
Hdois (i+1,i)=1/p(i+1)—
((Kmed(i+1)-K(i+1))*(K(i+2)—Kmed(i+1)))/p(i+1)xcdois(i+1);
end

Hhum=zeros (n,1);

for i = [1:n]
Hhum(i)=log (alpha (i)*exp(beta(i)*K(i+1)))...
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—log (alpha(i+1)*exp(beta(i+1)«xK(i+1)));
end

deltaD = —Hdois\Hhum;
lambda = Hhum’x deltaD ;

for i=[1:n]

D(i+1)=D(i+1)+ 0.5%deltaD (i);
end
end

Dsol=D;

%criando a fun que gera os betas

beta=[0:n];
%gerando os beta (exceto o ltimo)
for i=[1:n]

FFF=Q(x ) ((K(i+1)*exp (x+K(i+1))—K(i)*exp(x*K(i)))/(exp(x+K(i+1))—...
exp (x*xK(i)))—1/x—((C(1)+K(i)*D(i))—(C(i+1)+K(i+1)«D(i+1)))/...
(D(i)-D(i+1)));

beta (i)=fsolve (FFF,0.005);

end

%beta da borda
beta(n+1)=1/(K(n+1)—((C(n+1)+K(n+1)*D(n+1))—C(n+2))/(D(n+1)-D(n+2)));

%gerando o alpha

alpha=[0:n];
for i=[1:n+1]

alpha (i)=beta(i)*((D(i)-D(i+1))/(exp(beta(i)*xK(i+1))—
; exp (beta (1)+K(1))));
Alpha=alpha;
Beta=beta;

%achando a volatilidade implicita
for s=[1:m]

contador = 0;
=1
while contador — 0

if (K(j)<=strike (s))&&(strike (s)<K(j+1))&&(beta(j)~=0)
DK(s)=Dsol(j) —

(alpha (] )/beta(J))*(e p(beta(j)xstrike(s))—exp(beta(j)«K(j)));
CK(5)-C(j)~ (strike (3)K(j))#(Dsol() + ..
(alpha(j)/beta(j))xexp(beta(]j)*K(] )))+
(alpha(j)/beta(j) 2)«(exp(beta(j)xstrike(s)) —...
exp (beta (j)*K(j)));
CKlinha (s)=—(Dsol(j)+(alpha(j)/beta(j))*xexp(beta(j)*K(j)))+...
(alpha(j)/beta(j))xexp(beta(j)xstrike(s));
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CK2linha (s)=alpha(j)*exp(beta(i
densidade (s)=alpha(j)*exp(beta(]
cumulativa (s)=1—Dsol (j)+(alpha(]
strike (s))—exp(beta(j)*K(j)
contador=contador+1;

xstrike(s));
Jxstrike (s));
;/beta( i) (

~— e s

end

(K(j)<=strike (s))&&(strike (s)<K(j+1))&&(beta(j)==0)

DK(s)=Dsol(j)—alpha(j)=*(strike (s)—K(j));

CK(s)=C(j)—(strike (s)—K(j))«Dsol(j)+(alpha(j)/2)=«
(strike (s)-K(j))"

CKlinha (s)=—Dsol (j)

CK2linha(s)=alpha(j);

densidade (s)=alpha(j)xexp(beta(j)xstrike(s));

cumulativa (s)=1—Dsol(j)+alpha(j)*(strike (s)-K(j));

contador=contador+1;

)" 2;
Jgalpha( j)x(strike (s)=K(j));

end
=i+
end
volimpv (s) = blsimpv (F,strike(s),r,T,CK(s));
end
end

Cédigo iv Script para a Plotagem dos grdficos da DME, Precos Extrapolados das Opgoes e
Volatilidade Implicita.

function Plotagem (strike ,greal , gsint ,CKreal,CKsint,volreal ,volsint)

tamanho=size (strike );

plot (strike ,gsint ,”—r’ strike ,greal ,”—.b")

xlabel (7 Strikes ");

ylabel ("Densidade ) ;

legend ( "VALORES SINTETICOS’ ,’VALORES DE MERCADO’ ) ;

axis ([strike (1) strike (tamanho(2)) min(min(greal ,gsint))
max (max( greal , gsint ))|);

plot (strike ,CKsint,”—r’,strike ,CKreal,”—.b")

xlabel (7 Strikes 7);

ylabel (’PRECOS (EXTRAPOLADOS) DAS OPCOES DE COMPRA’);

legend ( "VALORES SINTETICOS’ , ’VALORES DE MERCADO’ ) ;

axis ([strike (1) strike (tamanho(2)) min(min(CKreal, CKsint))
max (max ( CKreal , CKsint ) )]);

grid

plot (strike ,volsint,”—r’, strike ,volreal ,”—.b")
xlabel (’Strikes ");

ylabel ("VOLATILIDADE IMPLICITA’);

legend ( "VALORES SINTETICOS’ ,’VALORES DE MERCADO’ ) ;
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axis ([ strike (1) strike (tamanho(2)) min(min(volreal ,volsint))
max (max(volreal , volsint ))]);

grid

end

Coédigo v Script para estimativa dos erros percentuais de cada o e (.

function [erroBeta ,erroAlpha ,PercentualBeta ,PercentualAlphal|=
erro (C,BD, Alpha , Beta)

tamanho=size ( Beta);

n=tamanho (2);

erroBeta=[1:n];

erroAlpha=[1:n];

PercentualAlpha=|[1:n];

PercentualBeta=|[1:n];

for i=[1:n—1]
erroBeta (i)=BDx(Beta(i+1l)—Beta(i))/(C(i+1)—C(i));
erroAlpha (1)=BDx(Alpha(i+1)—Alpha(i))/(C(i+1)—C(i));
PercentualBeta(i)=100%xerroBeta(i)/Beta(i);
PercentualAlpha(i)=100xerroAlpha(i)/Alpha(i);

end

erroBeta (n)=BDx*(Beta(n)/C(n));

erroAlpha (n)=BDx(Beta(n)/C(n));

PercentualBeta(n)=100%xerroBeta(n)/Beta(n);

PercentualAlpha(n)=100xerroAlpha(n)/Alpha(n);

end
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