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ABSTRACT

This work is about a birational classification of fibrations by singular curves of arithmetic
genus 2 in characteristic p = 2. Characteristic 2 is not a restriction, but it is the case that help
us to understand the classification problem indeed. This classification is obtained solving an
equivalent problem on non-conservative function fields or regular but non-smooth curves, by
mean of a simple geometric approach.

Keywords: Bertini’s Theorem. Non-conservative function fields. Singular primes. Residue
class field. Generic fibre. General fibre.

RESUMO

Neste trabalho obtemos uma classificagao birracional de fibragoes por curvas singulares de
género aritmético 2 em caracteristica p = 2. O caso de caracteristica 2 nao é uma restrigao
senao que é o caso que permite entender melhor o problema de classificacao. A classificacao
¢ obtida solucionando um problema equivalente de corpos de funcoes nao conservativos ou
de curvas regulares nao lisas, por meio de uma abordagem geométrica simples.

Palavras Chaves: Teorema de Bertini. Corpos de fungdes nao conservativos. Primos
singulares. Corpo residual. Fibra genérica. Fibra geral.

RESUMEN

Este trabajo trata sobre una classificacién birracional de fibraciones por curvas singulares de
género aritmético 2 en caracteristica p = 2. El caso de caracteristica 2 no es una restriccion
sino que es el caso que permite entender mejor el problema de classificacién. La classificacion
se obtiene resolviendo un problema equivalente de cuerpos de funciones no conservativos o
de curvas regulares singulares, por medio de un método geométrico simple.

Palabras Claves: Teorema de Bertini. Cuerpos de funciones no conservativos. Primos
singulares. Cuerpo residual. Fibra genérica. Fibra general.
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INTRODUCAO

No ano 1944 Zariski [Zr] publicou um exemplo de uma fibra¢ao induzida por um morfismo
f T — B de variedades algébricas tal que T ¢ lisa depois de restringir B a um aberto
(denso) e quase todas as fibras sdo curvas cuspidais. Um tal exemplo foi suficiente para
concluir que o Teorema de Sard ou alids, o Teorema de Bertini é falso na categoria das varie-
dades algébricas definidas sobre um corpo k de caracteristica positiva. Este tipo de fibragoes
apareceram também na classificacao de Enriques—Kodaira para superficies definidas em ca-
racteristica positiva publicada por Bombieri e Mumford [BM]. E entdo natural se perguntar
sobre uma classificacao deste tipo de fibracoes. Este trabalho tem como objetivo apresentar
uma classificacao birracional de fibragoes por curvas singulares de género aritmético 2 em
caracteristica p = 2 (Teorema 3.2.2 e Teorema 3.3.2). A restrigdo da caracteristica apa-
rece naturalmente no trabalho de Tate [Tal], porque o problema da classificagdo birracional
de fibragoes por curvas singulares é equivalente ao problema de classificacao de corpos de
fungoes nao conservativos, de onde se conclui que o género da fibra genérica da fibracao
impoe restrigdes na caracteristica do corpo. Queen [Qn] foi o primeiro em trabalhar neste
contexto classificando os corpos de funcgoes eliticas (de género igual a 1) nao conservativos.
Porém, Artin [At] e Kimura [Km]| ja tinham desenvolvido alguns trabalhos para entender o
fenomeno de mudanga de género em extensoes por constantes de corpos de fungoes. Todavia,
foi o Stichtenoth [Snl] quem iniciou um estudo sistematico de cardter local e obteve a forma
pgl'
trabalhos foram influenciados pelo artigo de Rosenlicht [Rs], no qual, ele obteve uma férmula

normal dos corpos de funcoes nao conservativos de género Sem duvida muitos destes
do género para curvas regulares definidas sobre um corpo (possivelmente nao perfeito), em
termos dos graus de singularidade dos primos singulares (pontos regulares nao lisos) e do
género do modelo nao singular da extensao da curva ao fecho algébrico do corpo de base.
Um ano depois de que [Snl] foi publicado, Borges Neto [Bg] abordou o problema para o
caso de género 2 e caracteristica impar. No ano 2004 Stohr [St4] apresentou o problema no
contexto geométrico de fibragoes patoldgicas no sentido que todas as fibras (da fibragao) sao
curvas singulares, construindo familias de curvas onde o grau é menor que a caracteristica do
corpo de base das variedades envolvidas e cuja existéncia era desconhecida. Ele focalizou seu
estudo em caracteristica 7 e 5 onde estudou as fibragoes por curvas de género aritmético 3
nao hipereliticas ja que elas se realizam como quarticas no plano projetivo. No ano 2009, Sa-
lomao [S11] progrediu no estudo deste tipo de fibragdes em caracteristica 3 onde a diversidade
de exemplos é maior. Ele classificou algumas familias de fibragoes e fez uma abordagem do
problema usando a teoria do Frobenius pull-back de esquemas (ver [S12]). Finalmente temos
conhecimento de que no semindario da Universidade Federal Fluminense (UFF) os professores
C. D. Moreira e G. Borelli iniciaram um estudo da classificagao de fibragoes por curvas singu-
lares sem usar corpos de funcoes, mas incorporando ferramentas da teoria de transformacoes
de Cremona e folhegoes.

Nosso trabalho tem como finalidade classificar as fibragoes por curvas singulares de género
aritmético 2 em caracteristica p = 2. Em um certo sentido o estudo em caracteristica 2
permite entender melhor a classificacao ja feita em caracteristica impar, além de que é a
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primeira classificacao birracional completa em caracteristica p = 2 no sentido das fibragoes
universais introduzidas por Stéhr [St5].

Neste trabalho uma variedade é um esquema integral separado de tipo finito definido sobre
Speck onde k é um corpo algebricamente fechado como definida em [Hs] p. 105. Porém,
também podemos pensa-las como sendo variedades cléssicas.

Seja f : T — B um morfismo proprio de variedades definidas sobre um corpo algebricamente
fechado k de caracteristica positiva p tal que T ¢ liso depois de restringir B a um aberto,
ou seja, existe U C B tal que f~1(U) é lisa. Além disso, vamos supor que quase todas
as fibras esquematicas do morfismo sao curvas integrais. Consideramos entao a fibracao
induzida pelo morfismo f. Chamamos a T de espaco total e a B de base. Exatamente
como na topologia algébrica as fibracoes serao consideradas com uma base B fixada. Um
morfismo (respectivamente, uma aplicacao racional) entre duas fibragbes é um morfismo
(respectivamente, uma aplicagao racional) entre os espacos totais que faz comutar o diagrama
triangular resultante. Isto é, os morfismos serao morfismos de B-esquemas. Logo, as fibragoes
com base B formam uma categoria.

Sejam F':= k(T) e K := k(B) os corpos de fungoes de T' e B respectivamente. Entao, usando
o correspondente morfismo de feixes estruturais, K pode ser considerado como um subcorpo
de F. Assim, F|K é um corpo de funcoes, i.e., a extensao F|K tem grau de transcendéncia
1 e K contem todos os elementos algébricos de F' sobre K (K ¢é algebricamente fechado em
F). A fibra do ponto genérico de B é dita de fibra genérica e ela corresponde ao modelo
regular do corpo de fungdes de F|K que nds denotamos por Rpjk. A extensao da fibra
genérica ao fecho algébrico do corpo de fungoes da base B ¢é dita de fibra geral ou fibra
genérica geométrica. Em outras palavras, a fibra geral ¢ a curva Rp|x X spec(k) S pec(f) onde
K denota o fecho algébrico de K. Um corpo de fungoes F|K é dito ndo conservativo se a
sua extensdo por constantes ao fecho algébrico de K denotada por FK|K tem género menor
do que o género de F|K. E bem conhecido que o morfismo f T — B induz uma fibracao
por curvas singulares se e so se a fibra geral é uma curva integral nao lisa se e s6 se o corpo
de fungoes F'|K é separdvel e nao conservativo. Como nosso objetivo é estudar fibragoes por
curvas singulares de género aritmético 2, entao este trabalho focaliza no estudo de corpos de
fungoes nao conservativos de género 2. O contexto de corpos de fungoes nao conservativos
¢ um pouco mais geral, muito mais operativo e permite nos aproximar a certos resultados
no contexto geométrico. Por exemplo, alguns dos resultados da classificacao foram obtidos
primeiro assumindo que o corpo K é separavelmente fechado, o que nao acontece no contexto
geométrico; mas os resultados obtidos assumindo essa hipdtese permitiram nos chegar ao
resultado geral.

No primeiro capitulo obtemos a forma normal de um corpo de fungoes nao conservativo de
género 2 e se prova que toda fibragao de tipo separavel é uma fibracao por curvas eliticas sin-
gulares (Teorema 1.4.1). Para ambas as conclusoes se faz uso de uma abordagem geométrica
induzindo uma curva no cone do espago projetivo de dimensao 4 que modela ou representa a
fibra geral de uma fibracao. O método de classificacao proposto depende entao desta curva
e do Teorema 1.2.2 o qual afirma que um corpo de fung¢oes munido da forma normal (ja
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descoberta na primeira secgdo do capitulo) tem género 2 se e s6 se a curva induzida no cone
tem género aritmético 2.

No segundo capitulo se classificam os corpos de fun¢ées nao conservativos de género 2 em
caracteristica 2 (Teorema 2.2.1 e Teorema 2.3.1).

O Teorema 2.2.1 nos permite construir exemplos de fibragoes por curvas eliticas singulares.

Seja S C P4(k) o cone com vértice
V=(0:0:0:0:1)
composto pelas retas
Lo={(a":a'":a®>:a®>:0)|bek}U{V}a€k e Lo={0:0:0:1:b)]beck}uU{V}.

U=S8\Lo — K U'=S\L, — Kk

E Vit d t '
m S\{V} temos duas cartas (@ ala? b)) o (a.b) e (@:a:a':a’:b) = (a,b)

Seja T'C S x A'(k) a variedade cuja equagao na carta U x Al(k) — k3 ¢é
vV +y+ta® =0
onde (z,y) € k* e t € A'(k). Na segunda carta de S x A'(k) a equagao de T é
y? + a2y +t=0.

Seja f : T — A'(k) o morfismo definido pela segunda projecao. A fibracao induzida pelo
morfismo é uma fibragao por curvas singulares de género aritmético 2 as quais tém modelo nao
singular elitico com invariante j = 0. Pelo critério jacobiano se pode ver que T' é lisa. Além
disso, todas as fibras sao isomorfas, mas a fibracao nao se trivializa & maneira das superficies
geometricamente regradas, porque se tal for o caso chegarfamos a uma contradi¢ao; pois o
corpo de funcgoes relativo a fibragao seria conservativo ja que os coeficientes da sua equacao
normal estariam no corpo de base onde as variedades estao definidas o qual é algebricamente
fechado (ver a Observagao 3.1.2 e o Teorema 2.2.1).

Analogamente, usando o Teorema 2.3.1 podemos construir fibragoes por curvas singulares de
género aritmético 2 com modelo nao singular racional tal que cada fibra tem uma singulari-
dade com grau de singularidade 2 ou duas singularidades cada uma com grau de singularidade
igual a 1 (Proposicao 3.3.1).

No capitulo trés se apresenta uma classificagao birracional das fibragoes por curvas eliticas
de género aritmético 2 em caracteristica 2 (Teorema 3.2.2). De forma andloga se apresenta
a classificacao birracional das fibracoes por curvas racionais singulares de género aritmético
2. Esta classificacao se faz usando uma fibragao universal no sentido que qualquer outra
fibracao do mesmo tipo, se realiza birracionalmente como uma extensao da base de uma
subfibracao da fibracao dita de universal. Finalmente, apresentamos uma proposta intuitiva
para classificar um certo tipo de fibracoes usando espagos de méduli e concluimos comentando
alguns problemas a serem resolvidos no futuro dentro da mesma linha de pesquisa.
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1 Formas normais de corpos de funcoes nao conserva-
tivos de género 2

A classificacao de corpos de func¢oes nao conservativos é em um certo sentido equivalente
a classificar birracionalmente fibragoes por curvas singulares. Um corpo de fungoes é dito
nao conservativo quando seu género ¢ maior do que o género de sua extensao por constantes
ao fecho algébrico do corpo de base. O objetivo principal deste capitulo é obter uma forma
normal para os corpos de fungoes nao conservativos de género 2. Esta forma normal permitira
dividir o problema de classificacao dos corpos de funcoes nao conservativos de género 2 de
acordo com o tipo de separabilidade (Teorema 1.4.1) o que no sentido das fibragoes nos diz
que toda fibracao por curvas singulares de género aritmético 2 é de tipo separavel se e s6 se
¢ uma fibracao por curvas singulares de género aritmético 2 com modelo nao singular elitico.

1.1 Forma normal de um corpo de funcoes de género 2
Esta secgao tem como finalidade chegar a uma forma normal dos corpos de fungoes de género
2 e determinar condicoes nas equacgoes normais para que dois deles sejam isomorfos.

Se preferir, pode-se pensar em um corpo de fungoes como sendo um esquema integral completo
e regular de dimensao 1 sobre o espectro de um corpo que em geral nao ¢é algebricamente
fechado. Entao, neste caso, todas as nogoes para esquemas (e.g. género, divisor canonico,
etc.) sao consideradas como sendo nogoes do corpo de fungoes relativo ao esquema.

Seja F|K um corpo de fungbes de género g = 2 e ¢ um divisor canénico dele. Como, a
dimensao de L(c¢) = {f € F* : div(f) +¢ > 0} U{0} como espago vetorial sobre K ¢é I(¢) = 2
entao, podemos supor que ¢ e um divisor positivo. Logo, existe = € L(¢) \ K, i.e.,

L(c)= K ® Kz.
Pela igualdade fundamental em corpos de fungoes e a definigao de L(c), temos que
[F: K(x)] = deg(dive(z)) < deg(c) =2

onde divy(x) é o divisor de polos da func¢ao z. Agora, ja que g > 0, entdao F' # K(x). Logo,
[F: K(x)] = deg(dive(z)) = deg(c) = 2, i.e.,

diveo(z) = ¢.
Por outro lado, usando o Teorema de Riemann—Roch se tem que
l(nc) =2n—1

para todo inteiro n > 2. Outro resultado mais ou menos imediato para todo inteiro positivo
n é
L(nc) N K(z) = HY (P, dive (2")) = O K"
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Como [(3¢) = 5, existe y € L(3¢) \ K(z) i.e,

L(3¢) = @) (K2' @ Ky.

Mais ainda,
n n—3
L(nc) = (P K=') @ (D Ka'y)
=0 =0

para todo n > 2. Como o grau da extensao F|K (z) é 2 entao F' = K(z,y) e, como y* € L(6¢)
temos que a equagao do corpo de fungoes F|K é

y* +a(w)y +b(z) =0 (1)

onde a(z) e b(x) sdo polindmios em K [z] de graus menores ou iguais a 3 e 6 respectivamente.

A equagao (1) é chamada de forma normal de um corpo de fungées de género 2, ou simples-
mente de equacao normal.

Primeiramente devemos observar que esta equacao nao é canonica. Ela depende da escolha
de um divisor canonico positivo ¢ e de elementos z,y € F. A fungao = pertence a L(c) \ K e
y € L(3c) \ K(z). Naturalmente nos perguntamos como se relacionam as equagoes normais
se mudamos as escolhas do divisor canonico e das funcoes x,y. Além disso, se espera que um
corpo de fungoes K (z,y)|K de género 2 onde x e y satisfazem a equagao normal, provém da
escolha de um divisor canonico positivo do corpo de fungoes. Vamos exemplificar isto para
fixar ideias. Suponhamos que mantemos fixo o divisor canonico ¢, mas escolhemos qualquer
outros Z, 7 € F tais que F = K(&,7) onde 9% + a(&)§ + b(#) = 0. Isto é, & € L(c) \ K e
9 € L(3c)\ K(2),i.e., 2 =ax+7veq =" +7+712+y32>+ By onde v,7,...,73 € K e
a,p € K* := K\ {0} (observe-se que a igualdade de corpos K (&) = K(z) é crucial). Entao,
usando a equacao que satisfazem Z e g contas mostram que os coeficientes da equagao normal
que z e y satisfazem, podem ser calculados em termos dos coeficientes dos polindémios a(z),
13(35) e das constantes 7,0, ..., 73, @, 5 da forma seguinte:

a(z) = 87 (a(ax +7) + 2(0 + 1w + 7’ + 732°))

b(z) = B2 (blaw +7) + (o + 1z + 7 +732%) + (0 + Mz + 2% + 2’)aaw + 7))

Na verdade o assunto da mudanca dos coeficientes da forma normal ao modificar as escolhas
do divisor canonico e das fungoes x,y estd intimamente relacionado com o problema de
classificagao dos corpos de fungoes a menos de isomorfismo. O exemplo anterior nos apresenta
um caminho para classificar corpos de fungées (F|K,¢) com um divisor canonico positivo ¢
fixado. Porém, nés queremos classificar os corpos de fungoes F'|K de género 2 sem fixar a
priori nenhum divisor.
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Proposigao 1.1.1. Sejam F|K e F|K corpos de fungoes de género g = 2 tais que F' = K(x,y)
e [ = K(Z,9) onde &, § e x, y satisfazem as equagoes normais 4>+ a(2)y + 5(5&) =0ce
Y2+ a(z)y + b(z) =0 (As fungoes a(z) e a(x) (b(&) e b(x)) sao polinomiais em i e x sobre
K de graus menores o iguais a 3 (6) respectivamente). Entao,

0s corpos de funcgoes F|K e F|K sao isomorfos se e so se existem Yo, V1,7V2,7v3 € K, f € K*
a1 2

e uma matriz invertivel (
Qo1 (g9

) com coeficientes em K tais que

11T + 12

a(r) =g~ ((042137 + ag)’a( ) +2(70 + 1z + 722” + ’73363))

Qa1 + 99

b(z) = p72 ((042137 + Q22)3b(RIEA2Y 4 (4 1+ Yo + 370)?

Q21X+

+(Y0 + 2 + 22?4 y32°) (ag1w + 0622)3d(—a11x+al2))

Q21 Z+022

Demonstracao. Vamos provar a implicacao direta em dois passos. Primeiramente vamos ver
que qualquer equacgao normal de um corpo de fungoes de género 2 provém da escolha de um
divisor canonico positivo; o que é esperado pelo que foi discutido antes da proposicao. Isto é,
vamos provar que & € L(¢)\ K e que g € L(3¢)\ K(2) para algum divisor canonico positivo ¢.
O segundo passo serda mostrar de onde provém as constantes alfas, gamas e beta e descrever
o calculo dos coeficientes da equagao de F|K como o requer a proposicao.

Afirmamos que ¢ := div,(Z) é candénico. Pela igualdade fundamental em corpos de fungoes
temos que
deg(c) = [F': K(z)] = 2.

Por outro lado, pelo Teorema de Riemann—Roch concluimos que [(¢) < 2. Agora, como
1,z € L(c) e 2 ¢ K temos que [(¢) = 2. Logo, ¢ é um divisor canénico. Além disso,

L) = K & Ki.

Afirmamos também que § € L(3¢) \ K(#). Claramente, § ¢ K (i) pelo fato que F|K néo
é racional. O assunto de y pertencer a L(3¢) depende da forma da equagdo normal. De
fato, argumentemos por contradi¢ao supondo que g ¢ L(3¢) = L(3divoo( z)). Isso é a mesma
coisa que dizer que vp(y) < —3vp(dive(Z)) para algum primo P de F|K (aqui vp denota
a valorizagdo correspondente ao primo P). E claro que se P nao é um pdlo de z, i.e.,

vp(dive(Z)) = 0 entao chegariamos a um absurdo porque em tal caso vp(9?) < vp(g) < 0 e
pelas propriedades da valorizacao §* + a(2)y + b( ) 7é 0. Logo, podemos supor que P é um
pélo de &, i.e., vp(2) < 0. Neste caso temos que vp(b()) = deg(b(z))vp(2) > 6up(E). Mas,
nossa hipdtese é a mesma coisa que vp(y) < 3vp(z ) < 0 e entdo vp(y?) < 6vp(2). Logo,
pelas propriedades da valorizagao e pela equacao 9 + a()y + B(i) = 0 nao temos outra
alternativa que vp(4?) = vp(a(2)y) = vp(a(z)) +vp(y). Além disso, obtemos que

vp(§) = vp(a(2)) = deg(a())vp(2) = 3vp(L)
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que é uma contradicao. Portanto, concluimos que

g € L(3¢c) \ K(z).
Observe-se que os resultados obtidos até aqui também se aplicam para F|K colocando
¢ := dive(x) no lugar de ¢ e z,y € F no lugar de Z e 3.

Suponhamos agora que fixamos um K-isomorfismo o : F' — F. Ele induz um isomorfismo
de grupos o* : Div(F|K) — Div(F|K) onde o* é o pull-back de divisores correspondente ao
morfismo entre os modelos regulares de F|K e F|K induzido por . Em outras palavras,

a aplicagao o* que leva o divisor D = } ,npP de F|K em o*(D) = ), npP, é um

isomorfismo de grupos, onde P, é o primo de F'|K correspondente a valorizagao vp o o~ L.

Logo, o* leva divisores canonicos positivos em divisores canonicos positivos. concluimos que
o*c¢ é um divisor canonico positivo de F'|K. Além disso,

L(c*c) =0(L(c)) = K ® Ko(x).

Como todos os divisores canonicos sao equivalentes, i.e., a classe candnica é unicamente
determinada, entao todos os divisores canoénicos positivos de F'|K sao da forma

o*c+ div(ag o (x) + ag)
onde an10(x) + oy # 0 com gy, ey € K. Entao
¢ =oc"c+div(ago(z) + ag)
para alguns asy, s € K onde pelo menos um deles é nao nulo. Logo,

L&) = !

=— — IL(c*c).
(1/210'(1‘) + 92 ( )

De onde concluimos que

4 a10(x) + g _ J(allx + a12>
210 () + g2 Q21T + Qg9
arl Qjg
Qg1 Qg
K(z) = K que nao pode ser.

onde a matriz ( ) tem coeficientes em K. Dita matriz é invertivel pois do contrario

Adicionalmente queremos notar que como a classe canonica é unicamente determinada e
L(t) = K@ Kz, entao o corpo gerado pelos elementos de L(¢), dito de corpo candnico de
F |K é K(z). Aplicando todo o raciocinio desta primeira parte da prova a F'|K no lugar de
F | K concluimos que o corpo candnico K (x) é o tinico subcorpo quadratico racional de F|K.

Analogamente,
3¢ = 30" ¢+ 3div(agi0(x) + age)
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1

L(3¢) = (qo10(x) 4+ ag9)?

L(30™¢).

Portanto,
Y + 10 (@) +120(@)* + 930 (2)* + Bo(y)

(ag10(x) 4+ agg)?
para alguns 7o, 71, 72,73 € K e f € K. Como K (z) é o inico subcorpo quadratico racional de
F|K, entdo K (o(x)) = K(&) aplicando a mesma unicidade para F'|K. Logo, como § ¢ K (&),
entdo § # 0. Usando o fato que o : ' — F'é um Kmorfismo injetor e a unicidade da equacio

Y=

moénica da extensao F|K(x), contas mostram que

_ L ,onT +
a(x) = 5 ! ((Omx + a22)3a(u) —+ 2(% + 7+ 72x2 -+ 73x3)>
Q1T + Q2
e
b(r) = B2 <(0421ZU + Q)b (T2 (g Yy 2 + Yor® + 51°)?
+(0 + Mz 4 72® + y32°) (a2 + 0622)361(%))

O resultado reciproco ja ficou claro também. Isto é, o K-morfismo o : F' — F que aplica

R 24y A, . -
QUITNL o F e 2ENIERT INST AP oy ) ¢ um isomorfismo entre os corpos de funcoes F|K
a21T+ag2 (a21z+022) s

e F|IK. O

De acordo com a proposi¢ao a equagao normal y? + a(z)y + b(z) = 0 de um corpo de fungoes
de género 2 é unicamente determinada salvo uma transformacao coordenada da forma

an® + g Yo + x4+ er® + st + By>
Q1T + oy (o1 + (rgg)? .

(z,y) = (

Em tal caso, os coeficientes sofrem a seguinte mudanca:

Q11T + Q2

) +2(70 + Nz 4 Y02® + 73903)>
Q91X + Q99

a(x) — g1 ((aglx + ag)’af

b(z) = B2 ((042@ + 0422)35(%> + (Y0 + Mz + 22?4 y32°)?
+(0 + Mz + a? + y32°) (anz + 0422)3“(%))
Logo, quando o corpo K é caracteristica p # 2 entao com uma transformagao
-1

’ 2 a(x)>

podemos normalizar a(z) = 0 chegando na forma normal y* = b(x). Esta forma normal se

) (0 +

encontra geralmente na literatura.

E claro que nem todo corpo de funcoes K (z,y)|K onde z,y satisfazem a equagao normal (1)
tem género 2. Entao, quando um corpo de fungoes K (z,y)|K definido pela equagao (1) tem
género 27 E um fato conhecido na literatura que a resposta a esta pergunta tem uma solugao
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relativamente simples se o corpo K tem caracteristica p # 2. A resposta nesse caso é assim:
um corpo de fungoes F'|K tem género g = 2 se e s6 se existem z,y € F tais que F' = K(z,y)
e um polinoémio b(z) de grau 5 ou 6 que nao tem fatores multiplos em K[z] tal que y? = b(z).
Em caracteristica p = 2 a resposta ¢ mais dificil. N6s daremos solucao a esta pergunta nas
seguintes secgoes deste capitulo.

1.2 Abordagem geométrica: A curva induzida no cone pelo corpo
de funcoes

Estamos interessados em classificar corpos de fungoes F'| K nao conservativos de género g = 2,
i.e., corpos de fungoes tais que o género da sua extensao por constantes ao fecho algébrico do
corpo de base K ¢ estritamente menor do que g = 2 1. Para isto vamos assumir uma hipétese
que se encontra em negrito abaixo e os paragrafos que se seguem pretendem explicar o
porque desta hipdtese.

A classificacao de corpos de fungoes nao conservativos esta intimamente ligada com a clas-
sificacao de fibragbes por curvas singulares, ditas de fibracoes patologicas. O assunto da
mudanca de género, é equivalente ao fenomeno de curvas (esquemas projetivos e integrais so-
bre Spec(K) de dimensao 1) regulares que nao sao lisas. Isto é, curvas onde todos seus aneis
locais sao regulares, mas existe pelo menos um ponto que nao satisfaz o critério jacobiano.
Devido a esta ligacao entre aritmética e geometria, o principal objetivo desta secgao é abor-
dar um “problema intermedidrio” ao fenomeno ja relatado. Isto se faz induzindo uma certa
curva definida sobre o fecho algébrico de K, a qual representa intuitivamente a fibra geral de
uma fibragao. O problema intermediario sera entender esta curva com a finalidade de tirar
informagcao valiosa que nos ajude na classificacao dos corpos de fungoes nao conservativos.

Vamos explicar um pouco mais a razao pela qual precisamos da abordagem do problema
intermedidrio no pardgrafo anterior. Na Secgao 1.1 se concluiu que todo corpo de fungoes F'|K
de género 2 pode ser levado & forma normal f(z,y) = y*+a(x)y+b(z) = 0 onde F = K(z,y)
e a(z) e b(x) sdo polinémios de K[z] de graus menores ou iguais a 3 e 6 respectivamente.
Porém, nem todo corpo de fungoes que satisfaz uma equagao normal como essa tem género
2. Mas, é claro que uma condicao necessaria é que o polinomio f(X,Y) € K[X,Y] seja
irredutivel. Logo ¢ natural procurar um método para calcular o género de um tal corpo de
fungoes F|K. Se a caracteristica do corpo é p # 2 entao sabemos que podemos renormalizar
chegando na equagao y*> = b(z) e, é bem conhecido que o género do corpo de fungoes F|K
é g = 2 se e s6 se o polinomio b(x) nao tem fatores multiplos sobre K|z] e seu grau é 5
ou 6. Nos nao encontramos na literatura um resultado similar em caracteristica 2. Além
disso, quando a caracteristica é p # 2 os corpos nao conservativos de género g = 2 foram
classificados na tese [Bg| de forma algébrica e simples. Logo, neste sentido o tnico caso de
interesse apresenta-se quando a caracteristica do corpo é p = 2. Este caso é interessante pelo
fato que ele vai ser entendido geometricamente.

IPara falar com precisao do fendmeno anterior é necessario supor que todos os corpos mencionados aqui
estao mergulhados em um corpo algebricamente fechado.

20



Portanto, vamos assumir desde agora que nossos corpos sdo de caracteristica 2.

A curva que representa a fibra geral vai ser importante tanto para calcular o género do
corpo de fungoes como para nos ajudar a chegar a uma forma normal necessaria em nosso
roteiro de classificacao dos corpos de fungoes nao conservativos. Como intuitivamente esta
curva representa a fibra geral de uma fibracao patoldgica entao é natural assumir que a
fibra genérica é geometricamente integral, i.e., a fibra geral é integral (irredutivel e reduzida).
Portanto, vamos supor que a fibra geral de nossas fibragoes é integral (ver Introdugao). Isto
significa que o polinomio f(X,Y) € K[X,Y] que define o corpo de fungoes é absolutamente
irredutivel, i.e., f(X,Y) continua irredutivel ainda em K[X,Y].

Fazemos uma parada na intuicao para fixar uma hipétese definitiva:

Vamos assumir nesta sec¢ao que o corpo F|K é definido por uma equagao

f@y) =y’ +alz)y +bx) =0
onde f(X,Y) é um polinémio absolutamente irredutivel em K[X,Y].

Comentamos que é conhecido que se temos um corpo M com grau de transcendéncia 1 sobre
o corpo L e a extensao M|L é separdvel e definida por uma equagao g(x,y) = 0 onde g(X,Y")
¢ um polinoémio irredutivel arbitrario de L[X, Y] entao

O polindmio ¢(X,Y) é absolutamente irredutivel se e s6 se L é algebricamente fechado em
M, ie., M|L é um corpo de fungoes.

Logo, juntando estes resultados no caso do corpo de fungoes F|K entdo a hipdtese acima é
equivalente a hipdtese seguinte:

O corpo de fungoes F|K é separavel, i.e., F'|K(x) é separavel ou F'|K(y) é separavel,
i.e., a(z) # 0 ou b/'(z) # 0 onde V'(z) é a derivada de b(z).

Quando a extensao F|K(z) é separavel para z € F'\ K dizemos que z é uma varidvel separante
de F|K.

Outro assunto a mencionar aqui é que se F|K é separdvel e L|K é uma extensao algébrica
de K (possivelmente infinita) entdo o compésito F'L pode ser realizado canonicamente como
o produto tensorial de F' e L e além disso, L é algebricamente fechado em FL = F ®k L.
Isto diz que o famoso corpo universal que consideramos nas notas ao pé no inicio da seccao é
desnecessario. Por outro lado, se F'|K fosse inseparavel pode acontecer que F' ®f L nao seja
um corpo e que L nao seja algebricamente fechado em F'L.

Voltando para assuntos intuitivos, se espera que o género aritmético da fibra geral de uma
fibragao e o género g do corpo de funcgoes definido pela fibracao estejam relacionados de
alguma maneira. Agora, como nds estamos em um contexto mais geral, entao, se o género de
um corpo de fungoes F|K for g = 2 e conseguissemos construir uma curva C' que represente
intuitivamente a fibra geral, é esperado que dita curva tenha género aritmético 2 pelo fato que
0 género aritmético ndo muda por extensoes do corpo de base (ver [Rs] p. 182). Como toda
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curva de género aritmético 2 é hiperelitica, entdo de acordo com [St1] ela deveria realizar-se
no cone do espaco projetivo de dimensao 4.

Vamos definir C' e comprovar todas nossas ideias intuitivas em seguida.
Seja S C P4(K) o cone com vértice
V=0:0:0:0:1)
composto pelas retas
Lo={(a":a':a®>:a®>:0)|be K}U{V}, a€K e Lo={(0:0:0:1:b)|be K}U{V}.

Ou equivalentemente

R T D
T Ty T3

U=S\Lo — K U'=S\L, — K
(a@®:a:a*:a®:b) — (a,b) ¢ (@®:a%:a*:a:b) — (a,b)
Agora, seja C' a curva projetiva cuja equacao na primeira carta é a equacao do corpo de
fungoes F|K. Isto é, a equagao de C na carta U = S\ Lo, — K¢

Em S\{V'} temos duas cartas

Y2 + (ag + a1z + aox® + asx®)y + by + byx + box? + bga® + byt + bsa® + bga® = 0.

Claramente, C' é o fecho no cone da imagem da curva plana dada pela equacao anterior via
a carta. Na outra carta a equacao de C' é

Y2 4 (a3 + ar’ + a12? + aox™)y + b + bsa’ 4 bax’ + bya”® + boa™ 4 b1’ + bya’® =0

onde =/ = % ey = . A curva nao passa pelo vértice ji que o coeficiente do termo y? é

nao nulo. Observe-se que a curva é possivelmente singular. A curva C' anterior é chamada
de curva induzida no cone pelo corpo de fungdes F|K.

Vamos descrever seguidamente a relagao entre os géneros da curva induzida e do corpo de
fungoes. A férmula do género do Hironaka diz que

pa(C) =7 =" dq
QeC
onde p,(C) é o género aritmético de C, g é o género do modelo nédo singular de C, i.e., o
género do corpo de fungdes FK|K e dg ¢ o grau de singularidade do ponto Q. Analogamente
a formula

g-a= 3 o )

onde dp := dimgz (/QVP /FOP (aqui Op é o anel local do ponto P, (/9\; é o seu fecho inteiro
em [ F) e Rpjx ¢ o modelo regular do corpo de funcoes F|K, é chamada neste trabalho
de formula do género de Rosenlicht (ver [Rs|, p. 182). O inteiro dp é chamado de grau de
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singularidade do ponto P . Na linguagem de corpos de fungoes os pontos P € Rp|x nao lisos
sao ditos de primos singulares. Ou seja, P é primo singular se e sé se dp > 0.

As férmulas anteriores permitem ligar o género do corpo de fungoes F'|K e o género aritmético
da curva C' chegando na férmula

g=pC)— > dp+ Y dq (3)

PERp|k QeC

onde P percorre todos os primos singulares de F'|K e ) percorre os pontos singulares de C'.

Esta formula é importante porque na pratica cada um dos termos do lado direito da igualdade
sao calculaveis. De fato, o invariante mais dificil de calcular é o grau de singularidade dos
primos o qual se pode obter algoritmicamente de acordo com [BS].

Para conhecer o género aritmético da curva induzida no cone usamos o seguinte resultado.

Lema 1.2.1. Seja C' uma curva irredutivel sobre o cone S definida pela equagao

f(x,y) = cu(@)y" + -+ +ca(x)y + co(x) =0
onde x,y sio as funcdes coordenadas afins de A*(K) na carta

U=S\Lo — K
(a®:a':a?:a®:b) — (a,b)
t=20,...,n. Entao a curva tem grau d e género aritmético

Seja d o menor inteiro tal que deg(c;(x)) < d — 3i para

pa(©) = (5] - vta-1-3([5] - v[5]

onde [%ﬂ € o menor interior maior ou tqual a g.

Sé comentamos que estes invariantes se obtém de forma simples calculando o polinomio de
Hilbert da curva. Um célculo deste polinémio se encontra em [RS], p.196.

Agora vamos aplicar este resultado a curva induzida pelo corpo de fungoes F'|K com equacao
f(x,y) = y?+a(x)y+b(xr) = 0onde F = K(z,y) e a(x), b(x) sdo polindmios de K [z] de graus
menores ou iguais a 3 e 6 respectivamente. O Lema nos diz que 6 < d, deg(a(z)) +3 < d e
deg(b(z)) < d. Isto é,

d=6¢ep,(C)=2.

Aplicando a equagao (3) que permite calcular o género do corpo de fungoes em termos do
género aritmético da curva C' concluimos que g =2 — . Rix op + D gec a-

Como o modelo regular de F'|K, denotado por Rp|x intuitivamente representa a fibra genérica
de uma fibragao entao é natural pensar que C'e Rp|x® x K sao isomorfas sob certas condicoes.
No resultado seguinte se encontra a esséncia do método usado neste trabalho para a classi-
ficacao que desejamos.
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Teorema 1.2.2. Seja F|K um corpo de fungdes com equagdo normal
y? + a(x)y + b(x) =0

onde a(x) e b(x) sdo polindmios em K|x] de graus menores ou iguais a 3 e 6 respectivamente
e F'= K(x,y). Entao

O corpo de fungoes F|K tem género g = 2 se e s6 se o modelo reqular do corpo F|K estendido

a K, Rpjx @k K € isomorfo a curva C' contida no cone de PY(K) que na primeira carta tem
a mesma equagdo do corpo de funcgoes F|K.

J& mencionamos acima que o género aritmético de uma curva nao muda por extensoes da
base. Este resultado é crucial para provar as duas implicagoes.

Demonstracao. A reciproca é clara pelo comentario anterior. A implicacao direta usa o
mesmo resultado ja comentado e o mergulho das curvas hipereliticas no cone que se encontra
em [St1]. Vamos explicar de forma mais precisa. Como o modelo regular Rpjx de F|K tem
genero 2 entao D := Rpjg® x K tem também género aritmético 2 e logo é hiperelitica. Assim,
o divisor de polos de x em Rpjx @k K definido por divy(z) = [Ipep Rp onde Rp = 2Op p
sex ¢ Opp e Rp = Op p em outro caso, é canénico. De forma andloga a abordagem feita
na Seccao 1.1 para corpos de fungoes de género 2, concluimos que

3
H'(D, dive (2)*) = D Ko’ P Ky
i=0
e o morfismo definido pelo sistema linear completo |dive(7)3| é um mergulho no cone de
P4(K) pelo fato que o divisor div,(z)® tem grau maior que 2g = 4 e em consequéncia é
muito amplo. A equacgao da curva na primeira carta do cone menos o vértice é a equacao do
corpo de fungbes F|K (ver [Stl] para uma andlise mais geral). O

Suponhamos que nosso corpo F|K tem género g = 2. Se F|K for ndo conservativo, i.e., o
corpo de fungoes F|K tem pelo menos um primo singular, entdo o Teorema 1.2.2 e a férmula
do género de Hironaka implicam que a curva induzida C' é singular. Na seccao seguinte vamos
entender as relagoes entre os primos singulares de F'|K e os pontos singulares da curva C
induzida pelo corpo de fungoes.

1.3 Teoria de corpos de fungoes nao conservativos e aplicagoes

Seja F|K um corpo de fungoes separavel de género g. Vamos supor que F|K é nao conser-
vativo, i.e., o género de F|K é maior do que o género de FK|K sendo K o fecho algébrico
de K. Denotamos por C' a curva Rpjx @k K onde Rpk denota o modelo regular do corpo
de fungoes F|K. Logo, a curva C' tem género aritmético g pelo fato que o género aritmético
nao muda por extensoes da base. Como F|K é nao conservativo, entao a férmula do género
de Hironaka implica que a curva C' possui pelo menos um ponto singular. Analogamente, a
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féormula do género de Rosenlicht (equagao (2), p. 22) implica que o corpo de fungoes F|K
possui pelo menos um primo singular, i.e., a curva Rpjx possui um ponto nao liso. Surgem
entao as seguintes perguntas:

1. Qual é a relagao entre os primos singulares F'|K e os pontos singulares de C?
2. As singularidades de C sao de qualquer tipo?

O objetivo desta secgao é ver que os pontos de C' acima de primos singulares de F|K sao
sempre pontos singulares. Além disso, vamos ver que os pontos singulares de C' acima de
primos singulares de F'|K tem um tnico ramo. Ou seja, as singularidades de C' (que provém
de primos singulares) sao de tipo cuspidal. A Teoria de corpos de fungdes nao conservativos
fornece uma linguagem apropriada para obter estes resultados de forma relativamente simples.
Nos vamos mencionar s6 alguns aspectos necessarios desta teoria para chegar aos resultados
que queremos. O desenvolvimento desta teoria na linha de pensamento que inspira nossa
abordagem se encontra basicamente em [Snl] e [St3].

De acordo com [At], Theorem 22, p. 291, sabemos que se K'|K é uma extensao algébrica
separavel, entdo os géneros de F|K e FK'|K' sao iguais. Ou seja, ndo ha mudanca de
género em extensoes por constantes que sao separaveis. Isto nos diz que estender até o fecho
separavel de K nao faz muitas mudancas quando se deseja estudar corpos de fungoes nao
conservativos, salvo na descida do fecho separavel para o corpo de base quando a finalidade
principal é estudar as classes de isomorfismos deles. Denotamos por K’ ao fecho separavel
de K. Logo, FK'|K’ é nao conservativo. Como F'K'|K’ tem o mesmo género que o modelo
regular Rpx do corpo de fungoes F'|K, entdo a curva C' := Rpjx ®x K’ é o modelo regular
de FK'|K' pois o género aritmético ndao muda por extensoes da base. Por outro lado, é claro
que os aneis locais Fch pr com P’ € C' sdo os aneis locais da curva C' = Rpjx ®k K. Mais
ainda, se P’ é um ponto nao liso de (', i.e., um primo singular de F'K'|K’ entdo o tnico
ponto P € C' acima de P’ é um ponto singular de C' e os grau de singularidade do ponto P e
do primo singular P’ coincidem. Observe-se que isso estabelece uma bijecao entre os primos
singulares de F'K'|K’ e os pontos singulares de C' = Rpjx ®k K. Além disso, os pontos do
modelo regular de F'K’'|K’ estao em correspondéncia com os pontos do modelo nao singular
de FK|K que é a normalizacio C. Isto é, cada ponto de C' possui um tnico ramo. Agora, ja
que todo ponto nao liso de Rp|x tem acima dele pelo menos um ponto nao liso de C’, entao
concluimos o seguinte resultado (cf. [S13]).

Observagao 1.3.1. Todo ponto de C = Rpjx Qk K sobre o qual estd centrado um primo
singular de F|K € também singular e possui um tinico ramo.

Esta Observagao nos conduz ao seguinte teorema.
Teorema 1.3.2. Seja F|K um corpo de fungoes separdvel e Rpjx seu modelo reqular. Entdo
O corpo de fungoes F|K € conservativo se e s0 se 0 a curva Rpjx @ K € lisa.

Este teorema poderia ser considerado como uma generalizacao do Teorema de Bertini. Apli-
cando o teorema aos corpos de fungoes de nosso interesse junto com o Teorema 1.2.2 chegamos
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no seguinte corolario.

Corolario 1.3.3. Seja F|K um corpo de fungoes separdvel de género g = 2 e Rpjix seu
modelo reqular. Entdo

s

O corpo de fungoes F|K € conservativo se e s6 se a curva C induzida no cone de P*(K) é
lisa.

concluimos entdao que um corpo de fungoes separavel F'|K de género g = 2 é nao conservativo
se e s6 se a curva induzida no cone tem pelo menos uma singularidade com um tnico ramo.
Este resultado é crucial para chegar na forma normal de um corpo de funcoes de género 2
nao conservativo. Na verdade, é bem conhecido que se o corpo de fung¢oes F|K tem equagao
f(z,y) = 0onde z,y € F = K(z,y) e P é um primo singular de F|K centrado no ponto
(x0,%0) da curva plana definida pelo polinomio f(X,Y) € K[X,Y], entdao o ponto (xg, yo)
também ¢ singular e tem um tnico ramo.

1.4 Forma normal de corpos de funcgoes de género 2 nao conserva-
tivos em caracteristica 2

O objetivo desta seccao é obter uma forma normal reduzida para corpos de funcoes separaveis
de género g = 2 e nao conservativos em caracteristica p = 2.

Vamos explicar a razao para nos restringir a caracteristica p = 2 neste trabalho. Seja F|K
um corpo de funcoes de género g e denotemos por g o género de FK|K. De acordo com
[Tal] o género de F|K impde restricdes na caracteristica de K e no género de FK|K. Mais
precisamente, o inteiro g — g é um multiplo de p%l. Agora, supondo que g = 2 entao p deve
satisfazer a desigualdade p < 2¢g +1 = 5, ja que (pensando em termos de singularidades) o
pior dos casos acontece quando g = 0. Como nosso objetivo neste trabalho é a classificacao
de fibragoes por curvas singulares de género aritmético 2 e esta classificacao é equivalente a
classificacao de corpos de fungoes nao conservativos de género 2, entao deveriam ser estudados
os casos p impar e p = 2. Mas a classificagao dos corpos de funcoes nao conservativos de
género 2 no caso de caracteristica impar (p = 3 e p = 5) se encontra em [Bg]. Assim que
resta o caso p = 2.

Seja F'|K um corpo de fungoes separavel de género g = 2. Logo, ele tem equacao normal,
v +a(z)y +b(x) =0

onde a(x) = ag+ a12 + azx® + azx®, b(x) = by + byx + bex? + bya® + byx* + bsa® + bea® € K|z].
Os polinoémios, a(x) e b(x) tem graus menores o iguais a 3 e 6 respectivamente (ver Secgao
1.1). Aliés, considerando o pélo de x em K (x) como um zero de a(zx) de grau 3 — deg(a(x))
podemos supor que a(z) tem grau (formal) 3 sempre que a(z) # 0. Um corpo de fungoes de
género 2 com uma equacao normal como acima é dito de tipo separdvel se a(x) # 0. Em caso
contrario o corpo de fungoes é chamado de tipo inseparavel. Como o corpo canodnico, i.e.,
corpo gerado pelas secoes globais do divisor canonico é o 1inico subcorpo quadratico racional
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do corpo de fungoes, entao um corpo de funcoes de género 2 é de tipo separavel se e s0 se ele
é uma extensao separdvel do seu subcorpo (canénico) quadratico racional.

Um corpo de fungoes F'|K é dito absolutamente elitico (racional) se o género da sua extensao
por constantes ao fecho algébrico FK|K ég =1 (g=0).

Nosso objetivo é chegar no seguinte teorema.

Teorema 1.4.1. Seja F|K um corpo de fungdes separdvel de género 2 ndao conservativo.
Temos os sequintes resultados:

1. O corpo de funcgoes F|K € de tipo separdvel se e sé se € absolutamente elitico e se tal
for o caso a sua equacdo normal pode ser levada a forma

y? + (ag + azx?®)y + by + byx* + bgx® = 0

onde ag, as, by, by, bs € K, b3(aSby + a2asbs + ada3bs + aghy) # 0, F = K(x,y) € o seu
invariante modular €

6
as

be(aSby + aZaibs + adadbs + alb?)z

j =

2. O corpo de fungoes F|K € de tipo insepardvel se e sd se é absolutamente racional e em
tal caso sua equagao normal pode ser levada a forma

Y2 4 by + bz + box? + bya® + byt + 2° + bga® =0

onde bg, bl, bQ, bg, b4, bﬁ € K, 0 polmémw b(Z‘) = b() + bll’ + bgl’z + 63.733 + b4$4 + x® + b6£L’6
nao tem fatores miltiplos e F = K(x,v).

Antes de iniciar a prova do teorema precisamos estabelecer algumas notacoes e enunciar um
lema.

Seja F'|K um corpo de fungoes de género 2 com equagio normal y* + a(x)y + b(x) = 0. J&
sabemos pela Secgao 1.1 que o grau de a(x), denotado por deg(a(z)) é menor ou igual a
3. Logo, por convencao vamos declarar que a(x) tem grau formal 3 considerando o pélo de
K(z) como um zero de a(z) de grau 3 — deg(a(x)). Analogamente, b(x) tem grau formal 6.

Suponhamos que F|K é nao conservativo, i.e., F|K admite pelo menos um primo singular.
Com a convengao estabelecida acima e usando o corolario 1.3.3 junto com seus comentarios
procedentes concluimos que existe um ponto singular com um tinico ramo na curva C' induzida
no cone de P*(K) pelo corpo de funcdes, tal que o primo singular estd centrado nele. Se
denotamos dito ponto singular por (zg,yo) € K’ em uma carta do cone, entao concluimos
que x = xo é uma raiz (finita ou infinita) de a(z) no caso em que o corpo de fungoes F'|K seja
de tipo separavel. Além disso, esta raiz é miltipla. Os detalhes desta afirmacao se podem
ver no meio da prova do seguinte resultado.
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Lema 1.4.2. Seja F'|K um corpo de fungoes de tipo separdvel, de género 2 e ndo conservativo.
Entao F|K satisfaz uma equagdo normal

y? + (ag + axx?)y + b(z) =0

onde b(x) € K[z] tem grau formal 6 e F = K(z,y).

Demonstra¢ao. Como F|K é nao conservativo, entao pela formula do género de Rosenlicht
ele tem pelo menos um primo singular P. Pela Secgao 1.1 a equagao normal de F|K é da
forma

y* +a(z)y +b(x) =0

onde a(x) e b(z) tem grau formal 3 e 6 respectivamente e F' = K(x,y). Podemos supor

que o primo singular P nao é um pdlo de x pois senao, por meio de uma transformagao de

coordenadas (z,y) + (%

x?

do transformado de x. Seja 7o € K a abscissa do ponto da curva induzida no cone de P*(K)

y) podemos renormalizar a equagao de tal forma que P é um zero

sobre o qual o primo P estd centrado (abscissa na carta onde a curva tem a mesma equagao
do corpo de fungoes). Pelo critério jacobiano z = xy é uma raiz de a(z). O fato importante
vai ser o observar que x = z é uma raiz miltipla de a(z) e com isso vai ser facil chegar
na forma normal pedida no lema. O argumento é por contradicao. Vamos ver que com a
suposicao “r = xy é uma raiz simples de a(x)”, o ponto da curva induzida no cone sobre o
qual o primo singular P esta centrado nao tem um tinico ramo; o que contradiz a Observacao
1.3.1. Suponhamos que z = xy é uma raiz simples de a(z). Seja K’ o fecho separavel de K.
Logo, xg estda em K.

A equacao da curva induzida no cone é
2 2 3 2 3 4 5 6 _
y°+ (CL[) + a1x + ax” + asx )y + bo + bll‘ + bQQf + bgflf + b4£lf + b5flf + bGZE =0

na carta de nosso interesse. Além disso, o ponto @ = (xy, b(a;o)%) ¢ o ponto onde primo sin-
gular P esta centrado. Transladando o ponto () na origem, a equacao da curva se transforma
em

7% + (1% + a92% + a3d®)y + bad? + byd® + byd® + bs2® 4 bgi® = 0

onde T =x—xg,§ =y — b(xo)% e G1, a2, by, by, by € K'. Agora, a1 # 0 pois & = z¢ é uma raiz
simples de a(x). Explodindo na origem e analisando a carta do blow up que nos interessa
(y = zy) vemos que ele tem equacao

U+ (a1 + agi + azd?)y + by + by + byd® + bsi® + bgi* = 0

de onde concluimos que o ponto () tem pelo menos dois ramos, o que contradiz a Observacao
1.3.1. Portanto, a abscissa xy do ponto da curva induzida sobre o qual o primo singular P
estd centrado é uma raiz multipla de a(z). Sé acrescentamos que como o grau formal de a(z)
é 3, entao qualquer corpo de funcoes de tipo separavel nao conservativo de género g = 2 tem
um unico primo singular devido a conclusao anterior.

Agora, vamos chegar na forma normal pedida no lema. Primeiramente afirmamos que o
7
polindémio a(z) = ag+ a1 + axx® + azx® tem uma raiz racional. Se a raiz for o pélo de K (z),
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i.e., azg = 0, entao temos nada a provar. Logo, podemos assumir que todas as raizes de a(z)
sao finitas, i.e., ag # 0. Como xy é uma raiz miltipla de a(x) entao

a(x) = as(x — 20)*(z — ¢)

onde ¢ € K'. Alids, como a(z) = a3(2® + cx® + 22z + cx?) € Klx] porque estamos em
caracteristica p = 2, entao concluimos que ¢ = Z—g € K. Finalmente por meio de uma
transformacao de Mobius que leve a raiz racional x = ¢ no pélo do transformado de x em

K(x) concluimos que a equagao de F|K pode ser renormalizada na forma

y? 4 (ag + agx?®)y + by + b1x + box?® 4 byz® + by + bsx® + bga® = 0

No meio da prova do lema se obteve uma conclusao que vale a pena ressaltar.

Observacao 1.4.3. Todo corpo de fungoes de tipo separdvel, de género 2 e nao conservativo
POSSUL um Unico primo singular.

Agora estamos prontos para provar o Teorema 1.4.1. O esquema da prova é o seguinte:
Primeiro vamos provar que absolutamente elitico implica tipo separavel ou equivalente-
mente que tipo inseparavel implica absolutamente racional. Seguidamente, por meio do
uso das formas normais se provara que nao existem corpos de fungoes de tipo separavel e
absolutamente racionais; o que implica “tipo separavel=absolutamente elitico” e “tipo inse-
paravel=absolutamente racional”. As formas normais se obtém naturalmente no processo da
prova.

Demonstra¢ao. Comegamos pelo item 1). Vamos ver que todo corpo de fungées absoluta-
mente elitico deve ser de tipo separavel. Isso é equivalente a provar que um corpo de fungoes
de tipo inseparavel é absolutamente racional porque absolutamente elitico e absolutamente
racional sdo incompativeis. Entao, seja F'|K um corpo de fungoes de tipo insepardvel. Logo,
F|K tem equacao normal

Y2 + by + bix + box? + byx® + bya + bsa® + bea® = 0
onde F' = K(z,y) e V/(z) = by + bgz® + bsx? # 0 pois F|K é separdvel. Logo,

FK = K(z,vy) :f(x%)

1 1 1 1
y—(bo2 +b22 x—l—bf £2+562 x3)
T T

i . Portanto, F|K é absolutamente racional.
b2 +b2 z-+b2 22

1
porque r2z =

Agora vamos obter a forma normal pedida no teorema para o caso absolutamente elitico.
Pelo Lema 1.4.2, existem z,y € F tais que F' = K(z,y) tem equagao normal

Y2 + (ag + asx®)y + b + brx + byx® + bga® + bya* + bsx® 4 bgz® = 0
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De acordo com a Proposicao 1.1.1 e seus comentarios predecessores ainda estao permitidas
algumas transformacgoes coordenadas em z e y. Mas, as transformagoes que respeitam a
forma normal ou a forma do polindémio a(x) = ag + axx? sao da forma

(z,y) = (ax +7, By + Yo + nx + 192” + y32°)

onde o, 8 € K* e 7,7 € K com ¢t = 0,1,2,3. Em tal caso, os coeficientes envolvidos na
forma normal mudam da seguinte maneira:

alax + )

a(x) — 5

blax +7) + 75 + 772 4+ ' +952° + (0 + nx + 1?4 132’ )alaz + )
52

ou equivalentemente os coeficientes de a(z) mudam

b(x) —

2
ag %‘Fa?
2
agx
as > 3
e os de b(x)
b1y+b272 40373 +bay* +b57°4b6~° +5
bO s g_%+ 17+b2y"+b3v°+bay +25’Y +b67° +a(v)v0+75
by — bl_a_‘_b3av2+b5a74+a(7)71
32 2
by b21;2v2 b3062’Y+b6042“/4+a(2’7)72+a2062’yo+7f
B
bg — baa’ +a(7)73+020¢271
32 2
4 bsaty+bgatvy2+asa?ya+~2
b4l—> b2%+576’;227272
5 2
b5 — b5¢§ 4 @203
52
b bfoz6 732,
6 32 +ﬁ

Aqui nossa problemética se divide em casos de acordo com o grau de a(x). Se as # 0 entao,
normalizamos by = 0 = b3 = b5 usando 7,7, e 3 respectivamente. Isto é, normalizamos
b(x) = by + bix + byx? + bgz®. Logo, a equagdo normal se transforma em

y? + (ag + agx®)y + by + by + by + bga® = 0.

A curva induzida no cone de P*(K) cuja equacdo em uma carta dele é a mesma equacio do
corpo de fungoes F|K (cf. Seccao 1.2) deve ter uma singularidade no ponto onde o tnico
primo singular estd centrado (ver Observacao 1.3.1 e Observagao 1.4.3). Logo, pelo critério
jacobiano, derivando com respeito a x concluimos que b; = 0, chegando assim na forma
normal

y? 4 (ag + asx®)y + by + byx* + bga® = 0

que foi anunciada no teorema. O caso ay = 0 é similar. Como F|K é de tipo separéavel entao
ag # 0. Entao, normalizamos b(x) = by + byz* + bsx® + bex® e ficamos com equacao normal

y? + agy + by + baxt + bsa® + bga® = 0.
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Neste caso o tnico primo singular estd acima do pélo de x em K(z). Logo, analisamos a
curva induzida no cone na segunda carta. Nesta carta a curva tem equagao

Y + apxy’ + bg + by’ + byx’® + box'® = 0.

Onde 2/ = % ey = 2. O ponto na curva induzida onde o primo singular estd centrado tem
abscissa ' = 0. Pelo critério jacobiano, derivando com respeito a x’ vemos que b5 = 0 e
chegamos na mesma forma normal obtida acima que é a forma normal pedida no teorema.
concluimos entao que todo corpo de fungoes F|K de género g = 2 nao conservativo de tipo
separavel tem associada uma equagao normal da forma

y* + (ag + asx®)y + by + baz* + bez® = 0
onde F' = K(z,vy).

Seguidamente vamos provar que nao existem corpos de fungoes de tipo separavel absoluta-
mente racionais. Para isso, estudamos o corpo de funcoes F'K %|K 3 ja que a mudanca de
género acontece em extensoes por constantes inseparaveis com relacao ao corpo de base K.
Pelo morfismo de Frobenius z ~— 22 o corpo de fungoes FKz|Kz ¢ isomorfo a F2K|K. O
corpo Fy := F?K ¢é o tinico subcorpo de F contendo K tal que a extensao F|F; é puramente
insepardvel de grau 2. Claramente F; = K(z% y?) = K(2% y) porque y € K(z% y?). Se
denotamos por # a x? entdo, concluimos que F; = K(Z,y). O corpo de fungoes F;|K tem
equagao normal
y? 4 (ag + as®)y + by + byd? + bei® = 0

A equagao de Fj|K é uma cibica (estamos supondo que bg # 0) que estd quase na forma
normal de Weierstrass de acordo com [Ta2|. Afirmamos que nao é possivel bg = 0. Suponha-
mos que bg = 0. Logo, a equagao de F}|K é quadratica e usando a desigualdade do género
concluimos que o género de Fi|K é igual a 0. Denotemos por K’ ao fecho separavel de K.
Logo, F1 K'| K’ é racional porque possui pelo menos um primo racional (cf. [Sn2], Proposition
1.6.3, p. 30). Assim, F1 K’ = K'(x) pois K'(x) é o corpo canénico de F'K'|K’ o qual é o unico
subcorpo quadrético racional de F'K' contendo K'. Assim, y € K'(z) e FK' = K'(x) o que é
uma contradigao pelo fato que F|K tem género 2 e igual ao género de FFK'|K’. Como bg # 0

entao por meio da transformacgao (Z,y) (%, i) obtemos a forma normal de Weierstrass

’y2 + (a,()b(; —f- a2:i“)y = bobg + b4i‘2 —f- 12'3
do corpo de funcdes Fi|K. Denotamos por A o discriminante de FK|K, i.e., o discriminante
de FKz|K2 2. O discriminante de Fi|K ¢ A? ja que FK2|Kz2 e F\|K sao isomorfos via o
morfismo de Frobenius z — 22. Analogamente, se F'K|K for elitico com invariante modular
J, entao o invariante modular de Fy|K é j2.

Para obter o discriminante de Fi|K vamos usar as férmulas obtidas em [Ta2] aplicadas ao
caso de caracteristica 2. Mais precisamente, dado um corpo de fungoes eliticas com equacao
normal de Weierstrass

y? + (az + a3)y = 22 + asx® + agx + ag

2Estamos nos referindo ao discriminante da equacdo candnica correspondente.
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entao usando as formulas de Tate, contas mostram que em caracteristica p = 2 o discriminante
é A = aj(alag + ajazay + aza3 + ai) + aj(asz + a?) e o invariante modular em termos dos
coeficientes é j' = %. Aplicando estes resultado a F1|K concluimos que

A? = b2(aSby + aasby + ajadbs + agb?)

e no caso em que F|K for elitico, i.e., A # 0, entdo o invariante modular de FK|K é

. al
N

Agora vamos provar que nao é possivel que FK|K seja racional. O argumento é por con-
tradicdo supondo que FK|K é racional, i.e., A = 0. Aqui dividimos de novo nosso problema
em dois casos de acordo com o coeficiente as da forma normal

y? 4 (ag + azx?)y + by + byx* + bgx® = 0

de F|K.

Suponhamos primeiramente que ay # 0. Logo, com as transformacoes mencionadas acima
que respeitam a forma normal de F'|K podemos normalizar a; = 1 (e.g., escolher a = 1 e
B = as). Assim, A? = b3(by+adby+adbs+aghi) = 0, i.e., by = aZbs+ adbs + agbi e concluimos
que o corpo de fungoes tem equacgao

y2 + (ao + I2)y + a3b4 + agbﬁ + (lébﬁ + b4l‘4 + bGIG =0.

Denotemos por C' & curva induzida no cone de P*(K) que tem a mesma equacdo do corpo de
fungoes em alguma das duas cartas do cone menos o vértice (ver Secgao 1.2). J& que ndo héa
mudanca ao estendermos por constantes até o fecho separavel de K e todo corpo de fungoes
nao conservativo de tipo separdvel e género 2 tem um unico primo singular (Observacao
1.4.3), entao o ponto singular de C' tem um tnico ramo porque o correspondente primo
singular de F|K tem uma tinica extensdo em FK|K. Porém, vamos ver em seguida que com
estas condigoes, o tinico ponto singular de C' tem dois ramos. Na c?rta onde a curva C' tem
a equacao do corpo de fungoes escrita acima, o ponto singular é (a2, a2bs). Denotemos dito
ponto singular por (). Transladando o ponto () na origem a curva fica com equacao

y? + 2%y + absz® + (by + ajbg)z* + bz’ = 0.

Explodindo na origem e analisando na carta de interesse (y = xy) a curva explodida fica com
equacao

w2 v 2 2 2 4 _

U* + xy + agbs + (bs + agbs)z” + bgz” = 0.

“ 1
O ponto acima do ponto explodido é ) = (O, aobg). Levando ele na origem chegamos na
equacao
1
U + 2y + agbi x + (by + ajbe)x® + bex! = 0.
Como o corpo de fungoes é absolutamente racional, entdao a curva C' tem género geométrico
zero. Logo, o grau de singularidade de @ é 2, i.e, o grau de singularidade de @ ¢é 1, i.e.,
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1
apbg = 0. Isto é, ap = 0 pois ja vimos que bg ¢ nao nulo. Explodindo de novo na origem e
analisando na carta que nos interessa (y = zy) obtemos a equagao do blow up

@Q+§+b4+b6x220
de onde observamos que () tem dois ramos que é uma contradicao.

Agora, suponhamos que az = 0. Como F|K é de tipo separavel entdo ay # 0. Portanto,
usando a férmula do discriminante temos que 0 = A = (agbg)* # 0 que contradiz.

Isto é, todo corpo de fungbes F'|K de género 2 de tipo separavel e nao conservativo é abso-
lutamente elitico. Além disso, o corpo de fungoes F'|K tem equagdo normal

y? + (ag + agx®)y + by + byx* + bga® = 0
onde F' = K(z,y), b (aSby + ala3bs + ada3bs + ajh) # 0 e o invariante modular ¢

6
as

j = T-
be (aSho + adazby + ada3bs + adby)?

Agora provaremos o item 2). Sabemos que F|K tem equacao
y2 —f- b[) + bllL‘ —|— b2$2 —I— bg[L‘S —I— b4ZL‘4 —I— b5ZL‘5 + bﬁl‘ﬁ = 0

onde 0 (z) = by +bsz® + bsz* # 0 pois F|K é separdvel. Usando uma transformagao da forma
(z,y) — (ax +v,Py) com o, € K* e v € K vemos que o coeficiente b; muda da forma
seguinte:
Lo Q

by —b (7)@
Como K nao pode ser finito (pois em tal caso F'|K seria conservativo) existe v € K tal
que b'(y) # 0. Logo, podemos supor b; = 1 # 0. Usando a transformacao (x,y) — (%, =)
podemos trocar by com bs. Isto é, podemos normalizar

b(x) = by + b1z + boa® + bza® + by + 2° + bea®.

Nao é possivel que b(z) tenha fatores multiplos. Se o fator for linear entao dividindo pelo
quadrado do fator e renormalizando chegamos em uma equagao da forma

y2 + bo + ble + bgl‘g -+ b3I3 + b4I4 = 0.

Porém, com uma transformacao do mesmo tipo daquela com a qual normalizamos b; = 1
concluimos que o coeficiente by se transforma assim:

b
bo — %
Logo como ' (x) # 0 entao passando ao fecho separdavel K’ de K podemos normalizar by = 0.
De onde FK'|K' fica com equagao

?JQ + by + box?® + bya® + byt = 0.
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Dividindo a equacao por z* e definindo 2’ := % ey := % concluimos que o corpo de fungdes
FK'|K' tem equagao

Y2 + by + bsx’ + byx™ + b2’ = 0.

Assim, pela desigualdade do género concluimos que FK'|K’ tem género < 1 que contradiz
pelo fato que o género nao muda em extensoes por constantes K'| K separaveis. Se o fator que
divide a b(z) tiver grau maior que 1, se chega na mesma contradigdo anterior sem normalizar
o coeficiente by. O

S6 acrescentamos que o resultado do item 2) do Teorema é exatamente o mesmo que se tem
no caso de caracteristica p # 2 s6 que nesse caso o assunto é resolvido usando a férmula do
género g = [(deg(b(z)) — 1)/2] onde | . ] é a fungao parte inteira.
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2 Classificacao de corpos de funcoes nao conservativos
de género 2

Este capitulo tem como finalidade a classificacao de corpos de funcoes nao conservativos de
género g = 2 em caracteristica p = 2 (Teorema 2.2.1 e Teorema 2.3.1). A primeira sec¢ao
contem uma exposi¢ao resumida de um algoritmo para calcular graus de singularidade de
primos ja que o algoritmo é crucial para chegar no nosso objetivo. Seguidamente, progredimos
na classificacao de corpos de fungoes de género 2 absolutamente eliticos. Na ultima seccao
classificamos os corpos de fungoes de género 2 absolutamente racionais.

2.1 Um algoritmo para calcular o grau de singularidade de primos

O objetivo desta seccao é apresentar de forma concisa um algoritmo para calcular graus de
singularidade de primos singulares.

Primeiramente, vamos explicar porque precisamos calcular graus de singularidade de primos
para classificar corpos de fungoes nao conservativos.

No Teorema 1.4.1 p. 27 se obteve uma forma normal para corpos de fungoes nao conservativos
de género 2 definidos sobre um corpo de caracteristica 2. Mas, para chegar em uma classi-
ficagdo de tais corpos precisamos responder a pergunta reciproca. Isto é, se um corpo de
funcoes tem uma equacao normal como no Teorema 1.4.1 entao, quais sao as condicoes que
devem satisfazer os coeficientes da forma normal para que o corpo de fungoes tenha género
2 e seja nao conservativo? Observe-se que o Teorema ja mencionado nos fornece condicgoes
necesséarias. Por exemplo a forma normal de um corpo de fungoes F'|K absolutamente elitico
involucrou uma relacao entre os coeficientes da equacgao. Esta relacao provém basicamente do
discriminante do corpo de funcdes eliticas FK|K. Neste caso sabemos que o corpo de funcoes
possui um unico primo singular P (cf. Observagao 1.4.3). A relagao entre o género de F|K
e o género do corpo de funcoes eliticas FK|K é dada pela férmula do género de Rosenlicht

=146 onde J é o grau de singularidade do primo P. Logo, concluimos que o corpo de
fungoes F|K tem género g = 2 se e s6 se o primo singular P tem grau de singularidade § = 1.
Entao, se queremos seguir este caminho em nossa classificagao, precisamos de um método
para determinar o grau de singularidade do primo P. Naturalmente, o grau de singularidade
5 depende dos coeficientes da forma normal do corpo de fungoes F|K e logo, a igualdade
0 = 1 vai nos fornecer as relagdes suficientes (entre os coeficientes) para que o género do
corpo de fungoes F|K seja g = 2.

No trabalho [BS], se desenvolveu um algoritmo eficiente para calcular o grau de singularidade
de primos.

Nos vamos introduzir rapidamente os conceitos que se precisam para entender e aplicar os
resultados deste artigo. Além disso, vamos enunciar os resultados que precisamos na forma
mais simples possivel. Seja F|K um corpo de fungdes separdvel com K separavelmente
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fechado e de caracteristica p. Seja P um primo de F|K e P seu prolongamento a FK|K. O
semigrupo associado a P é Hp := vs(OpK \ {0}) onde vp é a valorizacdo correspondente a
P. O maior ideal de (’)Np = Op contido em OpK é dito condutor de OpK. Como Op é um
anel de valorizagao entao existe um inteiro nao negativo cp (chamado de condutor numérico)
tal que o condutor de OpK é

(OPF : Oﬁ) = {Z € F|20ﬁ C Op?} = {Z S Oﬁ‘Up(Z) > Cp}.

A relacao entre o condutor numérico e o grau de singularidade é apresentada na seguinte
Proposicao.

Proposigao 2.1.1. O grau de singularidade de P ¢ <. Além disso, o semigrupo Hp €
simétrico, i.e., i € Hp <= cp—1—1¢ Hp.

Ver [BS] Proposition 1.1 e Corollary 1.4.

Para cada inteiro positivo n denotaremos por F,, o inico subcorpo de F|K tal que a extensao
F|F, é puramente inseparavel de grau p". Isto é, F}, = F?"K. Esta defini¢ao concorda com
a notacio que ja usamos de Fy = F2K no caso em que p = 2 na prova do Lema 1.4.2. Dado
um primo P, denotamos por P, sua restrigao a F,|K

n

Claramente os corpos de fungoes FKP "|KP " e F,|K sao isomorfos via o morfismo de Fro-
benius z + 2P".

Fixando um primo P de F'|K entdo existe um inteiro positivo n tal que P, é racional (ver [BS],
Lemma 2.1). Exatamente neste ponto é usada a condi¢do técnica de K ser separavelmente
fechado. Mas, pelo isomorfismo de Frobenius acima é mais o menos clara a existéncia de um
tal n para uma longa classe de corpos F|K. Por exemplo, a afirmacao é clara para os corpos
de fungoes que queremos classificar neste trabalho.

Neste mesmo artigo citado acima, os autores conseguem um algoritmo para calcular o con-
dutor numérico de um primo qualquer e em consequéncia se calcula também o grau de
singularidade (Proposigao 2.1.1).

Vamos enunciar os resultados que precisamos para nossos fins. Porém, primeiramente nés
descreveremos os objetos e aspectos mais importantes do algoritmo.

Vamos fixar um primo P e um inteiro n tal que P, e racional. Seja t um parametro local de
Op,. Lembramos que F|K é separdvel, i.e., existe z tal que F'|K(z) é separavel. Vamos fixar
A o, , A
um tal parametro separante z. Logo, 2P é também parametro separante de F,|K e podemos
pn . . A .
escrever zP° como uma serie de Laurent com coeficientes em K no parametro P-primo t. Isto
€,

= Zc,-ti e K((t)\ K((t*)).

onde ¢, # 0.

Definimos
p=min{ili #0 mod p, ¢; # 0} = vp, (dzF") + 1
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o, . . mn
onde dzP é o diferencial de zP".

O algoritmo de [BS] permite calcular o grau do primo singular em termos de certas pro-
priedades dos coeficientes da serie de zP" e de forma indutiva. Isto é, se pode calcular o
condutor numérico cp em termos do condutor numérico cp, e de um elemento z € Op tal
que Op = @'~} Op, ' (cf. [BS], Theorem 2.3). Como [F : F}] = p entio usando a igualdade
fundamental para corpos de funcoes, pode-se concluir que dito elemento z depende do fato
da extensao P|P; ser ramificada ou inercial (ver [BS], Algorithm 2.2, p. 314). Mas, para os
casos onde n é um ou dois se pode calcular o condutor numérico de forma explicita. Temos
entao a seguinte Proposi¢ao no caso em que P; é racional:

Proposicao 2.1.2. Supondo que n = 1 entdo, o primo P nao € racional se e so se existe um
1

T < u tal que ¢, ¢ K2, Se T é o minimo com a propriedade anterior, entio Kp = K(ct),
Hp =pN+ (u— 7)N e em consequéncia o condutor numérico é

cp=@p-1kp-7-1)

Logo, se denotamos por § o grau de singularidade do primo P, entao de acordo com a
Proposicao 2.1.1 temos que

p-Dp-—7-1)
5 .

6:

(4)

Lembramos que pela Proposicao 2.1.2 convém definir 7 := min{i € Z|¢; ¢ K?}.

Para o caso em que se sabe que P, é racional ja se pode perceber a complexidade do problema
do célculo do grau de singularidade. Para este caso temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.1.3. Supondo quen = 2 e que P, nao é racional temos os sequintes resultados:

i) Se P|Py é ramificado e z é um parametro uniformizante de Op ou equivalentemente
v=p, entdo Hp = pN+ (u+ p(p — 7 —1))N.

i1) Se P|P; € inercial e z e um elemento de Op que gera a extensao de corpos residuais
—2 —
Kp|Kp, ou equivalentemente & ¢ K(c?') e ¢; = 0 para todo i < 0, entdo

1 -2

Kp=K(@" &7

T

Em qualgquer um dos casos temos que
cp=@p-1(H—1+pp—T1-1).

Logo, no caso em que P, é racional e P; nao ¢é racional entao o grau de singularidade de P é
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O célculo do semigrupo Hp no caso n = 2 nao se conhece em geral. As provas das proposicgoes
anteriores e uma discussdo mais ampla sobre o semigrupo se encontram em [BS], Secgao 4,
p. 318.

O método apresentado aqui é suficiente para classificar os corpos de funcgoes de género 2
absolutamente eliticos.

Para finalizar a seccao vamos enunciar uma proposicao relativa as ramificacoes dos primos
singulares que vamos usar no futuro.

Proposicao 2.1.4. Seja K um corpo separavelmente fechado e F|K um corpo de fungdes.
Seja P um primo de F|K e P o tinico prolongamento de P a FK|K. Entdo,

e(P|P) = deg(P)

onde e(P|P) ¢ indice de ramificacio de P sobre P, i.e., o indice do subgrupo vgs(F \ {0})
em 7 (aqui vp € a valorizagdo correspondente a P) e deg(P) := [Op/mp : K| ¢ o grau do
primo P (Op € o anel de valorizagio (local) correspondente a P e mp € seu (inico) ideal
mazimal).

A prova desta Proposicao se obtém de forma simples usando a igualdade fundamental para
corpos de funcoes aplicada a extensoes finitas de K. Isto se encontra nas entrelinhas da prova
de [BS], Lemma 1.5, p. 312. Na verdade o lema da citagao afirma que deg(P) € Hp. Isto se
conclui trivialmente usando a Proposicao anterior devido a que

vp(Op \ {0}) = e(P|P)Zzo C Hp = vp(OpK \ {0})
onde Z>(, denota o conjunto de inteiros nao negativos.
Vamos destacar uma implicacao da Proposicao.
Observacgao 2.1.5.

Todo primo P ractonal é nao singular.

Esta Observagao se conclui juntando a Proposicao 2.1.4 e a Proposicao 2.1.1.

2.2 Classificagcao de corpos de funcoes de género 2 absolutamente
eliticos

Lembramos que um corpo de fungoes F|K é dito absolutamente elitico se o género da sua
extensdo por constantes FK|K é igual a 1, i.e., se FK|K é um corpo de funcdes eliticas,
onde K denota o fecho algébrico de K. Nesta seccao vamos classificar os corpos de funcoes
F|K de género 2 absolutamente eliticos em caracteristica 2. Esta classificagdo é em um certo
sentido equivalente a classificacao birracional de fibragoes por curvas singulares de género
aritmético 2 que tem uma cuspide como tunica singularidade em caracteristica 2. Vamos
provar o seguinte resultado.
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Teorema 2.2.1. Seja F|K um corpo de fungdes (separdvel) absolutamente elitico de carac-
teristica p = 2. Entdo o corpo F|K tem género 2 se e so se existem x,y € F tais que
F = K(x,y) onde x,y satisfazem alguma das sequintes equagoes normais de acordo com o
j-invariante da extensdo por constantes FK|K :

1) Se j =0 entdo existem by, by € K e bg € K \ K? tais que

Y2 4y + by + bazt +bga® =0

2) Se j # 0 entao existem by € K, bg € K* e ag € K \ (K?)* tais que

y? + (ag + 22y + by + byz* + bgz® =0

onde by = ﬁ +adby + adbs + agbi. Mais ainda, o caso ag = 0 ocorre sé quando j ¢ K

ou equivalentemente, ag = 0 implica by € K \ K2

Observe-se que este resultado mostra também a existéncia de tais corpos de fung¢oes. Apre-
sentamos o esquema da prova. Primeiramente provaremos a implicagao direta. Isto se fara
usando o algoritmo para calcular graus de singularidade apresentado na Sec¢ao 2.1 tendo
conhecimento que um corpo de funcoes de género 2 absolutamente elitico tem um tnico
primo singular pela férmula do género de Rosenlicht (ver equacdo (2) p. 22), que neste caso
¢2—1=1=¢ onde d é o grau de singularidade do tnico primo singular. A condicao § = 1
vai se traduzir em relagdes entre os coeficientes. A implicagao reciproca (volta) vai ser quase
imediata. Denotando por g o género do corpo de fungoes F'|K a férmula de Rosenlicht acima
nos diz que g — 1 =  onde § é o grau de singularidade de um primo que vai ser o unico
primo candidato a ser singular. Logo, vamos ver que as condigoes dadas nos coeficientes das
formas normais do Teorema sao suficientes para concluir que o grau de singularidade desse
primo candidato a singular é ) = 1 ou equivalentemente g = 2.

Demonstragao. Mencionamos que pelo Teorema 1.4.1 sabemos que o corpo de fungdes F|K
¢ de tipo separavel e possui uma equagao normal

y? 4 (ag + asx®)y + by + bax* + bga® = 0

onde o, A2, bOu b47 b6 € K’ bg<b0 + a%b4 + a%bﬁ + a‘ébg) # Oe
6
. a

J= 2 - 3 472\1 € K>

De onde concluimos que
bg € K*.

Além disso, se j # 0 entao
1
bo = — + a2b4 + a3b6 + a4b2.
(b6 ])2 0 0 06
As transformacoes de coordenadas que respeitam a forma normal sao

(z,y) = (az +7, By + 70 + N> + 122° + 32°)
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onde o, 5 € K* e 7,7, € K com i = 0,1,2,3. Os coeficientes envolvidos na forma normal
mudam da seguinte forma:

2
ag | a2y
ap — +

5 B
ay > 22
2 B
e os de b(x)
b1y-+bay?+b373+bayt+bsv° +b6 75+ +13
by %_'_ 17+b27°+b3v° +bay 257 67°+a(v) v+
by — by b3a72+b5a274+a(7)71
B
by baa? _|_b3a27+b60<274+a(7)72+a20¢270+7f
2 2
by bscf’ +G(7)’Y3+2azoé2ﬂ/1
B
b4 — b4(;z4 + b50¢47+560¢4722+020¢2’}/2+7§
B B
b 5 2
by +— 553 +_a2g273
by > ba® L 2E
6 532 B2

Vamos provar o item 1). Suponhamos que j = 0. Logo, as = 0 e portanto ag # 0 (cf.
Teorema 1.4.1). Usando as transformagoes mencionadas acima podemos normalizar ag = 1
ficando com equacgao

Y2 4y + by + bax* + bgz® = 0.

Para provar a implicagao direta sé nos resta ver que bg ¢ K2. Denotemos por P o tinico primo
singular de F|K. J& que o corpo FK|K é elitico, entdo nossa estrategia sera observar que esta
condigao bg ¢ K? é necessaria e suficiente para que o primo P tenha grau de singularidade 1.
Com esta finalidade em mente, fazemos uso do método para calcular o grau de singularidade
da Seccao 2.1. Primeiramente vamos concluir que o primo P; definido como a restricao de P
a F?K|K é racional. Para isso vamos fazer uso da equacao da curva C induzida pelo corpo
de funcdes F|K no cone de P4(K) (ver Secco 1.2). A equacio desta curva na segunda carta
do cone menos o vértice é

y'2 + x’3y' + b6 + b437/2 + bol’lG =0

1
onde x' = % ey’ = %. O primo singular P estd centrado no ponto singular (0,bg) (ver

Observagao 1.3.1). Levando o ponto singular na origem chegamos na equagao

1

y? 4+ 2%y + by + bZa” + boa’® = 0.

Explodindo no ponto singular e analisando na carta de interesse com ' = x'y concluimos
que a explosao de C' no ponto singular fica com equagao

1
U2+ 2 4 by + b2’ + boz™ = 0.

1
O ponto acima da singularidade é (0, b7 ). Transladando dito ponto na origem chegamos na
equacao
1
U2+ 2y + b2a’ + bya + bor’t = 0.
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Como bg # 0, o ponto (0, b%) é nao singular. Agora, como (0, bf) é um ponto K2-racional,
entdo usando o morfismo de Frobenius FK2| K2 — Fy|K := F2K|K que envia z € FK2 em
22, concluimos que a restrigao de P a Fy|K é racional. Sabemos que x é varidvel separante de
F|K. Logo, ¥ := x? é varidvel separante de F;|K. Logo, se t ¢ um parametro uniformizante
de P, entao

v = Zciti € K((t) \ K((t%)).

Por outro lado, como F = K (z,y) entao Fy = K (2% y*) = K(¥,y) porque y € Fy. A equagao
de F1|K fica
Y2+ y + by + by + b =0

onde by, by € K e 0 # bg € K. Além disso, como P; é o tnico primo em Fi|K acima do pélo
de ¥ entao dive(z) = 2P, i.e., vp, (T) = —2 = r. Pela forma da equagao de Fi|K concluimos
que vp, (y) = —3. Na verdade os fatos vp, () = —2 e vp,(y) = —3 s@o uma consequéncia da
forma normal de Weierstrass obtida em [Ta2] aplicada a F}|K. Logo, t := § ¢ um parametro
uniformizante de P; e y = t~'%. Substituindo & em termos de ¢ na equagao de F;|K vemos
que

(€ b )t O tbsc? ge 1t P+ | +bac? o +b6 (2 gcotc_oc® )t (coatbs(Pger+c )3 -

Como c_y # 0 # bg concluimos que

Isto é,

Afirmamos que nao é possivel que by € K?. Argumentemos por contradicio supondo que
b € K2. De fato, pela Observacao 2.1.5 concluimos que P nao pode ser racional e entdo a
Proposicao 2.1.2 nos permite concluir que by ¢ K2, o que implica que o grau de singularidade
do primo P é § = 0 que nao pode ser. Logo, bs ¢ K? o que prova a implicacao direta do item
1). Para concluir as duas diregoes do item 1) s6 devemos observar que aplicando de novo a
Proposigao 2.1.2 ou a equacao (4) concluimos que bg ¢ K? se e s6 se o grau de singularidade
de Péod=1.

Vamos provar o item 2). Suponhamos que j € K. Logo, as # 0. Com as transformagoes de
coordenadas que respeitam a forma normal mencionadas acima podemos normalizar as = 1.
Vamos ver a implicacao direta. O corpo de fungoes F|K tem equagao

y? + (ag + @)y + by + baa* + bgz® = 0
onde ag, by, bg € K e by = W + adby + adbs + ajbi € K

Seja P o primo que esta centrado no tunico ponto singular da curva induzida no cone de
P*(K) (ver Seccio 1.2). Como o género de F|K é g = 2, entdo a Observacdo 1.3.1 nos
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permite concluir que o primo P ¢ singular. Além disso, a férmula do género de Rosenlicht
mencionada antes de iniciar a prova do teorema implica que o grau de singularidade de P é
0=1.

Vamos ver que o fato de P ser singular com grau de singularidade § = 1 implica as condigoes
pedidas nos coeficientes da forma normal do teorema. Estas condigoes serao determinadas
usando o algoritmo para calcular o grau de singularidade de primos descrito na Seccao 2.1.
Observe-se primeiramente que

Fy = F’K = K(2%,y).

2

Logo, definindo & = z* se conclui que Fj|K tem equagao,

y? + (ag + )y + by + bayit® + bgi® = 0 (6)

Assim, & é varidvel separante de F1|K. Agora, o primo P; definido como a restrigdo de P a
Fy|K esta centrado no ponto (ag, %) do modelo nio singular correspondente a I} K|K onde
Yo = %j + agbe.

Observe-se que yo pode ndo pertencer a K pois j é um invariante de FK|K e entdo poderia
nao estar em K. Isto é, s6 podemos afirmar que o primo P; esta centrado em um ponto
K 3-racional porque somente sabemos que j € K 2 Logo, concluimos que P, ¢ racional via
o morfismo de Frobenius F} K %|K R F2?|K = F3|K. Entao qualquer reta passando pelo
ponto (ag,y) nao tangente ao modelo regular de FyK|K (no mesmo ponto (ag,o)) induz
um parametro uniformizante em dito ponto de acordo com [Ft], Theorem 1, p. 34. A reta
tangente ao ponto (ag,yo) é x + ag = 0. Como a reta y + yo = 0 nao é tangente ao modelo
nao singular de F; K|K no ponto (ag, yo) e ela ests definida sobre Kz, entdo dita reta induz
um uniformizante local de P, via o morfismo de Frobenius porque o indice de ramificacao do
ponto (ag, o) com relagdo a extensao de P; a K2 \K% ¢ igual a deg(P») = 1 (cf. Proposigao

2.1.4). Logo, concluimos que

ti=y> 4y =y* + by + bsad + beaj

é um parametro Pp-uniformizante. Usando de novo o morfismo de Frobenius temos que
vp, (a0 + 2)?) = V(ag ) (a0 + L) = 2 porque v(qy 4o\ (ao + &) é a multiplicidade de interseccao
em (ag, yo) do modelo nado singular de F1 K|K e a reta de equagao ag + & = 0 (Aqui estamos
denotando por v(g, ) & valorizacdo correspondente ao ponto (ag,¥o)). Logo, de acordo com
a Seccao 2.1, temos que

2t =37 =co+ ot + oot Festd Fegtt + - € K((1) \ K((t%))
onde, ¢y = a3, ¢; =0 e c3 # 0. Tomando o quadrado da equagao (6) chegamos na igualdade
y'+ (af + 2)y? + bf + bt + b’ = 0.
Substituindo y? = y2 + ¢, y* = y4 + t? e a serie de #* na equagao acima temos que
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Yo + (a§ + co)yg + 0§ + bicg + bgey + (af + co + cryg + bgcger )t +

(14 ¢1 4 ey + bict + b3 (chea + cocd) )12 + (c2 + csyd + ba(ches + )3+ --- = 0.
Observando que by + agbs + agbs + aghg = y§ + aghs = g # 0 podemos conferir os resul-

tados obtidos acima sobre os trés primeiros coeficientes da serie. Logo, os quatro primeiros
coeficientes (que sao todos os que precisamos para calcular o grau de singularidade do primo)
ficam assim:

1 1
co=a, =0, co=—-"F35, € C3=-—5—F5-
’ Yo + aghq (yg + agbs)?
Isto é,
ot =% = al + (bej)*t* + (bej)*t> + - - - . (7)

Agora, usando o algoritmo para calcular o grau de singularidade do primo P concluimos que
p = vp(dz*) +1 = 3. Nao é possivel que P seja racional porque em tal caso serfa nao
singular pela Observacao 2.1.5. Vamos supor primeiramente que P, nao é racional. Logo,
pela Proposicao 2.1.2 temos que ¢, ¢ K?, ie., j ¢ K. Agora, fazemos uso da Proposi¢io
2.1.3. S6 precisamos determinar se a extensao P|P; é ramificada o inercial para poder aplicar
dita proposi¢ao. Primeiramente observe-se que o corpo residual de P; é

K(2,7) = K(ao, y0) = K (yo)

onde Z,7 sdo as classes residuais de %, y € Op, (em dito corpo residual). Isto é, o corpo
residual de P; é K(yo) = K(j). Denotemos por T a classe residual de x no corpo residual de
1

P. SeT=a? ¢ K(yo) entao a extensao P|P; é inercial e como j ¢ K entao pela Proposi¢ao
2.1.3 concluimos que o grau de singularidade de P é § = 1.

Suponhamos agora que T = aé € K(yo). Logo, aé = a+ Byo onde a, 8 € K ja que 2 € K
pois j € Kz. Definimos z := 2 — (+ By) € Op. Claramente, z é varidvel separante de F'|K
pois z ¢ F} = k(2%,y). Além disso, F = K(z,y). Como 2* = z* — (a* + ly?) e y* = y§ + *
entao

2= ((baj)2 + 54> t2+ (Do)t 4 - -+ .

Como j ¢ K entao (bgj)? + B* # 0. Assim, aplicando a Proposicao 2.1.3 concluimos que
P|P, é ramificada e § = 1.

Vamos supor agora que P, é racional. Logo, pela Proposi¢ao 2.1.2 aplicada a P; concluimos
que cs € K2, ie., j € K. Logo, pela igualdade fundamental aplicada aos corpos de funcoes
F1|K e F3|K com relagao a Py, concluimos que e(P;|P,) = 2. Entao,

ti=t7 =y +uyo

¢ um parametro uniformizante de P;. Voltando para o algoritmo para calcular o grau de
singularidade de P concluimos que

iL‘2 == Qo -+ bﬁjt% + (b(ﬂ)zti) + -
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Com estas condicoes nao é possivel que ag € K2, pois se tal for o caso, entdao o grau de
singularidade do primo P é § = 0 (ver Proposicao 2.1.2 e Observagao 2.1.5). Logo, ag ¢ K?
e consequentemente o grau de singularidade de P é § = 1 de acordo com a Proposicao 2.1.2
ou a equagao (4). Observe-se que no caso em que P; nao é racional, i.e., j ¢ K, poderia
acontecer que ag € K?. Porém, em tal caso normalizamos ay = 0 usando as transformacoes
coordenadas em x e y que respeitam a forma normal. Logo, concluimos que

ap € (K\ K*)U{0} = K\ (K?)"
e que se ag = 0 entao j ¢ K, i.e., ap = 0 implica by € K \ K2

A volta (implicagao reciproca) se conclui observando que com as condigoes dadas na forma
normal do item 2), o primo P que estd centrado no ponto (ag, 3p) tem grau de singularidade
0 =1 de acordo com o calculo do grau de singularidade que j& foi mostrado acima. O

Uma analise usando as transformacoes de coordenadas das funcoes x e y ou da Proposicao
1.1.1 no caso de corpos de fungoes de género 2 absolutamente eliticos em caracteristica 2 nos
permite concluir os seguintes corolarios.

Corolario 2.2.2. Sejam F|K e ﬁ]K corpos de funcgoes de género 2 absolutamente eliticos
com formas normais y*+1y-+by+bsx* +bx® = 0 e §2+§+bo+byit +bg2® = 0 respectivamente.
Entao F|K € isomorfo a F|K se e s se existem o € K* e 7,y € K tais que

bo = bo + bay* + b7® + 70 + %, by = (by + bey? + bgy®)at e bg = bga®

Corolario 2.2.3. Sejam F|K e ﬁ]K corpos de funcgoes de género 2 absolutamente eliticos
com formas normais y*+ (ag+?)y+bo+bsz* +bsx® = 0 € §2+ (Ao +22)§+bo+bsi* +bi® = 0
respectivamente. Entao F|K ¢é isomorfo a F|K se e sd se existem o € K* e v,7, € K tais
que

TR e S ST T 3 AW (%

2 . 2 .
ap = SR 7 ap—+ —2) , by = b4+b672+122+<72> e bg = bga”
a o a a a

o?

onde o = bgy* + Go72.

Corolario 2.2.4. Sejam F|K e F|K corpos de funcgoes de género 2 absolutamente eliticos
com formas normais y* + 2%y + by + byt + bgax® = 0 e §* + 22§ + by + byt + bgi® = 0
respectivamente. Entio F|K € isomorfo a F|K se e sé se j = j, % € (K?)* e existe c € K

be
tal que

84:b4+0+02

onde j e j sdo os invariantes modulares de F|IK e F|K respectivamente.

2.3 Classificacao de corpos de funcoes de género 2 absolutamente

racionais

O objetivo desta secgao é classificar os corpos de fungoes separaveis de género 2 absolutamente
racionais em caracteristica p = 2. Um corpo de fungoes F|K é dito absolutamente racional
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se 0 género de sua extensdo por constantes FK|K é zero, i.e., o corpo de fungoes FK|K é
racional, onde K ¢é o fecho algébrico de K.

Lembramos que pelo Teorema 1.4.1 um corpo de fungoes F'|K separédvel de género 2 é absolu-
tamente racional se e s6 se é de tipo inseparavel. Em consequéncia, existem fungoes z,y € F
que satisfazem uma equagao normal

Y2 + by + b1 + box? + bya® + byat + 2% + bga® =0

e além disso F' = K(x,y). Por outro lado, a férmula do género de Rosenlicht

onde g e g sdo os géneros de F|K e FK|K respectivamente, Rp ik ¢ o modelo regular de
F|K e ép := dimg @/F(’)p é o grau de singularidade do primo P (aqui Op ¢ o anel local
do ponto P e (’3; é o seu fecho inteiro em Ff) nos diz que um corpo de fungoes F|K de
género g = 2 é absolutamente racional se e so se ele tem um primo singular P com grau de
singularidade ép = 2 ou dois primos singulares tendo cada um deles grau de singularidade
1. Entdo, de acordo com a Observacio 1.3.1 a curva induzida no cone P*(K) (ver Seccao
1.2) que em uma da suas cartas tem a mesma equagao normal de acima é singular. Logo,
se (zg,yo) for um ponto sobre o qual um primo singular estd centrado, entao pelo critério
jacobiano concluimos que
b/([E()) = bl + ngg + IE% =0.

Assim, é natural pensar que a classificacao dos corpos de fungoes de género 2 absolutamente
racionais esta ligada com a separabilidade do polinémio

V(T?2) := by + bsT + T°.
Enunciamos entao o teorema.

Teorema 2.3.1. Seja F|K um corpo de fungdes separdvel, absolutamente racional de carac-
teristica p = 2. O corpo de fungoes F|K tem género g = 2 se e so se existem x,y € F tais
que ' = K(x,y) e um polinomio b(x) = by + bix + bax? + bzx® + bya* + 2° 4 bea® € K|z
satisfazendo a equacdo normal y* + b(x) = 0 com alguma das sequintes condigoes:

1) bs # 0, as raizes ¢y, ¢y do polindmio V'(T2) = by + bsT + T? € KT estio em K e,
1
b(c?) ¢ K* quando c; € K? parai=1,2.

2) by # 0 e as raizes ¢; e ca = ¢, + bg do polinémio b'(T%) = by + bsT 4+ T? nao estio em
K e, bl ¢ K2 ou bg ¢ K2 ou b() +bl(b4 —|—bgb6) ¢ K2 ou b2 —|-blb6 +bg(b4 —|—bgb6) ¢ Kz.

3) ngO 6616[(\[(2
4) b3:O, 61€K2\K4, b0+b1b4¢K2 €b2+blb6¢K2.

5) by =0, by € K* e b(bi) ¢ K2,
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Demonstracao. Vamos provar primeiramente a implicacao direta. Consequentemente o mesmo
roteiro da prova nos fornecera o resultado reciproco. Suponhamos entao que F'|K é um corpo
de funcgoes separavel absolutamente racional de género 2. Pelo Teorema 1.4.1 existem z,y € F
e um polindmio b(z) = by + b1x + box? + byz® + bya* + ° + bex® € K] tais que y* + b(z) =0
(equagao normal) e F' = K(z,y). A férmula do género de Rosenlicht (Equacao 2, p. 22) nos
diz que o corpo de fungoes tem um unico primo singular com grau de singularidade 2 ou
dois primos singulares cada um deles tendo grau de singularidade 1. A ideia é determinar
os primos candidatos a primos singulares de F'|K e logo determinar condigoes necessérias e
suficientes para que eles tenham o grau de singularidade apropriado. Serd dessa andlise que
conseguiremos obter as condigoes exigidas nos itens do Teorema. Denotamos entao o modelo
regular de F'|K por Rpjk. De acordo com o Teorema 1.3.2 a curva

tem género aritmético 2 e se realiza no cone de P4(K). Dita curva admite pelo menos uma
singularidade na qual algum primo singular estd centrado (ver Observagao 1.3.1). Afirmamos
que qualquer singularidade da curva esta na carta do cone menos o vértice, onde ela tem a
mesma equagao do corpo de funcgoes. Para concluir isso, observe-se primeiramente que na
outra carta a equacao da curva é

h(z',y') = y* + b + &' + bax” + b3a” + by + b1z + bpa® =0

onde ' = % ey’ = 2. Logo, s6 precisamos ver que nao hd singularidades no infinito, i.e., nao
ha singularidades nos pontos que tem abscissa 2’ = 0. De fato, pelo critério jacobiano temos
que %(Jc’, y') =1+ bz + bz = 1 # 0 sempre que 2’ = 0. Portanto, as singularidades da
curva Rp g @k K se encontram todas na primeira carta. Nesta (primeira) carta, a curva C
tem equacao

Y2 + by + brx + box? + bya® + bya* 4+ 2° + bea® = 0.

Seja (xo,y0) um ponto singular da curva C' representado nesta carta. Logo, pelo critério
jacobiano temos que
b/(ZE()) = b1 + bgfbg + Ié =0.

Assim, b/ (x) = (2? + x2)(2? + 22 + b3). Seja ¢ := x uma raiz do polindémio
V(T2) = by + bsT + T2 € K[T).

A outra raiz do polinomio é ¢+ by = x3 + bs. Agora vamos usar o algoritmo para calcular
o grau de singularidades de primos descrito na Secgao 2.1. Por causa do algoritmo devemos
dividir nosso problema em casos. O primeiro caso que consideramos é quando b3 # 0, i.e., o
polindmio by 4 bsT + T? é separavel e, o segundo caso quando bs = 0.

Suponhamos entao que b3 # 0.

Seja K’ = K(c) o corpo das raizes de b; + b3T + T?. Como o género do corpo de fungoes
F|K nao muda ao estender por constantes separavelmente, entao concluimos que FK’'| K’ tem
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género 2. Além disso, observe-se que K = K’ se alguma das raizes do polindomio by 4 bsT + T2
estda em K.

Vamos supor primeiramente que as raizes do polinémio by +bsT +T? estao em K i.e, c € K.

Seja P € Rpjx o primo tal que x(P) = xy. Para calcular o grau de singularidade de P
devemos estudar os corpos F, := FK?". Claramente o corpo I é igual a K () ji que é bem
conhecido que F} é o tinico subcorpo de F' contendo K tal que a extensao F'|F) é puramente
inseparéavel de grau 2. Denotamos por P, a restrigao do primo P ao corpo de fungoes F,,|K.
Afirmamos que P, é racional. De fato, como Fy = K (z?) entdo P, corresponde ao ideal primo
(22 + ¢) de K[2?] o que implica que o grau de P, é o grau na variavel x> do polinémio z? + c,
ie., P, tem grau 1, i.e., P, é racional. Logo,

t=2>+c

¢ um parametro uniformizante de P,. Como y € F é varidvel separante de F|K, entdo
y* € Fy se escreve como uma serie em K ((t)) \ K((#?)). Como

6
yt =05 + bix® + byt + b3a® 4+ bia® + 210 + bRt = Z b2(t —c)'
i=0

onde b5 := 1, entao concluimos que
yt = (by + bac + byc® + bec®)? + (b5 + bic + bic' )t + bit® + (b] + ¢+ bich)t! + ° + bat®.
Assim, pela Proposicio 2.1.2, P; é nao racional < c ¢ K2

Suponhamos que P, nao ¢é racional. Queremos obter o grau de singularidade aplicando a
Proposicao 2.1.3. Observe-se que primeiramente devemos determinar se a extensao P|P; é
ramificada ou inercial. Para isso, vamos denotar por Z a classe residual de z € Op no corpo
residual de P. Claramente o corpo residual de P, é K (%) = K () = K(c2).

Se 7 = (bo+ bac+ bac® +bgc®)2 ¢ K(c2) entdo a extensio P|P; é inercial. Logo, no algoritmo
para calcular o grau de singularidade temos que p = vp,(dy?) +1 = 3 (ver Secgao 2.1, p. 35)
e a Proposicao 2.1.3 nos garante que o grau de singularidade de P é § = 1.

Suponhamos agora que § = (by + bac + bac® + bsc®)2 € K (c2). Entao existem o,y € K tais
que (bg + bac + byc® + b603)% =+ acs = v+ axg, i.e., by + bac + by + bgc® = ¥ + o’e.
Como by + bsc + ¢ = 0 entao

3 =bibs + (b1 + b3)c e v + a®c = by + by (ba + b3bs) + (ba + bibs + b3(bs + bsbe))c, i.e.,
’)/2 = bo + b1<b4 + bgbG) e Oé2 = bz + ble + b3<b4 + b3b6).

Seja y; = y — (v + ax). Entao, vy ¢ Fy = K(z), i.e., y; é varidvel separante de F|K,
F=K(x,y) eyl =y* — (' + a’z*). Como t* = 2* + ¢, entdo

Yt = (b3 + a* + b3c + bic)t? + b3t® + (b7 + ¢ + bac®)t* + 7 + bat®,
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Portanto, a extensao P|P; é ramificada e o grau de singularidade de P é § = 1 (ver Proposicao
2.1.3).

Quando P, é racional, i.e., ¢ € K?, i.e., a abscissa x9 do ponto onde o primo singular est4

~ 1 . A . .
centrado pertence a K entdo ¢ := 12 = x 4+ zg € F} = K[z] é um parametro uniformizante
de P1 (§

y? = by + bawd + by + bexl + (by + bsxo + bex)tT + bt + (by + w0 + bEw2 )t} + 5 + betS.

O primo P nao é racional porque sendo ele racional o grau de singularidade é 6 = 0 (Ob-
servacao 2.1.5). Logo, P é nao racional, i.e., b(xg) = by + boxd + byxy + bexl ¢ K? ou
by + b3g + bery & K? (ver Proposicao 2.1.2). Assim, pela proposigao mencionada anterior-
mente concluimos que o grau de singularidade de P é § =1 <= b(xg) ¢ K*.

Fixando um corpo de funcoes F|K com equacao normal y? + b(z) = 0 tal que b3 # 0 e
qualquer raiz do polinémio o (T%) = b + b3T +T?% € K[T] estd em K, podemos resumir o
que provamos até aqui na seguinte frase:

O corpo de fungoes F|K tem género g = 2 <= para qualquer raiz ¢ de by + b3T + T tal
que ¢ € K2 temos que b(c?) ¢ K2.

A conclusao acima é equivalente ao item 1) j& que b'(z) tem duas raizes e cada uma corres-
ponde a um primo singular com grau de singularidade 1 em F|K.

Agora continuamos com o item 2).
Suponhamos que as raizes do polinomio by + bsT + T? nao estio em K, i.e., c ¢ K.

Observe-se que como K’ = K (c) é uma extensao separavel de K, entdo podemos aplicar todo
o argumento acima ao corpo F'K'| K’ no lugar de F|K j& que eles tem géneros iguais.

Entao de forma andloga, um corpo de funcoes F|K com equacao normal y? + b(z) = 0 tal
que bz # 0 e alguma raiz do polinémio b’(T%) = b, +b3T +T? € K[T] nao estd em K cumpre
a seguinte equivaléncia

O corpo de fungoes F|K tem género g = 2 <= para qualquer raiz ¢ de by + b3T + T tal
que ¢ € K™ temos que b(cz) ¢ K™,

Nossa ideia é escrever o lado direito da equivaléncia acima em termos de K.
Como K'= K@ Kce by + bsc+ =0, entao, c € K? < b € K? e by € K°.

Claramente, temos que K’ = K @ K¢, entao K”? = K* @ K?*c* C K* @ K*c com igualdade
se e s6 se ¢ € K. Suponhamos entdao que ¢ é uma raiz de b; + bsT + T2 tal que ¢ € K.
Logo, by, b3 € K? e, K = K> K?c* = K?* @ K?c. Contas mostram que

b(c2) = b + by (bs + bsbe) + (bs + brbe + bs(bs + bsbe))c-

Assim, b(C%) ¢ K/2 <~ bo + b1<b4 + bgbﬁ) §é K2 ou <b2 + blbﬁ + b3<b4 + bgbG) §é K2.
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Portanto, o corpo de fungoes F|K tem género g = 2 <= b ¢ K? ou b3 ¢ K? ou
bo + by (by + bsbg) & K? ou (by + b1bg + bz(by + bsbg) ¢ K2. Isto prova o item 2).

Suponhamos agora que b3 = 0.

Logo, V/(x) = by + 2*. Seja P o primo singular de F|K (ponto nao liso do modelo regular
de F|K) tal que z(P) = b%. Como Fy = F{'K = K(x%), entdo o primo P definido como a
restricio de P a F3|K ¢é racional ji que ele se corresponde com o ideal primo (b; + z*) de
Klz%]. Logo,

t:=0b +az*

¢ um parametro uniformizante de P;. Como y € F' é uma variavel separante de F|K entao
y® se escreve como uma serie em K ((t)) \ K((t?)) e o grau de singularidade de P depende
dos coeficientes desta serie. Como y? + b(x) = 0 entao

6
y® = b+ biat + b3a® + bja't + 2 4 bja™t =D bt — by
=0

onde b3 := 0 e by := 1. Isto permite concluir que

y® = (b2 + b3by + b3bT + bEb2)? + (by + bibg)*t* + (b3 + by + bgb? )t + 17 + bat®.

J& que niao podemos garantir a racionalidade dos primos P, ou P, (e.g., by € K \ K?) entao
devemos usar o resultado principal do artigo [BS] onde se calcula (indutivamente) o condutor
numérico de P denotado por cp em termos do condutor numérico de P;.

Teorema 2.3.2. Seja z um elemento de Op tal que Op = Op,[z], entdo

cp =pep, + (p— 1)Upn(d2pn).

S6 acrescentamos que no teorema, p é a caracteristica do corpo K, Op representa o anel local
do primo P e vp, é a valorizacao correspondente ao primo racional P, o qual é a restricao
de P a F,, = FP" K (ver Seccao 2.1). J4 que o grau de singularidade do primo P é §p = oh
(cf. Proposicao 2.1.1), entao

- 1 n
5p = piop, + 2 > ) op, (d2").

Acrescentamos que como F' é um Fj-moédulo de posto p entao Op é um Op,-mddulo de
posto p. Se a extensao P|P; é ramificada (inercial), i.e., o indice de ramificacdo (inercia) é
e(P|Py) = p (f(P|P;) = p) entdo z pode ser escolhido sendo um pardmetro uniformizante de
P (um elemento tal que a sua classe residual no corpo residual de P gere a extensao algébrica
determinada pelos corpos residuais de P e P).

Agora o objetivo é encontrar um tal z usando o algoritmo descrito em [BS], Algorithm 2.2.

Por todo o que foi comentado acima é conveniente e necessério fazer casos como os enunciados
nos itens 3), 4) e 5) do Teorema.
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Suponhamos que b; € K \ K2

Como ja foi mencionado acima desejamos determinar se P|P; é ramificada o inercial para
desta forma obter um z € Op tal que Op = Op,[z]. Nosso objetivo é observar que dito z é
da forma y + o + 112 + Yow? + 323 para alguns o, 71, 72,73 € K. Dado z € Op denotamos
por Z a sua classe no corpo residual de P.
Pela serie y® = (b 4 b3b1 + b3b7 + b2b3)? + (by + by bg ) 42 + (b3 + by + bghT)t* +t° + bet® COHChll;HlOS
que 7 = (B + b3by + b3b? + b2b3) 4. Por outro lado o corpo residual de P, é K(T) = K (b}).

1
Suponhamos primeiramente que y ¢ K (bf) Logo, a extensao P|P; é inercial e Op = Op, [y].
Em tal caso, o Teorema 2.3.2 e seus comentarios procedentes nos garantem que o grau de

singularidade de P é 0 = 2 pois o grau de singularidade do primo P; é zero pelo fato que F}
é o corpo de fungoes racionais K (x).

1
Suponhamos agora que y € K(bf), ie.,
1 1 3
(3 + bby + Bb; + 036) = 0 + b + 72D} + b
para alguns o, 71, 72,73 € K. Ou seja,
by + b3b1 + bIbT + b3} = 75 + Y1b1 + b7 + 3bi

1
tomando quartas potencias. Agora, como K (bf) é isomorfo a K*(b;) pelo morfismo de
1
Frobenius o — o, entao a hipétese 7 € K (b{) ¢ equivalente a dizer que b3 = 7§, b3 = 7,
b2 =5 e b =3, 1e,byg =12 by =73, by =73 e bg = 3.
Definamos 2z :=y — (Yo + 112 + 122 + +732%) € Op C F. Claramente z ¢ Fy = K(x), i.e., 2
é uma variavel separante de F|K. Além disso, F' = K (z, z) e como z* = t + b; entao,

28 =bitt + 10

Como t é pardametro uniformizante de P; entdo a extensao P|P; é ramificada e z é um
parametro uniformizante de P. Assim, Op = Op, [z]. Portanto, pelo Teorema 2.3.2 podemos
concluir que o grau de singularidade de P é § = 2. Isto é, todo corpo de fungoes F|K tal
que F' = K(z,y) com y*> + b(z) = 0 onde by =0 e by € K \ K? tem um tnico primo singular
com grau de singularidade 2, i.e., o corpo de fun¢oes tem género g = 2. O paragrafo anterior
é equivalente ao item 3).

Agora vamos continuar com o item 4).
Suponhamos que b; € K?\ K. Digamos b; = ¢* onde ¢ € K \ K2

Entao o primo P, é racional porque ele se corresponde com o ideal primo (¢ + z?) de K[z?].
Além disso, ty := ¢ + z? é um parametro uniformizante de P, e também de P,. Por outro

lado,
yt = (bo + bac + byc® + bec®)? 4 (by + ?be)* 13 + (b2 + ¢+ i)t + t° + bAS.
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Nosso objetivo agora e aplicar a Proposicao 2.1.3 para calcular o grau de singularidade do
primo P. Devemos entao determinar se a extensao P|P; é ramificada ou inercial. Denotamos
por Z & classe residual de z médulo P. Pela serie de y* acima concluimos que

7 = (bo + bac + by + bsc®)?.

Por outro lado, o corpo residual de P, é K (%) = K(c2).

Sey ¢ K(C%) entdao a extensao P|P; é inercial e como ¢ ¢ K? a Proposi¢ao 2.1.3 nos permite
concluir que o grau de singularidade de P é § = 2.

Agora, vamos supor que y € K(c%).

A nossa suposicao é equivalente a dizer que existem vy e y; em K tais que
(Bo + bac + bac® + bgc®)? = o + Y12

Ou seja, by +bac+byc? +bgc® = 73 +~?c. Como ¢* = by entdo a igualdade acima e equivalente
a
bo + biby + (b + bibg)c = 73 + ic.

Isto é, by + biby = V2 e by + b1bg = 7?. Em resumo,
7€ K(c2) < by+biby € K> e by+bybg € K2,

Definimos y; := y — (70 + 711x). Claramente, y; é varidvel separante de F'|K e F' = K(x, ).
Como z? =t + c entdo yi = (b3 + ¢ + *b2)t5 + t5 + bitS. Para poder aplicar a Proposigao

= (
2.1.3 devemos definir z := {> € Op. Logo,

2 =02 e+ A0E by + DA
Afirmamos que % ¢ K (c2).

Primeiramente lembramos que K (c%) é o corpo residual de P; e que ¢ € K \ K2. Por outro
lado, pela serie de z* concluimos que Z = (b2 + ¢ + ¢2b2)1. Argumentemos por contradi¢io
supondo que Z € K (cz). Entdo, existem 7, € € K tais que (b2 +c+c2b2)i = y+ecz. Elevando
a quarta potencia concluimos que b3 +c+c?b = v* +¢!c?. Desta tltima igualdade concluimos

que ¢ € K2 que ¢ uma contradicio. Logo, z ¢ K(c2).

Nossa afirmagao implica que P|P; é inercial e a Proposigao 2.1.3 nos diz que o grau de
singularidade de P é § = 0. Isso, nos diz que nao pode acontecer que § € K (c%), ie.,
bo + biby € K? e by + bibg € K? porque em tal caso o género do corpo de fungoes F|K é zero.
Portanto, um corpo de fungoes F|K tal que F' = K(z,y) onde y? + b(z) = 0 com b3 = 0,
by € K\ K? e, by+biby ¢ K? ou by + b1bg € K? tem género 2 (item 4)).

Finalizamos a prova do teorema com o item 5).

Suponhamos que b; € K*, digamos b; = d* com d € K.
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Logo, o primo P, é racional porque ele se corresponde com o ideal primo (d + z) de K|[z].
Por outro lado, t; = d + £ é um parametro uniformizante de P; e

Y2 = by + bod® + bad* + bed® + (by + d'be)t] + (by + d + bed®)t] + 15 + bt

1
Portanto, concluimos que o grau de singularidade de P é 2 se e somente se b(d) = b(b{) ¢ K*
(ver Proposicao 2.1.2). Isto prova o item 5) fechando assim a prova do teorema. [

Note-se que na prova do item 2) do Teorema hd uma relagao entre ramificacao e separabili-
dade. O Teorema 2.3.1 é um resultado de classificacao e de existéncia.
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3 Fibracoes por curvas singulares de género aritmético 2

O objetivo deste capitulo é classificar birracionalmente as fibragoes por curvas singulares de
género aritmético 2 definidas sobre um corpo de caracteristica p = 2. Isto sera feito estudando
uma fibracao que chamamos de fibracao universal. Esta fibracao é universal no sentido que
qualquer outra fibracao por curvas singulares do mesmo tipo é obtida birracionalmente por
meio desta fibragao. Finalmente estudamos a estrutura das fibras da fibragao universal e
apresentamos uma proposta para estudar fibragoes a qual motiva o estudo de espacos de
moduli de curvas singulares tais que todas as suas singularidades sao de tipo cuspidal.

3.1 Teorema de Bertini versus corpos de fungoes nao conservativos

Seja f :T'— B uma aplicagao diferenciavel entre duas variedades. O Teorema de Sard afirma
que o conjunto dos pontos x € B tais que a fibra f~!(z) nao e uma variedade diferencidvel
¢ um conjunto de medida de Lebesgue igual a zero em B. Logo, quando a aplicacao f é
sobrejetora, entao a propriedade de suavidade das fibras da aplicacao é genérica. Ou seja,
quase toda fibra é uma variedade diferenciavel e o conjunto contido em B que parametriza
todas elas ¢ um conjunto de medida de Lebesgue igual a medida de B.

O resultado equivalente ao Teorema de Sard na geometria algébrica é o Teorema de Bertini.
Ele nos diz que se a aplicacao f acima ¢ um morfismo de variedades algébricas definidas sobre
os ntimeros complexos sendo T lisa e tal que f(T') é densa em B entdo existe um aberto denso
U C B (na topologia de Zariski) tal que a fibra f~1(x) é nao singular para todo z € U (ver
[Sh], p. 139-141). Isto é, a propriedade de nao singularidade das fibras do morfismo f é uma
propriedade genérica.

No caso quando as variedades estao definidas sobre um corpo de caracteristica p > 0 o
resultado de Bertini é falso. Isto é, hd morfismos f : T" — B tais que para qualquer aberto
U C B existem pontos x € U tal que a fibra f~!(x) é uma variedade algébrica singular. Em
outras palavras, a fibragao induzida pelo morfismo f : 7" — B é uma fibracao por variedades
singulares no sentido que quase todas as fibras possuem pelo menos uma singularidade.
Curiosamente, a veracidade de uma possivel generalizacao do Teorema de Bertini em este
contexto estd intimamente relacionada com os corpos de func¢oes nao conservativos no caso
em que as fibras sao curvas. O objetivo desta secgao é descrever rapidamente este fenomeno
e usa-lo para construir exemplos.

Seja T um conjunto algébrico definido sobre um corpo k algebricamente fechado. Em outras
palavras, 7' é um espago topolégico (munido com um feixe de aneis) que é localmente o lugar
de zeros de polinomios com coeficientes em k (localmente afim). Seja

t(T') = {[V]] V é subconjunto fechado irredutivel de 7'}

o esquema reduzido correspondente a T' definido sobre Spec(k). De forma mais precisa, seja
t o functor natural entre a categoria dos conjuntos algébricos definidos sobre k e os esquemas
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definidos sobre Spec(k). E claro que se Z percorre os subconjuntos fechados de T, entao
t(Z) percorre os subconjuntos fechados de ¢(7"). Em particular os pontos de Z sao os pontos
fechados de t(Z). Agora, como a variedade V' e o ponto genérico [V] sao densos no esquema
t(V), entao

VCcZ < [V]et2).

Seja X um esquema definido sobre Spec(K') onde K é um corpo (considerado em geral, nao
algebricamente fechado). Um ponto P € X é dito reqular se o seu correspondente anel local
de X em P, Ox p é um anel local regular, i.e., se dimg, % = dim Ox p onde mxp é 0
(nico) ideal maximal de Ox p, Kp := Oxp/mxp ¢ 0 corﬁo de residual de P e no lado
direito da igualdade, a dimensao considerada é a dimensao de Krull do anel Ox p. Um
ponto P € X ¢ dito liso, se todos os pontos acima de P do produto fibrado de esquemas
X XSpec(K) Spec(K) sdo regulares, onde aqui K denota o fecho algébrico de K. Claramente
se K for algebricamente fechado entao, ponto liso e ponto regular sao a mesma coisa e, em
tal caso um ponto nao liso é chamado de ponto singular.

Seja f : T — B é um morfismo sobrejetor de variedades (conjuntos algébricos irredutiveis)
definidas sobre um corpo algebricamente fechado k de caracteristica positiva p. Denotemos
por Z o conjunto dos pontos nao lisos de todas as fibras do morfismo f : T" — B. E bem
conhecido que Z é um fechado de T' e que t(Z) é o conjunto de todos os pontos nao lisos do
correspondente morfismo de esquemas ¢(f) : t(T) — t(B), chamado de locus nao liso (ver
[Liu] p. 224). Logo, quase todas as fibras de f : T — B possuem singularidades se e s6
se existe uma subvariedade V' C T tal que cada ponto P € V é singular na fibra onde ele
pertence e, a imagem de V por f é densa em B. Em outras palavras a fibracao induzida pelo
morfismo f : T — B fornece um contra-exemplo ao Teorema de Bertini se e s6 se a imagem
de Z por f é densa em B.

Temos entao o seguinte resultado.

Teorema 3.1.1. Sejam f : T — B um morfismo de variedades algébricas definidas sobre
um corpo k algebricamente fechado e V' um subconjunto irredutivel de T cuja imagem f(V)
¢ densa em B. FEntao, cada ponto P € V é nao liso da fibra onde ele pertence se e so se
o ponto genérico [V do subesquema integral t(V') é um ponto ndo liso da fibra genérica do
correspondente morfismo de esquemas t(f) : t(T) — t(B).

A filosofia que se encontra por tras deste teorema é que [V] é uma singularidade mével
(“moving singular point”). Para ver uma abordagem detalhada deste tipo de resultado o
leitor pode consular [St4] pp. 292,293, [St5] p. 505 e [S11] Chapter 2.

De acordo com o que ja comentamos até aqui, o problema de construcao de fibragoes por varie-
dades singulares e a sua classificagao ficam bem entendidos usando a categoria dos esquemas.
J& que o functor ¢t que leva variedades algébricas em esquemas integrais é completamente
fiel (ver [Hs|, pp. 78, 104 e 105), entdo vamos considerar todos nossos objetos como sendo
esquemas. Em tal caso, dado um morfismo f : T" — B de variedades algébricas definidas
sobre um corpo k algebricamente fechado e P um ponto de B, entao entenderemos a fibra
f~Y(P) como sendo a fibra esquemética T x g Spec kp onde kp é o corpo residual de P.
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Agora vamos colocar algumas hipdteses razoaveis no morfismo f : T'— B para que a cons-
trucao de fibragoes por curvas singulares seja nao trivial, e permita estabelecer ligacoes com
corpos de funcoes. Com esta finalidade em mente, vamos colocar as seguintes hipéteses no
morfismo:

1. O morfismo f é proprio, dominante, i.e., sobrejetor, e tem fibras de dimensao 1.
2. A variedade T' é lisa depois de restringir B a um aberto denso.

3. Existe um aberto U C B tal que as fibras esquemdticas f~!(z) sdo integrais para todo
rel.

H&a uma explicacao para acrescentar estas hipdteses adicionais. Como se quer um morfismo
tal que quase todas as fibras sejam variedades singulares entao nada melhor que explorar o
caso em que as fibras sdo curvas (variedades de dimensao 1). Elas deveriam ser completas
possivelmente nao integrais, i.e, curvas projetivas (o que se satisfaz por exemplo no caso em
que f seja proprio), pois do contrario poderfamos tirar de 7" o conjunto de todos os pontos
singulares das fibras, chegando por restricao a um morfismo com fibras lisas. Isto justifica o
item 1. Se pede que o espago total T seja liso depois de restringir (possivelmente) a base B
a um aberto denso (item 2) porque senao seria muito facil construir as fibragoes desejadas,
colocando as singularidades das fibras na parte singular do espago total T" quando a imagem
por f da parte singular de T' é densa em B.

O item 3 é aquele que nos permite ligar esta problematica com corpos de fungoes. Denotemos
por F' o corpo de fungoes de T e por K o corpo de fungoes de B mergulhado em F' via a
aplicacao f. O fato que as fibras sejam genericamente integrais (item 3) é equivalente a pedir
que K seja algebricamente fechado em F' e que a extensao F|K é separavel (ver [Sh], p. 139
ou [Ms]). Agora, como as fibras do morfismo s@o curvas, entdo chegamos naturalmente no
corpo de fung¢oes em uma varidvel F|K ji que dimT = dim B + 1 (Teorema da dimensao
das fibras). S6 queremos fazer notar ao leitor que o corpo F' nao esta sendo considerado aqui
como corpo de fungoes sobre o corpo de base onde as variedades T e B estao definidas, pois
K é o corpo de funcgoes de B.

Um morfismo f : T — B com as hipdteses de acima nao satisfaz o Teorema de Bertini, i.e.,
quase todas as fibras sao curvas singulares se e sé se a fibra genérica do morfismo que é uma
curva regular definida sobre K, nao ¢ lisa (cf. Teorema 3.1.1 ou [SI1] p. 24). Em outras
palavras, como a fibra genérica do morfismo f é o modelo regular Rpx do corpo de fungoes
F|K entao o morfismo f : 7" — B induz uma fibragao por curvas singulares se e s6 se a fibra
geral Rpjg @k K é singular, se e s6 se o género do corpo de fungdes F|K é maior que o
género do corpo FK|K, i.e., F|K é ndo conservativo.

Observacao 3.1.2. O morfismo f : T — B induz uma fibracao por curvas singulares se e
so se a fibra genérica dele € uma curva reqular que nao € lisa, se e sé se o corpo de funcoes
F|K € nao conservativo onde K e F sao os corpos de fungoes de B e T respectivamente.

Comentamos adicionalmente que pelo fato de que o morfismo f : T' — B é de tipo finito entao
ele é genericamente plano (flat, em inglés). Logo, a fibragao induzida pelo morfismo poderia
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ser comparada com as fibracoes da topologia algébrica no sentido em que quase todas as fibras
tem os mesmos invariantes algébricos (0 mesmo polinémio de Hilbert) ji que na topologia
algébrica uma fibragao pode ser pensada como um fibrado salvo equivaléncia homotopica ja
que as fibras sao trivialmente homotopicamente equivalentes (cf. [He] p. 405).

Nossa tarefa nas secgoes seguintes sera classificar birracionalmente as fibragoes por curvas
singulares de género aritmético 2.

Um morfismo (respectivamente, uma aplicagao racional) entre duas fibragoes f : T — B
e f':T" — B é um morfismo entre os espagos totais ¢ : T — T (respectivamente, um
mapa ¢ : U — U’ entre abertos U C T e U' C T") tal que f'o = f. Isto é, os mapas
entre as fibragoes serao morfismos de B-esquemas. Logo, com este tipo de morfismos as
fibracoes formam naturalmente uma categoria. Para fixar ideias, dizemos por exemplo, que
duas fibragoes induzidas pelos morfismos f : T — B e f' : T — B sao birracionalmente
equivalentes se existe uma aplicagao birracional ¢ : T" — T” tal que f'¢ = f. Isto é, duas
fibracoes sao birracionalmente equivalentes se existe um aberto U C T onde ¢ esta definida
e U C T tal que ¢ : U — U’ é um isomorfismo de B-esquemas.

3.2 Fibragoes por curvas eliticas de género aritmético 2 em carac-
teristica 2

Nesta seccao vamos apresentar uma fibracao por curvas singulares de género aritmético 2
que tem modelo nao singular elitico em caracteristica p = 2. Esta fibracao é dita universal
no sentido que qualquer outra fibragao por curvas eliticas singulares de géenero aritmético 2
é obtida birracionalmente por meio de uma extensao da base de uma subfibragao dela.

Seja S C P*(k) o cone composto pelas retas
Lo={@’:a':a®:a®: )| bek}U{V},ac€k e Lo={0:0:0:1:b)]bck}u{V},

onde V:=(0:0:0:0:1)éo vértice e k é¢ um corpo algebricamente fechado de caracteristica
p = 2. Isto é,

S:{(m0:$1:xzzxgzy)EIP"l(Fﬂ posto(:v0 o ) <2}.
Tr1 T2 X3
Em S\ {V} temos duas cartas

U=5\Le - k? U' =8\ Lo - k?
(a®:a':a*:a®:b) — (a,b) ¢ (@®:a*:a':a:b) — (a,b)

Agora, seja T C S x A%(k) a variedade cuja equacao na carta U x A%(k) — A"(k) é
y? 4 (ag + asx®)y + by + byx* + bga® = 0
onde (ag, as, by, bs, bg) € A°(k). Na segunda carta a equagao de T é

y? + (agr” 4 aogz™)y + b + by’ + byx’® = 0
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onde 2’ =1 ey = %. O morfismo f: T C S x A%(k) — A°(k) dado pela segunda projecao
induz uma fibragao por curvas de género aritmético 2 (cf. Lema 1.2.1) chamada de fibracao
universal (por curvas eliticas singulares de género 2 em caracteristica 2).

Proposigao 3.2.1. A fibracao universal f : T — A>(k) definida acima tem fibra geral de
género 2 com modelo nao singular elitico e a fibra do ponto (ag,as,bo,bs,bs) € AS(k) se
degenera da sequinte maneira:

(1) b2(aSbo + a2adby + adadbs + ajbd) # 0 <= a fibra tem uma cispide sendo esta a tinica
singularidade.

(2) b =0 e aShy+agasby #0 <= a fibra tem uma cispide e um nd sendo estas as inicas
singularidades.

(3) bs # 0 # ay e aSho+adasbs+ajadbs+aih? = 0 <= a fibra tem uma tinica singularidade
a qual tem grau de singularidade 2 e dois ramos (tacnode, em inglés).

4) bs =0=uay eaZ #0# by < a fibra tem uma tnica singularidade com grau de
0
singularidade 2 e um tnico ramo (ramphoid cusp, em inglés).

(5) bg = 0, (ag,as) # (0,0) e agby + a3by = 0 <= a fibra € unido de duas curvas
isomorfas a curvas racionais que se interceptam em dois pontos, sendo em um deles
com multiplicidade 1 e no outro com multiplicidade 2 (respectivamente em um unico
ponto com multiplicidade 3) se ay # 0 (respectivamente as =0). .

Além disso, em qualquer outro caso diferente de (1), (2), (3), (4) e (5) a fibra € nao reduzida.
A expressao do item (1) bZ(aSby + a2a3bs + ajasbs + agh?) corresponde ao quadrado do discri-

minante A da fibra (cf. prova do Teorema 1.4.1).

Demonstragdo. O morfismo f: T — A5(k) é préprio pela Teoria de Eliminagao. Além disso,
o espaco total T' € liso ja que em cada carta sua equagao é monica e linear em alguma variavel
(e.g., na primeira carta a equagao é linear em by).

(1) Na primeira carta do cone S C P*(k), a fibra tem equagio
g(z,y) = ¥ + (a0 + azx®)y + by + baz* + bea® = 0.

Para determinar as singularidades da fibra aplicamos o critério jacobiano. Assim, temos que
09 _ — _ 2
5 = 92 = 0e gy, = ag+ axz”.

Vamos supor que ay # 0.

Pom ()" (2 42

¢ uma singularidade da fibra. Vamos ver que P é uma cuspide. Trasladando P na origem, a
equagao da fibra fica assim:

Logo, o ponto

1

2 3
y? 4+ arzty + ((@) be + as <b0 + 1)4(@)2 + bﬁ(@)i‘) ):c2 + (by + @bﬁ)x‘* +bez® = 0.
ag ag Q2 az

27



Explodindo o ponto e analisando na carta de interesse (y = xy) concluimos que a equagao
do blow-up da fibra em P é

1

2 2
) bg + az (bo + 0y ()2 4 bﬁ(@)?’) ) + (bs + Z—ZbG)xz + bez* = 0.

a2 a2

. N a
¥ + agxiy + ((—0
Qa2

O ponto acima de P ¢

1
o an\ 2 a a 1N\ 32
b= (0, ((—“) b + az (bo + bs (22)? +b6(—°)3)2) )
a9 (05} a9
Levando o ponto P na origem a equagao anterior se transforma assim:

2 1N\ 3
@> b@ + a9 (bo + b4(@)2 + bG(@):g)Q) 2[17 + (b4 + @b6)$2 + b6£L‘4 = O

?2 + agxy + a2(<
a2 a2 a2

a2

1
Como o coeficiente de x é %—22 o qual é nao nulo por hipétese, entao P é uma singularidade

da fibra com grau e singularidade 1 e um tnico ramo, i.e., o ponto P ¢é uma ctspide da fibra.

Na segunda carta do cone a fibra tem equagao
h(x',y') — y/2 + (CLQZL', + aox'3)y’ + b6 + b4x/2 + boxlﬁ =0

onde 2/ = L ¢y = % Nesta carta sé estamos interessados em saber se no infinito (2 = 0)

hé singularidades. Isto é, desejamos saber se o ponto @ = (0, bé) ¢é singular. Porém, como
hy = (ag + agz™)y’ e hy = asx’ + apaz’™ entao Q é liso pois hy(Q) = azbs # 0 pelo fato que
estamos supondo que as # 0 e, por hipdtese (1) temos que bg # 0. Logo, neste caso a fibra
nao tem singularidades. Isto é, o ponto cuspidal P ¢é a tnica singularidade da fibra.

Agora suponhamos que as = 0.

Logo, b2(agbz) # 0 pela hipétese. Ou seja, ag # 0 # bg. Entdo o ponto P é liso pois
gy = ao # 0. Porém, o ponto () da segunda carta acima é singular pelo critério jacobiano.
Levando () na origem a equacao da fibra fica assim:

1

Y% + agz”®y’ + by + agh ' + bya'® = 0.

Explodindo e analisando na carta de interesse ¥y’ = 2’9, a equacao da explosao da fibra na
singularidade é

1
9 + aprG + by + aghg ¥’ + box™* = 0.

A 1 .
O ponto @ = (0,b7) é o unico ponto acima da singularidade. Trasladando () na origem a
curva explodida fica com equagao

1 1
QQ + @033,23) + CLobg ' + Clobi 1'/2 + b0$/4 =0
1
e como apbg # 0 concluimos que a singularidade () é cuspidal.
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(2)  Por hipétese temos que bg = 0 e ag # 0 # a2by + a3by. Logo, a equagao da explosio em
P da fibra na primeira carta é

11
U+ aszy + a2(<a2<b0 + 54(@)2> 2) 2>37 + byz? = 0.

a2
Assim, concluimos que P continua sendo cuspidal.
Na segunda carta temos a equacao
Y2+ (ap2’ + agz™)y + bya’® + bpa'® =0
com ) = (0,0) como nossa unica singularidade de interesse (singularidade no infinito). Agora,

como as # 0 entao () é um no.

(3) Analogamente como em (1), sabemos que P é a tnica singularidade da fibra. A equagao
da fibra apés explodir P e levar o ponto P na origem &

a,
g2 + apwy + <b4 + (a—o)b6> z? + ng4 =0.
2

Como ay # 0 por hipdtese, entdao P é uma singularidade com grau de singularidade 2 e dois
ramos.

(4)  Exatamente igual que em (1) nao hd singularidades na primeira carta da fibra. Na
segunda carta sabemos que @ = (0,0) é a tnica singularidade e a equagao da fibra é

y/2 + aox/i’)y/ + b41}/2 + boxlﬁ — O
Explodindo em ) o blow-up fica com equacao
G 4 apx™§ + by + o't = 0.

Estamos sé analisando na carta ly’ = 2/{) pois é a unica que nos interessa. O ponto acima de
@ na fibra explodida é Q = (0,0?). Levando ele na origem a equagao anterior se transforma
em )

Z)Z + aol’/QQ + aobfx’Q + b0$l4 =0.

Explodindo Q e analisando na carta de interesse (¢ = 2'y) ficamos com equagao
7+ apr’'y + agbf + bz = 0.
O ponto acima de Q é @ = (0, aé b}). Levando ele na origem a equacao fica
v+ apx'y + aéb}x’ + bz’ = 0.

Como ag # 0 # by, entao () é uma singularidade com grau de singularidade 2 e um tnico
ramo.

Os casos que ficam faltando sao os seguintes:
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5) bg =0 # ay e alby + a3by = 0
6’) bg =0=ag e ag # 0 =1ly.
7) ap=0=ay
5)  Como em (2), o ponto () da segunda carta continua sendo um né.

Na primeira carta o ponto P continua sendo singular e a equagao da fibra é
y? + asxy + by = 0.

Explodindo em P e analisando na carta y = xy a equagao do blow-up da fibra é
2 v 2
U~ + asxy + byx” = 0.

Logo, P é um ponto com grau de singularidade 2 com dois ramos pois ay # 0. Portanto, a
fibra é redutivel e, além disso, tem componentes

prd® =0 o el a0

onde ¢ + asc = by.

6’)  Usando (4) se observa que o ponto ) é a tunica singularidade da fibra. De forma
andloga a 5’) concluimos que o ponto ) tem multiplicidade 3 e a fibra é redutivel e as suas
componentes sao

y+c=0 e y+c+ap=0

onde ¢ + agc = by.

O item (5) é entao a unido dos casos 5’) e 6’) e o comentdrio adicional é equivalente ao caso
7).

7) E claro que ag = 0 = ay <= a fibra é nao reduzida com equagao
1 1 1
y+ b3 +bja® +biab = 0.
O

Classificar birracionalmente fibragoes por curvas singulares é equivalente a classificar curvas
regulares nao lisas, i.e., corpos de fungdes nao conservativos (cf. Teorema 3.1.1 ou Observagao
3.1.2). O seguinte teorema ¢é entdo uma consequéncia do Teorema 2.3.1.

Teorema 3.2.2. Seja f : T — A5(k) a fibragao universal por curvas eliticas singulares
de género aritmético 2 em caracteristica p = 2. Entdo qualquer outra fibra¢ao por curvas
singulares de género aritmético 2 e modelo nao singular elitico € birracionalmente equivalente
a uma extensao da base de uma subfibracao da fibragcao universal.
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Demonstracao. Seja f' : T — B’ uma fibracao por curvas eliticas singulares de género
aritmético 2 definidas sobre um corpo k de caracteristica p = 2. Logo, sendo K’ e F’ os
corpo de fungoes de B’ e T' concluimos que existem x,y € F” tais que

y? 4 (ag + asx®)y + by + byx* + bga® = 0

onde ag, as, by, by, bg € K' e F' = K'(x,y) (Teorema 2.3.1). Por outro lado sabemos que
k(ag, az, bo, by, bg) C K’ é isomorfo a um corpo de fung¢oes de um subesquema fechado integral
B contido em A®(k) cuja algebra afim ¢ k[ag, as, by, b4, bg]. Denotemos dito corpo de fungoes
por K, ou seja, K = k(B). Consideremos a subfibragao f~}(B) € T — B da fibragao
universal. J& que k(aq, as, by, by, bs) C K’ entdo existe um aberto U’ C B’ e um morfismo
U’ — B devido a identificacao de k(ag, as, by, by, bg) com K = k(B). Analogamente, existe
um aberto V' C T” e um morfismo V' — f~1(B) que faz comutar o diagrama seguinte

Vinf/\{ucr1r — U cCB
3
f~4(B) - B

Agora, como o corpo de fungoes de f~1(B) é F := K(z,y) C F’ entao o corpo de funcoes do
produto fibrado f~}(B) xp B' ¢ FK' := F @k K' = F'. Logo, pela propriedade universal do
produto fibrado existe uma aplicacdo racional e dominante de 77 5 f~1(B) xz B’ que faz
comutar o diagrama,
T’ — f
N\ Ve
B/

1(B) X B B’

Como a dimensao de 7" e f~!(B) xp B’ sao as mesmas, entdo pelo Teorema da dimensao
das fibras (cf. [Mf], Theorem 3, p. 49), existe um aberto (afim) Y C f~!(B) xp B’ tal que
a aplicagao racional ¢ restrita a X := ¢ 1(Y) é uma bijegao. Esta aplicacao é birracional
porque os corpos de fungoes das variedades sao os mesmos. Isto é, temos um isomorfismo
XcT 2Y c fYB) xp B tal que o diagrama

X — Y

N e
B/

é comutativo, i.e., as fibragoes f' : T — B’ e f~}(B) xgp B’ — B’ sao birracionalmente

equivalentes. O

3.3 Fibracgoes por curvas racionais de género aritmético 2 em ca-
racteristica 2

O objetivo desta seccao é apresentar uma fibragao por curvas singulares de género aritmético
2 que tem modelo nao singular racional em caracteristica p = 2. A fibragdao é chamada

61



de universal pelo fato que qualquer outra fibracao por curvas racionais singulares de género
aritmético 2 é obtida birracionalmente por meio de uma extensao da base de uma subfibracao
dela.

Consideramos de novo como na Secgao 3.2 o cone S C P4(k) composto pelas retas
Lo={(@:a':a*:a®:b)|bek}U{V},a€k e Lo ={(0:0:0:1:b)]bek}u{V},
onde V:=(0:0:0:0:1)éo vértice e k é um corpo algebricamente fechado de caracteristica

p=2.
Em S\ {V} temos duas cartas

U=S\L. = B U=8\L = I
(a®:a':a*:a®:b) — (a,b) (@®:a%*:a*:a:b) — (a,b)

Agora seja T C S x A%(k) a variedade cuja equagao na carta U x AS(k) — A3(k) é
Y2+ by + by + box? + by + byt + 25 4+ bga® =0
onde (b, by, by, bs, by, bg) € A%(k). Na segunda carta a equagao de T é
Y2+ bg + o' + by’ + by + by’ + bya”® + by’ =0

onde 2/ = L ey = %. O morfismo f: T C S x AS(k) — AS(k) dado pela segunda projecéo
induz uma fibragao por curvas de género aritmético 2 (cf. Lema 1.2.1) chamada de fibracao
universal (por curvas racionais singulares de género 2 em caracteristica 2).

Proposigao 3.3.1. A fibragio universal f : T — A®(k) definida acima tem fibra geral de
género 2 com modelo nao singular racional e a fibra do ponto (by, by, ba, b3, by, bg) € A®(k) se
degenera assim:

(1) b3 #0 <= a fibra tem duas cispides como tunicas singularidades.
(2) by =0 <= a fibra tem uma dnica singularidade com grau de singularidade 2 e um

tnico ramo (ramphoid cusp, em inglés).

Demonstracao. Analogamente como na prova da Proposicao 3.3.1 é facil ver que o morfismo
f:T — AS(k) é préprio pela Teoria de Eliminagao e que o espago total T é liso pelo critério
jacobiano.

Prosseguimos na anélise das singularidades da fibra. Vamos analisar o que acontece na
segunda carta da fibra do ponto (b, by, ba, b3, by, bg) € AS(k). Nesta carta a fibra tem equagao

h(z',y) = y* + bg + 2’ + bgx™ + b3 + by + b12”® + bya'® = 0.
Logo, nao ha singularidades no infinito (2’ = 0) porque pelo critério jacobiano
h$/ =1+ b3[El2 + b1I/4 =1.
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Entao, é suficiente analisar as singularidades na primeira carta do cone. Nesta carta a equacao
da fibra é

g(x,y) == y* + by + biw + byx® + bz + byt + 2% 4 bga® = 0
e a derivada respeito de x é g, = by + bsz? + x*. Seja ¢; uma das duas possiveis raizes do
polindmio by + bzz? + z*. Logo, o ponto P; = (¢;, (bo + bac? + bac} + b60?)%) é singular na
fibra para ¢ = 1, 2. Levando este ponto na origem a fibra fica com equagao

y2 + (bg + bgci + bGC;l)[E? + b3$3 + (b4 + b5Ci + bGCg)lA + ZE5 + b6$6 =0.
Explodindo a fibra em P; e analisando a fibra explodida na carta y = xy chegamos na equacao
~2 4 2y,.2 3 4 _
U° + by + bse; + bee; + bsx + (by + bsc; + bgcy)x” + x° + bgz™ =0

O divisor excepcional é o ponto 131 = (O, (bo + bsc; + b6cf)%). Levando o ponto ]31 na origem
a equacao do blow-up da fibra se transforma em

G2 + bsx + (by + bsc; + bgc?)a? + 2 + bgxt = 0.

Portanto, b3 # 0 <= a fibra tem s6 duas singularidades correspondentes as duas raizes
do polinémio g, = by + bzx? + 2* as quais sdo ctispides. Isto prova (1). Para o item (2)
observamos que se b3 = 0 entao a fibra tem uma tnica singularidade. Se denotamos por ¢
a b% entao a equacao da explosao da fibra na sua singularidade depois de trasladar para a
origem o divisor excepcional é

72 + (by + bsc + bec?)a? + 2° + bga* = 0.

Explodindo de novo (o blow-up no divisor excepcional) e trasladando o ponto acima do divisor
excepcional na origem ficamos com equacao

7+ x + bga® = 0.

De onde concluimos que a fibra tem uma tnica singularidade com grau de singularidade 2 a
qual tem um tnico ramo. O

Teorema 3.3.2. Seja f : T — A%(k) a fibragdo universal por curvas racionais singulares
de género 2 em caracteristica p = 2. Entao qualquer outra fibragao por curvas singulares
de género aritmético 2 e modelo nao singular racional € birracionalmente equivalente a uma
extensdao da base de uma subfibracdao da fibracao universal.

Demonstracao. Seja f': T' — B’ uma fibracdo por curvas singulares de género aritmético 2
definida sobre um corpo k de caracteristica p = 2. Sejam K’ = k(B’) e F' = k(T") os corpos
de funcoes de B’ e T respectivamente. Pelos Teoremas 1.4.1 e 2.3.1, existem z,y € F' e
bo, b1, ba, b3, by, bg € K’ tais que

Y2 + by + iz + bax? + by + byt + 25 4+ bga® =0
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e F' = K'(x,y). O corpo de fungoes k(bg, by, b, b3, by, bs) C K’ pode ser identificado com
o corpo de fungoes de um subesquema (afim) B C AS(k). Logo, temos uma aplicagio
racional B’ — B. Agora, consideremos a subfibragao f~!(B) — B da fibracao universal
f:T — AS(k) e o produto fibrado f~!(B) x5 B’. Em nosso caso temos s6 um diagrama de
aplicagoes racionais

f~YB)xz B — B

1 \J

f~YB) — B

pelas propriedades do produto fibrado. Claramente F := k(f~'(B)) = K(x,y) é isomorfo a
k(b(b b17 b?a b37 b47 b6)<x7 y) g F/ €

E(fN(B) xp BY 2 Fog K' = F = k(T').

Além disso, como os corpos de fungoes FK'|K' e F'|K' sao isomorfos entao existe uma
aplicagao birracional 7" — f'~}(B) x g B’ tal que o diagrama

T = fYB)xzB

N\ e
B/

é comutativo. Isto é, as fibragoes f' : T" — B’ e f': f~1(B) xg B’ — B’ sao birracionalmente
equivalentes. O

3.4 Abordagens e problemas futuros

O objetivo desta Seccao é descrever uma abordagem intuitiva para classificacao de fibragoes
usando moduli e mencionar alguns problemas que poderiam ser resolvidos em continuacao
com este trabalho.

Comecemos pela abordagem. Suponhamos que existe um morfismo ¢ : T — B tal que as
fibras sao genericamente singulares de género aritmético g = 2 e género geométrico g=1, onde
T e B sao variedades lisas definidas sobre o corpo k algebricamente fechado de caracteristica
p = 2. Vamos denotar de novo por F' o corpo de fungoes de T" e por K o corpo de funcoes
k(B). Seja b o ponto genérico de B. Logo, a sua fibra genérica T, deve ser uma curva
regular definida sobre K de género 2 que nao é lisa e os coeficientes da sua forma normal
y? + a(x)y + b(x) = 0 satisfazem algumas relagoes algébricas (ver por exemplo o Teorema
1.4.1). Além disso, a fibra geral Ty ®x K é uma curva (induzida no cone de P*(K) pelo corpo
F|K) que tem uma ctspide como unica singularidade. Agora considere o espa¢o de moduli
de curvas do mesmo tipo da fibra geral, tal que seus coeficientes ainda satisfazem as mesmas
relacoes algébricas da fibra genérica Ty. Isto é, considere-se o espaco de moduli de curvas
de género aritmético 2 pontoadas em uma cispide definidas sobre K tal que as classes de
isomorfismo ainda satisfazem as relacoes algébricas da fibra genérica Tj. Observe-se que este
espaco estd definido sobre K o qual contem naturalmente a k pelo fato que k C K = k(B)
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pois B é um esquema sobre k. Logo, podemos considerar os pontos k-racionais deste espaco de
moduli, o qual é naturalmente um esquema 9t sobre k (possivelmente nao integral). Agora,
seja B uma componente irredutivel deste esquema 9. Para o caso que estamos tratando,
estratificagoes destes espagos (de moduli) foram calculados em [St1] e eles estao mergulhados
em espacos projetivos com peso. Agora, seja T = {(z,[C])|[C] € B, x € C}. Logo, o
P

morfismo (a:,T[C]) : [g] satisfaz que a fibra ¢! ([C]) = C x {[C]} é singular.

O problema deste roteiro é que a variedade T' é possivelmente singular. Além disso, pen-
sando em um contexto geral, o calculo do espago de moduli de curvas com singularidades é
um problema dificil. Além disso, se o espaco 9 dos pontos k-racionais do espago de mo-
duli considerado, for um esquema de dimensao zero, entao os morfismos ¢ obtidos seriam
totalmente triviais.

Vamos tratar com este método um de nossos casos de interesse. Vamos calcular o espaco
de moduli de curvas de género aritmético g = 2 com uma cuspide como tunica singularidade
e seu modelo nao singular (que é elitico) tenha invariante j # 0 e que ainda satisfaga as
relacoes algébricas da condicao necessaria na fibra genérica como se encontram no Teorema
1.4.1.

Estas curvas se realizam no cone S C P*(K) que tem vértice V= (0:0:0:0: 1) e estd
composto pela uniao das retas

Li={(@:a":a*:a’:b)|a,be K}U{V},;a€ K e Loo={(0:0:0:1:0)|]be K}U{V}.

O cone menos o vértice tem duas cartas

-2

U=S—-Le, — K U=S-L — K
(@:a':a*:a®:0) — (a,b) (@®:a?:a':a":0) — (a,b)
De acordo com o Teorema 1.4.1 concluimos que na primeira carta, uma tal curva singular

tem equacao
y* + (ag + %)y + by + byz* + bgz® = 0

onde ag, by, by, bs € k e b3(bo + aZbs + adbs + agh?) # 0 (relagao algébrica).
Agora, as transformacgoes que respeitam esta forma normal e/ou que determinam as classes
de isomorfismos destas curvas sao

(z,y) = (o + 7, 0%y + 70 + 721”)

onde o € k* e v,v; € K e vy = bgy* + ac(yz)w, onde a(z) := ag + x2. Os coeficientes de a(x) e

b(z) := by + byr* + bgx® mudam da forma seguinte:

2
apg > % + %
bG — bﬁOéQ
b4 — b4 -+ bﬁ’}/Q -+ ZT% + (%)2
3+ +b670+bavy?
by — % 4+ 2 a(7)70a4 67°+bay
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De onde podemos normalizar bg = 1, ag = 0 = by. Ficamos entao com equacao,
y*+ 2Py + by +2° = 0.

onde by # 0 (relacao algébrica entre os coeficientes).

As transformagoes que respeitam as normalizagoes sao (x,y) — (z,y + 722?) onde v, = 0 ou
79 = 1. Logo, by € A'(K)\ {0} é um sistema completo de invariantes desta classe de curvas.
Vamos provar que a condi¢ao de que a curva tenha uma tnica singularidade a qual é de tipo
cuspidal se traduz na condigao by # 0. Sabemos que a tnica singularidade da curva é o ponto

(0, bé). Transladando a singularidade na origem ficamos com equacao
y? + 2%y + box? + 2% = 0.
Explodindo e analisando na carta que nos interessa com y =: xy ficamos com equacao
P b +at =0

1
O ponto da curva explodida acima da singularidade é (0, b; ). Colocando ele na origem ficamos
com equacao
1
v+ ay+blr+at=0.

Entao, concluimos que by # 0 pelo fato que este ponto deve ser liso ou porque a singularidade
da curva deve ter um tnico ramo.

Em conclusao, nossa curva singular inicial tem equacao
2, .2 6
Yy +xy+by+ 2 =0.

onde by # 0.

Outra forma de chegar na forma normal de acima é fazendo diretamente as normalizacoes
usando os resultados de [St1], levando em conta que o modelo nao singular da curva deve ser
élitico com invariante j # 0.

Assim o esquema dos pontos k-racionais 2 do espaco de moduli de curvas de género aritmético
g = 2 pontoadas em uma cuspide como tnica singularidade é integral e igual a A'(k) \ {0}.

Agora consideramos a variedade T C S x B C P*(k) x A'(k) onde B = A'(k) \ {0} e a
equacao de T na primeira carta do cone S é dada por

Y+ 2’y +by+2°=0

com by € B. Na segunda carta U’ x B — A?(k) x B a equacao de T é y>+z'y' + 1+ bya'® = 0.
ondef:%ey’zz—%.

Consideremos agora o morfismo ¢ : T C S x B — B definido pela projecao natural. Afirma-
mos que este morfismo define uma fibracao por curvas eliticas singulares de género aritmético
g = 2, i.e., o morfismo nao satisfaz o Teorema de Bertini e tem as trés propriedades pedidas
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na Seccao 3.1, p. 53. E claro que o morfismo é propio pela teoria de eliminacao. As fibras
do morfismo sao curvas projetivas pois elas se realizam no cone S e nao passam pelo vértice
(ver [St1], p. 97). Por outro lado, pelo critério jacobiano aplicado em cada uma das cartas
de T' concluimos que ela é lisa. As fibras sao integrais por construcao.

Portanto, como F' = k(x,y,by) ¢ K = k(by), o corpo de fungdes F|K = k(T)|k(B) é um
corpo nao conservativo de género g = 2 absolutamente elitico de acordo com a Observacao
3.1.2.

Observe-se que é possivel definir o morfismo modificando o B por todo o espaco afim A'(k) e
em consequéncia acrescentado mais uma fibra a T. Em tal caso a fibra acrescentada ¢~*(0)
tem uma singularidade com dois ramos que se interceptam com multiplicidade 2. Em caso
que se compactificasse a variedade B, entao o espaco T vai ser singular o que complicaria um
pouco mais as coisas.

Acrescentamos dois comentarios antes de finalizar. O primeiro é que com esta abordagem
construimos um exemplo de corpos de fungoes nao conservativo (assumindo que temos conhe-
cimento da Observagao 3.1.2). O segundo comentdrio é que nosso método intuitivo apresenta
problemas para construir fibragoes tais que todas as fibras tem invariante j = 0, porque neste
caso se pode provar que ha s6 uma unica classe de isomorfismo.

H& trés problemas que consideramos deveriam ser analisados posteriormente como conti-
nuacao desta tese. Suponhamos que o espaco total nao tem singularidades. Classificar as
fibras que contem singularidades de tipo diferente das singularidades da fibra geral, ditas de
fibras mas, é um problema classico. O segundo problema ¢é a procura de modelos minimais
de fibragoes cuja base é uma curva algébrica. Ambos os problemas foram considerados por
Kodaira e Néron no caso de fibragoes eliticas. O tltimo problema é obter uma classificacao
“boa” de todas as subfibracoes da fibracao universal. Estes trés problemas ficaram fora de
nossa abragéncia neste trabalho.
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