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Abstract

This work deals with the inverse problem of local volatility calibration from Dupire Equation.
The solution is obtained by adjusting, in the least squares sense, the prices of European call
options with observations of prices in the market. To cope with the instability of the problem,
Tikhonov regularization was used and the regularization parameter was chosen based on the
Morozov discrepancy principle. The minimization is carried out using a quasi-Newton method
of large-scale optimization and the gradient of the objective function was obtained by adjoint
state method. Simulation and real data results are presented.

Key words: local volatility; adjoint state; dupire equation.
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Introducao

No mercado financeiro, uma opc¢ao é um contrato que da ao seu detentor o direito, mas nao
a obrigagao, de comprar ou vender um determinado ativo financeiro, chamado de ativo subja-
cente, a um certo preco, o preco de exercicio, até uma data limite chamada de vencimento. O
vendedor do contrato de opcao tem a obrigacao de vender, ou comprar, o ativo subjacente pelo
valor acordado, caso o detentor da opcao deseje exercer seu direito. Uma opcao que da a seu
detentor o direito de compra do ativo subjacente é chamada de opcao de compra e uma opgao
que da a seu detentor o direito a venda do ativo subjacente é chamada de opcao de venda.
Em relacao ao ativo subjacente, o direito de compra ou venda das opc¢oes podem recair sobre
qualquer ativo financeiro: acoes, contratos futuros, indices futuros, etc. Existem muitos estilos
de op¢oes mas os mais comuns, abordados neste trabalho, sao os americanos e europeus. As
opgoes europeias permitem ao seu detentor o exercicio do direito de compra ou venda do ativo
subjacente apenas na data de seu vencimento. Por outro lado, as op¢oes americanas permitem
o exercicio do direito de compra e venda na data do seu vencimento ou em qualquer momento
anterior.

O mais famoso resultado tedrico na area de precificagao de opgoes é devido a Fischer Black
e Myron Scholes em seu artigo "The pricing of Options and Corporate Liabilities"[4]. Baseado
na hipotese de volatilidade constante, o celebrado modelo de Black-Scholes pode ser usado para
precificar opcoes europeias utilizando, como parametro, uma volatilidade estimada. O modelo
considera uma opcao europeia de compra, ou venda, com vencimento T e preco de exercicio K,
sobre um ativo subjacente S e um mercado tedrico com dois ativos negociaveis: um ativo livre
de risco com taxa de juros constante r e um ativo arriscado cujo processo de precos é originado
por um movimento Browniano padrao W:

dSt = St(T dt + g th), t > to, St() = S'()7

A equacao diferencial parcial, tradicionalmente conhecida como Equagao de Black-Scholes tem
a forma

1 2
88—(;—#50252%—1—(7“—@52—(; —rC =0, (0.0.1)
Se o modelo de Black-Scholes descrevesse perfeitamente o mercado, a volatilidade implicita,
obtida a partir dos precos das opgoes europeias negociadas no mercado, deveria ser constante
para as opcoes europeias, de todos os vencimentos e precos de exercicio, sobre um mesmo ativo
subjacente. Entretanto, no mercado, observa-se que a volatilidade implicada pelo modelo de
Black-Scholes varia com o preco de exercicio e vencimento das opgoes sobre um mesmo ativo

subjacente.

Ao longo dos anos, foram feitas diversas tentativas de estender a teoria de Black-Scholes
para concordar com as caracteristicas da volatilidade observada no mercado. Uma classe de
modelos, introduz uma fonte de risco nao negociavel como saltos e volatilidade estocastica [13].
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Outra classe considera a volatilidade como funcao deterministica do preco do ativo subjacente e
do tempo, normalmente chamada de volatilidade local. Para esta tltima classe de problemas, o
modelo de Black-Scholes continua sendo um modelo de um parametro e mantém a completude
do mercado, isto é, a possibilidade de realizar hedge de opcoes com o ativo arriscado.

O problema de obter a funcao volatilidade local & partir do ajuste de uma modelo para-
métrico, cujo parametro é a propria volatilidade local, configura um problema inverso. Muitos
problemas inversos sao mal-postos no sentido de Hadamard e, para tratar este problema, uma
técnica comumente utilizada é a chamada Regularizacao de Tikhonov, usada para estabilizar o
problema. Muitas fontes na literatura provam questoes a respeito da unicidade e estabilidade
do problema regularizado e a bibliografia sobre o problema de calibragem da volatilidade local
com regularizagao de Tikhonov é vasta [11] [2] [12].

Neste trabalho, nés tratamos da calibragem da funcao de volatilidade local, comumente
chamada de superficie de volatilidade local, atraves do ajuste do modelo com dados de preco
de opcoes europeias de compra observados no mercado. A calibragem sera feita através da
minimizagao de minimos quadrados utilizando uma regularizacao de Tikhonov. O gradiente da
funcao de minimos quadrados foi obtida através do método do estado adjunto. No primeiro
capitulo, nés apresentaremos a Equagao de Dupire que tem papel central no problema aqui
tratado. Em seguida, nos apresentamos o problema de minimizacao associado a calibragem da
volatilidade local e traremos dos aspectos de regularizacao e obtencao do gradiente da funcao
objetivo. No capitulo trés, nés apresentamos o método dos elementos finitos, utilizado para
discretizacao e resolugao dos diversos problemas envolvendo equagoes diferenciais parciais. Um
método quasi-Newton de otimizacao de larga escala serd apresentado no capitulo quatro. Por
fim, nds apresentamos os resultados numéricos obtidos com simulacoes e dados reais do mercado
de opcoes sobre o contrato futuro de commodities.



Capitulo 1

Equacao de Dupire

A equacao de Black-Scholes é a mais utilizada para a precificacdo de opcgoes europeias mas,
como dito anteriormente, ela falha quando assume que a volatilidade do ativo subjacente é
constante. A experiéncia pratica nos diz que a volatilidade implicada pelo modelo de Black-
Scholes ¢ fortemente dependente do tempo e do preco de execicio, efeito conhecido como smiles.
As tentativas de extensao do modelo, inserindo ativos de risco ndao negociaveis como saltos, vo-
latilidade estocéstica ou custo de negociacao terminam por eliminar a completude do mercado.
Tendo isso em mente, Dupire |8] procura encontrar uma extensao do modelo que, ao mesmo
tempo, concorde com a dependéncia da volatilidade com o tempo e preco do exercicio e man-
tenha a completude do mercado. Ele, entao, imagina um processo de difusao de preco do ativo
subjacente que apresente uma funcao de volatilidade dependente do tempo e preco do ativo

dS = S(r(t)dt + o(S,t))dW.

onde W é um processo de Wiener e a volatilidade instantanea o é uma funcao deterministica
do tempo t e do preco do ativo subjacente S. De fato, Dupire mostrou que a funcao de
volatilidade local pode ser unicamente determinada & partir do preco das opgoes europeias de
todos os vencimentos e precos de exercicio [8] . Na pratica, esse cenério nao existe. Nos s6 temos
acesso a opgoes europeias com poucos valores de preco de exercicio e vencimento. Dessa forma,
o problema de encontrar a volatilidade local pode ser considerado um problema de aproximacao
feita a partir de um conjunto finito de observacoes.

Nesse capitulo, nés deduziremos a equagdo de Dupire em sua forma mais geral [17], dada
por:
0*C oC

‘I‘(TT—(]T)Ka—K—I—qTC:O (101)

aC 1 4.,
a1 27 N oKz

Denotemos P(t,T) o fator de desconto no tempo t:

P(,T) = exp (/tT rt dt)

O prego C' = C(S;, K) de uma Call europeia de strike K, no tempo t, com preco do ativo objeto
S; é dado por:

C = P(t,T)E®[(Sy — K)"]
= P(t,T)E°[(St — K)ls,>k]

— P(,T) /OO(ST ~K)F(S,T) dS (1.0.2)

K
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onde f (S, t) denota a fungao densidade de probabilidade do prego Sy, do ativo objeto, no tempo
t e (Q refere-se & medida de probabilidade neutra ao risco. A funcao f satisfaz a equacao de
Fokker-Planck:

of 0 190*. ,.,
o = g MOS0+ 5555 (0" f (S, 1)), (1.0.3)
Derivando (1.0.2) com respeito ao strike :
oc *9(Sr — K)
= - P(t,T)/K (s Ty ds
= —P(t,T)/ f(S,T)dS (1.0.4)
K

A seguda derivada com respeito ao strike:
0?C

o = —P(LT)[f(Sr — K)T%

= P(t,T)f(K,T). (1.0.5)

assumindo que limg_,o f(S,7) = 0.
Tomando, agora, a derivada com respeito ao vencimento:

oCc  oC 0 e of(S,T)
mas % = —rpP(t,T), logo podemos reescreve (1.0.6) como :
oc e af (S, T)

Utilizando a equagdo de Fokker Planck (1.0.3) para %—{, comt =T, em (1.0.7):

ocC *
a—T‘f‘TTC:P(t’T)/K (ST_K)X
OlprSf(S,T)] | 10%[0*S*f(5,T)]
- = : 1.0.
{ 95 + 5 552 as (1.0.8)
Na equacao (1.0.8), devemos avaliar duas integrais:
* olSf(S, T
I, = MT/K (Sp — K)% ds,
> O*[o2S2f(S,T)]
I, = - K ’ . 1.0.
: /K (5r - 1) -7 B g (1.0.9)
Para esse calculo, utilizaremos duas identidades. A primeira segue da equacao (1.0.5) :
1 0%C

A segunda identidade, decorre das equagoes (1.0.2) e (1.0.4) :

P(ST) = /:(ST — K)f(S,T)dS

:/OOSTf(S,T) dS—K/OOf(S,T) as. (1.0.11)

K
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Mas
1 oC

/K f5,1)dS = T P(L,T)0K

Substituindo na equagao (1.0.11), obtemos a segunda identidade:

>0 C K 8C
/K J(5,1)dS = P(t,T) P(t,T)0K (1.0.12)

Podemos, agora, calcular as integrais I; e I,. Integrando I por partes com u = Sy — K, u' =
1, v = —8[Sg§’T”, v=_Sf(S,T):

I = [ur(Sr — K)Sr (S, TV — pir /K " S(8,T) dS

=[0—0] = pr /OO Sf(S,T)dS (1.0.13)

K

onde nos assumimos que limg_,o, (S — K)Sf(S,T) = 0. Da segunda identidade (1.0.12), temos:

_ —pC urkK oC
= P(t,T) * P(t,T) 0K (1.0.14)

Integrando I por partes, com u = Sy — K,u' = 1,v' = 82[U2ngQ(S’T” U= 8[”252];(S’T)] :
Ho?S2f(S,T)}]°™  [* 0[0*S2f(S,T)]
L= - K — d
2= |(Sr = K) dS K /K PR S
=[0-0] - [0°S*f(S, T)Jet
=o*K*f(K,T) (1.0.15)

0{c%S2f(S,1)}

55 = 0. Agora, podemos avaliar a

onde 02 = o(K,T?). Assumimos que limg
equagao (1.0.8) :
oC 1
8_T +7’TC = P(t,T) |:_Il + 5[2:|

Substituindo I; e I5, temos:

oC 1 0*C
e _ . K - 2K2

8T + T’TC ,MTC T 8KC + 20’ _8K2
Substituindo o drift pela taxa de juros descontada do dividendos, pur = rr — qr , obtemos a

equacao de Dupire (1.0.1) :

0C 1 4,,0°C aC

a_T_QO- 8K2_(TT_QT)K8_K_QTC




Capitulo 2

Calibragem da Volatilidade Local

Neste capitulo, nés apresentaremos o problema de minimos quadrados para calibragem da
volatilidade local através do ajuste de precos de opcoes europeias de compra com valores en-
contrados no mercado. A utilizagdo da Equacgao de Dupire elimina grande custo computacional
na avaliacao da funcao erro. Em razao da instabilidade natural dessa classe de problemas
mal-postos, utilizaremos um termo de regularizacao na funcao objetivo de minimos quadrados.

Por fim, nos apresentaremos o Método do Estado Adjunto, largamente utilizado para analise
de sensibilidade em diversos campos da ciéncia e engenharia. Neste trabalho, n6s utilizaremos o
método para obter, de forma eficiente, o gradiente da fungao de minimos quadrados eliminando
grande parte do trabalho computacional que seria utilizado no célculo do gradiente através de
métodos de diferenciacao automaética.

2.1 Problema dos Minimos Quadrados

Denote 7 o quadrado da volatilidade local. Consideraremos a equagao de Dupire no retangulo
Q) = [0, K] x [0,7], tomando K e T suficientemente grandes. Chamando Sy o preco atual do
ativo objeto, o preco C'(K, 1) := C(So, 0, K, T) € solugdo do problema de condi¢ao de contorno:

2
,C — %aﬁmc 4 (r— ) KOKC +qC =0, (rK)ekK
C(K,0) = (Sy — K)*, K e(0,K),
C(0,7) = Sp.exp(—qt), te (0,7],
C(K,7)=0, 7¢€/(0,7). (2.1.1)

A taxa de juros e dividendos sao assumidos como constantes. O problema de calibragem consiste
na obtencao de n das observacoes de:

e O preco atual Sy do ativo objeto;

e Os precgos (¢;)ier de opgoes do tipo Call europeia simples com diferentes vencimentos e
precos de exercicio em (7, K;)ier

Pode-se escolher 7 e K & partir das observagoes de precos como 7 > maz;ey 7; € K >>
max((K;)ier, So). Consideramos o problema de minimos quadrados: encontrar n € Hj;, mini-
mizando:
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T) +Juln), I =Y IC (KT — e (212)
iel
onde H;, é subconjunto adequado de um espaco de funcoes possivelmente infinito-dimensional,
Jr € um funcional de Tikhonov adequado e C ¢ solugdo de (2.1.1).

2.2 Regularizacao

Como citado anteriormente, o problema que consiste em encontrar a funcao volatilidade local
a partir da minmizagao de (2.1.2) é mal-posto no sentido de Hadamard. Em particular, ndo
ha garantia de dependéncia continua da funcao volatilidade com as observacoes de preco do
mercado e pequenas perturbacoes nos dados de preco podem resultar em grandes mudancas na
funcao objetivo. Além disso, o nimero finito e discreto das observacoes de preco podem gerar
infinitas solucoes para o problema. Para tornar o problema bem-posto, uma regularizacao deve
ser imposta ao funcional J. A forma mais comum de regularizagao pode, por exemplo, assumir
a forma:

F(n) = J(n) + Mln—mnoll? (2.2.1)

onde A é o parametro de regularizacao de Tikhonov e (2.2.1) representa a regularizagao de
Tikhonov de ordem zero. Em outra maneira de regularizar o problema, temos a forma:

F(n) = J(n) + V| (2.2.2)

que caracteriza a regularizacao de Tikhonov de ordem um.

Na sessao seguinte, sera utilizado um exemplo simples e genérico para ilustrar as ideias e
conceitos envolvidos com a Regularizacao de Tikhonov e, por fim, sera apresentado um método
de escolha do parametro de regularizacao baseado no Principio da Discrepancia de Morozov.

2.2.1 Regularizagao de Tikhonov

Considere um problema linear inverso:
GM =D (2.2.3)

onde G é o operador que representa o modelo, M sao os parametros de entrada e D sao os dados
observados. O problema direto tem por objetivo calcular D dado M. O problema inverso visa
obter M dado D. Por simplicidade, tomemos G como uma matriz n x m e M e D vetores de
tamanho n e m, respectivamente. Uma abordagem para encontrar a melhor solucao aproximada
de (2.2.3), é encontrar M que minimize o erro entre os dados observados e os dados calculados
no problema direto. Uma estratégia tradicional é minimizar a norma em L? do residuo:

IGM — D]z

Este ¢ um problema geral de minimos quadrados e um método de resolucao, de particular
interesse em problemas mal-postos, é através da decomposicao em valores singulares (Singular
Value Decomposition - SVD). Com SVD, G é fatorado com a forma:

G=UXV"

onde U é uma matriz unitaria m x m, V' é uma matriz unitaria n x n e S é uma matriz diagonal
m X n com os valores singulares em sua diagonal arranjados em ordem decresente. E importante
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notar que podem existir valores singulares nulos.
Usando a pseudo-inversa de G, a solugdo para o problema (2.2.3) pode ser expressa por:

" U*D
. R = i
M=V U'D= E

i=1

v, (2.2.4)

S; v

onde s;, ¢ = 1,2,...,min(m,n) denotam os valores singulares em . Pode-se perceber que
a solugao do problema inverso se torna instavel quando um ou mais valores singulares estao
proximos de zero.

Dentre as possiveis solugdes para o problema (2.2.3), a Regularizacao de Tikhonov seleciona
aquela mais adequada ao dominio do problema. Uma maneira da regularizacao tem a forma:

min |GM — D||2. + || M|%. (2.2.5)

onde « é o parametro de regularizacgao.
A solugao de (2.2.5) pode ser obtido através do problema de minimos quadrados aumentado

para (2.2.3) da seguinte maneira:
G| | D
ol 0

Utilizando a pseudo-inversa de [ O(j. } , a solugao para o problema (2.2.5) é dada por:

min

k 9 x
M, = 5 Uiby
a — D) 2 i
— Si + o s;

Cousidere

fim o

s? 4 a?

Para s; > «;, f; = 1, e para s; < «;, f; = 0. Para valores singulares entre esses extremos, f;
produz uma contribuicao monotonicamente decrescente, em s;, do vetor V ; correspondente.
Para cada valor do paramtero de regularizagao «, existe os valores da solu¢ao de minimizacao
para [|[GM — D|[3. e ||M]]3.. A curva do logaritmo de ||M||3, versus |GM — D||3, geralmente
toma a forma de uma curva em L. Uma possivel estratégia para a escolha do parametro de
regularizacao é tomar o valor de a que gera a solucao préoxima ao vértice da curva em L. Este
¢ o chamado Critério da Curva em L.

2.2.2 Principio da Discrepancia de Morozov

Em problemas inversos mal-postos, a escolha adequada do parametro de regularizagao tem
grande influéncia sobre o resultado final da minimizacao. A bibliografia que trata desse assunto
é vasta e nao temos intencao de fazer uma revisao detalhada desses métodos. Neste trabalho
faremos uma abordagem com um viés bastante pratico, seguindo a abordagem de [18], de um
método de escolha do parametro de regularizagao baseado no Principio da Discrepancia de
Morozov.

Suponha um problema de minimizacao com regularizacao de Tikhonov

Fs(z) = [[ Az — y||* + o]|=*, (2.2.6)
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e suponha que um minimizador x5 exista. O parametro 6 > 0 é o parametro de regularizacao.

Assumindo que nés tenhamos um estimador € > 0 da norma do erro no vetor de dados de
(2.2.6) entao, qualquer vetor z tal que

[Az =yl <, (2.2.7)

deveria ser considerada uma solu¢ao aproximada. A inequagdo (2.2.7) nos fornece uma boa
indicacao para a parada do algoritmo de minimizacao. De fato, uma reducao da funcao objetivo
a niveis inferiores ao ruido nao nos fornece uma solucao mais proxima da solucao ideal. Se noés
definirmos a fungao discrepancia por

fiRy =Ry, f(0) = ||Azs — gy,

o Principio da Discrepancia de Morozov afirma que o parametro de regularizacao J deveria ser
escolhido satisfazendo
f(0) = [[Azs —yll = ¢, (2.2.8)

se possivel, isto é, a solucao regularizada nao deve ajustar a funcao aos dados com mais precisao
do que o nivel de ruido, como indicado de (2.2.7).

A Figura 5.3 ilustra graficamente o Principio da Discrepancia de Morozov. A escolha do
parametro de regularizacao é feita através do valor de § que gera um valor de discrepancia igual
ao estimador do ruido. Vale notar que a funcao discrepancia é estritamente crescente com o
valor de 9. Por outro lado, o valor da regularizacao é estritamente decrescente com o valor de
0 como ilustrado na Figura 2.2.

2.3 Meétodo do Estado Adjunto

A anélise de sensibilidade é um campo de larga aplicacao em ciéncias e engenharia, incluindo
otimizacao, estimacao de parametros, simplificacao de modelos, controle 6timo, andlise de in-
certeza e modelagem experimental. Em andlise de sensibilidade, estuda-se o comportamento
de fungoes em relagao & um conjunto de parametros de interesse. Nos métodos de otimizacao
baseados no gradiente, o custo computacional para a obtencao do gradiente ganha importancia
a medida que o nimero de varidveis envolvidas na otimizacao aumenta, sendo que diversas fer-
ramentas de otimizacao utilizam técnicas de diferenciacao automética, como diferencas finitas,
para esse calculo. Neste trabalho, utilizaremos uma técnica conhecida como Método do Estado
Adjunto para a obtencao do gradiente da fungao custo J. Nas proximas sessoes, apresentaremos
a motivagao e aspectos teoricos relevantes ao método do estado adjunto, mas uma introducao
ao assunto pode ser encontrada em [9]. Por fim, apresentaremos a derivagao do estado adjunto
aplicado ao problema inverso objeto de estudo deste trabalho.

2.3.1 Motivacao

Considere z € R"™ e p € R"™. Seja uma fun¢ao g(z,p) : R™ x R™ — R e uma fungao
f(z,p) : R"™ x R — R™ tal que f(x,p) = 0 e cuja derivada parcial g—f ¢ nao singular em
toda parte. A equacdo f(z,p) = 0 é, normalmente, resolvida por software que implementa o
problema direto. Dado valores para os parametros p, o programa calcula os valores x. Por
outro lado, g(z,p) é tomado como uma medida de mérito sendo, por exemplo, uma medida de

erro de ajuste da funcao, uma medida de suavidade de x e p ou qualquer funcao que mensure
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Figura 2.1: Principio de Morozov: O parametro de regularizacao corresponde a interseccao da
funcao discrepancia com o estimador de erro
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Figura 2.2: Valor da Regularizacao de Tikhonov
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o grau em que p atinge certo objetivo. A minimizacao de f pertence a classe de problemas
inversos.

Nesse contexto, é desejavel obter um método eficiente para o calculo do gradiente V,g. Uma
estratégia seria a resolucao de uma diferencga finita para cada uma das n, dimensoes de p. Cada
diferenca finita envolve, a0 menos, uma solucio de f(z,p) = 0. E facil perceber que esse método
de célculo do gradiente se torna ineficiente para grandes dimensoes de p.

2.3.2 Derivacao

Nesta secao, abordaremos o método do estado adjunto aplicado & problemas que envolvam
equacoes diferenciais parciais com dependéncia de tempo. No método do estado adjunto, o
gradiente é calculado indiretamente através da solugao do problema adjunto. Considere = €
R™, p € R™, um sistema de equagoes diferenciais parciais (EDP):

F(t, u, ug, Uy, Ugy, p) =0, (2.3.1)

e uma fungao objetivo G(x,u,p) que depende de u e p. Pela regra da cadeia, o gradiente V,G

é dado por:
@ B 0G@ oG

bl
dp  Oudp OP

Tomando (2.3.1) como um sistema nao linear sobre u e p, H(u,p) = F(t,u, Uy, Uy, p), tem-se
a seguinte relacao:

V,G =

oM ou ot _
oudp Op
OH

Assumindo que % ¢ inversivel, o gradiente V,G ¢ dado por:
u

0

—1
iG oG (8H) 0H 0G 232)

_— —— _ JRE— _|_ _

dp ou \ Ju dp  OJp
Existem dois métodos para o célculo do gradiente a partir de (2.3.2): Método direto e método
adjunto.

ou

, . . -1 , . .
No método direto calcula-se, primeiramente, = (%—IZ) %—;I que é a hessiana da solucao u da

EDP em relagao aos parametros p. Por outro lado, o método adjunto primeiramente calcula
% (%—5)71 que ¢ solucao do problema adjunto. Embora as solucoes sejam as mesmas para
ambos os métodos, o custo computacional envolvido é diferente. O método direto é adequado
para problemas que envolvam poucos parametros de otimizacao ou com grande nimero de
funcoes objetivo enquanto o método adjunto é mais eficiente em problemas envolvendo um
grande ntimero de parametros e poucas funcoes objetivo.

Existem duas abordagens para o método do estado adjunto: No primeiro, chamado abordagem
discreta, primeiro discretiza-se o problema original e, entao, diferencia-se o sistema discreto
com respeito aos parametros. No segundo caso, chamado abordagem continua, primeiramente
diferencia-se o sistema original em relacao aos parametros e, s6 entao, discretiza-se as PDEs
adjuntas. A abordagem discreta ¢ a de mais simples implementacao e pode ser resolvida através
de técnicas de diferenciagdo automatica enquanto a abordagem continua leva a derivacao e
solucao de um novo problema, o problema adjunto. Neste trabalho utilizou-se a abordagem
continua que gera resultados mais precisos além de nao necessitar de restricoes sobre o dominio
discretizado.
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Vamos novamente considerar um sistema de EDP sobre o dominio () e assumir que a PDE
envolve apenas derivadas até a segunda ordem:

F(t,u, ,D,(u), D3(u)) =0

Definindo a funcao objetivo como uma integral sobre o dominio de tempo e espaco, temos:

T
G(z,u,p) = / /g(t,x,u,p) dx dt (2.3.3)
0o Ja

O gradiente de GG com respeito a p é dado por:

dG r
VPG = % = /0 /Q(gp + gu“p)

onde utilizamos a seguinte notacao para derivada parcial:

o

Para derivar o problema adjunto, nos introduzmlos a variavel adjunta v. Como F(z,u,p) =0
em todo dominio €2, temos:

T
G(z,u,p) = G(z,u,p) —/ /VF dz dt
0o Ja

e o gradiente V,G é dado por:
/ / Gully + gp) — / /1/— dx dt (2.3.4)

Usando integracao por partes temos:

/ / / / vE, + (vE, — (WE,): — (W) + (VF,,, ) e )up do dt + / vE,u,ls dr
Q

/ /aQ(yFqup +vE,,, (up)e — (VE,,)sup) dl

Pode-se derivar condiges de contorno para v tais que u, e (u,), desaparecam ou sejam especifi-
cados via condicoes de Dirichlet. Vamos denotar o ultimo termo por B e definir v satisfazendo:

VFu - (VFut)t - (UFul)x + (VFuzm)x:p = Gu (235)

A equagdo (2.3.2) pode ser reescrita como:

T
o _ / / (g — VE,) — / (vFu )yl dz — B
0 Q Q

Com condigoes iniciais adequadas em t = T, (2.3.5) pode ser resolvida no sentido contrario
ao tempo. Se a PDE original tem indice nao maior que um, no tempo, pode-se escolher v em
t =T tal que vF,,|r = 0. Dessa forma, podemos reescrever (2.3.2):

_ /OT/Q(gp _VF) - /Q(ypw)houp(m de — B (2.3.6)

Para sistemas de EDPs comuns, onde F,, é uma matriz identidade, a condicao final para o
problema adjunto (2.3.5) é v = 0 [15]. Dessa forma, o problema adjunto é dado por:
vE, — WFy, ) — (0Fy,)s + (VFu2)ze = Gu
v(T)=0 (2.3.7)
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2.3.3 Gradiente de J

A partir das condigoes de fronteira de (2.1.1), nés obtemos:

oC

0_7](0’ 7_) = Oa

Denotando por P a variavel adjunta, temos:

T
/ / (PFCKCH+PFCKK(CW)K_ (PFCKK)KCTI) dl =0,
oQ
/ (PFe ) reoCly(0) dit = 0. (2.3.8)

Q

Introduzindo (2.3.8) em (2.3.6), nés obtemos a expressao do gradiente de J:

e

o Jo On

Considerando a Equagao de Dupire em (2.1.1) e a expressao de J em (2.1.2), é facil verificar
que:

oJ

a9, ="

oF __Ieoc
on 2 0K?

Dessa forma, podemos obter a expressao final para o gradiente de J:

V,J = //K2 el (2.3.9)

Para obter o problema adjunto, cuja solugao fornece P, considere a Equagao de Dupire (2.1.1)
e o problema (2.3.7). Tomando as derivadas sobre as solu¢oes na Equac¢do de Dupire, nos
obtemos:

or  O0K2\ 2 0K
P(K,7) =0,
P(K,7)=0. (2.3.10)

oP  0* [(nK? 0
0P, () D ) etk -

el

onde dg . denota a fungao delta de Dirac no tempo e preco de exercicio dos pregos das opgoes
do mercado.



Capitulo 3

Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) foi inventado por engenheiros por volta de 1950 para
resolucao de equagoes diferenciais parciais (EDP) provenientes de problemas mecanicos. Gene-
ralizacoes para outros campos da fisica e engenharia foram feitas por matematicos através dos
conceitos de formulacao variacional e formas fracas das equagoes diferenciais parciais.

Em financas, as EDPs provenientes de problemas de precificacao de opcoes podem ter suas
solucoes aproximadas por quatro classes de métodos numeéricos:

e Método das Diferencas Finitas é o mais simples mas apresenta problemas quando a solu-
cao requer um grid flexivel, nao regular, sendo dificil controlar o erro numérico.

e Método dos Volumes Finitos sao mais adequados para EDPs hiperbolicas. Em financas,
o método pode ser 1til para precificagao de opcoes Asiaticas, onde a PDE se torna hiper-
bélica proximo ao vencimento.

e Métodos Espectrais sao métodos de Galerkin com séries de Fourier de alto grau po-
linomial. Eles sao utilizados para resolucao de PDEs com coeficientes constantes que
raramente aparecem em financas.

e Método dos Elementos Finitos parecem, & primeira vista, desnecesssariamente complexos
para financas onde uma grande classe de problemas é unidimensional no espaco. Ainda
assim, o método é bastante flexivel para grids nao regulares e as dificuldades de imple-
mentacao sao, apenas, aparente.

3.1 Formulacao Fraca

Formulacoes fracas constituem uma ferramenta importante em analise de equagoes matematicas
e permitem a transferéncia de conceitos de algebra linear para outros campos como equagoes
diferenciais parciais. Na formulagao fraca, uma EDP tem solucoes fracas apenas com respeito
a certas funcoes testes.

15
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3.1.1 Alguns Espacos de Fungoes
Nos denotamos por L2(R,) o espago de Hilbert das func¢oes quadrado-integravels sobre R+, do-

tado com a norma ||v|| 12r,) = (fR dm) e produto interno (v, w) 2w,y = [y, v ) dx.

Chamando de D(R,) o espaco das fun(;oes suaves com suporte compacto em R, , nds 1ntr0du—
7imos 0 espagco

W = {w continua em [0, 4+00) : w(z) = /9«" ¢(s) ds, com ¢ € LQ(R+)} :
0

3.1.2 Formulacao Fraca da Equacao de Dupire

Consideremos o problema de precificagao de op¢oes Européias de compra através da equacao de
Dupire. E conveniente substituir a variavel de tempo ¢ pela variavel de tempo para o vencimento
T —t transformando, assim, o problema de valor final em problema de valor inicial. Para .S > 0
ete (0,7

oCc 1 , 0°C oC
T 50’ 2K? 9K + (rr — )Ké)_K +qrC =0, (3.1.1)
com condicao de Dirichlet
C(K,0)=Cy(K), SeR,, (3.1.2)

onde Cj é a funcao de payoff.
Vamos multiplicar (3.1.1) por uma fungao suave ¢, de valor real, sobre R, e integrar em K
sobre R, . Assumindo que integragoes por partes sao permitidas, temos:

d
0= =ar /. C(K,T)gzﬁ(K) dK
2 2
N K o*(K,T)0C(K,T) 0¢(K) Ik
R, 2 0K 0K
Jo(K,T) 8C(K T) 0¢p(K)
_ 2
+/R+( rr+o0°(K,T)+ Ko(K,T) 5 ) oK e dK
+7°T/ C(K,T)p(K) dK.
R
Levando a forma bilinear a; :
K?0*(K,T) dv dw
= — 1.
an(v, ) /]R+ S S K (3.1.3)
0o(K,T) ov Ow
_ 2 ) -
+/R+( rr+ 0 (K, T)+ Ko(K,T) 5k )KaKaK dK

+ qT/ vw dK,
Ry

Temos a Formulagao Fraca de (3.1.1), (3.1.2) : Encontrar C € C°([0,T], L*(R))NL3(0,T; V),
tal que g—g € L*(0,T;V"), satisfazendo

C(K,0) =Cy(K) emR, e paratodoT € (0,7), (3.1.4)

oC
Yv eV, (a—T,v) + a;(C,v) = 0. (3.1.5)
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3.2 Problema Parabodlico de Valor de Contorno

Comecaremos apresentando o Método dos Elementos Finitos para um problema parabodlico
genérico. O framework é o mesmo para qualquer dimensao do espago d: para um formulacao
fraca tomada sobre um espago de funcoes infinito-dimensional V, por exemplo

V=H'Q) ={we Q) : Vwe L(Q)"},

consiste na escolha de um subspaco finito-dimensional V}, de V', por exemplo, o espago das
funcoes afins por partes sobre uma triangularizacao de €2, e a resolugdo do problema com
funcgoes teste em V}, no lugar das fungoes em V. A construgao de V}, é feita como se segue:

e O dominio é particionado em células nao sobrepostas como, por exemplo, intervalos em
espacos unidimensional, triangulos ou quadrilateros em espagos bidimensionais e prismas
ou tetraedros em espacos tridimensionais. O conjunto de elementos da particao é cha-
mado triangularizagao;

e Escolhe-se o grau maximo k da aproximagcao polinomial nos elementos;

e V), é construido a partir das fungoes de V' cuja restricao nos elementos sao polinomiais de
grau inferior a k.

Considere o seguinte:

e Seja © um dominio polinomial de R? aberto e limitado;

e Seja I' a fronteira de €2, assumindo que 2 = 2y U 2, onde a medida unidimensional de
Q.NQ, EO0;

e Para x € I', n6s denotamos por n o vetor unitario normal a [' em x, apontando para o
exterior;

e Consideramos as seguintes funcoes suaves:
K:Q—= (R a: Q=R B:Q—=R, b:T, >R

Nos desejamos encontrar u(x,t), resolvendo numéricamente o problema parabolico de condicdo
de contorno

Ou — V(kVu) — V(au) + fu = ¢, em Q x (0,7T),
u(x,0) = ug(x) em Q,
u=g sobre T'y x (0,T),
—bu — (kVu)n = f sobre I';, x (0, 7). (3.2.1)

Introduzindo a forma bilinear sobre W:

a(w,v) = /Q((/-in)Vv — V(aw)v + pwv) +/ bww, (3.2.2)

n
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obtém-se a formulagao variacional de (3.2.1) como: Encontrar u : u —u, € L*((0,T) : V),
u € C°[0,T], L*(2)), e Qu € L*((0,T) : V'), com u(z,0) = ug(x) e, para todo t € (0,7,

VoeV, (Ou,v)+ alu,v) = /Q St + /F F(t)o. (3.2.3)

Pode-se demonstrar que, se existe u, satisfazendo as condigoes acimas, entao o problema vari-
acional tem solugdo tinica que satisfaz (3.2.1) no sentido de distribuicoes [1].

3.2.1 Discretizacao de Tempo

Considere uma partigdo do intervalo [0,7] em subintervalos [t,,_1,t,], 1 < m < M, tal que
O=to<ti <..<t,="T.

Denotando por At,, a diferenca t,, — t,,_1 and por At o maximo At,,. Assuma que ug € W.
A discretizagdo de (3.2.3) por meio do Esquema de Cranck-Nicolson resolve u,, € W, m =
0,..., M, tal que u® = ug e para todo m = 1,..., M, u™ — uy(t,,) € V, e para todo v € V,

m __ ,,m—1 1
u,v + =(a(u™v) +a(u™ " v)) = / P2 [ 2y, (3.2.4)
At,, 2 Q Ty

3.2.2 Discretizacao de Tempo e Espaco

A discretizacao do espaco é obtida através da substituicao de W por um subspaco de dimensao
finita W), C W. Pode-se, por exemplo, tomar W), como o espago das func¢des polinomiais
continuas por partes sobre uma triangularizacao de 2. Para um ntimero real positivo h, seja
uma particdo 7T, de €2 em triangulos nao sobrepostos, tais que:

o O =Uger, K;

e Para todo K # K’, dois triangulos de 7, a medida de K N K’ é vazio, ou igual a um
vértice em comum de K e K’ ou igual a uma aresta em comum de K e K’;

e Para todo K € Tp,, a medida de K NT'y(K NT,,) é zero ou uma aresta de K;

o maz ke, diametro(K) = h.

Neste trabalho, utilizaremos k£ = 1, considerando W) um subspaco de funcoes afins por par-
tes. Dessa forma, W), é um subespago finito-dimensional de W e V}, é um subespaco finito-
dimensional de V.

Assuma que para todo m = 1,..., M, existe a fungao uy}, € W, tal que o traco de ug, sobre
Ly é g(ty). Supondo que ug € Wp,, a discretizacdo total, de tempo e espaco, da formulacao
variacional (3.2.3) consiste na obtencao de u* € W, m = 1,..., M, tal que u}" — ug, € Vi, €,
com u® = wuy,

m—1

ult —u 1

S Th )+ —(a(uy',vp) + a(u;l”_l, vp)) = / gbm_l/%h + fm_l/zvh, (3.2.5)
At,, 2 Q r,
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Figura 3.1: Triangularizagao sobre o dominio €2

3.2.3 Forma Matricial

Considere (w;);—1._ny uma base para o subspago finito-dimensional V. Assim, u}", para qual-
quer m =1, ..., M, pode ser escrito como

N
up' () = ugly, + Z uiwy, (3.2.6)
j=1
Aplicando (3.2.6) em (3.2.5), tomando v, = w;, obtém-se um sistema linear para u,, =
(U?)Jrﬁ ,,,,, N -
m m—1 Atm m m—1
Mu™ —u™") + TA(U +u" ) =1, (3.2.7)

onde M e A sdo matrizes em RV*N com:

Mi,j:/wiwj,
Q

Ai,j = a(wi,wj), (328)

1
f. = At, </Q "V 2, —0—/F fm71/2wi — §a(u$,;1 + u;’?h,wi)) — /Q(u;rfhl — u;’fh)w,;

Pode-se provar que, se At é suficientemente pequeno, M + A%A é inversivel, logo (3.2.7) tem
solugdo. [1]

3.2.4 Escolha da Base

Com a escolha de k£ = 1, n6s trabalhamos sobre elementos finitos lineares. EM cada triangulo
K € T, sejam ¢;, i = 1,2,3, os vértices de K. Definimos, para x € R?, as coordenadas
baricéntricas de  como solucao de

> M) ==, > M) =1

i=1,2,3 i=1,2,3
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As coordenadas baricénctricas A\X sdo fungdes afins de x. Dessa forma, para qualquer fungio
v, € Wh, sobre cada triangulo K € T}, temos:

vn(x) = va( Z Af(x)Qf) = Z Uh(qu())\f{(x)

i=12,3 i=1,2,3

Dessa forma, as funcoes em W), sao unicamente determinadas por seus valores em cada no6 de
Ty e as funcoes de V), sao unicamente definidas pelos valores em cada né de 7, nao contido na
fronteira I'y;.

Sejam (¢') = 1,..., N os nos de T, nao localizados em I['y, e sejam w; fungoes tinicas em V}, tal
que w;(¢’) = d;; para todo j = 1,..,N. Em cada tridngulo K, que contém o vértice ¢', w;
coincide com a coordenada baricéntrica correspondente a K. Dessa forma:

N

vy = th(qi)wi, (3.2.9)

=1

mostrando que (w")izlmN é uma base de V},. Essa base, como definida anteriormente, é cha-
mada de base nodal de V},. Como o suporte das funcoes bases w’ e w’ se intersectam apenas
quando ¢’ e ¢/ pertencem ao mesmo tridngulo, as matrizes M e A, construidas com a base
nodal, é muito esparsa. Isso reduz a complexidade dos calculos computacionais na resolucao de
(3.2.7).

3.3 Discretizacao da Equacao de Dupire

Nos estamos interessados em discretizar a Equacao de Dupire para uma opcao Européia de
compra considerando a auséncia de pagamento de dividendos, gr = 0. Vamos denotar n(K,T) =
o?(K,T) , tomar K e 7 suficientemente grandes e considerar a Equagao de Dupire sobre o
retangulo [0, K] x [0,7]. Sendo Sy o prego do ativo subjacente, temos

oc 1 _,0°C oC

or 3 g Tl =0 (331)
com condicao de Dirichlet

C(K,0)=(Sy— K)", SeR,, (3.3.2)

C(K,T) =0.

Nos introduzimos uma particdo do intervalo [0,7] em subintervalos [t,_1,t,], 1 < n < N,
com At; = t; — t;_1. Também consideramos uma parti¢ao do intervalo [0, K | em subintervalos
w; = [ki—1, ki), 1 <@ < N+ 1, tal que 0 = ko < by < ... < kn, < kn,+1 = K. Tomamos h;
como o tamanho do intervalo w; e definimos a triangularizacao 7, de [0, K ] como o conjunto
{wy, ..., wn, +1}. Devemos assumir que o pre¢o do ativo Sy coincide com algum no6 de 7. O
subspaco discreto V}, é definido por

Vi, = {Uh S CO<[0,R]) : Uh(R) = O,Vk € E;Uh\k é aﬁm}

O problema discreto, resultante da aplicacao do Esquema de Euler no tempo, é dado por:
Encontrar (C™)o<m<n, C™ € V}, satisfazendo

CUK) = (Sy— K)*
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e para todom, 1 <m < N,
Vo, € Vi, (O = O Y on) + Atyan (CFF, vy) = 0. (3.3.3)

onde a forma bilinear a,, = a;,, ¢ dada por (3.1.3).

forma matricial de (3.3.3) definidas por M;; = (w’,w?), A{"; = ay,,(w', w’), para 0 < i, j < N,
Tomando C™ = (C™(ky), ...,C™(kn, )" e C° = ((So— ko)™, ..., (So—kn, ) "), temos que (3.3.3)
é equivalente a

M(C™ — C™ 1) + At,, A"C™ = 0.

reorganizando os termos, obtemos
(M + At,,A™)C™ = MC™ 1. (3.3.4)

A escolha da base nodal para V}, torna as matrizes M e A tridiagonais pois quando |i — j| > 1,
a interseccao dos suportes de w’ e w’ tem medida nula. Dessa forma:

, K- K,;_ : 1
w'(K) = = L okui(K) = - VK € (Ki_1, K
, K, 1— K : 1
’Uﬂ(K) h1‘+1 , 6KwZ(K) == _h,+1 VK S (KZ, Ki+1) (335)
E, dessa forma:
K K
o o K, K,
/ wz—lwz — 57 / Swzasz—l — : 1 _ ?7
0 0
K K
- h; + h; , - h; + h;
0 0
K K
h; h;
0\2 1 0 0 i
= —, Sw"0 = ——,
/0 (w”) 3 /0 w 0w 5
K K
Lk o K, K,
/ wH_le = _+1, / Sw’(()Kw”l = +1 + —, (336)
0 6 0 6 3

Com isso, obtemos a seguinte forma para as matrizes M e A™

r
Ar = ——h
0,0 6 1
A = 2 DU T — —(h; + h; 1<i<N
(3 2 (hl +hz+1) 6( + +1)7 —7’_ Y
k2n(ki, t, i i
Aﬁ_1=—%—%+hg, 1<i<N,
2 ) ) .
Am __kin(kutm) kzr_i_hz—i-lr7 OSZSN—l
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hi
Moo = 5
h; + h; )
M= S 1 <ig N,
hi .
Mi,i—lzgu 1<e¢<N,
M ~ hip 0<i<
Bitl = T 1< N -1

3.4 Discretizacao do Estado Adjunto

Considerando, agora, o problema (2.3.10), o estado adjunto discreto (P™)o<m<n ¢ solucdo para
PV = 0, e
M(P™ — P™) 4 At AT P =2 " G™,
el
onde
T
am — (0, I/ (S NN N T (S A R > ,
i€l el
onde AT"™ denota a transposta da matriz A™.
Considere uma variagao on e 6C = C'(n+ dn) — C(n). Da Equacao de Dupire, temos

90C K> 9°5C 95C  nK? 9°C

r

oT 2 OK? 0K 2 0K?
6C(K,0) =0,
0C(0,7) =0,
6C(k,7) = 0. (3.4.1)

Assim, a variacao de C™ satisfaz 6C° =0 e
M(C™ — 5C™ 1) + At,, A"6C™ = —At,,0A,,C™,

onde a varia¢ao da matriz A™, causada por uma variagao 07, é dada por

6A8’j0 =0,
k2n(kitm) (1 1 _
A" = 2 T2 — 1<i<N
2,1 2 hz + hi+1 9 — [/ — bl
E2n(k;, t,
JAT_ | = _% 1 <i<N,
E2n(k;, t,
5A?}+1:—%, 0<i<N-—1.
1+1

Dessa forma, podemos reescrever (2.3.9) como

N, N
Vol =3 At P A,CT (3.4.2)

i=0 j=0
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Observe que, dada a condicao final do problema adjunto, P" = 0, nés devemos estender a
dimensao do problema adjunto no tempo para a utilizacao de todos os valores dos precos de
opcoes de compra observados no mercado.



Capitulo 4

Problema de Minimizacao

Neste capitulo nos trataremos dos métodos necessarios & minimizacao do problema de minimos
quadrados da calibragem de volatilidade local. Inicialmente, apresentaremos algumas condicoes
de convergéncia e uma estratégia de escolha do comprimento do passo das iteragoes baseado
nessas condicoes. Por fim, apresentaremos um método quasi-Newton, que nao requer o calculo
direto da Hessiana da funcao objetivo, e uma adaptacao do conhecido método BFGS, o LBFGS,
que limita a memoria computacional utilizada.

4.1 Meétodos Line Search

Considere um método de otimizacao que, dado uma direcao de busca pg, decide quao distante
procurar ao longo dessa direcao. Podemos definir um valor escalar positivo ay, chamado de
comprimento do passo, e escrever a equagoes das iteracoes por:

Tl = Ty, + AP (411)
Em geral, a direcao de busca toma a forma:

pr=—B;,'Vfi,

onde By, é uma matriz simétrica nao singular. Enquanto no método de Newton B, toma a forma
da Hessiana V?2f(z;), nos métodos de quasi-Newton By é uma aproximaciao para a Hessiana
que é atualizada a cada iteracao do algoritmo.

Métodos de Line Search buscam valores adequados de ay que satisfacam certas condi¢oes ne-
cessarias a convergéncia do algoritmo de minimizagao.

4.1.1 Comprimento do Passo

A escolha do comprimento do passo «j em cada iteragao (4.1.1) de um método de otimizagao
é de importancia central para a eficiéncia do algoritmo. No6s procuramos por um comprimento
de passo que forneca uma relevante redugao da funcao objetivo f, mas nao podemos podemos
investir muito tempo e custo computacional na busca por esse valor. Considere uma funcao
escalar ¢, : R — R definida por:

or(a) = f(z +apy), a>0. (4.1.2)
Um minimizador global poderia ser escolhido de tal forma que

oy, = argmin ¢(a),

24
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mas em geral, a escolha desse minimizador exige muito tempo computacional envolvendo muitas
avaliagoes da funcao objetivo f e, possivelmente, de seu gradiente V f. Métodos mais praticos
realizam uma busca inexata procurando equilibrar baixo custo com a obtencao de valores que
tragam reducoes adequadas a f.

Algoritmos de de busca do comprimento de passo agem em duas etapas. Na primeira, busca-
se um intervalo de comprimento de passo que satisfaca condigoes de convergéncia enquanto
na segunda etapa escolhe-se um passo adequado, dentro do intervalo obtido, que forneca uma
redugao relevante de f.

4.1.2 Condicoes de Wolfe

A convergéncia de um método de otimizacao estd, também, associada ao comprimento do passo
em cada iteracao. Uma primeira condicao simples, que surge intuitivamente, seria a imposicao
de que o comprimento do passo «aj gere uma reducao de f, isto é, f(zr + appr) < f(xg).
Nao é dificil notar, porém, que essa Gnica condi¢cdo nao garante a convergéncia do método
uma vez redugoes insuficientes em f levam a progressos computacionalmente insignificantes
nas iteracoes. Dessa forma, nos devemos garantir uma condi¢ao de reducgao suficientemente
grande para f, em cada iteracao.

Uma condicao popularmente utilizada em métodos line search, define valor para o comprimento
do passo «a; baseado em um valor minimo de reducao para a funcao objetivo f. Essa condicao,
conhecida como Condicao de Armijo, segue a seguinte desigualdade:

flae + arpr) < f(@) + crowV f i, (4.1.3)

definida para uma constante ¢; € (0,1). Na pratica, ¢; é escolhido para ser pequeno, por
exemplo ¢; = 1074]20].

Observe que (4.1.3) é satisfeita para valores arbitrariamente pequenos de . Dessa forma, ape-
nas a Condicao de Armijo nao garante a convergéncia do método de minimizagao. Para definir
um limite inferior de valores inaceitavelmente pequenos de «ay, nos introduzimos a chamada
Condicao de Curvatura, que segue a seguinte desigualdade:

Vf(xg + cawpr) pr > 2V fl i, (4.1.4)

definida para uma constante ¢y € (c1,1). Note que ¢'(a) = Vf(zr + api)?pr. Dessa forma,
se a inclinagdo ¢'(a) é significantemente negativa, nés podemos reduzir f através da direcao
de descida p,. Por outro lado, se a inclinagao é pouco negativa ou mesmo positiva, nenhum
avanco relevante pode ser feito em relacao e minimizacao de f e o método line search deve ser
finalizado. Tipicamente, co = 0.9, quando a direcao de descida p, ¢ obtida por um método
quasi-Newton ou Newton|[20].

Juntas, as Condicoes de Curvatura e Armijo sao conhecidas como Condigoes de Wolfe:

flre + appr) < flxg) + clakaEpk,
Vf(zg + cwpr) pr > szfgpk, (4.1.5)

com 0 < ¢ <cy <1

4.1.3 Algoritmo de Escolha do Comprimento do Passo

A partir deste ponto, nés passaremos a considerar o problema de minimizar uma funcao escalar

¢(@) = [z + apr),
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e encontrar um comprimento de passo oy que satisfaca as Condicoes de Wolfe. Para confinar
os valores de aj em um intervalo positivo, nés consideramos que pi é uma direcao de descida,
isto ¢, ¢/(0) < 0.

Para funcoes nao lineares, geralmente utiliza-se um procedimento iterativo para a escolha do
comprimento do passo da iteracao. Esse procedimento merece atencao especial pois tem im-
portancia central na eficiéncia dos métodos de otimizagao.

Os procedimentos de escolha de passo podem utilizar a apenas informacao da funcao objetivo
ou, adicionalmente, de seu gradiente. Procedimentos que utilizam apenas a func¢ao objetivo sao
pouco eficientes pois precisam iterar até que a busca por um minimizador seja reduzida a um
pequeno intervalo. Por outro lado, com o uso da informacao do gradiente da funcao objetivo,
pode-se afirmar se um valor candidato a passo da iteracao satisfaz as Condigoes de Wolfe. Em
geral, a primeira escolha de oy satisfaz as condigoes e o procedimento de procura pelo compri-
mento do passo nao precisa ser acionado. Para métodos de Newton e quasi-Newton, a valor
ap = 1 sempre deve ser usado como valor inicial para o passo. Essa condicao garante que o
valor sempre serd usado quando as Condicoes de Wolfe forem satisfeitas levando os métodos
a apresentarem rapidas taxas de convergéncia. Todo procedimento de busca do comprimento
do passo requer uma estimativa inicial ao e, entdo, gera uma sequéncia {a;} de valores que
termina com as Condigoes de Wolfe satisfeitas ou determina que tal comprimento nao existe.
Tipicamente, os procedimentos dessa classe realizam duas etapas: uma etapa de agrupamento,
que encontra um intervalo [a, 13] contendo valores aceitaveis de comprimento do passo, e uma
fase de selecdo que determina um valor final dentro do intervalo. A etapa de agrupamento
comeca com uma valor inicial oy que vai sendo incrementado, a cada iteracao, até um valor,
ou intervalo de valores, aceitdvel. Se um valor aceitavel é encontrado, o algoritmo termina e
retorna o comprimento de passo satisfazendo as condi¢oes de Wolfe. Se o algoritmo encontra
um intervalo, a etapa de selecao se inicia sobre esse intervalo.

No Algoritmo 1, nbés apresentamos a etapa de agrupamento do método Line Search discutido.

Algoritmo 1: Line Search: Etapa de Agrupamento

ap < 0, choose e, > 0 and a; € (0, Az );
14 1;
repeat
Evaluate ¢(«;);
if ¢(a;) > ¢(0) + ¢;;0'(0) or (¢(i) > ¢(i—1) and i > 1) then
‘ a <+ selecao(;_1, ;) and stop;
end
Evaluate ¢/(a;);
if gb/(Qi) Z CQ¢/(O) then
‘ o <+ «; and stop;
end
if ¢'(a;) > 0 then
‘ a < selecao(a;, ;1) and stop;
end
Choose a1 € (@, Qnaz);
141+ 1;
until;

A dltima etapa do algoritmo realiza uma extrapolagao para encontrar o préoximo valor
candidato «;,1. E importante notar que os valores devem crescer suficientemente rapido para
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alcancar o limite superior a,,,, em um nimero finito de iteracoes.
A etapa de selecao é apresentada no Algoritmo 2. Os parametros de entrada seguem a forma
selecao(ay,, ayi), onde

e O intervalo definido por «y, € ayp; contem comprimentos de passo que satisfazem as Con-
dicoes de Wolfe;

e (y, ¢, entre todos os valores do intervalo, aquele que gera o menor valor da fungao objetivo;
e «y; é escolhido tal que ¢ (ay,)(an; — o) < 0.

Cada iteragao do algoritmo gera um valor a; entre oy, e oy, e, entao, substitui um dos extremos
do intervalo por esse novo valor. Se esse novo valor satisfaz as Condicoes de Wolfe, o algoritmo
se encerra retornando «;. A primeira parte do algoritmo, que realiza uma interpolagao para

Algoritmo 2: Line Search: selecao

repeat
Interpolate to find a trial step lenght «; between oy, and ayy;;
Evaluate ¢(«;);
if 6(ay) > 6(0) + cia;(0) or aay) > élay,) then
\ Qp; < Oy
end
else
Evaluate ¢'(c;);
if ¢'(a;) > c2¢'(0) then
\ a < o and stop;
end
if ¢(a;)(an; — ayo) > 0 then
|
end
Qo < o)
end
until;

encontrar «;, deve garantir que o novo valor nao esteja muito proximo dos valores extremos do
intervalo. Na pratica, o algoritmo pode fazer uso de propriedades de interpolacao polinomial
para encontrar candidatos adequados do proximo comprimento do passo.

Nos podemos utilizar as informagoes dos valores da fun¢do ¢(«) e da sua derivada para criar
um procedimento de interpolagao na busca de «; que satisfaca a Condigao de Armijo. O
procedimento gera uma sequéncia decrescente de valores «; tais que «; nao é muito menor do
que seu predecessor «;_1. Nos podemos podemos utilizar os valores de ¢(ay,), @' (au,) € d(an;)
para construir uma aproximacgao quadratica

<¢(Oéhi) - ¢(Oézo) - (ahi - Qlo)¢,<@lo))

(i — aw)? (o = o) + &' (o) (@ — o) + Pleuo),  (4.1.6)

¢q(a) =
O valor candidato do novo comprimento «; sera definido como o minimizador de (4.1.6)

L 2 41
Oéj _ (ahz alo) ¢ (alo) + U

2[¢(ani) — ¢(auo) — (ani — auo) @' (cuo)]
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4.2 Quasi-Newton LBFGS

Métodos quasi-Newton, assim como o método do gradiente simples, necessitam apenas do cal-
culo da funcdo objetivo e seu gradiente em cada iteracao. Através de mudancas dos valores
do gradiente, essa classe de métodos constroem aproximagoes para a Hessiana da funcao obje-
tivo, produzindo convergéncia superlinear. A vantagem sobre o método do gradiente simples é
enorme e, como as segundas derivadas nao sao utilizas explicitamente, métodos quasi-Newton
sao, geralmente, mais eficientes que o método de Newton.

4.2.1 Meétodo BFGS

O algoritmo quasi-Newton mais popular ¢ o Método BFGS, nomeado por seus criadores Broy-
den, Fletcher, Goldfarb e Shanno. Considere um modelo quadratico da funcao objetivo na
iteracao k

1
mi(p) = fu + Vfip+ QpTka-

By, ¢ uma matriz simétrica n X n positiva definida que sera atualizada a cada iteracao. Observe
que mg(0) = fr e Vg (0) = V fi. O minimizador desse modelo quadratico pode ser facilmente
obtido algebricamente e tem a forma:

—1
pe=—B; "V [y,
Utilizando o minimizador como direcao de busca, a equacao das iteracoes pode ser escrita como
rr + 1 = x5 + agDx,

onde oy é o comprimento de passo satisfazendo as Condigoes de Wolfe (4.1.5). No lugar de
recalcular By a cada iteracao, pode-se atualizar a matriz, de uma maneira simples, através das
medidas de curvatura durante os tltimos passos. Nos podemos impor que o gradiente de my.4
coincida com os valores do gradiente de f nas iteragoes zy e zgr1. Como Vmy,1(0) = V fri,
a segunda condicao é satisfeita trivialmente. A primeira condi¢ao pode ser escrita como

Vi1 (—axpr) = V fip1 — @ Bryipr = V f.

Dessa forma, temos

Biiiagpr = V frg1 — V. (4-2-1)
Podemos simplificar a notacao definindo os vetores
Sk = Tg41 — Tk = QgD Yk = Vi1 — Vi,
Assim, (4.2.1) se torna
Biy15k = Yi- (4.2.2)

Dadas as mudangas de valores s; e yg, (4.2.2) define um mapeamento, através uma matriz
positivo definida By, 1, de s, em yy. Isso é possivel apenas se s, e y; satisfizerem a condigao de
curvatura

sty > 0. (4.2.3)

Quando f é fortemente convexa, (4.2.3) sera satisfeita para quaisquer dois pontos xy € Ty 1.
Para funcoes nao convexas, a escolha do comprimento do passo satisfazendo as Condicoes de
Wolfe garante que V fL, s, > oV fiL'sy, e, por isso

ylse > (co — DapVfipr > 0.
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Quando as Condigbes de Wolfe sdo satisfeitas, a equacao (4.2.2) sempre tem solugdo Byy1. De
fato, (4.2.2) admite infinitas solugbes. Para determinar By, unicamente, nés devemos impor
condigoes adicionais tais que entre todas as matrizes simétricas positivo definidas, By, esteja,
em algum sentido, proxima ao valor de By. Dessa forma, devemos resolver o problema

min 1B — By
sujeito a B = BT, Bsj, =y, (4.2.4)

onde si e yy satisfazem (4.2.3) e By é simétrica e positivo definida. Diferentes normas matriciais
podem ser usadas e dao origem a diferentes métodos quasi-Newton. Para derivar o método
BFGS, nés podemos impor as mesmas condigoes a matriz inversa da aproximacgao da Hessiana,
Hy, sendo Hy, = kal.
O problema (4.2.4) toma a forma analoga
in||H — H,
min | H — Hy|
sujeito a H = H', Hy, = s, (4.2.5)
Considerando a norma de Frobenius ponderada
1 1
[Allw = [[W2 AW=]|p,
onde |Cllr = 377, 200, ¢i; e W é qualquer matriz satisfazendo Wsy = y, a solugdo tnica
Hy11 para o problema de minimizacao (4.2.5) é dada por

(BFGS)  Hyy1 = (I — prswyl VHe(I — prywst ) + prsesy, (4.2.6)

com pk - ’UgSk .

4.2.2 Método L-BFGS
Cada passo do método BFGS tem a forma

Tp1 = Ty — g HE, V f,

onde Hj, ¢ atualizado segundo (4.2.6).

Como a matriz inversa da aproximacao da Hessiana Hj serd, geralmente, densa, o custo com-
putacional de armazenamento e manipulacao dessa matriz cresce a medida que o nimero de
parametros de otimizacao aumenta. Para lidar com essa dificuldade, nés podemos armazenar
implicitamente uma versao modificada de Hy através de um certo ntiimero de pares de vetores
{si,y:}. O produto HyV fi pode ser obtido através de produtos internos e somas envolvendo
V fx € os pares {s;,y;} armazenados. Apoés cada calculo de Hy, o novo par {sg, yx} ¢ armaze-
nado e o mais antigo par do conjunto {s;,y;} é descartado.

Considere que o algoritmo armazena m pares de vetores {s;,v;}, i = k —m,...,.k — 1. Nos
devemos tomar uma aproximagao inicial para a Hessiana HY, que pode variar a cada iteragao
e, utilizando (4.2.6), verificamos que no método L-BFGS a aproximacdo Hj pode ser obtida
pela féormula

Hy =V, . VENH) (Vi Vi1)
+ Pk—m(VkT—1-~-VkT—m+1)$k—m3;}F—m(Vk—m+1---Vk—l)
+ Premir (Vi1 Vi i2) Sk—mi18h—m 1 (Veema2.--Vio1)
+ ...
+ Pr_15K_151 1. (4.2.7)
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onde Vj, = I — pryrsi. Da expressio (4.2.7), podemos derivar um procedimento para calculo
do produto H;V f;. Esse procedimento é dado pelo Algoritmo 3.
A cada iteragao, nos deparamos com o problema de escolha da aproximagio inicial Hy. Um

Algoritmo 3: L-BFGS:Dupla Recursao

q < Vi
fori=k—1,k—1,...k—mdo
ai<_pi$zTQ;
q < q — ouY;;
end
r(—H,gq;
fori=k—m,k—m+1,....k—1do
B piy}r;
r <1+ si(a; — B);
end

stop with result H,V f, = r.

método para escolha que se mostra efetivo na pratica é considerar HY = v,.I, onde

T
_ Sk—1Yk—1
Te = 71— -
Yi—1Yk—1

O algoritmo final quasi-Newton L-BFGS é apresentado no Algoritmo 4. Durante as primeiras

Algoritmo 4: L-BFGS

Choose starting point xg, integer m > 0;
k < 0;
repeat
Choose HY;
Compute py < —HV fi from (3);
Compute xpyq < T + appr, where oy is chosen to satisfy the Wolfe conditions;
if £ > m then
‘ Discard the vector pair {Sg_m, Yr—m} from storage;
end
Compute and save Sy, < Tpi1 — T, Y = V frr1 — Vi
k<« k+1;
until convergence;

m — 1 iteracoes, os métodos BFGS e L-BFGS sao equivalentes se a escolha para a aproximacao
inicial for a mesma em ambos os métodos.



Capitulo 5

Resultados Numéricos

Nesse capitulo, nos apresentaremos os detalhes de implementacao e resultados numéricos ob-
tidos com a solucao do problema de calibragem da volatilidade local. Foram utilizados dados
sintéticos, gerados por simulagao, e dados reais de opgoes americanas de compra sobre futuro de
commodities. Comecaremos por apresentar os resultados referentes aos dados simulados onde,
também, cabe uma pequena discussao em relacao a metodologia de geracao de dados e ruidos.
Por fim, apresentaremos os resultados obtidos com a utilizacao de dados reais do mercado de
opcoes.

5.1 Simulacao

A etapa de resolucao do problema de calibragem para dados simulados é importante para a
validagao de implementacao e observacao de caracteristicas do problema. Nesta etapa, os dados
referentes & negociacao, no mercado, das opgoes europeias de compra sao gerados a partir de
uma superficie de volatilidade local arbitrariamente definida. O problema de calibragem, nesse
caso, consiste na obtencao de uma superficie de volatilidade local suficientemente préoxima
aquela utilizada na geracao de dados.

5.1.1 Geragao de Dados

Nao é incomum que, em testes de modelos tedricos exatos ou aproximados, sejam utilizados
dados sintéticos. Seja por falta de dados reais ou pela conveniéncia na criagdo dos proprios
dados, a simulagao de dados sintéticos merece atencao e a falta de cuidado nesta etapa pode,
eventualmente, produzir resultados que nao concordam com a realidade. A primeira preocupa-
cao que deve ser tomada na criacao de dados sintéticos para a resolucao de problemas inversos
diz respeito ao Crime Inverso. Essa expressao foi, pela primeira vez, utilizada por Colton e
Kress em [5] e consiste na inversao trivial de problemas finito-dimensional. Dessa forma, os da-
dos sintéticas deveriam ser gerados através de um problema direto que nao mantivesse conexao
com o problema inverso testado. Para evitar o crime inverso trivial, aquele no qual o modelo
do problema direto usado para a geracao de dados é utilizado, exatamente com a mesma forma,
no problema inverso, nés utilizamos um grid mais fino para a simulacao de dados do que o
utilizado para a resolu¢do do problema inverso[18|. Na Figura 5.1, nos apresentamos os grids
utilizados no presente trabalho.

A superficie de volatilidade local utilizada para a simulacao dos dados é apresentada na Fi-
gura 5.2. No6s adicionamos um componente temporal de decaimento de forma que a volatilidade
local tenda a decrescer com a aproximacao do vencimento. Além disso, a superficie apresenta

31
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preco de exercicio
preco de exercicio

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 ) 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
vencimento vencimento

Figura 5.1: Grids utilizados para a simulagao de dados e solucao do problema inverso

convexidade ao longo do eixo do preco de exercicio, nos precos de exercicio préximos ao valor
do ativo subjacente, exibindo uma caracteristica semelhante ao smile encontrado nas curvas de
volatilidade implicita.

O parametro de regularizacao utilizado, foi escolhido através do Critério da Discrepancia

L

)

/
5

volatilidade local

0.25—

volatilidade local

S 0 9 s 1 / 7 7 7
' 6 0
o0 vencimento s 4 3 2 1 0 vencimer

prego de exercicio

prego de exercicio

Figura 5.2: Superficie de Volatilidade Local utilizada para simulacao de dados

de Morozov. O método de escolha consiste em resolver varias instancias do problema inverso
decrementando o parametro de regularizacao, & partir de um valor escolhido como maximo
inicial, em cada instancia. Pode-se utilizar um método numérico, como o método da bissecao,
para a obtengao do parametro de regularizacao 6timo J,, que gera uma discrepancia igual
ao estimador de ruido do problema. Noés, no entanto, utilizamos uma metodologia diferente
para a escolha. Resolveu-se diversas instancias problema inverso com pequenos decrementos
do parametro de regularizacao e o valor final foi escolhido como o tltimo parametro que gera
uma discrepancia superior ao estimador de ruido do problema. Vale notar que as instancias do
problema inverso resolvidas na escolha do parametro de regularizacao deve ter o mesmo grid
do problema inverso original. Isso se deve ao fato do problema nao ser independente de escala,
gerando valores diferentes da funcao objetivo otimizada para diferentes grids e, conseqiiente-
mente, diferentes parametros de regularizacao.

Para dados sintéticos, o ruido do problema pode ser obtido com exatidao. O ruido referente
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Figura 5.3: Curva de discrepancia do problema simulado

a discretizacao, gerado pela a utilizacao de grids distintos na geracao de dados e resolugao do
problema, é obtido pela diferenca dos dados sintéticos com dados gerados pelo problema direto
e mesmo grid da calibragem da volatilidade local. Adicionalmente, foi inserido ruido branco
gaussiano com distribuicdo normal de média zero e desvio padrao 107°, gerando a superficie de
ruido apresentada na Figura 5.4.

vencimento

preco de exercicio

Figura 5.4: Ruido inserido nos dados do problema

5.1.2 Volatilidade Local

Afim de apresentar os efeitos que os diferentes parametros de regularizagdo causam na solugao
do problema inverso, n6s apresentamos, na Figura 5.5, uma solucao sub-regularizada, com
parametro de regularizagao inferior a d,,, uma solucao super-regularizada, com parametro
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de regularizagao superior a d,,, € uma solucao regularizada com parametro de regularizacao
adequado. O funcional de Tikhonov utilizado foi a norma quadratica da Hessiana da variancia,
IVn(K,T)|? isto &, regularizagao de primeira ordem. O calculo da Hessiana foi realizado
através de diferencas finitas. Os parametros utilizados na simulacao sao apresentados na Tabela
5.1.

O erro da solucao otimizada em relacao a superficie de volatilidade esperada é apresentado na

Parametro | K | T | Sy | r )
Valor 100[1]5 [01[4x107°

Tabela 5.1: Parametros de simulacao
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Figura 5.5: Solucao do problema inverso sub-regularizada, super-regularizada e regularizada

Figura 5.6
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Figura 5.6: Erro da solucao do problema inverso simulado

5.2 Dados Reais

Os dados reais utilizados correspondem aos negbcios de opgoes americanas de compra, sobre o
contrato futuro de oleo cru West Tezas Intermediate (WTI), entre 05/09/2013 e 16/11/2013.
Nesta secao nos trataremos do pré-processamento dos dados, para adequacao ao problema de
calibragem aqui tratado, e por fim, apresentaremos os resultados do problema de calibragem
da superficie local.

5.2.1 Preparacao dos Dados

As opgoes sobre commodities negociadas no mercado sao, comumente, do tipo americana. Para
adequar os dados reais de negociagao ao nosso problema, devemos obter uma aproximagao para
o preco das opgoes europeias de compra a partir da versao americana. Em seu artigo de 1987,
Barone, Adesi e Whaley prop6em uma aproximacao para o preco das opgoes americanas sobre
commodities & partir das opgoes europeias. Nos utilizaremos essa aproximacao para a obtencao
dos precos de opcoes europeias.
Vamos considerar um modelo geral de precificacdao de op¢oes sobre commodities. As hipoteses
assumidas sdo consistentes com as introduzidas por Black e Scholes [4]. A taxa livre de risco r
e o custo de carrego das commodities b sao considerados constantes. Para opgoes dobre acoes
que nao pagam dividendos, o custo de carrego ¢é igual a taxa livre de risco e o preco para
opcoes de compra sao iguais para o tipos americanos e europeus. Esse nao é o caso geral para
commodities.
Sob a hipo6tese de nao-arbitragem, a relacao entre o contrato futuro e a commodity correspon-
dente é dada por

F=8e', (5.2.1)

onde F' e S sao os precos do futuro e spot, respectivamente, e 7' é o tempo para o vencimento
do contrato futuro.
Uma segunda hipdtese, comumente adotada, ¢ a de que o preco da commodily segue uma

equacao diferencial estocéstica
dS = S(adt + odW), (5.2.2)
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onde « é valor esperado para a mudanca instantanea do preco, o é o desvio padrao instantaneo
e W é um processo de Wiener. De (5.2.1) e (5.2.2), nés obtemos a seguinte equagao diferencial
estocéstica para o movimento de preco do contrato futuro de commodity

dF = F(a — b)dt + odW. (5.2.3)

Assumindo a possibilidade de um hedge livre de risco entre a opcao e a commodity, a equacao
diferencial parcial que governa o preco V da opc¢ao ao longo do tempo ¢

oV 025%29%V oV

BN + 2 852+b585 rV =0. (5.2.4)
Quando o custo de carrego da commodity é igual a taxa livre de risco, (5.2.4) se reduz a Equagao
de Black e Scholes. Se, por outro lado, nés tomamos uma opc¢ao sobre o contrato futuro da
commodity, entao, b = 0 e nés obtemos a Equacao de Black.
Para as opgoes europeias de compra e venda, a equagao (5.2.4) tem solugao analitica bastante
conhecida. Neste trabalho discutiremos a aproximacao quadratica de Barone, Adesi e Whaley
quando as condigoes de contorno das op¢oes americanas de compra sao aplicados a (5.2.4). A
ideia principal dessa abordagem vem da aplicacao da equagao (5.2.4) ao prémio de exercicio
antecipado da opcao americana, uma vez que essa equacao se aplica a precificacao de opcoes
americanas e europeias. Definindo o prémio do exercicio antecipado por

e(S,T)=C(S,T)—c(S,T),

onde C(S,T) é prego da opgao americana e ¢(S,T) é o preco da opgao europeia. A equacao
diferencial parcial do exercicio antecipado é

Oe  025% 9% Oe

— + — 4+ bS— —re=0. 5.2.5

ot 2 0852 oS ( )
Para simplificar a notacao, nés devemos considerar a mudanca de variavel de tempo T = t* —t
que evolui do vencimento da opc¢ao para o presente. Além disso, denotando M = %, N = 3—2 e
dividindo a equagao (5.2.5) por 0—22, nos obtemos

M Oe , 0% de

O prémio de exercicio antecipado é, entdo, definido por (S, R) = R(T) f(S, K). Dessa forma

o2 B ds RAL
328—5“’; + NS% —Mf |1+ (;f—?) (1 + % =0. (5.2.6)
Tomando R(T) =1 — e " na equagao (5.2.6), no6s obtemos
0% f of M of
52@ + NS — o f - (1— R)M@ = 0. (5.2.7)

Nesse ponto, serd introduzida a primeira aproximacao do método. Para opcoes sobre commo-
dities com tempo para o vencimento muito curto, ou muito longo, o tltimo termo da equacgao
(5.2.7) se aproxima de zero. Vamos considerar esse termo com valor nulo. Assim temos

0 f of M

2— —_— ] =
$t oGt Nsoo — 5 f=0. (5.2.8)
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A equagao (5.2.8) é uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem com duas solugoes
linearmente independentes. A solucao geral tem a forma

£(S) = ar1S” + apS®,

4M 4M
(N—1)2+7 (N—1)2+?

Oﬂdeqlz{—(N—l)—fR}eq2:|:_(N_1)+ 5

Como ¢; < 0, se tivermos a; # 0, a funcao f tende a oo quando o preco S, da commodity, se
aproxima de zero. Isso nao é aceitavel uma vez que o prémio de exercicio antecipado da opcao
de compra americana se torna desprezivel quando o preco da commdity cai a zero. Dessa forma,
devemos impor a; = 0, e o valor aproximado da opcao americana de compra serda dado por

C(S,T) = ¢(S,T) + RasS®. (5.2.9)

Na equacao (5.2.9), o valor de C(S,T) aumenta por dois fatores, quando S tem seu valor
aumentado: ¢(S,T) e RayS%, assumindo as > 0. Observe, no entanto, que a func¢do a direita
de (5.2.9) deveria tocar, mas nao intersectar, a condi¢do de fronteira, S — K, imposta pelo
exercicio antecipado da opcao americana de compra. Abaixo do preco critico S*, tangente a
condigao de fronteira, o valor da opgao americana de compra segue (5.2.9). Acima de S*, o seu
preco ¢é igual ao valor de exercicio S — K.

Para encontra o valor S*, nés tomamos a condi¢ao limite

S* — K = ¢(S*,T) 4+ Ray S, (5.2.10)

e a inclinagao do valor de exercicio da opc¢ao de compra é igualado & inclinagao de C(S*,T),
isso é

1 =e""TN[d,(5*)] + RayS%, (5.2.11)
o (b40.5%02)
onde %S*T) = e T N[dy(S)] e d; = oz (¢ );:/:7 T Da equagao (5.2.11), nos encontramos

[ — " ITN[d, (S")]
Rq2S* (qQ—l)

ay = (5.2.12)

Substituindo (5.2.12) em (5.2.10) e realizando as simplificacoes adequadas, nés obtemos

[1— T N[dy(S5*)]]S*
q2

S*— K = ¢(S*,T) + (5.2.13)

O valor S* na equagao (5.2.13) deve ser determinado iterativamente. Com S*, nos obtemos o
valor de aproximacao de Barone, Adesi e Whaley para opcoes americanas de compra

q2
C(S,T) =c¢(S,T) + A (%) , quando S < S*,
C(S,T) =S — K, quando S > S*, (5.2.14)

onde Ay = (S—> [1 — e® T N[d;(S*)]]. Note que, com a equacio (5.2.14), depois de obtido o

q2
valor S*, nés podemos encontrar o valor aproximado das op¢oes europeias de compra a partir
de dados reais de opcoes americanas de compra.
Com a conversao de dados realizada, noés devemos lidar com o problema que surge dos di-
ferentes valores do ativo subjacente em cada dia de negociacao. Observe que a Equagao de
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Figura 5.7: Diferenca de precos entre opgoes americanas e europeias

Dupire (1.0.1) ¢é linear em relacdo ao preco do ativo subjacente Sy e, por isso, nés podemos
fazer uma mudanga de variavel C5(K,T) = C(SLOT) Considerando-se uma opc¢ao européia de
compra de preco C', vencimento T, preco de exercicio K sobre um contrato futuro de valor F', a
mudanca de varidvel proposta gera uma opcao sintética de preco Cs = %, vencimento 1" sobre
um contrato futuro de valor 1. Realizamos essa mudanca de variavel em cada dia disponivel
de dados, dividindo o preco das opgoes europeias de compra pelo valor do contrato futuro no
dia correspondente, obtendo, dessa forma, um novo conjunto de precos de op¢oes europeias de
compra sobre um contrato futuro de preco Sy = 1.

Observe que a divisao feita pelo valor dos contratos futuros, que é diferente em cada dia de
negociacao, gera um conjunto de opcoes que difere nos precos de exercicio em cada dia. Nesse
ponto noés realizamos um realinhamento dos dados de forma a reduzir o erro entre os novos
precos de exercicio correspondentes. Vale ressaltar que uma interpolacao de dados poderia ser
realizada, reduzindo o erro do descasamento de precos de exercicios mas, a metodologia ado-
tada neste trabalho, além de simples, apresentou resultados satisfatorios. Na Figura 5.7, nos
apresentamos o resultado final da conversao de precos das opcoes americanas para precos de
opcoes europeias e na Figura 5.8, o resultado do realinhamento da opcao sintética. Em ambas
as Figuras nés percebemos a presenca de ruido, caracteristica esperada dos dados reais. A
conversao de pregos de opgoes americanas para opc¢oes europeias, no entanto, gera, eventual-
mente, ruido decorrente da mé convergéncia do método iterativo de calculo do preco critico de

exercicio antecipado, S*, das opcoes americanas.

5.2.2 Volatilidade Local

Diferentemente dos dados sintéticos, a utilizacao de dados reais nao permite o célculo preciso
do ruido presente no problema. Como estimador do ruido, nés utilizamos 50% do valor extrin-
seco das opgoes, isto é, da diferenca C' — (Sy — K). O valor extrinseco dos dados utilizados é
apresentado na Figura 5.9.

A escolha do parametro de Tikhonov foi, também, baseado no Principio de Morozov e a me-
todologia de escolha, com decrementos do parametro nas solucoes das intancias do problema
inverso, foi repetida para os dados reais. A curva de discrepancia, resultante da escolha do
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Figura 5.8: Precos convertido de opcoes europeias de compra

parametro de regularizagao, é apresentada na Figura 5.10. O resultado final do problema de
calibragem da volatilidade local, aplicado & dados reais, é apresentado na Figura 5.11. Para
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Figura 5.9: Valor extrinseco das opgoes europeias de compra

efeito de comparacgao, nos calculamos a volatilidade implicita de Black a partir dos dados ge-
rados pela solucao do problema direto aplicado & superficie de volatilidade local obtida. O
resultado é apresentado na Figura 5.12.
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Capitulo 6

Conclusao

Ao longo deste trabalho, nos especificamos e resolvemos o problema que consiste na calibragem
da superficie de volatilidade local & partir de dados de preco de opcoes europeias de compra
negociadas no mercado. O uso do Método dos Elemento s Finitos, de utilizagdo pouco comum
nas areas de finangas [2|, mostrou que complexidade matemética e de implementagao do método
¢ apenas aparente. Com a vantagem de permitir a utilizacao de um dominio nao regular,
mantendo os padroes de erro do método em niveis baixos, sobre outros métodos como o Método
das Diferencas Finitas, ele se torna particularmente atrativo para a solucao de problemas onde
a disponibilidade de dados é pequena e fragmentada como em alguns mercados de opgoes com
pouca liquidez.

A utlizacao do Método do Estado Adjunto também mostrou grande vantagem em relacao
a outros métodos de derivacao automéatica como, por exemplo, Diferencas Finitas. Enquanto
o calculo do gradiente utilizando o primeiro método tem complexidade computacional préxima
a resolucao do problema direto, o calculo através de diferencas finitas exige, ao menos, uma
resolucao do problema direto para cada variavel envolvida no problema de otimizacao. O
aumento do nimero de observacoes, de mercado, de preco de opgoes inviabiliza a utilizacao
de muitos métodos de diferenciacao automéatica. Nos pudemos perceber que, na dimensao dos
exemplos numéricos que utilizamos neste trabalho, a utilizacao do Método do Estado Adjunto
obtém a solucdo em poucos segundos, enquanto o Método das Diferencas Finitas leva uma
fracao de horas para alcancar a mesma solucao.

A literatura utiliza, principalmente, dois métodos para a escolha do parametro de regula-
rizagao: Curvas-L [11] e Principio da Discrepancia de Morozov. A escolha do parametro de
regularizacao de Tikhonov através do Principio da Discrepancia de Morozov, utilizada neste
trabalho, apresentou bons resultados quando o estimador de ruido era conhecido com exati-
dao, como o caso de dados simulados, e quando a estimagcao de ruido foi feita através de uma
aproximacao pelo valor extrinseco das opcoes utilizadas.

Por fim, todas as rotinas e funcées implementadas em Matlab® foram validadas e apresen-
taram resultados que concordam com a literatura. Uma funcao com particular utilidade em
problemas que utilizam dados reais, é aquela que implementa a conversao de precos de opcoes
americanas sobre contratos futuros de commodities para precos de opc¢oes europeias sobre 0s
mesmos futuros. Todo o cédigo produzido e utilizado neste trabalho é apresentado nas sessoes
do Apéndice.
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Apéndice A

Codigos

A.1 Opcoes

function [U] = Dupire_FEM(K_nodes, T_nodes, rate, eta, S_0)
Equacao de Dupire — Metodo dos Elementos Finitos
Entradas:

o0 o0 o° o° o OO O O° d° o° o° o°

K_nodes: Vetor coluna de precos de exercicio

T nodes: Vetor coluna de vencimentos

rate: Taxa livre de risco anualizada (escalar ou dependente do tempo)
eta: Quadrado da volatilidade local

S_0: Preco do ativo subjacente

Saidas:

U: Precos das opcoes europeias de compra
$Discrete Problem
% M(C(m)—C(m—1))+(delta_t/2)*A(m)*«C(m) = 0
= size (K_nodes,1);
size (T_nodes, 1) ;

if (length (rate)==1)

rate = ones(size (T_nodes)) *rate;
elseif (length(rate)~=length(T_nodes))

display('rate e T_nodes devem ter a mesma dimensao');
end

if(size(eta) == [1 11)
eta=ones (K—1,T) xeta;
elseif (size(eta) ~= [K—1 T] )

display('sigma e [K_nodes—1 S_nodes] devem ter a mesma dimensao');
end

delta_t = diff(T_nodes);

M Build_M(K_nodes) ;

C zeros (K—1,T);
%$Condicoes Iniciais (Payoff)
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C(:,1) = max((S_0—K_nodes(l:end—1)),zeros (K—1,1));
for t=1:T-1
Bl = M + delta_t(t)+*Build_A (K_nodes, T_nodes, rate, eta,t+1);
B2 = M;
C(:,t+1)=( B1L )\ ( B2%C(:,t) );
end
u=C;
end
function P = AdjointState (K_nodes, T_nodes, C_nodes, C_obs, rate, eta)

Problema Adjunto da Equacao de Dupire — Metodo dos Elementos Finitos

Entradas:
K_nodes: Vetor coluna de precos de exercicio
T_nodes: Vetor coluna de vencimentos
C_nodes: Vetor de precos calculados de opcoes europeias de compra
C_obs: Vetor de precos observados de opcoes europeias de compra
rate: Taxa livre de risco anualizada (escalar ou dependente do tempo)
eta: Quadrado da volatilidade local
S_0: Preco do ativo subjacente

Saidas:
P: Solucao do problema adjunto

o0 o° o A O A A° O O O O o o° o

K = size (K_nodes,1);
T size (T_nodes, 1) ;

delta_t = diff (T_nodes);
$Devemos estender a dimensao de tempo para utilizar todos os precos

%$observados
delta_t = [delta_t; delta_t (end)];
M = Build_M(K_nodes) ;

P = zeros (K—1,T+1);

G = C_nodes—C_obs;

%$Backward Problem

for m=T:-1:1
B =M + delta_t (m)+*transpose (Build_A(K_nodes,T_nodes, rate,eta,m));
P(:,m) = B\ ( MxP(:,m+1) + 2xG(:,m));

end

P(:,end)=[1];

end

function g = BuildGrad(K_nodes, T_nodes, C_nodes, C_obs, rate, eta)

Gradiente da Funcao de Minimos Quadrados

o oo oe
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Entradas:
K_nodes: Vetor coluna de precos de exercicio
T nodes: Vetor coluna de vencimentos
C_nodes: Vetor de precos calculados de opcoes europeias de compra
C_obs: Vetor de precos observados de opcoes europeias de compra
rate: Taxa livre de risco anualizada (escalar ou dependente do tempo)
eta: Quadrado da volatilidade local
S_0: Preco do ativo subjacente

Saidas:
g: gradiente da funcao de minimos quadrados em relacao ao quadrado
da volatilidade local

o0 o° o o O A° A° A° O o o° oP

K = size (K_nodes,1);
size (T_nodes, 1) ;

=]
Il

g zeros (K—1,T);
if (length(rate)==1)
rate = ones(size (T_nodes) ) *rate;
elseif (length(rate)~=length (T_nodes))
display('rate e T_nodes devem ter a mesma dimensao');
end

if (size(eta)==[1 1])

eta=ones (K—1,T) xeta;
elseif (size(eta) ~= [K—1 T] )

display('eta e [K_nodes—1 S_nodes] devem ter a mesma dimensao');
end

delta_t = diff (T_nodes);
P = AdjointState (K_nodes,T_nodes,C_nodes,C_obs, rate,eta);

delta_eta=1;
d_eta(:, :)=ones (size(eta));

$Devemos estender a dimensao de tempo para concordar com a extensao
$realizada no problema adjunto

delta_t = [delta_t; delta_t (end)];
for 1i=1:T
g(:,1) = —P(:,1).x((1/delta_eta)+*delta_t (i)~

Build_Delta_ A (K_nodes,d_eta,i)*C_nodes(:,1));
end

%$Condicoes inicial e de contorno nao variam com a volatilidade local
g(:,1)=0;
g(l,:)=0;

end

function A = Build_A (K_nodes, T_nodes, rate, eta, m)
Matriz Rigidez

Entradas:
K_nodes: Vetor coluna de precos de exercicio

o° o° o o° oe
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Vetor coluna de vencimentos
Taxa livre de risco anualizada

T_nodes:
rate:

eta: Quadrado da volatilidade local
m: Coluna do vencimento
Saidas:

o0 o© o o° o° o° o

A: Matriz Rigidez

h = diff (K_nodes);

a_diag = ( (K_nodes (2:end—1)."2) .x*et
a_diag = a_diag.*(1./h(l:end—1) + 1.
a_diag = a_diag — (rate(m)/6)*(h(l:e
a_diag = [—rate(m)+h(1l)/6; a_diagl;
a_diagl = —( (K_nodes (2:end—1)."2) .x*
a_diagl = a_diagl — ( rate(m)*K_node
a_diag2 = —( (K_nodes(l:end—2)."2) .x*
a_diag2 = a_diag2 + ( rate (m)*K_node
A = diag(a_diag) + diag(a_diagl,-—1)

end

47

(escalar ou dependente do tempo)

)/2;
)
+ h(2:end));

a(2:end,m)
/h(2:end)
nd—1)

eta(2:end,m) )./ (2xh(l:end—1));
s(2:end—1) )/2 + (rate(m)xh(l:end—1))/6;

eta(l:end—1,m) )./ (2xh(l:end—1));
s(l:end—2) )/2 + (rate(m)x*h(l:end—1))/6;

+ diag(a_diag2, 1);

function M

Build_M(K_nodes)

Matriz Massa

o oo oe

Entradas:

K_nodes: Vetor coluna de precos de e

Saidas:

o° o0 o o° oe

M: Matriz Massa

h = diff (K_nodes);

m_diag = (h(l:end—1)+h(2:end))/3;
m_diag = [h(1l)/3; m_diag];

m_diagl = h(l:end—1)/6;

m_diag2 = h(l:end—1)/6;

M = diag(m_diag) + diag(m_diagl,—1)

end

xercicio

+ diag(m_diag2,1);

A.2 Otimizacao

function [x, f, exitFlag]
Otimizador quasi—Newton
(Pseudo—Codigo:

Algoritmo 7.5 — L—BFGS

minFunction (
irrestrito com

o° o° o o° oe

Entradas:

Capitulo 7 — Numerical Optimization.

funObj, x0, options)
metodo LBFGS e algoritmo Line Search
Nocedal, J. and Wright, S.

)
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funObj: Handler da funcao objetivo e gradiente [f g] = funObj
x0: ponto inicial

Saidas:
x: valor de minimo
f: Valor da funcao objetivo em x
exitFlag: Condicao de parada

o0 o© o o° o° o° o

global K _nodes T_nodes K T LineSize;

%$Dimensao do problema
n = size (x0,1)*size (x0,2);

% Valores padrao

maxIter = 500; $%$Maximo numero de iteracao

optTol = le—5; %Tolerance para a condicao de primeira ordem
progressTol = le—9; %$Tolerancia para progresso minimo

x = x0;

m = 10;

cl=le—4;

c2=0.9;

wolfelineSearchMaxIter = 100;

verbose = true;

%$Verifica otimalidade no ponto inicial
[f g] = funObj(x);
maxG = max (abs(qg));
%$Condicao necessaria de primeira ordem para Otimalidade
if maxG <= optTol
exitFlag = 1;
return
end
% Valores Iniciais
iteration = 0;

f_obj = [£f];
subplot (2,2,4);
plot (f_obj);
y_index=1;

a_lenght = [1];

while iteration <= maxIter

%$Usa o metodo do pradiente simples para a primeira iteracao ( p = —Ixgrad(f)
if iteration ==

P = —g9;

S = zeros(n,m);

Y

else
[S Y] = UpdatelLBFGSVectors (g—g_old, a*p,S,Y,iteration);
p = LBFGS(g,S,Y, iteration);

zeros (n,m) ;

end

a= WolfelineSearch(x,p,cl,c2,wolfelineSearchMaxIter, funObj);
if verbose
fprintf ('$03d\tObjective Function: %f\n',iteration,f) ;
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end
X = X +a*p;

g_old = g;

f old = f;

[£ g] = funObj(x);

gtd = g'+p;
maxG = max (abs (g));
% Condicao necessaria de primeira ordem para otimalidade
if maxG <= optTol

exitFlag = 1;

return
end

% Condicao de parada por progresso minimo
if max (abs(axp)) <= progressTol

exitFlag = 2;

return
end

if abs (f—f_old)
exitFlag=3;
return;

end

< progressTol

iteration =
end

iteration + 1;

exitFlag = 4;

end

49

function [a f g] = WolfelLineSearch(x,p,cl,c2,maxIter, funObj,
Algoritmo Line Search Para as Condicoes de Wolfe
(Pseudo—Codigo: Capitulo 3 — Numerical Optimization.

(Algoritmos 3.5 and 3.6)

Nocedal,

Entradas:
x: Ponto inicial
p: Direcao de descida
cl: Parametro de suficiencia de descida
c2: Parametro de curvatura
maxIter:
funObj:

Numero maximo de iteracoes
Funcao objetivo

Saidas:
a: Comprimento do passo
f: Valor da funcao objetivo em x+axp
g: Valor do gradiente em x+axp

o0 o0 o0 0 ° o° A O O A O O O O O o° oe

if nargin

numericTol = options.NumericTolerance;

options)

J. and Wright,

S.
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verbose = options.Verbose;
else

numericTol = le—9;

verbose = true;

[f g] = funObj(x);

Comprimento inicial do passo
Para metodos de Newton e quasi—Newton, o comprimento a0=1 sempre deveria
ser usado como valor inicial (Capitulo 3, pg 59)

o° o° oe

a=1;

a_min = 0;

% a_max e um valor fornecido por usuario para o maior comprimento do passo
$(utilizamos 10%a0)

a_max = 10;

a_old 0;

para alcancar a_max em um numero finito de iteracoes

step_size = (a_max—a_min)/10;

[f_new, g_new] = funObj(x + ax*p);

%phi(a) = f(x + a*xp) => phi'(a) = transpose( grad(f) )x*p
d_phi = g'*p;

d_phi_new = g_new'xp;

iteration = 0;

finished = 0;

while iteration < maxIter

if f_new > f + cl*axd_phi || (iteration > 1 && f_new >= f_old)
bracket = [a_old a];
fBracket = [f_old f_new];
gBracket = [d_phi_old d_phi];
break;

elseif abs (d_phi_new) <= —c2*d_phi
bracket = a;
fBracket = f_new;
gBracket = d_phi_new;
finished = 1;
break;

elseif d_phi_new >= 0
bracket = [a a_old];
fBracket = [f_new f_old];
gBracket = [d_phi_new d_phi_old];
break;

end

a_old = a;
f_old = f_new;

a = a + step_size;

50
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80

81 [f_new, g_new] = funObj(x + axp);

82 d_phi_new = g_new'xp;

83

84 iteration = iteration + 1;

85

86 |end

87 [2%%%%5%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% FIM DA FASE DE AGRUPAMENTO %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
88 |if (iteration >= maxIter)

89 if verbose

90 fprintf ('WolfeLineSearch Alerta: Numero Maximo de Iteracoes Excedido\n');
91 end

92 return;

93 |end

94

95 |%%%%555555%%5%5%%%%5%5%5%%%%%5%5%5%5%%% FASE DE SELECAO $%5%%%%%%%%%%%%%%%5%5%5%5%5%5%%%%%
96 |if finished==

97 a_lo = bracket (1);

98 a_hi = bracket (2);

99 f_lo = fBracket(l); f_hi = fBracket (2);

100 d_phi_lo = gBracket (1);

101

102 while iteration < maxIter

103

104 if abs(a_hi—a_lo)<numericTol

105 if verbose

106 fprintf ('WolfelLineSearch Alerta: Tolerancia Numerica Alcancada\n'
107 end

108 break

109 end

110

111 $%%%%%% Aproximacao Quadratica %$%%%%%%%%%%%%
112 %a = —(a_hi—a_lo)"2+d_phi_lo / ( 2x( f_hi — f_lo —
113 $(a_hi—a_lo)*d_phi_lo ) ) + a_lo;

114 a = (a_lo+a_hi)/2;

115

116 [f_new g_new] = funObj(x + ax*p);

117 d_phi_new = g_new'xp;

118

119 % Armijo Condition Test

120 if f_new > f + cl+a*d_phi || f_new >= f_lo
121 a_hi = a;

122 f hi = f_new;

123 else

124 $Wolfe Condition Test

125 if abs (d_phi_new) <= —c2xd_phi

126 $a* found!

127 break;

128 elseif d_phi_newx (a_hi—a_lo) >= 0

129 a_hi = a_lo;

130 f_hi = f_lo;

131 end

132

133 a_lo = a;

134 f_lo = f_new;

135 d_phi_lo = d_phi_new;

136 end

137
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iteration = iteration + 1;
end

if (iteration >= maxIter)

if verbose
fprintf ('WolfelineSearch Alerta: Numero Maximo de Iteracoes Excedido\
end
end
end
5555555555555 %5%5%5%5%5%%%%%%%%% FIM DA FASE DE SELECAO %$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
end
function [p] = LBFGS(g, s, y, 1iteration)

Algoritmo de Atualizacao LBFGS para Metodo quasi—Newton
(Pseudo—Codigo: Capitulo 7 — Numerical Optimization. Nocedal, J. and Wright, S.)
Algoritmo 7.4 — L-BFGS Two—Loop Recursion

Entradas:
g: Gradiente da funcao objetivo
s: Ultimo vetor de direcao de busca( x(k+l)—x(k) )
y: Ultimo comprimento de passo ( grad(f(k+l))—grad(f(k)) )

Output:
p: Nova direcao de busca ( Hxgrad(f) )

e a variavel dimensao e m e o numero de vetores armazenados no L—BFGS
m] = size(s);

min (m,iteration);

= eye(n);

5B
I~

-3 — 0% A0 o 0 A0 A O° O A O Jd° O o° o

[
0.
pars

for i = 1:m
rho(i,1) = 1/( y(:,1) "*s(:,1) );
end

g = zeros(n,1l);

r = zeros(n,1l);
a =zeros(n,1l);
beta = 0;

a = —9;

for 1 = m:—1:1
a(i) = rho(i)=*s(:,1) 'xqg;
g = g-a(i)ry(:,1);

end

(Capitulo 7, pg 178)
Um metodo para escolha de HO que se mostra efetivo na pratica e definir
HO = gammaxI, onde

o° o oe

gamma = ( s(:,m)'*xy(:,m) )/( y(:,m)"*y(:z,m) ) ;
HO = gammaxidt;

r = HOxqg;

for i = 1:m
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beta (i) = rho(i)xy(:,1) "xr;
r =1r + s(:,1)*(a(i)—beta(i));
end
p=r;
end
function [S Y] = UpdatelBFGSVectors(y,s,S,Y,k)
% Algoritmo de Atualizacao de vetores historicos de LBFGS
% Entradas:
% y: Ultimo comprimento de passo ( grad(f(k+l))—grad(f(k)) )
% s: Ultimo vetor de direcao de busca( x(k+1)—x(k) )
% S: Historico dos ultimos m vetores s
% Y: Historico dos ultimos m vetores y
% k: Iteracao atual
% Output:
% S: Novo conjunto de vetor s
% Y: Novo conjunto de vetor y
ys = y'#s;
m = size(S,2);
if ys > 1le—10
if (k>m)
S(:,1)=1[1;
Y(:,1)=[1;
S [S s1;
Y [y vi;
else
S(:,k) = s;
Y(:,k) = y;
end
else
fprintf ('Ignorando Atualizacao\n');

end

end

A.3 Conversao de Dados

function [europeanOptionPrice, optionVola, exitFlag] =
convertAmericanToEuropean (isCall, optionPrice, S, X, r, T, sigma_user, p_user)

Converte um conjunto de precos de opcoes europelias em opcoes americanas
usando a formula de Barone—Adesi Whaley para obter a vol implicita e
dai calcular o preco da opcao europeia com a formula de Black

A Funcao retorna o preco da opcao europeia e a volatilidade implicita

isCall = Call = 1, Put = 0
optionPrice

o0 o° o° o° o o° o° o° o°

Preco de mercado da opcao americana
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= Preco do ativo subjacente
= Preco de exercicio da opcao
= Taxa livre de risco

H B X 0
|

= Tempo para o vencimento

Valores de Retorno
optionPrice = Preco da opcao europeia
optionVola = Volatilidade implicita

o0 o° o° o o o° o° o° o°

54

(S=F opcao sobre futuro)

% Valor inicial para o fsolve

if (isCall)
if nargin < 8
S_Star_0 = S+10;
else
S_Star_0 = S+p_user;
end
if nargin <7
Sigma_0 = blkimpv (S, X, r, T, optionPrice, T[], [1, {'call'});
else
Sigma_0 = sigma_user;
end
else
S_Star_0 = S—10;
Sigma_0 = blkimpv (S, X, r, T, optionPrice, [], [], {'put'});
end
initialGuess = [S_Star_0; Sigma_072];
options = optimset ('Jacobian', 'On'");

[x fval exitFlag] =

options, isCall, optionPrice, S, X, r,

optionVola = sqgrt(x(2));

fsolve (@impliedVolatility BAW_fsolve,
0.0,

initialGuess, ...
T);

S_Star = x(1);
b=0;
dl_star = (log(S_Star/X) + (b+0.5xoptionvVola”2)«T) / (optionVola =* sqrt(T));
M = (2xr)/ (optionvVola”2);
N = (2+b)/ (optionVola”2);
K =1 — exp(—r=T);
g2 = 0.5 x ( —(N—=1) + sqgrt( (N—=1)"2 + (4*M)/K ) );
N_dl_Star = normcdf (dl_star,0,1);
A2 = (S_Star/g2) * (1 — exp((b—r)+*T) * N_dIl_Star );
if (S>=S_Star)
europeanOptionPrice = S—X;
else
europeanOptionPrice = optionPrice — A2x (S/S_Star)"g2;
end
end
function [F,J] = impliedVolatility BAW(x, isCall, marketPrice, S, X, r, b, T)

try




© 00~ O Ot =

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
35
56
o7
58
99
60
61

APENDICE A. CODIGOS

% Valores iniciais
S_Star = x(1);
Sigma = sqrt(x(2));

if (isCall)
% 1.) Variaveis necessarias para calcular f e g
M = (2xr)/ (Sigma"2);
N = (2xb)/(Sigma"2);
K=1— exp(—r=*T);
g2 = 0.5 » ( —(N—1) + sqgrt( (N—1)"2 + (4*M)/K ) );
dl_star = (log(S_Star/X) + (b+0.5xSigma”2)*T) / (Sigma  sqrt(T));

d2_star = dl_star — Sigma » sqrt(T);
N_dl_Star = normcdf (dl_star,0,1);
n_dl_Star = normpdf (dl_star,0,1);
n_d2_Star normpdf (d2_star,0,1);

dl = (log(S/X) + (b+0.5%Sigma”2)=*T) / (Sigma * sqrt(T));

d2 = dl — Sigma * sqgrt (T);
n_d2 = normpdf (d2,0,1);

A2 = (S_Star/g2) * (1 — exp((b—r)*T) * N_dl_Star );

c_S_Star = EurpeanOptionOnCommodity(l, S_Star, X, r, b,
¢ = EurpeanOptionOnCommodity(l, S, X, r, b, T, Sigma);

T, Sigma);

% 2.) Calcula f(x) = 0 e g(x) =0

f = c_S_Star + S_Star/g2 * ( 1 — exp((b—r)=*T) x= N_dl_Star ) —
(S_Star — X);

g =c + A2 * ((S/S_Star)”~g2) — marketPrice;

F = [f gl;

% 3.) Calcula a matriz Jacobiana de f e g

o

Variaveis de Substituicao
vyl = 1 — exp((b—r)*T) = N_dl_Star;
y2 = n_dl_Star / (S_Star * Sigma x sqgrt(T));

y3 = exp((b—r)*T);

v4d = b/ (Sigma~4) — ( ( (N—=1)*b + 2xr/K ) /
( Sigma”4 * sqgrt ((N—1)"2 + 4xM/K) ) );

y5 = X * sqrt(T) * exp(—r*T) * n_d2 / (2xSigma);

y6 = —0.5 * ( log(S_Star/X) + b*T ) / ( (Sigma”3 * sqgrt(T)) /
(4+«Sigma) );

y7 = X * sqrt(T) * exp(—r*T) » n_d2_Star / (2+«Sigma);

% Derivadas parciais da matriz Jacobiana

dg_dS_Star = ((S/S_Star)”qg2) = ( (1/92)+*yl —
(S_Star/q2) xy2+xy3 — g2*A2« (1/S_Star) );

df_ds_Star = y3 x N_d1_Star + (yl/g2) — (S_Star/qg2)*(y2xy3) — 1;
dg_dSigmaSqr = y5 + ((S/S_Star)”"g2) * ( A2xlog(S/S_Star)*y4d —

(S_Star/g2) »y3*y6*n_dl_Star — yl*y4d=*(S_Star/(g2”°2))
df_dSigmaSqr = y7 — yl*yd*(S_Star/(g2"2)) —

)i
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else

o\

~ =z =

gl

dl
d2

(S_Star/qg2) xy3xy6xn_dl_Star;

= [df_dS_Star df_dSigmaSqgr ; dg_dS_Star dg_dSigmaSqgr 1];

=

.) Variaveis necessarias para calcular f e g
(2*r)/ (Sigma"2) ;
(2%b) / (Sigma"2);

1 — exp(—r«T);

= ( —(N—-1) — sqgrt( (N—=1)"2 + (4*M)/K ) ) / 2;

_star = (log(S_Star/X) + (b+0.5%xSigma”2)=T) / (Sigma * sqrt(T));
_star dl_star — Sigma * sqrt(T);

N_dl_Star = normcdf(—dl_star,0,1);
n_dl_Star = normpdf (—dl_star,0,1);

n_d2_Star

dl
d2

normpdf (-d2_star,0,1);

(log (S/X) + (b+0.5%Sigma”~2)*T) / (Sigma *x sqgrt(T));
= dl — Sigma * sqgrt(T);

n_d2 = normpdf(—d2,0,1);

Al

= —(S_Star/ql) * (1 — exp((b—r)=*T) » N_dl1_Star );

p_S_Star = EurpeanOptionOnCommodity (0, S_Star, X, r, b, T, Sigma);

p = EurpeanOptionOnCommodity (0, S, X, r, b, T, Sigma);

% 2.) Calcula f(x) =0 e g(x) =0

f = p_S_Star — S_Star/gl » ( 1 — exp((b—r)x*T) » N_dl_Star ) —
(X — S_Star);

g =p + Al*x((S/S_Star)”~gl) — marketPrice;

F=[f; gl;

% 3.) Calcula a matriz Jacobiana de f e g

% Variaveis de Substituicao

zl = 1 — exp((b—r)+*T) * N_d1l_Star;

z2 = —n_dl_Star * exp((b—r)*T) / (S_Star * Sigma * sqrt(T));

z3 = ( 0.5« (log(S_Star/X) + b*T)/(Sigma”~3*sqrt(T)) ) —
(sqrt (T)/ (4*«Sigma)) ;

z4d = (b + ( ((N=1)*b + 2xr/K) / sqgrt ((N—1)"2 + 4xM/K) ) ) /
(Sigma™4);

z5 = (S_Star/ql) * ( exp((b—r)*T) * n_dl_Star » z3 ) +
(S_Star/ (ql"2)) *xzlxz4;

% Derivadas parciais da matriz Jacobiana

dg_dS_Star = ((S/S_Star)”gl) * ( (S_Star/ql)=*z2 — (1/gql)xzl —
ql*Alx(1/S_Star) );

df_dsS_Star = z1 » (1 — 1/gl) + (S_Star/ql)*z2;

dg_dSigmaSqgr = ( n_d2+X*sqrt (T)*exp(—r+T) / (2«Sigma) ) +
((S/S_Star)”~gl) * ( Al*log(S/S_Star)*z4+z5 );

df_dSigmaSqr = ( n_d2_Star*Xxsqrt (T) *exp(—r*T) / (2xSigma) ) +
(S_Star/qgl) xexp ((b—r)*T)*n_dl_Starxz3 + (S_Star/(gql"2))+*zlxz4;

J = [df_dS_Star df_dSigmaSqr; dg_dS_Star dg_dSigmaSqgr];
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end
catch
F = [NaN NaN]J;
J = [NaN NaN ; NaN NaN];

end

end
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