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“Invento, mas invento na secreta esperanca de estar inventando certo.”
Paulo Emilio Sales Gomes

Em Invenc¢ao e memoria de Lygia Fagundes Telles.



Prefacio

Neste trabalho construimos uma variedade que parametriza os sistemas canonicos limites,
e portanto, os divisores de Weierstrass limites em uma curva nodal com trés componentes
irredutiveis. Consideramos o caso no qual as componentes da curva limite se intersectam em
pontos em posicao geral e a degeneracao ocorre ao longo de uma direcao geral. Assumimos
ainda que cada componente irredutivel da curva intersecta todas as outras componentes.

Nao é claro quando Karl Weierstrass estabeleceu e provou seu Lickensatz (ou Teorema
das “Lacunas”), mas provavelmente isto ocorreu entre os anos 1860 e 1870. Este ¢ o inicio da
histéria dos pontos de Weierstrass. Seu Teorema afirma o seguinte: Seja C' uma superficie

de Riemann compacta. Entdo, para cada P € C, existem exatamente g inteiros o;(P) com

l=o(P) < - <oyP)<29—1

tais que nao existe uma funcao meromorfa em C' com um unico polo em P de multiplicidade
a;(P). Veja [11], pagina 432. Os numeros a;(P), ..., a,(P) sao chamados lacunas de C' em
P; o nimero g, que é independente da escolha de P, foi tomado por Weierstrass como a

definicao do género de C. Usando o Teorema de Riemann-Roch, podemos ver que

(a1 (P),...,0q(P)) # (1,...,9) se, e somente se, i(gP) > 0,

onde i( ) denota o indice de especialidade do divisor entre parénteses. Denote por W o
conjunto de pontos de C onde i(¢gP) > 0. Alguns anos mais tarde, os pontos de W foram
chamados “points de Weierstrass” por Haure em [13].

Ainda no final do século XIX, o artigo [2] escrito por Hiirwitz foi de suma importancia

para a teoria dos pontos de Weierstrass e para sua aplicagao ao estudo de curvas algébricas.



Nesse trabalho, Hiirwitz desenvolve o método do Wronskiano que, em linguagem moderna,
nos permite visualizar W como o esquema de zeros de uma secao de um certo fibrado
pluricandnico da curva algébrica C'. No mesmo trabalho ele deu uma definicao precisa
de “multiplicidade "ou “peso”de um ponto de Weierstrass e definiu o conceito de pontos
de Weierstrass de “ordem superior”. Uma descricao histérica completa sobre a origem e o
desenvolvimento do conceito de pontos de Weierstrass estd em [1].

Questoes envolvendo pontos de Weierstrass que surgiram dos trabalhos de Noether,
Hiirwitz, Haure e Hensel foram redescobertas na segunda metade do século XX, como po-
demos ver em [4]. Apés as novas ferramentas introduzidas na drea de Geometria Algébrica
por Alexander Grothendieck e seus colaboradores, o foco da pesquisa nesta area passou ao
estudo de familias de variedades. Como o espago de moduli M, das curvas projetivas, cone-
xas e suaves de género g admite uma compactificacao Mg por curvas estaveis, isto é, curvas
nodais com grupo de automorfismos finito, tornou-se natural perguntar para o que os pontos
de Weierstrass se degeneram quando uma curva suave se especializa para uma curva estavel.

Recorde que um sistema linear em uma curva suave C' é um par (V,L£) onde £ é um
fibrado em retas sobre C e V C HY(C, L) é um subespaco vetorial. Se o grau de £ é d e a
dimensao de V' é r 4 1, entéo (V, L) é dito um g, i.e. um conjunto de d pontos movendo
em uma familia linear de dimensao projetiva r. Um método cldssico na teoria de sistemas
lineares em curvas suaves é degenerar a curva em curvas singulares e, estudando a geometria
dos limites, derivar propriedades das curvas suaves originais. Castelnuovo, Severi, Kleiman,
Kempf, Laksov, Griffiths e Harris aplicaram esta idéia degenerando curvas suaves em curvas
nodais racionais e curvas com cuspides. Como os pontos de Weierstrass formam o divisor de

ramificacio do sistema linear completo H°(C,w¢), pode-se relacionar pontos de Weierstrass



degenerados com a teoria de sistemas lineares limites, desenvolvida por Eisenbud e Harris em
[3]. Neste artigo eles trabalham com familias de curvas suaves degenerando em curvas de tipo
compacto, ou seja, curvas com apenas nos desconectantes e cujas componentes irredutiveis
sao suaves. Grosseiramente falando, Eisenbud e Harris definem um sistema linear limite
em uma curva C' de tipo compacto como uma colecao de g/;’s, um para cada componente
irredutivel de C, satisfazendo certas condicoes de compatibilidade nas ordens de anulamento
dos nés de C. Usando esta teoria, eles encontram condicoes necessarias para um sistema
linear limite ser o limite de sistemas lineares definidos em curvas suaves numa vizinhanca
de C. Como descrito em [4, 5|, usando estas ferramentas eles obtém vérios resultados sobre
pontos de Weierstrass, como, por exemplo, uma caracterizagao dos limites de pontos de
Weierstrass para curvas de tipo compacto. Eles perguntam em [4], pagina 499:

“Quais sao os limites de pontos de Weierstrass em familias de curvas degenerando em curvas
estaveis que nao sao de tipo compacto?”

Eisenbud e Harris escrevem em seu artigo [3] que a nogao de sistemas lineares se estende
para uma curva redutivel, contudo nao é 1util para o estudo da sua geometria. De fato,
seja C' uma curva nodal com componentes irredutiveis Ci,...,C,, e 7 : S — B uma
suavizacao regular de C' onde £ (resp. s) é o ponto genérico (resp. especial) de B. Suponha
que (Vg, L¢) seja um sistema linear na fibra genérica S(§), isto é, um fibrado em retas
L¢ em S(€) e um subespago vetorial V; C H(S(€), L¢) de dimensao r 4+ 1. Gostarfamos de
determinar um sistema linear limite em C' e, estudando sua geometria, dizer algo a respeito da
geometria da fibra genérica da familia. Como Eisenbud e Harris observam em [3], pdgina 339,
“embora limites (V, L) existam, eles nao sao tnicos e nenhum deles reflete completamente

a geometria de (Vg, L¢)”. E possivel estender L¢ a um fibrado em retas £ em S. Neste caso,



Ve terd como limite o subespago vetorial Vy C H°(C, L|¢) de dimensao (r 4 1), onde

Ve ={o|lc:0€ H°(S,L)NV;}

e H(S,L)NVe ={o € H(S,L) : o|s¢) € Ve}. No entanto, se £ é tal extensdo e D ¢ um
divisor de Cartier em S nao trivial suportado em C, entdo £ ® Og(D) é outra extensao de
Le¢ cuja restricao a C' pode ter, por exemplo, graus diferentes dos de £ em cada componente.

Na teoria de sistemas lineares limites desenvolvida por Eisenbud e Harris em [3], eles
consideram uma familia suave m : S — B de curvas se especializando para uma curva de
tipo compacto C' = 771(s), e uma familia de sistemas lineares (L, V;) para b # s. Neste
caso, os diferentes fibrados em retas Ly em C' que surgem como limite sao determinados pelos
graus de suas restricoes as componentes de C', e qualquer distribuicao de graus cuja soma é
o grau de L¢ é possivel. Para tais curvas, os fibrados em retas Og(C;)|c ndo dependem da
familia S/ B, e para que a colecao dos L;’s seja determinada basta que seja conhecido apenas
um deles. Esta propriedade nao é verdadeira para curvas estaveis em geral, tornando-se um
problema para a extensao da nocao de sistemas lineares limites para uma curva C' que nao
seja de tipo compacto. Para superar esta dificuldade, usamos um conceito introduzido por
Laila Maino na sua tese de doutorado [12]. Uma estrutura enriquecida sobre uma curva C
com m componentes irredutiveis ¢ uma m-upla de fibrados em retas I' = {L4,..., L,,,} em C
tal que existe uma suavizacao regular S/B de C com L; = Og(C;)|c parai =1,...,m. Uma
curva estdvel enriquecida é um par (C,I") onde C' é uma curva estavel e I' é uma estrutura
enriquecida em C. Em [12], Maino introduz a noc¢ao de curva estével enriquecida e constréi
um espaco de moduli para tais curvas. Ela descreve ainda como uma estrutura enriquecida I"

varia de acordo com a suavizacao de C' e qual é o espaco das estruturas enriquecidas para uma



curva estavel fixada C'. Usando estruturas enriquecidas, Esteves e Medeiros responderam a
pergunta proposta por Eisenbud e Harris no caso de curvas estaveis com duas componentes
irredutiveis se intersectando em pontos em posigao geral; veja [6].

Em [7], Esteves e Salehyan consideram degeneragoes de curvas suaves em uma curva
estavel C' com m componentes irredutiveis onde cada componente intersecta todas as ou-
tras. Sob certas condicoes de generalidade, para cada [ = 1,...,m eles encontram uma
m-upla n¥) = (ngl), e ,ng,? ) de inteiros tal que, para uma colegao geral de fibrados em retas
Lq,..., L, em C formando uma estrutura enriquecida, o sistema linear completo de secoes
do feixe

MOl n{) n®
Lf :CUC®L1 ®...®Lm

tem numero finito de pontos de base, é nao degenerado na componente C e tem posto g — 1,
onde g é o género de C. Eles mostraram no Teorema 6, pdgina 5053 de [7], que dada uma
suavizagao regular w : S — B de C, denotando por {L4,...,L,,} a estrutura enriquecida
associada, o divisor de Weierstrass limite de 7 é

=1

i<j

onde W; é o divisor de ramificacao em C; do sistema linear completo HO(C’Z,LQ(”

|Cl) e
A;; = C;NC;. Este problema, o de determinar o divisor de Weierstrass limite, é conhe-
cido como problema da degeneragao.

Outra questao que surge naturalmente vai na direcao contraria e é conhecida como o
problema da regeneracao. Considere um divisor de Weil em uma curva estavel C. E possivel

encontrar uma suavizagao regular S/B de C' tal que o divisor de Weierstrass limite associado

é o divisor de Weil dado? Também em [7], Teorema 6 acima citado, Esteves e Salehyan



apresentam uma solugao para curvas estaveis nas quais cada componente intersecta todas as
outras. Usando uma caracterizagao das estruturas enriquecidas dada por L. Maino em [12],
eles identificam os divisores de Weil em C' que sao limites de divisores de Weierstrass.

Nesta tese aprofundamos a discussao acerca do problema da regeneracao para curvas com
trés componentes. Trabalhando sob as mesmas condigoes de generalidade de [7], apresenta-
mos uma resposta mais precisa, encontrando uma suavizacao regular 7 : S — B tal que o
divisor de Weierstrass limite de 7 é o divisor de Weil dado. Deixamos claro quais parametros
estao envolvidos na regeneragao de um divisor de Weil e como eles afetam o processo. Por
fim, construimos uma variedade que parametriza os divisores de Weierstrass limites em uma
curva nodal com trés componentes irredutiveis.

No inicio do Capitulo 1 temos uma breve apresentacao de sistemas lineares limites con-
tendo os resultados basicos de [9]. Em seguida definimos estruturas enriquecidas da mesma
forma feita por E. Esteves e N. Medeiros em [6]. Concluimos o capitulo estabelecendo as
condicoes de generalidade assumidas por Esteves e Salehyan e apresentando os principais re-
sultados de [7]. No Capitulo 2 discutimos condigoes suficientes para a existéncia de estruturas
enriquecidas em curvas nodais redutiveis. Mostramos a relagao entre a existéncia de estrutu-
ras enriquecidas e a Pergunta 2.3. Apresentamos uma resposta parcial para esta Pergunta,
conveniente para mostrar a existéncia de estruturas enriquecidas para curvas nodais com trés
componentes irredutiveis onde cada componente intersecta todas as outras. No Capitulo 3
mostramos que, para [ = 1,...,m, os inteiros que compoem a m-upla n() = (ngl), - ,nﬁ,ll)),
encontrada por Esteves e Salehyan em [7], sdo positivos, exceto ngl) que ¢é zero. Usamos

este resultado para calcular a dimensao de espagos de secoes de feixes canonicos. Na Secao

3.3 apresentamos a técnica que sera usada nos Capitulos 4 e 5 para encontrar a variedade



dos sistemas candnicos limites com foco em uma componente. No Capitulo 4 introduzimos
a noc¢ao de “componente irredutivel desbalanceada” de uma curva nodal C'. Construimos
a variedade dos sistemas canonicos limites para curvas nodais com trés componentes irre-
dutiveis. O resultado principal desta tese é o seguinte Teorema, cuja demonstragao esta na

pagina 80:

Teorema 1. Seja C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis. Assuma que o
género de cada componente seja positivo. Assuma que as componentes de C' se intersectem
em pontos em nV-posicio geral, para cadal = 1,2,3. Assuma que 01, 013,023 > 0. Se, para
algum | € {1,2,3}, C; for uma componente balanceada de C, suponha 0;; < 2, onde {l}¢ =
{i,j}. Entao, a variedade dos sistemas candnicos limites de C' é um ponto ou birracional
a um dos sequintes toros: K*—1 K*—2 K*—3 K*—1 K*=2 K*u—1 onde 1,7 € {1,2,3} sdo

distintos.l

Na demonstragao que apresentamos é necessario supor que as componentes irredutiveis
da curva C sejam desbalanceadas. No Capitulo 5 discutimos direcoes nas quais acreditamos
que os resultados dos Capitulos 2 e 4 possam ser generalizados. Finalmente, no Capitulo 6
descrevemos o algoritmo usado para calcular exemplos e apresentamos alguns desses. Uma

implementagao do algoritmo usando MAPLE esta no Apéndice.

Terminologia

Para qualquer conjunto finito F', denote por #F a cardinalidade de F. Se G é um grupo
e ' um conjunto, defina G como o grupo Ill,cpG. Se v é um elemento do grupo Z™, a

representagao de v na base canonica de Z™ serd (vi,...,v,). Se V é um espaco vetorial, a



dimensao de V sera denotada dim(V'). Para um subconjunto I C {1,...,m}, defina I° como
{1,...,m} —I. Se f é uma funcdo, denotamos por Im(f) a imagem de f.

Uma curva C' projetiva, conexa, reduzida e nodal, definida sobre um corpo algebricamente
fechado K de caracteristica zero é dita apenas uma curva nodal C. O género aritmético de
uma curva sera dito apenas género de uma curva. Denote por (i, ..., C,, as componentes
irredutiveis de C' e ¢1,..., g, seus respectivos géneros. Assumimos que as componentes
irredutiveis de C' se intersectam em pontos em posicao geral. Sejam g o género e w o feixe
canonico de C. Nesta tese os divisores sao assumidos como sendo de Weil. Nao obstante, se
o suporte do divisor estd contido no lugar nao singular da curva C, entao o divisor de Weil
serd considerado como um divisor de Cartier. Se D é um divisor sobre C', entao, para todo
i € {1,...,m}, a restricdo de D a C; serd denotada por D;. Para cada subconjunto I de

{1,...,m}, denote Dy := > ._; D;. O grau de um divisor de Weil > n,p sobre C' é a soma

iel
> n,. Denotaremos por |D| o suporte de um divisor D em C.

Assuma m > 1. Para quaisquer i, j distintos em {1,...,m}, seja A;; o divisor de Weil
em C reduzido cujo suporte é C; N C;. Denote por 6; ; o grau de A, ;. Faca A; := Zj# AVY
e A=, A;; Denote §; :=grau(4;) e § :=grau(A). Para cada par I, J de subconjuntos

disjuntos de {1,...,m}, defina

A]V‘] = ZZAZ'J

icl jeJ
e denote por 0,7 o grau do divisor A; ;. Quando o subconjunto {i} aparecer como um indice,

sera escrito apenas 1.

Para cada subconjunto nao vazio I C {1,...,m}, seja Ct := (J,c; Ci, a subcurva de C

determinada por I. Denotaremos seu feixe canonico por wy e seu género aritmético h°(C7, wy)



por g;. De acordo com [10], pagina 61, a relagao entre os feixes candnicos de C' e C é
(1) w‘C[ = wI(A],[c).

Se C é conexa, como C' é uma curva nodal, segue de [10], pagina 57, que

gI:Zgz‘FZ(S@J—#I—f‘l

iel el
Em particular, como C' ¢ assumida uma curva conexa, temos que g 1= » .~ g; +6 —m + 1.
Assuma g; > 0 para cadai=1,...,m.

Seja B o espectro de um anel de valoracao discreta R e & (resp. s) seu ponto genérico
(resp. especial). Uma suavizagdo de C' é um mapa projetivo e plano w : S — B, onde a
fibra especial S(s) é isomorfa a C' e sua fibra genérica S(§) é suave. Se 7 é uma suavizacao
de C, seja w, o feixe dualizante relativo de 7. Entao w, é uma extensao invertivel do feixe
candnico da fibra genérica de m a S e sua restricao w,(s) a fibra especial é o feixe canénico
desta fibra. Mais informagoes sobre o feixe dualizante relativo podem ser encontradas em
[16].

Uma suavizacao 7w : S — B ¢é dita regular se S é um esquema regular. Neste caso,
Ch,...,C,, sao divisores de Cartier em S e qualquer divisor de Cartier suportado na fibra
especial de 7 é uma combinacao linear de (1, ..., C,,. Note que Cy + - - -+ C,, é um divisor
principal de S, isto é

Os(Cy+ -+ Cp) = Os.

Neste trabalho, todas as suavizagoes sao assumidas regulares. Desta forma, uma suavizagao

regular 7 : S — B é dita apenas uma suavizagao 7 : S — B ou S/B.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Sistemas canonicos limites

Seja C' uma curva nodal e 7 : S — B uma suavizagao regular de C', onde B = Spec(R)
com R anel de valoracdo discreta. Para cada feixe invertivel L¢ em S(§) existe um feixe
invertivel £ em S tal que £(§) = L. Tal feixe £ é chamado uma extensio de Le a S.
Por exemplo, se Lg = Og¢)(D), onde D é um divisor de Cartier em S(¢), entdo D ¢é um
divisor de Cartier em S e £ := Og(D) é uma extensao de L¢. Dada outra extensio M de
Le a S, temos que (M ® L71)(€) = Oge). Segue que existem inteiros nq, ..., n, tais que
M=ZLROg(nCr+ -+ n,Ch).

Fixe um feixe invertivel Lg em S(£) e um subespago vetorial nao nulo V; C HY(S(€), L¢)

de dimensao r + 1. Dada uma extensao £ de L¢ a S, temos o mapa de restri¢ao

L — Lg

t — t|5(£)

16



que induz o mapa injetivo H%(S, L) — H°(S(£), L¢). Defina
Ve = Ve H(S, L) € H°(S(€), Le).

Temos que

V(&) = (Ve N HO(S, £)) ® k(€) = Ve N HY(S(E), £(€)) = Ve,

Observe que H°(S, £) é R-médulo livre de tor¢ao, onde R é anel de valoragao discreta. Como
Ve € HY(S, L), concluimos que V; é um R-médulo livre. Além disso, posto(H°(S, L)) =
dim(H°(S(€), L¢)) e o posto de V. é r + 1.

Considere a inclusao V; C H°(S,L). Ses € H'(S,L) e f € R—{0} sdo tais que fs € V,
entao fs € Ve. Como V; é espago vetorial sobre k(§), temos que f é uma unidade e concluimos
que s € V;. Portanto s € V. Isto mostra que o médulo H°(S, £)/V. é livre de torcdo e
podemos obter a inclusao V; ® k(s) C HY(S, L) ® k(s). Por outro lado, como s é o ponto
especial de B e corresponde a um divisor principal, o mapa H°(S, L) — H°(S(s), L(s))

tensorizado por k(s) origina o mapa injetivo
H°(S, L) @ k(s) — H°(S(s), L(s)).
Obtemos o homomorfismo injetivo
Ve(s) — H(S,L)(s) — H°(S(s), L(s)).

Desta forma, mostramos que, dada uma extensao £ de L¢ a S, o sistema linear (Vg, L¢) em

S(€) se estende ao sistema linear (Vg, £) em S, e a restri¢ao deste a S(s) ¢é o sistema linear

(Ve(s), L(s))-

Definigao 1.1. Diz-se que (Vz(s), L£(s)) é um sistema linear limite.



Lema 1.2. Sejam C uma curva nodal e m : S — B uma suavizacdo reqular de C'. Sejam
Y wuma componente irredutivel de C, e L um feize invertivel em S(§). Entao, existe uma

extensao L de L¢ a S tal que o mapa
Ve(s) — HO(Y, L(s)ly)
¢ injetivo.

Demonstragcao: Sejam C4,...,C,, as componentes irredutiveis de C. Podemos supor
Y = (). Seja £ uma extensao de Lg a S. Para qualquer sequéncia de inteiros nq, ..., ny,
o feixe F := € ® Og(niCy + - -+ + n,,, Cyy,) também é uma extensao de Lg a S. B possivel
encontrar ni,...,n, tais que grau(F(s)|c,) < 0 para todo 2 < i < m. Seja L este feixe.

Entao H°(Cy, L(s)|c,) = 0 para todo i # 1 e obtemos as inclusoes

Ve(s) C HO(S(s), L(s)) € D H(Ci, L(s)le,) = HO(Y, L(s)ly),

i=1
onde a segunda inclusao é dada pelo mapa
HO(S(s), L(s)) — H(C1,L(s)lec,) & -+ & H(Cra, L(5)c,,,)
t — (tleys - tle,,).O
Lema 1.3. Sejam C uma curva nodal, w: S — B uma suavizagao reqular de C e Y uma
componente de C. Fize um feize invertivel Lg em S(€). Suponha que L1 e Ly sejam extensoes
de L¢ a S tais que os mapas Vi, (s) — H(Y, Li(s)|y) sejam injetivos para i = 1,2. Entdo
existe uma extensio L de Le a S tal que L£; = L(D;), onde D; é um divisor de Cartier em

S efetivo, suportado em C, tal que Y & |D;| e Vo — Vi, € um isomorfismo para i = 1,2.

Demonstracao: Como L; e Ly sao extensoes de L¢ a .S, existe um divisor de Cartier

D=nCy+ -4+ n,C, em S, suportado em C, tal que £; = Lo(D). Por outro lado,



Cy + -+ + Cy, é um divisor principal. Portanto, para todo inteiro n, o divisor D — n(Cy + - - - + Cy,)
é linearmente equivalente a D. Escolhendo um n conveniente, podemos supor Y ¢ |D|. Faga

D = Dy — Dy, onde D; e D, sao divisores de Cartier efetivos e disjuntos.

Seja F := L1(D5). Observe que F = Lo(Dy). Além disso,
Li(D3-i)(s)ly = Li(s)ly(Ds—;i - Y)

para ¢ = 1,2, onde Ds_; - Y é a restricao de D3_; a Y, o qual é um divisor de Cartier
efetivo pois Y ¢ |Ds_;|. As inclusoes de feixes £;(s)]y < F(s)|y geram os mapas injetivos
HO(Y, Li(s)|y) — H°(Y,F(s)|y) para i = 1,2. Do diagrama comutativo
Ve (s) — HOYY,Li(s)]y)
3 !

Vr(s) — HY(Y,F(s)ly),

onde o mapa horizontal superior ¢é injetivo por hipétese, concluimos que o mapa vertical a
esquerda € injetivo. Como Vr e V;, sao R-mdédulos livres e ambos tém posto igual a dimensao
de V¢, segue que Vr =V, parai=1,2.

Por outro lado, temos que £1(—D;) = Lo(—Ds). Denote este feixe por G. No diagrama

comutativo
¢ 2
+Dy | L +Ds
L, & F

todos os mapas sao injetivos, o que também vale para o diagrama induzido
H°(S,G) — HY(S, L)
} )

HO(S, L) — HO(S,F).



Como Dy e Dy sao disjuntos, concluimos que
HY(S,G) = H(S, L) N H°(S, Ly) € H°(S, F).
Portanto
Ve, NV, = (Ve N HY(S,L£1)) N (Ve N HY(S, Ly)) = Ve N HY(S,G) = Vg C Vg
eVe, =Vg =V, Faga L:=¢G.0J

Proposicao 1.4. Sejam C' uma curva nodal, 7 : S — B uma suaviza¢ao reqular de C eV
uma componente de C. Fize Le um feize invertivel em S(§). Existe uma unica extensio L

de Le a S tal que, se M € outra extensao de L¢ a S tal que o homomorfismo induzido
Vi(s) — H(Y, M(s)|y)

é injetivo, entao existe um divisor de Cartier efetivo D em S, suportado em C, comY ¢ |D|,

tal que M = L(D) e o mapa injetivo induzido Vy, — Vg € um isomorfismo.

Demonstracao: Pelo Lema 1.2, existe uma extensao & de L¢ a S tal que o mapa
Ve, — HO(Y,E1(s)|y) é injetivo. Se & satisfaz o afirmado, faca £ := &. Sendo, existe
uma extensao M de Lg a S tal que o homomorfismo Vy(s) — H°(Y, M(s)|y) é injetivo
mas nao existe um divisor de Cartier efetivo D em S, suportado em C, com Y ¢ |D],
tal que M = &(D). Considerando os feixes £ e M, segue do Lema 1.3 que existe uma
extensao & de L¢ a S e um divisor de Cartier efetivo D; em S, suportado em C' tal que
Y & |Di|, & = E(—Dy) e Vg, — Vg, é isomorfismo. Observe que o homomorfismo natural
Ve,(s) — H(Y, Ey(s)]y) é injetivo. Se &, satisfaz o afirmado, faga £ := &. Sendao, podemos

repetir o argumento acima, encontrando extensoes &1, &, ..., &, de L¢ e divisores de Cartier



efetivos Dy, Dy, ..., D,y em S, suportados em C, tais que Y € |D;|, &1 = &E(=D;) e

Ve,., —> Ve, é um isomorfismo para cada 1 <i <n — 1. Em particular

1+1
Ve, 2 Ve C HY(S,E(—Dy —---— D,)).

Como Vg, é nao nulo, este processo tem de parar para algum valor de n. Entao existe n tal

que L := &, é como afirmado.[]

Observagao 1.5. Se M é uma extensao de L¢ a S tal que Vi(s) — HO(Y, M(s)|y) é
injetivo, entao, pela Proposicao 1.4, existe um divisor de Cartier efetivo D em S, suportado
em C, comY ¢ |D|, tal que M = £(D). Portanto existe um mapa injetivo natural £ — M.
Dizemos que £ é uma extensio minimal de L¢ a S tal que o mapa Vy — HY(Y, L(s)|y) é

injetivo.

Definigao 1.6. Sejam C' uma curva nodal, 7 : § — B uma suavizacao regular de C' e wg(e)
o feixe canonico da fibra genérica de 7. Seja £ uma extensao invertivel de wg(g) a S. Diz-se

que L é um feize canonico de .
O Teorema que se segue esta em [17] e [9].

Teorema 1.7. Seja C' uma curva nodal com componentes irredutiveis Cy,...,C,,. Sejam
m . S — B uma suavizagao reqular de C e s o ponto especial de B. Para cada | em

{1,...,m} eziste um unico feixe candnico LY de w com as sequintes propriedades:
1. O homomorfismo canénico induzido Vya)(s) — H°(Cy, LY (s)|¢,) € injetivo;

2. Para cada componente irredutivel C; de C, com © # 1, o homomorfismo canonico

induzido V) (s) — H°(Ci, LU (s)|¢,) ndo € identicamente nulo.



Demonstracdo: Existéncia: Considere £ a extensao dada pela Proposicao 1.4. O mapa
Ve (s) — HO(Cy, LO(s)|¢,) é injetivo. Suponha, por absurdo, que exista uma componente
irredutivel C; de C, com i # [, tal que o mapa V.o (s) — H°(C;, LY(s)|c,) é identi-
camente nulo. Entao V[:(z)(_ci) = V,w, contradizendo a minimalidade de LY. Portanto
Ve (s) = HY(Ci, £9(5)|¢,) é ndo nulo para cada i.

Unicidade: Suponha que & seja um feixe canonico de 7 tal que Ve(s) — HY(Cy, E(5)|c,)
é injetivo e, para cada componente irredutivel C; de C', com i # [, o homomorfismo canonico
induzido Ve (s) — H°(C;, E(s)|c;) ndo é identicamente nulo. Pela Proposicao 1.4, existe
um divisor de Cartier efetivo D em S, suportado em C, tal que C; ¢ |D|, £ =2 LU(D) e o

homomorfismo induzido V ¢y — Ve é um isomorfismo. Entao
Ve = Vo) C HY(S, £Y) = HY(S,£(-D)).

Observe que cada segao de Ve(s) se anula em D. Como Ve(s) — H®(C;,E(s)|c,) nao é

identicamente nulo para todo i # 1 e C; € |D|, entdo D =0e &= L.

Definicdo 1.8. Para cada | = 1,...,m, dizemos que £L® é o feixe canénico de 7 com foco
em C;. O sistema linear limite (H°(S, L®)(s), LY (s)) é chamado o sistema candnico limite

de ™ com foco em C].

Para cada [ € {1,...,m}, ambos os feixes L&) e w, sdo extensdes do feixe canonico da

fibra genérica de S/B. Portanto, existem inteiros ngl), e ,n%) tais que

L0 = )+ +00C,).

Além disso, como V,a)(s) — H(Cy, LY (s)|¢,) é injetivo, podemos supor nl(l) = 0. Desta

.. . l !
forma obtemos a unicidade dos inteiros ng ), e ,ngn) .



O seguinte resultado estd em [6], pagina 277.

Proposicao 1.9. Sejam C uma curva nodal e Cy,...,C,, suas componentes irredutiveis.
Seja m : S — B uma suaviza¢ao regular de C. Se M € um feize canonico de w tal que
a restrigio H°(S, M) — H(Cj, M(s)|¢,) € ndo nula para cada j =1,...,m, entdo, para

. S . ) 1 n .. ! -
cada | =1,...,m, existem inteiros nao negativos ng), o ,n,(n) UnICos, com nl() =0, tais que

L0 2 M0+ -+ 000,
onde LY € o feive candnico de ™ com foco em C.

Demonstragdo: Fixel € {1,...,m}. Como M é um feixe candnico de 7, existem inteiros

ngl), e ,ng@), com nl(l) =0, tais que £ = M(ngl)Cl +---+ ngl)C’m). Sejam

D, = Z ngl)Ci e Dy:=— Z ngl)Ci.

nM>0 ntP <o

Desta forma, D; é um divisor de Cartier em S efetivo, suportado em C, tal que C; € | D;| para
j =1,2. Além disso, LV = M(D;y — Ds), onde D; e Dy sao disjuntos. Denote F := £(Z)(D2)
e G := LO(=D;). Observe que F = M(D;) e G = M(—D5). Seja & o ponto genérico de
S. Faga Vi := H°(S(€),ws(e)). Como C; € |Ds|, 0 mapa Vz(s) — H(Cy, F(s)|c,) é injetivo
e, pela Proposicao 1.4, temos a igualdade V oy = Vz. Como D; e D, sao disjuntos, por

procedimento andlogo ao aplicado na demonstracao do Lema 1.3, obtemos que
Vg = Ve NV C V.

Portanto Vg = Vi e o homomorfismo injetivo Vi, (s) — H°(C, M(s)) se fatora

~

Vm(=p,)(s) — Vm(s)
{ {

H°(C, M(—Dy)(s)) — H°(C, M(s)).



Por hipétese, Vi (s) — H®(C}, M(s)|¢,) é nao nulo para cada j = 1,...,m. Concluimos

que Dy = 0.1

1.2 Estruturas enriquecidas

Seja C' uma curva nodal com componentes irredutiveis C1, ..., C,,. Para cada p € |A|,
existem tnicos iy, j, € {1,...,m}, com i, < j,, tais que p € C;, N C; . Tome parametros
locais t;, e t;, de C;, e C; em p, respectivamente. Dado A € Z™, seja A, 1= A;, — A,

Para cada a € K}, defina o mapa E, : Z™ — Div(C') onde associamos A € Z™ ao divisor
de Cartier em C' definido pela equacio a,” (ti,) + (t;,)* = 0 em cada p € |A| e trivial
nos pontos fora de |A|. Entdao E, é um homomorfismo de grupos denotado estrutura pré-
enriquecida de C. Por construcao, E, depende da escolha de parametros locais para cada
p € |Al], mas o conjunto formado por todas as estruturas pré-enriquecidas de C' nao depende,

como mostrado em [6], pagina 291.

Definigao 1.10. Um homomorfismo de grupos L : Z™ — Pic(C) é chamado uma estrutura

enriquecida em C' se existe uma estrutura pré-enriquecida F : Z™ — Div(C) tal que

L(A) =2 O¢(E(N)) para todo A € Z™.

Exemplo 1.11. (Cf. [6], pagina 291.) Seja C' uma curva nodal e C1, ..., C,, suas compo-
nentes irredutiveis. Tome S/B uma suavizagao regular de C. Para cada p € |A|, sejam
u, = 0 e v, = 0 equagoes locais para C;, e C;, em Og,, respectivamente. Sejam u, e v,
as restricoes de u, a Cj, e de v, a C;,. Desta forma, u, e v, sao parametros locais de Cj,
e C;, em p. Seja t um parametro local de B em seu ponto especial. Existe uma unidade

v € Oy, tal que t = 1,u,0,. Seja v, a restrigao de 1, a C'. Considere o elemento a € K}



cuja coordenada correspondente ao ponto p é v,(p). A estrutura enriquecida determinada
pela estrutura pré-enriquecida E, : Z™ —Div(C) é
L: Z™ —  Pic(C)
ei — Og(Cle.
A sequéncia Og(Ch)|c, - .., O0s(Cy)|c é chamada uma base ordenada para a estrutura enri-

quecida, cf. [12]. Como C+- - -+C,, é a fibra especial de S/ B, temos que Og(Cy + - - - + Cy,) = Os.

Isto nos permite calcular a autointersecao de C;. Paracadai = 1,...,m, fazendo @ =C-C;,
obtemos

Esteves e Medeiros provam em [6], pagina 291, que toda estrutura enriquecida é do tipo

apresentado no Exemplo 1.11:

Teorema 1.12. Seja C uma curva nodal e Cy, . . ., C,, suas componentes irredutiveis. Entao,

para cada suavizagao reqular S/B de C, existe uma estrutura enriquecida L de C' tal que
(1.2) LX) 2 Og(MCL+ -+ AnCh)le para todo N € Z™.

Reciprocamente, para cada estrutura enriquecida L de C' existe uma suavizagao regular S/ B

de C satisfazendo (1.2).1

1.2.1 Suavizacgoes ao longo de direcoes gerais

Fixe uma curva nodal C. Seja V¢ o espaco versal de deformacoes de C. Denote por
Ne¢ o espago normal em [C] € Ve ao espaco das deformagoes equissingulares de C. Uma
suavizacao S/B de C esta associada a um arco g em N¢ que passa pela origem. O seguinte

Teorema estd em [12], pagina 14.



Teorema 1.13. Dada uma suavizagao reqular m : S — B de uma curva nodal C, seja g
o arco correspondente a S/B no espa¢o normal No. Entao a estrutura enriquecida induzida

em C por S/B depende apenas da diregcdo tangente ao arco jis na origem em N¢.H

Para i = 1,...,dim(N¢), seja H; o i-ésimo hiperplano coordenado de Ng. Defina
N¢ = N¢ — UHZ" Usando o Teorema 1.13, Laila Maino demonstra o seguinte resultado

na pagina 18 de [12]:

Proposicao 1.14. Fize uma curva nodal C. Fxiste uma correspondéncia bijetiva entre

estruturas enriquecidas em C' e classes de equivaléncia de deformacoes de primeira ordem

em N¢/ ~ .1

Na Proposicao 1.14, ~ é uma relacao de equivaléncia para direcoes lineares em N¢.

1.3 Intersecoes em posicao geral

Seja C' uma curva nodal com componentes irredutiveis C,...,C,,. Nesta secao, deno-
taremos o conjunto {1,...,m} por A. Fixe uma m-upla de inteiros n := (ny,...,n,). Un
subconjunto I C A sera chamado n-balanceado se n; é constante para ¢ € I. Neste caso, faca
ny := n; para qualquer ¢ € I. O inteiro n; é chamado o n-peso de I. Qualquer subconjunto
nao vazio I C {1,...,m} pode ser decomposto, de forma tinica, em subconjuntos maximais
n-balanceados. Estes subconjuntos sao chamados as n-componentes de I.

Reproduziremos a argumentagao de [14], pdgina 19. Para cada i, j € A distintos, seja Eé
um conjunto ordenado com ¢; ; pontos simples de ;. Escolha os E;'- de forma que 2; N = o
para i, j,1 € A distintos. Seja C' a curva nodal obtida pela unido de C, ..., C,, com a iden-

tificacao ordenada de E; e Z{ para todo 7 e j. Seja X; ; o divisor de Weil reduzido em C com



suporte C; N C;. Para cada I C A nao vazio, seja C; C C a unido das componentes C; para
i€led o feixe canonico de C.

Faca os conjuntos Eé- variar. Diremos que as componentes de C' se intersectam em pontos
e cada

em n-posicdo geral se, para cada divisor efetivo D =5, . D;;, com 0 < D, ; <A

i<j (VR

subconjunto n-balanceado I C A,
WO(Crwr() (1 +n; —ni)Aij — Dyj)) < hO(Cr,ar(d (14 n; —n;)Si; — Eiy))
2 2
para todas as possiveis escolhas de X} e dos divisores efetivos F;; tais que E;; < ¥;; e
grau(E; ;) = grau(D;;) para todo i e j. Por semicontinuidade, se os ¥ sdo escolhidos

genericamente, entao as componentes de C' se intersectam em pontos em n-posicao geral.

Portanto a condicao é geral.

1.4 Feixes gerais

Seja C' uma curva nodal, D C C uma colecdo de nés e f : C — C a normalizacio
parcial de C' ao longo de D. Existe um mapa natural ® : Pic(C') — Pic(C) definido por
pullback via f. Fixe [L] € Pic(C) e defina S := ®~1([L]). Considere o seguinte subconjunto

de S

S%:={[N] € S|h°(C, N) é minimo}.

Por semicontinuidade, S° é um subconjunto aberto nao trivial de S. Além disso, como S é
um toro, S é irredutivel. Portanto S° é um subconjunto denso de S. O seguinte Lema pode

ser encontrado em [7], pagina 5039.



Lema 1.15. Seja C' uma curva projetiva, reduzida, definida sobre um corpo algebricamente
fechado K de caracteristica zero. Seja D C C uma cole¢io de nés e f : C — C a
normalizacdo parcial de C ao longo de D. Sejam L um feize invertivel em C e L um feize
invertivel geral em C tal que f*L = L. Se, para cada p € D, existe uma se¢io s € H°(C, L)
tal que s(p) # 0, entao

K(C, L) = h°(C,L) — #D.1

1.5 O problema da degeneracgao

E. Esteves e P. Salehyan apresentam em [7] uma resposta parcial para a pergunta proposta
por Eisenbud e Harris (veja pagina 9 do Prefacio). Eles usam os resultados de [9] para
encontrar sistemas canonicos limites quando as componentes da curva limite se intersectam
em posicao geral e a degeneracao ocorre ao longo de uma direcao geral. Em seguida eles
usam os sistemas canonicos limites para encontrar os divisores de Weierstrass limites. Em [7]
sao tratados pontos de Weierstrass de ordem superior. No entanto, para aqueles de ordem
um, os autores supoem que cada componente da curva limite intersecta todas as outras

componentes.

1.5.1 O Lema numérico

Seja I' um grafo conexo, nao orientado, com m vértices. Ordene os vértices. Para todos
i,j € {1,...,m} distintos, seja ¢; ; o nimero de arestas entre o i-ésimo e o j-ésimo vértice.
Seja ¢ := }_,_;0;;. Dados subconjuntos I,.J C {1,...,m} disjuntos e nao vazios, seja

dr.g = ZZ&-J. Se I C{1,...,m} é um subconjunto, denote I :={1,...,m} —I.

iel jeJ



Para cada par de m-uplas de inteiros e = (e1,...,€,) e n.= (n1,...,n,), defina

E%ﬁ =e; + E (TL] — ’I’LZ>(SZ’] para cada 7 = 1, oo, m.

JFi
Fixado um subconjunto nao vazio I C {1,...,m}, seja
en . en o
€ = E € — E d; ;-
il ijer
1<J
Para cada m-upla de inteiros n = (ny,...,n,) e cada subconjunto nao vazio I de
{1,...,m}, seja m7 := max{n;|i € I}. Faga mg := —oo. Se I C {1,...,m} é nao va-

zio, faga 77 := 0 se my. > m7 e 77 := 1 caso contrario.
Fixado um subconjunto I C {1,...,m}, defina h! :=1sei € I e h! := 0 caso contrério.
Seja h' a m-upla (hl,... AL).

Em [7], pagina 5046, E. Esteves e P. Salehyan demonstram o seguinte resultado.

Lema 1.16. Assuma d;; # 0 para todo i e j. Fize um inteiro | € {1,...,m}. Seja e =

(€1,...,€en) uma m-upla de inteiros tal que e;+- - -+e,, = . Entao existe uma inica m-upla
de inteiros n. = (ny,...,Ny), com n, = 0, tal que para todo I C {1,...,m} prdprio e nao
Va210,

n—l—hIC en n+h!
e <€ <drre—v; M

A prova deste Lema é essencialmente algoritmica. No Capitulo 6 apresentamos um algoritmo

baseado em sua demonstracao.

1.5.2 Divisores de Weierstrass limites

Seja C' uma curva nodal com componentes irredutiveis C1,...,C,,, as quais possuem

generos g, - . . , gm, respectivamente. Sejam w o feixe canonico de C' e g o género de C'. Para



cadal=1,...,m, seja e = (egl e qul)) a m-upla de inteiros definida por

gi—14+9; sej#lI
W= ! (1.3)

g—g+06 sej=I.

Observe que, para cada [, egl) + o+ el) = 5. Assuma que d; ; > 1 para todo i e j.
Seja I' o grafo dual de C', com os vértices ordenados de acordo com a ordem das compo-
0] (0

nentes irredutiveis de C. Para cada | = 1,...,m, seja n) = (n}’,...,ny/) a tnica m-upla

de inteiros n¥ dada pelo Lema 1.16. Defina
2= o, (e + -+ 0.

) O] .~ ) (1) . ~
Denote por L2 e L% ; as restrigdes L2 | e L2 |¢,, respectivamente. Recorde a notacgao
estabelecida na Segao Terminologia. A Proposicao seguinte pode ser encontrada em [7],

pagina 5051.

Proposicao 1.17. Fize | € {1,...,m}. Assuma que as componentes de C se intersectem
em pontos em n-posicio geral. Seja 7 : S — B wma suavizacio reqular de C' ao longo de

uma direcao geral. Assuma 6; ; # 0 para todo i e j. Entdo:

n®

1. ho (C{l}c, L;,{l}c

(_Al)) =0;

@

2. B(Cliye, Ly 1y (—=Ay)) < g para cada i € {1}%;
3. ho(C, 2"y = g

Seja ™ : S — B uma suavizagao regular de C. Faca V; := H°(S(€),w(&)). Para cada

extensao invertivel £ de w(§) a S, seja (Vz(s), L(s)) o sistema linear limite induzido por V¢

em C.



Definicao 1.18. O divisor de Weierstrass do sistema canonico completo da fibra genérica
de , i.e. o sistema completo de se¢oes de w(&), se estende a um tnico subesquema fechado
W C S que é plano sobre B. Dizemos que a fibra especial W, de W é o divisor de Weierstrass

limite de 7.
O seguinte Teorema é o principal resultado mostrado por Esteves e Saleyhan em [7].

Teorema 1.19. Para cada | = 1,...,m, seja e a m-upla de inteiros dada por (1.3) e
n® = (ngl), e ,n%)) a unica m-upla de inteiros estabelecida pelo Lema 1.16. Assuma que as

componentes de C se intersectem em pontos em nV-posicio geral, para cada l =1,...,m.

Assuma que ¢, ; # 0 para todo 7 e j. Entao:

1. Seja m : S — B uma suavizacgao regular de C' ao longo de uma direcao geral. Para
cada [ = 1,...,m, denote por W; o divisor de ramificagao em C; do sistema linear das

secoes de Lﬁfl” gerado por HY(C, L%(l)). Entao, como divisor de Weil, W, = W, onde

W=3"Wi+d glg—1—n —n)A;.
=1

i<j
2. Reciprocamente, seja My, ..., M,, uma colecao de feixes gerais invertiveis em C' sa-

tisfazendo
(a) M1®"'®Mmg(’)c,
(b) /\/li|c{i}c = OC{i}c(Ai) paracadat=1,...,m.

Para cada [ = 1,...,m, seja W, o divisor de ramificacao em C; do sistema linear de

secoes de L|, gerado por H°(C, L"), onde



Entao W, como dado acima, é o ciclo fundamental de um divisor de Weierstrass

limite.A

O Lema 1.15 é necessario para a demonstracao do Teorema 1.19. Portanto, de acordo

com a Secao 1.4, é necessario que os feixes M1, ..., M,, sejam gerais.



Capitulo 2

Estruturas enriquecidas e suavizacoes

regulares

Seja C' uma curva nodal com componentes irredutiveis C4,...,C,,. Recorde a notagao
usada no Capitulo 1, Secao 1.2. Uma estrutura enriquecida em C' é um homomorfismo de gru-
pos L : Z™ — Pic(C) para o qual existe uma estrutura pré-enriquecida F : Z™ — Div(C)
satisfazendo L(A) = O¢(E())) para todo A € Z™. Neste capitulo seguiremos na mesma

diregao de [6], Secao 6.

2.1 Divisores de Cartier e ideais fracionarios

Seja C' uma curva nodal com m componentes irredutiveis. Para cada i € {1,...,m}, seja
K o corpo de fungoes racionais da i-ésima componente irredutivel de C. Faca K := K; @& --- ® K,
e veja cada K; dentro de K de forma natural. Para cada ¢ em {1,...,m}, seja K; o feixe
constante sobre C; associado a K; e K :=K; @ --- @ K,,. A agaode (K*)" em K1&---®K,,

33



dada por
(K™ x KooK, — K& 0K,

((Cl7"'7cm) ) (flaafm)) — (lel’---acmfm)

induz uma acao em K. Seja Div(C') o grupo dos divisores de Cartier em C' e Frac(C) o grupo

dos ideais fracionarios localmente principais em C'. O mapa abaixo é um isomorfismo

®: Div(C) — Frac(C)
D —  ZI(D)
onde Z(D) C K é o ideal fracionédrio gerado em cada ponto p € C' pelo inverso de uma
equacgao local de D em p. Via o isomorfismo ®, a agdo de (K*)™ em K induz uma agao

natural em Div(C'). Para cada ¢ € (K*)™ e D € Div(C), esta agao serd denotada por ¢ - D.

Observacgao 2.1. Recorde a notacao da Secao 1.3. Dado A em Z™, seja I um subconjunto
de {1,...,m} A-balanceado. Seja F : Z™ — Div(C) uma estrutura pré-enriquecida em
C. Afirmamos que Oc(E(N))|c, = Oc,(Xicr 2oje1(A; — Ai)A;). De fato, considere o
isomorfismo @ : Div(C) — Frac(C). Fixe p € |A|. Sejam iy, j, € {1,...,m}, com i, < jp,
os tnicos indices tais que p € C;, N Cj,. Faga A, := A\; — \; . Por defini¢ao, a equacao de
E()\) em p é ag‘p(tip)’\f’ + (t;,)" = 0 para algum a, € K*. Se {iy,j,} C I, entdo A\, =0 e
teremos que E(\) é trivial em p. Se i, € I e j, ¢ I, entdo o ideal Z(E()N)|¢,), ¢ gerado pelo

inverso da equagao local de E(\) em p, ou seja, por t,;’\p.
A seguinte Proposigao estd em [6], pagina 289.

Proposicao 2.2. Seja C uma curva nodal com componentes irredutiveis Cy, . .., C,,. Supo-
nha que D e D sio divisores de Cartier em C' tais que Di¢, = l~)|(;l para cadat=1,...,m.

Entio D = D se, e somente se, existe c € (K*)™ tal que D = c- D.



Demonstracdo: Sejam Z(D) C K e Z(D) C K os ideais fracionérios associados a D e D.

Como D|¢, = D|¢, para cada i = 1,...,m, entdo Z(D)O¢, = Z(D)O¢, para todo i. Segue
que
(2.1) I(D)O¢, ® - ®IL(D)O¢, =Z(D)O¢, & ---®IL(D)O¢, C K.

Sabemos que D = D se, e somente se, Z(D) = Z(D). Pela relacdo (2.1) isto ocorre
se, e somente se, existem automorfismos v; de Z(D)Og, tais que (Z(D)) = Z(D), onde

= (Y1,...,0n). Como Z(D)O¢, é um feixe invertivel, temos que
Hom(Z(D)O¢,,Z(D)O¢,) = K,

para cada ¢ = 1,...,m. Entao v; é a multiplicacao por algum ¢; € K*.[

2.2 Sobre a existéncia de estruturas enriquecidas

Fixe um homomorfismo de grupos ¥ : Z¢ — Pic(C). Nesta secdo, discutiremos
condicoes sobre um homomorfismo \ : Z¢ — Z™ para que exista uma estrutura enriquecida

L: 7™ — Pic(C) satisfazendo
(2.2) U="Lo\

Na andlise que se segue, reduziremos esta questdo a outra puramente algébrica, cf. [6],
paginas 293-295. Nesta segao, o conjunto {1,...,m} é denotado por A.
Fixe um homomorfismo de grupos A : Z? — Z™. Para cada I C A, defina o grupo

abeliano

Hy = {1 € Z*|\(1); = A(l); para todo 4,5 € I}.



Suponha que exista uma estrutura enriquecida L : Z™ — Pic(C) satisfazendo a Equagao

(2.2). De acordo com a Observacao 2.1, para cada I C A,

(2.3) U(D)|e, = Oc, (Y ) (MD); — M1)i)Ai;) para cada I € Hj.

i€l gl

Considerando conjuntos unitérios {i} C A, obtemos

0

o = OCZ_(Z(/\(Z)j — M1);)A;) para cada [ € Z%.
i

Esteves e Medeiros provaram em [6], pagina 294, que existe um homomorfismo ¥ : Z¢ —s Div(C)

tal que
(2.4) U(l) = Oc(U(1)) para cada | € Z¢
(2:5) (D)l =) (AD; = MDAy

J#i
para cada [ € Z% e i € A.

Pela defini¢ao de estrutura enriquecida, existe L : Z™ — Pic(C) satisfazendo (2.2) se, e

somente se, existe uma estrutura pré-enriquecida E : Z™ — Div(C') tal que
(2.6) U(l) = Oc(E o X(1)) para cada [ € Z°.

Por raciocinio andlogo ao da Observagao 2.1, para qualquer estrutura pré-enriquecida F : Z™ — Div(C)

também temos que

EoXD)le, = > _(A1D); = AD)i)A,

J#i

para todo | € Z%. Como U(l)|c, = EXI)|¢, para cada i = 1,...,m, as condicoes da

Proposicao 2.2 sao satisfeitas. Portanto, dada uma estrutura pré-enriquecida



E 7™ — Div(C), a Equagao (2.6) é satisfeita se, e somente se, existe um homomorfismo

c: 7% — K tal que
(2.7) Eo\1) = c(l) - ¥(I) para cada [ € Z%.

Podemos fazer uma andlise mais detalhada considerando parametros locais. Para cada
p € |A[, seja iy, 5, € A, com i, < j,, os Unicos indices tais que p € C;, N Cj,. Defina
A1)y == A1), — A(l);,. Sejam t;, e t; parametros locais de C; e Cj, em p, respectiva-
mente. A Equacdo (2.5) indica que existe um tnico homomorfismo ¢ : Z¢ — K tal que
G(1)p(t;, )7 + ;)P = 0 6 uma equagdo local para ¥(l) em p, para cada p € |A| e
| € Z%. Usando este homomorfismo, obtemos a seguinte equivaléncia: existe um homomor-
fismo ¢ : Z? — K} e uma estrutura pré-enriquecida E : Z™ — Div(C) tal que a Condicio
(2.7) é satisfeita se, e somente se, existem a € Kj e um homomorfismo ¢ : Z¢ — Kj tal

que

D)
AVp — &gb(l)p para cada p € |A| e | € Z%.

(2.8) a,"r = 0

Jp

Seja I um subconjunto de A. Suponha que a Condigao (2.3) seja valida. Defina Wy := W/,

e A1 := A|y,. Existem isomorfismos
V(1) 2 Oc, (¥ (D)le,) e Wi(l) = Oc, (E o Ar(1))

para cada [ € H;. Observe que, novamente pela Observacao 2.1, para qualquer estrutura

pré-enriquecida E : Z™ — Div(C) temos que

EoXDle, =D ) (AD); — AD)i)A,

iel j¢I



para todo [ € H;. Portanto, pela Proposicao 2.2, o isomorfismo O¢, (¥(1)|¢,) = Oc, (EA(1))

é equivalente a existéncia de um homomorfismo ¢; : Hy — Kj tal que
(2.9) Eo)(l) =c¢i(l) - ¥(1)|e, para cada | € Hj.

Além disso, por argumento similar ao apresentado no pardgrafo anterior, existe um homo-
morfismo ¢; : Hi — KJ e uma estrutura pré-enriquecida E : Z™ — Div(C) tal que
(2.9) ¢ satisfeita se, e somente se, existem a € K}, onde A; é o divisor de Weil reduzido

correspondente a soma dos nds redutiveis de C'7, e um homomorfismo ¢; : Hy — Kj tal que

l);
ar = ey, (1), para cada p € [A;| el € H.

g cr(l)j,
Para cada né redutivel p de Cy temos A(l), = 0, portanto a Equacao (2.9) é vélida se, e

somente se,

(2.10)

para cada [ € H; e p né redutivel de C7.

Se (2.8) é satisfeita para certos a € Kj e ¢: Z¢ — K3, entdo

C(l)ip

(2.11) 0,

(l), =1 paracadap e [Al el € Hy, j)-

Como podemos ver em [6], pagina 295, a reciproca desta afirmacao também ¢é verdadeira,
i.e. dado um homomorfismo ¢ : Z¢ — K} tal que (2.11) é vélida, entdo existe a € K tal
que (2.8) ¢ satisfeita.

Tendo em vista as consideracoes desta segao, a existéncia de uma estrutura enriquecida

L :Z™ — Pic(C), tal que a condicao

U=7Lo\



é satisfeita, é consequéncia de uma resposta afirmativa a seguinte Pergunta:

Pergunta 2.3. Seja ¢ : Z¢ — K& um homomorfismo de grupos. Suponha que, para cada

I C A, exista um homomorfismo de grupos cr : Hy — K tal que

CI<l>ip

(1), =1 para todo p € |Af| el € H.
Cf<l)]p

Eriste um homomorfismo ¢ : Z% —s K4 tal que

c(l)i,

0 (1)p =1 para todo p € |Agi, ;3| el € Hy, 5,37
Jp

O resultado abaixo estd em [6], pagina 295. Ele foi mostrado usando o raciocinio desen-
volvido nesta secao. Além disso, ele foi utilizado por Esteves e Medeiros para a obtencao
de estruturas enriquecidas em redugoes semi-estaveis de curvas com duas componentes irre-

dutiveis.
Proposicao 2.4. Seja \ : Z¢ — Z™ um homomorfismo de grupos. Para cada I C A\ seja
Hy = {l € Z%|\\(1); = A\(); para todo i,j € I}.

Seja P uma colegdo de subconjuntos nao vazios de A. Para cada I € P, seja hy o menor

inteiro em A para o qual hy € I. Faca T := PU{{i}|i € A}. Assuma as sequintes condig¢oes:

1. Para cada pari,j € A de elementos distintos com C;NCj # &, o subgrupo Hy; ;3 C Z4

¢ gerado por todos os Hy com I € P tais que i,j € I.

2. Para cada h € A, os Hy, para todo I € P com h € I e hy < h, sdo distintos e

linearmente dependentes.



Entdo um homomorfismo de grupos ¥ : Z¢ —s Pic(C) satisfaz

(2.12) Y(Dle, = 0c, (O (MD); = A1) Ay)

i€l jéI
para cada I € T el € Hy se, e somente se, existe uma suaviza¢do reqular m: S — B de C

tal que

U(l) = Og(A1)1CL + - + A()mCi)|c

para cada l € Hy.A
O Corolério seguinte esta em [6], pagina 297.

Corolario 2.5. Seja N um feize invertivel em C' el € Z™. Seja P a particio de A definida
pela sequinte propriedade: para cada i,j € A\, existe [ € P tal que i,j € I se, e somente se,

l; = l;. Entao existe uma suavizagao reqular w: S — B de C tal que
N =Z05(LC + -+ 1,C)le

se, e somente se,

(2.13) Nle, 2 06,) ) (1 —1)A)

i€l ]%I
para cada I € P.
Demonstragdo: Defina \ : Z — Z™ e ¥ : Z — Pic(C) por X\(1) =1l e ¥(1) = N,
respectivamente. Para cada i,j € {1,...,m}, se i,j € I para um certo I € P temos que
H; = Hyjy = Z; caso contrdrio, Hy; ;3 = 0. Portanto a Condicao 1 do enunciado da
Proposicao 2.4 ¢é satisfeita. A Condicao 2 também é satisfeita pois cada h € A estd contido
em um tdnico I € P. Além disso, como H; = Z para cada I € P, a Condigao (2.13) é

equivalente a (2.12). Entao o resultado segue da Proposigao 2.4.00



Neste capitulo sera apresentada uma resposta parcial para a Pergunta 2.3. Ela sera ttil
para encontrar estruturas enriquecidas em curvas com trés componentes irredutiveis, nas

quais cada componente intersecta todas as outras.

2.3 Propriedades dos grupos H;

Dados dois vetores Iy = (l11,...,lim) € lo = (l21,...,lo,m) em Z™, defina o produto

interno

<l1, l2> = Z ll,il2,i'
i=1

Seja M um subgrupo de Z™. Defina

M = {l € Z™|nl € M para algum n € Z\{0}}

M~ :={l € Z"|{l,v) = 0 para todo v € M}.
Proposigao 2.6. Seja M um subgrupo de Z™. Entdo posto(M=*) =posto(Z™/M).

Demonstracao: Considere a sequéncia exata

m

(2.14) O—>H—>Zm—>ﬁ—>0.

O grupo Z™/M é livre de tor¢ao. Entdo a sequéncia (2.14) cinde e temos que Z™ ¢ isomorfo
a M@ (Z™/M). Além disso, existe um isomorfismo (Z™/M) = ZF para algum k € Z. Este
isomorfismo induz um produto interno em Z™ /M. Dados os elementos (u1,71) e (uz, V) em

M @ (Z™ /M), defina o seguinte produto interno:

((u1,01), (ug,02)) = (u1, ug) + (U1, 02).



Podemos considerar M como um subgrupo de M @& (Z™/M). Observe que M+ = M.

Entao basta mostrar que M o=zm /M. Considere M cMa (Z™ /M) via o isomorfismo
Zm = M @ (Z™/M). Se (u,v) € ML, entdo (u,u) = {(u,v), (u,0)) =0 e concluimos que
u = 0. Por outro lado, se (0,7) € Z™/M e (u,0) € M, entao ((0,7), (u,0)) = 0 e concluimos
que (0,7) € MO

Fixe um homomorfismo de grupos A : Z™ — Z™. Para cada subconjunto I C {1,...,m},

defina o subgrupo
Hp:={leZ™\(1); = A(l);, para todo i,j € I}.

O homomorfismo A pode ser representado por uma matriz m X m com entradas inteiras.
Seja L; a i-ésima linha desta matriz. Para cada subconjunto I := {iy,... it} C {1,...,m},

defina por \; : Z™ — Z* o homomorfismo de grupos determinado pela matriz

L;,

L;,

Proposicao 2.7. Seja A : Z" — Z™ um homomorfismo de grupos e I um subconjunto nao

vazio de {1,...,m}. Se posto(A;) = #I, entao posto(H;) = #I1°+ 1.

Demonstracao: Sejam A e B automorfismos de Z™ tais que A = ADB,onde D : Z™ — 7Z™

¢ um homomorfismo de grupos representado por uma matriz diagonal

ny



onde nyq, ..., n,, sao inteiros ([8], pdgina 281). Seja (a;;) a matriz que representa A. Entao a
matriz que representa o homomorfismo AD é (n;a;;). Desta forma teremos que A(1); = A(l);

se, e somente se,
<((CL,L'1 — aﬂ)nl, Cey (aim — ajm)nm), B(l)> =0.

Fixe um subconjunto nédo vazio I de {1,...,m}. Entao

Hr={leZ™{((an — aji)na, ..., (@m — @jm)nm), B(l)) = 0 para todo i,j € I}

B(H;) ={l € Z™|{((an — aj1)ni, ..., (Qim — @jm)nm), 1) = 0 para todo ¢, € I}.

Como B é um automorfismo de Z™, posto(H;) =posto(B(Hy)). Fixe ig € I. Suponha que

posto(Ar) = #I. O conjunto

{((aigr — aji)na, ..., (@igm — ajm)nm)|j € I —{io}}

¢ linearmente independente. Logo

BH) = | @ Z((@ai —ap)n, ..., (@Gigm — ajm)nmn)

Jje€I—{io}
Pela Proposi¢ao 2.6 concluimos que posto(B(Hy)) = #1°+ 1.00
Dado um subconjunto I de {1,...,m}, seja D; := {l € Z™|l; = |; para todo i,j € I} o

I-ésimo subgrupo diagonal de Z™. Observe que Hy = A\™1(Dy).
Proposicao 2.8. Sejam I e J subconjuntos nao vazios de {1,...,m}. Se I C J entdo:
1. Hy C H; e H;/Hj é livre de tor¢ao;

2. Posto(Hy)—posto(H ;) < #J — #1.



Demonstracao:

1. Se I C J, entao H; C H;. Defina o homomorfismo

2\ Hy — Dy
" Hjy D,
por A(@) := A(a). Observe que este homomorfismo é injetivo. Além disso, D;/D; é

livre de tor¢ao. Logo, H;/H; também é livre de tor¢ao.
2. Considere o homomorfismo do Item (1). Como ele é injetivo temos que
posto(H;/H ) < posto(D;/Dy).

Sabemos que

posto(H;/Hy) = posto(H;) — posto(H )

posto(D;/D;) = posto(Dy) — posto(D ;) = #J — #1.

Portanto, posto(Hy)—posto(H ;) < #J — #1.00

2.4 Suavizacoes regulares de curvas com trés compo-

nentes

Denote por A o conjunto {1,2,3}.

Proposigao 2.9. Seja \ : Z3 — Z3 um homomorfismo de grupos de posto mdximo. Erxistem

vetores Wy, Wi, Ws € W3 em 73 tais que

Hy =Zwy e Hpye = Zwg ® Zw;



para todo i € {1,2,3}. Além disso, para quaisquer i,j € A distintos, o conjunto {wo, w;, w;}

¢ linearmente independente.

Demonstracdo: Como \ : Z3 — Z3 tem posto méximo, segue da Proposicao 2.7 que
posto(Hy) = 1 e posto(Hy;ye) = 2, para i = 1,2,3. Além disso, pela Proposi¢ao 2.8, o grupo
Hpe/Hy € livre de torgao e posto(H;ye)—posto(Hy) = 1. Entao existem vetores wy e w;
em Z? tais que Hy = Zwg e Hyjye = Zwy & Zw;, para i € A.

Fixe i e j distintos em {1,2,3}. Vamos verificar que {wp, w;, w;} é linearmente indepen-

dente. Suponha que nw; € Hy;e para algum n € Z. Entao
nw; € H{j}c N H{i}c = H) = Zuwy.

Como {wg, w;} é linearmente independente, concluimos que n = 0.0
Recorde a notacao da Secao 2.2. A seguinte proposicao é uma resposta parcial para a
Pergunta 2.3. Nela, de acordo com a Se¢ao Terminologia, |A| é o conjunto de nds redutiveis

de uma curva nodal C. Denotamos por p; ; € |A|, com ¢ < j, um ponto que estd em C; NC}.

Proposicao 2.10. Seja C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis. Sejam
\:Z3 — 7% wm homomorfismo de grupos de posto mdximo e ¢ : Z* — Ky um homo-

morfismo de grupos. Suponha que, para todo I C A nao vazio exista um homomorfismo

Cl(l>i
cr(l);

existe um homomorfismo de grupos ¢ : Z> — K} tal que, para todo i,j € A distintos, temos

c(l);

Demonstrag¢ao: Afirmamos que, para cada par i,j € A de elementos distintos, basta

de grupos c; : Hf — K5 tal que ¢(1)p,, = 1 para todo p;; € |Af| el € Hy. Entdo

gzﬁ(l)pi’j =1, para todo p;; € |Ag ;3] el € Hy jy.

considerar um unico p em |A; ;|. De fato, se p,q € |A;;|, com ¢ < j, entao

o)y = cupy(Djenn )it = o),



i_l = ¢(l), para | € Hy; 5,

para | € Hy; ;. Assim, se existe ¢ : Z* — Kj tal que ¢(1);c(l)
entdo c(1);c();" = o(1),.

Denote por {e1, e, e3} a base candnica de Z? e ¢;; as incégnitas c(e;);. Para qualquer
I = (l1,1z,13) € Z3, observe que ¢(l); = H?Zl ci] Pela Proposicao 2.9, existem wy, € Z3, para

k=0,1,2,3, tais que Hy = Zwg e Hyye = Zwy @ Zwy.

Devemos resolver o sistema

c(wo)ac(wo)y = G(wo)pi
c(wo)sc(wo)y’ = G(wo)py,
c(wo)se(wo)y = G(wo)pys 2.15)
clwi)se(wi)y' = G(Wi)pyy
clwa)se(wa)y = Gwa)p,,
c(ws)ac(ws)y = G(ws)p,s-

Por hipdtese

¢(w0>P1,2¢(w0)P2,3 - CA(wO)2 ) CA(wO)S - CA(wO)3 = ¢(w0)P1,3‘

CA(wo)l CA(wo)Q CA(wo)l

Portanto, se existe ¢ : Z* — Kj tal que c(wp)2c(wp); ' = ¢(wp)p, , € c(wp)sc(wo); ' = ¢(wo)p, 4,

entao

= . = ¢(w0)p1,2¢<w0)l)2,3 = ¢(w0)p1,3'

Concluimos que a equagio c(wp)zc(wp); ' = d(wp)p, 5 N0 Sistema (2.15) é redundante. Reor-

denando as equagoes no sistema (2.15) e excluindo uma equagao redundante, chegamos ao



sistema equivalente

c(wo)ac(wo)i' = ¢(wo)pys
c(ws)ac(wa)y! = G(ws)p,
c(wo)se(wo)y! = (o), (216)
c(w)ac(wi)z! = G(wi)p,s

c(wa)sc(ws) ' = Plwa)p, -

\

Cada uma das equagdes c(wy);c(wy); ' = ¢(wy),p, ,, com i < j, torna-se

3 3
w —w
H Cm?m H Crni N gb(wk)pi,j’

m=1 m=1

para k = 0,1,2,3. Apés tomar o logaritmo, a matriz do sistema (2.15) nas incégnitas ¢;; é

—Wp,1 —Wp2 —Wo3 W1  Wo2 w3z 0 0 0

—ws) —Wz2 —Ws33 W31 W32 W33 0 0 0
(2.17) 0 0 0 —Wp,1 —Wo2 —Wp3 Wo1 Wo2 Wo3
0 0 0 —Wi,1 —Wi2 —W;3 Wi Wi2 W13
—W2,1 —W22 —W23 0 0 0 W1 W22 W23

) )

Pela Proposicao 2.9, o conjunto {wp, wy,ws} é linearmente independente. Logo, o determi-
nante do menor 3 x 3 formado pelas linhas 3, 4 e 5 e colunas 7, 8 e 9 é nao nulo. Além
disso, como {wg, w3} é linearmente independente, a menos de uma permutacao, podemos
considerar nao nulo o determinante do menor 2 x 2 formado pelas linhas 1 e 2 e colunas
5 e 6 da matriz (2.17). Concluimos que a matriz (2.17) possui posto méximo e portanto o
Sistema (2.16) possui solugao.

Se | € Hyye, onde {k}° = {i,j} com i < j, entdo existem ng,n; € 7Z tais que



[ = NoWqo + NpWy,. Por (215)

c(l);  e(nogwg + npwy); c(wo)i®  c(wy)* n n
(0); _ c(nowo + ngwy); i = o(wo)e - d(wi)pk, = ¢y, ;.0

c(l);  clnowo + npwy);  c(w)!®  clwy);

Teorema 2.11. Seja C uma curva nodal com trés componentes irredutiveis. Seja X : 72 — 7.3
wm homomorfismo de grupos de posto mdzimo. Entdo wm homomorfismo de grupos U : Z3 — Pic(C)
satisfaz
(2.18) V(D)o = O, (3> (AD); = A1))A)
icl j¢I
para cada I C A el € Hy se, e somente se, existe uma suavizagao reqular w: S — B de C

ao longo de uma direcao geral tal que
(2.19) V(1) = Os(A(1)1C1 + A(1)2Cs + A(1)5Cs) |
para cada | € 73.

Demonstragdo: Suponha que exista uma suavizacao m : S — B de C tal que (2.19) seja
verdadeira. Pelo Teorema 1.12, existe uma estrutura enriquecida L : Z3> — Pic(C) de C
tal que ¥ = LA. De acordo com a Observacao 2.1, para cada I C A, a condic¢do (2.18) é
satisfeita.

Agora mostraremos a outra dire¢ao. Como a condigao (2.18) é valida, podemos usar
os objetos definidos na Segao 2.2. Portanto, existe um homomorfismo ¢ : Z¢ — K
representando W. Além disso, como (2.18) é satisfeita, para cada I C A nao vazio existe um

homomorfismo de grupos ¢; : Hy — Kj tal que

‘gb(l)pm =1 para todo p;; € |A;| el € H.



Como o posto de A é maximo, segue da Proposicao 2.10 que existe um homomorfismo de

grupos ¢ : Z3 — K3 tal que

Wﬁﬁ(l)pi,j = 1 para todo p € ’A{i,j}‘ el € Hgj.
J

De acordo com a discussdo na Secdo 2.2, existe uma estrutura enriquecida L : Z* — Pic(C)
tal que U = LA. Aplicando o Teorema 1.12, encontramos uma suavizagao regular 7 : S — B

com a propriedade (2.19).00



Capitulo 3

Espacos de secoes de feixes candnicos

Recorde a notacao fixada na Secao Terminologia e na Subsecao 1.5.2. Seja C' uma curva
nodal com m componentes irredutiveis. Para cada l € {1,...,m}, seja e = (e!”,...,eY) a

m-upla de inteiros definida por

gi—14+0; sej#lI,
W= ! (3.1)

g—g+06 sej=I.
Observe que, para cada | € {1,...,m}, a m-upla ¢!} definida acima coincide com aquela

definida na pégina 30. Como C' é conexa, temos que y .-, ez(»l) = ¢ paratodol =1,...,m.

Seja n¥) = (ngl), . ,n,(yll)) a Unica m-upla de inteiros estabelecida pelo Lema 1.16.

Definicao 3.1. Diremos que n'Y é a m-upla de inteiros associada a e®).
Fixe uma suavizacao m : S — B de C. Defina

£ = o+ 41

™

n®

) Lo 0] ) :
Denote por L2 e L; | as restrigoes L2 |c e L2 |¢,, respectivamente, onde I C {1,...,m}

é um subconjunto préprio. Recorde a Segao 1.3. Se I é n)-balanceado, segue de (1) e (1.1)
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que

n® l l
(3.2) L2 2w O 1+l —al)Ay).

iel j¢I

Fixel € {1,...,m}. De agora em diante, assuma que as componentes de C' se intersectem
em pontos em n-posicao geral, de acordo com a Secao 1.3. Assuma ainda que i ; # 0 para
todos i e j distintos em {1,...,m}. Se a suavizacao 7 : S — B de C' é tomada ao longo de

uma diregao geral, a Proposicao 1.17 afirma que

n®

1. hO(C{l}c, L;’{l}c(_Al)) = O,

n®

2. B%(Cliye, Ly iy (—Ay)) < g para cada i € {1}
0 n®
3. W(C,12") = g

Para cada ¢ = 1,..., m, defina o mapa de restricao

n®

0)
Prli - HO(Ca L% ) — HO(Cia L7r,i )
Denote por V;; a imagem de p,;;. Considere a sequéncia exata

— 0.

™ T

(3.3) 0 — L2 (—Ay) — 12— 12

Segue da Proposigao 1.17, item (1), que o mapa p,;; é injetivo. Se i # [, segue da mesma
Proposicao, itens (2) e (3), que o mapa p,,;; ¢ ndo nulo. De acordo com a Defini¢ao 1.8, o
feixe £2" & o feixe candnico de 7 com foco em Cy e (HO(C, L2"), L2") ¢ o sistema canénico

limite de 7 com foco em (.



3.1 Positividade

Lema 3.2. Seja C uma curva nodal com componentes irredutiveis Cy,...,Cy,. Suponha
que o género de cada componente de C seja positivo. Assuma que 0;; # 0 para todos i e j

distintos em {1,...,m}. Seja w:S — B uma suaviza¢ao reqular de C. Entdo, para todo

ied{l,...,m}:
1. O mapa natural H°(S,w,(—C;)) — H°(C,w,(—C)|c) € sobrejetivo;

2. Para cada j € {1,...,m}, o mapa natural H°(C,w,(—C;)|c) — H(C},w-(—C;)|c,)

é nao nulo.
Demonstragcao: Sem perda de generalidade, podemos supor ¢ = 1.
1. Considere a sequéncia exata
0 — wi(A1) — w(=C1)|c — wpye — 0.
Usando Dualidade de Serre temos que
H'(wi(A1))" = Hom(wi (Ar), w) = H(Oc, (—A4)) = 0.
Entao a sequéncia
(3.4) 0 — H(wi(A1)) — H(wr(=Ch)lc) — H(wiaye) — 0

é exata. Por hipétese, temos que 0;; > 1 para todos i e j em {1,...,m}. Isto
significa que cada componente irredutivel de C' intersecta todas as outras componentes.

Portanto a curva Cfy. € conexa e temos que

(3.5) R (wr(—Ch)|e) = B2 (wi(A1)) + h(wiiye) = g.



Observe que h?(S(€), wr(—C1)|s)) = h°(S(§),ws()) = g e B é um esquema integral.

Usando o Teorema de Grauert ([15], pdgina 288, Coroldrio 12.9), obtemos que o mapa
HO(S, wr(—C1)) ® k(s5) — H°(C,w(—C1)|e)
é sobrejetivo. Concluimos que H(S, w,(—C)) — H°(C,w.(—C)|c) é sobrejetivo.
. (a) Caso j = 1. Considere a sequéncia exata
0 — wr(—=C1)lepye (A1) — wr(=Ch)|ec —> wa(=C1)|c, — 0.
A sequéncia longa em cohomologia associada é
(3.6) 0— Ho(wﬂ(—Cl)]C{l}c(—Al)) — H(w.(—C1)l|¢c) 4 H(wr(—C)|e,) — -+ .

Considere o isomorfismo wﬁ(—Cl)]c{l}C(—Al) = wiye(—A1). Do fato de 0,5, > 1 para
todosiekem {1,...,m}, segue que a curva C' é conexa. Portanto g = ggje+g1+91—1

e podemos observar que g¢je < g. Chegamos a desigualdade
hO(W{l}c<—A1)) < ho(w{l}c) = 9{1}c <g.

Da Equagcao (3.5) temos que h®(w,(—C1)|c) = g. Logo o mapa ¢ na sequéncia (3.6) é
nao nulo.
(b) Caso j # 1. O mapa w,(—C})|¢c — wx|c induz o mapa h no seguinte diagrama

comutativo

H(wr(~Cle) -2 HO(wn(—C1)ley)
hl 1

Hwde) 5 Hwdle,).



Considere os isomorfismos w.(—C1)|c;, = w;i(A; — Ay;) e wrlo, = w;i(4;). O mapa

vertical a direita é equivalente ao mapa injetivo
HO(wj (A — Avy)) — H(w;(4;)).

A fim de mostrar que ¢ é nao nulo, basta mostrar que a funcao composta g o h é nao

nula. De acordo com o diagrama
HO(wa(—Ch)le) -2 H%wpye)
hi < f
Hwle) %5 HOwle).
o mapa h se fatora pelo mapa h. Temos que f é injetiva e, por (3.4), o mapa hé
sobrejetivo. A fim de mostrar que g o h é nao nula, basta mostrar que f o g é nao nula.

Considere a sequéncia exata
0 — wyrjye — wipe — wWi(Aj = Ay ;) — 0
e a sequéncia exata longa de cohomologia
(3.7) 0 — H%wp jye) — H'(wpye) — HO(w;i (A — Apy)) — -+ - .
Temos que wr|c;, = w;(4;). Usando o mapa e e a fungao injetiva
H(wi(Aj = Ary)) — H(w;(4y)),

podemos fatorar f o g:

Howpy) 2% HO%wyi(A)))
el /"

HO(wj(Aj — Ay y))



Basta mostrar que e é nao nulo. Como 6;; > 1 para todo ¢ e k em {2,...,m}, temos
que Oy jye € conexa e gyiye = gq1,53e + g5 +0; — 01,5 — 1. Portanto gg1 53 < gq1)e e segue

que h?(wy jie) < h(wgiye). Da sequéncia (3.7), concluimos que o mapa e é néao nulo.[]

Proposicao 3.3. Seja C' uma curva nodal com m componentes irredutiveis. Assuma que as
componentes de C se intersectem em pontos em n\Y-posicio geral. Suponha que o género de

cada componente de C' seja positivo. Assuma que 0;; # 0 para todos i e j distintos. Entdao

(

nil) > 0 para cada 1 < i,1 <m, coml #i.

Demonstrac¢ao: Considere 7 : S — B uma suavizacao regular de C' ao longo de uma
direcao geral. Para cada [ € {1,...,m}, seja e¥) a m-upla de inteiros definida em (3.1) e
n) a m-upla de inteiros associada a e®. Fixe [ € {1,...,m}. A discussdo no inicio deste
capitulo mostra que E%(” = wﬂ(ngl)C’l 4ot nly Cy) é o feixe canonico de m com foco em C.
Pelo Lema 3.2, itens (1) e (2), o mapa H°(S,w.(—C})) — H°(Cy,w,(—C})|¢,) é nao nulo

para todo [,7 € {1,...,m}. Pela Proposicao 1.9, existem inteiros nao negativos tgl), ce ,t(l)

com tl(l) = 0, tais que
22" = w (-Cy) (Z e+ cz-) = w, (Z(tE” + 1)01-) .
i#1 i=1 i#l
Segue da unicidade da m-upla n) que ngl) > 0 para cadai=1,...,m, com i # [.[J
Seja C' uma curva nodal com componentes C1,...,C,,. Para cada l € {1,...,m}, seja

e a m-upla definida por (3.1) e n a m-upla associada a e). Seja My a matriz m x m



cuja [-ésima coluna é a m-upla n¥)

0 n§2) ngm)
ngl) 0 ném)
MC =
n%) ng) e 0

Definicao 3.4. Diremos que M¢ é a matriz associada a curva C.

Corolario 3.5. Seja C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis. Assuma que
as componentes de C' se intersectem em pontos em n'Y-posicio geral para cada | € {1,2,3}.
Suponha que o género de cada componente de C seja positivo. Assuma que 0; ; # 0 para todo

1 e j distintos. Entao o determinante da matriz associada a curva C' € nao nulo.

Demonstracao: Segue trivialmente do calculo do determinante da matriz associada a
curva C.[J

Se C' é uma curva nodal com trés componentes irredutiveis e \ : Z2> — Z3 o homomor-
fismo de grupos induzido por M¢, segue do Corolario 3.5 que A tem posto maximo. Seja [

um subconjunto de {1,2,3}. Definimos na Se¢ao 2.2 o grupo
Hy = {l € Z*|\(1); = \(l); para todo i,j € I}.
Como A tem posto maximo, segue da Proposicao 2.7 que posto(Hy) = #1°¢+ 1.

Lema 3.6. Seja C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis. Assuma que as
componentes de C se intersectem em pontos em n")-posicdo geral para cada I € {1,2,3}.
Suponha que o género de cada componente de C seja positivo. Assuma que 6;; # 0 para

todo i e j distintos. Fize I :={i,j}, com i # j, um subconjunto de {1,2,3}. Denote



{i,5}¢ = {k}. Seja X\ : Z> — Z3 o homomorfismo de grupos determinado pela matriz Mc.
Tome {u,v} € H; um subconjunto linearmente independente. Entdo os determinantes das

matrizes 2 X 2

sao diferentes de zero.

Demonstragdo: Suponha, por absurdo, que exista n € Q tal que n(u;,ux) = (vi, vg).
= L @, (k) S ) I (k) o ,
Entdao A(v); = n(n; u; + n; u) e AM(v); = n; v; + nn; 'ug. Observe que A(v); = nA(u);.

Como u,v € Hy; jy, temos que A(v); = A(v); e A(u); = A(u);. Portanto

o que produz

(4) wy) = n(nl(j)

)

(k)

%

Q)

J

(k)

n; vy +nng g = n(ng u; +n; uj + ngk)uk)

Pela Proposicao 3.3, temos que nz(»j) > 0. Entao v; = nu; e chegamos a v = nu, o que é um
absurdo pois {u, v} é linearmente independente. Por procedimento similar mostra-se que os

vetores (u;,uy) e (v;,v;) sdo linearmente independentes.[]

3.2 Dimensoes

Recorde a notagao fixada no inicio deste capitulo. Fixe [ € {1,...,m} e isomorfismos

n®
7l

n®

m{l}e

n®
7l

() :
L2 A, =2 On, e L2 hola, = Oa,. A restricao L2, — L2, |a, induz o mapa

20

€ H0<L7r,l ) — HO(OAl>.



n®

o n® n
A restricao Lm{l}c — Lm{l}c

A, induz o mapa

n®

6[7{1}6 . HO (L;,{l}c

) — H°(Oy,).
Para cada [ € {1,...,m} defina m; == ggye + 37°, (1 — ngl))éhj.

Proposicao 3.7. Seja C' uma curva nodal com m componentes irredutiveis. Suponha que o
género de cada componente irredutivel de C' seja positivo. Fizel € {1,...,m}. Assuma que
as componentes de C se intersectem em pontos em n-posicao geral. Assuma que 0;; # 0
para todos i e j distintos. Seja w: S — B uma suaviza¢ao regular de C ao longo de uma

direcao geral. Entao:

1. A dimensao de V;; € g;

n®

2. A codimensio de Vi, em HO(LWJ ) €6 —my;
3. O mapa e € sobrejetivo;

4. O mapa e e € injetivo;

5. hO(LE ) = my;

6. Para todoi=1,...,m tem-se nl(-l) < giye-

Demonstracao:

0

1. Pela Proposi¢ao 1.17, afirmacdo (1), temos que h%(L% (A1) = 0. Segue da
sequéncia exata (3.3) que pr;; € injetivo. Ainda pela Proposigao 1.17, item (3), sabe-

mos que hO(L2") = g. Concluimos que a dimensdo de Vi, ¢ g.



2. Observe que Lffll) Hwi(d4(1+ ngl))Au). Pelo Teorema de Riemann-Roch

n®

(3.8) W) =g+ 6+ Y nia, -

J#
Sabemos que g = ggye + g1 + 6 — 1. Entao, pelo item anterior, a codimensao de V;;

n®

em HO(L;J ) é

n(l)
ho — g = ZTL 517] g{l}c
J#l

de onde o resultado segue pela definicao de m;.

3. Pela sequéncia exata

n®
0— L>

7,1

(—A) —> L@(l) n()

7,1

‘Al—>0

basta mostrar que H'(L% ( A;)) = 0. Usando Dualidade de Serre temos

n(® n)

(—A))" = Hom (L2, (—A),w) =2 H(Oc, (- Y i &)
J#l

HY(LE,

Pela Proposicao 3.3 sabemos que n( ) para todo j # [. Portanto H° (O)(— Z n; Al ) =
J#l

4. Considere a sequéncia exata

n® n® n®
0— L7 ye(=8) — L gy — L yela, — 0.

A Proposicao 1.17, item (1), afirma que hO(Lﬂ({)l}c( A;)) = 0. Portanto e; ;3 é injetivo.

5. Considere a sequéncia exata

n® n®

0— 12" — 12 & L2 . — L2"[s, — 0.

Como ¢;,; é sobrejetivo, a sequéncia

n® n®

0 — HO(L2") —s HO(L2)) @ HO(L2 ) 28 HO(L2Y ) — 0



é exata. Entao hO(Lff;)) + hO(Lf(?l}c) = g + 0; e chegamos a

n® n®
hO(L;,{l}c) =0 — (hO(LE,z ) —g)=my.

6. Faga I :={l}°, ¢; := e e n; .= ntV parai=1,...,m. Recorde a notacao da Subsecao

7 7

1.5.1. Temos que

é%:@+Z}W—mmw
J#i

en . _ en _ -
€; -—E € E i j

iel i,jel
i<j

Entao

E%E = Zgi + Z (Si’j — (m — 1) — Zni(m + d;.

i#l i1 i#l
1<J

§7n

Pelo Lema 1.16 temos a desigualdade 0 < €;~. Portanto

an‘&,l +1 < gpye + a1
il

Pela Proposigao 3.3, sabemos que n; > 1 para todo i € {1,...,m}. Além disso, §;; > 1
para todos ¢ e [. Concluimos que

c —1 c—1
m<gm4ﬂu < 9
- i1 T by

+ 1 < gqye

para todo ¢ € {1,...,m}.00

3.3 Acoes de toros

Recorde a notagao da Segao 3.2. Seja C' uma curva nodal com m componentes irredutiveis.
Fixe [ € {1,...,m}. Assuma que as componentes de C' se intersectem em pontos em n)-

posicao geral. Seja m : S — B uma suavizacao de C' ao longo de uma direcao geral.



0)

Considere o mapa e gye : H(L jy.) — H°(Oa,). A Proposicao 3.7, item (4), afirma que

ele é um mapa injetivo de K-espacos vetoriais. Ja o item (5) da mesma proposicao nos diz que
n® . .

hO(L;’l{l}c) = my. Denote por W, a imagem do mapa ¢, 3. Seja Gy := Grass,,, (H°(O,,)) a

Grassmanniana dos subespagos de dimensao m; de H°(O,,). No que se segue faremos [ := 1,

contudo o caso geral pode ser analisado de forma andloga. Tome {si, ..., s, } uma base de

Wy. Faga Ay =ph+ -+ + p’gk  para k= 2,...,m. As coordenadas de Pliicker de ¥, em

(1 sao os determinantes dos menores m; X m; da matriz

si(pl) - s@E,) o si7) o si(F)
s2p}) - sa(pR,) o s201) - s2(BR)
Smy (p%) <o Smy (pglg) Tt Smy (pT) <o Smy (pg?,m)

Dado um divisor efetivo D = »"}" , Dy em C{yye, com 0 < Dy, < Ay parak =2,...,m,

onde D,y = ka + e+ pzk e kazz rr = mq, denote por Pp o determinante do menor
1 Tk

Sl(pi%) Sl(Pigl) Sl(PZL;n) e Sl(pg;ﬂm)
(3.9)
sml(pi%) cr Sy (pigl) o Sm(Pe) e S (Pl )
Proposigao 3.8. Seja C uma curva nodal com m componentes irredutiveis. Fizel € {1,...,m}.

Assuma que as componentes de C se intersectem em pontos em n®-posicio geral. Seja

m: S — B uma suavizagao regular de C' ao longo de uma dire¢ao geral. Seja D = Z Dy
ke{l}e
um divisor em Cyye efetivo tal que 0 < Dy < Ay para todo k. Entio Pp = 0 se, e somente

n®

se, h(L gy (=D)) # 0.
Demonstragao: Se Pp é nulo, entao as linhas da matriz em (3.9) sdo linearmente depen-

dentes. Usando operacoes elementares, podemos encontrar um elemento nao nulo em W; que



: L ) . , o
induz uma se¢ao nao nula em HO(L? ye(—D)). Reciprocamente, se s ¢ uma se¢ao nao nula

n(l)

em HY(L gy.(—D)), segue da inclusio

n®

{1y

()
(=D) — Ly gy

n®

que s € H(L ;). Tome uma base {si,...,s,,} de W; tal que s; = e, qje(s). Teremos
Pp =0, provando a proposic¢ao.[]
Fixe [ € {1,...,m}. Denote por T; o toro H°(O4,). Considere a acao de T; em H°(Oax,)

definida por
T; x H%(Onp,) —  H(Oa))

Y

(orepen )y ardy o)) — (o pdy, )

onde p varia no |4;|. Esta agao induz uma agao ¢; : T x G — G,. Seja Oy a érbita de W)

em (. Existe um mapa sobrejetivo v, : T; — O, que se fatora pelo isomorfismo
E/ESt@(VVl) — O,

onde Estg, (1)) é o estabilizador de W sob a agao de ¢.
Faca [ := 1. O caso geral é feito de forma similar. As coordenadas de Pliicker do espago

vetorial
¢1((Cp%, e ,Cpglg’ e ,Cp{n, e ,Cpglm), Wl)

sao os menores m; X m; da matriz

cp%sl(p%) Cpgmsl(pgl,z) e emsi(p7) cpgimsl(pgfﬂn)

cpsa(pl) . cp§17232(p§172) o emsa(plt) L CngMSQ(pgim)

cpfsml(pf) Cp?SLQSml(pgl,z) s (D). cpg;’msml(pg’im)



Fixando um divisor D = Z?:z Dy em Cypye, com 0 < Dy < Ay para k=2,...,m,

onde Dy = p’;,1c + - —l—p’fx,ﬁ e Y o =my, temos que o determinante do menor
k

sz%‘Sl(pi) . Cpigg Sl(pi%Q) G s1(pam) - Cort s1(Plin )
Cpi% Sma (pif) s Cpi%Q Smy (pi% ) e CpZ’Tln Smy (p(rxnrln) s Cpgmn Smy (pgn,’!lm )
é
Cpi Cpi ) Cpm . Cp;n?‘m Pp

Chegamos ao seguinte resultado.

Proposicao 3.9. Seja C' uma curva nodal com m componentes irredutiveis.

(Cp%,...,cp§172,~~~ 7Cp{n7...,Cpger) el

esta no estabilizador de Wy se, e somente se,

(3.10) €y ooty "7 ol Gty = Gy Gty T G G
2

Um ponto

m m
para qualquer par de divisores D = 37", S pij eE=3"", ZZ’;l p;j , com Z TR = Z ty = my
k k
k=2

e Pp e Py ambos nao nulos.l

k=2

Este raciocinio serd usado nos Capitulos 4 e 5 para encontrar Est,, (W), os estabilizadores

de W; sob a agao de ¢;, em curvas nodais com trés e quatro componentes irredutiveis.



Capitulo 4

Curvas com trés componentes

Recorde a notacao da Secao 1.3.

Definicao 4.1. Seja C' uma curva nodal com componentes irredutiveis C, ..., C,,. Fixe [ €
{1,...,m}. Seja e a m-upla definida por (3.1) e n) a m-upla associada a e!!). Diremos que
a componente C; é balanceada se algum subconjunto nio unitério de {I}¢ for n-balanceado.

Uma componente C; que nao é balanceada ¢é dita desbalanceada.

4.1 Estabilizadores

Proposicao 4.2. Seja C uma curva nodal com trés componentes irredutiveis. Fizel € {1,2,3}.
Assuma que as componentes de C se intersectem em pontos em n®-posicio geral. Seja
m:S — B uma suavizacao regular de C ao longo de uma dire¢ao geral. Assuma que

012,013,023 > 0. Suponha que C; seja uma componente desbalanceada de C'. Seja D = Z D;,

1e{l}e
n®

um divisor em Cye tal que 0 < D;y < Ay, para todoi € {I}¢. Suponha que grau(D) = h°(L" (0ye)-

Entao h°( %’(j[)l}c(_D>> =0 se, e somente se, hO(L%Z)) >grau(D;;), para cada i € {l}°.

64



Demonstracao: Sem perda de generalidade podemos supor [ = 3. Fixe a notacao

®3)

n;, :=n, para i = 1,2,3. Observe que, como C3 é uma componente desbalanceada de

C, temos que n; # ne. Lembre-se que ng = 0.

_— . © RN ,
De acordo com (3.2), a restrigao do feixe L ES}C a componente C; é

(3
2o =wi) (L+mn; —n)Ay),

J#

L

para ¢ = 1,2. Como as componentes da curva C' se intersectam em pontos em posigao geral,

usando Riemann-Roch temos que

n® n®

h’0<L7r,1 ) + hO(Lﬂ,Z )
=1 +g+012—1+ 2?21(1 —n;)0; 3 + 012

= g3y T Z?:l(l —n;)0i3 + 010.

Pela Proposicao 3.7, afirmacao (5), sabemos que

2

(3
hO(L;,{g}c) = g{3}c + Z(l —n;)0;3.
i—1
Logo, chegamos & igualdade
n3) n® n®
(4.1) hO(L;l ) 4 h0<L;72 ) _ hO(L;’{;;}c) n 51’2.

. ~ (3) -
Vamos provar a dire¢ao “somente se”. Suponha que hO(Lﬁ’; ) < grau(Dy3). Por hipétese,

temos que grau(D) = hO(Lfﬁ;}c). Substituindo na Equagao (4.1) obtemos

n(® n®

(42) hO(L;J ) — grau(DLg) — (51’2 = grau(ng) — hO(Lﬂ.,Q ) > 0.

Como as componentes da curva C' se intersectam em pontos em posicao geral, usando

Riemann-Roch chegamos a



=h%(w1((14+na—n1)A124+ (1 —=n1)A13— D1z — Ar2))
n()
= hO(LE,l ) - grau(Dl,g,) - 51,2-

n)

Por (4.2), temos que h’(Ly ;| (=D — A1) > 0. Segue da inclusao

n(®

LR 1

(_Dl,S — ALQ) — Lﬂ(g)

71'7{3}C (_D)

: L ®)
que existe uma se¢ao nao nula em H°( %23}6(—D)).

N . n®
Agora vamos mostrar a outra direcao. Por hipdtese, temos que hO(L;; ) > grau(D; 3)

para ¢ = 1,2. Logo

n® n®

h(L%; (=Dig)) = h°(Ly ;") — grau(D;3)
para i = 1,2. Substituindo na Equagao (4.1) obtemos

(3

n n®
m,1

(43)  BO(LE) (=Dig)) + BO(LE, (—Dag)) = hO(LEY ) + hO(L2S)) — gran(D) = 6y.2.

Note que, como n; é diferente de ny, pode ocorrer um dos casos abaixo:

(4.4) 1+ n; —ne <0 se, e somente se, 1 +ny —nqg > 2
ou
(4.5) 14+ mny —ny > 2 se, e somente se, 1 +ny —ny < 0.

No que se segue vamos assumir que ocorra o caso (4.4). O caso (4.5) pode ser tratado
de forma similar. Como as componentes de C' se intersectam em pontos em posicao geral,

usando Riemann-Roch obtemos que

n(®

, n®)
(4.6) WO(L2, (—=Dag — Ary)) = méx{0, RO(L™, (= Dyy3)) — 61}



Segue de (4.3) que

n(3) n()
(47) M(Liz (Do) = bz = =h(Liy (=Diy)).
Substituindo (4.7) em (4.6) concluimos que
(4.8) WO(L25 (=Dyy — Ay2)) = 0.

Da sequeéncia exata

n(®

(3
(=Da3 — Arp) — L;7{3}c

n(3

(—D) — L;,l <—D173) — 0

obtemos que

RO(L20 (~D)) < KL (~ D).

n®
m,1

Se hO(L2 (=D13)) = 0, entdo h°( fi;}c(—D)) =0 e o resultado esta provado. Suponha
e

que ho(L;1 (—D;3)) > 0. Dividiremos o restante da prova em dois casos.

n®

Caso 1: Suponha que, para todo p € |A1,|, exista uma se¢ao s € HO(L® {3}c(—D)) tal que

s(p) # 0. Como a deformacao ocorre ao longo de uma diregao geral, segue do Lema 1.15 que

n(3 n(3) n(3)
(4.10) RO(LE (= D)) = BO(LE, (= Dy ) + h(LE, (~ Do) — b1

Substituindo (4.3) em (4.10) obtemos

n(®
hO(LE,{3}c (=D))=0.

@

Caso 2: Suponha que exista p € |A; 5] tal que s(p) = 0 para toda secdo s € H°( e (—D))-

2 e(=D)) = HO(LZ,

0
Neste caso H <L7r,{3}‘3 {3}

(—D)®1I,), onde I, é o feixe de ideais do ponto

p. Sejam f : é{g}c — C3yc a normalizacao de Cysye em p, C; a componente irredutivel de



é{g}c tal que f(él) =C;ep; :=C;NfYp), para i = 1,2. Como assumimos que ocorre o

caso (4.4), temos que 1+ ny —ny > 2 e segue que
0/7n® 0/ 7n®
(4.11) W (Lry (=Dig—p1)) = b (Lzy (=Di1)) — 1.

Ainda pela assuncao (4.4), temos que 1+ n; —ns < 0. Usando Riemann-Roch, obtemos que

n(®

(4.12) h(Lz,

n(®

(=Da3 — p2)) = méx{0, h’(Ly 5 (—Day3)) — 1}.

Somando (4.11) com (4.12) e substituindo (4.3), chegamos a

n(3) n(®

h(Lyy (=Dig—p1)) + B°(Lny (—Dag — p2)) < 610 — 1.

Da sequencia exata

n(® %/ 7n3 n3
0= Luo (=Dog — Avp) = 7Ly 13 (=D))(=p1 = p2) = Ly (=D1z —p1) = 0

e das Equagoes (4.8) e (4.11) obtemos

n®

BOCF (L2 (=D)) (=p1 — p2)) < W(LES (~Dyg)) — 1.

Se hO(LZ} (=Dy3)) — 1 = 0, como

n(® n(®

HO(LE,{s}c(_D) ®Ip> = Ho(f*( ;7{3}C(—D))(—p1 —p2)),

n®

obtemos o resultado desejado. Se h°(L7

(—D13)) — 1> 0 e para todo ¢ € |A12 — p| existir

e

uma segao s € HO(f*( 3 (—D))(=p1 — p2)) tal que s(q) # 0, repetimos o procedimento

n(®

do Caso 1 com o feixe f*(L7 31.(=D))(—p1 — p2). Caso hO(Lﬁfi)(—Dl,;;)) — 1> 0 e existir

n®

q € |A15—pl tal que s(q) = 0 para toda secio s € H°(f*( . i3e(—D))(=p1 — p2)), repetimos

n®
,1

o procedimento do Caso 2. Observe que, por (4.3), h%(L2, (—D13)) < d19. Portanto,

: : (. ®)
repetindo o processo acima no maximo d; » vezes obtemos H(L” 3e(—=D)) = 0.0



Observacao 4.3. Na demonstracao da Proposicao 4.2, caso a componente C3 seja balance-

ada temos n; = ns e a Equagao (4.1) torna-se

n® n® n(3

h’O(LW,l ) + hO(LTr,Q ) = hO(L;,{S}C) + 51,2 - L

A demonstracao da direcao “somente se”da Proposicao permanece valida. Quanto a outra

diregao, a Equagao (4.3) torna-se

n(® n®

h(Lyy (=Dig)) + h(Ly 5 (—Da3)) = 612 — 1.

n(3

Suponha 415 < 2. Entéao ho(L;1

n(®

(=D13)) = 0 ou h%(L;, (=Ds3)) = 0. Além disso,

a Equagao (4.8) permanece verdadeira ou temos hO(L%f?(—DLg — Ay)) = 0. Segue da
n®

Sequéncia Exata (4.9) que hO(L; {3}0(—D)) = 0. Concluimos que, se ('3 é uma componente

irredutivel de C balanceada e ;2 < 2, a Proposicao 4.2 permanece valida.

Observacao 4.4. Na demonstracao da Proposicao 4.2, caso a componente (3 seja balance-
ada temos que

n() ~
L;,{g}c = u.){g}c(<1 — n)Ag — D),

3) -, . .
onde n :=ny = n,. Portanto L (3)¢ a0 ¢ um feixe geral. Logo, nao podemos usar o Lema

1.15 para obter a Equagao (4.10).

Seja C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis. Fixe [ € {1,2,3}. Assuma
que as componentes de C' se intersectem em pontos em n¥-posicao geral. Seja 7 : S — B
uma suavizacao de C' ao longo de uma direcao geral. Recorde a Se¢ao 3.3. De acordo com

0

ela, e; gy HO(Lff{l}C) — H%(Op,) é um mapa injetivo de K-espagos vetoriais cuja imagem

é W,. Recorde que dim(W;) = m; e G; é a Grassmanniana Grass,,, (H°(Oy,)). Além disso,



a acio de T; = H°(O4,) em H°(O,,) induz uma agao ¢; : Ty x G — Gy. Vimos que
E/ESt@(VVl) — O,

onde O, é a drbita de W; e Esty, (1)) é o estabilizador de W, sob a agao de ¢.

Das Proposicoes 3.8 e 4.2, concluimos que
(4.13) Pp # 0 se, e somente se, hO(L%fZ) > grau(Dy,)

para todo k € {l}°.

Para cada [ € {1,2, 3}, defina

N0

— min{hO(Lg,k )y Ok1}

n®

para todo k € {I}¢. Observe que > ;. Xk > hO(LE ). De fato, fazendo [ := 3 para
simplificar a notagao, temos que: se xi = dx3 para k = 1,2, entao, como o mapa e {iye €
C . . LT n(3 , .

injetivo, a desigualdade é valida; se x; = hO(L;’Z) para k = 1,2, é claro que a desigual-

n®
m,1

dade também ¢ vélida. Agora faga x5 = h°(LZ, ), X3 = da3 e suponha por absurdo que
X5+ s < hO(Lfi’;}c). Vamos analisar as coordenadas de Pliicker de W3 neste caso. Seja
D = D, 5+ Dy 3 um divisor efetivo tal que 0 < Dy 3 < Ay s, para k = 1,2, e grau(D) = mg.

Pela hipétese de absurdo temos que

n(®

ho(Ly') + 623 < grau(Dy 3) + grau(Dsyj3).

3) ,
Sabemos que grau(Ds3) < d33. Logo obtemos que hO(Lﬁj ) <grau(D;3) e concluimos de
(4.13) que Pp = 0. Como isto é vélido para todo divisor D nas condigoes acima, obtemos
que todas as coordenadas de Pliicker do espaco W35 sao nulas, o que é um absurdo.

Os ntimeros y! satisfazem a desigualdade 1 < y& < hO(Lﬁf:), para k € {l}°. Além disso,



se grau(D) = my e grau(Dy,;) < x! para todo k € {l}¢, entdao Pp # 0. Concluimos que, se

D= Zke{l}c Dy, onde grau(Dy) = ry, entao
(4.14) Pp # 0 se, e somente se, 7, < X% para todo k € {I}°.

No Lema que se segue, d;; ¢ o mapa diagonal

diji K* — H0<0Zi7j)

para i,j € {1,2,3} distintos. O simbolo ~ indica que o termo estd sendo omitido de uma

soma ou produto.

Lema 4.5. Fizel € {1,2,3}. Faca {I}° = {i,j}. Seja ¢, :T; x G — G, a agao de T; em

Gy. O estabilizador de W, sob a agao ¢; € o toro dado em cada caso abaizo:
1. Se Xt + x4 > my, entdo

Estg, (W) = {(du(a),du(a)) € H(O4,,) ® H*(OR, )|a € K*}.

2. Se X\ + X} = my, entio:
(a) se Xt = O, para todo k € {1}°, entio Esty, (W;) =T;;

(b) sexi <0 e Xé- = 0jy, entao

Esty, (W1) = {(du(a), (c g, ¢, ) € HY(OR,,) © H°(OR, )|a € K*}.

p6j,l
(c) se Xt < 8k para todo k € {1}¢, entdo

Estg, (W) = {(da(a), du(b)) € H*(O4,,) ® H(OR, )|a,b € K*}.



Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos supor [ = 3,7 = 1 e j = 2. Fixe

coordenadas (c,1, . . . 1o, 2o Cp§2,3) em T3.
1. X3+ x3 > ms. De acordo com a Condicao (4.14), temos que Pp # 0 para todo divisor
D = D34+ Dy3com 0 < D3 <Aygpara k=1,2. A demonstragao deste caso estd
dividida em 3 passos.
Passo 1: Mostraremos que ¢ = ¢y = -+ = Cpflsl,S' De fato, como X3 + x5 > ms,
existem 7 < Xi{’ ery < X% nao-negativos tais que r; + ro = mg3. Vamos considerar

divisores com graus r; e 1o tais que as coordenadas de Pliicker de W3 associada a eles

é nao-nula. Considere os divisores

o~

Dy, ;:p%_|_..._|_p]1€_|_..._|_pil+1+p%+...+p$2

onde k € {1,...,7 4+ 1}. Recorde o raciocinio usado para encontrar a Equacao (3.10).

Fixando ky, ko € {1,...,71 + 1} distintos, os divisores Dy, e Dy, geram a equacao

Cot o B ey C Coto E e C

P pkl pT1+1 p% T Cng = P ka pT1+1 p% T Cp72‘2
que, apods simplificacoes, torna-se Cpl = Cp} - Variando k; e ko em {1,...,r; + 1}
obtemos
Cp% = Cpl = = 7’%1+1'

Considere agora os divisores
Ep=pi+ -+t o TP+,

para k = r; +2,...,013. Para ki, ko € {r1 +2,...,d13} distintos, os divisores Ey, e

L), geram a equacao

C,1:--C.1 C

1 C
51 Pry—1 Pl

2+ Cy2 = Cyl*""Cpl Cpl Cp2 - Cp2
P Prq P p7-1,1 ka P P

2



que torna-se Cpl, = Cpl - Variando k; e ko em {ry +2,...,01 3} obtemos

Cp1 = =C,1 .
pr1+2 p5173

Por fim, os divisores Dy e Ej, , geram a igualdade c¢,1 = Cpl - Concluimos que
’ 1,3

1 = 1] — " — 1 .
Cpl = Cpl Cp51,3

. _ = - 3 3 nao-
Passo 2: Mostraremos que ¢,z = ¢,z = = Cp - Fixe s;1 < xj e s < x5 nao

negativos tais que s; + s = mg. Repita o procedimento descrito no Passo 1.

Passo 3: Mostraremos que c,i = -+ =c,1 = cp =---=cyp2 . Os divisores
P1 Psy 5 P1 Psy 5

Prt D TP P,

geram a igualdade c, =G Usando esta equacao e os resultados dos Passos 1 e 2
T1

obtemos o afirmado.
2. X3+ x5 =mg3:

(a) Suponha x? = 0,3 para ¢ = 1,2. Neste caso, m3 = 013 + a3 = 83 = h%(Oap,).
Portanto o mapa e3 (33 ¢ sobrejetivo e W3 = H°(Op,). O estabilizador de W3 é

todo o toro T5.

(b) Suponha Y3 = hO(Lfi’)) < d13 € X3 = d23. De acordo com a Condigao (4.14),
temos que Pp # 0 se, e somente se, D = D3+ Dy3 onde 0 < D3 < Ayg,

grau(D; 3) = X} e Dag = A 3. Repetindo o procedimento do Passo 1 obtemos

C1=C,1="++*=¢C,1 .
P Pa p§1’3



Como a condi¢ao Dy 3 = Ay 3 ¢ rigida, isto é, Dy 3 nao pode variar, nao ha mais

condigoes sobre os ¢,x’s. Entao o estabilizador de W3 é
1

ESt¢3(W3) - {(d13(a’>7 (tlv s ’t52,3)) € H0(02173) & H0(02273>|a € K*}

(3) I /
No caso em que x§ = d13 e x5 = h°(L7, ) < da3, 0 raciocinio é andlogo.

n®

(c) Suponha x3} = h°(L%, ) < 03 para k = 1,2. Como no caso (2b), Pp # 0 se,
e somente se, D = Dy 3+ Dy3 onde 0 < Dy3 < Ags e grau(Dys) = X% para
k =1,2. Fixe Doz = p? + - -- +pig. Variando D 3 e repetindo o procedimento

2

do Passo 1 encontramos

C1=C,1="+'+*"=¢C,1 .
P Pa P§1’3

Agora fixe D13 =p} + -+ + pls. Variando Dy 3, por procedimento andlogo ao do

X1
Passo 1, encontramos
cp% = Cp% = e e . = C[%Q’S‘

.. (3)
Se tomarmos divisores D = Dj 3+ Ds 3 com grau(Dy3) > hO(L%Z ), para k =1 ou
k =2, entao Pp = 0. Logo nao existem outras condigoes sobre os c,x’s. Portanto

o Estg, (W3) ¢é o toro
{(di3(a), dos(b)) € H(OR,,) ® H'(O3,,)]a,b € K*}.

Observagao 4.6. Fixe | € {1,2,3}. Seja G := Grass,, (H°(Oa)) a Grassmanniana dos
subespacos de dimensao m; de H O(OA). Podemos considerar W, € G® via o mergulho
natural de G; em GW. Seja T o toro H°(O%). A acdo de T em H°(Op) induz uma acio
oW T xGY — GU de T em GO, Denote por Estw (W) o estabilizador de W; sob a acao

de o). Faca {I}* = {i,j}. Entao Estyw (W) = Estg, (W) ® H(OR, ) e T/Estyn (Wi) = Q.



4.2 A variedade de sistemas canonicos limites com foco

€111 ulna componente

Recorde a notacgao usada na Secao 3.2.

Proposigao 4.7. Seja C uma curva nodal com m componentes irredutiveis. Fizel € {1,...,m}.
Seja L um feixe invertivel em C'. FExiste uma suavizagao reqular w : S — B de C tal que

E%(l)|c =~ [ se, e somente se, para todo subconjunto n'"-balanceado I C {1,...,m} temos
(4.15) Ll¢, = K,

onde K1 = wr(3,er D pgr(1+ ng) — ngL))Am,k).

Demonstrac¢ao: Suponha que exista uma suavizagao regular 7 : S — B tal que £%(l) lc = L.

Se I c {1,...,m} é um subconjunto n-balanceado, entio

n®
Lle, = L2 Zwe, O3 (1 + 0 — n)Au).

mel k¢l

Por outro lado, seja L um feixe invertivel em C' que satisfaca (4.15) para todo subconjunto

n-balanceado I C {1,...,m}. Defina N := L ® w™'. Entdo

Nle, 2 L, ®w™ e, 2 06, () — i) Ajym).-

mel kel

Pelo Corolario 2.5, existe uma suavizacao regular 7 : S — B de C tal que
N = Os(n'Cy + -+ +n)C)lc.

Concluimos que L = wﬁ(ngl)Cl +- 4 n:(}l)03>|c.|j
Seja C' uma curva nodal com m componentes irredutiveis. Recorde a Secao 1.3. Fixe

le€{1,...,m}. Assuma que as componentes de C' se intersectem em pontos em n®-posicio



geral. Seja m: .S — B uma suavizacao de C' ao longo de uma direcao geral. De acordo com

(3.2), temos que

MO
L2 2w (> (1+n)Ay).
i#l

Pela Proposicao 3.7, afirmacao (1), a dimensao da imagem do mapa

n®

prg s HO(L2") — HO(L2))

¢ g. Tal imagem ¢ denotada V; ;.
Seja Gy := Grassy(H®(wi(32, (1 + ngl))A“))) a Grassmanniana dos subespagos vetoriais
de dimensao g de H®(w; (32, (1 + ngl))Au)). Um subespaco vetorial V; € G; é chamado

reqularmente suavizdvel se existe uma suavizagao regular 7 : S — B de C' tal que V; = V..

Definicao 4.8. O conjunto
Vi :={V;, € G;| 7 é uma suavizacao regular de C'}
¢é chamado a variedade de sistemas canonicos limites de C' com foco em C.

Recorde a notagao da Secao 3.3. No seguinte Teorema, denotamos por ¢;; um elemento

de H°(O3, ). Escreveremos 1 para o elemento (1,...,1) € H*(O}, ).

Teorema 4.9. Seja C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis. Assuma que o
género de cada componente de C seja positivo. Fizel € {1,2,3}. Assuma que as componentes
de C se intersectem em pontos em n\Y-posicio geral. Assuma que 012,013,023 > 0. Se Cj for
uma componente balanceada de C, suponha §;; < 2, onde {l}* = {i,j}. Entdo, a variedade
dos sistemas canonicos limites de C' com foco em C; é um ponto ou birracional a um dos

sequintes toros: K1 K =2 oy K*=L para algum i € {1}°.



Demonstracao: Tome uma suavizagao © : S — B de C' ao longo de uma direcao

"() ~as trivializacoes do feixe L%(l). Se I C {1,2,3} é um

geral. Sejam éz] :

subconjunto n¥-balanceado, entéo L; ; = K pela Proposigao 4.7. Seja

m#£k

para cada k = 1,2,3. Defina mapas §;; : L

tijgi,j se 1 < j
§ij =

é’i,j se 1 > j

Seja L o feixe invertivel em C' obtido identificando Ly, Ly ¢ Lz em A via os &; ;. Se nl(»l) = ng»l)

onde {l}¢ = {i,j}, faca t;; := 1. Neste caso

L|C{l}c = L - K{l}‘

Q {l}"

Pela Proposicao 4.7, existe uma suavizacao m : S — B de C tal que E”() = L. Seja W,
a imagem do mapa e e : H (L%({)l}c) — H°(O4,). Recorde que G; = Grass,,, (H’(O,,)) e
T; = H°(O},). Considere a acao de Ty em H(Oy,) e a agao induzida ¢; : Ty x G; — Gy. Pela
Proposicao 3.7, item (3), o mapa ¢ : Ho(wl(Z(l + nl(»l))Au)) — HY(O,,) é sobrejetivo.
Se t; € T;, entao a codimensao do espago qﬁl(tljﬁfl) em HY(Oy,) é 8, — my. Pela Proposigao
3.7, itens (1) e (2), a dimensao de e;ll(¢l(tl,m)) ¢ g. Seja O a dérbita de W, em G;. Pela
discussao na Segao 3.3, sabemos que 7;/Esty, (W;) = 0. Pelo Lema 4.5, o estabilizador de

W, é o préprio Tj ou isomorfo a K*, K*2 ou K**1 onde k € {I}¢. Portanto Q; é o ponto

{H (Wi (3.0 +nYAr))} ou isomorfo a K=t K*=2 ou K*¥n==1 onde {m} = {I, k}¢.00



4.3 A variedade de sistemas canonicos limites

Sejam C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis e M a matriz associada a
C, de acordo com a Definicao 3.4. Seja \ : Z3 — Z3 o homomorfismo de grupos determinado

pela matriz Mc.

Proposicao 4.10. Seja C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis. Suponha que
as componentes de C se intersectem em pontos em n'Y-posicdo geral, para cada | € {1,2,3}.
Assuma 012,013,023 > 0. Sejam LMW L3 e LB feizes invertiveis em C. Existe uma sua-
vizag¢ao reqular w: S — B de C' ao longo de uma direcao geral tal que E%(l)lc =L para

l=1,2,3 se, e somente se,

Lt

6, 2w (1 +n® —nP)A; )
para todos 1,1 € {1,2,3} e

(L(l))ul(L(Q))U2 (L( )us’c{”} K{w}
para todo subconjunto {i,j} C {1,2,3} eu € Hy;jy, onde

Ky = W{z;}lur Z“r + M) — A(w)i)Ay),

{i.5}° = {k} e Hyijy = {u € Z% | Au); = Mu);}-

Demonstracao: Mostraremos primeiro a direcao “somente se”. Suponha que exista

uma suavizacao regular m : S — B de C tal que E%U)\C = LW para | = 1,2,3, onde

E%m = ww(ngl)C’l + ng)Cg + ngl)C'g). Calculando a restricao a cada componente, obtemos
L0, = L2 = w,(Y (1 +nl) — A, ).




Além disso,
(£n Y (L Yz (Lo yus — 0w (A (1)1 0y + A(1)2Ch + Mu)3Cs).
Se u € Hy; jy, entao
(1) @) 3) 3 ’
(L) (L) (L) o, = wipsy ™ (D wr + Auhe = Aw)) Ap).
r=1
Provaremos agora a outra diregao. Defina W : Z3 — Pic(C) por
U(u) = (LWt (L@ 1yu (L) yt)us,
Para quaisquer 7,5 € {1,2,3} distintos temos

3
\I/(u) ~ (L(l))ul (L(2))u2 (L(3))“3w_ Dpmt Ur |C{i,j}

’C{m}

Se u € Hy; jy, segue da hipdtese que
W<u)|c{i,]‘} = Oc{i’j}(()\(lt)k - /\(u)l)Ak)

Pelo Corolario 3.5, o determinante da matriz My é nao nulo. Portanto o homomorfismo
A : Z3 — 73 tem posto maximo. De acordo com a Observacao 2.1, para cada I C A,
(D)o, = 0, (D) J(AD); — A1)i)Ai ;) para cada | € H;.
i€l jgI
Segue do Teorema 2.11 que existe uma suavizagao 7 : S — B de C ao longo de uma direcao
geral tal que
U(u) = Og(AMu)1C1 + A(u)2Cy + AMu)3Cs5)| o,

para todo u € Z3. Tomando u := ¢; obtemos L") = wﬂ(ngl)cl +ng)02 +ng)C’3)|C, finalizando

a demonstracao.[]



Recorde a notacao da Secao 4.2. Seja C' uma curva nodal com m componentes irre-

dutiveis. Faca G := Gy X -+ X G,,. Dizemos que v := (Vi,...,V,,) € G é regularmente
suavizdvel se existe uma suavizacao regular m : § — B de C tal que V; = V;; para
[=1,...,m. Neste caso, denotamos v = v,.

Definicao 4.11. O conjunto
V:={v, € G|7 é uma suavizacao regular de C'}
é chamado a variedade de sistemas canonicos limites de C'.

No seguinte Teorema, fixado [ € {1, 2,3}, denotamos por L(;-) um elemento de H O(O*A”)-

Chamaremos de t,; uma (30; ;)-upla da forma

1,2 .3 «
(115 1) € HOOR, )%
Sea=(ai,...,as,) € K% eb € Z, escrevemos a’ para (af, ... ,agi]_). Se u € Z3, denotamos

w o (w1 (2 a2 (1 (3)\u
Ly o= ()" ()= ().

Teorema 4.12. Seja C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis. Assuma que o
género de cada componente seja positivo. Assuma que as componentes de C' se intersectem
em pontos em nV-posicio geral, para cadal = 1,2,3. Assuma que 01, 013,023 > 0. Se, para
algum | € {1,2,3}, C; for uma componente balanceada de C, suponha 0; ; < 2, onde {l}¢ =
{i,j}. Entao, a variedade dos sistemas canonicos limites de C' é um ponto ou birracional
a um dos sequintes toros: K*~1 K*—2 K*—3 K*—1 K*=2 K*u—1 onde 1,7 € {1,2,3} sdo

distintos.



Demonstragao: Tome uma suavizagao 7 : S — B de C' ao longo de uma diregao geral.

n®

Para cada [ € {1,2,3}, sejam éz(l]) L

e : n®
i — Oa,; as trivializagoes do feixe Lz . Para

2%

todo subconjunto {4, 5} de {1,2,3}, se u € Hy; ;;, entao, pela Proposigao 4.10,

n® n®

u 7’L(2) u u. ~ u
(Ln- ) 1(L§ ) Z(Lw ) 3|C{i,j} = K{i,j}'

Seja Lgl) = wi(zk#(l—l—ng)—ngl))Ai,k), paral,i € {1,2,3}. Defina mapas 51»(;) : Lgl) A, — Oa,,

por
) &)
£(l) — by Gi

4y

se i < j
éz(lj) se 1> j.
Para cada [ € {1,2,3}, seja LY o feixe em C obtido identificando os feixes Ll(-l), 1=1,2,3,
ao longo de A via fz(l]) Pela Proposicao 2.9, existem wg, wy, wy € wg em Z3 tais que Hipye =
Zawgy @ Zwy. De acordo com a Proposicao 4.10, para que exista uma suavizacao 7 : S — B

de C' ao longo de uma direcao geral tal que E%(”|C =~ IO para | = 1,2,3, é necessario que

tenhamos, para todo subconjunto {7, j} C {1,2,3},

(L(l))wk’l (L(Q))wk,g (L(S))wk,3 ’C{i,j} ~ Kf{‘;fﬂj},

onde k € {7, j}°U{0}. Esta condigao é equivalente a
i =1, onde k € {i,j}“U {0},

para todo par de elementos distintos i, j € {1,2,3}.

Para i,j € {1,2,3} com i < j, seja

Tij = {t; € H(OX,)¥t; = Le tj} =1, onde {i, 5} = {k}}.

Desta forma, T;; é um toro de dimenséo d;;. Defina T := @ijepze H'(Oa,,)®. Fixe
i<j ’



coordenadas (t;5,%5,%55) em Y. Faga
T := Tz @ Ti3 & Tas.

O toro T tem dimenséao §. Para cada | € {1, 2,3}, seja W; a imagem do mapa

n®
617{1}c . HO (LT

w,{z}c) — HO(OAI)'

Considere o mergulho natural de W; em H°(O,). Seja
G := Grass,, (H°(O4)) a Grassmanniana dos subespacos de dimensao m; de H%(O4). De-
fina G := GV x G® x GO, Temos que (Wy, Wy, W3) € G. Considere a acio de T em T

definida por
Tx7T — T

(orpen )y oy ) — (e eyl )

onde p varia no |A|. Esta agdo induz uma acdo ¢ : T x G — G. Seja O a drbita de
(W1, Wy, W3) em G e Est(Wy, Wy, W3) o estabilizador da agao ¢. Existe um mapa sobrejetivo

¥ : T — O que se fatora pelo isomorfismo
T/ESt(Wl, W, Wg) — Q.

Recorde a Observagao 4.6. Faca E; := Estyo) (W) paral =1,2,3. Defina Z := £, @ Ey © Es.
Temos que Est(W;, Wy, W3) = TN Z. De acordo com o Lema 4.5, fixado [, o estabilizador

E; é H°(O%) ou um dos trés toros abaixo:
o D} = {(da(a), du(a),t;]) € H(O4,,) ® H(O4,,) ® H(O4, ) |a € K'};
o D2 = {(du(a),£}),1})) € H'(Ox, ) & H(O4 ) & H(O4, ) |a € K*};

Lo Lij

o D} = {(du(a),da(b),t})) € H'(Ox ) & H(O4,,) & H(O4, )| a.b € K}



Dividiremos o restante da demonstragao em sete casos.
Caso 1: Suponha E; = H°(O%R), para |l = 1,2,3. Neste caso Z = T, e o estabilizador da
acao de T em G é todo o toro T. Entao @ é um ponto.

Caso 2: Suponha Ey = D3,, Ey = D3, ¢ B3 = HY(O%). Temos
Z = {((dia(a), dia(b), 153), t13, ty3) € Y)a,b € K*}.

Para encontrar T N Z observe que, fixando a € K*, chegamos ao sistema
(di2(a)) ™01 (dyo (b)) w02 (tD)w0s = 1

(dha(a))™* (dia(b)"s2(835) ™ = 1.
Pelo Corolario 3.6, as duas equacoes acima sao linearmente independentes. Entao, fixado
um valor para a, o sistema acima possui um numero finito nao nulo de solugoes. Portanto o
valor de a determina os valores de b e ﬁ?;). Como nao hé restrigoes para as uplas t,5 € 1o,
nao ha mais equacoes que determinem T N Z. Logo, TN Z = K* @ T3 @ Ta3. Concluimos

que O é um aberto de T12/K* e dim(Q) = 6,5 — 1.

Caso 3: Suponha Ey = D3,, Ey = D3, ¢ E35 = D3,. Obtemos
Z = {((diaa), dia(b), 153), t1s, (155, 150 dos(c)) € Tla, b, c € K*}.

Para encontrar T N Z, como no Caso 2, chegamos a um sistema onde a determina os valores
debe ﬂ‘?. Da mesma forma, ¢ determina 1_5%) e 2523). Entao TNZ =K*® T3 K" e O é um
aberto de Ty /K* @ Ta3/K*. Portanto dim(Q) = §, — 2.

Caso 4: Suponha Ey = D%, By = D3, e E3 = Di,. Considere o toro

(4.16) {(t1a, (dis(a), 53, drg(D1)), (155, dos(€), das(ba)))]a, by, b, ¢ € K*}.

Como no Caso 2, ao interceptar com T, o valor de a determina os valores de E%) e by. Da

. 1 s . s
mesma forma, o valor de ¢ determina os valores de ﬁgg) e by. Além disso, como Ej é o toro



D},, para chegar a TN Z precisamos interceptar o toro (4.16) com um hiperplano de equagao

t@p = tgq para obter by = by. Desta forma chegamos a TN Z = Ty, & K*, onde

K* = {(b, .. ,b) € T3 @T23|b c K*}

Concluimos que O C (T3 & Ta3)/K* e dim(0Q) = d3 — 1.

Caso 5: Suponha Ey = D3,, Ey = D3, e E5 = D3?,. Temos

Z = {((dia(a), dia(b), 153, (¢35, 13, dua(c)), (155, 155, das(d)))]a, b, ¢, d € K*}.

Interceptando Z com T chegamos a trés sistemas similares ao do Caso 2. Em um deles, a
determina os valores de b e gf’;’. No outro, ¢ determina E%) e z_f%). No terceiro, d determina
tgg) e t23 Portanto TN Z = K* @ K* @ K* e O é um aberto de T1o/K* @ T5/K* @ Ta3/K*.

Calculando a dimensao de O chegamos a § — 3.

Caso 6: Suponha Ey = D,  Ey = D%, e B35 = D3?,. Considere o toro

{(dr2(ar), 3, 13), (dis(az), £53. dia (D)), (35, dos(c), das(d))) a1, az, b, ¢, d € K*}.

Interceptando com T, de forma andloga ao Caso 2, chegamos a trés sistemas onde: a;
determina os valores de ﬂ?, ﬁ?; as determina ﬁ? e b; e ¢ determina é? e d. O fato de
E; ser o toro D, impde a condigdo a; = ay. Portanto devemos interceptar o toro acima
com um hiperplano de equacao t%)’p = t%)ﬂ. Desta forma, fazendo a := a;, temos que o
valor de a determina tg?,tg;,t% e b. Portanto TNZ = K* & K* C (T, ® Ty3) @ Taz e
O C (T2 ® Ty3)/K* @ T3 /K*. Concluimos que dim(Q) = § — 2.

Caso 7: Suponha Ey = D,  Ey = D}, e B3 = Di,. Considere o toro

{((dr2(ar), dia(b), £53)), (dis(az), 113, diz(cr)), (£55), das(ba), das(c2)))as, by, ¢ € K}



Como nos casos anteriores, ao interceptar o toro acima com T, chegamos a sistemas de
equacoes onde: a; determina b; e 2532); as determina 1_5%) e c1; e by determina I%) e cp. Além
disso, como devemos ter a; = ay e by = by, a fim de obter T N Z devemos interceptar o
toro acima com dois hiperplanos. Obtemos T N Z = K*. Teremos que O é um aberto de
(T12 ® T3 @ Ta3)/K*. Concluimos que dim(Q) =6 — 1.

A demonstracao para uma combinacao qualquer de toros E;, F5 e F3 é andloga a um dos

casos apresentados acima.[]



Capitulo 5

Curvas com quatro componentes

Acreditamos que varios resultados apresentados nos Capitulos 2 e 4 podem ser generali-
zados para curvas com mais de trés componentes irredutiveis. Neste capitulo serao discutidas

dificuldades que surgem na tentativa de tratar curvas com quatro componentes.

5.1 Estabilizadores

Recorde a notacao da Secao 3.2. Seja C' uma curva nodal com quatro componentes
irredutiveis. Fixe | € {1,2,3,4}. Assuma que as componentes de C se intersectem em
pontos em nM-posicao geral. Seja 7w : S — B uma suavizacio de C ao longo de uma
direcao geral. Seja I, a imagem do mapa e; e : HO(L%T?I}C) — H°(O,,). Pela Proposigao
3.7, afirmacdes (4) e (5), temos que dim(W;) = my, onde m; = ggye + 370 (1~ ng-l))éu. Seja
G, = Grass,,,(H°(O,,)), a Grassmanniana dos subespagos de dimensao m; de H°(Oy,).
Segundo a Secao 3.3, as coordenadas de Pliicker do espaco W; € G, estao associadas a

divisores efetivos D := Zie{l}c D;; em Cyye tais que 0 < D;; < Ay, para todo i € {l}°, e

86



grau(D) = my. A coordenada de Pliicker associada ao divisor D é denotada Pp. Segue da
Proposicao 3.8 que

n®

Pp =0 se, e somente se, h®(L2 we(—=D)) # 0.

A defini¢ao abaixo exclui um tipo de curva para o qual a demonstracao que apresentare-

mos nao ¢ valida.

Definigao 5.1. Seja C' uma curva nodal com quatro componentes irredutiveis. Fixel € {1,2,3,4}.
Suponha que exista um divisor efetivo D = Zie{l}c D;; em Cyye, com 0 < Dy < Ay para
cada i € {l}° e grau(D) = my, tal que

n®

RO(LE)) — grau(Dy;) < 0

para algum i € {l}¢, e

0/ 7n®
h(Ly ;) — grau(Dj;) — 6j jnye <0

para cada j € {i,1}°. Neste caso, dizemos que C; é uma componente especial de C com
respeito a D. Se C; é uma componente especial de C' com respeito a algum divisor D nas

condigoes acima, dizemos que C; € uma componente especial de C'.

Exemplo 5.2. Seja C' uma curva nodal com quatro componentes irredutiveis cujos géneros
sao g = 71,99 = 67,93 = 78 e g4 = 51. Suponha que elas se intersectam segundo os niimeros
de intersecao 012 = 53,013 = 12,014 = 19,023 = 63,24 = 40 e d34 = 90. Entao o género de
Cég=>541ee = (154,222,242, —341). Usando o algoritmo descrito na Se¢ao 6.1 obtemos
n@

2(4) _ (47 3,2, 0), Portanto hO(L; ne

n®
m,1

n®
T2

n®

) = 115, hO(LEY) = 2, BO(LES)) = 92 e hO(LES)) = 149.

Tome um divisor D C Cfyye, com 0 < D;; < Ay para i = 1,2,3, tal que grau(D,4) =

n®)
m,1

3, grau(Day) = 22 € D34 = Asy. Entao grau(D) = 115, h°(L% ) — grau(D;4) = —1,



n@®

hO(Lyy ) — grau(Dayy) — 0z41,3 = —46 € hO(Lffg)) — grau(D3 4) — 03 (1,23 = —16. Portanto Cy

¢ uma componente especial de C' com respeito a D.
Recorde a Definicao 4.1.

Proposicao 5.3. Seja C uma curva nodal com quatro componentes irredutiveis. Fixe | €
{1,2,3,4}. Assuma que as componentes de C' se intersectem em pontos em n® -posicdo geral.
Seja ™ : S — B uma suavizacdao reqular de C' ao longo de uma dire¢cao geral. Suponha que
C; seja uma componente desbalanceada de C. Seja D = Zie{l}c D;; um divisor efetivo em
n®

Cuye tal que 0 < Dy < Ay para todo @ € {l}°. Suponha que grau(D) = hO(L;’{l}C

). Se
0 <Ly, ) — grau(D;y) < & gigye

para todo i € {l1}¢, entio h°( %(l{)l}c(—D)) = 0. Além disso, se C; nio € uma componente

especial de C' com respeito a D, entao a reciproca é verdadeira.

Demonstracao: Sem perda de generalidade podemos supor [ = 4. Fixe a notagao
n; = n§4) para ¢ = 1,2,3,4. Suponha primeiro que 4y nao é uma componente especial
n@

de C' com respeito a D. Mostraremos que, se h%( =4y (—D)) =0, entao

n®

0 S hO<L;7Z ) — grau(DiA) S 5i,{i,4}c

. ) . .
para todo i € {4}¢. De fato, se hO(L%l ) — grau(D; 4) < 0 para algum i € {4}¢, entdo, como
C'y ndo é uma componente especial de C' com respeito a D, existe j € {i,4}¢ tal que

n®
Tr7j

h(Ly,; ) — grau(Dj4) — b; (jaye > 0.

Como existe um mapa injetivo

n®
L/Tr’-]

n®

(=Dja — Ajgaye) — Ly 14y (=D),



@

existe uma se¢do nao nula s € HO(LF7{4}C(—D)). Se 0 < hO(Lﬁf:)) — grau(D; 4) para todo
i € {4}°, mas ho(Lﬁf:)) — grau(D; 4) > 0; ;a3 para algum ¢ € {4}¢, o resultado segue de
forma similar.

Vamos mostrar agora a afirmacgao principal. Observe que, como Cj é uma compo-
nente desbalanceada de C, temos que n; # n; para quaisquer ¢,j € {1,2,3} distintos.

Se i,7 € {1,2,3}, temos que
(5.1) 14+ n; —n; <0 se, e somente se, 1 +n; —n; > 2.

. . . @ .
Além disso, de acordo com (3.2), a restri¢ao do feixe Lﬁ ;I}C a componente C;, para j = 1,2, 3,

é

Se, para algum 1 < j < 3, tivermos
14+ n; —n; <0 para todo i € {j,4}°,

defina € := 019 + 013 + d23. Caso isto nao ocorra, defina € := 19 + 913 + 923 — 1. Como as
componentes da curva C' se intersectam em pontos em posigao geral, usando Riemann-Roch
temos que

@ n®

BO(LEL ) + RO(LES)) + hO(L2)
=01+ 92+ 93+ 012+ 013+ 023 —2+ Z?Zl(l —n;)04+¢

= g{aye t Z§:1<1 —n;)0i4+ €.

Pela Proposicao 3.7, afirmacao (5), sabemos que

@

3
hO(L;7{4}c) = g{4}c + Z(l - ni)5i74.
i=1



Logo, chegamos a igualdade

n4)
m,1

n(4) n4) n@
)+ R (Lny ) + 0L y) = hO(LE,{z;}c) +e.

(5.2) hO(L
Por hipétese, temos que hO(Lﬁfj)) > grau(D; 4) para i = 1,2,3. Logo

n
T

n®

WLy, (=Di4)) = h°(L%,;") — grau(D; 4)

parai = 1,2,3. Substituindo na Equagao (5.2) e usando a hipétese de que grau(D) = hO(LE:){Al}C),
obtemos

n(® n®)

(5.3) W(L7 ) (=Dia)) + W (L%,

n®

(—D24)) + h'(Ly 5 (—Dsy)) = e.

Dividiremos o restante da demonstracao em dois casos.

@

Caso 1: Suponha que, para todo q € |Ag 2y3|, exista uma se¢ao s € HO( e (—D)) tal que

s(q) # 0. Como a deformacao ocorre ao longo de uma dire¢ao geral, segue do Lema 1.15 que

n(4) n® n@
(54) hO(L;,{ZL}C(_D)) = hO(L;,{1,2}(_D{172}74)) + hO(L;ﬁ (_D374)> - 5{1’2}’3'
n®) "
Se hO(L7 1 9, (—=Di123.4)) = 0, entao
n(® n®)
hO<LE,{4}c(_D)) = hO(L},g (=Ds4)) — (1,23 3-
n® n®

Por hipétese, temos que h’(Ly 3 (—D34)) = (12,3 < 0. Logo h*(L7 y.(=D)) = 0. Por outro

lado, se ho(LﬁM)

w2y (—Dpi234)) > 0, seja P = {p',...,p'} C|A;2| o subconjunto dos pontos

) @ . ~
p € |A; 5] tais que s(p) = 0 para todo s em HO(L;’{M}(—D{LQ}A)). Seja g : Croy — Cpigy
a normalizacao de Cy; 2y em P, C’j a componente irredutivel de 0{1’2} tal que g(éj) =Cje

pi=g7 (p")NCj, paraj=1,2ei=1,...,t Entio

n@®

H(L} 1 5 (=Dp123.4))



n®

= H°(L7 (1 (= Dp1214) ® Zp)

@

= H(g*(Ly (.5 (=Dp121.0)) (= iy i + b)),

onde Zp é o feixe de ideais de P. Pelo Lema 1.15 temos

w7 i i
B (L2 (= Dpray ) (= Sy 14+ )
n® n®

= 1Ly (=Dra = Yimy p)) + 0Ly (=Daa — i, ph)) — (912 — 1)
o(yrn®
Como supomos h”(L; ) 5, (—Dyi,23,4)) > 0, segue que

t

e a®

WO(g" (L2 oy (= Dazya)) (= _pi +97))) > 0.
=1

t

(—Dga4 — pr)) > 0 para k = 1 ou 2. Portanto

i=1

n®

Logo h’(Ly

()

@
hO(LE,{Lz}(_D{L?}A)) + hO(LE,?, (=D34)) — 5{1,2},3

w/ 7n® n®
= h(g" (L 1 9y (—=Dp12y.a)) (= (Ziy o} +97)) + POy 5 (= D34)) — 611238
n(4) n) n@®
<hO(Lzy (=D14)) + hO(Lz 5 (= Do) =t — (012 — t) + hO(Lz 5 (= D3a)) — 01213

=& — 51,2 - 51,3 - 52,3,

onde usamos (5.3) na ultima igualdade. Voltando & Expressao (5.4), obtemos

n®
hO( ;,{4}c(_D)) <e—0d12— 013 — 023 <0,

pela defini¢ao de €. Logo hO(Lf(g}c(—D)) = 0, concluindo a demonstracao do Caso 1.
Caso 2: Suponha que exista q € |Aq 2y 3] tal que s(q) = 0 para toda se¢io s € HO(Lfﬁl}c(—D)).
Dividiremos a demonstragao deste caso em trés passos.

Passo 1: Mostraremos que existe um subconjunto @ = {q",...,¢"} C |Ap2y3] tal que, se

f: C~*{4}c — Caye € a normalizagio de Cygye ao longo de @, C; € a subcurva de 6{4}5 tal



que f(Cr) =Cr e i = fHg")NCy, onde I ={1,2} ou I = {3}, entio ocorre um dos itens
abaixo:

@
1. HY(LY (y.(=D)) = 0;

n4) n(4)

2. HY( ;,{4}c(—D>> = H(f*( ;7{4}c(—D))(— Zle qél,Q} +¢)) e
k
HO(L2S (~Dss = > i) = 0.
i=1

n®

Se hO(Ly; s (—Ds4)) = 0, basta tomar Q := @& e o resultado estd provado. Supo-

n(®)
™3

nha que h°(L;5 (—Ds4)) > 0. Tome ¢' € |Ap o] tal que s(¢') = 0 para toda secao

s € HO(L%EL}C(—D)). Neste caso H( ffz}c(—D)) = H(L

@

ﬂ—,{4}c<_D> ®Z,), onde L1 é o

ideal do ponto ¢'. Seja f : Cyyc — Cygye a normalizagio de Cyyc em ¢'. Temos que

n) (4)

HO( ;7{4}0(—D) ®Ip) = HO(f*(Li,M}c(_D))(—Q%LQ} - CL%))

Além disso, usando (5.1) e Riemann-Roch temos que

n®) n

W(L7 5 (—Dsa —g5)) = B'(Lz 5 (—Dsa)) — 1.

@

Se hO(L;g

@

(=Ds4 — ¢3)) = 0, entdo chegamos ao Item (2). Se h’(Ly s (—Dss—q3)) >0 ¢

para todo ¢ € [Ay 25 — ¢'| existe uma segao

@

S € Ho(f*<L7r7{4}c(_D))(_q%LQ} - q;%))

tal que s(q) # 0, entao repetimos o procedimento do Caso I com o espago vetorial

n®

H(f( ;,{4}«:(_D))(_Q%1,2} - q3))
e concluimos que ele é zero. Como

n(® n®)

H( ;,{4}c(_D)) = H(f*( ;’{4}0(—D))(—qh72} +33)),



n®

chegamos ao Item (1). Se h%(Ly 3 (—Dss—q})) > 0 e existe ¢ € [Aq1933—¢'| tal que s(g) =0

para toda segao

n®

S € HO(f*(Lm{Al}c(_D))<_q~%1,2} - Q?l,))>

repetimos o procedimento acima com o espago vetorial

n(®

HO(f(L7 14y (D)) (=412 — 43))-

@

o ()
Observe que, por hipdtese, temos que hO(L;’3 n’

(—D3’4>) S (537{172}. A dimenséo de HO(Lﬂ.’S (—D3,4))
decresce a cada etapa deste processo. Entao podemos encontrar os pontos ¢, ..., ¢" em no

maximo 0dy1,93,3 etapas. Isto termina a demonstracao do Passo 1.

@

Passo 2: Mostraremos que HO(L;{M}

(=D123,4 — Aqi23,3)) = 0. Como as componentes de

C' se intersectam em pontos em posicao geral, usando Riemann-Roch temos que

2@

. n()
(5:5) W(L7 5 (=D2a = Daq15y)) = méx{0, (L7 (—D2a)) — Ga 13}

@

Por hipétese, temos que h(Ly 5 (—Ds4)) — 02,41,3 < 0. Logo

@

(56) hO(L;Q (—D2’4 - AQ,{lyg})) - 0

Da sequéncia exata

n®

@ (@
0— L, - 2
T2

(=Day — Ay q13y) — L;’{Lg}(_D{l,Q}A —Aqgy3) — Ly (=D14—2A13) =0

obtemos

n® n®
WLy oy (= Dpgya — Apays)) < h(L7,

(=D1a— A1)
n(4)
m,{1,2}

Se hO(Lﬁf? (—D14—As13)) =0, entao h°(L (=D123,4 — Aqi23,3)) = 0 e o resultado estd

provado.



@

Suponha h°(Ly | (=Di4 — Ay3)) > 0. Se, para todo p € |Ay | existir uma secao

@

s € HO(L;,{LQ}(_D{LZ}A —Apa2s))

tal que s(p) # 0, como a deformagao ocorre ao longo de uma diregao geral, segue do Lema

1.15 que
0/ 7n® 0/ rn® 0/ 7n®
h (L;,{1,2}(—D{1,2},4 - A{l,Z},Z&)) =h (L;,l (—D1,4 - Al,S)) +h (L?,Q (—D2,4 - Az,:z)) - 51,2-

Se hO(Lﬁf? (—D2’4 - A2’3>> = 0, entao

n) n@

WLy 9y (=Dpoya — Apays)) = B(Liy (= Dia)) = drge <0
por hipétese. Se hO(Lﬁf?(—DQA — Ay3)) > 0, entdo

n(® n4)
hO(Ly ) (=Dig— Ayg)) + hP(Lyy (—Das — Agg)) — 012

n(® n®
— BO(L2 ) (=Dya)) + hO(LE, (= Dya)) — &
— —hO(LE (—=Ds4)) <0,

onde usamos (5.3). Logo, obtemos hO(L"(?LQ}(—D{LQ}A —Apg3) =0

Se existir p € |A; 5] tal que s(p) = 0 para toda secao s € HO(Lﬁ’(g’Q}(—D{LQ}A—A{lg}’g)),

considere v : C~’{1’2} — C{1,2y a normalizagao de Cyy 9y em p, @ a componente irredutivel de

C~'{172} tal que v(é’z) =Ciep:=CiN v=1(p), para i = 1,2. Observe que

n® n®

(5.7) H°(Ly oy (=Dpgya — Apays)) = HO (0" (L7 0y (= Dpigya — Apiaps)) (=01 — p2))

Como ocorre (5.1), segue que

n® n(4)

(5.8) h(Lyy (=D1g— Ay —p1)) = (L, (=Dig — Ags)) — 1.



Da sequéncia exata

n® n@

0— Lﬂ_’Q (—D273—A27{173}) — U*(L

n@

e das Equagoes (5.6) e (5.8) temos que

n® n®

WO (0 (Ly oy (= Diraya — Apays))(=p1 — p2)) < BY(Lp ) (=Dia — Agg)) — 1.

Se hO(Lﬁfi) (=D14 — Aq3)) —1 =0, usamos (5.7) para obter o resultado desejado. Se

@

hO(LE) (—Dia—Aiz) —1>0

e para todo ¢ € |Ay 2 — p| existir uma secao

n(®

s € HO(U*(L;7{172}(_D{1,2}74 — Ap1,23,3))(—p1 — p2))

tal que s(q) # 0, repetimos o procedimento do pardgrafo anterior com o feixe

n@®

U*<L;,{1,2}(_D{172},4 - A{172},3))(—p1 —P2).

Caso hO(Lﬁf;)(—Dm —Ay3))—1> 0 e existir g € |Ay 2 —p| tal que s(g) = 0 para toda segao

@

s € H(v"(Ly (1o (—Diizya — Apiaps)) (=01 — p2)),

repetimos o procedimento deste paragrafo. Observe que, por hipotese,

n(®)

hO(LEJ (=D14—A13)) < di0.

Portanto, repetindo no méaximo 4, » vezes obtemos

n(4)
H(L7 () 5y (=Dpigya — Apgya)) = 0.

;,{172}(_D{1,2},4_A{1,2},3))(_pl_p2) — Ly (=D14—A13—p1) = 0



Passo 3: Mostraremos que H° (L@({i}c( D)) = 0. Recorde do Passo 1 que f : Cpyye — Claye

¢ a normalizacao de Caye em @ = {¢',...,¢"}. Segue dos Passos 1 e 2 e da sequéncia exata
@) @) i @
0— Lf,{m}(—D{1,2},4—A{1,2},3) — (L Z{4}c Z Q{1 2}+Q3 ) — L%g D3,4—Z QS’) =0
i=1 =

« (7@ i i
que HO(f (L;,{z;}c(_D))(_ Zf:l(Q{lﬂ} +¢3))) = 0. Como

n(®)

k
n(®
H° (L7 {4}c( D)) = H°(f* (L {4}r Z C]{1 o} T )
i=1
obtemos o resultado desejado.[]

Observacao 5.4. Seja C' uma curva com trés componentes irredutiveis e 7 : S — B uma
suavizagao de C' ao longo de uma direcao geral. Fixel € {1,2,3}. Faga {{}° = {i,7}. Recorde
a Proposicao 4.2. Uma hipétese equivalente a da Proposicao 5.3 para uma curva com treés

componentes seria

n®

(59) 0 S hO(L ) grau(Dkl) < 5k Ak} = (5 1,7

para k = i,j. De acordo com a Equacao (4.3), se 0 < hO(L ) grau(Dy,), para todo
k € {1}, entao hO(Lﬁf:) — grau(Dy,) <, ; para k = 4, j. Portanto, para curvas com trés

componentes, ndo é necessario incluir a segunda desigualdade em (5.9) como uma hipétese.

Exemplo 5.5. Seja C' uma curva nodal com quatro componentes irredutiveis com geéneros
g1 = 17, g0 = 90, g3 = 34 e g4 = 18. Suponha que d12=013=1, 014 =0d23=2 ¢
do4 =034 =3. O género de C' é g = 168 e e = (20,95,39, —142). A 4-upla associ-

ada a e® é n = (14,23,16,0). Calculando as dimensoes dos espagos de segoes dos fei-

n(4>) 3, hO(L )— 4e hO(Ln( )) = 3. Observe

xes canonicos obtemos hO(Lﬂ<{4}p) =6, h°(L

que hO(ij ) > 0,4 para ¢ = 1,2,3, logo C4 nao é uma componente especial de C. Tome



D := Ay 4+ As 4. Entdoograu(D) =6¢0 < hO(LffZ)) — grau(Dya) < O gk,43 para k = 2, 3.
No entanto, hO(L%’(i)) — grau(Dy4) > 01,423} Portanto a curva C nao satisfaz as hipéteses

da Proposicao 5.3

Fixe [ € {1,2,3,4}. Recorde da Secao 3.3 que Ty = H°(O%,). A acao de T; em H°(Oa,)

induz uma acao de T; em G;. A érbita de W, em G; é O, . Existe um isomorfismo
Tl/ESt@(VVl) — Oy,

onde Esty, (W) é o estabilizador de W, em G;.
Suponha que C} seja uma componente desbalanceada de C' e que nao seja uma compo-

nente especial de C'. Das Proposicoes 3.8 e 5.3, concluimos que
(5.10) Pp # 0 se, e somente se, 0 < hO(L%(?) —grau(D;;) < 0; iye

para todo i € {l}°. Defina

n®

Xé = min{hO(Lm ) 0ia}s
O'ﬁ = méX{O, hO(Lﬁfi)) - 51'7{1',[}(:}
para i € {l}°.
Proposicao 5.6. Seja C uma curva nodal com quatro componentes irredutiveis. Fixe | €
{1,2,3,4}. Suponha que C; seja uma componente desbalanceada de C e que nao seja uma

componente especial de C'. Entao:

n(l)

1. Zie{l}c Xé 2 hO(L;{l}c);

2. ot <Xk para todo i € {1}°;



3. Se ol = x! para algum i € {1}¢, entio x\ = &;,.
Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos supor [ = 4.

1. Se x{ = 0,4 para i = 1,2,3, entdo, como o mapa ¢, 3 ¢ injetivo, a desigualdade é
. n( . . . , JORPLT
valida. Se x} = hO(L;;l )) para ¢ = 1,2, 3, é claro que a desigualdade também ¢ vélida.

@

Agora, faga x| = ho(Lml) e X! = d0;4 para i = 2,3. Suponha, por absurdo, que
Sk < ho(Lﬂ(4> ). Vamos analisar as coordenadas de Pliicker de W, neste caso
k=1 Xk m {4y 4 :

Seja D = Dy 4+ Do 4+ D3 4 um divisor efetivo tal que 0 < Dy 4 < Ay y, para k =1,2,3,

e grau(D) = my. Pela hipétese de absurdo temos que

3
@

WLz ) + 024 + 034 < Z grau(Dy.4).
k=1

Sabemos que grau(Dy4) < 04 para k = 2,3. Logo, chegamos a hO(Lf?) < grau(Dy 4)
e concluimos, por (5.10), que Pp = 0. Como isto é vélido para todo divisor D, obtemos

todas as coordenadas de Pliicker do espago W, nulas, o que é um absurdo. Se supomos

Xi = hO(Lff: )) para i = 1,2 e y3 = 034, chegaremos a um absurdo de forma andloga.

2. Sec} > x} paraalgum i € {1,2,3}, entdo nao existe divisor efetivo D = Dy 4 + Dy 4 + D34,

com 0 < D, 4 <A, y4, tal que
4 < D;4) < x4
o; <grau(D;4) < x;
e portanto nao existe D; 4 com

@

0< hO(LRi ) — grau(D;4) < 6 g a3

Por (5.10), terfamos Pp = 0 para todo divisor D, o que é um absurdo.



4) . A 4)
3. Sabemos que L% " 6 0 feixe canonico de 7 com foco em Cy. Logo ho(Lz; ) > 0 e temos

n@

T

que x{ > 1 parai = 1,2,3. Portanto, se o} = 7, devemos ter of = h°(L%, ) — & (43¢ > 0.

@ .
Se x} = hO(L;’;l ), entao chegamos a

n<4)

T

@
) — 61'7{7;’4}«2 — hO(L74 )

T,

hO(L

de onde obtemos d; f; 41c = 0, 0 que é um absurdo. Concluimos que se o} = x}, entdo
X;l = (51'74.5
De acordo com (5.10), se D = Zie{l}c D;;, onde grau(D; ;) =r; e Zie{l}c r; = my, entao

(5.11) Pp # 0 se, e somente se, ot < r; < x! para todo k € {I}*.

No seguinte Lema, fixados i, j € {1,2, 3,4}, denotamos por 1;; um elemento de HO(O*Al_ j).

Recorde que d;; é o mapa diagonal

diji K — HO(O*AM)

Lema 5.7. Seja C' uma curva nodal com quatro componentes. Fize l € {1,2,3,4}. Suponha
que Cy seja uma componente desbalanceada de C'. Suponha que Cy nao seja uma componente
especial de C. Faga {1} = {i,7,k}. O estabilizador de W, sob a agdo de ¢, € o toro dado

em cada caso abaixo:
1. Se X!+ x5 + X, > mu, entdo:
(a) se ol <X\ para s =1i,j,k, entio

Esty,(W1) = {(du(a), dji(a), dn(a)) € H(OR,,) © H*(O4,,) ® H (O}, )la € K'};



(b) se at =L eol <! para s = j k, entio
Ests,(Wi) = {(ty, dj(a), d(a)) € H(OR, ) & H(Oy,,) ® H°(O4, ,)|a € K*};

I\l — i ieql l ~
(c) se oy =x, para s =1i,j € oy, < X}, entio

(d) se ol =X\ para todo s =1i,j,k, entdo Ests (W;) =T;;
2. Se XL+ Xé‘ + XL = my, entao:

(a) se X\ = b5, para todo s =1, j, k, entio Esty,(W;) = Tj;

(b) se x! < &y e Xt =05, para s = j, k, entao
Esty,(Wi) = {(da(a), t;, 1) € H(O},,) & H (O} ) & H'(O}, )la € K}
(c) se X\ < 0,y para s =1i,j e X, = Oy, entdo
Esty,(Wi) = {(da(a),du(b), 1) € H(O},,) & H(OR ) & H(O}, )|a,b € K}
(d) se X\ < 85, para todo s € {l}°, entdo
Bsty, (W) = {(da(a), du(b), du(c)) € HO(O3, JoH (O, J&H (O3, la,byc € K°}.

Demonstragao: A demonstragao deste Lema é andloga a demonstracao do Lema 4.5.
Como exemplo, demonstraremos apenas o Caso (1b). Sem perda de generalidade, podemos

supor [ =4,1=1,j =2 e k = 3. Fixe coordenadas

t, = (cp?, s Cpn )

n,4



em H°(O4 ), paran = 1,2,3. De acordo com a Condigao (5.11), temos que Pp # 0 para
todo divisor

D= D1’4 + D274 + D374

com 0 < D,y <Ayye ol < grau(D,, 4) < Xk para n = 1,2,3. Como o} = xi, segue do

Lema 5.6, item 3, que x] = d14. Logo, para que Pp # 0, é necessdrio que
D174 e p% _I_ e +p§174‘

A demonstracao esta dividida em 3 passos.

. _ _ _ _ 4 4 4
Passo 1: Mostraremos que ¢,z = ¢z = -+ = Cp2, - Faca m = d14. Como x§ + X5 + X5 > my,
existem ry < X% ery < X§ nao-negativos tais que r| + ro + r3 = my. Vamos considerar

divisores com graus 71,7y e r3 tais que as coordenadas de Pliicker de W, associada a eles é

nao-nula. Logo, o valor de r; nao pode ser alterado. Considere os divisores
D, ;:p%+...+p}nl+p%+...+p%+...+p32+1+p§’+...+p§3

onde n € {1,...,r9 + 1}. Recorde o raciocinio usado para encontrar a Equacao (3.10).

Fixando ny,ns € {1,...,ry 4+ 1} distintos, os divisores D,,, e D,,, geram a equagao

CP%Q = Cp%1 .

Variando n; e ny em {1,...,75 + 1} obtemos
Cp% e Cpg = e e e — Cp$2+1_

Considere agora os divisores

Enpi=py+ - tpp, 00+ o, o D ),



para n = ro +2,...,054. Para ny,ng € {ry +2,...,024} distintos, os divisores E,,, e E,,

geram a equacao
G2, = G2,

Variando ny e ng em {ry 4+ 2,..., 024} obtemos

C,2 = =0C2 .
Pro42 D5y 4

Por fim, os divisores Dy e Lj, , geram a igualdade ¢,z = Cp2 - Concluimos que
’ 2,4

Cp% = Cpg = e e . — Cp§274 .
: _ _ _ : 4 4 = : :
Passo 2: Mostraremos que ¢, = cp3 = -+ - = Cp3 - Fixe sy < x5 e s3 < x5 nao-negativos tais

3,4

que 71 + S + s3 = my. Repita o procedimento descrito no Passo 1.

Passo 3: Mostraremos que c,2 = -+ =c2 =c3 =---=c,3 . Os divisores
P p52’4 Py p53’4

I o i SRR oA L SR o O

R U i SRR NIy J LT o D

geram a igualdade c,» I Usando esta equacao e os resultados dos Passos 1 e 2
7‘2

obtemos o afirmado.[]

5.2 A variedade de sistemas canonicos limites com foco

€111 ulna componente

Recorde a notagao usada nas Secoes 1.3 e 3.2 e a Secao 4.2.



Teorema 5.8. Seja C' uma curva nodal com quatro componentes irredutiveis. Fizel € {1,2,3,4}.
Assuma que as componentes de C' se intersectem em pontos em Q(l)—posigdo geral. Suponha
que 9;; > 0 para todo i e j em {1,2,3,4} distintos. Suponha que C; nao é uma componente
especial de C. Suponha que C} seja uma componente desbalanceada de C'. Entao a variedade
de sistemas canonicos limites de C' com foco em C; é um ponto ou birracional a um dos

sequintes toros: K =1 K* =3 K*i~1 K*372 oy K*%—1 onde i, j € {I}¢ sdo distintos.

Demonstrag¢ao: Tome uma suavizagao 7 : S — B de C' ao longo de uma diregao geral.

n®
7

. It R ~ . ) .
Sejam &; ;0 Lz ; |a,, — Oa,, as trivializagoes do feixe LZ . Seja

m#k

para cada k € {1,2,3,4}. Defina mapas & ; : L;

A, — Oa,,; da seguinte forma

6, tijél-’j sei < j

&ij se 1> 7j.
Seja L o feixe invertivel em C obtido identificando Li, Lo, Ly ¢ Ly em A via ;. Pela
Proposicao 4.7, existe uma suavizagao regular 7 : S — B de C' ao longo de uma direcao
geral tal que £2”|c = L. Seja W, a imagem do mapa er{iye HO(L%T?Z}C) — H°(O4,).
Considere a agao de T) em H°(O,,) e a agao induzida em Gj. Seja Oy a érbita de W, em G;.
Pela discussao na Secao 3.3, sabemos que 1}/Esty, (W;) = Q. Pelo Lema 5.7, o estabilizador
de W, é isomorfo a K*, K*3, K*tisatl K+t [K*u+2 onde i, € {I}¢, ou é o préprio 7.

Portanto @; é isomorfo a um aberto de K*—1 K*0=3 K*ki—1 K*Grp—1 K*9Gk—2 onde

{i, .k} = {1}, ou é o ponto {H(wi(X sy (1 — n)Ay)}.0



5.3 Sobre outras generalizacoes

Acreditamos que os resultados discutidos nas Se¢oes 4.2 e 5.2 podem ser estendidos para
curvas nodais com m componentes irredutiveis, onde cada componente intersecta todas as
outras. Como exemplificado na Secao 5.2, deve haver um aumento das dificuldades de ordem
técnica. Ja o célculo combinatério presente nos Lemas 4.5 e 5.7 deve ser similar para o caso
de m componentes, aumentando apenas o niimero de variaveis envolvidas e as possibilidades
para o estabilizador em questao.

No Capitulo 2, temos a impressao que as Proposicoes 2.9 e 2.10 possam ser estendidas
para homomorfismos A : Z™ — Z™ de posto maximo. Consequentemente, poderiamos
generalizar o Teorema 2.11. Exemplos calculados com o auxilio do computador indicam que
o determinante da matriz associada a curva C' é sempre diferente de zero. Mais ainda, nos
exemplos computados, det(M¢g) < 0 se m par e det(M¢) > 0 para m impar. Portanto, uma
generalizagao do Teorema 2.11 juntamente com uma extensao do Corolario 3.5 levaria a uma
versao da Proposicao 4.10 para curvas com m componentes. Entao poderiamos encontrar a
variedade dos sistemas canonicos limites para uma curva nodal com m componentes onde

d;; # 0 para todo 4,5 € {1,...,m} distintos.



Capitulo 6

Métodos computacionais e exemplos

6.1 Algoritmo

Nesta secao discutiremos o algoritmo que possibilita o célculo das m-uplas n¥), onde
[ €{1,...,m}. Elas foram definidas no Capitulo 1, Subsecao 1.5.2. Sua existéncia é com-
provada no Lema 1.16, demonstrado por E. Esteves e P. Salehyan em [7]. A prova deste
Lema ¢é essencialmente algoritmica. Tendo isto em mente, elaboramos um algoritmo baseado
nos passos de sua demonstragao.

Dados o nimero de componentes da curva C', uma componente fixa C;, os géneros das
componentes irredutiveis de C' e a quantidade de pontos J; ; na intersecao das componentes,
o algoritmo que se segue calcula a m-upla n¥. O algoritmo é composto por dois procedimen-
tos. O PROCEDIMENTO 1 calcula um candidato para a m-upla. O PROCEDIMENTO
2 executa uma série de testes na m-upla previamente calculada no PROCEDIMENTO 1 e,
se for o caso, faz modificagoes. Interessante ressaltar que o algoritmo calcula uma m-upla
mesmo que nao haja a hipotese de que cada componente da curva C' intersecta todas as
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outras.

PROCEDIMENTO 1

ENTRADA:

m =numero de componentes irredutiveis da curva C'

[ = componente irredutivel fixada

g1, - - -, gm géneros das componentes irredutiveis de C'

d = (0; j)mxm matriz simétrica, onde J; ; = J;; para qualquer i < j
SAIDA:

m-upla n®

CONSTRUA V O CONJUNTO DE INDICES DAS COMPONENTES IRREDUTIVEIS
DE C

ENCONTRE UMA PARTICAO I, U---U I, DE V — {I} DA SEGUINTE FORMA:

L ={j eV —{l}|é; > 0}

PARAr>1:L ={jeV-{l}ULU---UIL_;)|d;; >0 para algum i € I,.}

CALCULE A m-UPLA ¥

S:=array(1..q)

PARA r DE 1 ATE ¢ FACA

Sy = = (0 le] + X2, ey 0iy)t !

FIM PARA

n®:=array(1l..m,1..q)



PARA r DE 1 ATE ¢ FACA

PARA i DE 1 ATE m FACA
SEi€l,U---Ul, ENTAO n{, := S, SENAO n;; := 0 FIM SE
FIM PARA

FIM PARA

n*=array(1l..m)

PARA i DE 1 ATE m FACA

PARA r DE 1 ATE ¢q FACA

ng =g+ 0,

FIM PARA

FIM PARA

nW:=array(1..m)

teste:=true

ENQUANTO teste FACA

teste:=false

n:=PROCEDIMENTO 2 (V,m,1,n%,e®)
SE n® % n2 ENTAO teste:=true FIM SE
ns = O

FIM ENQUANTO

RETORNA n(®

FIM PROCEDIMENTO 1



PROCEDIMENTO 2

ENTRADA:

V =conjunto de indices das componentes irredutiveis de C'
m =numero de componentes irredutiveis de C'

[ =componente irredutivel fixada

n® = m-upla candidata a n(

e) = m-upla (egl), o ,eﬁ,l@))

SAIDA:

m-~upla n® apds possiveis modificagoes

PARA CADA SUBCONJUNTO I  {1,...,m} — {{} COM #I = 1 FACA
SE €2 > §; e — 422" L 1 ENTAO n# = n® + h! FIM SE

FIM PARA

PARA CADA SUBCONJUNTO I c {1,...,m} — {I} COM #I = 2 FACA
SE €2 > 67 7c — A2M2 L 1 ENTAO n# = n® + h' FIM SE

FIM PARA

PARA CADA SUBCONJUNTO I  {1,...,m} — {{} COM #I = 3 FACA
SE €2 > §; e — 422" L 1 ENTAO n# = n® + h! FIM SE

FIM PARA



PARA CADA SUBCONJUNTO T C {1,...,m} — {I} COM #I = m — 1 FACA
SE €2 > 67 e — 422" L 1 ENTAO n# = n® + h' FIM SE

FIM PARA

FIM PROCEDIMENTO 2
Uma implementagao deste algoritmo usando MAPLE estd no Apéndice. Usando este

programa foi possivel calcular varios exemplos, os quais sao apresentados na Secao 6.2.

6.2 Exemplos

6.2.1 Curvas com trés componentes

Nos exemplos desta se¢ao, C' é uma curva nodal com componentes irredutiveis C, Cy
e (3. Denotaremos por g1, 9o e g3, respectivamente, os géneros das componentes. Assuma
que as componentes de C' se intersectem em pontos em n'Y-posicao geral, paral =1,2,3. O
nimero 0; ;, para i e j em {1, 2, 3} distintos, é o grau do divisor de Weil reduzido cujo suporte

¢ C;NC;. O mapa m: S — B ¢ uma suavizagao regular de C' ao longo de uma direcao

n®
T

geral. Recorde da Secdo 4.1 que x} := min{h°(L2 ), 6;;}, parai,l € {1,2,3} distintos. Para

l=1,2,3, seja W, a imagem do mapa

n®
e {1}e - HO(L;’{Z}C) — HO(OAZ),



definido na Secdo 3.2, e ¢ a agao de H°(O34,) na Grassmanniana Grass,,, (H°(Oy,)), definida

na Secao 3.3. A variedade de sistemas canonicos limites com foco em C) é denotada V; e

~Y

a variedade de sistemas canonicos limites de C' é V. O simbolo ’ = ’ denota equivaléncia

birracional.

Exemplo 6.1. Seja €' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis cujos géneros sao
g1 = 93,92 = 45 e g3 = 96. Suponha que d;2 = 6,013 = 34 € d23 = 44. Usando o algoritmo

apresentado na Secdo 6.1, obtemos n'Y) = (0,6,5), n® = (7,0,5) e n® = (3,2,0). Usando

e (@) @)

Riemann-Roch, encontramos hO(L ) =15, hO(L% ) =47, h'(Ly)) =23, hO(Ly ) = 21,

n® n3) e

h'(Lyy ) =25eh’(Ly, ) = 12. Observe que x; = 01, parai = 2,3, xi = 612, X3 = h°(Ly3 )

(3) . , -
e = hO(Lﬁ ), para @ = 1,2. Usando a férmula encontrada na Proposigao 3.7, obtemos

(@)

)= 18, WO(LZ),. e

h? (Lﬂ< )=10 e hO(L;’{g}C) = 31. Observe que, para [ = 1,2,3 temos

A1}e

X+ Xé’ > hO(Lf(l{)l}c), onde {/}° = {7, j}. De acordo com o Lema 4.5, temos que Esty, (W;) =
K* para | = 1,2,3. Portanto, de acordo com o Teorema 4.9, temos que V; = K**~! para

[ =1,2,3. Além disso, este é um exemplo do Caso 7 do Teorema 4.12. Concluimos que

VK

Exemplo 6.2. Seja C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis cujos géneros sao
g1 = 15,92 = 8 e g3 = 10. Suponha que 015 = 3 e d;3 = d23 = 1. Usando o algoritmo

apresentado na Secao 6.1, obtemos nY) = (0,4,7), n® = (6,0,8) e n® = (13,12,0). Usando

n n(2)

Riemann-Roch, encontramos h°(Ly , ) = hO(L%f;)) = h°(Ly,

e

) = WLy = 2, B(L2)) = 3

n(3) n n(2)

e h(L%,) =2. Observe que Xy =0d;3, para | = 1,2, xy=h"(L%,), x1=h"(Ly,), e

e i3, para @ = 1,2. Usando a férmula encontrada na Proposicao 3.7, obtemos

e
POLE 1y

) = (L

7r{2}°> =3



n(3 n®

e h'(Ly g,.) = 2. Observe que x5 + x3 = h®(L 1y.). Além disso, x5 < d12 € X = d13. Pelo
Lema 4.5, Estg, (W;) = K*'3™ ¢ segue do Teorema 4.9 que V; = K*12~1. Para a compo-
nente Cy temos x? + x3 = hO(Lfﬁ;}C), X? < 619 € X2 = Oy3, portanto Esty, (W) = K*25%! ¢
Vo, 2 K*27! J4 para a componente Cs temos x5 + x3 = hO(Lﬁfz;}c). Como x? = 4,3 para
i = 1,2, segue que Esty, (W3) = H'(O4,) e V5 = {HO(LB?)}. Este exemplo corresponde ao

™

Caso 2 do Teorema 4.12 e portanto V = K*1.2~1,

Exemplo 6.3. Seja C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis cujos géneros
sao g1 = 7,92 = 10 e g3 = 6. Suponha que d;2 = d23 = 2 e ;3 = 1. Usando o al-

goritmo apresentado na Secao 6.1, obtemos n™ = (0,6,6), n® = (4,0,3) e n® = (7,6,0).

Usando Riemann-Roch, encontramos h%( Lf?) = hO(Lﬁf?) = hO(Lﬁf?) =1, hO(L?(;)) =2e
BO(LE) = HO(L2S) = 3. Observe que xb = &, paral = 1,2, x4 = K(L2,)). 33 = hO(L2)),

ex: = i3, para ¢ = 1,2. Usando a férmula encontrada na Proposicao 3.7, obtemos

e n(®

hO(LE,g}c) = ho( E,{3}c) =2
e ho([&i;}c) = 3. Observe que x3 + X3 = hO(Lﬁf?l}c). Além disso, x3 < 12 € x3 = d13. Pelo

Lema 4.5 temos que Esty, (W;) = K*13+H - Como 023 < 2, podemos usar o Teorema 4.9 e
@)
segue que V; 2 K*27! Para a componente Cy temos x7 + y2 = hO(L% EQ}C)’ X7 < d12 €
X5 = d2.3, portanto Esty,(Ws) = K*23+l o Y, 2 K271 g4 para a componente C3 temos
n(

Xt +x3 > WL {;}C), logo Esty, (W3) = K* e V3 = K*~!. Este exemplo corresponde ao

Caso 4 do Teorema 4.12 e portanto V = K*2~1,

Exemplo 6.4. Seja C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis cujos géneros
sao0 g1 = g2 = g3 = 10. Suponha que 6,2 = 1 e 413 = d23 = 2. Usando o algoritmo ob-

temos nV) = (0,8,7), n® = (8,0,7) e n® = (5,5,0). Usando Riemann-Roch, encontramos



e

W (L7, ) = h(Ly

n(® n n®

n®
) h’ (L%:a

) =3, h(Ly4 )=1eh’(L;;)=2parai = 1,2. Observe
que x5 = hO(L2 )) para l=1,2, yy = X] = 612 € X} = i3, para i = 1,2. Usando a férmula

encontrada na Proposigao 3.7, obtemos

n(
h? (L {1y

e hO(Lﬁ({;}C) = 4. Observe que x4 + x3 = hO(Lﬂ({)l}c) Além disso, x5 = 12 e x5 < 013
Pelo Lema 4.5, Esty, (W;) = K*2tl Como 012 < 2, podemos usar o Teorema 4.9 e ob-
temos V; =2 K*3~!1 Para a componente Cy temos x3 + x5 = h° (Lf({;}c) X7 = 012 €
X3 < 023, portanto Esty,(Ws) = KoLzt o v, > K*2371  J4 para a componente Cy te-

mos x; + x5 = h°(L; {;}C) onde x? = ;3 para i = 1,2. Entdo Estg,(W3) = H(O3,) e

n()

= {H"(Ly 5 )} Recorde a notacao usada na demonstracao do Teorema 4.12. Segundo ela,

T =@ iscazn H(Oa,,;)®. Fixe coordenadas (t;5,1,3,t53) em T, onde t,; = (¢ 1?2 9y,

) )
i< R IRV IR Y ]

Parai,j € {1,2,3} com i < j
Ty = {t;; € HO((’)A )®3|tw° =1let; =1, onde {i,j}° = {k}},
onde wy, wi,wy e w3 € Z3 sao tais que Hppe = Zwg ® Zw;. Faga
T := T ® T3 D Tos.

Recorde que G = Crass,,,(H°(Oa)) paral =1,2,3, ¢ G = GV x G? x G®). Temos que
(W1, Wy, W3) € G. Considere a acao ¢ : T x G — G. Seja O a 6rbita de (W7, W, Ws3) em

G e Est(Wy, Wy, W3) o estabilizador da agao ¢. Temos o isomorfismo
T/ESt(Wl, W, Wg) — 0.
Faca Z = F| & Ey @ E3 onde

By = {(tly, dis(a), 1)) € H(O4,,) ® H'(O4,,) & H(04,,) |a € K'Y},



By = {(t13), 113, dus(0)) € HY(O4,,) ® H(O4,,) ® HY(O4,,) | b € K*}

e B3 = H°(O%). Como na demonstragao do Teorema 4.12, Est(Wy, Wy, W3) = TN Z. Para

. . . 1
encontrar T N Z chegamos a dois sistemas: em um o valor de a determina os valores de 252) e

zg}}; no outro o valor de b determina nos valores de 2522) e ﬂ?. Entao TNZ =Ty @ K* & K*

e concluimos que a orbita O é isomorfa a
T/(T; ® K* @ K*).
Logo V = K*%~2,

Exemplo 6.5. Seja C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis cujos géneros sao
g1 = 8,92 = 10,93 = 3. Suponha que 015 = 013 = 1 e 235 = 3. Neste caso encontramos
nM = (0,8,7),n® = (5,0,2) e n® = (6,4,0). Calculando as dimensoes dos espacos de

secoes chegamos a

n) n(2) n®
RO(LE,) = RO(LES)) = hO(L2,

)

)=3

n®

hO(LW,fi ) = h0<L

n®

m,1

m,1

) =hO(LE]) =2.

Usando a férmula encontrada na Proposicao 3.7, obtemos h°( Lf?l}c) =2, h%( f(z';}c) =4e

n(? n®

h (L% (23c) = 4. Observe que Xi+ x5 = h(L2 (ye) para qualquer [ € {1,2,3}, onde {l}* =
{i,j}. Além disso, x! = &;,; para todo par 4,l € {1,2,3} de elementos distintos. Este exemplo

corresponde ao Caso 1 do Teorema 4.12. Portanto V; = {H(wi(3_,,(1 — ngl))Ai7l))} para

n®

m,1

n® n(®

[=1,2,3eV={(H(L2), HO(L", ), H°(L2;)}.

Exemplo 6.6. Seja C' uma curva nodal com trés componentes irredutiveis cujos géneros sao

g1 =4,92 =2 e g3 = 3. Suponha que 612 = 3,013 =5 e d23 = 1. Neste caso encontramos



n = (0,1,1),n® = (3,0,3) e n® = (2,2,0), entdo todas as componentes irredutiveis
da curva C sao balanceadas. Como d23 < 2, podemos usar o Teorema 4.9 para encontrar

a variedade de sistemas canodnicos limites com foco em C;. Calculando as dimensoes dos

n)
T2

n®)
T3

)=3e hU(Lﬂ<1> ) =5. Observe que

_ 0
) =2,h%(L S

espacos de secdes chegamos a h°(L

e

N hO(L%f;)) para =12 e x5+ x5 = h°(L} 11y.). Além disso, x; < d1,; para i = 2,3. Pelo

)

Lema 457 ESt¢1(W1) = K*2‘ Portanto Vl Y K*(SlfQ.

6.2.2 Curvas com quatro componentes

Nos exemplos desta secao, C' é uma curva nodal com quatro componentes irredutiveis.
Denotaremos por g1, g2, g3 € g4 0s géneros das componentes. Assuma que as componentes de
C se intersectem em pontos em n®-posicdo geral. O nimero dij, para i e j em {1,2, 3,4}
distintos, é o grau do divisor C; N C;. O mapa 7: S — B é uma suavizacao regular de

C ao longo de uma direcio geral. Recorde da Secdo 5.1 que xj := min{hO(Lff:)),éiA} e

n®
T,

o} :=max{0,h°(LE,) — 8; (i3}, para i = 1,2, 3. Seja W, a imagem do mapa

@

) — H(On,),

definido na Segéo 3.2, e ¢4 a agdo de H°(OX,) na Grassmanniana Grass,,, (H°(Oa,)), defi-
nida na Se¢ao 3.3. A variedade de sistemas canonicos limites com foco em C) é denotada
V4. Através de cédlculos simples pode-se verificar que, em nenhum dos exemplos abaixo, a

componente Cy é uma componente especial da curva C.

Exemplo 6.7. Seja C' uma curva nodal com quatro componentes irredutiveis cujos géneros
sao g1 = 49,92 = 3 e g3 = g4 = 37. Suponha que 415 = 013 = 10,014 = 2,093 = 8,024 =20 ¢

034 = 15. Usando o algoritmo apresentado na Secao 6.1, obtemos n = (6,3,4,0). Observe



que Cy é uma componente irredutivel desbalanceada de C'. Usando Riemann-Roch, encon-

@ @ @

tramos h(L7, ) =9, h°(Lz,) =18 e h%(L% 5 ) = 21. Observe que xj = 0;4, parai = 1,3, e

(@)

X3 = h° (Lo ). Além disso, o} =0, parai = 1,2, e 05 = 3. Usando a férmula encontrada na

- n@®
Proposigao 3.7, obtemos hO(L;7{4}C) =20. Temos que x]+ X3 + X3 > hO(LTr {4}L) e o} <X}

para i = 1,2,3. Pelo Lema 4.5, temos que Est,,(W,) = K*. Portanto, de acordo com o

Teorema 5.8, temos que V, =2 K471,

Exemplo 6.8. Seja (' uma curva nodal com quatro componentes irredutiveis cujos géneros
sao g1 = 59,90 = 16,93 = 1 e g4 = 70. Suponha que 012 =023 =034 =05, d13=4 ¢
014 = 034 = 3. Usando o algoritmo apresentado na Segao 6.1, obtemos nW = (11,9,7,0).

Observe que C; é uma componente desbalanceada de C'. Usando Riemann-Roch, encon-

@ ()

tramos hO(L ) =12, hO(L )= hO(L ) = 5. Observe que x} = d;4, para i = 1,3, e

@

X = hO(L;2 ). Além disso, o] =3 e o} =0, para i = 2,3. Usando a férmula encontrada na

Proposicao 3.7, obtemos hO(Lﬂ({;}p) =4. Temos que x| + X3 + X3 > hO(L%({l}C), ol =xte

K*51,4+1

af < Xf para i = 2,3. De acordo com o Lema 4.5, temos que Est,, (W) = . Portanto,

pelo Teorema 5.8, temos que Vy = K*0t231471,

Exemplo 6.9. Seja C' uma curva nodal com quatro componentes irredutiveis cujos géneros
sao g1 = 50, g2 = 41, g3 = 48 e g4 = 37. Suponha que 12 = 10, 613 =024 = 3, 014 =023 =1
e 034 = 5. Usando o algoritmo apresentado na Secao 6.1, obtemos n = (21,19,15,0).

Observe que Cj é uma componente desbalanceada de C'. Usando Riemann-Roch, encon-

4)

tramos h(L%, ) =5, hO(Lﬁf;)) =13e hO(Lfg)) = 3. Observe que x} = ;4, para i = 1,2, e

n®

X3 = h’(Ly4 ) < 834. Usando a férmula encontrada na Proposigao 3.7, obtemos hO(L; {4}L) =



@

4. Temos que x; + X5 + X3 = hO(LE {4}6). De acordo com o Lema 4.5, temos que
Esty, (W) = K*w2ratl,
Portanto, segue do Teorema 5.8 que V, & K*471,

Exemplo 6.10. Seja C' uma curva nodal com quatro componentes irredutiveis cujos géneros
sao g1 = 12,9, = 19,93 = 63 e g4 = 40. Suponha que 619 = 2, 013 =24 =3, 014 =33 =1

e 034 = 5. O algoritmo produz n® = (11,9,12,0), portanto Cy é uma componente desbalan-

(4)

. @
ceada de C. Usando Riemann-Roch encontramos h° (L%, o

T2

)=5,h(Ly,)=4eh’(Lr5) =6.

n® n®

Temos que x} = ;4 parai = 1,2,3. Além disso, hO(L; {4}0) =9. Observe que X] + X5 + X3 = hO(L; {4}0).

De acordo com o Lema 4.5, temos que Esty, (W) = H°(O4,). Pelo Teorema 5.8, V,; = {HO(L%ZI))}.



Apeéendice

Neste Apéndice apresentamos uma implementacao do algoritmo descrito no Capitulo 6,
Secao 6.1, para curvas com trés componentes irredutiveis. Usamos o software Maple para

esta implementagcao.

Procedure 1:=proc(t,l,g,d)
# t=number of vertices, |=fixed vertice, g=genus of the curves,d=intersection matrix
local genus,e,i,j,aux,k,V,J,mJ,q,teste, Somad,Somae,S,n,r,Uniao,ns,oldns,dim11,dim12,dim21,dim22:
# local variables
genus = g[1]+g[2]+g[3]+d[1, 2]+d[1, 3]+d[2, 3]-2:
e:=array(l .. t, 1 .. t):
for i to t do for j to t do e]i, j] := 0 end do: end do:
for i from 1 tot
aux := 0O:
for k to t do if k <> i then aux := aux+d[i, k]: end if: end do:
if i<>I then e[l,i]:=g[i]-1+aux: else e[l,i]:=g[i]-genus+aux: end if:
end do:
V.= {}:
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for i to t do V := union(V, i) end do:

J[0] := minus(V, I): mJ[0] :=t-1: q := 1: J[q] :=: mJ[q] :=0:

for j from 1 to mJ[0] do if d[I,J[0][j]]>0 then J[q]:=J[q] union J[0][j]:mJ[q]:=mJ[q]+1: end if: end do:
J[0] := minus(J[0], J[q]): mJ[0] := mJ[0]-mJ[q]: teste := evalb(mJ[0] <> 0):

while teste do

qi=q+1: Ja:=: mJ[q] = 0:

for i from 1 to mJ[g-1] do

for j from 1 to mJ[0] do

if d[J[0][j].J[a-1][i]]>=1 then

if J[O][j] intersect J[q]= then J[q]:=J[q] union J[0][j]: mJ[qa] := mJ[q]+1: end if: end if:
end do: end do:

J[0] := minus(J[0], J[q]): mJ[0] := mJ[O]-mJ[q]: teste:=evalb(mJ[0];j;0):

end do: # while

print(Partitions of V:): for j to q do print(J[j]) end do:

Somad := 0; Somae := 0:

for i from 1 to t do

Somae:=Somae+abs(el[l,i]):

for j to t do Somad := Somad+d[i, j] end do:

end do:

S :=array(1 .. q): for r from 1 to q do S[r]:=-((Somae+Somad)”((g-r+1))):end do:
n:=array(l .. t, 1 .. q): Uniao := {}:

for r from 1 to q do

for j from r to q do Uniao:=Uniao union J[j|: end do:



for i to t do if in(i, Uniao) then n[i, r] := Sr]: else n[i, r] := 0: end if: end do:
Uniao:={}:

end do:

ns := array(1l .. t): for i to t do ns[i] := 0 end do:

for i to t do for r to q do ns|i] := ns][i]+n[i, r]: end do: end do:
teste:=true:

while teste do

for i from 1 to t do oldns[i]:=ns[i]: end do:

n := Procedure 2(V, t, |, ns, e):

teste := false:

for i to t do if oldns[i] <> n[i] then teste := true: end if: end do:
for i from 1 to t do ns[i]:=nli]: end do:

end do: # while

return n:

end: # Procedure

Procedure 2:=proc(V,t,l,ns,e)

# V:set of vertices, t:number of vertices, |:fixed vertice, ns:m—tuple, e:vector e

local u,w,K,mK,Kc,mKc,i,hK,dKKc,j,nshK,maxnshK,maxnshKc,gamanshK,aux1,aux2,epsilonKns;
# local variables for u from 1 to t do

if u<>I| then

K := u: mK:i=1: Kc := minus(V, K): mKc := t-mK: hK := array(1 .. t):

for i from 1 to t do if in(i, K) then hK]i] := 1 else hK]i] := 0 end if: end do:



dKKc := 0:

for i to mK do for j to mKc do dKKc := dKKc+d[K][i], Kc[j]]: end do: end do:

nshK := array(1l .. t):

for i to t do nshK[i] := ns[i]+hK]i] end do:

maxnshK := nshK[K][1]]:

for j from 1 to mK do if nshK[K[j]] > maxnshK then maxnshK := nshK[K[j]] end if: end do:
maxnshKc := nshK[Kc[1]]:

for j from 1 to mKc do if nshK[Kc[j]]>maxnshKc then maxnshKc:=nshK[Kc][j]]: end if: end do:
if maxnshK <= maxnshKc then gamanshK := 0: else gamanshK := 1: end if:

auxl := array(1 .. t): for i to t do auxl[i] := 0 end do:

for i to mK do

for j to t do if K[i] <> j then aux1[K]i]] := aux1[K[i]]+(ns[j]-ns[K[i]])*d[K]i], j]: end if: end do:
aux1[K[i]] := aux1[K[i]]+e€[l, K]i]]:

end do:

aux2 := 0:

for i to mK do

for j to mK do

if K[i] < K[j] then aux2 := aux2+d[K]i], K[j]]: end if:

end do:

end do:

epsilonKns := 0:

for i to t do epsilonKns := epsilonKns+aux1[i] end do:

epsilonKns := epsilonKns-aux2:



if (epsilonKns>=dKKc-gamanshK+-1) then
for i to t do ns[i] := ns[i]+hK][i] end do:
return ns:

end if:

end if:

end if:

end do:

for u from 1 to t do

for w from u+1 to t do

if (u<>1) and (w<>I) then

K:=u, w: mK :=2: Kc:=V minus K: mKc:=t-mK:
for i from 1 to t do

if in(i, K) then hK]i] := 1: else hK]i] := 0: end if:
end do:

dKKc := 0:

for i to mK do

for j to mKc do

dKKc = dKKc+d[K(i], Kc[j]]:

end do:

end do:

for i to t do nshK]i] := ns[i]+hK][i] end do:
maxnshK := nshK[K[1]]:

for j from 1 to mK do if nshK[K]j]]>maxnshK then maxnshK:=nshK[K]j]]: end if: end do:



maxnshKc:=nshK[Kc[1]]:

for j from 1 to mKc do if nshK[Kc[j]]>maxnshKc then maxnshKc:=nshK[Kc[j]]: end if: end do:
if maxnshK <= maxnshKc then gamanshK := 0 else gamanshK := 1 end if

auxl := array(1 .. t): for i to t do auxl[i] := 0 end do:

for i from 1 to mK do

for j from 1 to t do if K[i]<>] then aux1[K]i]]:=aux1[K]i]]+(ns[j]-ns[K[i]])*d[K][i].j]: end if: end do:
aux1[K[i]] := aux1[K]i]]+e[l, K[i]]:

end do:

aux2 := 0:

for i to mK do for j to mK do if K[i] < K]j] then aux2 := aux2+d[K]i], K[j]] end if: end do: end do:
epsilonKns := 0:

for i to t do epsilonKns := epsilonKns+aux1[i] end do:

epsilonKns := epsilonKns-aux2:

if (epsilonKns>=dKKc-gamanshK+-1) then

for i from 1 to t do nsi]:=ns][i]+hK]i]: end do:

return ns:

end if:

end if:

end do:

end do:

return ns:

end: #Procedure
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