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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma classe de modelos para a descrever a dinamica
da infecgao pelo virus da imune-deficiéncia adquirida (HIV) usando sistemas
de equacoes diferenciais e integro-diferenciais. Tais modelos levam em conta
processos de mutacao e generalizam aqueles propostos anteriormente por Nowak
e Bangham.

Demonstramos a existéncia e unicidade das solugoes no caso de modelos
integro-diferenciais.  Estudamos diversos aspectos da dinamica, incluindo
limitacao, pontos estacionarios e estabilidade. Consideramos o problema de
identificagao dos parametros, apresentamos varias simulagoes e procedemos a
validagao numérica dos modelos. Concluimos com um estudo do colapso do
sistema quando o mesmo ¢é invadido por um virus oportunista.

Palavras chaves: Mutacao, Modelagem Computacional e Equacoes Integro-
Diferenciais.






Abstract

We present a class of models for the human immunodeficiency virus (HIV)
dynamics using differential equations and integro-differential systems. This
model takes into account mutations that generalize those proposed by Nowak
and Bangham.

We prove existence and uniqueness for the solutions of the integro-
differential systems under suitable hypothesis. We study several aspects of
the dynamics, including boundedness, stationary solutions and stability. We
analyze some aspects of the model’s parameter identification. We present
several simulations and developed the model’s numerical validation. We
conclude with a numerical study of the system’s collapse when it is invaded by
an opportunist virus.

Key words and phases: Mutation, Computation Modelling and Integro-
Differential Equations.
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Introducao

No livro Legons sur la Théorie Mathématique de la Lutte pour la Vie [22],
Vito Volterra faz uma explanacao sobre a aplicacao da matematica a biologia.
Através de um sistema de equagoes diferenciais ordindarias, hoje comumente co-
nhecido como sistema de Lotka—Volterra, ele explica fenomenos como o da pesca
no mar Adriatico no periodo de 1914-1920. Neste periodo a pesca foi menos in-
tensa por causa da guerra. Observou-se o crescimento de uma classe de peixes
vorazes que se alimentam de outros peixes. As estatisticas indicavam para-
doxalmente que uma diminuicao na intensidade da pesca favorece as espécies
mais vorazes. Antes mesmo destas estatisticas estarem disponiveis, Volterra ja
havia previsto este fenomeno através do estudo do sistema de Lotka—Volterra.
Tal fenomeno atesta o poder preditivo de um modelo que, apesar de simples
leva em conta as nao-linearidades do fenomeno.

Neste trabalho consideramos uma classe de modelos matemaéticos para des-
crever a dinamica do virus da imune-deficiéencia (HIV) no organismo. O HIV,
desde a sua descoberta na década de 80, intriga os cientistas, por se tratar
de um virus mortal ao ser humano e pela forma com que ele ataca o orga-
nismo, deixando-o sem defesa. Desde entao é crescente o interesse por modelos
matematicos para tentar explicar ou prever o que se passa no organismo na
presenca do virus. As razoes sao evidentes: se os modelos matematicos con-
seguissem descrever corretamente como a infecgao pelo HIV evolui no organismo
poder-se-iam criar tratamentos especificos para cada paciente em cada fase da
doenca. O possivel aumento da sobre-vida dos pacientes fornece motivagao mais
do que suficiente para tais investigacoes.

Seguindo os passos de Volterra, Martin Nowak e Robert M. May em [18] uti-
lizam sistemas do tipo Lotka-Volterra, conhecidos como sistemas quase espécies
(quasi-species), para modelar a dinamica do HIV no organismo humano. Os
modelos apresentados por eles tém a capacidade de captar muito bem a primeira
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e a segunda fase da infeccao por HIV. Conseqlientemente, permitem fazer ex-
perimentos numéricos sobre os efeitos das drogas no organismo antes de as
aplicar.

Entender a biologia do problema é de fundamental importancia para o bom
entendimento dos modelos mateméticos. Incluimos no Capitulo 1 um breve
resumo sobre imunologia. A Secgao 1 serd dedicada a explicar como um virus
ataca um organismo. O ciclo de vida do HIV (como ele se multiplica, com
quais células interage e os reflexos no sistema imunoldgico) serd descrito na
Secao 2. Apresentaremos ainda nesta secao a caracterizacao da sindrome da
imune-deficiéncia adquirida (AIDS).

Neste trabalho estudamos sistemas diferenciais e integro-diferenciais que
tentam modelar a dinamica do HIV no organismo humano: estes sao apresen-
tados na ultima secao do Capitulo 1.

Comecamos as nossas investigacoes com trés dos modelos de Nowak. Todos
os trés sao sistemas de equacoes diferenciais ordinarias quadraticas. Os dois
mais simples nao consideram a possibilidade de mutacao do virus, i.e., apenas
um tipo de virus ataca o organismo. Os resultados principais do Capitulo 2
tratam da aperiodicidade e limite das solucoes destes dois sistemas, cf. Teore-
mas 2.8 e 2.10 e Corolarios 2.9 e 2.11. Resultados sobre a natureza das solucoes
estaciondrias (ver Lemas 2.1 e 2.2) sao utilizados nas provas destes resultados.

O terceiro modelo de Nowak considera a possibilidade de mutagao. No sis-
tema correspondente aparecem varios tipos de virus indexados por um conjunto
finito. O Capitulo 3 comeca com a analise do comportamento das solugoes deste
sistema quando o tempo cresce indefinidamente, cf. Teorema 3.3.

Uma vez entendido o comportamento das solugoes dos sistemas diferenciais
de Nowak passamos ao estudo de um novo modelo para a dinamica do HIV.
Enfatizamos que este modelo aparece aqui pela primeira vez. Trata-se de um
sistema integro-diferencial onde os tipos de virus (mutagao) sao indexados por
um espaco de medida. Cabe salientar que o nosso sistema nao é apenas uma
passagem ao limite do sistema de Nowak. Nele temos um novo termo, regido por
um operador integral, que simula a interacao entre os diferentes tipos de virus.
Assumindo a existéncia de solugoes para este sistema provamos que estas sao
integraveis, veja Teorema 3.6. A existéncia e unicidade de solugoes limitadas
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para o nosso sistema é estabelecida no Teorema 3.8 via métodos de Anadlise
Nao-Linear.

O Capitulo 4 se dedica a diversos aspectos numéricos e de validacao dos mo-
delos. Nele apresentamos gréficos das solugoes do Modelo (4). As semelhangas
com o grafico apresentado no Capitulo 1 das observacoes empiricas descritas
em [19] sdo evidentes. Também no Capitulo 4 apresentamos resultados que
validam numericamente os nossos experimentos. Asseguramos assim que nos-
sas solucoes numeéricas sao aceitaveis, que nao estamos sendo iludidos por erros
numéricos, e que sobretudo, nosso modelo estd servindo ao papel proposto:
simular a dinamica do HIV no organismo humano.

Com o objetivo de confirmar que os modelos em questao se aproximam da
realidade, tratamos no Capitulo 5 de descrever varios experimentos numéricos.
Para isso foi preciso calibrar os modelos, ou seja, encontrar coeficientes que
simulam a realidade e ao mesmo tempo sao aceitaveis do ponto de vista
matematico, cf. Proposigao 5.1.

O HIV nao leva a faléncia nenhum dos nossos érgaos vitais, e sim enfraquece
o sistema imunoldgico. Uma porta de entrada para o ataque dos virus opor-
tunistas é portanto aberta. Na Secao 2 do Capitulo 5 apresentamos um modelo
que considera a possibilidade de ataques de virus oportunistas. Utilizando este
modelo realizamos experimentos numéricos onde a total faléncia do sistema
imunolodgico é observada, ver Figuras 1 e 7. Isso indica um outro sucesso dos
modelos aqui apresentados.

No Capitulo 6 concluimos com algumas das perguntas que surgiram ao longo
do desenvolvimento do trabalho, bem como possiveis desdobramentos de nossa
pesquisa.






CAPITULO 1

Preliminares e Modelagem

Podemos pensar nos fenomenos biolégicos como sendo um conjunto de pro-
cessos complexos codificados pelos acidos nucléicos. Tudo que se passa no or-
ganismo provém das informacoes armazenadas neles, como por exemplo, du-
plicacao, estrutura e funcao de cada célula. Esses acidos nucléicos podem ser
de cadeias e estas podem ser simples ou duplas. Assim, existem quatro tipos
possiveis de acidos nucléicos, de acordo com o nimero de cadeias e sua com-
posicao. Sao eles: DNA de cadeia simples ou dupla e RNA de cadeia simples
ou dupla. Numa célula viva, a todo momento essas informacoes estao sendo
codificadas e descodificadas.

Por outro lado, um virus nao possui as ferramentas necessarias para efetuar
a codificagao e descodificacao. Ele precisa encontrar dentro do organismo que
o hospeda uma célula compativel que possa fazer esse trabalho por ele.

Assim, um virus s6 se reproduz ao conseguir encontrar uma célula que o
hospede e faca o servigo de codificacao e descodificagao do seu acido nucléico.

1. Como um Virus Ataca um Organismo?
Os processos necessarios para que um virus infecte um organismo sao:

a) Adsorsao: o virus ancora na célula hospedeira;

b) Penetragao: o capsidio penetra na célula hospedeira por endocitose
(processo celular atavés do qual entram nas células nutrientes e outras
moleculas) ou por fusao (processo celular através do qual o envoltério se
funde com a membrana plasmatica e libera o capsidio no citoplasma);

¢) Decapsidagao: separagao do acido nucléico de sua cobertura protéica;

d) Biossintese: processo que ocorre no nicleo (virus de DNA) ou no
citoplasma (virus de RNA) da célula;

7
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e) Manutengao e liberacao (lise celular): montagem do capsidio
protéico, desenvolvimento do seu envoltério (quando existir) atréves
de um processo denominado brotamento; o virus que nao possui en-
voltério rompe a membrana plasmatica.

2. O HIV

O virus da imuno deficiéncia humana (HIV) é um retrovirus, ou seja, um
virus de RNA cuja a cadeia é dupla. Possui em seu interior a enzima trans-
criptase reversa, necessaria na replicagdo. Em seu envoltério sao encontradas
epiculas que servem para a fixacao do virus na célula hospedeira, ver Figura
1. Apds o virus ter se fixado ao receptor CD4, encontrado nas células T auxi-

espiculas

envelope
viral

protease

transcriptase
reversa

RNA

Estrutura do virus
HIV-1

FicurA 1. Estrutura do HIV-1, [23]

liares, nos macréfagos e nas células dendriticas, os principais alvos da infeccao
por HIV. O RNA viral é liberado e ocorre sua transcricgago em DNA através
da enzima transcriptase reversa. Este DNA torna-se entao integrado ao DNA
cromossomico da célula hospedeira, com o auxilio de outra enzima, chamada
integrasse. O DNA viral, denominado provirus, pode controlar a producao de
novos virus que brotam da célula do hospedeiro, caracterizando a infeccao ativa.
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Células T CD4+

N Particulas do HIV provirais
Transcriptase Reversa

Integrase
Protease

Ficura 2. Ciclo de vida do HIV-1, [16]

Alternativamente, este DNA integrado pode nao produzir novas particulas vi-
rais de HIV, mas pode permanecer escondido no cromossomo da célula hos-
pedeira como provirus, caracterizando dessa forma a infecgao latente. O sistema
imunolégico nao consegue detecta-lo, como mostra a Figura 2.

Uma razao pela qual os anticorpos anti-HIV desenvolvidos pelos individuos
infectados falham em inibir o processo da infeccao é a habilidade do virus de
permanecer como um provirus ou virus latente. O HIV pode mover-se de uma
célula infectada para uma outra adjacente nao infectada, através do processo
de fusdo, ocultando-se desta forma do sistema imune. Além disso, os virus de
RNA, com a etapa da transcriptase reversa possuem uma alta taxa de mutagao
genética, em relagao aos virus de DNA. Como resultado disto, o genoma do
HIV sofre mudancas muitas vezes por dia em uma pessoa infectada e portanto,
isto dificulta o desenvolvimento de vacinas e testes diagndsticos.

As células TCD4+4, TCD8+ e B sao as células do nosso sistema
imunolégico diretamente ligadas ao HIV.

As célula TCD4+ sao as células que recebem a informagao dos macrofogos
da existéncia do virus. Além disso, essa ¢é a célula infectada pelo HIV.

As células TCD8+ sao as células que procuram e destroem a patogénese.

As células B sao as células sanguineas que produzem anticorpos.
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Antigeno introduzido *. *‘ *
no organismo * 1*.

|

"
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|
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infectadas * {} ..
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FiauraA 3. Esbogo do funcionamento do sistema imunoldgico, [6]

Uma vez que a resposta imunolégica foi bem sucedida, algumas células
mantém um registro de memoria do antigeno. Estas células sao chamadas
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células de memoria. Se a mesma patogénese, ou uma semelhante, é introduzida
no organismo novamente, uma resposta mais agressiva e muito mais rapida é
executada, e o antigeno é erradicado de maneira mais eficiente e répida.

A infeccdo causada pelo HIV-1 tem muitas caracteristicas quantita-
tivas, por exemplo, existe uma média de tempo de aproximadamente
10 anos entre a infeccao com o virus e o principio da sidrome da
imune-deficiéncia adquirida (AIDS) em adultos, como mostra a Figura
4, que foi retirada do artigo de A. S. Perelson e P. W. Nelson [19].
A razao para esse periodo de tempo ainda permanece desconhecida,

L
[+
E
()
]
(=T
z Anticorpo do HIV
=} B, S
t:.ih //’_ —_‘_—_—_______ﬂ— e
M
= g e
=
z 7
o
=
o I
(W] rl
w Virus
=
n
a
= /
=z
2-10 semanas Superior a 10 anos

F1cUurA 4. A evolugao da infeccao por HIV

embora isto pareca estar ligado a mudancas no numero de células T CD4+.
O periodo de incubacao da doenca resultante da infeccao priméaria entre os
pacientes é variavel, na faixa de 2 a 6 semanas. A duracao dos sintomas da
infecgao primaria é também variavel, na faixa de 5 a 24 dias e em média, 8
dias. Dando continuidade a esta fase, pode se seguir um periodo longo ou curto
da infecgao por HIV assintomatico, em que as células e os fluidos corpdreos
abrigam o virus.

O Centro de Controle e Preven¢ao de doengas (CDC), érgao do Servigo de
Saude Publica americano responsavel por informagoes epidemioldgicas, classifica
o progresso das infeccoes por HIV baseado na contagem da populacao de células
T CD4+. Quando a contagem destas células, que é normalmente em torno de
1000 mm?, atinge 200 mm? ou fica abaixo deste valor em um paciente infectado
por HIV, entao esta pessoa é diagnosticada como tendo AIDS.
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Devido ao papel fundamental das células T CD4+ no equilibrio do sistema
imunolodgico, sua perda tem efeitos desastrosos no funcionamento deste como
um todo, o que torna a AIDS tao perigosa para o ser humano.

Para maiores detalhes referimos o leitor aos trabalhos [2, 4, 8, 9, 12, 13|,
bem como ao trabalho [6] de onde diversas da informagoes dessa segao foram
obtidas.

3. Apresentagao dos Modelos I: Os Modelos Diferenciais

Martin Nowak e Charles Bangham em [17] introduziram alguns modelos
para a propagacao do HIV no organismo humano. O primeiro modelo apresen-
tado s6 considera o virus, as células que ele ataca e as células infectadas. Esse
modelo é dado pelo sistema de equagoes diferenciais ordinarias que reproduzi-
mos a seguir:

A —dx — Bxv
(1) y = Bxv—ay
v = ky—uv

onde as varidveis do sistema sao:

x : células T CD4+ existentes no organismo;
y @ células T CD4+ infectadas pelo HIV;
v : HIV livres no organismo.

Além disso, as constantes, sempre positivas, sao:

: Taxa de suprimento de células T CD4+;
: Taxa de morte das células T CD4+;

: Taxa de infecgao do virus;

: Taxa de morte das células infectadas;

: Taxa de producao de virus livre;

2 T A >

: Taxa de morte do virus livre.

A primeira equacgao representa a taxa de variacao das células T CD4+ nao
infectadas na corrente sanguinea. Estamos supondo que as células e o virus livre
estao uniformemente distribuidos na mesma. Dessa forma, podemos representar
o encontro dos virus livres com as células T CD4+ como o produto Szv onde 3 é
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a constante que representa a infectabilidade do HIV. Nesta equagao A representa
o suprimento de células T CD4+ e d representa a taxa de morte das células.

A segunda equacao, por sua vez nos da a taxa de variacao das células infec-
tadas. O termo que representa o suprimento de células infectadas é Szv, pois
uma célula T CD4+ passa a estar infectada a partir do momento que encontra
com o virus e este consegue infectd-la. Temos um termo de morte como na
equagao anterior, cujo o coeficiente é a.

Da mesma forma, temos que a terceira equagao representa a taxa de variagao
do virus livre. Como ji mencionamos anteriormente o virus precisa de uma
célula do organismo para se reproduzir. O termo que representa o suprimento
de virus livres é ky onde k representa a quantidade de virus que uma célula
infectada produz em média. Novamente temos um termo de morte uwv.

O segundo modelo apresentado por Nowak e Bangham considera também
a presenca de células de defesa no organismo. Esse modelo ainda nao preve
mutacao, e é dado pelo sistema de equacgoes diferenciais ordinarias:

T A —dx — Pxv

y = Prv—ay—pyz
2) L

v = ky—uv

z cyz — bz,

onde as variaveis e constantes do sistema anterior preservam suas funcoes e

Células especificas T CD8+ para o HIV;

Taxa de producao de células T CD8+ através de encontro com o virus;
Taxa de reproducao das células T CD8++;

Taxa de morte das células T CD8+.

[ oY« I

Note que esse modelo é o mesmo modelo anterior se supormos que z = 0.
Na segunda equagao temos um termo a mais, pyz que representa o encontro
entre as células de defesa e as infectadas, com taxa de combate p para as células
infectadas.

A equacao que representa a taxa de variacao das células de defesa tem um
termo de suprimento cyz. A constante ¢ representa o suprimento dessas células
que tanto pode acontecer através da reproducao como a partir do encontro de
células T CD8+ com as células infectadas.
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O terceiro modelo proposto por Nowak e Bangham introduz mutacao. Agora
uma quantidade maior de tipos de virus no organismo é considerada. Ele se
escreve assim:

T = A—dr—zxd [
i=1

vi = By, — ay; — pyizi

U = kiyi —uv;

onde a notacao é essencialmente a mesma do segundo modelo com a diferenga
que o indice i € {1,...,n} indica o tipo do virus. Note que entre as constantes
as unicas que dependem do tipo do virus sao as f3; (taxa de infecgao pelo virus
do tipo i) e as k; (taxa de produgao do virus do tipo 7).

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a taxa de producao de virus
é uma constante positiva k que independe do virus. De fato ao trocar v; por
kiv;/k e B; por k(;/k; no sistema anterior obtemos

n
T = A—dz—2x) By
i=1
¥ = Biwvi — ay; — pyizi
v, = ky; —uvy;

4. Apresentacao dos Modelos 1I: O Modelo Integro-Diferencial

Em [7] foi apresentado um modelo que generaliza um sistema quase espécies
para um sistema integro-diferencial continuo em relagao a variavel de mutacao.
Nos baseamos nesse paradigma para construir um modelo integro-diferencial
para a dinamica do HIV no organismo humano.
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O modelo simula, através de um operador integral, o processo de mutagao
viral. Mais precisamente, o nosso modelo escreve-se na forma:

T = )\—dx—x/ﬁ#v#du

Yo = BuVu = aYu — DYy

U = K[(1 =0y, + OK[yl(1)] — uv,
2y = cyuz, — bz,

onde 6 € [0, 1] e as variaveis y, v e z sdo fungdes que dependem do tempo e do
tipo u € 2 do virus, e 2 é um espaco de medida o-finita. O operador integral

NWM=AKWMMMW’

simula o surgimento da mutacao. Nesse modelo comeg¢amos com um tnico tipo
de virus. O operador K[y] faz com que haja o surgimento de novos tipos de virus
através da mutagao do RNA do virus no interior da célula infectada. Estaremos
sempre considerando que o nticleo desse operador é positivo e pertence a L' (2 x
). Vamos também supor que

/KWMWMz/KWWMMZKER
Q Q
Observacao 1.1. Quando # =0 e 2 é um espago com apenas um numero

finito de pontos munido da medida discreta o nosso sistema reduz-se ao Sistema

(3).






CAPITULO 2

Analise das Solucoes I: Modelos sem Mutacao

Este capitulo trata do comportamento das solucoes dos Sistemas (1) e (2). A
Secao 1 é dedicada as solugoes estacionérias destes sistemas. Além de explicita-
las determinamos a aproximacao linear dos sistemas nestas solucoes. Na Segao
2 mostramos que solucoes cujos valores iniciais sao positivos permanecem positi-
vas. Nesta mesma secao obtemos ainda que além de positivas estas solugoes sao
limitadas. Na Secao 3 demonstramos os principais resultados deste capitulo: a
aperiodicidade das solugoes com valores iniciais positivos e a determinacao dos
possiveis limites quando o tempo cresce indefinidamente.

1. Solucgoes Estacionarias

Para entender o comportamento das solu¢oes dos modelos apresentados na
Secao 3 do Capitulo 1 faz-se necessario o estudo detalhado de suas solugoes
estacionarias. Nesta secao além de explicitar as mesmas utilizamos o critério
de Routh-Hurwitz para analisar a dinamica em vizinhancas infinitesimais das

mesinas.

1.1. Solugoes Estacionarias do Modelo (1). Comegaremos analisando
as solugoes estaciondrias do Modelo (1):

A —dr — Bxv
y = p[rv—ay
v = ky—uv.

Verifica-se facilmente que as solugoes estacionarias sao:

* * * * )\
Xl = (xlaylvvl) = <3a070)
ua kBN —uda kBN — uda
Bk’ Bak 7 Bau '

17

X5 = (ahyhol) = (
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Observacao. A solugao estacionaria X{ corresponde a auséncia do HIV no orga-
nismo. Ja a solugao estacionaria X3 corresponde a um equilibrio de células infectadas

e células sas.

Para a andlise do comportamento infinitesimal das solugoes estacionarias
serd conveniente escrever o Sistema (1) na forma

X = F(X)

onde X = (z,y,v) e F': R? — R3 é definida como

A —dx — Bxv
F(X)= Brv — ay
ky — uv

O jacobiano de F' por sua vez escreve-se como,
—d—pv 0 —px
DF(X) = Bv —a P

0 k —u

Para parametros genéricos as matrizes DF(X7) e DF(X}) tém determinante
nao nulo e pontos hiperbélicos. Gragas ao Teorema de Hartman-Grobman [10,
pagina 260, Teorema 6.3.1] o comportamento infinitesimal do sistema em vizi-
nhangas dos pontos X7, respectivamente X3, ¢ determinado pelo sinal da parte
real dos autovalores de DF(X7), respectivamente DF(X}).

Nos convém definir
kAG

Ry = )
07 dau

Lema 2.1. Se Ry = 1 entao X; = X3 e DF(X}) = DF(X3}) possui dois
autovalores negativos e um nulo. Quando Ry # 1 o comportamento infinitesimal
das solucoes estaciondrias € descrito pela sequinte tabela:
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Ry <1

Ry>1

DF(X})

3 autovalores com parte
real negativa (pogo)

2 autovalores com parte
real megativa e 1 com
parte real positiva (sela)

DF(X;)

2 autovalores com parte
real megativa e 1 com

3 autovalores com parte
real negativa (pogo)

19

parte real positiva (sela)

DEMONSTRAGAO. Os autovalores de DF(X7) sao:

—d(a+u) £ /d?*(a — u)? + 4d\Gk
2d ’

Claramente todos os autovalores sao reais. Como todos os parametros sao reais

_d7

positivos temos sempre que dois dos autovalores sao negativos. Ja o terceiro
autovalor é:

negativo quando Ry < 1;
nulo quando Ry =1;
positivo quando Ry > 1.

Concluimos assim a andlise dos autovalores de DF(X7) (ver a primeira linha
da tabela).

Passemos agora a andlise da solu¢do estacionaria X; = (23,v5,v5). O
polinémio caracteristico de DF(X3), que aqui denotamos por P(Z), é:

(5) P(Z) = a023 —i—a1Z2 +GQZ+CL3,
onde
ag = —1;
au® + NGk + a*u
ay = - ;
au
ABk(a + u)
ay = ————
au
az = dau — \Gk.

Pelo Critério de Routh-Hurwitz [21, pagina 312] cada mudanga de sinal na
primeira coluna da matriz a seguir, representa uma raiz com parte real positiva
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para o polinomio P(Z).

Qo ¢5)

ai as
(a1a2 - ao&s) 0

ai

as 0

Lembrando que todos os nossos parametros sao positivos vemos facilmente
- , . . . . aipGz — apds , .
que ag, a1 € as sao numeros reais negativos. Além disso, ——  ¢é igual a
a1

N8k (a + u) + ABk(ud® + v?a®) + N\Bkula + u’a’d
ua(ABk + ua? 4+ u?a)

9

e portanto também é um ntmero real negativo. Conseqlientemente o niimero
de mudancas de sinais na primeira coluna da matriz acima é

um quando Ry < 1;
nenhum quando Ry > 1.

Assim concluimos a prova de Lema. O

Observagao. O quociente

BAk

Ry =
0~ dau

¢ usualmente chamado de taxa reprodutiva bésica ”basic reproductive ratio”, ver
[17]. O que o Lema 2.1 nos diz é que para Ry < 1 a solucdo estacionaria X7
(auséncia de virus) é estdvel e a solugdo X3 (equilibrio entre células sas e infectadas)
é instavel. Quando Ry > 1 temos a situacao contraria. Resultados similares podem
ser encontrados em [17] sem a determinagao do nimero de autovalores com parte

real negativa para as singularidades instaveis.
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1.2. Solugoes Estacionarias do Modelo (2). Passemos ao estudo das
solugbes estaciondrias para o Modelo (2). Aqui temos trés solugoes. Sao elas:

A
X = (3,0,0,0>

X (% kBX —uda kBN — uda O)
Bk>  Bak T PBau
Acu b kb [Akc— adcu — aBkb
(dcu—l—ﬁkb’g’a’ (deu + Bkb)p ) '

Observacao. Novamente a solucao estaciondria X} corresponde a auséncia do HIV
no organismo. A solugao estacionaria X3 corresponde, como anteriormente, a um
equilibrio de células infectadas e células sas. Note que neste ponto nao ha células
de defesa (variavel z) no organismo. Ja a solugao estacionaria X3 corresponde a um
equilibrio entre células sas, infectadas e de defesa. Biologicamente este ponto corres-
ponde ao periodo de laténcia do HIV, ou seja, a segunda fase da infeccao pelo HIV.
Como ja mencionamos na introducao o HIV, por si s6, ndo leva a faléncia do sistema
imunolégico. E durante o periodo de laténcia que os ataques por virus oportunistas

eventualmente afetam o equilibrio entre células sas, infectadas e de defesa.

Como na analise do Modelo (1) serd conveniente escrever o sistema na forma
X =F(X)

onde X = (z,y,v,2) e a fungdo F : R* — R* é dada por

A—dx — xzfv
F(X) = xfv —ay — pyz ’
ky — uv
cyz — bz
com jacobiano igual a
—d— pv 0 —xf 0
0 k —u 0

0 cz 0 cy—»
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No lema a seguir abaixo coletamos algumas informagoes relevantes sobre o

comportamento infinitesimal do sistema em vizinhangas dos pontos X7, XJ e
*
X3 .

Chamaremos a constante definida por

cA

" ab

de taxa de defesa bdsica. Esta definicao é motivada por:

Dy

Lema 2.2. Se Ry = 1 entao X7 = X3 e DF(X7)(= DF(X3)) tem um
autovalor nulo. Se Ry = 1+ g—g entio X = Xi e DF(X})(= DF(XY)) tem
um autovalor nulo. Quando Ry # 1 e Ry # 1+ g—g parte do comportamento
infinitesimal das solugoes estaciondrias € descrito na tabela a sequir:

Ro<1 1< Ry <1+ Ro > 1+ 22
DF(XY) | 4 autovalores com parte | 3 autovalores com parte real | 3  autovalores — com
real negativa (pogo) negativa e 1 com parte real | parte real negativa e 1
positiva (sela) com parte real positiva

(sela)

DF(XZ) | 8 autovalores  com | 4 autovalores com parte real | 3  autovalores — com

parte real megativa e 1 | negativa (pogo) parte real negativa e 1
com parte real positiva com parte real positiva
(sela) (sela)

DF(X%) | ao menos 1 autovalor | ao menos 1 autovalor com | ao menos 2 autovalores

com parte real negativa | parte real negativa com parte real negativa

DEMONSTRAGAO. Os autovalores de DF(X7) sao:

—da — du £ \/d*(a — u)? + 4d\Bk

—d, —b
) ) 2d

Como no lema anterior vemos que todos os autovalores sao reais. Como
todos os parametros sao reais positivos temos sempre que trés dos autovalores
sao negativos. Ja o quarto autovalor é:

negativo quando Ry < 1;
nulo quando Ry =1;
positivo quando Ry > 1.

Concluimos assim a andlise dos autovalores de DF(X7) (ver a primeira linha
da tabela).
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O polinémio caracteristico da matriz DF'(X3) é:

P(Z)- (ckﬁ)\ - cud&a—ﬁ]l;ﬁak - Zﬂak) |

onde P(Z) é o polindmio definido em (5)(ver lema anterior). O fator linear na
expressao acima admite como raiz

ckPBX — cuda — bBak
Bak

Note que essa raiz é

negativa quando Ry <1+ g_g;
nula quando Rog=1+ g_z;
positiva quando Ry > 1+ g_g‘

Aqui termina a andlise dos autovalores de DF(X}) (ver a segunda linha da
tabela).

Para o ponto X}, temos que o polinomio caracteristico de DF(X3) é:

CL0Z4 -+ &123 -+ CLQZQ + agZ + a4

onde
ap = wuc(duc+ [bk),
a1 = [0Pk* + uPefbk 4+ udPd 4 2ducfbk + uctkA\G + d*uPc?,
as = uc’bkAB + [2bk*\c — ucafBb*k + duc*k\G — u*c*bad
4+ 2du’cfbk + B0 k*u + d*uic?,
as = —b(u’caBbk — duc’k\B — 3*bk*\c — *k* Muc
— WPkAS + BPPKa + uPcPad + 2ducafBbk + d*uPcta),
ay = —(duc+ pbk)ub(—kAGc + aduc + afbk).

Como anteriormente, segue-se do Critério de Routh-Hurwitz que o niimero
de autovalores com parte real positiva é dado pelas mudancas de sinais na
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primeira coluna da matriz

Qo [
ar as 0
— Q1049 —+ apas
- as O
a1

(—a3a1a2 + agal + a%a4) 0 0
—a1a3 + apas
ay 0 0

Como ag e a; sao numeros reais positivos temos que sempre existe ao menos um
autovalor com parte real negativa. Por outro lado, temos que a4 ¢ um nimero

real

negativo quando Ry <1+ g_z;
nulo quando Rg =1+ g_g;
positivo quando Ry > 1+ g—z-

Para concluir a prova do lema note que uma das raizes é zero se, e somente

se,
ay = —kA\Bc + aduc + aBbk = 0.

2. Positividade e Limitacao

Nesta secao responderemos a seguinte pergunta basica: As solugoes dos
Modelos (1) e (2) com valores iniciais com interpretagao bioldgica continuam a

ter interpretacao bioldgica com o decorrer do tempo?

Analisemos separadamente as duas instancias da pergunta acima.

2.1. Positividade para o Modelo (1). Seja R? o conjunto
{(z,y,v) €ER® |2 >0,y >0ev >0}
Observe que (z,y,v) s6 admite uma interpretacdo biolégica quando (z,y,v) €
R3.
Proposigao 2.3. Seja ¢ : [tg, +00) — R? uma solugio do Sistema (1). Se
©(to) € RY entao ¢(t) € R para todo t € [ty, o).
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DEMONSTRAGAO. Lembramos que o Sistema (1) é dado pelas equagoes a
seguir.
= AN—dr— (xv
y= prv—ay
v= ky—uv

Segue do teorema da alfandega [14, pagina 56, Teorema 32| que basta ana-
lisarmos o comportamento de uma solugao com valores iniciais no bordo de R3.
Vamos separa-lo em 7 casos, como mostra a Figura 2.1.

@y
N

€y

2w

(X
3@@
L)

(1) (x0 >0, yo >0, vo =0). Como vy = kyy — uvg > 0, v cresce local-
mente. Portanto a solucao nao pode sair por esse bordo.

(2) (x0 =0, yo >0, vo >0). Como Zyg = A —dxg — Brovg = A > 0, x
cresce localmente. Portanto a solugao nao pode sair por esse bordo.

(3) (x0 >0, yo =0, vo > 0). Como 4o = Sxovg — ayo > 0, y cresce local-
mente. Portanto a solucao nao pode sair por esse bordo.

(4) (x¢0 >0, yo =0, vo =0). Como 1jp = PBrovg — ayp = 0 e ¥y = kyo —
uvy = 0, a solugdo com estes valores iniciais sao da forma (x(t),0,0).
Portanto a solucao permanece no bordo.

(5) (x0=0, yo >0, vo=0). Como 7y = X\ —dzrg — frov = X > 0 e
vy = kyo — uvg > 0, x e v crescem localmente. Portanto a solugao nao
pode sair por esse bordo.

(6) (x0 =0, yo =0, vog >0). Como g = X\ —dzxg — Brov = A > 0, 4o =
Brovg — ayo = 0 e 9o = Provg + Brovg — ayjp > 0, x e y crescem
localmente. Portanto a solucao nao pode sair por esse bordo.
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(7) (x0 =0, yo =0, vo =0). A andlise aqui reduz-se a mesma andlise

feita caso (4).

Em resumo, nao hd ponto no bordo por onde a solugao possa escapar. Con-
cluimos portanto a prova da proposicao. U

2.2. Positividade para o Modelo (2). Definimos R? como sendo o con-
junto
{(z,y,0,2) eR* [ 2> 0,y >0,0>0ez>0}.

Um resultado completamente andlogo a Proposigao 2.3 vale para o Modelo (2).
Mais precisamente provamos a seguinte

Proposigao 2.4. Seja ¢ : [tg,00) — R* uma solugao do Sistema (2). Se
o(to) € RY entao ¢(t) € R para todo t € [y, 00).

DEMONSTRAGAO. Lembramos que o Sistema (2) é dado pelas seguintes

equacoes.
T A —dx — fxv
y = pfav—ay—pyz
v = ky—uwv
z cyz — bz

Novamente temos que analisar as solugoes com valores iniciais no bordo do

: 4
conjunto R .

Da equagao Z = cyz — bz temos que

2(t) = z(to)e</t: v b)d8> .

Segue que se z(tp) > 0 entdo z(t) > 0 para todo t > t5. Quando z(ty) = 0
o Sistema (2) reduz-se ao sistema (1). A andlise feita na demonstragdo da
Proposicao 2.3 mostra que as solugoes nao podem escapar por componentes do
bordo onde z = 0. Basta portanto analisar as componentes do bordo onde
z > 0.

Como z sé aparece nas equagoes para ¢ e Z ele s6 influencia o valor de .
Portanto para provar a proposicao basta analisar as componentes do bordo onde
y=0ez>0.
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(1) (x0 > 0,y0=0,vp > 0,29 > 0). Como 3o = [Bzovo — ayo — PYoz0 =
Bxoug > 0, y cresce localmente. Portanto, a solucao nao pode sair por
esse bordo.

(2) (x¢ > 0,y0=0,vg =0,2¢ > 0). Como 4y = Srovg — ayo — pYozo = 0 e
vy = kyo — uvy = 0, as solucao com estes valores iniciais sao da forma
(x(t),0,0, 2(t)). Portanto, a solugdo permanece no bordo.

(3) (x0 =0,y0 =0,vg > 0,29 > 0). Como 2y = X\ — dxg— froug = A > 0,
Yo = Brovo—ayo—pyozo = 0 e Yo = BTovo+ Bxovo—ayjo—pyozo—PYoZo =
BAvg > 0, x e y crescem localmente. Portanto, a solugao nao pode sair
por esse bordo.

(4) (x0 =0,y0 =0,vp = 0,20 > 0). Recaimos no caso (2).

Dessa forma terminamos a prova da proposi¢ao. U

2.3. Limitagao para o Modelo (1). Ja obtivemos uma limitacao inferior
(positividade) para as solugoes do Modelo (1) com valores iniciais positivos. A
limitacao superior é garantida pela proposicao a seguir.

Proposigao 2.5. Seja ¢ : [tg,00) — R uma solugao do Sistema (1). Se
©(to) € RY entao ¢ € L™[ty, 00).

DEMONSTRAGAO. J& provamos na Proposi¢ao 2.3 que as solugoes do Sis-
tema (1) com valores iniciais em R? sdo limitadas inferiormente. Resta mostrar
que estas sao limitadas superiormente. Comegaremos provando que z(t) é limi-
tada superiormente.

Segue da Proposi¢ao 2.3 que x(t) > 0 e v(t) > 0 para todo ¢t > t5. Como
£ > 0 vale que
T=A—dr— PBxv < \—dzx.

Logo,

d
d—(:cetd) < e,
s

Integrando de ty até ¢, temos que
A
z(t)e! — x(ty)eh? < E(etd — efod),
Decorre desta ultima desigualdade que

A
x(t) < $(to)e(t0_t)d + E<1 . e(to—t)d>‘
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Como para todo t > tg
0<eleDd<l e 0<(1—eloDd)<1
temos que
(6) z(t) < x(tg) + 2 para todo ¢ > t.

Obtemos assim uma limitagao superior para z(t). Vamos agora provar que y(¢)
¢ limitado superiormente.

Da equacao

Z/ = ﬁxv —ay,
temos que § + ay = fxv = A — (& + xd). Portanto
d ta\ __ d td\ _—td\ ta
L wet) = (A — (e e

e conseqilentemente

/to d%(?/(s)esa)ds —/ (e — %(m(s)es‘i)es(“_d))ds.

to

Integrando por partes

¢ t
/ i(xes‘i)es(a_d)ds = z(s)e*;, — (a — d)/ x(s)e’*ds.

to
Assim,

A
y(t) = y(to)e(l(to—t) + _(1 _ ea(to—t))
a

(7) B (x(t) — a(te)e® ™D — (a — d) /t;p(s)e“(s‘t)ds)

to
Observe que, para todo t > to, z(t) > 0 e e~ ¢ [0, 1].
Se a — d < 0 entao a equacao (7) implica que
y(t) < y(ty) + 2 + x(tg) paratodo t > t.

Quando @ — d > 0 segue de (6) e (7) que

Assim,

A d
y(t) <wylto) + i (2 — E) x(to) paratodo t >t
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O que prova que y(t) é limitado superiormente para t > t.
Analisemos agora v(t). A equagao v = ky — uv, implica que

d
(ve") = kye“".

dt
Integrando a equacao diferencial segue que
t
(8) U(t) = U(to)eu(to—t) + k‘/ y(s)e"(s_t)ds,
to

Como ja provamos que y € L®[ty,00) e

t
1
/ eu(s—t)ds _ _(1 . eu(to—t))’
to

u
temos

v(t) € L™[ty, 00).
Concluimos assim a prova da proposicao. O

2.4. Limitagao para o Modelo (2). Mostraremos a seguir a limitagao
superior das solugoes com condigoes iniciais positivas para o Modelo (2).

Proposigao 2.6. Seja ¢ : [ty,00) — R uma solugio do Sistema (2). Se
©(to) € RY entao ¢ € L™[tg, 00).

DEMONSTRACAO. As equagoes para x € v Sao as mesmas para os Sistemas
(1) e (2). Como a > 0 e a Proposicao 2.4 nos diz que z(t) > 0 para todo t > t,
temos que

y = Bav — ay — pyz < Prv — ay.
Segue da prova da Proposigao 2.5 que z(t), y(t) e v(t) € L>®[ty,00). Resta
mostrar que z(t) é limitado superiormente. Para tanto considere as equagoes
Z = cyz—bz
y = Prv—ay—pyz
Combinando as equacoes para y e Z obtemos

24 bz =cyz = —(Bvr — y — ay).

c
p
Usando a equagao © = A — dx — fxv, temos que

2+bZ:E(/\—dx—x'—y'—ay).
p
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b

Apds multiplicar a equacdo anterior por e’ e agrupar os termos obtemos a

equacao
d

d d
a(Zetb) — g <)\ o %(xetd)eftd o £<y€m)€m> etb.

Para determinar a func¢ao z(t) integramos a equagao acima

¢
z(t)e? — z(to)ebo = E/ ()\(ESb — i(w(s)es‘i)es(bfd)
to ds

j (y(s)es“)es(b7“)> ds.
p

S

Integrando por parte temos que

¢ ¢
[ ataoenetDds = a(s)etl, = b-d) [ ats)etis
¢ ¢
(9) tO d sa\ ,s(b—a) shit to sb
%(9(5)6 Je ds = y(s)e”|, —(b—a) [ y(s)e”ds.
to to

Vé-se que z(t) é igual a

(z(to) - ;‘;’ (A~ + y(to) + az(to))> eblto=t) {C, (AL —y(t) — z(1))

(10) 4 ¢ ((b —d) / ()€ D ds + (b— a) / ty(s)eb(s_t)ds> .

b to to

Como z e y € L*>([ty,)) e

t
/ eP(s—1) 1o — 1(1 _ 6b(to—t))
to b

temos que z(t) € L*™[tp,00). Concluimos assim a prova da proposigao. O

3. Aperiodicidade e Limite

Nesta segdo vamos provar que as solugoes dos Sistemas (1) e (2) nao
sao periddicas para valores iniciais positivos. Também determinaremos para
qual ponto estacionario as solugoes com valores iniciais positivos irao conver-
gir quando o tempo cresce indefinidamente. Todos os outros resultados deste
capitulo podem ser encarados como preparacao para a prova dos teoremas apre-
sentados nesta secao. Antes de voltar a nossa atencao para a prova destes,
precisamos de mais um resultado preliminar.
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Lema 2.7. Se f € L*(R) N C° entdo

t
1
limsup/ f(s)e“(s_t)ds < —limsup f(1),
to

t—o00 U t—oo

t
liminf/ f(s)e e Vds > lhmmff()
to

t—oo u t—oo

DEMONSTRAGAO. Sabemos que f é continua, entdo para todo € > 0 existe
t' > to tal que

liminf f(¢t) —e < f(t) <limsup f(t) +€ V t € [t',00).

t—o0 t—o0

Como supomos f € L*(R), existem M, N € R tais que
M= sup f(t) e N= inf f()

t€[0,00) t€[0,00
Agora,
t
/f u(s t)ds_/ f us—t)d8+/ f(s)eu(s—t)ds
M /
< Yetuer — ety + Ltimsup £(t) + €)(1 — e€-0).
u U t—oco
Como

M : 1 ,
lim sup {—e“‘(et — ") + = (limsup f(t) + e)(1 — " ”)}
U U

t—o0

M , 1 )
= lim {—e‘t“(et —€") + —(limsup f(t) + €)(1 — "¢ ‘t))}
U U

t—o00

lim e_t“(et/ —e") =0 e lim(1-— e“(t/_t)) =1.

t—o0 t—o00

Entao, podemos concluir que

t
limsup/ f(s)es=0ds < (hmsup f(t)+¢) paratodo €>0.
t—o0 u t—o0
Por outro lado, usando os mesmos fatos anteriores, temos que
t
N / /
/ f(s)es=ds > —e (el — efo) 4 (hm inf f(t) — €)(1 — ')
to u

u t—o0

o que implica

t—o0 t—o00

t
1
liminf/ f(s)e e Dds > ~ (hmmff( ) —€) paratodo €>0.
to
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O

3.1. Modelo (1). Finalmente podemos enunciar (e provar) o nosso resul-
tado principal sobre o Modelo (1).

Teorema 2.8. Seja ¢ : [ty, 00) — R3, p(t) = (z(t),y(t),v(t)), uma solugdo
do Sistema (1) tal que (to) € R3. Entao existe o limite de ¢(t) quando t tende
a infinito. Em particular, ¢ € periddica se, e somente se, @ € estaciondria. Além

disso
A
< Z
AR = g
lim y(t) = — — — lim z(¢),
t—o0 ]C{L a t—oo
v =7 vt

DEMONSTRAGAO. Comecamos por lembrar a igualdade (7) encontrada na
prova da Proposicao 2.5,

A
y(t) = y(to)ea(toft) + _(1 _ ea(tO*t))
a

- <:c(t) ~ a(te)e" @D _ (q — d) / t x(s)e“(St)ds> |

to

Se (a — d) > 0 entao segue do Lema 2.7 e da equagdo acima que

limsupy(t) < A glimsupx(t)
(11) t—o0 a a4 t—oco

lim inf y(t <é—él"ft

iminfy(t) < - —-liminfz()

Por outro lado se (a — d) < 0 multiplique a equagao
= \—dx — (zv.

por ¢! para obter

d .,y oy td
a(me ) = (A — Bav)e™.

Ao substituir Sxv por ¥ 4+ ay nesta tiltima equacao vemos que

©wey = (A= (5 + ay))e
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Logo,
t
z(t)e' — x(ty)e? = / (e — i(y(s)e“s)e(d_a)s)ds.
to ds

Novamente, como fizemos em (9), integramos por partes para obter
() = (a(to) +y(to) — Ad~He™V

——y@ﬂ%d—@(é}@km*wa.

Ao calcular o limite superior de ambos os lados da equacao acima com a ajuda
do Lema 2.7 deduzimos que

A
limsupz(t) < = — =limsupy(t)
(12) t—o0 f\i d t—o0
a
o S A_ay
hggf x(t) > i hggf y(t).

Logo as Desigualdades (11) valem para todos a e d positivos.

Usamos (11) para deduzir que

i_immﬁaw§QMMww
a —00

a t—oo

A d
limsupy(t) < — — —limsup z(t) <

t—o0 a a4 t—oo

Claramente temos que

limsupy(t) = li{n inf y(t).

t—o00

Esta tltima igualdade, combinada com as Desigualdades (12), implica que

lim sup x(t) = li{n inf (1)

t—00 — 00

Lembre que a equagao (8) é
v(t) = v(to)e“(to_t) +k /t y(s)e“(s_t)ds.
to
Ao aplicar o Lema 2.7 a esta equacao obtemos que
h?iigp v(t) < % h?iiljp y(t) e ligg}f v(t) > % litII_l)(i)glf y(t).

Como anteriormente deduzimos que

limsup v(¢) = liminf v(¢).

t—o00 t—oo
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Mostramos portanto que as solugoes do Modelo (1), ndo sao periédicas.
Além disso vimos que

Iy = £ -5 a0
: k.
g o0) = 3l (0

Falta mostrar a desigualdade para o limite de z(t). Da equagdo @ + zd =
A — Bxv temos que

A
2(t) < wto)eo04 4+ E<1 _ lto=t)dy,
O que implica que
lim z(t) <

t—o00

Concluimos assim a prova do Teorema. (l

aul >

Pelo Teorema anterior sabemos que as solugoes do Modelo (1) tem que con-
vergir para uma das suas solugoes estacionéarias quando t cresce indefinidamente.
O que vamos fazer agora é decidir, dados os parametros e os valores iniciais,
para qual solucao estacionaria o sistema ira convergir.

Coroldario 2.9. Seja ¢ : [tg,00) — R?, o(t) = (z(¢), y(t),v(t)), uma solugdo
do Sistema (1) tal que p(to) € RY.

- Se Ry <1 entao
Jim o(t) = (27, 97, 07).
- Se Ry > 1, y(to) =0 e v(ty) = 0 entao
lim (1) = (7,477,
- Se Ry > 1 e y(ty) +v(ty) # 0 entao

lim (t) = (23,43, 03).
—00

DEMONSTRACAO. Vamos comecar supondo que kMG < dau. Neste caso

. kBA — uda
o= T < 0
v = kBA — uda <0

Bau
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Le., (23,95, v5) ¢ R3. Segue da Proposigao 2.3 que

Jim o(t) = (27, 97, 07).
Quando y5 = v5 = 0 vale que kA3 = dau. Isto implica que (z7,y7,v}) =
(x5, y5,v5) e também neste caso
Jim () = (2,47, v7).
Se kAB > dau, x(tg) > 0 e y(ty) + v(ty) = 0 entdo y(t) + v(t) = 0 para todo
t > to, ver prova da Proposicao 2.3. Como y3,v; # 0 segue que
Jim () = (27,47, 07).
Se kAB > dau entdo (%, y;,v}) = (3,0,0) é uma sela, ver Lema 2.1. Além
disso a reta ¢ = {(¢,0,0);t € R} pertence a variedade estavel deste ponto.
Calculemos a intersec¢ao da variedade estavel de (x7,y7,vT) com Ri. Para

tanto faremos o quociente de R? pela reta £. A derivada de F em X} induz
uma aplicagao linear

R? R?
' v

(y,v) —

Seus autovalores e autovetores sdo:
—d(u+ a) £ \/d?2(a — u)? + 4d\Gk
2d ’

[ —d(a—u) £ \/d?*(a — u)? + 4d\k {
= 2dk 1)

Como kA3 > dau, ay >0ea_ <0. Sen: R — ]R; denota a aplicacao linear
natural entdao o subespago de R? correspondente aos pontos estéveis de DF(X7})
¢ igual a 71 (Ro_).

Como n ' (Rv_) NR3 = ¢NR3, ver Figura 3.1, segue que a intersecgao da
variedade estdvel de X7 com R? é igual a £NR3. Portanto quando kA > dau
e y(to) + v(to) # 0 o w-limite da solucdo ¢ é o pogo (x5, y5, v3). O
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V.

X

FIGURA 1. v_ em R%’

3.2. Modelo (2). Para o Modelo (2) temos um teorema analogo ao de-
monstrado para o Modelo (1).

Teorema 2.10. Seja ¢ : [tg,00) — R, o(t) = (z(t),y(t),v(t), 2(t)), uma
solugao do Sistema (2) tal que p(ty) € RL. Entao, existe o limite de p(t)
quando t tende a infinito. Em particular @ € periodica se, e somente se, @ €

estaciondria. Além disso

) A
. tlggox(t) - d’
A
im0 = (5§ Jmw0 - § Jm et

- lim v(t) = k lim y(t).

t—o0 u t—oo
DEMONSTRAGAO. A Equagao (10) nos diz que z(t) é igual a

(z(to) — g (A" + y(to) + x(to))> ebtto=t) 4 g (A — y(t) — x(t))

—}—; ((b —d) /t: 2(5)e"*Vds + (b —a) /to y(s)eb(s_t)ds) .

Se b > max{d, a} entdo segue do Lema 2.7 que

(é _ g lim sup y(t) — %hm sup :E(t)) )

b b t—o0o t—oo

limsup z(t) <

t—o00

liminf z(t) >

t—oo

"o BIo

(é _ ¢ liminf y(t) — %llim infx(t)) .

b b t—oo t—oo

Iremos mostrar o mesmo resultado sem supor b > max{d,a}. Para tanto
analisaremos separadamente as seguintes possibilidades: a > max{b,d} e
d > max{a, b}.
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Tratemos primeiramente o caso a > max{b,d}. Comegaremos substituindo
as equacoes de = e z na de gy, para obter
y'—i—ay:ﬁvx—pzy:)\—xd—jc—I—)(,é—i—bz).
c
Ao multiplicar a equacao acima por e e agrupar os termos podemos escrever

d aty __ at d dty (a—d)t p d bty . (a—b)t
dt(ye ) = Xe dt(xe Je dt<Z€ Je :

c

Fazendo calculos analogos aos feitos na prova do Teorema 2.8 temos que
p AN atto—t) L A p

o) = (alto) +lt0) + L) = 2) 70+ 2 )~ Loty

t

t
+ (a—d) / z(s)e*Veds + Z—j(a —b) / 2(s)els s,
c

to to

Como estamos supondo que a > max{b, d} segue do Lema 2.7 que

limsupy(t) < A lim sup x(t) — Plim sup z(t)

t—o0 a t—o0 C t—oo
—d —-b
+ " Dhimsup x(t) + pla=b) lim sup z(t),
a t—o0 ca t—oo

liminfy(t) > A lim inf x(t) — P lim inf z(t)

t—o0 a t—o0 Cc t—oo
—d -b
+ liminf 2(t) + pla—b) lim inf z(¢).
a t—oo ca t—o0

O que nos da as desigualdades procuradas:

(% - %limsup y(t) — %limsup:z:(t)) ,

t—o0 t—o0

limsup z(t) <

t—o0

liminf z(¢) >

t—o0

"o "BIao

(i_ﬂmmﬁmo_@mmﬁx@).

b b t—oo b t—oo

Resta abordar o caso d > max{a,b}. Ao substituir as equagoes de ¢ e Z na
de = obtemos

:'c—i—xd:A—ﬁxv:)\—y—ay—g(z'—i-bz).
c

Isso implica que,

doa a4 (d—a)t P d, w (d—b)t
dt(:ce ) = Xe dt(ye Je . dt(ze )e ,
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Integrando esta tltima equagao podemos explicitar z(¢) na forma

o(t) = (olto) +ylto) + Lalto) — )00 + 2 —y(t) - Lot
+ (d—a) /t y(s)e s + %(d —b) /t 2(s)el* (s,

Novamente pelo Lema 2.7 temos que

A
limsupz(t) < i limsup y(t) — Plim sup z(t)

t—o0 t—o0 C t—oo
d— d—>b
+ (d—a) limsup y(t) + pd="b) lim sup z(t),
d t—00 cd t—o0

liminfz(t) > g — liminf y(t) — P lim sup z(t)

t—o0 t—o0 C

t—o0
(d—a), . . p(d—10) . .
- y htrgglf y(s) + . hggf 2(s),
Podemos concluir que que para todo a,b,d > 0
A d
limsup z(t) < ¢ (— — %lim supy(t) — = lim sup x(t)) ,
t—oo p b b t—o0 b t—o0
A d
liminf 2(t) > g (E - %ngigfy(t) -2 ntxgigfx(t)) .
Conseqlientemente,
d
% (lim sup y(t) — li{n infy(t)) < 3 (litm inf z(¢) — lim sup a:(t)) .
t—00 — 00 — 00 t—00

Podemos entao concluir que

limsupz(t) = liminfaz(t)

t—o0 t—o0

limsupy(t) = liminfy(t)

t—o0 t—oo
limsup z(t) = liminf z(¢).
t—o00 t—oo

A equagao para v é a mesma do Modelo (1). Logo, como na prova do
Teorema 2.8,

k
limsupv(t) < —limsupy(t),

t—o0 U t—oo

liminfo(t) > Eliminfy(t).

t—o0 u t—oo
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Decorre dai que

limsup v(t) = liminf v(¢).

t—o0 t—oo

Concluimos assim que o limite de ¢(t) quando ¢ tende a infinito sempre existe.
Em particular a solugdo ¢(t) é periddica se, e somente se, é estacionaria.

Além disso, temos que

lim v(t) = k lim y(t)

t—o0 u t—oo
€
A d
== (5 ot 5 o).

Para concluir a demonstracao observamos que a desigualdade para o limite de
x segue exatamente como na prova do Teorema 2.10. 0

De posse do Teorema 2.10 podemos determinar todos os possiveis limites de
solugoes com significado biolégico (valores iniciais positivos).

Corolério 2.11. Seja ¢ : [tg,00) — R, o(t) = (z(t),y(t),v(t), 2(t)), uma
solugao do Sistema (2) tal que p(ty) € RY.

- Se Ry <1, entdo

lim o (t) = (27, y7, 07, 27)-

t—o0

- Se Ry > 1, (y(to),v(to)) = (0,0) entao

lim o (t) = (27, y7, 07, 27)-

t—oo

: Sel<R0§1+g—g e y(to) +v(to) # 0 entdo

lim () = (23, y3, 3, 23)-

t—o0

- Se Ry > 1+ g—g, 2(to) =0 e y(ty) + v(ty) # 0 entdo
lim o(t) = (23, 45,03, 23).

- Se Ry > 1+ g—g, 2(to) > 0 e y(ty) + v(to) # 0 entdo

lm o (t) = (23, 43,03, 23).
—00
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DEMONSTRAGAO. Se ¢(tg) € RY entdo o limite
tlim o(t)

sempre existe pelo Teorema 2.10.

$. kMG < dau. Vamos comecar supondo que kAG < dau. Nesse caso

. _ kAB—dau
Yo = ﬂak <0
. kAB—dau
vy = Bau <0
. c (kXS — dau) — afkb
& (dout pkbyp

Pela Proposi¢ao 2.4 temos que nenhuma solugao com ¢(f) € RY pode
convergir para Xj ou para X3. Portanto

tlim o(t) = X7

quando kA3 < dau. Note que

Yo = v =0
—aBkb
NG = dauw = { 2 = m < 0
X = X3

logo também quando kA3 = dau vale que

lim p(t) = X7.

t—o0

Terminamos assim a prova da primeira afirmacao.
O kAB > dau, (y(to),v(to)) = (0,0). Se kAS > dau, x(ty) > 0, y(ty) = 0,
v(tg) = 0 e z(ty) > 0, sabemos que a solu¢do com estes valores iniciais

¢é da forma
o(t) = (2(1),0,0,2(t)) .
ver Proposigao 2.4. Como yf, v} # 0 para ¢ = 2,3, temos a segunda

afirmacao.

¢. dau < kA3 < 2(deu + kbj3) e y(to) + v(to) # 0. Neste caso

*
Z3

_ BAkc — adcu — aBkb <0
B (deu + Bkb)yp  —
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Além disso,

(kNG = %(dcu + kb3),
- _ua Acu _
2 Bk deu + Bkb 3
B=0=13 _ kBA—uda b
Ya = 75@/{; - Ys,
N B kBA — uda B @ o
\ 2 a Bau Cou s

Logo, s6 temos dois pontos estaciondrios em R, X7 e X3 e sabemos
pelo que foi feito anteriormente que X7 tem 3 autovalores negativos e
um auto valor positivo. Além disso o plano {(z,0,0,2) | (z, z) € R%}
pertence a variedade estavel de X7. Analogamente ao que foi feito na
prova do Corolario 2.9 temos que a variedade estavel de X intersecao
com R% ¢ igual a {(2,0,0,2)]|(z,2) € RL}. De fato, ao tomarmos o
quociente de R* pelo plano o = {(x,0,0,2)|(x,2) € R?}, temos que
DF(X7) induz uma aplicacdo linear

4 4
T:IRLQ]R2 — RL’EIW

9 (Y
—a % ) y
k. —u )

idéntica a que consideramos na prova do Corolario 2.9. A ter-

(y,v) =

ceira afirmagao segue pelos mesmos argumentos usadas na prova da
Corolario 2.9. Note que sé utilizamos que kAG > dau.

- kAB > &(dcu + kbB), 2(to) = 0 e y(to) + v(to) # 0. Se 2(ty) = 0 entao
z(t) = 0 para todo t > ty. Pelo que provamos no item anterior, se

y(to) # 0 ou v(ty) # 0 e kAB > dau, entdo ndo estamos na variedade
estavel de X7. Como 2z} # 0, temos que estamos na variedade estavel
de X3 que, como vimos no Lema 2.2, tem dimensao 4. Assim provamos
a quarta afirmagcao 4.

- kX8 > 4(dcu + kbB), z(to) > 0 e y(to) +v(to) # 0. Para demonstrar-
mos a ultima parte, ja conhecemos a variedade estavel de X e sabemos

que ela nao estd em int(R?%). Nesse caso sabemos também que a varie-
dade estéavel da sela X3 (ver Lema 2.2) tem dimensdo 3 e estd contida
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em {(z,y,v,0)|(z,y,v) € R3}. Logo toda solu¢ao com valores inicias
tais que y(to) + v(tp) # 0 tem que convergir para X3.

O

Nesse capitulo provamos que, a partir de um certo tempo, as solucoes dos
modelos sem mutacao entram na bacia de atracao de algum ponto estacionario
de sistema.

Nowak e Bangham em [17] haviam observado isso para condigdes iniciais
proximas das solucoes estacionarias. Como coroldrio dos nossos teoremas de
limitacao obtivemos uma generalizagao deste resultado para qualquer condigao
inicial nao-negativa. Isto mostra que esse modelo nao simula a ultima fase do
HIV: as solugoes sempre convergem para a auséncia de virus ou para o periodo
de laténcia. O problema de simular a tltima fase da imune-deficiéncia sera
retomado na Segao 2 do Capitulo 5



CAP{TULO 3

Analise das Solucoes II: Modelos com Mutagao

Este capitulo trata do comportamento das solugdes dos Sistemas (3) e (4).
Na Segao 1 mostramos que solugoes do Sistema (3) cujos valores iniciais sao
positivos permanecem positivas. Nesta mesma secao obtemos ainda que além de
positivas estas solugoes sao limitadas e aperidédicas. Os resultados de positivi-
dade e limitacao para o Modelo (4) sao apresentados na Segao 2. O Capitulo
termina na Segao 3 com a prova da existéncia e unicidade de solugoes com
valores iniciais positivos para o Modelo (4).

Neste capitulo vamos obter resultados para os modelos com mutacao seme-
lhantes aos obtidos para os modelos sem mutacao. Ao invés de trabalhar com
o Modelo (3) trabalharemos com um modelo ligeiramente mais geral, a saber

r = A—dx— xZﬂivi
i=1
Ui = [irv; — ay; — pyiZi
j=1
Zi = oYz — bz

onde K;; >0, > K;; = > K;; = K, paratodo i,j € {1,...,n} e 0 €0,1].
i=1 =1

Note que quando 6 = 0 0o Modelo (13) é exatamente o Modelo (3). Observa-
mos também que o modelo acima pode ser entendido como uma discretizagao
do Modelo (4).

43
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1. Positividade e Limitacao I: Modelo Diferencial

Generalizaremos alguns resultados do Capitulo 2 sobre a positividade e o
limite das solugoes dos modelos sem mutacao para os modelos com mutacao.
Comecemos pela positividade.

Proposigao 3.1. Seja ¢ : [ty,00) — R¥* uma solugdo do Sistema (13).
Se ¢(tg) € R entdo p(t) € R para todo t € [ty, 0).

DEMONSTRACAO. Como nas provas das Proposicoes 2.3 e 2.4 basta ana-
lisarmos o comportamento de uma solucao com valores iniciais no bordo do
. 3
conjunto R} +

(1) Da equagdo 2; = cy;z — bz; temos que

t
/ (cy; — b)ds
2i(t) = zpe’ to )

Logo se z;(to) > 0 entao z(t) > 0 para todo t € [tp,00). Da mesma
forma se z;(ty) = 0 entao z;(t) = 0.
(2) Se z(tp) = 0 entao a equagao

T=\N—dr— xiﬁlvl
i=1

implica que @(ty) = A > 0. Portanto x(t) > 0 para todo t € [tg,to +€).
(3) Sewy;(to) = vi(ty) = 0 paratodoi € {1,...,n}, entao todas as derivadas
de y; e v; anulam-se em t; pois

Ui = Birv; — ay; — pyizi,
j=1

Logo y;(t) =0 e v;(t) = 0 para todo i € {1,...,n}.
(4) Se y;,(to) > 0 e v;,(to) = 0 para algum iy entao v;,(t) é igual a

k (9%0 (to) + (1 — G)ZKz’o,jyj(to)> — uviy(to)

=k (9%‘0 (to) + (1 — H)iKiO,jyj(t0)> > 0.
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Portanto vy, (t) > 0 para todo t € [tg, to + €).
(5) Se yi,(to) =0, v;(to) > 0 e x(ty) > 0 para algum iy entao
yio(t()) = ﬁI(tQ)UZ‘O (to) > 0.
Portanto y;,(t) > 0 para todo t € [to, to + €).
(6) Se z(tg) =0, y;,(to) = 0 e v;,(tp) > 0 para algum iy entéo
gio(tO) = ﬁ.@(fo)vio(to) = 6)\?)1'0 (to) > 0.
Portanto y;,(t) > 0 para todo t € [tg, to + €).

(7) Se yi,(to) = i, (to) = 0 para algum iy e existe jo # io tal que y;,(to) > 0
entao

Vig(to) = k(Oyi,(to) + (1 — H)ZKio,jyj(to)) — vy (to)

= ]{7(1 — Q)ZKi07jyj(t0) > 0.

j=1
Conseqlientemente, podemos argumentar como em (6) para deduzir
que
Wi, (o) > 0.
Portanto y;,(t) > 0 e v, (t) > 0 para todo t € [to, to + €).
(8) Se x(tg) > 0, yi,(to) = vi,(to) = 0 para algum iy e existe jo # 7o tal que
Yo (to) = 0 e vj,(to) > 0 entdo, como vimos em (5), v, (to) > 0. Assim

Uiy(to) = k(1= 0)) K jy;(to) =0
=1

By, (to) = k(l—Q)ZKio,j%’(to)

> k(1= 0) K5 o550 (o) > 0.

Analogamente podemos deduzir que ¥, (to) = 4i, (to) = 0 e Y4, (to) > 0.
Portanto y;,(t) > 0 e v, (o) > 0 para todo t € [tg, to + €).

(9) Se z(ty) = vi,(to) = viy(to) = 0 e nao estamos em nenhum dos casos
anteriores entao y;(typ) = 0 para todo j € {1,...,n} e existe jo # i, tal
que vj,(tp) > 0. Vimos em (6) que

gjjo (to) > 0.
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Note que v;,(to) = ¥4, (to) = 0. Ao calcular ¥, vemos que

Uip(to) = k(1 —60)> K ii(to)
j=1
> k(L= 0) K, joiijo (to) > 0.

Analogamente podemos deduzir que ¥;, (to) = i, (to) = 0= Y, (to) =0
e que Y (to) > 0. Portanto y;,(t) > 0 e vy (tg) > 0 para todo t €
[t(), to —|— 6).

Dessa forma tratamos acima todas as possibilidades. l
A limitacado também vale para o Modelo (13) como mostra a proposicao a
Seguir.
Proposigao 3.2. Seja ¢ : [tg,00) — R¥* ! uma solugdo do Sistema (13).

Se ¢(tg) € R entdo p € L=ty 00).

DEMONSTRAGAO. Vimos na Proposic¢ao 3.1 que as solugoes do Sistema (13)
sao limitadas inferiormente. Resta mostrar que estas sao limitadas superior-
mente.

Comegaremos provando que z(t) é limitada superiormente. Como z(t) > 0,
v;(t) > 0 e (3; > 0 para todo t < 5 a equagao:

i=1

implica que
T +dr <\
Assim, como na prova da Proposicao 2.5, temos que
z(t) < z(to) + % para todo ¢ > ty.
Vamos agora provar que y(t) é limitado superiormente. Da equagao
Yi = Bizvi — ay; — pyizi,
temos que

Ui + ay; = Bivv, — pyizi,
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e portanto
n n n n
Zyi + azyi = xz&-w - pzyizi-
i=1 i=1 i=1 i=1

Pela Proposicao 3.1 temos que
Z?)z‘ + Gzyz‘ < OCZ@%-
i=1 i=1 i=1

Chame Y (t) = > ui(t), V(t) = D vi(t) e Z(t) = >_zi(t). Substituindo e usando
i=1 i=1 i=1

n
que z)_[Biv; = A — & — dx, temos que
i=1

Y(t)+aY(t) <\ —&(t) — dx(t).
Como vimos na Proposicao 2.5,
A A d _
Y (t) <Y(ty) + max {—, —} + max {1, 2 — —} x(to) =Y,
d a a
ou seja, Y (t) € L®[ty, 00).

Como 7; > 0 para todo i = 1,...,n, temos que 3(t) < Y(t) <Y, assim
y; € L™[tg,00) para todoi=1,...,n.

Estudemos agora as fungoes v; para i € {1,...,n}. Da equacao
j=1
temos

=1 i=1

i=1 ] ] j=11i=1

Podemos escrever

V(t)+uV(t) = k@Y (t) + (1 —0)KY(t)) = k(0 + (1 — O)K)Y (1),
pois ZKW = K. Como vimos na demostracao da Proposicio 2.5,
j=1

V() S Vi) + o0+ (1 - OR)Y =T,

ou seja, V(t) € L*®[tg,00). Como anteriormente concluimos que v;(t) €
L>[ty, 00) para todo i € {1,...,n}.
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Vamos agora mostrar a limitagdo superior para os z;(t). Ap6s manipulagoes
algébricas na equacao z; = cy;2; — bz; chegamos a

Zzi + bzzi = I—i (952@1% - Zyz - azyi) :
i=1 i=1 ‘ -

Como anteriormente

Z(t) +bZ(t) = <

p(A —dx(t) — &(t) = Y(t) — aY (1))

A desigualdade (10) do Capitulo 2 escreve-se agora como

Z(t) = (Z (to) — ;—2 + gmo) + Z%:E(to)) ehto=t) 4

cA ¢
Wy Y
~Saty+ S ay / 2(s)e™ds + (b — a) / Y (s)eds.

D b to p to

Logo Z(t) < Z, onde Z é uma constante que depende apenas de z(ty) e Y (¢y).
Segue que Z(t) € L*>([tp,00)). Conseqiientemente z;(t) € L>([tg,00)) para
todoi e {1,...,n}. O

Teorema 3.3. Seja 6 € [0,1] e ¢ : [tg,00) — R o) =
(z(t), yi(t), vi(t), 2i(t)), uma solugdo do Sistema (1) tal que p(ty) € R
Entao, existe o limite de ¢(t) quando t tende a infinito. Em particular ¢ é
periodica se, e somente se, ¢ € estaciondria. Além disso

) A
tlggox@) - d’
. c(A a .. d ..
dm 20 = 2 (5 —pAmY® -y E&x“))
lim V(1) = E((1 —0)+ 0K) lim Y(#),
— 00 u —00

onde Y (t) = >y, V() = > v, e Z(t) = > 2.
i=1 i=1 i=1
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DEMONSTRAGAO. Utilizando que
(t) +dx(t) < A
B(t) +de(t) = A—Y(t)—aY(t) — %(z‘(t) L 0Z(1))

Y(t)+aY(t) = X\—i(t)—dx(t) — g(Z(t) +bZ(1))
Z(t)+bZ(t) = ]%(A — dz(t) — &(t) — Y(t) — aY (t))
V() +uV(t) = k(@+ (1 —-0)K)Y(t)

pode-se adaptar facilmente a prova do Teorema 2.10 para obter o resultado. [

2. Positividade e Limitacao 1I: Modelo Integro-Diferencial

Denotaremos as solugoes do Sistema (4) por
@ : QX [to,t1) — R,
onde 90(/1’7 t) = (l’(t), yu(t)a U“(t), Zﬂ(t»'

Proposicao 3.4. Seja ¢ uma solugio do Sistema (4). Se ¢(u,ty) € R
para todo p € Q entao ¢(p,t) € RY para todo (p,t) € QX [to, 7).

DEMONSTRACAO. O Teorema da Alfandega para um espaco métrico, ver
[15, pagina 99, Proposigao 9] nos permite analisar apenas o comportamento de
uma solucao com valores iniciais nao negativos. Lembremos o Modelo 4.

T = /\—dx—a:/ﬂuvudu

Yu = BuTy — aYp — PYuzp
Uy = k [(1 — )y, + 9/K(u, u/)y,udu’] — vy
2. = CYuzu — bz,

Segue da ultima equagao que
t
/ (cyu(s) — b)ds
2u(0) = zulto)e .
Logo, se z,(tp) > 0 entao z,(t) > 0.

Se z(tg) = 0 pela primeira equagao do Modelo 4

Qf(to) =A>0.
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Portanto x(t) cresce localmente.

Sé6 precisamos considerar o caso em que as solugoes estao se aproximando
do bordo do quadrante positivo. Considerando os conjuntos definidos como
F={peQ|uvlty) >0}eE={uecQ|uy.t) > 0}. Nos resta analisar
trés casos. Para facilitar a notagao omitiremos o ty, quando tratarmos de outro
valor de t o explicitaremos.

(1) (weF—E). Paratodove F—E, y,=0¢ v, >0 temos,

v = zBv, —ay, —pzy, =0,
gu = ﬂu(ivu + LL’U,/) - CLZJV - p(yuzu + yuzu)>
= [, zv, > 0.

Portanto y,(t) cresce localmente.
(2) we E-F). Paratodove E—F,y, >0e¢wv, =0 temos,

b, = k {(1—9)yy+9/K(mu’)yu'du’} > 0.
Q

Portanto v, () cresce localmente.
3) (re Q= (EUF)).ServeQ—(FUF),y,=0ewv, =0. Analisemos
separadamente trés casos.
¢. (u(E) # 0). Como supomos k(u, p') positivo,

b, = H/K(M,u’)ywdu’>07
Q

Supondo que nao estamos em nenhum dos casos anteriores pode-
mos derivar para y,(t) e obter que

yu - 07
yl/ =0
Y, = 283,40, > 0.

Portanto y,(t) e v,(t) crescem localmente.
O. (WE)=0) e (u(F) #0). Como K (u,u') e L>*(2 x Q,du) entdo

0 < /K(u,u’)yu/du’SK/ywdu’
Q Q

= K/y;udu’ZO,
E
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isso implica que / K (p, 1" )y,vdp/ = 0. Dai temos que,
Q

v, = k(1-60)y, —uv, =0.
9 = 0
Usando que g, = 0 e v, = 0 entao

yl/:O

b, = ko ( /Q K(u,u')@)wdu)
= Q(LK(%M’)?J#/du’)

Se u(F) # 0 entdo 9, > 0. Isso implica que ¥, > 0. Portanto v,
e y, crescem localmente.

& (U(E) = u(F) = 0). Pode-se argumentar indutivamente para con-
cluir que todas as derivadas de y, e v, sao zero. Entretanto isto
nao é suficiente para garantir que y, e v, sao identicamente zero:
nao sabemos se y, e v, sao funcoes analiticas. Iremos utilizar o
Teorema de Existéncia e Unicidade para solugoes do Sistema (4),
ver Secdo 3. Considere a fungao dada por ¢ :  x [tg, ;] — R?

¢'(p,t) = (2 + <37(t0) - %) edto=t) 0,0, Zu(to)eb(tot)> .

Claramente ¢ satisfaz o Sistema (4) e tem as mesmas condigoes
iniciais que ¢. Pelo Teorema 3.8 ¢ e ¢’ coincidem. Concluimos
assim a prova da Proposicao. 3.4.

U

Observacgao 3.5. Note a prova de que x(t) > 0 para todo t > 0 nao depende
do Teorema de FExisténcia e Unicidade.

Teorema 3.6. Seja p : Q X [to,t1) — R* uma solugao do Sistema (4).

Se para todo p € Q, @(u,ty) = (2(to), yu(t),vu(to), zu(to)) € Ri e Yu(t),
vu(to), zu(to) € LY du) entao

- a(t) < 4+ x(to)
cyu(t), vu(t) e z,(t) € LN dp)

para todo t € [ty,11).
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DEMONSTRACAO. Na Proposicao 3.4 mostramos que toda solucao do Sis-
tema (4) é limitada inferiormente, assim resta mostrar que sao limitadas supe-
riormente. Comegaremos provando que z(t) é limitada superiormente. Como
x(t) >0, v,(t) >0e [, >0paratodot >tyep e

m':)\—dx—:v/ﬁuvudug)\—dm.
Q
Logo, como na prova da Proposicao 2.5,
A
z(t) < z(tg) + = paratodo t > .

d

Integrando a equacao
Yu = Buy — aYy — PYuzpu

em () temos

Y () + a/ Yudp = a:/ Buvudp —p/ YuZudp.
Q Q Q

Pela Proposicao 3.4
[ i+ n<af s
Q Q Q

£E/ Buopdp = A — & — dx
Q

Usando que

encontramos

Y(t)+aY (t) < X—a(t) — dz(t),

onde
y(t) = /Qyu<t>du,
vy = [ o
Z(t) = /Qzu(t)du.

Com célculos analogos aos feitos na prova da Proposicao 2.5,
A A d
Y(t) <Y(ty) + max {E’ —} + max {1, 2 — g} x(to)-
a

Como y,(tg) € L'(2,dp) entao a funcao y,(t) € LY(Q,du).



3. EXISTENCIA E UNICIDADE 53

Sabemos que

Ui =k (Qyu + (1 - 9)/ K(H’a H/)yu’dﬂ) — UUy.
Q

Conseqlientemente,

/ Updp —|—u/ vpdp =k <0/ yudp + (1 — 9)/ / K(M,M’)yuldu’d,u) .
Q Q Q o/ Q

Usando o Teorema de Fubini para fungoes positivas [20] e o fato que
/ K(p, i )dp = K, temos que
Q

V() +uV(t) = k@OY )+ (1-0)KY(t))

= k(@+(1-0)K)Y(t).
Repetindo o raciocinio feito na prova da Proposi¢ao 3.2 para as integrais no
lugar dos somatdrios e usando que podemos trocar a ordem de integragao (Teo-
rema de Fubini), segue o resultado.

O

3. Existéncia e Unicidade de Solucoes para o Modelo
Integro-Diferencial

A prova do lema a seguir é uma simples combinacao de varios resultados
bem conhecidos de Andlise Nao-Linear.

Lema 3.7. A aplicagio F : R ® L>®(;R?) — R @ L®(Q; R3)

e " —d
Buvue™ — ayu — pzuy
F X — 12 ] H HIp
(X) k(1 —0)y, —uv,
Zu(cyu - b)
na norma
(14) | X[ = ess sup(|z], [yul, [vul, |2])
HEQ

€ Fréchet-diferencidvel.
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DEMONSTRACAO. A aplicagdo constante e a aplicacao exponencial sao
Fréchet-diferencidaveis. A aplicagdo F(z,y) = xy também é Fréchet-
diferenciavel, pois ¢ uma aplicacao bilinear. Além disso, se F' e GG sao Fréchet-
diferenciaveis entao aF'+bG é Fréchet-diferenciavel. Como podemos diferenciar
coordenada a coordenada, concluimos a prova do lema. Para os resultados us-
ados sobre espagos de Fréchet ver [1, Pagina 10]. O

Defina MM = R & (L>°(Q; R?) N L'(2;R?)) um espaco de Banach na norma
introduzida na Equacgao (14).

Teorema 3.8. O Modelo (4) com condi¢ées iniciais satisfazendo

o to) = (@(to), yu(t), vu(to), zu(to)) € R para todo p € Q
cyu(t), vulto) e zu(to) € LYHQ;du)

possui uma unica solu¢ao em C°([ty, +00), M).

DEMONSTRAGAO. Comecaremos fazendo uma mudanga de varidvel conve-
niente no Sistema (4). Pela Observacao 3.5, temos que z(t) > 0 para todo
t > ty, considere T = Inz, 0 novo sistema assume a seguinte forma:

T = de®—d-— /ﬁuvudu
Yo = Bu€ vy — ay, — pYuzy
Uy = k[(1 =)y, + 0K[y](n)] — uv,

2y = CYuzu — bz,

Vamos escrever o novo sistema de uma maneira conveniente
X = F(X) + KX,

onde,
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Ae ™ —d
Buvue™ = ayy — 2y,
F(X) =
) k(1= 0)y, — uvy, 7
Zu(cyu - b)
- fQ Buvudp
0
KX =
kO [ K (1, 1)y dp!
0
Trabalharemos com X (t) € R@® L>®(Q; R?) na norma definida na Equacao (14).

Como 8, € L'(Q) N L>(Q) e K(pu, 1) € LY(Q) N L>®(Q), temos que existe
kE > 0 tal que,
KX < k|X],

Pelo que vimos no Lema 3.7 F/(X) é Fréchet-diferenciavel.

Utilizando o Teorema do Valor Médio para Espagos de Banach [1, pagina
13, Teorema 1.8], que garante que se X e Y € U, um aberto limitado convexo
do espago do Banach em questao, tal que [X,Y] = {tY + (1 —t)Y'}, t € [0,1]
C U entao

|F(X) — F(Y)| < sup{|[dF(W)|: W € [X,Y]HX - Y| =¢|X - Y]|.

Considere o operador

Pelo observado acima temos que

X -1v] < [ IR ~ FOO)] IR~ Y(s)lds

to

< /1C|X(s) _ Y (8)] + FIX(s) — Y (s)|ds

to
t1
< / (c+Ek)d(X,Y)ds < (c+k)(t —to)d(X,Y),
to
onde d(X,Y) é a distancia entre X e Y. Por induc¢do vamos provar que:
(c+ k)™ (t —to)™
m!

(15) "X —T™Y| <

d(X,Y).
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Suponha que a Equagao (15) é vélida para m vamos provar entao que ela é
valida para m + 1. Dessa forma |T™"' X — T™"1Y| e menor ou igual a

[P s) = PO )]+ ()~ Y ) ds

_ /tl(c+k)|TXm(8) —TY™(s)|
B (e k)™ (E — to)™

t m!

R

_ T d(XY).

Como t —ty < t; — tp, temos que

IN

d(X,Y)ds

(C + k)m(tl — to)m
m!
Como ¢+ k e t; — tg sao constantes existe m suficientemente grande, tal que,
(C + ]{J)m(tl — to)m
m)!

dTTX, T™Y) < d(X,Y).

< 1.

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach para o espago métrico R @& L>°(2; R?),
ver [11, pagina 300, Teorema 5.1-2], segue o resultado.

Note que provamos o resultado para intervalos compactos [tg,t;] C R, mas
podemos estender unicamente essa solucao cobrindo a reta por intervalos com-
pactos.

Pela Proposicao 3.6 segue que essa solugao estd em L'(€);R3).
O

Com isso terminamos o estudo analitico dos modelos com mutacao. Nos
proximos capitulos analisaremos o Modelo 4 através de métodos numéricos.



CAPITULO 4

Validacao Numérica da Discretizacao em t e p

Este Capitulo é de carater preparatorio para alguns dos experimentos
numéricos que iremos apresentar no Capitulo 5. Na Secao 1 discutimos a
discretizagao temporal do Modelo (4) e na Segao 2 discutimos a discretizacao
com respeito a viruléncia.

Encontrar solugoes analiticas para sistemas de equagoes integro-diferenciais,
cujas as equagoes sao nao-lineares, nao é uma tarefa facil, e muitas vezes im-
possivel. Estudos sobre a dinamica (local ou global) do sistema pode nos dar
uma idéia de como estas solucoes se comportam.

Por outro lado, solugoes numéricas nos permitem comparar os resultados
numéricos dos modelos com as obsevacoes reais, e com base nesses resultados
podemos decidir se um modelo é aceitavel ou nao.

Neste capitulo vamos discutir a solugao numéricas para o sistema integro-
diferencial (4):

r = A—dm—x/ﬁuvudu
Yu = BuTvy — aYu — PYuzu
b, = k[(1—-0)y, +0K[y](n)] — uv,

Zu = cypzu — bz,

Temos dois objetivos. Primeiro validar a discretizacao do Sistema (4), ana-
lisando a sua robustez quando utilizamos diversos niveis de discretizacao da
variavel u. Segundo, validar a discretizagao associada aos métodos numéricos
de solucao do sistema de EDQO’s associado a discretizacao do espaco 2. Inicia-
remos porém com a validacao da discretizagao temporal.

57
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Para efeito de testes numéricos vamos considerar 2 = [0, 1] na medida
usual da reta. Resolveremos o sistema numericamente discretizando o intervalo
[0,1], e calcularemos as integrais que aparecem no sistema através de regras
de integracao numérica compostas. Assim, nos resta um sistema de equacoes
diferenciais ordinarias para resolver, o qual resolveremos utilizando o método
Runge-Kutta de ordem 4 x 4, ver [3], através da fungao ode45 ji programada
no MatLab.

1. Discretizacao Temporal

A solucao numérica de um sistema de equagoes diferenciais ordinarias pode
ser obtida atavés dos métodos de passo tnico. Sao exemplos destes, Fuler,
Euler Aprimorado, Euler Modificado, Runge-Kutta 3 x 3, Runge-Kutta 4 X 4 e
Ruger-Kutta-Fehlberg. Ou ainda, através dos métodos de passo miltiplos, como
Adams-Moulton (preditor-corretor) e Simpson, ver [3].

Queremos garantir que o erro na solu¢ao numérica do sistema nao ultrapasse
os valores dos desvios observacionais de cada uma das variaveis, independente
do método numérico utilizado. Vamos utilizar o erro de discretizagao local para
realizarmos esse controle, assim garantindo que a ordem do erro de discretizacao
local serda menor ou igual ao nivel de erro aceitavel nas observacoes reais.

Para cada método numérico, a ordem do erro de discretizagao é dada pela
Tabela 1. Nesta tabela, ¢(t,,y(t,)) é o termo correspondente ao truncamento
da série de Taylor. Os termos y* e y© correspondem aos valores de y para o
método Adams-Moulton preditor e corretor respectivamente. Todos os modelos
apresentados anteriormente sao nao-lineares, logo a expressao para ¢ é uma
combinagao nao-linear das varidveis e suas derivadas, ver [6].

Para cumprir nosso objetivo de validar a discretizacao numérica, realizamos
uma andlise de convergéncia numérica para o sistema. Ou seja, realizamos
varios experimentos utilizando o mesmo conjunto de parametros para varios
tamanhos de passos. Observaremos que a norma da diferenca das solucoes
decai (com a ordem do método) para zero a cada diminui¢do do tamanho do
passo.
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N
»® oo& \500
ol &0\ &o%
< <
Euler O(h?) = ih2yD(t,) + ... O(h)
Euler Aprimorado O(h3) = ¢(tn, y(tn))h> + O(h?)
Euler Modificado O(h?) = d(tn, y(tn))h> + O(h?)
Runger-Kutta 3 x 3 O(h*) = ¢(tn, y(tn))h* + O(h3)
Runger-Kutta 4 x 4 O(h®) = ¢(tn, y(tn))h° + O(h%)
Runger-Kutta- O(h8) = ¢(tn, y(tn))h® + O(hb)
Fehlberg
Simpson O(hY) = —gyW(t,)h* + ... O(h?)
Adams-Moulton O(R) = gyl — yS R + ... O(h%)
(preditor-corretor)

TABELA 1. Ordem do erro de discretizacao local e global dos
métodos numéricos

Os métodos utilizados nos experimentos foram: Runge-Kutta 3x 3 e Runger-
Kutta 4 x 4 via as fungoes do MatLab oded5, ode23, odelds e ode23s, onde as
duas ultimas sao funcoes para resolver problemas rigidos.

Em todos os modelos utilizamos a mesma estratégia para a determinacao
do passo e mostraremos em detalhe para o método de Euler. Para os demais
modelos mostraremos apenas resultados numéricos.

No método de Euler, o erro de truncamento ou discretizacao local é dado

por:
2

h
EY = Ey<2>(1tn) +0(h), i=1,2,..,3N +1
onde N é o nimero de mutagoes que estivermos considerando.

Vamos supor para cada variavel, os desvios-padroes, €1, €,..., €3y11 que
podem ser dados observacionais. Aqui usaremos a tolerancia padrao do MatLab.

Assim )

| h
Bl <e= Sly® )l <e

2e
= hy, <yt t=12,..,3N+1
PV @)l

onde ¢ = min{ey, ..., e3y41}-
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O valores de A, d, 3, k, u e das condigoes iniciais foram obtidos em [6], os
parametros a, p, ¢ e b foram adaptados.

A 10 dia~!'x mm™3 I} 2.4 %1075 dia~!'x mm™3
a 1 dia~'x mm™3 D 0.8 dia~!'x mm™
c 0.2 dia~!'x mm™3 d 0.02 dia™!
k 360 dia™! u 2.4 dia™!
b 1.2 dia™! 0 0.5
N 20 x(0) 10> mm™3

y(p,0) 0 mm™3 2(,0) 107® mm—3

v(0,0) | 107 mm™3 v(p,0) 0 mm™3

TABELA 2. Parametros, constantes e condigoes iniciais, [6]

Provamos que, para um nimero de mutacoes N fixo, as solugoes sao limi-
tadas (Proposigao 3.2) e assim utilizando o sistema é facil ver que as derivadas
segundas das solucoes sao limitadas para todo tempo.

Uma vez, calculadas as derivadas de segunda ordem utilizando o sistema,
podemos majora-las utilizando as cotas ja calculadas para as solugoes.

Para cada solucao temos que:

2
h; = (—; i=1,2,...3N + 1
ly; ™l

Assim, nosso passo minimo sera:
hmin = min{h;, i =1,...,3N + 1}.

Os valores utilizados para os parametros, as constantes e as condicoes iniciais
podem ser encontrados na Tabela 2.

Para simular as fungoes 5(u) e K (u, p') foram utilizadas fungoes gaussianas,
ou seja da forma:

(1=0.5)2 _ (u-0.5)?

Blp)=pe = e K(up)=e

Na Tabela 3 se encontram os tamanhos de passos utilizados e a diferenca

na norma do sup de duas solugoes consecutivas dividida pela norma da ltima
solucao.

ONa Tabela 3 estamos usando hg igual a 5
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mobo W P \b% ‘1?')%
! Q Q (4] (4]
¥ ()6 06 06) 063
@QQ
q}.
v
N\ W =0.3823 | 0.4030 | 0.5140 | 0.3652
1
\)
qi’aQ
\.
V4
W % =0.4546 | 0.3988 | 0.5988 | 0.5029
2
%Q
C»
D
V
W W =0.2488 | 0.2811 | 0.0872 | 0.1836
3
S
%\%
Q.
V
N\ ”y’lmy%y"ﬁ“ =0.0475 | 0.0431 | 0.0476 | 0.0778
4
&
B
Q.
V4
W W =0.0229 | 0.0162 | 0.0168 | 0.0138
5
6\033
Q.
V%
W ”yhﬁﬁ%ﬁ” =0.0048 | 0.0050 | 0.0048 | 0.0041
6
Q
&
x> % > > >
o W S o &
Q A &) > %)
& S » B oY
<& N N N 5

TABELA 3. Lista de experimentos

O problema aqui é que a quantidade de virus tem ordem de 10° como pode
ser visto nas Figuras 1, 2, 3, e 4. Nestas, sao tracadas as solugoes do sistema
para cada tamanho de passo da Tabela 3 sendo o mais claro correspondente ao
maior tamanho de passo e o mais escuro ao menor.

Em todos os experimentos foram utilizados a tolerancia padrao do MatLab,
s6 foi modificado o tamanho do passo. Nas figuras a ultima solucao tracada,
a com tonalidade mais escura, é a solucao dada com o passo minimo escolhido
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Ficura 3. Solugoes utilizando métodos para problemas rigidos
com a funcao odelbs do MatLab

pelo método que estivermos utilizando na figura. Na Tabela 3, t, é o tempo

que o MatLab levou para resolver o sistema com o passo minimo mencionado
acima.

Note que, com as escalas usadas para tracar as figuras, a convergéncia dos
métodos sao evidentes. Além disso as solugoes apresentadas aqui se parece
muito com a Figura 4 (para os primeiros 100 dias de infec¢ao), que se encontra
no Capitulo 1 e que é a referéncia para as curvas do HIV no organismo humano.
Com isso podemos concluir que o modelo é muito razoavel, ou seja ele esta

simulando o que nos propomos a principio.

Na proxima secao vamos fazer uma analise analoga a feita aqui, porém no
parametro .

2. Discretizacao em

Nosso objetivo nesta secao é verificar que as solugoes numeéricas do sistema 4
estao convergindo para a solugao analitica do sistema, como nao temos a solugao
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FiGuraA 4. Solugoes utilizando métodos para problemas rigidos
com a funcao ode23s do MatLab

analitica explicitamente precisamos fazer uma analise de convergéncia numérica,
nos moldes do que fizemos para o parametro temporal. Para comegar vamos
discretizar o sistema integro-diferencial e com isso ficaremos com um sistema de
EDO’s para resolver. A pergunta que pretendemos responder aqui é: Serd que

a solucao desse sistema discretizado converge em algum sentido para a solugao
analitica do sistema?

Apoés isso vamos mostrar que essa solucao discretizada estd convergindo
numericamente quando aumentamos o nimero de mutacao no sistema.

2.1. Anadlise da Discretizacao em p. Mostraremos aqui alguns resul-
tados analiticos sobre a discretizacao do sistema. Nosso sistema analitico é o



2. DISCRETIZACAO EM u 65
Modelo 4:
Tz = )\—dx—x/ Buvudp
Yo = Burv, —ay, f PYpzp
U = K[(1=0)yu + 0Kyl ()] — uv,
2y = CYuzu — bz

Vamos comegcar pela parte analitica. Considere uma sequéncia de paticoes P™ de
Q) decrescente tal que sua norma vai para zero quando n cresce e que dois a dois

os conjuntos de cada particao sejam disjuntos, ou seja, Q = [ JP", lim u(P") =
n n—oo
0e P"NP'= sei+# j. Tome para cada particao n

Ky = nf{k(p, 10); (u, 1) € B x B’} e 57 =inf{B(p)ip € P}

t) = A—da™(t) = x"(t)2 07 v (B

)

(
[(t) = B ()v(t) — ayi (t) — pyi(6) 27 (1)

0P (t) = K[(1 = 0)yi(t) + XKy () u(P)] — uoy (t)
) = ey ()z(t) — bz} (1)

(16)

Vamos supor que as condigoes iniciais do Sistema (4) sao
z(to) =20 >0, wulto), wulte) e =zu(to) € L>(Q)NLYQ).

Assim, as condigoes iniciais para cada sistema do tipo (16) sao

z"(to) = o,

yi(to) = inf{y(to, )y p € P},

vito) = nf{v(to, p);p € P’}
(to)

= inf{z(to, p); u € P'}.
m

Assim, pelo que fizemos na prova da Proposi¢ao (3.2), temos que uma solugao
para o Sistema (16) para uma partigdo P" satisfaz para todo t € [0, 1] e todo
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A A

E + I’n(to) = E + ZE(t0> =T,

Z?J?(t)ﬂ(ﬂn) < Zyz to)u(P") +c1 = / Yu(to)dp + c1 = w1,
i Q

ST ON(E) < S P +ex = [ ottt s =
i Q

Zzy(t)ﬂ(Pin) < ZZ’ (to)u(P;") + 3 = /Zu(to)dﬂ+63=z1,
Z Q

onde z1, y1, v; € 21 sao constantes que nao dependem do tempo t e nem da

2" (1)

IA

viruléncia p.
Além disso, pela Proposigao (3.1),
z"(t) >0, y(t)>0, v (t)>0 e z'(t)>0.
Assim voltando ao Sistema (16) temos que:

[Z"(O)] < A+dlz"(@O)] + |2"(¢ \ZW"HU (P,
Z!v (P < 91«22\ Ey () (PR (P
+ k(1-46 Z|yl (P +u2|v

Como estamos supondo sempre que

Kiu(P}) S/QK(M,M’)du’Zf,

<pB. <8

e que, além disso, sao fungoes positivas temos para todo n que:

’Q?n( )‘ S )\—Fdﬂfl—F.ﬁClBUl
Zw NP < k(1+0(K — 1))y + uvy = 0.

Agora, z"(-) é uma sequéncia equicontinua. Portanto, pelo Teorema de As-
coli [11], possui uma subsequéncia uniformemente convergente em [tg, +00),
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daqui por diante quando nos referirmos a z"(-) estaremos nos referindo a essa
subsequéncia. Defina

CAORD ORI HOR SUAOR S

isso implica que,

450 evey = [ PrOldn = 3 Oty < v,

1z = / o (0)dp = 3 6 (H)Xen <.

Provar que existe uma subsequéncia convergente para vZ(t) vamos precisar do
lema que enunciaremos e provaremos a seguir.

Lema 4.1. Seja uma sequéncia de fungoes ™ : [to, +00) x Q@ — R tal que

0< /Qf”(u,t)du <Me /Qlatf"(u,t)ldu <M

para todo t € [ty, +00) e f(t) € C'([to, +00)). Entdo, existe uma subsequéncia
que converge uniformemente em R.

DEMONSTRACAO. Considere a sequéncia de funcoes

F™: [tg,+00) — L>(Q2), onde t 2 [ e LY(),
pois 0 < / f"(p, t)du < M para todo t € [tg, +00). Como
Q

/Iatf”(u,t)ldu <M, fixe p'eQ.
Q

Agora,
V() — F )@ = | / Pt — 7 )y

< L1y = oo = [ 1] o sdsidn

t t/
< / / 0,7 (1, )| dsdp = / / 0" (1, ) duds < M — ],
QJt t Q

Na pentltima linha usamos o Teorema Fundamental do Célculo e na ultima
o Teorema de Fubini para funcoes positivas. Os dois teoremas citados a cima
podem ser encontrados em [11].
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Agora tome € > 0 para todo t' e t para os quais |t — | < ¢/M, temos que

[F () = F" (@)@ < M[t'—t] <€
Assim F™ é uma sequéncia equicontinua e como ||F"(t)|| ;1) < M para todo
n e todo t € [tg,+00) é uniformemente limitada. Pelo Teorema de Ascoli
[11] existe uma subsequéncia que converge uniformemente em [ty, +00). Como
LY(2) é completo, o limite também pertence a L'(£2).

O

Pelo Lema 4.1, temos que existe uma subsequéncia de v;‘(t) que converge
uniformemente em [ty,+00). Passando para essa subsequéncia, de agora em
diante todas as vezes que nos referirmos a vﬁ(t) estaremos nos referindo a essa
subsequeéncia.

Assim temos que

L'(Q)
v, —— U

Passando para a forma integral a primeira equagao do Sistema (16), temos

a"(t) = w(to)+/(>\—dﬂﬂ"(t)—x”(t)z iop (Op(P))ds

to i

() = alto) £ M=) —d [ a"(@ds— [ 2O OuPs

to

Como 2" e vj; convergem uniformemente em [to, t] podemos passar o limite
sobre o sinal da integral. Além disso,

Seru(er) = [ g

pois, B} = > 7 Xpn e PPN P = @ sei # j. Como 3] =55 B, em L2(Q)
temos que '

T s em 1Y)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada [11],

lim 6ZUZd/L:/5MUMd,u,
Q Q

n—oo



2. DISCRETIZACAO EM u 69

uniforme em [tp,t]. Assim

x(t) = x(to) + A\t —to) — d/tx(t)ds = /t x(t)/gﬂfvi"(t)duds.

to to

Dessa forma x(t) e v,(t) satisfazem a primeira equagao do Sistema (4).

Pelo que fizemos acima, sabemos que as solugoes x" e vy analiticas do sis-
tema discretizado estao convergindo para as solugoes z e v, do Sistema 4. Temos
alguns problemas técnicos para provar a convegencia das solugoes em y,; e z;;.

2.2. Resultado numéricos da discretizacao em p. O problema de in-
tegragao numérica é determinar um valor aproximado para a integral de uma
fungao f(z) em um intervalo compacto [a,b]. Se a fungao f(z) é dada por um
conjunto discreto de pontos em |[a, b], ou por uma regra de evalia¢ao, entao pode-
mos aproximar f(z) por um polindémio interpolador e integrar esse polinomio e
dessa forma encontrarmos um valor aproximado para integral de f.

O que vamos utilizar para calcular o valor numérico da integral de uma
funcao é a regra trapezoidal, cuja a féormula é:

N-1
[N:h<2fi+@>a

onde N serd a quantidade de divisoes dos intervalo [a, b] em partes iguais, h serd
o tamanho do passo, ou seja, se partimos o intervalo da forma, [a = xg, 21| U
(21, x2) U...U[zn_1, 2y = ], em tamanhos iguais, h = z; — x;_1 para qualquer i
€ {0,1,..., N} e fi = f(x;). Sabemos pela teoria que o erro dessa aproximagao
é da forma [5]:

b—a
12

Ey=— R2f"(n) a<mn<b.

Dessa forma a ordem do erro é 2, ou seja, O(h?).

Aplicando a teoria ao nosso problema, vamos repartir o intervalo [0, 1] em N
partes iguais, onde N serd o nimero de mutacoes que vamos supor existentes,
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para cada N o sistema que discretizamos tem a forma:

N-1 N, N_ aN, N
N N N N..N By vy +Bnv
Vo= AN—daV -2 h(i:lﬂi v; —i—%)
i=
gy = BNl —ay) —pylzY
(17)
N-1 N, N N, N
. KNy N K]
0N =k [(1—9)y£V+9h<ZlKgy§V+7wy° 5 lNyN)] —uvl
j=
z'ZN = cyZN le —bzzN

Resolvemos o Sistema (17) utilizando a fun¢ao ode23s do MatLab, usando

HOQJO‘)
@’Q’ <S)® 0
& > R
NS S &
© N &
N N Sh
N, = 45 W — 0.0688 | 55.014572 s
N, = 65 W — 0.0256 | 168.371120 s
Ny = 85 W — 0.0160 | 346.882194 s
3
Ny=105 | el 00117 | 596.560822
4
Ny = 125 W — 0.0088 | 1005.394265 s
5
Ny = 145 W — 0.0100 | 1415.815653 s
N, = 165 W — 0.0081 | 1926.534992 s
rd
Ny = 185 W — 0.0064 | 2577.278026 s
8

TABELA 4. Tabela de experimentos

um tamanho de passo de 1 no intervalo [0, 100] para o tempo. Como vimos na
secao anterior, vamos ter um erro relativo da ordem de 10~! aproximadamente,
porém o que queremos observar aqui é o erro no calculo das integrais. Usamos
os mesmos valores para os parametros e condigoes iniciais usados na se¢ao an-
terior, variando somente o nimero de mutagoes. Como mudamos o numero
de mutacoes a cada interacao, calculamos o erro relativo em relacao a solugao
x(t), que ndo depende de u. Verificamos que, quando aumentamos o nimero

ONa Tabela 4 estamos considerando N igual a 25
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FI1GURA 5. Regra do Trapézio

de mutacoes, as solugoes convergem. Isto pode ser observado na Tabela 4 e
na Figura 5, onde a curva mais clara é o sistema resolvido com um nimero N
menor e o mais escuro para o nimero N maior de mutagoes.






CAP{TULO 5

Simulacoes, Calibragem e Resultados Numéricos

O objetivo desse capitulo é apresentar resultados numéricos referentes aos
modelos estudados nos Capitulos 1, 2 e 3. Na Secao 1 mostraremos como
determinar certos parametros da equagao através de observagoes empiricas. Na
Segao 2 estudaremos numericamente uma variante do Modelo (4) onde a pre-
sen¢a de um virus oportunista é considerada. O Capitulo termina com a Secao
3 onde uma série de experimentos numéricos feitos com o Modelo (4) sao des-
critos.

Quando tentamos descrever fenomenos bioldgicos usando modelos
matematicos, uma parte importante do trabalho ¢é a realizacao de experimentos
(no nosso caso, numéricos). Isto tem diversos objetivos, dentre eles, validar
os modelos, ou seja, mostrar que o comportamento observado no mundo real é
aproximado pelo modelo matemaético.

1. Identificagao dos Parametros: Calibragem do Modelo

Comecaremos tratando do problema inverso, ou seja, a calibragem do mo-
delo. Vamos supor que temos uma quantidade n de observagoes de um paciente
portador do HIV. Se essas observagoes sao tais que o nimero de células T
CD4+ é aproximadamente de 200 mm? entao o paciente estd na segunda fase
da infecgao por HIV, ou seja x(t;) ~ 200 mm? para todo i = 1, ..., n.

Vamos supor a priori que os seguintes coeficientes do nosso modelo sao

conhecidos:
A : Taxa de suprimento de células T CD4+;
d : Taxa de morte das células T CD4+;
a : Taxa de morte das células infectadas;
u : Taxa de morte do virus livre;

73
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b : Taxa de morte das células T CDS8+.

Nowak e May em [18] apresentaram modelos que sao aceitos por descrever
bem a primeira e a segunda fase da infeccao por HIV. Pelo que fizemos no
Capitulo 2 sabemos também que para os Modelos (1), (2) e (3) as solugbes
convergem para uma solucao estaciondria. Isto no caso de um paciente que
desenvolve a Sindrome de Imune-Deficiéncia Adquirida sera diferente do ponto
estacionario onde y = v =z = 0.

O virus HIV é um virus de RNA e portanto sujeito a uma grande quantidade
de mutagoes. Isto nos motivou a usarmos espacos de medida para modelar a
grande variabilidade de tais mutacoes. Entretanto, para desenvolver simulacoes
numéricas e comparacoes com dados reais se torna necessario considerar tal
espaco de medida discreto e finito. Sendo assim consideramos a discretizacao:

N
T = AN—dx—2z> [

i=1
Yi = Birv; — ay; — pyizi
N
j=1
2.’2‘ = CY;z; — bZZ

Por outro lado, quando efetuamos medi¢oes de um paciente determinamos a
quantidade de virus presentes na corrente sanguinea, porém nao levamos em
conta as mutagoes sofridas pelo virus HIV, ou seja medimos a soma de todas
as mutacoes do virus nesse paciente. Isto é, medimos E;VZI v(t;), onde N é o
nimero de mutagoes que o virus sofreu nesse paciente e i € {1,...,n}. O mesmo
ocorre com as outras células do sistema imune afetadas pelo HIV. Dessa forma
o que temos sao observacoes da forma

w(t), Y _yilt), Y vilt) e > z(t)

j= 7j=1 7=1

onde i € {1,...,n}. Sabemos pelo Teorema 3.3 que,

A
li t) < —
1m:1:()_d,

t—o00

(18) lim Z(t) = g (5 = Yim v () - 4 lim ;z:(t))
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e
k
(19) tlim V(it)=—-0+(1—-0)K) tlim Y(t),
— 00 u —00
N
onde Y K;; = K. Note que nao sabemos o ntimero de mutagoes sofridas pelo
j=1

virus, por isso vamos supor que seja um numero arbitrario N desconhecido.

Proposicao 5.1. Suponha conhecidos os parametros A, d, a, u e b, e um
numero n de observacoes:

Doult), D ovlt) e Y a(t), i€ {L..n).

Entao os parametros

}:N N N e k(1+ (K —1)0)

sao unicamente determinados.

DEMONSTRAGAO. Primeiro vamos resolver o problema do ruido das ob-
servacoes. Se as nossas n observacoes no tempo nao contivessem ruidos,
poderiamos tomar o ultimo valor observado e estariamos proximos da solugao
estaciondria.

Vamos usar o método dos minimos quadrados para encontrar
T : a média dos x(t;),

N N
Y : amédia dos > y(t;),

=1

R N

V . a média dos > v(t;),
—

Z : amédia dos > z(t;).
j=1

Sabendo que esses valores estao perto do limite quando ¢t — oo podemos
usar as igualdades (18) e (19) para obter que,
c bz

(20) P (A—a¥ —d7)
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(21) E(1+ (K —-1)0) =

“<>‘ =8

Esses valores estao proximos a um ponto estacionario, ou seja, & =~ 0, y; =~ 0,
v; ~ 0, Z; ~ 0, para todo 7 € {1,..., N}. Entao

N
(22) A—dz—2) B ~0,
=1
(23) Bixv; — ay; — pyizi = 0,
N
(24) B(1=0)y; + 0 K jy;) — uv; ~ 0,
j=1
(25) c(y; — b)z; = 0.

Da equagao (25) temos que z; = 0 ou y; = 2. Como
t
zi(t) = Zi(to)efto Cyi(S)—bds7

se z;(t) = 0 para algum t entao z;(t) = 0 para todo ¢t. Portanto o organismo
nao se defendeu da infeccao desse virus do tipo 7, o que nao simula a realidade.
Logo z; # 0, e conseqlientemente y; = %, para todo ¢ = 1,..., N. Isso implica
que,

N
=t
=1

o que implica que

c b b

N X v
2%‘

Com isso acabamos de determinar %
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Isso nos leva a solugao estacionaria do sistema onde,

A

T =

N
duc + bk(1 + (K — 1)0)>_ %

B+ (K — D)3 %\ — ab) — aud

7 = Y- &

i=1 L(dus + bk(1 4 (K — 1)9)53%)

Ap6s manipulagoes algébricas encontramos

N ~
G (A —Zd)ug
;N T Zbk(1 + (K —N1)9)

KL+ (K = D0)Y 50 — ab) - aud

i=1

=

p
N ~ 5
Z(dus +bk(1 + (K —1)0) 3. 2)

i=1

2. Introduzindo um Virus Oportunista ao Modelo

Como ja observamos o virus HIV nao leva a faléncia nenhum de nossos
érgaos vitais, cf.[18]. Em compensagao, ele desestabilisa o sistema inumolégico
do individuo, deixando-o indefeso contra o ataque de virus oportunistas.

Nessa secao vamos apresentar um modelo que leva em conta a infeccao por
um virus oportunista apds a infeccao por HIV. O novo modelo é:

&= XN—dr—xfBu,du— axv,

Yu = Buvy — aYu — pYuZy

(26) U = K[(1 = 0)y, + 0K [y](1)] — vy,
2, = cyuz, — bz,
Uy = MU, — ATV, — WU,

onde as novas variaveis e os novos parametros sao

V,: Virus oportunista;
a: Taxa de encontro do virus oportunista com as células T CD4+;
m: Taxa de reproducao virus oportunista;
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A 10 dia~!'x mm™3 I} 2.4 %1075 dia~!'x mm™3
a 1 dia'x mm™3 D 0.8 dia~'x mm™
c 0.2 dia~!'x mm™3 d 0.02 dia™!
k 360 dia™! u 2.4 dia™!
b 1.2 dia™! 0 0.5
N 20 x(0) 10> mm™3

y(1,0) 0 mm™ 2(,0) 107¢ mm™3

v(0,0) | 107 mm™3 v(p,0) 0 mm?

TABELA 1. Constantes e condigbes iniciais [6]

¢ ‘Z)%
S >
X2 S
> %’600
E}Q) QQ\ t}‘b’
0 Q 0
= o ¢ | O =
20 5 1 0.01| 1073 1
20 1.2 1.2 | 0.1 1073 2
100 1.2 1.2 | 0.1 1073 3
20 3.110.01]0.01] 103 4eb
100 3.110.01]0.01| 1073 6e7

TABELA 2. Lista de experimentos

w: Taxa de morte do virus oportunistadas.

Para o virus oportunista as células T CD4 + atuam somente como o linfécito
que vai examinar e tentar destruir a patogénese.

Tomaremos as fungoes 3(u) e K(u, 1') na forma:

_ (u=0.5)? _ (u—0.5)?

B(p)=pe” = e K(pp)=e

Os valores utilizados para as constantes e as condigoes iniciais para o Modelo (4)

podem ser encontrados na Tabela 1. Ja os parametros referentes ao virus opor-
tunista estaremos modificando a cada simulagao. Estes podem ser encontrados
na Tabela 2.

Comegaremos simulando a infecgdo através do Modelo (4) para um certo
intervalo de tempo [tg,t]. Com essa solugao em maos vamos usar x(t), y,(t),
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v,(t) e 2,(t) como condigao inicial para resolver o Modelo (26). O gréfico das
respectivas solugoes estao nas figuras indicadas na Tabela 2. Para encontrar as
solugoes numéricas do Modelo (4), utilizamos um método numérico para pro-
blemas rigidos (Stiff) através da fungao ode23s do MatLab. Mais informagoes
sobre os métodos numéricos utilizados para resolver o sistema encontram-se no
Capitulo 4.

Pelos resultados numéricos apresentados podemos concluir que um virus
oportunista pode levar o novo sistema a um estado de equilibrio diferente do
sistema anterior. Como o organismo humano esta a todo o tempo em contato
com virus diferentes, talvez essa seja uma forma de entendermos melhor como
o organismo sai do periodo de laténcia.

3. Observacoes Empiricas

Esta segao é dedicada a observacoes empiricas feitas com base em um grande
nimero de experimentos numéricos. Na Tabela 3 encontram-se os valores das
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A 10 dia~!'x mm™3 v 2.4x107* dia~'x mm™
a 0.24 dia !x mm™ D 0.001 dia='x mm™3
c 10002 dia~'x mm™3 d 0.01 dia™*
k 240 dia™! u 2.4 dia™!
b 0.01 dia™! 0 0.2
N 30 z(0) 10° mm™3

y(u, 0) 0 mm™3 2(,0) 107 mm™

v(0,0) | 107% mm™3 v(w,0) 0 mm3

TABELA 3. Constantes e condigoes iniciais

constantes e condigoes iniciais que utilizaremos em todos 0s nossos experimen-
tos. Na Tabela 4, se encontram os valores utilizados para as fungdes [(u) e
K(p, ') e a figura correspondente a simulagao.

Queremos chamar a atencao para o fato do aparecimento de uma curva
envoltéria quando tracamos as solugoes y;(t), v;(t) e z;(t), para cada tipo de
mutacao i. Nas Figuras 8, 9, 10, 11 e 12, exemplificamos esse fenomeno tracando
v;(t) para cada tipo de mutagao i: o primeiro grafico no alto a esquerda é a
solugdo em vy (t), o segundo de cima para baixo é vy_1(f) e assim sucessiva-
mente até chegar a iltima fungao v (t), onde N é o nimero de mutagoes o para
a discretizagao do Sistema (4). O primeiro grafico a direita é a curva 3(u), o
segundo de cima para baixo é a curva K (u, it') que estamos considerando cons-
tante em p/. O terceiro grafico é a solugao v,(t)/100, em fungao do tempo e da
viruléncia p. Lembre-se que estamos considerando como espaco de medida o
intervalo [0, 1] com a medida usual da reta real. Escolhemos a fungao que repre-
senta o virus para tragar por ser o principal motivo desse estudo, a dividimos
por 100, pelo fato que ela possui um maximo global muito alto no inicio da si-
mulagao, o que acareta a impossibilidade de observarmos os pontos de méximos
locais que ocorrem ao logo do tempo e que sao de suma importancia para a en-
tendermos o aparecimento da curva estudada. Pelo mesmo motivo truncamos o
grafico. Um comportamento andlogo é observado quando tracamos os graficos

de y;(t) e zi(t).

Se observarmos as Figuras 8, 9, 10, 11 e 12, notaremos que a sequéncia de
maximos locais para os valores das quantidades delineiam um espécie de curva
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>
R
e—(:;lﬁ 0.(7):26*(;&*20-5)2 3
e—(u4—7ro's>2 0,(;1264#—20459 9
ew;:s)z 0.21267‘(“—20‘5“ 10
e 0 100241 —p) | 11
0.1(1 — )| 0.0024p 12

TABELA 4. Lista de experimentos
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envoltéria. Vemos também que quando mudamos a fun¢ao G(u) as curvas en-
voltérias sao distintas. Uma outra observagao é que a curva K (u, i) a principio
nao parece influenciar no aparecimento da curva envoltéria.

Salientamos que os experimentos que fizemos indicam que a curva envoltéria
depende da fungao B(u). Entretanto nao entendemos analiticamente como a



3. OBSERVACOES EMPIRICAS 87

curva envoltéria depende de (B(u). Mais ainda, ndo entendemos também o
porqué do seu aparecimento. Estas sao questoes que pretendemos analisar em
futuras investigagoes.






CAP{TULO 6

Conclusoes e Questoes em Aberto

Conclusoes

Neste trabalho, levando em conta a grande capacidade de mutacao do virus,
desenvolvemos uma classe de modelos que descreve de forma apropriada a
primeira e segunda fase da infeccao.

No Capitulo 2 mostramos que os sistemas propostos por Nowak e outros
[17] sao totalmente estaveis. Mostramos também para qual ponto estacionario
as solugoes convergem quando o tempo cresce indefinidamente.

No Capitulo 3, o mais técnico desta tese, verificamos que o nosso Modelo (4)
tem boas propriedades matematicas. Isso, juntamente com o Capitulo 4, nos
deu o suporte tedrico necessario para podermos fazer as simulagoes numeéricas,
seguros de que elas realmente sao uma boa aproximacao da solugao do pro-
blema. A partir dai, observamos o aparecimento da curva envoltéria na Secao
3, Capitulo 5. No nosso entendimento esta curva pode vir a ter uma grande
importancia para o compreensao do periodo de laténcia do HIV.

Em resumo, o Modelo (4) simula bem a primeira e a segunda fase da infecgao
por HIV, levando em conta a mutacao. Nesse modelo pode estar a chave para
entendermos o que se passa no periodo de laténcia do virus.

Introduzimos também um outro modelo que leva em consideracao a presenca
de outros tipos de virus na corrente sanguinea (virus oportunistas), e verificamos
numericamente a faléncia total do sistema imunolégico.

Fizemos nesse trabalho uma explanacao geral sobre o HIV do ponto de vista
da modelagem matematica. Apresentamos resultados analiticos importantes so-
bre os modelos aqui descritos. Mostramos numericamente como sao as solugoes
dos modelos. Fizemos uma ponte entre as solugoes numéricas dos modelos e

89



90 6. CONCLUSOES E QUESTOES EM ABERTO

as curvas existentes na literatura sobre a evolucao da infecgao por HIV no or-
ganismo humano. Levamos em conta a todo momento a biologia por tras dos
modelos.

Trabalhos Futuros

Estudar a dinamica do sistema na presenca de um virus oportunista pode ser
a chave para podermos entender melhor o periodo de laténcia do HIV, como ja
haviamos comentado na Secao 2 do Capitulo 5. Deixaremos para um trabalho
futuro uma analise mais detalhada desse novo modelo.

A curva envoltéria observada na Secao 3 do Capitulo 5 merece ser melhor
compreendida. Acreditamos que o bom entendimento desta curva pode es-
clarecer o comportamento do virus ao longo do periodo de laténcia e indicar
o momento adequado da mudanca de fase, i.e., em que os virus oportunistas
devam ser considerados.

Uma outra sugestao de trabalho é a de apds fazer uma anélise mais detalhada
sobre os problemas mencionados acima, tentar acoplar os dois modelos. Com
isso poderiamos conseguir modelar por completo as trés fases do virus da imune-
deficiéncia adquirida (HIV).
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