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Resumo

O conceito de compacto recorrente foi introduzido por Moreira e Yoccoz para provar
que as intersecgoes estdaveis de conjuntos de Cantor regulares sao densas na regiao onde a
soma das dimensoes de Hausdorff é maior do que 1. Adaptaremos este conceito para o
contexto de ferraduras em dimensao 3 e provaremos que as ferraduras com dimensao superior
estavel maior que 1 possuem, tipicamente e persistentemente, compacto recorrente. Como
consequéncia, apresentaremos algumas propriedades geométricas dessas ferraduras dentre
elas, destacamos que, tipicamente e persistentemente, as ferraduras com dimensao superior

estavel maior que 1 possuem blenders.
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1 Introducao

Dimensoes fractais, principalmente a dimensao de Hausdorff, tém desempenhado um papel
central em Sistemas Dindmicos nas iltimas décadas. Trabalhos de Palis, Takens, Moreira e
Yoccoz ([19],[20],[23], [24] e [26]), mostram que, em dimensdo 2, para primeiras bifurcagoes
homoclinicas associadas a uma ferradura A, hé prevaléncia de hiperbolicidade se, e somente
se, a dimensao de Hausdorff de A é menor que 1. Caso a dimensao de Hausdorff seja maior que
1, havera tipicamente tangéncias persistentes para uma proporc¢ao positiva dos parametros
préximos e apés a bifurcagao. Moreira, Palis e Viana trataram em [18] da extensao desses
resultados para dimensoes superiores.

Em todos os trabalhos mencionados acima em dimensao 2, o entendimento de proprieda-
des geométricas da ferradura e de suas intersegoes com variedades estdveis e instaveis teve
importancia central. Uma caracteristica de ferraduras em dimensao 2 que contribui bastante
para este entendimento é o fato de as holonomias das folheagoes estavel e instavel serem
diferencidveis, o que é falso em dimensces superiores, quando essas folheagoes, em geral, sao,
no méaximo, Hoélder-continuas.

Usaremos neste trabalho o conceito de dimensao superior estavel, introduzido em
[18]. De manipulacdo mais simples que a dimensao de Hausdorfl neste contexto a dimensao
superior estdvel é uma cota superior para as dimensoées de Hausdorff (e as capacidades limite)
de todos os conjuntos de Cantor estaveis de uma ferradura. Mostraremos que, tipicamente,
ferraduras em dimensao 3 com dimensao superior estdvel maior que 1 sao tais que a imagem
de quaisquer de seus conjuntos de Cantor estdveis por funcdes reais genéricas de classe C!
contém intervalos persistentemente. Para isso, desenvolvemos uma versao do critério do
compacto recorrente, introduzido em [19] para provar que intersegoes estéveis de conjuntos
de Cantor regulares na reta sdo tipicas quando a soma de suas dimensoes de Hausdorff é
maior que um, e mostraremos que esse critério é tipicamente satisfeito para ferraduras com
dimensao superior estdvel maior que um. A rigor, para realizar esta tarefa, supomos que
o fibrado tangente da ferradura admite uma decomposigao fina - em diregoes estavel-forte,
estavel-fraca e instdvel. Essa hipdtese é aberta, e uma técnica descrita em [18] permite
mostrar que ferraduras com dimensdo superior estdvel maior que um tipicamente contém
subferraduras ainda com dimensao superior estavel maior que um e com decomposigao fina
do fibrado tangente, o que permite estender nossos resultados em geral. Nao discutiremos
essa técnicas neste trabalho. Por outro lado, esperamos em um futuro préximo, adaptar as
técnicas deste trabalho para mostrar resultados andlogos em dimensoes ambiente superiores.

Dentre as propriedade geométricas relevantes que ferraduras em dimensao 3 com com-

pacto recorrente podem possuir, destacaremos a existéncia de blenders. Esse dispositivo foi



construido por Bonatti e Diaz em [1] para apresentar exemplos, com caracteristicas inéditas
até o momento, de difeomorfismos C!' —robustamente transitivos. Desde entdo eles tém sido
construidos para se obter conclusoes topoldgicas e ergddicas sobre Sistemas Dinamicos. Uma
breve pesquisa na bibliografia nos revela trabalhos como [3] em que se obtem genericidade
C'—local de coexisténcia de infinidade de pocos e fontes para difeomorfismos em dimensao
3 e como [30], no qual os autores estabelecem uma resposta positiva para a conjectura de
Pugh-Shub sobre estabilidade ergédica no caso C' com dimensdo central 2. Até o momento
- pelo que sabemos - esse dispositivo tem sido construido e sua aparigao estava sujeita a
presenca de algum ciclo heterodimensional préximo. Neste trabalho - como consequéncia
do critério do compacto recorrente - estabelecemos um critério tipico para a ocorréncia de
blenders: ferraduras tipicas em dimensao 3 com dimensao superior estavel maior que 1 sao
blenders. Uma boa referéncia que abrange, dentre outros temas que estao ‘além da hiper-
bolicidade’, o blender, destacamos [5]. Agradecemos aos professores Ali Tahzibi, Christian
Bonatti e Lorenzo Diaz pelos esclarecimentos prestados sobre este assunto.

Para demonstrarmos que o critério do compacto recorrente ocorre tipicamente, adapta-
remos duas técnicas encontradas na literatura: o argumento probabilistico e um argumento
do tipo Marstrand. A primeira técnica foi introduzida por P. Erdos e utilizada originalmente
em teoria dos grafos, mas posteriormente se tornou uma ferramenta valiosa em diversas dreas
da matematica. Uma boa referéncia para ilustrar o argumento probabilistico funcionando
em teoria dos grafos pode ser encontrada em [16]. Esta técnica foi também utilizada em [19]
para provar existéncia tipica de compactos recorrentes para pares de conjuntos de Cantor.

Marstrand provou que, genericamente, a projecao ao longo de retas de um conjunto
compacto no plano com dimensao de Hausdorff maior que 1 tem medida de Lebesgue positiva
([13]). Uma nova prova deste resultado foi dada por Kaufmann ([11]). Argumentos desse tipo
sao o que chamamos de tipo Marstrand. O argumento que adaptaremos é, especificamente,
um resultado de [32] que estabelece que familias de perturbagoes de um sistema de fungoes
iteradas (IFS no inglés) com uma certa dimensao fractal (similar & dimensao superior estavel)
maior que 1 exibe conjunto invariante com medida de Lebesgue positiva. Agradecemos ao
professor Karoly Simon pelos esclarecimentos prestados sobre seu resultado. Encontramos ai
- em [32] -, um problema interessante: Os conjuntos invariantes dessa familia de perturbagoes
do SIF que tém medida de Lebesgue positiva tipicamente contém intervalos? Acreditamos
ser possivel atacar este problema com as técnicas desenvolvidas neste trabalho.

Outras questoes que acreditamos que nossos métodos podem ajudar a compreender me-
lhor estao relacionadas a geometria fractal das ferraduras em dimensao 3. Lembramos que é

mais dificil calcular a dimensao de Hausdorff de um conjunto de Cantor estavel - intersecao



da ferradura com uma variedade estavel local - do que calcular a dimensao superior estavel de
uma ferradura. Podemos citar alguns problemas interessantes: nao sabemos se a dimensao
de Hausdorff de ferraduras estaveis se mantém constante ao mudarmos a variedade estavel
em que o Cantor estdvel mora; seria interessante saber se, tipicamente, as dimensoes de
Hausdorff dos conjuntos de Cantor estdveis variam continuamente com a ferradura (isto é
falso se omitirmos a palavra tipicamente, em [4] é exibido um exemplo de que a dimensao
de Hausdorff de ferraduras ndo variam continuamemente com o difeomorfismo que a define).
Esses problemas para ferraduras em dimensao 2 ja foram resolvidos, em [15] e [25] é demons-
trado que a dimensdo de Hausdorff de ferraduras C'' em dimensdo 2 varia continuamente na
topologia C*.

Iniciaremos nosso trabalho na proxima segao, na qual serao estabelecidas as notacoes e
o contexto desse trabalho. Vamos, entao, introduzir o conceito de dimensao superior estavel
na secdo 3 e enunciaremos o resultado principal e alguns de seus corolarios na segdo 4. O
restante do trabalho serd dedicado a demonstragao do teorema principal - as ferraduras em
dimensao 3 com dimensao superior estavel maior que 1 e com decomposigao fina do fibrado

tangente satisfazem o critério do compacto recorrente tipicamente e robustamente.



2 Contexto e notacgoes

Seja M uma variedade com dimensao trés, f : M — M um difeomorfismo C* (k € N*Uoo) e
A € M uma ferradura - conjunto hiperbdlico, localmente isolado e transitivo - misturadora,

com indice 1.

Observagao 2.1. Dizemos que A ¢ misturadora se existe particio de Markov, P =

{Py, ..., Pn}, e n >0 inteiro de modo que f™(P)NQ # 0 para todos P e Q em P.

Observagao 2.2. Dizemos que o conjunto hiperbdlico A tem indice 1 quando seu fibrado
tangente, TaAM = E* @ E*, € decomposto em dois subfibrados, E* e E*, com dimensdes 1 e

2 respectivamente.

Observagao 2.3. Dizemos que o fibrado tangente de Tx M tem decomposi¢ao fina se pode
ser decomposto em trés subfibrados, TaM = E*° & E"* & E", satisfazendo:
df
df | pws (z)v = AV (z)v, para v € E*(x),
df
onde 0 < [A%°(z) | < [A"*(z) | <1< |A%(x) | para todo x € A.

pes(2)v = X (2)v, para v € E%(z),

pgu(z)v = N(x)v, para v € E¥(x),

Observamos que se f € C*, existem folheacdo estavel forte, F*°, C''*¢, e folheacao
estavel, F*, C'*¢. Além disso, a decomposicio fina é uma propriedade C'—robusta pelo
argumento de campo de cones.

Seja o : 3 — 3 o subdeslocamento de tipo finito misturador associado a uma partigao de
Markov, P = {Pi, ..., Py}, conjugado a f~!. Ou seja, existe uma matriz Ayxxy € {0, 1}V*N

tal que 6 € ¥ se e s6 se Ay, g,,, = 1 para todo i € Z e, além disso, existe n, tal que A7; >0

i+1

para todo 4,7 entre 1 e N.

Fixaremos algumas notagoes que serao tuteis ao longo desse trabalho. Nas defini¢oes a se-
guir fizemos um abuso de notagao: quando escrevemos uma palavra com indices nas letras, es-
tamos fixando a posigao da palavra através desses indices, ou seja, a notacao (6,,, 0mt1, .-, 0n)
representa, na verdade, a fungao 6 : {m,m +1,...,n} — X!, com 0(j) = 0; para m < j < n,
e nao apenas o vetor (0, 0mi1, ..., 0n).

Observamos que consideramos que N possui 0.

YT = {0* = (s, 00);A0_, 0 .., = 1 paratodoi € N*} sdo as palavras infinitas
para tras.

ot = {9 = (01, ... O, ...) 1 Ap, 0

.1 = 1 para todo i € N*} sao as palavras infinitas para

frente.



»Ho= {Q = (01,.,0m);m € N, Ag, 9,,, = 1 paratodo i € {1,...,m — 1}} sa0 as
palavras finitas para frente.

o= {Q = (01,....,0m); Ab,0,., = 1 paratodo i € {1,...,m — 1}} sdo as palavras
finitas para frente com tamanho m.

YT = {Q_ = (0_pm,....00);m € N, Ag_, 0 =1 paratodo i € {1,...,m}} sdo as

—i+1
palavras finitas para tras.
o = {Q = (O oons B);m € Ny € N, Ag, g

... =1 paratodo i€ {m,..,n— 1}} sa0
as palavras finitas.

Y o= {9 = (61,..,0m,...); Arg, =1 e Ag,9,,, =1 paratodo i€ N*} sdo as palavras

i+1
infinitas para frente que seguem a letra k.

5= {Q = (01, ..,0m);m € N, Ao, =1 e Ag,9,,, =1 paratodo i€ {1,...,m— 1}}

i+1

sao as palavras finitas para frente que seguem k.

Notamos que quando um simbolo que se refere a uma palavra estiver sublinhado, como em
0, queremos nos referir a uma palavra finita, caso contrario a uma palavra infinita. Quando

falarmos de uma letra de uma palavra finita, omitiremos o sublinhado.

Para cada g em uma C'—vizinhanca suficientemente pequena de f, denotaremos por

E9%5 pd W9 e A9 as continuages hiperbdlicas de E**, p, W* e A.

Ao longo deste trabalho, criaremos familias de perturbacoes a vérios parametros para
certos difeomorfismos. O objetivo disso serd esclarecido em seguida. Dizemos que {¢2 : M —
M} er é uma familia C* continua de difeomorfismos se ¢2 é C* e ¢ varia C* —continuamente

ao variarmos v.

Como indicado na definicao acima, o parametro de perturbacao sera indicado em supe-
rescrito. Ao longo desse trabalho, serdo feitas duas perturbagoes - a primeira nos moldes de
um teorema do “tipo Marstrand”, quando se toma como base o trabalho de [32] e a segunda
a0 se procurar um compacto recorrente (a técnica do argumento probabilistico adaptada de
[19]). Para a primeira perturbagao utilizaremos o simbolo ¢ como pardmetro, enquanto que
para a segunda utilizaremos o simbolo w como parametro e {2 como espago de parametros.
Os simbolos 7 e I' serao utilizados genericamente como parametro e espago de parametros
respectivamente. Essas notagoes serao introduzidas em seus devidos momentos. O objetivo

é nao causar confusao ao longo da leitura deste trabalho.

Dada uma familia de perturbagdes continua, { f2},er, dentro de uma C' —vizinhanca de f
suficientemente pequena, denotaremos por E2°° pX W2 e AL as continuacoes hiperbdlicas

de E*°, p, W* e A. Observamos que se P = {Py, ..., Py} é particio de Markov para f, entdo,

10



sem perda de generalidade, também é para qualquer difeomorfismo suficientemente préximo

de f, basta considerar suas vizinhangas compactas.
Denotaremos por W} _(p) a componente conexa de W (p) NP que possui p, onde P € P.

Para todo g suficientemente C!—préximo de f existe um homeomorfismo h9 : ¥ — A9
tal que a cada palavra infinita 6 de X, associa

WO) = (g7 (Po,) N[ )& (P,

Jj=0 Jj=1

ka2
Observamos que h9(0) := ﬂ g’ (Pp,) para qualquer palavra finita 0 := (Ok,, ..., 0k,) €

Jj=k1
E*

Além disso, g7 o h9(6) = h9 0 o(#), onde o é o deslocamento, i.e., 0(6); = ;1.

g
A ——> A9

h9 h9

v v
Yy — X
o
Fixado = € X7, vale observar que h9(0~) = W27 (p?), para algum p9 € A9, onde p? é a

continuagao hiperbdlica de p € h(67).

Frequentemente falaremos da ferradura e do seu conjugado simbdlico. Iremos transitar
entre esses dois contextos livremente sem nos preocupar com a sintaxe das nossas frases.
Diremos por exemplo que §~ € X~ é uma folha (porque seu conjugado, na ferradura, é
uma folha); diremos que § € ¥* é um cilindro (pela mesma razao); diremos que 8~ € 6~

(significando que h(6~) C h(8)~ - isso significa dizer que 6~ termina com 6~ );

Nota: Ao longo desse trabalho, o simbolo =< utilizado entre duas fungdes (r(x) =< s(z))
()]
[s(2)]

significa que existe uma constante, k > 1, tal que k=1 < < k, para todo x nos dominios

das duas fungoes.
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3 Dimensao superior estavel

A seguir apresentaremos a dimensdo superior estdvel de A. Esse conceito de dimenséao -
retirado de [18] - é de manipulacao mais facil do que o de dimensido de Hausdorff. Em geral,
sabe-se cotar a dimensao de Hausdorff por cima, mas encontrar uma cota por baixo para
a dimensao de Hausdorff é dificil - seria necessério, em principio, ter em maos informagoes
adicionais sobre a geometria de A (posigdes relativas dos pontos de A). Nesse sentido, esse
trabalho disponibiliza um indicio da utilidade de ferramentas - teoremas do tipo Marstrand,
critério de compacto recorrente e argumento probabilistico - para o tratamento da questao da
dimensao de Hausdorff para conjuntos hiperbdlicos de dimensao 3, ja que trata da descrigao
das posicoes relativas de pontos de A.

E possivel, como em [4], mostrar que a dimensao de Hausdorff de ferraduras em dimenséo
superior a 2 pode nao variar continuamente. Entretanto, nao se sabe se as descontinuidades
da dimensao de Hausdorff sdo proibidas de ocorrerem robustamente. Além disso, também
nao sabemos se a dimensao de Hausdorff de conjuntos de Cantor estaveis (intersecao da fer-
radura com variedade estdvel local) em dimensao superior a 2 depende da variedade estdvel.
Em dimensao 2 estes dois problemas estao resolvidos. Em particular, o fato de a dimensao de
Hausdorff dos Cantor estaveis de ferraduras em dimensao 2 se manterem constante quando se
varia a variedade estdvel foi util para estabelecer um critério (dimensao de Hausdorff da ferra-
dura original menor que 1) para prevaléncia de hiperbolicidade em bifurcagoes homoclinicas
em dimensao 2. Para saber mais sobre isso, sugerimos o livro [23].

Vale lembrar que chamamos 6 := (61, ...,0,) € ¥7* de cilindro (vertical) - 0 nome é uma

n
referéncia a Vp := ﬂ fi(Py,).
i=1
A defini¢ao de dimensao superior estével (proposta em [18]) consiste em adaptar a férmula

da dimensao (ver [27]) de conjunto de Cantor dinamicamente definido em dimenséao 1.

Definicao 3.1. Dimensdao superior estdvel
Dado um cilindro vertical § € 31*, definimos seu diametro por D () := SUPp—pex _ {ds (9‘,@)}7
0
onde ds(07,60) := diam(Wy- NVp).

Feito isso, definimos A, por Z D,(0)* =1 e a dimensdo superior estdvel de A
~ Q€Z+n
por ds(A) == limy, o0 Ay (ver [18]).

Para simplificar, diremos que uma ferradura em dimensao 3, (f, A), satisfaz a propriedade
Ase TAM = E3 ® E% (dim(E%) = 1) e ds(A) > 1.
Também diremos que uma ferradura em dimensao 3, (f, A), satisfaz a propriedade B se

TAM = E5 & EY (dim(EY) = 1), dy(A) > 1 e By = E5* & EY* onde a diregio E5* tem

12



contracao mais forte que a direcao K.

De acordo com [18], ds é semicontinua superiormente. Provaremos que ds é continua nas
ferraduras de B. A principal razio para isso é que os autovalores contratores nao se misturam

j& que existe uma direcao estavel-forte.

Proposicao 3.2.
A dimensdo superior estdvel, dg, é continua nas ferraduras que satisfazem a propriedade

B.

Demonstragao:

Primeiro, vamos mostrar que d, é semicontinua superiormente em (f, A) € B. Para isso,
temos que mostrar que para todo n > 1, A\, > d,. Feito isto, basta observar que \J varia
continuamente com g, que ds(A9) < M\ e que lim, ,o, A = ds(A) para concluir que d, é
semicontinua superiormente em (f, A).

k

Pela definicao de A, Z DS(Q))‘" = 1. Portanto, Z DS(Q)’\" =1, de modo que
gexn gexn
Z DS(Q))‘" <1, ja que DS(Ql...Qk) < DS(Ql) ..... DS(Qk) para todo ', ...,0% € X" satisfa-
gexkn
zendo 6'...0% € =k,

Portanto, ja que A\, satisfaz Z D, (Q)A’m =1, entdo \gn < Ay. Isso prova que Ay, > d.
Qezkn

Agora, vamos provar que d, é semicontinua inferiormente. Para isso, vamos criar uma
sequéncia, (S\n)nzl tal que lim,, A =ds e que para qualquer € > 0, se n for suficiente-
mente grande e g suficientemente C'—préximo de f, entdo (1 — &)\ < dy(A9). Feito isso,
basta observar, como anteriormente, que Z\g varia continuamente para concluir que d (A9) é

semicontinua inferiormente.

Seja r € N suficientemente grande de modo que para todo c e d em X!, exista uma palavra
admissivel com 7 letras comecando com c e terminando com d e sejam a,b € X' de modo

que ba seja admissivel em .. Definimos A de modo que satisfaga

Z DS(Q))‘" =1, para todo n > 2r.

fexn
01=a,0,=b

Vamos provar que (1 — e)A% < dy(A9) se n for suficientemente grande e se g estiver

suficientemente C'! —préximo de f.

13



Como Z DS(aQb)S‘” =1, entdo, para todo k > 1, Z Ds(aQb)S‘" =1.
gexn—? gexn2
afbex™ afbex™

Ou seja, para todo k > 1, Z DS(anb)x“ ..... DS(anb):\” =1.

6',....0Fexn—2
af'b,...,af*bex™

Observamos que, de acordo com o apéndice na se¢ao 9, D;(c)Ds(d) =< Ds(cd), visto que
Dy(r) < ds(67,1), para todo T e 6~ tais que 7 € Xj_ (ver lema 9.1 e a observagao que o

antecede). Logo, existe ¢ com 0 < ¢ < 1 tal que ¢Ds(c)Ds(d) < Ds(cd).

Como af'b...ad*b é admissivel (j& que ba ¢), entdo

- - An
S D)D) <Y (c—<k—1)Ds(aQ1b...anb))
6,...08exn—2 0t,....0Fexn—2
ad'b,....akbex™ af'b,...,a0"bex™

< Z ¢~ (k=D3n D, (aQb)S‘” .

9621@77,72
afbeskn

Portanto, se n for suficientemente grande, de modo que Dg(afb)=¢ > ¢~ *~1) (isso é

robusto em g € C1), entdo Z DS(aQb)S‘"(I*E) >1e, ja que

fexkn—2
afbe k"
Z Ds(aQb)’\’“" =1, entdo A, > 5\n(1 — ¢) para todo k > 1.
Q62k7172
afbeskm

Como :\% depende continuamente de g na topologia C!, entdo, sem perda de generalidade,
S\in > 5\%(1 —¢) para todo k > 1, para todo n suficientemente grande e para todo g suficien-
temente C'—préximo de f. Logo, A (1 — &) < limsupy,_, .. S\in para todo ¢ suficientemente

C!—préximo de f.

Dado que A\, < A, € lim,, oo A\ = ds, isto prova que 5\%(1 —¢) < d4(g) para todo g

suficientemente C'!—préximo de f e n suficientemente grande.

Agora vamos provar que lim,_,oc A, = d,. Para isso vamos provar que para todo ¢ > 0,
A > An—2r(1—¢) se n for suficientemente grande. Isso é o mesmo que dizer que A > ds(1—¢)

se n for suficientemente grande, visto que lim,, oo Ay, = ds.

Existe 0 < ¢ < 1 tal que Z (CDS(Q))S\" < Z Ds(fgibg)j‘"7 onde a2, b € " com
Qezn—?r Qezn,f2r
=beaop? é admissivel, pois D4(c)Ds(d) < Ds(cd) e r é constante.

=

0 _
a; = a,
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Portanto, como Z DS(Q);\"(HE) < Z (ch(Q))S‘" se n for escolhido suficiente-

Qeznfzr Qezn—?r
mente grande, entao Z DS(Q))‘”(HE) <1, o que implica que (1 + &)\, > Ap—op.
gexn—2r
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4  Critério do compacto recorrente e suas consequéncias

Enunciaremos nessa se¢ao o nosso resultado principal. Ele garante que préximo de qualquer
ferradura, (f,A), C* (k € N*Uoo) satisfazendo ds(A) > 1 existe uma continuagdo hiperbélica
de classe C*°, (g, A9), que estd C*¥—préxima da ferradura original que satisfaz o critério do
compacto recorrente (precisaremos este conceito mais adiante). Isso nos garantird, algumas

propriedades geométricas como a existéncia de blenders.

4.1 Critério do compacto recorrente

Este critério foi introduzido em [19] para provar que ‘intersegoes estaveis de conjuntos de
Cantor regulares sao densas na regiao onde a soma das dimensoes de Hausdorff é maior do
que 1.” ! Faremos uma versao deste critério no contexto deste trabalho e veremos que ele nos
possibilitard concluir algumas propriedades geométricas sobre ferraduras que o satisfazem -
dentre elas a existéncia de blenders. No nosso caso, este critério significa que podemos
utilizar o operador de renormalizacdo - que essencialmente amplia as pegas (intersegoes de
variedades estéveis locais com tubos verticais) pela aplicacdo da inversa do difeomorfismo e
as projeta ao longo da folheagao estavel forte - indefinidamente. Isso significa que estamos
localizando - nos locais dessas ampliagoes - algum ponto da ferradura.

Antes de enunciarmos o critério precisaremos estabelecer alguns conceitos utilizados para
defini-lo.

Seja (f,A) uma ferradura C*°. Para cada elemento P da partigao, P, para essa ferradura
fixamos um ponto xp € PNA e uma subvariedade, Hp, de dimensao 2 transversal a E**(zp)

tal que para todo x € P, 2 (x) N Hp = F;5. h Hp e seja exatamente um ponto no interior

lo
de Hp. Observamos que se g estiver C'—préximo de f e se a particdo P for composta por
elementos suficientemente pequenos, entao Fjo. (x) NHp é exatamente um ponto no interior
de Hp para qualquer folheacdo F suficientemente C'—préxima de F*° e para todo = € P.
Denotamos a unido dessas subvariedades por H := (Jpp Hp, a qual chamaremos de parede.

Denotamos H N W/ (A) por HY, HNW;_ por Hj_ e a projecao de W,_ sobre H]_ ao
longo da folheacao estével forte de g por II5_

Observamos que H é homeomorfo ao produto cartesiano de um conjunto de Cantor por
um intervalo e que HJ_ estd C' —préximo de Hy- para todo g suficientemente C'* —préximo de

f- Consideraremos, sob este ponto de vista, que H = H9 = 7 x K para todo g suficientemente

C' —préximo de f, onde K é conjunto de Cantor e T = Hy- = HJ_ ¢ intervalo.

!Para uma discussdo eleitoral sobre este assunto veja a Revista Piauf 40 - Artur tem um problema por Jodo

Moreira Salles

16



Agora definiremos o operador de renormalizacdo que desempenhard papel central no

critério do compacto recorrente que explicaremos mais adiante.

Definigao 4.1. Operador de renormaliza¢ao
O operador de renormalizacdo correspondente ao tubo a € X7 de g € definido por

RY:H — H, onde

R9(e0-) = Hg—a<g|a| ((H‘Z—)l(x) Nhy_ (a))), sex € int (Hg_ (hg_(a))>

00, caso contrdrio

/ J

—

Fa55(eym h9(e . /))
(0 alj, o' (a))

—

Ri(@,07)

#—al;

Agora vamos introduzir o conceito de compacto recorrente.

Definicao 4.2. Compacto recorrente
Um subconjunto compacto K de H € dito compacto recorrente para g se para qualquer

(z,07) € K, existe a € Xy _ tal que Ry(z,07) € int(K).
5 a

Utilizaremos a notagao K- para representar K N Hy-.
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Proposigao 4.3. Robustez do compacto recorrente
O critério do compacto recorrente é robusto, i.e., qualquer ferradura de classe C*° que
esteja suficientemente C'—proxi d iginal sati itério d t t
] prozima da original satisfaz o critério do compacto recorrente

para 0 mesmo compacto recorrente original.

Demonstracgao:

Para qualquer p € K, existe cilindro vertical ¢ = a(p) tal que R4 (p) estd em int(K). Por
continuidade de R,, existe vizinhanca W (p) de p tal que R,(W(p)) C int(K). Como K é
compacto, entao existe cobertura finita, {W(p1), ..., W(pm)}, para K tal que se denotarmos
por C := {a(p;),1 < j < m} os cilindros verticais associados aos pontos de cada aberto
da cobertura finita fixada, entdo para todo p € K, existe cilindro vertical a € C tal que
R,(p) C int(K).

Agora, fixados ¢ € ¥ e (2,07) € H, R (z,07) varia continuamente com respeito a
g € C'. Isso significa que para cada a = a(p;) € C, existe S(pz) > 0, tal que se ||f —
gller < 8(ps), entdo Rg(pi)(x,e_) € int(K) para todo (x,07) € W(p;). Logo, definindo
6 == min{d(p:),1 < i < m}, se ||[f —gllcr < &, entdo Rg(pi)(x,ﬁ’) € int(K) para todo
1<i<me (z,07) € W, Isso significa, ja que {W(p;),1 < j < m} é cobertura para K, que

K é compacto recorrente para todo g que esteja 6 C'—préximo de f.

Agora, enunciaremos algumas consequéncias da existéncia de compacto recorrente.

4.2 Blenders

Os blenders foram utilizados em [1] para exibir uma nova classe de difeomorfismos C! ro-
bustamente transitivos e nao-hiperbdlicos. Desde entao, os blenders tém se mostrado tuteis
para se obter propriedades ergédicas (ver [30]) e topolégicas de difeomorfismos. Enunciare-
mos abaixo uma definicao de blender - observamos que este enunciado foi influenciado pelo
comentario que segue o tépico "The main local property of the cs-blender’ que estd na segao

1 de [1].
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Definicao 4.4. Blender

Consideremos uma ferradura, (f,A), de modo que seu fibrado tangente tem decomposi¢ao
fina, TAM = E3* ® EY® @© EY, e um aberto, U, em M. Dizemos que (f,A,U) ¢é blender
se existe um campo de cones, C*°, continuo em U tal que qualquer curva tangente a C*°

intersecta W9“(A9) para qualquer ferradura (g, A9) suficientemente Ct—prézima de (f,A).

Pelo que sabemos, os blenders conhecidos foram construidos através de um tipo de skew-
horseshoe (ver [1]) e aparecem préximo de ciclos heterodimensionais ([2]). Estabelecemos,

aqui, um critério para a existéncia de blenders - o critério do compacto recorrente.

Teorema 4.5. Critério para existéncia de Blender
Seja (f,A) ferradura em dimensdo 3, C™°, com decomposi¢cio fina do fibrado tangente,
ThaM = E¥ © EY° @ EY, e com compacto recorrente K.

Entdo, para qualquer ferradura, (g,A9), C*—prézima de f e qualquer curva C, £, su-

SS

. que passa por algum ponto de K, wvale

ficientemente C'—prézima de alguma folha de
LNWIH(A) £ 0.
Em particular, existe aberto U em M na vizinhanca de Fi3(K) tal que (g,A?,U) €

loc

blender.

Uma consequéncia deste teorema é que o compacto recorrente estd contido na projegao
ao longo da folheagao estdvel-forte da ferradura, ja que se x € Ky- e y := F£2 () N WH*(A),

loc

entdo y € A, ja que Fj2 C Wi (A), o que implica que y € W _(A) N WY (A).

4.3 Outras consequéncias do critério do compacto recorrente
Enunciaremos, em seguida, mais algumas consequéncias do critério do compacto recorrente.

Teorema 4.6.

Seja (f,A) ferradura em dimensdo 3, C*, com decomposi¢ao fina do fibrado tangente,
TaM = E? ® EY° @ EY, e com compacto recorrente, K.

Entdo, para qualquer ferradura, (g, A9), C*—préxima de f, para todo v € A9 e qualquer
fungao C*, P : W*(z) — R, satisfazendo P'(xz)v # 0 para v € E**(x)\{0} (P'(z) # 0 e
de modo que sua curva de nivel de P passando por x seja transversal a E¥*(x)), o conjunto
int(P(AY N W2(x))) € ndo-vazio para todo € > 0. (W2 (x) € vizinhan¢a, em W7 (z), de

tamanho € em torno de x.)

Sejam (f,A) uma ferradura C' com decomposicio fina TAM = E3* & EY® & E¥, uma
particao de Markov suficientemente fina de modo que tenhamos uma parede, H. Dizemos que

uma folheagao C° com folhas C*', F, é “transversal”’para f se é transversal a EY®, F C F*
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(cada folha de F estd contida em alguma folha de F*) e cada folha de F passa por H uma
e apenas uma vez.
O préximo coroldrio afirma que perto (e na mesma folha) da projecdo de qualquer ponto

da ferradura, existe um intervalo de projecoes da ferradura.

Teorema 4.7.

Seja (f,A) ferradura em dimensdo 3, C*°, com decomposi¢do fina do fibrado tangente,
TaM = E® © EY® @ EY, e com compacto recorrente, K.

Entdo, para qualquer ferradura, (g, A9), Ct—prézima de (f,A), a proje¢io ao longo de
qualquer folheagao F transversal para g contem intervalo densamente em Fioo(A9) N Hy-

para todo 0~ € X,

4.4 Teorema principal - tipicamente existem compactos recorrentes

quando as ferraduras tém dimensao superior estavel maior que 1

Agora podemos enunciar o principal teorema deste trabalho. Ele garantird, tipicamente nas
ferraduras com dimensao superior estavel maior que 1 os resultados enunciados nas segoes

4.2 e4.3.

Teorema 4.8. Teorema principal
Seja (f,A) ferradura em dimensdo 3, de classe C™, com decomposi¢io fina do fibrado
tangente, TA\M = E3® @ EY* @ EY, e satisfazendo ds(A) > 1.

Entao, existe uma ferradura, (g, A9), C*®°—prdximo de f que possui compacto recorrente.

Deixaremos a demonstracao do teorema 4.8 para as segoes finais deste trabalho - segoes
5,6, 7¢e¢8.
Observamos que o teorema 4.8 garante o seguinte corolario para os teoremas 4.5, 4.6 e

4.7.

Corolario 4.9.
Seja (f, A) ferradura em dimensdo 3, C* (k € N*Uoc), com decomposicao fina do fibrado
tangente, TaAM = E3° @ EV° @ EY, e satisfazendo ds(A) > 1. Entdo, existe um C'—aberto,

Ck—prézimo de f tal que para qualquer ferradura (g, A9) neste aberto, vale:

e para todo x € AY e qualquer funcao C*, P: W *(z) — R satisfazendo P'(z)v # 0 para
v € BV (x)\{0} (P'(z) # 0 e de modo que sua curva de nivel de P passando por x seja
transversal a E"%(x)), entdo int(P(AI NW2(x))) # 0 para todo € > 0.

e A projecdo ao longo de qualquer folheagdo F transversal para g contem intervalo de H

densamente em F(A9) N Hy- para todo 0~ € 3.
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e para qualquer curva C*, {, suficientemente C'—prézima de alguma folha de Fif, que
passa por algum ponto de K, vale LNW™(A) # 0. Em outras palavras, existe um aberto

U em M na vizinhanca de F5.(K) tal que (g, A9,U) € blender.

loc

O argumento da se¢ao 4 de [18] garante que se uma ferradura (f, A) de classe C™ em
dimensdo 3 com indice 1 satisfaz ds(A) > 1, entdo existe alguma continuacdo hiperbélica
dela, (g,A9), C®—préxima da original que possui uma subferradura (g, A9) satisfazendo
ds(A9) > 1 e com decomposicio do subfibrado tangente fina, TA\M = E{® @ EV® @ EY.
Dessa forma, as mesmas conclusoes enunciadas nesta secao podem ser estabelecidas para
continuagoes hiperbdlicas de alguma subferradura A de A.

Observamos também que o caso ds(A) < 1 é bastante diferente. De fato, neste caso a
dimensao de Hausdorff da projecao de A ao longo de F*° em cada folha seria menor que 1, ja
que a projecio é Lipschitz e HD(ANW} (z)) < ds(A) < 1, para todo z € A. O que significa

que a proje¢ao nao contem intervalos.

4.5 Demonstracao das consequéncias do critério do compacto re-

corrente

Agora, demonstraremos os teoremas 4.5, 4.6 e 4.7.
Demonstracao do teorema 4.5:
Suponhamos que / esteja C* suficientemente e—préxima de 33 (x, 607 ), onde (z,07) € K.

loc

Vamos provar que para todo g C'' suficientemente 6—préximo de f, W2 (A9) N € # 0.
Para qualquer p € K, existem § = d(p) > 0 e cilindro vertical a = a(p) tais que a bola de

raio § > 0 em torno de R, (p) (denotada por Bs(R,(p))), estd contida em K. Por continuidade

de R,, existe vizinhanga W (p) de p tal que B; (R.(W(p))) C K. Como K é compacto, entao

existe cobertura finita, {W(p1),..., W(pm)}, para K tal que se ny := max{|a(p;)|,1 < j <

m}, n = min{@,l < j <m}eC :={alp;),1 < j < m} sao os cilindros verticais
associados aos pontos de cada aberto da cobertura finita fixada, entao para todo p € K,
existe cilindro vertical a € C' com |a| < ng tal que B, (R(p)) C int(K).

Portanto, se € > 0 for escolhido suficientemente pequeno, entdo qualquer curva, £, C*
e—préxima de Fj2 (x,07) tem interse¢ao nao vazia com o mesmo cilindro, a € C, correspon-
dente ao aberto W(p,) a que (z,6) pertence.

Além disso, se § > 0 for escolhido suficientemente pequeno, entdo para qualquer difeo-
morfismo, g, C! §—préximo de f e para qualquer (z,07) € K, afirmamos que se a € C' é

um cilindro vertical correspondente ao aberto da cobertura fixada que possui (z,67), entdo

(g714l(0)),,. estd C* e—préximo de Fjis(Z,0a) para algum & € Ko,
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Para ver isso basta observar que a folheagao estavel-forte atrai qualquer folha transversal

a direcao estavel-fraca, de modo que existe constante 0 < A < 1 tal que (f*@ (6)) . estd ct

lo
Ae—préximo de alguma folha da folheagao estavel-forte passando por Ba (Ra(p)) se e for esco-
Ihido suficientemente pequeno, j& que |a| < ng e portanto distco((f =12 (E))loC Cflel(Fes (2, 07))) <
ce para alguma constante ¢ > 0 e ce < 4 se ¢ for suficientemente pequeno. Portanto,
(g*@ (E))loc estd 1 (\e + 6)—préximo de alguma folha da folheagdo estdvel-forte de f pas-
sando por algum ponto de B, (Rq4(p)) se ¢ e € forem escolhidos suficientemente pequenos, ja
que |a| < ng e portanto distco((f712(€)), 9714 (€)10c) < é para alguma constante & > 0
e ¢e < # se ¢ for suficientemente pequeno. Portanto, se § > 0 for escolhido suficientemente
pequeno de modo que Ae + § < g, podemos concluir que (g“ﬂ‘ ([))loc estd C! e—préximo de
Fio (Z,0”a) para algum & € Ky-,, ja que B, (Ru(p)) C int(K).
Como (z,07) estd em K, existe a® € C tal que z1 := Ry0(xo,07) € int(Kp-40). Ou seja,
Fig(w,67)na® # 0 e f7121(Fps (2,67) N a)i0e = Fi (1,6 al).
Isto implica que existe Z; € Ky 40 tal que Fj35 (T4, 6~ a°) esta C! e—préximo de g_‘ﬁo‘ (D ioc-
Como Z; € Ky- 40, existe cilindro al tal que x5 = R, (71,0~ at) € int(Kg-q142). Ou
seja, Fi3(x1,0~a%) Nal # 0. Isto implica que g’@o‘(ﬁ Na®)ioc Nat # 0.
Argumentando recursivamente, existe sequéncia de cilindros verticais em X1, (gj )jZO ,
satisfazendo g~ jo W‘(ﬁ Na’...a" Ye Na’ # O para todo £ € N, onde a°...a!~! € B+ «.
Portanto, ;5 a’...a? N0 #0, onde a°...a € £7*. Isto implica que £ N W7 (A9) # 0.
Demonstracao do teorema 4.7:
Observamos que se a folheacao F fosse C', esse resultado seria um coroldrio do teorema
4.6. Basta olharmos para a folheacao F localmente como uma folheacao por curvas de nivel

de uma funcao que satisfaz as hipéteses do teorema 4.5. Isso significa que a projecao de AJ_

ao longo de F contem intervalo densamente em Fj,.(A9) N Hy-.

Para provarmos o resultado no caso em que a folheacio F é CY com folhas C!, precisamos

utilizar o teorema 4.5.

Sejam y € Fioe(x) N Hg-, onde z € AYNWy- e V um aberto em Hy- em torno de y. Pro-
varemos que Fi,.(AY) contem intervalo em V para qualquer g suficientemente C!—préximo
de f. Para isso, fixaremos uma vizinhanca U de x em Wy- tal que Fioo.(U) N Hy- C V e

provaremos que Fio.(AY NU) contem intervalo.

Sejam & € A9 tal que {¢g"(Z)}nez seja denso em AJ e nyg € Z tais que ¢g"°(Z) esteja

suficientemente préximo de x de modo que W2 (z) N ng_ seja exatamente um ponto, &, de

loc

A9NU. Observamos que {g~"(2) },en é denso em A9, pois & € W*(Z) e {g"(Z) bnez é denso
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em A9.

Se g estiver suficientemente C'' —préximo de f, entdo existe n; € N suficientemente grande

tal que g~ (F(2))i0c estd suficientemente C'—préximo de alguma folha de Fi$

’> passando

por int(K) de modo que valha o teorema 4.5 para g~ (F (&) )0 (e portanto, para um aberto

da folheacio ¢~ (F)joe em torno da folha g~™ (F(&))0c)-

Portanto, qualquer folha desse aberto de g=™ (F)oc intersecta W*(A9). Mas, como
qualquer folha dessas estd em W/”(¢g7"™(&)) (lembramos que & € AY), entao qualquer folha
dessas intersecta AY. Isso significa que qualquer folha de algum aberto da folheagdo Fij,. em
torno da folha Fj,.(Z) intersecta A?. Ou seja, Fioe(U N AY) contem intervalo em V, j& que

TeUe Froo(U)NHyp- CV.

Demonstracao do teorema 4.6:
Observamos que as curvas de nivel, F, de P|W:(z) em W2(x) sdo transversais a dire¢ao
estavel-fraca para todo € > 0 suficientemente pequeno. Observe que se n € N for suficiente-

mente grande, entao F := g~ " (F)ioe "W 2 (g7 (2)) é uma folheacao C' para W7 (g~ (z))
tal que suas folhas passando por A sdo transversais a E"®. Podemos proceder, portanto, da
mesma maneira que fizemos na demonstragdo do teorema 4.7 para demonstrar que F(A9)

contem intervalo e que, portanto, P(W2(x) N A9) contem intervalo.
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5 Resumo da demonstracao do teorema 4.8

Vamos provar que para qualquer k > 2, existe ferradura (g, AY) C*—préxima de (f, A) e que
tenha compacto recorrente.

Para qualquer folha estdvel e para cada p > 0, obtemos da ordem de p_d_s pecas dis-
juntas de ordem p > 0 - pegas com didmetro aproximadamente p - em cada uma dessas
folhas. Feito isso, conseguimos escolher uma fragdo positiva dessas pegas (e portanto da

ordem de p~% pecas de ordem p) de modo que todas estio em algum acavalamento - um
acavalamento é um conjunto de pegas que intersectam a mesma folha estavel forte - com pelo
menos p’@’l) pecas. Podemos ainda considerar, sem perda de generalidade - apds uma
perturbacio C*—pequena (argumento do tipo Marstrand) - que para a maioria das folhas
estaveis a projecao das pecas desses acavalamentos ao longo da folheacao estavel-forte tem
medida de Lebesgue limitada por baixo por alguma constante positiva. Definimos o candi-

dato a compacto recorrente como a projecao sobre a parede ao longo da folheacao estavel

forte dessas pegas.

Agora, criaremos uma familia de perturbagdes, { f<} ecq (Q := [~1,1]¥1), a || pardmetros
(|21] > 1), C*—pequena e adaptaremos o argumento probabilistico para essa familia de per-
turbagoes para provar que a probabilidade, em 2, de que K = K (p) seja compacto recorrente
para f< converge para 1 quando p se aproxima de 0.

Essa familia de perturbagoes sera tal que para todo (x,07) € Ky- e a € X7* de modo que
(z,07) € int (s (a)), os eventos {w € Q tais que Rg(x,07) € K_,2}, (onde K_5 é o con-
junto {(z,07) € K tais que suas vizinhancas de raio § em H estao contidas em K} sao es-
sencialmente multuamente independentes para pelo menos pfﬁ(‘zsfl) (para algum ¢ > 0) da-

quelas p_(‘zﬂ_l) pecas a’s em um mesmo acavalamento e que Po | w € €2 tal que Ry (z,07) €

Kp2> > P para cada um desses a’s, onde P > 0 estd fixado. Isso é possivel fazendo
com que cada coordenada da familia de perturbacoes corresponda a deslocar da ordem de
p e com velocidade aproximadamente constante cada bloco de uma particdo de A formada
por blocos com diametro da ordem de p%. Esses deslocamentos tém que ser independentes
para as pecas no mesmo acavalamento. Feito isso, como o operador de renormalizagao leva
cada peca dessas em uma folha, entao a pré-imagem correspondente da folha estavel-forte
de (x,07) se desloca com velocidade aproximadamente constante ao longo de toda a folha
estavel em que cai. Dessa forma, como a projecao das pegas de ordem p que se projetam no
candidato a compacto recorrente nessa folha em que o operador de renormalizagao cai tem
medida de Lebesgue limitada por baixo por uma constante positiva, entao a probabilidade

de que o operador de renormalizacio caia no interior p?>—folgado dessa projecdo - que é um
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pedago do conjunto K_,2 - ¢ maior que algum nimero positivo, P > 0.

Direcao de perturbacao do elemento h%(67, 8)

E’LL
E'u‘s
Ess
=
=
h=(6".0) — ==
= -—

T =

Figura 1: Perturbacao do argumento probabilistico

Vamos descrever o argumento probabilistico para essa familia de perturbacoes. Pela
independéncia, a probabilidade de Rg (x,0~) nao cair em K_ 2 para todas aquelas p®(ds=1)
pecas a’s em cima de (z,07) (as pecas que intersectam a folha estdvel-forte de (z,67)) é

~(p B )
menor que algo da ordem de (1 — P) .

5

Podemos decompor o conjunto K em aproximadamente p~° retdngulos de lados p* por p

de modo que se Re(z,07) € K_ 2, entdo Ry(%,0~) € int(K), para todo (Z,0~) no retangulo
correspondente dessa decomposigao contendo (x, 6~ ). Dessa forma, a probabilidade de existir
w € Q tal que para todo (z,07) € K, existe alguma peca, a, de modo que Rz () € int(K) é
maior que 1 — p~(1 — P)f(’f%@rl)). Essa probabilidade converge para 1 quando a escala
p converge para zero. Dessa forma, para a maioria dos w € ), K é compacto recorrente para

f<. Isso finaliza a demonstracao do teorema principal.

Vamos agora discutir alguns atalhos que utilizamos neste resumo. Queremos que as
perturbacdes sejam CF —pequenas (Vk > 2) e que as pecas no mesmo acavalamento se movam
de forma essencialmente independente. Para conseguirmos isso teremos que garantir que
essas pecas estejam distanciadas uma das outras da ordem de p%. Para isso, encontramos,
antes, acavalamentos com pecas de ordem p# (para algum 0 < ¢ < 1 dependendo apenas da
nao-conformalidade de df |gs) e, posteriormente, criamos acavalamentos com pegas da ordem
de p, contidas nos acavalamentos anteriores e de modo que para cada acavalamento desses

1)

. —<c(d.— . . , —<(d.—
de ordem p, conseguimos encontrar p~* (4 de suas pecas distribuidas em p~%(%—1 pecas
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disjuntas dos acavalamentos de ordem p* que j4 haviam sido construidos.

P %(s-1) pecas de g de ordem p
passando pela folha estavel-forte
espacamento

1
da ordem de p*

b o <= ;,' ~ pecas (ll‘ [ llt' ul'v[n'ln g

Leb(K3_) >0

-9
K o-

Figura 2: Acavalamentos bem espagados

Além disso, como vamos analisar o deslocamento de pecgas com respeito as folhas estével-
fortes, retiraremos de nossas consideragoes as folhas estdveis muito recorrentes - aquelas
que em um curto intervalo de tempo retornam proximas delas mesmas pelas iteradas para
frente do difeomorfismo. Observamos que eliminaremos poucas folhas. Ainda teremos outro
problema: temos que evitar - para conseguirmos a independéncia dos deslocamentos das
pegas no mesmo acavalamento - que nao teremos nos acavalamentos pegas muito recorrentes,
pois elas podem sofrer efeito duplo da perturbagao do pardmetro correspondente a ela mesma
ou sofrer efeito de perturbagbes em parametros correspondentes a outras pecas do mesmo
acavalamento. Para isso, eliminamos as pegas de ordem p cujas pré-imagens retornam por um
intervalo de tempo curto em uma vizinhanga da folha em que mora. Essas pegas formam uma

fracdo pequena das p~% pecas que estavam na folha antes de contruirmos os acavalamentos,
de modo que ainda conseguiremos construir os acavalamentos mencionados acima com essas
pegas pouco recorrentes. Observamos que podemos escolher essas pegas pouco recorrentes de
modo que ainda retornem, pela ‘renormalizacao’ em folhas que nao tinham sido eliminadas,

j& que sobraram uma proporcao positiva das folhas iniciais.

Descrevemos agora o argumento do tipo Marstrand. Este é o nome que damos aquela
primeira perturbacao que faremos. Ela nos servird para encontrarmos um difeomorfismo, g,
C* —préximo do original, f, que satisfaz a propriedade que chamaremos de tipo Marstrand:
para uma boa parte das folhas estaveis 6~ € X7, existe uma medida Vg, em Hy- suportada
na projecgao de A tal que sua derivada de Radon-Nykodin com respeito & medida de Lebesgue,
Leb, em Hy- é Lo e tém norma Lo limitada superiormente para todas essas folhas 67,

uniformemente (em particular as projegoes da ferradura sobre as paredes Hg- tém medida
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de Lebesgue nao-nula).

Para realizarmos a primeira perturbacao - argumento do tipo Marstrand - procedemos
segundo o trabalho [32]. Af os autores exibem condigbes suficientes - transversalidade e
continuidade de distorgao (esses conceitos serdo introduzidos mais adiante) - para que uma
familia a multi-pardmetros de sistema de funcoes iteradas (SFI) de contragoes com distorgoes
limitadas em um intervalo da reta tenham conjuntos invariantes com medida de Lebesgue
positiva para quase todos os multi-parametros. Criaremos uma familia a N —parametros de
perturbagoes, { fi}éE 7~, na qual variar cada coordenada desse multi-parametro corresponde
a mover, na direcao estavel-fraca, cada elemento da particao de Markov da ferradura, que

serd escolhida suficientemente fina se necessério.

Figura 3: Perturbacao que propicia a argumentagao do tipo Marstrand

Desta familia, e para cada 6~ € ¥~ criaremos uma familia a N —parametros de sistema de

- + t o, . ~ t .
fungdes, {®,_ };crv, em que cada ®,_ é um sistema de fungdes {90(9_@ }OEE* que consiste,
gexy
. ~ t . ~ . . 2
basicamente, em que cada funcéo, P(o- gy S€ja uma contragao em Hy- cuja imagem é a

projecao da peca correspondente 3 palavra @ para ft.
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Alterando um pouco os argumentos de [32] conseguiremos adaptar seu resultado para
0 1n0sso caso e concluir que para boa parte das folhas §~ € £~ e dos pardmetros t € IV,
existem medidas V;i suportadas na proje¢ao da ferradura tais que suas derivadas de Radon-
Nydodin sao Ly com normas Lo limitadas uniformemente por cima. Feito isso, escolheremos
um t € IY de modo que as normas Ly dessas derivadas de Radon-Nykodin sejam limitadas
por cima para uma boa parte das folhas #~ € ¥~. Ao f* correspondente a esse t fixado

daremos o nome de g, sob o qual iniciaremos o argumento probabilistico.
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6 Preparacgao para os argumentos do tipo Marstrand e

probabilistico

6.1 Algumas notagoes

Para cada elemento P € P fixamos uma variedade instavel local, W} _(zp), de algum ponto
de zp € P.

Definimos a distancia de duas folhas em uma mesma particdo por dist‘(Q‘,é_) =
l(W(;ﬂ’éf (zp)), onde I é o comprimento e W(;f,éf (xp) é o pedago de W (zp) que estd
entre as folhas 6~ e 6.

Observamos que a folheacdo estavel é C! de modo que podemos garantir que

10~ NWE(0)) <18~ N W _(0)) para quaisquer 6, § em XN, com §~ € N*,

Fixado ¢; > 1, definimos o conjunto das palavras finitas para tras de ordem p > 0

(podemos, também, chamar esse conjunto por blocos de ordem p de folhas) por
S7(p) ={0" € ¥ ¢0 p < diam” (07) < e1p}.

Denotaremos por ¥~ X1 := U U (0, 0) o conjunto de todas as pegas.
0-ex— QGE;_
0
Denotaremos a projegao pelo difeomorfismo g € C*° de uma pega (07, 60) € X=X * por
I (90_) 0 = Hg_ (8), onde Hg_ é a projecao ao longo da folheagao estavel forte de g sobre a

parede Hy-.

Dada uma familia a multi-parametros, { fl}7 denotaremos as pecas da folha 6~ de

e’

ordem p por Eeo‘ (p) . Estas sio as pegas de ¥*_ tais que ¢; 'p < \I(léf 0
0 '

| < ¢1p para toda
folha 6~ € ¥~ tal que §; = 6, e para todo yerl.

Dizemos que um cilindro tem ordem p - a notagao para esses cilindros serd X+ (p) - se
a intersegao dele com alguma folha estdvel (e portanto com qualquer que o intersecta) tem
ordem p.

Observamos que utilizando a mesma técnica para demonstrar o lema 9.1 do apéndice,
podemos demonstrar que dada uma ferradura (f,A) de classe C* (k > 2 ou k = o0),
ds(h(607,0)) =< ds(h9(6~,0)) para todo @ com didmetro p e qualquer g de classe C* sa-
tisfazendo |lg — f|x < p. Portanto, j& que F** é C', Ip- 9) = I(léqg) para todo v € T,
0~ € X" e € ¥~ com 0, = 0, para as duas familias de perturbacoes que faremos ao

longo da demonstracao do teorema.
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6.2 Perturbacgoes, nao recorréncias e influéncia das perturbagoes

sobre pegas e folhas nao recorrentes

Ao desenvolvermos os argumentos do tipo Marstrand e probabilistico, utilizaremos em dois
momentos os lemas que serao enunciadas nesta se¢ao. Eles dizem respeito ao efeito sobre os
movimentos das pecas quando o difeomorfismo esta sujeito a uma familia de perturbacoes.
A dificuldade é que podem haver pecas tao recorrentes de modo que os parametros que
desejamos que tenham influéncia sobre elas ndo exercam o efeito desejado sobre elas ou, ao
contrario, que os parametros que desejamos que nao tenham influéncia, exercam influéncia
sobre outras pegas. Resolveremos este problema retirando de nossas consideragoes tais pegas
(que chamaremos de - e sao - recorrentes). O mesmo ocorre para as folhas estével-fortes -
suas imprevisibilidades podem ser da mesma ordem que a dos deslocamentos desejados das
pecas. Como nosso objetivo serd deslocarmos as pegas com relagao as folheagoes estavel-
fortes, vamos precisar eliminar ou reduzir as dispersoes das folhas estdvel-fortes. Isso sera

feito eliminando-se de nossas consideragoes as folhas estaveis muito recorrentes.

Para realizarmos as perturbacoes necessarias, consideraremos que cada elemento P da
particdo P esteja escrito, via alguma parametrizacio C*, de modo que P seja a caixa [—1,1]3
e denotaremos por e(P) um vetor unitdrio de E**(xp)\{0}, onde zp é algum ponto fixado
de AN P, para todo P € P. Observamos que a partigdo de Markov para g é, sem perda de
generalidade, a mesma de f se as perturbacoes forem suficientemente pequenas. Para ver
isso, basta pegar a particao formada pelas vizinhancgas compactas dos elementos da particao,
P, original.

Sejam, fixadas constantes c; > 1 e ¢3 > 0. Definiremos, em seguida, o modelo de familia

de perturbagoes que utilizaremos em dois momentos ao longo deste trabalho. Consideramos
E7()3(d) == Up-ex-(a) Ugez%, @@, 0)
Definigao 6.1. Modelo de familia de perturbagoes

Sejam firados a > 0, @ > 0, p > 0 e uma particao, ¥, para ¥ formada por pecas, (6, 0),
de X7 (a)X(&). Dizemos que uma familia de perturbagoes - { f1},er, onde I' := [—1, 1]i - €
do tipo (i,a,d,p) se para cada 7y := (vg)gei,

fi(w) = (id + 74 Xa) © f(2), sex € [~ (h(a)),
onde X4 (z) = ezpx(T(x))e(P(x)) e P(x) € o elemento da particio P que possui x, T é

uma transformagdo afim de h(a) em [—1,1]% e x é uma fungdo C* que satisfaz

1, se|lz|]| < c2

0, se ||z|| > c3
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Observagao 6.2. Assumindo-se 0 < ¢ < 1, se a e & forem escolhidos da ordem de p¥,
entdo esse tipo de perturbacdo é C*~1—pequena desde que a escala p > 0 seja escolhida

suficientemente pequena, pois

o7

Xl < =—
“l = 86i1...eij

X(T(a:))plf% € pequeno para todo j < k.

H >
aeil ...eij

A definigdo a seguir nos servird para controlar a dispersdo dos deslocamentos das pecas
que desejamos perturbar e as interferéncias exercidas sobre as pegas que nao desejamos per-
turbar. Ela sera 1til tanto no argumento do tipo Marstrand quanto no probabilistico. Nos
dois casos, ela impedira que perturbacoes em pecas de uma folha influenciem, consideravel-
mente, nas outras pegas da mesma folha e que haja influéncia duplicada nelas mesmas, ja
que ela significa que as iteradas para tras, pelo difeomorfismo, da peca (6~,6) néo retor-
narao préximas a folha 6~ por um tempo suficientemente grande para que as influéncias
(secundérias) devidas as perturbagoes propagadas por tdo longo tempo nessa pega sejam

pequenas.

Definigao 6.3. Palavra (o, B)—ndo recorrente
Dizemos que uma palavra 0 € 295 (8) € (o, B)—ndo-recorrente na folha 0~ se qualquer
palavra final, 8~ de 08—, em X7 («), ndo aparece em 0~ 0 € ¥™* novamente.

Denotamos esse conjunto de palavras ndo recorrentes na folha 6~ por E?oc,ﬁ)ﬁ‘ ouX(q,8),6- (B)

Ao fazermos passar pelo difeomorfismo original, f, uma familia de perturbagoes, podemos
eventualmente fazer a folheagao estavel-forte variar. Nao desejamos que ela varie muito em
qualquer lugar, pois estaremos interessados nos deslocamentos das pecas relativamente a

folheagao estavel-forte. Resolveremos este problema em breve.

A proposigao a seguir, 6.4, estabelece qual é o efeito das perturbagdes sobre o desloca-
mento das pecas que estao nas iteradas para frente dos blocos perturbadas. Observamos que
as pegas pouco recorrentes apresentarao deslocamentos previsiveis - essencialmente da ordem
do tamanho da perturbacao da familia de perturbacoes se elas demorarem pouco tempo para
chegar, mediante iterados para tras, na peca que esta sendo perturbada, caso contrario, elas
se deslocarao, no mdximo, por uma fracao pequena do tamanho das perturbagoes (afirmamos
ainda que suas fronteiras se permanecerao iméveis caso esse tempo seja tao longo de modo
que as pecas virem folhas e durante este percurso nao tenham caido dentro da pecas que

estao sendo perturbadas). As pecas pouco recorrentes sao, portanto, previsiveis.

Precisamos definir os extremos das pecas com relacao a folheacao estével-forte para enun-

ciarmos a préxima proposigao. Denotaremos por 92(6~, 8) qualquer ponto ‘extremo esquerdo
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ou direito’ de hZ(6~,8) com respeito a F2L.

Definimos X = Xl),0- N 2o~ (B).

(c,3),0

Lema 6.4. Controle da dispersdo da velocidade do deslocamento das pecas
Ezistem X\ e \ satisfazendo 0 < A < AN<1eé >0 tais que para todo L € N e ¢5 > 1,
existem 0 < kK <1, Bp >0 ey >0 tais que se 0 < a < ap, 0 < a < ay e < B < Py, entdo

para qualquer familia de perturbacdes, {fl}ler‘, do tipo (27 Koy ay p)

(a) Se (0—,0) € ¥~ x ZZ‘Q )0 entdo para qualquer 0 € (0~,0), 07(0) cai em um mesmo

elemento, a, da particdao ¥, no mdzimo, uma vez para todos 0s 0 < j < 6.

(b) Se (6—,0) € ¥~ x Xla5).0- € tal que 0i(0~,0) Cac X com0<j<L, entio

. 9 .0 -
esca(10) M ezp < WH%, (02(607,0)) (%) < éscaca(v°) N esp, para todo 1° €T,
a

onde c5 = égl ecy < 04(10)

(c) Se (6—,0) € ¥~ x Elap),0- € tal que o' (0=,8) C a € X para todo 0 < i < j, onde

L+1<j<|0)—1, entao

0 ~ .
ai Hg, (02(607,0)) (v°)] < ésca(r°)NM esp, para todo 1° €T,

Lee, < 04(10)

onde c5 = C5
(d) Se (67,0) € X7 x X, gy.0- € tal que 0'(#~,0) C a € X para todo 0 < i < |6], entdo

0
81'[1

5y, o (31(9_,@) (10) =0, para todo 10 €T, ondecs = égl
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Demonstragao:

Vamos demonstrar a parte (a). Seja 0 < & < 1 tal que 0?(8~,8) é (ka, 3;)—nao recorrente
para todo 1 < i < L, onde f3; é tal que o?(8) € %y, ().

Suponha que 6 esta em um bloco, a, da particao Y. Para mostrar que 07 (6) nao volta em
a para 1 < j < |f], basta observar que a definigdo de palavra («, 8)—néo recorrente implica
que se 6 estd em um elemento, a, da particio 3, entdo, para todo 1 < j < 6], 07 (0) esta,
pelo menos, a—longe da folha 67, que intercepta a ja que § € a. Como o bloco a esta contido
em um bloco de folhas de ordem a que contem a folha 6~ (j4 que ka < ), entdo o7 () nao
volta nesse bloco no intervalo de tempo 1 < 5 < |4|.

Agora, suponha que o*() est4 em um elemento, a, da parti¢do ) para algum 1 <7 < L.
Para demonstrar que o7 (f) ndo volta em a para qualquer i < j < L, basta observar que
pela escolha de , o*(0(#)) ndo volta em um bloco da ordem de ka em torno de folha que
contem ¢*(#) e que corta a para qualquer 1 < k < |§] — i. Isso significa que o*(c?(6)) nio

volta em g para qualquer 1 < k < |0] — i.

Agora vamos demonstrar a parte (b). Demonstraremos que se (0—,0) € ¥~ X Xl0.8).0-

212 (0207,0)) ()

é tal que (7,0) Ca € Y, entdo cscacsp <
a’Yg

e observamos que oS

outros casos sao andlogos.

, 0]
Basta provar que se § € (67,6), entdo cscaczp < ‘85' (HW o h”(&)) ()|, se By for
Ya -

09—

escolhido suficientemente pequeno, onde c5 < 0,5 < 1. Isso é suficiente porque dado ¢ > 0,
2115 (a)

0va 60—
AR § A
Thngf(y)‘
suficientemente pequenos.
/ 0 °
Vamos provar que cscqaczp < ‘8 (Hg o M(G)) (")
Ya -

0

IT,_ (p2). Temos que provar que

—€

< e, se x e y estdo em uma mesma peca de XF _ e ag e [y forem
’ (,),0

ws

. Sejam pY := hX(0) e p2V° =

(0] ’
WS
X > C5C4C3P-

07,
B 0
Sejam p%n = (fO)""(p2) e p%n = H%_el” (pl_n) Pela invaridncia da decomposigdo do

fibrado tangente, T\M = E3° @ EY° @ E},
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(9 8 'yo 0 0
—pt ’ (H o fL (p= )
’ 8’7@ a’Yg 6—6, ( 1)
|o]—1 k
0 A%ws 0 v ¥
+ Py —— | I~ T (p=;)
’; 8’)/7 +1 i) Ows ( ee*a\j ’
]
0 v ,ws o} ~0 0, v
+ ' — | II_ T (pz
8’yap‘9| - aws < 09_6 (p ])
0 ( ~° 0, 5 )
o (M ot
]
5 'yo ws 5‘ fyo (0] 'yO - . .
+—p7 — (I o f2 (p—. ela nao recorréncia (ver item (a)).
rorn s (5 or'6?))| v (ver item ()
a ’yo ws |Q‘ 3 'yo 0 'yO
> ¢ — | =p — (II_ X (p=.) |,
2 C4C3p 3’@%' 31;[1 Dws ( 0, of (Pﬂ)
se ay for escolhido suficientemente pequeno, para alguma constante ¢4 > 0
1-— Cs . .
> cyuc3p—cy c3p, se Py for escolhido suficientemente pequeno

> cyc5e3p, para algum 0/5 em (cs,1).

A parte (¢) tem demonstragdo andloga. Para demonstrar a parte (d) basta observar que
07(67,8) C a para todo 0 < j < |6 j& que é nio recorrente e (§~,0) C a. Portanto, a borda
de 07(6,6) ndo estd contida em a para todo j > 0.

n

A defini¢ao a seguir nos servird para controlar as dispersoes das velocidades das folhas
estavel-fortes ao perturbarmos o difeomorfismo original pelas familias de perturbagoes. Exi-
giremos, para que possamos controlar essas dispersoes, que as folhas estdveis com as quais
trabalharemos sejam pouco recorrentes, ou seja, que retornem proximo delas mesmas, me-
diante iterados para frente, apenas depois de um tempo determinado (a proximidade e este
tempo determinado especificardo o quio nao recorrente essas folhas serdo.) Mais para frente
- no argumento probabilistico - serd conveninente trabalhar com folhas nunca recorrentes
(folhas que nunca voltam perto delas mesmas, sendo que a nogdo de proximidade, neste
caso, serd dada por quao perto delas mesmas elas nunca voltam). A ideia é que a folheagao

estavel-forte nas folhas pouco recorrentes se move pouco.
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Definicao 6.5. Folha («, 8)—ndo-recorrente
Dizemos que uma folha, 0= € ¥~ € («, B)—ndo recorrente se qualquer palavra finita final,
07, de = em X (a) ndo se repete em qualquer subpalavra finita final de ordem 8 em 6~.

Denotamos esse conjunto de folhas por E(_a )

Denotaremos por 2(_(1#,) (p) o conjunto do bloco de folhas de E(_a’ﬁ) de ordem p.

A proposicao a seguir controla a dispersao da folheagao estavel-forte enquanto se perturba
o difeomorfismo ao longo da familia de perturbacgoes fixada. Para isso é preciso saber como
sao as iteradas para frente das folhas estdveis em que as folhas estavel-fortes que queremos
controlar moram ja que a folheacao estdvel-forte depende de iterados para frente das folhas
estaveis que as contem. Queremos, portanto, que as folhas estaveis que contém aquelas fo-
lhas estavel-fortes sejam suficientemente nao-recorrentes para conseguirmos controlar o erro
daquelas folhas estavel-fortes quando perturbamos parametros associados a pecas que inter-
sectam a folha estdvel. Observamos que esses parametros (e alguns outros que intersectam
poucos iterados para tras da folha estével) fardo as pecas néo recorrentes se movimentarem
previsivelmente e com que a parte da folheagao estéavel-forte contida naquela folha estavel
nao se mova muito. Assim, conseguiremos controlar o deslocamento das pecas com respeito

a folheagao estavel-forte.

Lema 6.6. Controle da dispersdo da folheacdo estdvel forte
Para todo cg > 0, existe By > 0 tal que para qualquer familia de perturbacdes do tipo

(f], a, @, p) e qualquer folha estdvel (o, B)—ndo recorrente, 0~ € Y5 com B < Po, entao

) (2)7
0— (Z)l < Cgp,
para todo z € Wy-, v €T ey € Wy~ , onde T'y- , sao parametros ¥ tais que os valores das

coordenadas correspondentes as pecas que nao intersectam Wy- estdao fizadas nos valores das

coordenadas correspondentes de 7.

Demonstracgao:

Seja n € N tal que (¢™(67),07|,,) seja da ordem de . Como a folheacao estével-forte
varia de maneira C'' com os parametros, entao distcr (F2°(f™(2)), F2%°(f"(z)) < Cply—7|
para algum C > 0. Além disso, quaisquer subvariedades, S e S, passando por um mesmo
ponto e transversais a E2"* satisfazem distci(S,S) < Adistoi (f2(S), f2(S)) para algum
0 < A < 1, ja que a diregao estavel-fraca contrai com menos forca que a estavel-forte.

Portanto, ja que f¥|(,i(9-),0-1,) = f2(07(6-),0-|;) Para todo 0 < j < n, visto que - €
2;7 5 €7 €7 sao os parametros cujas coordenadas se diferenciam apenas naquelas correspon-

dentes aos blocos que intersectam a folha 67, entdo distcr (F2%(z), F2*%(2)) < Cply — 7| A"
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Logo, se B > 0 for escolhido suficientemente pequeno, entao n vai ser suficientemente
grande de modo que distcr (F2°(z), F1*%(2)) < cgply — 7.
Isso implica que
lim  sup

e00<|y—7|<e |1
VAYEW,—

M ()~ 13- (2)
— < cgp-

=1

Como a folheacdo estavel-forte ¢ C' ao longo dos pardmetros, entdo

() e < con

7 Argumento do tipo Marstrand

Enunciaremos a propriedade do tipo Marstrand que satisfaz uma familia de perturbacoes a
N parametros para o difeomorfismo f. Para isso, vamos introduzir algumas notagoes.

Fixado A > 0, consideraremos os conjuntos E(AAQ) e Z’(kA_’AQ)_re,, denotados, de agora em
diante, por X e ¥% ,_.

Fixada uma medida, p, em ¥, definimos a medida, u~ em X~ por
p(X) == p (0 € X tais que h(9) € h(X))

para qualquer boreliano, X, de X~

Definimos a medida, Jtg-» em Eag por
po-(X) = p (é € X tais que h(0) € h(X)) .

0

Precisaremos também da medida, Vg,, em Hpy- definida por

-1
ZJA,e—)

Dada uma ferradura (f,A) satisfazendo a propriedade B, existem uma particio P :=

Ug, ‘= lg- O (hg ) Hg7

Proposigao 7.1.

{P,, ..., Py} suficientemente fina, uma familia C*— continua de difeomorfismos a N pardametros,
{fi};eﬂ‘“ uma medida de probabilidade invariante, p, em X, ¢z > 1, Ki>0,6>0 ¢ uma
bola aberta de raio § em torno de 0, Bs C IV, tais que

(i) fo=f

(i) c5 ' pts < pu(0) < crp®s, para todo cilindro, 6 € X1 (p), de ordem p.

(i1i) Para Lebesgue quase todo t € Bs e toda folha 0~ € X7, 1/5_ < Leb e

La (0)

2

3
dl/e_

dLeb

dt < Rl.
Lo
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Em particular, como consequéncia desta proposicao, ja obtemos um resultado do tipo
Marstrand - o resultado que procuramos é mais forte, e para isso precisaremos dos argumentos
probabilistico e do critério do compacto recorrente. Para podermos adaptar essas duas

técnicas estaremos interessados no seguinte resultado que é consequéncia da proposigao 7.1.

Proposigao 7.2. Propriedade do tipo Marstrand
Para todo € > 0, existe um parametro t € IV, uma constante K, > 0 e um subconjunto
g de Xy com p~ (X\E5) < % tais que para todo 0~ € Xy, 5,

2

dl/g, %
dLeb| ="
Lo
Demonstracgao:
- dv, Sy 7 .
Pela proposicao 7.1, dtdp~(67) < K. Portanto, existe alguma cons-
©- JBs(0) dLeb
- Lo
.12
V,_
tante K3 > 0 tal que dLG ; < K, para algum t € B;s(0) e para todo §~ € ¥}, 5, onde
e
Lo

Sy C U5 e satisfaz n(X3\Ey,5) < %
L]
Pode-se encontrar em [32] uma definicdo de sistema de funcgoes iteradas (SFI), a
dizer: é uma colegdo de fungoes, ® := {¢1,...,px} , de um intervalo fechado I da reta

nele mesmo. Observa-se que ¢;(I) e ¢;(I) podem se sobrepor. L& mesmo observa-se que
k

sob certas circunstancias existe um unico conjunto invariante Ip de & (Ip = U v;(Is)),
j=1
compacto e nao-vazio.
Além disso, prova-se, naquele trabalho, que ao considerar-se familias a varios parametros
de SFI's, {®1} cr := {@%7...,@%}7€P7 satisfazendo alguma restricdo relativa a geometria
fractal de ® (dentre outras), entdo quase todos SFI's desta familia exibem conjuntos in-

variantes com medida de Lebesgue positiva. Um problema interessante enunciado naquele

trabalho segue transcrito (com tradugao nossa) abaixo.

Problema 7.3. “E wm problema aberto o fato de o conjunto limite ser um conjunto de

cantor gordo ou este conter, necessariamente, intervalos.”

Pensamos que a solugao deste problema segue - assim como fazemos neste trabalho - de
adaptagoes de teoremas do tipo Marstrand, critério do compacto recorrente e argumento
probabilistico. Outro problema interessante que pode estar relacionado a extensao dos re-

sultados deste trabalho para dimensao superior a trés é o seguinte.

Problema 7.4. Descrever, tipicamente, as propriedades métricas e topoldgicas das projecoes

dos conjuntos invariantes de SFI’s em dimensoes ambiente superiores a 1.
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Figura 4: Sistema de fungoes iteradas (SFI)

Um SFI pode ser visto como as projecoes ao longo da folheagao estavel forte de um SFI
em dimensao 2. Essa maneira de ver um SFI serd 1til ao resultado desejado guardado o fato
de nao termos neste trabalho um SFI de dimens&o 2 - mas sim um sistema de fungées (SF),
ndo necessariamente iteradas, infinito. A proje¢do de A ao longo da folheagdo estdvel-forte

pode ser interpretada como um SF a ser definido mais pela frente.

NNV

Figura 5: Um SFI de dimensao 2 que poderia ser representado pelo SFI de dimensao 1 da figura

anterior

Para demonstrar a propriedade do tipo Marstrand, construiremos uma familia a varios
parametros de perturbacoes onde cada parametro refere-se ao deslocamento de, essencial-
mente, um elemento da particao de Markov suficientemente fina transversalmente a folheagao
estavel-forte e a folheacao instavel. Assim, cairemos em um problema similar ao resolvido por
[32] e, dessa forma, nos restringiremos, basicamente, a adaptar a demonstragdo do Teorema
3.1 de [32] para obtermos a propriedade do tipo Marstrand para alguma perturbagéo de f
- como consequéncia, por curiosidade, obteremos o fato de que a projecao de uma ferradura

restrita a uma folha estédvel contem subconjunto com medida de Lebesgue positiva.
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Tendo em vista que foram necessdrias algumas alteragoes nos argumentos de [32], talvez
seja razoavel estender os seus resultados para SF’s satisfazendo algumas restrigoes mais fracas

do que serem sistemas de fungoes iteradas.

7.1 Demonstracao da proposicao 7.1

7.1.1 Preparacao

Construiremos, seguindo o modelo da definicdo 6.1, uma familia C*—continua de difeomor-
fismos a N pardmetros - { fz}ze v, onde I é um intervalo da reta - de modo que ao variarmos
a 1—ésima coordenada da familia de difeomorfismos, deslocaremos a imagem da componente,
P;, da particao, P, transversalmente a £°° @ E*.

Seguindo a notacao de 6.1, faremos uma perturbagdo do tipo (P,A,A,A), onde A >
0 sera escolhido suficientemente pequeno de modo que essa familia de perturbacoes seja
C*—pequena.

Vale observar que ffé C*, que essa é uma familia C*—continua e que ||f — fi| o+ pode
ser feito suficientemente pequeno para todo t € IV, bastando, para isso, escolher A > 0
suficientemente pequeno.

Seja X4~ os elementos de X iniciando com algum elemento de 2 o-- Para cada
0~ € ¥ e para cada f em 2270_7 definimos a familia de sistema de fungoes, ®4-, de
modo que $y- seja composta por familias de funcoes representando, cada familia, a projegao
de uma peca § € X7 ;- sobre Hy- (identificado com Z = [-1,1]) ao longo da folheagao

estdvel forte para ft.

Definigao 7.5. Sistema de funcgées
Fizados 0~ € ¥, a familia de sistema de funcées, ®g—, é Py- = {@(9—7g)}gezz o
onde cada familia de fungoes, @ - gy = {(p%a_ 0)} é composta pelas funcoes definidas
h =) teIN
por:
t

Se 0 := (01,02,...,0,) € X% ,—, entdo Plo-p) [-1,1] = [-1,1] € a transformagao afim,

crescente, que leva [—1,1] em Hg_ @).

Esse nao é um sistema de fungoes iteradas, como em [32], por isso serd refeita a demons-
tragdo do teorema 3.2 (ii) de [32], com algumas modificagoes.

Na préxima segao - segao 7.1.2 - serao garantidas algumas condigoes - continuidade e
limitacao da distorgao e transversalidade - para a familia de perturbagoes referente ao teo-
rema 3.2 (i) de [32]. Essas condigoes serdo utilizadas na demonstragido da proposi¢ao 7.1.

Precisamente, nos referimos as proposigoes 7.7, 7.9 e 7.14.
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We-

(6-0)

{_ 1, 1]

o (111

Em seguida, na segdo 7.1.3, escreveremos a demonstragdo do teorema 3.2 (ii) de [32],

levando em conta as devidas alteragoes.

7.1.2 Hipdteses do teorema 3.2 (ii) de [32]

Em [32], utiliza-se o conceito de continuidade de distor¢ao. Eles utilizam isso para transferir
a informacao fractal do SFI original para os seus vizinhos na familia de perturbagao do SFI.
Observamos que cpig_ nao tem distorgdo (em particular, tem distorgao limitada) de modo
que o termo ‘continuidade da distorcao’ perde seu sentido. Mas a nogao a que o termo se
refere significa que, além de as distorgoes variarem continuamente, as taxas de contragoes
dos SFI’s também variam continuamente - nossa familia de sistema de fungoes satisfaz essa
propriedade. Apesar de o termo parecer vazio para o nosso caso, continuaremos utilizando

essa expressao para seguir o trabalho dos autores de [32] mais de perto.

Definigao 7.6. Continuidade da distor¢do
As familias a N pardmetros de sistema de funcoes (SF), {®g- }9_622, tém distor¢ao
continua uniforme se para todo n > 0, existe § > 0 tal que para todo 0~ € ¥, e t' t? € v

com [t! —t2| < 4, entdo, para todo 0 € o

[cea)]

- 18 In < e 18 In

H 90(9 9)

A continuidade da distorgao segue do fato de 30%9, p) Ser linear, de f ser C! e de F*° ser

C' e variar de maneira Lipschitz com t €V .
Proposigao 7.7. {@}9,62; satisfaz a propriedade de distor¢ao continua uniformemente.

A préxima condicao - de transversalidade - garante, tipicamente, em termos de medida
de Lebesgue em IV, que as pecas da construcio do Cantor estével (intersecdo da ferradura

com variedades estaveis locais) ndo se acumulam excessivamente ao longo da diregao estével
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forte por muito tempo ao variarmos o multiparametro ¢t € I'V. Isto é ttil para obtermos
uma cota inferior para a medida de Lebesgue da projecao da ferradura estavel ao longo
da folheacao estavel forte para a maioria dos pardametros da familia de perturbacao. Para
garantirmos a condigao de transversalidade precisamos que as pegas que definem os Cantors
estaveis se movem umas com respeito a outras com velocidades limitadas por baixo enquanto
t varia. E por isso que nos restringimos a folhas de ¥, e pecas de 2279_ - elas apresentam
comportamento previsivel.

Vamos introduzir a seguinte notagao de [32] para facilitar a exposicao:

(s @} = (Ve g (1),

para todo 6 = (0~,01) € X.

Definigao 7.8. Condicdo de transversalidade
{@97}9_622 satisfazem a condicao de transversalidade uniformemente se existe uma

constante C' > 0, tal que para todo 0~ € ¥ e para todo 0, T € X4 g- com 01 # 11, entdo

Leb {ﬁ eIV, |ﬂ'§, 0) — ﬂé, (n) | < 7“} < Cr, para todo r > 0.

Proposigao 7.9. Condicao de transversalidade
Se A > 0 for escolhido suficientemente pequeno, entio {®g- }9,GEZ satisfaz a condicdo

de transversalidade uniformemente.

Demonstragao:

Sejam 0~ € Xy e e T em X4 9- com 6y # 71. De acordo com os lemas 6.4 e 6.6, existe
t t
d(my_(0) — my_ (7))
dte,
suficientemente pequeno (basta escolher A de modo que A < ag e A% < 3y dados pelo lema

> cgA, se A > 0 for

constante cg > 0 tal que para todo t € [—1,1]V,

6.4 para as constantes 1 > c¢5; > 0 escolhida suficientemente préxima de 1 de modo que
C5 > 65)\)
Assim, {ﬁ eIv,; |7r§, (9) — 773, (r) | < r} é o produto de IV ~! por intervalos .J,’s satis-

fazendo Leb(J,) < Cr. Portanto, Leb{t € I; |x}_(0) —7,_(7) | <r} < Cr. "

Usaremos, agora, para garantir a existéncia da medida, u, enunciada na proposicao 7.1
um teorema que pode ser encontrado em [6].

Seja X 5 ={0 € X% ;16| = n}.
Teorema 7.10. Existéncia de estado de Gibbs [6]
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Sejam (0,%) topologicamente misturador e ¥ : X — R wum potencial hélder continuo.
Entao, existe uma dnica medida de probabilidade Borel, j, o—invariante em % satisfazendo
a condi¢do de Gibbs, a saber: existem constantes positivas dp > 0 e do > 0, tais que

5 < 140;0; = 7; para todo i € [1,m]}
1

< <dy para todoT € X7 em > 1,
exp (=P(y)m + Sy (v,7)) ’

onde P(6) = ngnoollog<z exp< sup {Smw)})) S (16,0) = 1, $(0*(6)).
m pexm GGE;Q\m:Q

Consideraremos, ao longo da argumentacao do tipo Marstrand, o seguinte potencial

Holder continuo para o subshift o : ¥ — ¥ dado por ¢ : ¥ — R, onde

$(0) := dslog (|A“*(h% 0 0)(8)|).

Lema 7.11.
Existe constante cg > 1 tal que para todo 6§~ € ¥ e 0 € X7 ,_, vale
Dy(V
gt W <o,
I(eo-.0)) |
Demonstragao:

Lembramos que pela observacao do apéndice, existe constante positiva 0 < K <1 tal
que para todo = € A N Vy, diam(W _(z) N Vy) > KDy (Vp).

Em particular, Dg(Vp) > diam(Wg,, N Vp) > KDy(Vp).

Pelo teorema do valor médio, pelo fato de ¢y g) ser linear e de diam (@ (- g)([—1,1]))

diferenciar-se de diam(Wy- N V) por uma constante multiplicativa independente de 6, con-
S diam(Wy- NV, . N
clufimos que K~ ! < (—GIQ) < K para alguma constante K > 1.
(eeo-0))l
D,(V)

H(QD(gag)E'H
Basta escolher, ¢y := K1 K.

Portanto, Kt < < K 'K.

1 _
Lema 7.12. P(¢) = lim —logWy(ds), onde W (d) = > Dy(Ve)“.
gexm

Demonstracgao:
Para qualquer conjunto © contendo exatamente um simbolo de X~ terminando com cada
i€ {1,...,N}, vale:
Wa(dy) = Y Dy(V)*
fexn

= ST (s )'l1%, pelo lema 7.11,

(6—.,0)e0%”
%

onde Y = X" N3 e O = Up-co Ugeg% (07,0).
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Por outro lado, dado que ¢(6) := d;log (|A\**(h% 0 ¢)(6)]), temos

d.
Sm(9:0) _ (HZL |)\ws(h000i)(9)’>

ds
’

= |l(ew-01)
pela distor¢ao limitada das derivadas de f nas diregdes transversais & estdvel-forte (ver

apéndice).
Assim, para qualquer § € Zg;;, exp (0;13”?_9{5171(9)}) = H(‘P(07,0|m))/Hdis-
Agora,
> exp| sup {Sn(9)}> = DR (-
gesm 0:01101=¢ (6~ 9)cO%™
= Wy,(dy).

1 -
Dessa forma, P(¢) = lim — log W, (d;).
n— n

Lema 7.13. P(¢) = 0.

Demonstragao:

Como d, é dimensao superior estavel de A, vale Z DS(VQ)/\" =1 para todon > 0, e
gexn
portanto, W, (d,) < 1 para todo n > 0. Isso implica que P(¢) = 0.

Lema 7.14.
Ezxiste constante cig > 1 e uma medida de probabilidade, borel, p, c—invariante em 3,

tal que para toda folha 0~ € ¥ e € % ,_,
1 lu@; (Q)

g < ——————
7 (g o)) 1%

< c10-
Demonstragao:
Pelo teorema 7.10 e pelo lema 7.13, existe medida de probabilidade, u, que satisfaz a

conclusao desejada, visto que,

exp (~P(@)m + Y 6(0*(2))) = exp (—P(@)m). (- o) 1" = p0-0)) I
k=1

[
Como consequéncia deste lema, podemos enunciar o resultado a seguir, que também nos
serd util no argumento do compacto recorrente quando tivermos a necessidade de contar as

pecas em uma folha.

Lema 7.15.
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Se c1 > 0 for escolhido suficientemente grande, existe constante c11 > 1 tal que para toda

folha 60— € X, el € 2279_ de ordem p,

-1
611 < 0_ < C11.-

Demonstracao:
Basta observar que se ¢; > 0 for suficientemente grande, isso significa que se 8 € ¥y-(p),
entdo ds(0~,0) =< p para qualquer 6~ € ¥~ tal que § € ¥, . Logo, w() =< ds(O*,Q)JS = pCZS.
0

7.1.3 Fim da Demonstracao - Uma versao do teorema de Simon-Solomyak-

Urbanski

Lema 7.16. Ezistem constantes 6 > 0 e K3 > 0, tais que para todo 0~ € 37,

X = / / Q(Vﬁ,@)dﬂé, (z)dt < K3,
Bs(0) JIit_ (2, ,-)
t

L (g —r 3+
onde Q(Vg,gr) = lim iélf vy (@ 2T z+r)
r— 'S

bola, em IV, centrada em 0, de Taio 6.

¢ a densidade inferior de vt em z e Bs(0) € a

Agora, podemos demonstrar a proposicao 7.1.
Demonstracao da proposicao 7.1:

Pelo lema 7.16, / Q(ug, ) x)du(fj, < oo para quase todo t € Bs(0).

It _ (Sa0-

Portanto, pelo Teorema 2.12 (1) de [14], para quase todo ¢ € B;(0), a densidade de v/t

)
t
v, (B, (x
D(u:;, ,x) 1= lTngl % existe para Lebesgue quase todo ponto x de Hg, (EAﬂf).

t

/ . t 7 . . dl/g—
Além disso, pelo Teorema 2.12 (2), D(v,_,.) é a derivada de Radon-Nykodin dLeb(')

para Lebesgue quase todo ponto z de H%_ (Sa0-)

Portanto,
dl/é 2dL b(x) = Dt dl/é Leb
/Z_ (ZA,Q*) dLeb(x) € (:E) - /;_ (EA,ei) (Vg—vx) dLeb(x) e (as)
= / Q(Vé,,x)dl/£7 (x)
o (Za0-)

Ou seja,
/ / dVg’()QdLb( )it < K3 =: K

x eb(x)at 3 =: K
Bs(0) Jt_ (s, ,)ldLeb

Demonstracao do lema 7.16:
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Vamos seguir as linhas, com as devidas alterages, da demonstragao do teorema 3.2 (ii)
de [32].

t

vy, (x—r,x+r

5 )it
2r

Pelo Lema de Fatou, X < liminf / /
B;5(0)

r—0

Agora,
t t t
v, (By(x))dv;_(x) = / / ity 0)du,— (0)dv;_ (x
Lo @@= [ [ e 0 0O 05 @
0 , 0 A,0 A0

:/ / Xr(0, 7)dpg - (0)dg (7),

Ype-VE

A, 60—
onde x4(.) denota a fungdo caracteristica de A e

t —
xr(0,7) = X{(Q’T)EZA,G* XX 40— |7T§_ (9)*7%_ (7) \ST}(G’T)'

Logo, pelo teorema de Fubini,

X, = / / / Lo, d,ue (0)dpy- (T)dt
Bs(to) /24 g= /X, o- ’

Xe (0, T)didﬂeg (e)dﬂe(j ()

La0- VE4 0 Bs(to)

Leb{t € Bs(to); |71'0 6) — Wé, (r) | < r}d,ugg (G)dueg (7).

A0~

=

a0- V%

Agora, consideramos a seguinte particdo de X4 g- X X4 g-:

Ap = {(977) € Xap- X Xae-iblip =7lig =B e Ojp 1 # Twm}-

Entao,
=3 ¥ / / Leb{t € Bs(0); |5 (6) = & (v) | < r}dyug. (6)dug. (7)
n>0pexn
Agora, fixado n > 0,
e (0) = () = T |ty ) (1) =y (1)

I ¢ ot ¢
= iﬂ%‘%amn)(‘owmn,a"(e\i))<1)) 90(6779\”)(Qp<efe|n,an(r|i>>(1)))

@%9‘70%)(7%‘9&(an(o))) - ¢%9—,9|n)(”§—9|n(Un(T)))'
‘(@%97’9‘“)/(0) W§—9|n(0n(9>) - Wéfeln(an(r))

para algum c € [—1, 1], pelo teorema do valor médio.

)

Portanto, pela linearidade de go%a, 0l,)

75 0) =5 (7) | 2 [y ) 75y, (07(8)) = 5.y (0" (7)) |, para todo 0~ € 5.

Logo,
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< X 3 [ B @

n>05€239_

-3 //A (0.7 bty (0)dpy (7).

onde iT(G,T) = Leb{t € Bs(0); [|(¢F Plo-60n) ) I \We,eln( o™ (9)) —7'(%,0‘"(0'”(7')) | <7}

e L (0,7):= Leb{te Bs(0); 175, (0" (0) =75, (" (7)) | < |(99|))}

Agora, vamos usar a continuidade da distor¢ao para transferir a propriedade fracatal de
Y para ot para t préximos de 0.
Seja € > 0 tal que ey < dy — 1. Pela continuidade da distorciao, para qualquer n > 0

existe uma constante § > 0 tal que se t satisfaz |t | <6,

O

2 t «
[ gV 108 < (e e Pty Y[+
< (el |’7)(1+€TO)A%|9|"|||(@%0, 0|n))/”’ para algum 0 < A < 1.

Entdo, ao escolhermos 1 > 0 tal que (1 + )y + ¢ log()\) = 0,

(e 101n 1) ()05 log () | (ot

@
||(90(9—,9\n))/||(pr +) < s0(9—,9\11)),”

= H((P%efﬂ"))/”‘

Denotando L, (0, 7) := Leb{t € B;(0); |7T§_0|n(0'n(0)) - Wé‘ﬁ’\n( () | < T _ }
||(90(9 Oln) || 4

e escolhido tal n > 0, existe § > 0, tal que

< 3% / / (0.7 (0)dpy (7)
n>08€x
<y oy e 0o )
n0 B B (0- 9|)

pela condicao de transversalidade.

Agora, pelo lema 7.14, [[(¢(s- 01, | > c1o 1(6]n).

Enta L < (e7 (0 -2
M oy E = (o)

Agora, como dy > 1 e ¢y < dy — 1, entéo

1+%<1+d34*1_1+1 L 1,1 1, 1,8 1,3,

ds ds  ds 4 4dy, 4 “dy, 4d,’ 4 4d, 4 4
€0

Portanto, existe um ndimero z > 0 tal que —%+ < 1 — z.

Logo,
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1 1
o < -
10— o101+ % (o u(B]n))1 e

1
= 7cf1 0].))"
<c101u1<9|n>>( o #(8ln))

< P — (Clo)\n)x
(0101M(9| )
= c 1)\77'7' #
10 1(0]n)
Portanto,
X = liminf &
r—0 r

J fA Crcgfal)‘mmdﬂeg (Q)dﬂeo— (1)

8
SDND o
n>0ﬁ€2" B
1
= clo Z)‘nm Z ———Hg- X pig— (B x B)
2 n>0 pesy ,_ 'u9_(ﬁ) ’ ’
= ST Y
n>0 pezn
S 7010 . Z AT = Kg < 00.
n>0
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8 Argumento probabilistico

8.1 Familia de perturbacoes

A partir de agora fixaremos um N —parametro, ¢, dado pela proposicao 7.2 e trabalharemos
com ft. Consideraremos, sem perda de generalidade, que ft = f. Nesta secdo, criaremos uma
nova familia de perturbagoes sobre f.

Seja ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo a garantir que as pecas de ordem p# estejam
distantes uma das outras da ordem de p%. Esse relaxamento é devido a falta de conformali-
dade de df|gs, medida por c.

A familia de perturbacoes utilizada nesta segunda perturbacio, referente ao argumento
probabilistico, serd feita sob a familia 2 := [~1, 1]** onde suas coordenadas estdo indexadas
por blocos (iterados avancados da partigdo de Markov fixada) que formam uma parti¢ao
de ¥. Esses blocos tem didmetro da ordem de p% (distancia entre suas folhas da ordem de
p% e com pecas da ordem de p#). Mais especificamente, ¥ C {Q =(0,8") e x0 <
S (pk), 0" € Z;_*(p%)}.

Esta familia de perturbacoes, { fﬂ}w

cqy serd do tipo (El,np%,p%,p), para algum 0 <
k < 1 dependendo apenas de f. Isso significa que faremos perturbactes da ordem de p em
blocos de didmetro /@p% - e portanto distanciados da ordem de ﬁp%. Tais perturbagoes sao
transversais a £°° @ E* (a idéia é que estejam na diregdo de E*?).

J& vimos na observacdo 6.2 que essa perturbacio é C*~1 pequena se a escala p > 0 for

escolhida suficientemente pequena.

8.2 Fim da demonstracao

Assumimos que o conjunto candidato a compacto recorrente, K, ji tenha sido construido e
que satisfaca a propriedade 8.2 que serd enunciada nesta segao. Provamos, aqui, que ele é,
de fato, um compacto recorrente para algum, de fato varios, f<.

Definimos, para cada (z,0~) € H, os pardmetros para os quais existe alguma peca de
ordem p tal que a renormalizacdo de (z,07) referente a tal parametro, caia no candidato a

compacto recorrente, K,
Qo(z,07) = {g € € tais que existe a € X, (p) de modo que Rz (z,07) € mt(K)} .

Dizemos que (z,607) é recorrente para f< se w € Qq(x,07).

Definicao 8.1.
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e Para cada 6 > 0, K_g € dito interior —folgado de K se a vizinhanca de raio § de

K_5 estd contida em K.

e Definimos, para cada (x,07) € H,
Qo p2(x,07) = {g € § tais que existe a € Xy (p) de modo que Rg(z,07) € K,pz} .

O conjunto K, candidato a compacto recorrente, que sera construido em outra segao,
satisfaz a propriedade a seguir. Nos dedicaremos a construir o conjunto K que satisfaca essa

propriedade a partir da préxima secao.

Propriedade 8.2. Propriedade principal
Ezistem constantes postitivas c13 > 0 e c14 > 0 tais que para todo p > 0 suficiente-
mente pequeno, existe K C H e um subconjunto de folhas, W™, c14p—denso nas folhas cujas

projecgoes contém K tais que se (x,07) € K N W™, entdo
P(Q \ Q2 (x, 97)) < exp(—crzp” FETD),

Isto significa que existem muitos pardmetros w € € tais que w € Qg ,2(z,07). A pro-
posicao a seguir mostra que basta provar que existe um conjunto, K, satisfazendo a proprie-
dade principal - 8.2 - para garantirmos a existéncia de um compacto recorrente C* —préximo

de uma ferradura, (f, A), satisfazendo a propriedade B.

Proposigao 8.3.
Se p > 0 for escolhido suficientemente pequeno, entdo se K satisfaz a propriedade prin-

cipal, 8.2, existe w € Q) tal que K € compacto recorrente para f<.

Demonstragao:
Denotaremos o conjunto dos pontos de H para os quais existe uma peca de ordem p tal

que a renormalizagao referente ao parametro w de tais pontos caia em K_ 2, por

Q&LQ(Q) = {(x,ﬁ_) € H;da € 295 (p),Ri(l‘,G_) € K,pz} .

Sejam B, (r) bola de centro x e raio r em R e By-(p) um cilindro de folhas, By-(p) €

¥~ (p), de ordem p contendo 6.

Faremos a seguinte decomposicao de {2 ;2 (w): Existe constante positiva ¢ > 0 tal que

para todo w € Q e p > 0, QS;Q (w) é vazio ou é U U, N Qa;z (w), onde A é um conjunto
acA
com, no maximo, ciop~° indices e U, = B, (p*) x 89; (c14p).

Fixado (z,07) € K, pela propriedade 8.2, Pq <Q \ Qo,p2 (:17,9’)) < exp(—cigp~ 7=,
Ou seja, P (Qoypz (x,@f)) >1-— exp(_cl'?)p*%(ﬁisfl))'
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Além disso, pela propriedade 8.2, se w € Qg ,2(x,07) e (2,07) € U,, entao se ci4 > 0
for escolhido suficientemente pequeno, w € Q(Z, 5*) para todo (Z, 57) € U,, ja que existe
a€ Xy (p) tal que o operador de renormalizagao correspondente a a leva (z,07) em K_ 2
Isso se deve ao fato que o operador de renormalizagao associado a um cilindro vertical de

ordem p > 0 expande da ordem de p~*

na direcao Z e contrai da ordem de p na diregao de
K (H =Z x K). Isso significa que o operador de renormaliza¢io correspondente a a leva

(Z,607) em int(K) se p e c14 forem escolhidos suficientemente pequenos.

)
Portanto, ]P’g( ﬂ Qo(z, é‘)) >1- e;vp(—clgp_%(gs_l)), se (z,07) € KNW™NU,.

Logo, IPQ( U (Q\ Qo(i,é))> < exp(—cyzp~ Fd—1),
(%,0-)eU,

Dai segue que, ja que W™ é c14p—denso nas folhas cujas projecoes contém K, entao

Po U Q \ QO(‘%a é_) < 6;41012p_56mp(_613p_%(d_s_l))v ou Seja7
ac A
(#,67) € Uy

~ N— - — —(d.— —0
Q( U Q\ Qo(z,0 )) < cif erap Pexp(—cyzp” KT £ 0,
(#,6-)eK
Dessa forma, existe (em abundéancia) w € Q tal que K é compacto recorrente para f<.

8.3 Construcao do candidato a compacto recorrente, K

Para finalizar, precisamos construir um candidato a compacto recorrente, K, e garantir que
ele satisfaz a propriedade principal - 8.2. Faremos isso aqui e na se¢ao 8.4.

Seja 6~ uma folha. Sera construido um subconjunto Ky- de Hy- que possui uma propri-
edade de acavalamentos para f - isso serd precisado mais adiante, com isso queremos dizer
que, essencialmente, em cima de cada ponto de K (i.e., ao longo de sua folha estavel-forte)
existem muitas pegas de ordem p.

Estaremos preocupados, de agora em diante, em preparar as bases da demonstracao do
lema 8.19, que afirma, essencialmente, que para cada (z,07), existem da ordem de p’(grl)%
pecas de tamanho da ordem de p cujas projegoes ao longo da folheagao estavel forte de f
contenham (z,607), sendo que cada uma dessas pegas estdo em pegas diferentes de tamanho

da ordem de p* - o que significa dizer que estdo bem separados, da ordem de p% - umas das

outras. Além disso, a medida de Lebesgue da projecao dessas pecas ao longo da folheagao
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estavel forte sobre Hy- ¢é limitada inferiormente por uma constante positiva independente de
0~ . Sobre a separacgao entre essas pecas - da ordem de p% - observamos que isso é necessario
para que os parametros da familia de perturbagoes referentes a uma pega nao exercam
influéncia em outras pecas - vamos precisar da independéncia dos deslocamentos de pegas
que estdo numa mesma folha estdvel-forte (fato é que garantiremos independéncia de pegas
que estao em uma mesma folha estdvel). Lembre-se do nosso comentdrio sobre pegas e folhas

nao recorrentes - elas sao previsiveis.

8.3.1 Selecao de folhas e pecas boas

Agora, definiremos as folhas com as quais trabalharemos. Elas estao na vizinhanca de uma
folha muito boa e nunca-recorrente (esta nunca retorna préximo dela mesma). Em seguida,

definiremos as pegas que utilizaremos.

Definicao 8.4. Folha muito boa
Vamos fizar uma constante 0 < £ < 1 e chamar de folhas muito boas as folhas do
conjunto X3, 5 € X7, dado pela proposicdo 7.2 aplicada para . Lembramos que isso significa

que se 0~ € Xy, entao
2

|

< Kj
Lo

Definicao 8.5. Folha nunca recorrente
. _ ~ c
Iremos considerar as folhas de X~ que sdo nunca recorrente para palavras de ordem p*w

ou seja, as folhas de ﬂ .
(p%,

B>0
Denotaremos essas folhas pelo simbolo W™ e as chamaremos de folhas nunca-recorrentes.

8

As folhas que definiremos a seguir sao aquelas em que o candidato a compacto recorrente

serd definido.

Definicao 8.6. Folha boa nao recorrente

Fizado c14 > 0, dizemos que 6~ € 3~ € uma folha boa nao recorrente se 0~ estd em em
algum bloco, 8, de 2(717%1614P) que estd contido em algum bloco de X7 tal que 8~ NXy, 5 #
(). Denotaremos o conjunto dos blocos de ordem ci14p de folhas boas ndo recorrentes por

Wﬁ (614,0).

Observamos que cada bloco de folhas boas nao recorrentes, 8~ € W™ (c14p), possui folha

boa nunca recorrente de W—.

Lema 8.7.
Para todo c14 > 0, existe pg > 0 tal que se 0 < p < pg, entdo p(3X~ \W‘(%cup)) <.
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Para demonstrar este lema, precisaremos do lema a seguir.

Lema 8.8.
Para todo € > 0, p~ (E_\Z(E L )) < g, se p > 0 for escolhido suficientemente
Pr,5CL4p
pequeno.
Demonstracgao:
Sejam C' > 0 e m := — {C’ log (%cl4p)—‘ . Observamos que se C' for escolhido suficiente-

mente grande, entao qualquer folha de ordem %cmp, 0 X~ (%cl4p) , satisfaz |67 | < m.
Para cada (i, j, k,1) € N* definimos
_(1 . . . _, e
Tij k1) = § abcbe € ¥ 5014,0 tais que |a| =1, |b| = j,|c| = k,|le| =lebe X (p*) ;.

Observamos que U T(i,j,k,1) € 0 conjunto de todas as palavras de ordem %cl4p que
(4,5,k,1)EN*

i+2j+k+I<m
possuiem uma subpalavra de ordem p# se repetindo em dois intervalos disjuntos de fndices.
Provaremos que esse conjunto tem medida 1~ pequena. Depois provaremos que também tem
medida pequena o conjunto das palavras que possuem subpalavra de ordem p# se repetindo
em intervalos de indices que se intersectam. Concluidos esses dois passos, teremos o nosso
lema.

™ (abcbe)

Notamos que existe constante C > 1 tal que c1< C’,
p(@)p= Q)p= ()pu~()p~(e)

IN

porque 1~ () < p% se 8 € £ (p) e dy(ab) =< dy(a)ds(b).
Portanto,

2 Tagren) < > D > > Cu (@) Bu (p () (e)

€Y' bEXI~ ceXk— eeXl—

Cum @ Y w@ Y. @ > > ue)

aexi= bexi— cexk— eexti—
= (b)
C_'p%ds7 para alguma constante C > 0.

I
»

IN

Portanto,

W U Tojen| < D 1w Tajwn)
(4,,k,1)EN? (4,.k,1)EN?
42+ kI<m i+2j 4k I<m

< (m+1)4Cp*ds
=(C [log (%014/))])400%&5
=C4C ﬂog (%cl4p)]4p§ s =0,

quando p converge para zero.

Agora, vamos provar que é pequena a medida das palavras que possuem subpalavra de
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ordem p*% se repetindo em intervalos que se intersectam. Isso finaliza a demonstracio do
lema.

Antes, observamos que essas sao as palavras do tipo acbe tais que existe algum ¢ com
cb = bé com |c¢| < [|b]. Isso implica que existem [ > 2 e ¢ tais que acbe = ac'ée, onde
de |J =7("%).

1<B<2
Para cada (i, j, k,r,1) € N* x (N*\{1}), definimos

N 1 c
Tiijkr) = S ac'ée € £~ (cl4p) tais que |a| = i,|c| = j,le| =k,|g| =recd € | T7(pF)

2
1<p<2
Observamos que U T(i%k’l’r) é o conjunto de todas as palavras de ordem
(i, k1) ENTx (N*\{1})
i+jl+k+r<m

%cmp que possuem subpalavra de ordem p* se repetindo em intervalos que se intersecatam.

p (ac'e)

p(@)p= (= (p~(e)

Notamos que existe constante D >1tal que D' < <D.

Portanto,

o Tagrar) < >0 > S0 N Du (@ (D (@u (e)

a€EX~ cEYXI T ¢EXNTT eeNk—

=Dp (¢ D @ D> ue) Y, u (@ Y, u(e

a€eXi— ceYI— ceEXT— eexk—

Portanto

wo U Tagren | < > 1 (Ti,,ke,0))
(i, D)EN* x (N“\ {1}) (6., ) ENS X (N*\ {1})
i+jl+k+r<m it+jl+k+r<m

< (m+1)*Dpi
=(C

quando p converge para zero.

Agora, voltamos a demonstracao do lema 8.7;

Demonstragao do lema 8.7:

Observamos que analogamente ao lema anterior, podemos provar que para todo £ > 0,
wo (E’\E;) < g, se A > 0 tiver sido escolhido suficientemente pequeno.

Feito isso, basta observar que p= (X7\X},5) < % Ou seja, p= (X7 \W ™ (c1ap)) < Ese p

for escolhido suficientemente pequeno.
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Definicao 8.9. Pec¢a boa
Dizemos que (0,0) € W™ (c1ap) x j— € uma pega boa se 676 € W~ (%ch) .

Denotaremos essas pegas por X g-(C14p).

Agora vamos definir as pecas com as quais trabalharemos para construir o candidato a
compacto recorrente na projegdo de W~ (c14p). O candidato a compacto recorrente serd es-
sencialmente a projecao de algumas dessas pecas. Elas terao duas propriedades importantes:

‘evitar certas recorréncias’ e ‘tornarem-se uma folha boa nao-recorrente, com folga’.

Definicao 8.10. Pecga boa nao-recorrente
Dizemos que (07 ,0) € W™ (c14p) % (Ez‘pﬁ Y N¥% 4-) € uma peca boa nao-recorrente
se 0760 € W™ (5c14p).

Denotaremos este conjunto de pecas boas nao-recorrentes que estao na folha 6~ € ¥~ por

69— (614[)) .

Lema 8.11.
Seja X C Wy- uniao disjunta de pegas de ordem p satisfazendo I~ (X) > 0. Entao X
tem entre 01_11%(; (X)p~d e C11pg- (X)p~% pecas de ordem p.

Demonstracao:

Denotamos X = [Jyc¢ @ a unido disjunta do enunciado do lema. Como Mo (X) =
o 11, (8), entdo, pelo corolario 7.15, ¢1i p < py— (8) < c11p% para toda peca de ordem

gc Mo (0), entdo, pel ldrio 7.15, ey p% < gy (8) < c11p” tod de ord

p.. Logo, existem entre cfllueo_ (X)p~ e C11fty- (X)p~% pecas de ordem p.

Lema 8.12.
Eziste constante c15 > 0 tal que para toda folha boa nao recorrente 0= € W~ (c14p),

#0Oy-(p) > clsp_JS, se p > 0 for escolhido suficientemente pequeno.

Antes de demonstrarmos este resultado, precisaremos do proximo lema que tem demons-
tracao analoga a do lema 8.8
Lema 8.13.
1) py— [ Xop-\X ¢
(i) oy (Zo\Z3,

temente pequeno.

)9) € tao pequeno quanto se queira se B > 0 for escolhido suficien-

(i) Ho (297 \X5 0,) é tao pequeno quanto se queira se A > 0 tiver sido escolhido

suficientemente pequeno.

Demonstracao do lema 8.12:

Denotando-se Ay, := {Q € E(p%7p)79*; 0] = k‘} , tem-se Z(pﬁp),a— = kL>J Ay
>0
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Como, o=% (6" (Ax)\W™ (3c14p)) = Ak\Op- (p) e 1 é o—invariante, entdo
i (Unso (AW (Gewan)) = g (Unso 46\Os-(9) -

Mas, pelo lema 8.7, u~ (Ukzo ok (AR)\W~ (%ch)) é menor que &, e portanto, Ho (Ukzo Ap\Og- (p))
é menor que &. Portanto, Hos (E(p%,p),a— \Og- (p)) é menor que £.

Dessa forma, utilizando a afirmagéo 8.13, o= (X9-\Og-(p)) é, ainda, menor que &, desde
que p seja suficientemente pequeno. Portanto g (Gg-(p)) >1-C¢.

Agora, pelo lema 8.11, ©y-(p) tem, pelo menos, cl_ll,ueof(@gf (p))p“iﬂ pecas de ordem
ds

p, € portanto, pelo menos, (1 — §)cl_fp’ pecas de ordem p. Basta escolher, portanto,

C15 ‘= (]. — 5)6;11.

8.3.2 Sequéncia de acavalamentos e primeiro lema sobre acavalamentos

Um acavalamento é um conjunto de pegas cujas projecoes ao longo da folheacao estavel forte
sao essencialmente iguais.

Seja dada uma escala p > 0, denotamos os intervalos fundamentais para a escala p > 0

por I; := [(i = 1)p,ip] parai € {1,.... [p~ "1} e Ir-1y40 = [([p7'])p, 1.

Definicao 8.14. Acavalamento
Seja X um conjunto de pegas disjuntas de alguma folha 0~ . Diz-se que A C X é um acava-
lamento com intervalos fundamentais para a escala p > 0 se existe algumi € {1, ..., [p~1]+1}

tal que se @ € A, entdo I(%_)Q) NI # 0.

Definicao 8.15. Conjunto de acavalamentos
Dizemos que S := {Aj}}]:1 ¢ um conjunto de acavalamentos para f° de X, com
intervalos fundamentais para a escala p > 0 e com, pelo menos, x pecas contidas

na folha 60—, - denotado por CA(X,p,z,07,0) - se A sao acavalamentos com, pelo
J

menos, © pecas de X para todo k € {1,...,J} e U Aj € formado por pecas disjuntas.
j=1

O lema seguinte servird para separarmos as pegas de ordem p, que iremos fazer movi-

. Coa 1 ~ (.
mentar depois, por distdncias da ordem de p*. Essa separagao serd importante para conse-
guirmos alguma independéncia dos movimentos delas exercidos pela familia de perturbacoes

que construimos.

Lema 8.16. Primeiro acavalamento (de ordem p* )

55



Ezistem constantes c16 > 0 e c17 > 0, independentes de p tais que para toda folha 6~ €

W (ewp) f, existe um CA (8- (pF), pf,crgp™E07D,07,0) , § = {A}L,, tal que

J
D #A; > crrpT R

i=1

Demonstragao:
Para demonstrar isso, jogamos os acavalamentos pequenos fora e consideramos apenas
os grandes. Ao jogarmos os acavalamentos pequenos fora, ndo restardo poucas pecas nos

acavalamentos grandes ja que os acavalamentos pequenos tém poucas pecas. Dessa forma,

cqd

ainda restam em torno de p~ %% pecas de ordem p# nos acavalamentos grandes. Abaixo,
estao os detalhes.

Pela proposigao 8.12, existem, pelo menos, cl_51,0_ﬁ 2 pegas de Oy (p¥) de ordem pk
disjuntas.

Fixaremos constante Q > 0 a ser escolhida suficientemente pequena em breve e conside-

raremos S := {Q € Oy (p*) tais que Y(S) < Qp#(@=~1 para todo 1 <i < [p~ %] + 1}
onde Y (8) := # {é € Oy (p¥) tais que Tg-g N1 # (Z]}

Pk B ~ _ o
Agora, #5 < Y Qp  HTY < pmEQpT i = @pm i,
i=1

Seja S C Oy (p#)\S uma particio, por elementos de Oy (p¥)\S para Oy- (p*)\S. Por

definicao de S, existem, pelo menos, (c1_51 - Q)p ds pecas em S.

Definimos o conjunto de acavalamentos S := {Ai}i:1 , de modo que cada acavalamento
seja composto de clep_%(gs_l) pegas de Oy (p%) de modo que os acavalamentos nio com-
partilhem pecas, onde ¢4 é alguma fracao positiva de c5 — Q

Escolhendo @ > 0 suficientemente pequeno, e.g. Q< Cls Z #A;, =>( c15 — Q)p fds

Basta escolher ¢17 := 015 Q e observar que S é a sequéncia de acavalamentos procurada.

8.3.3 Acavalamentos bem espagados para fY

—(ds=1) pecas de

Nessa secao construiremos um conjunto de acavalamentos com, pelo menos, p
ordem p em cada acavalamento de modo que p_%(d_s_l) estdo bem espagados (estdo contidos
em pecas de ordem p# diferentes) e cujas projecdes tém medida de Lebesgue limitada por

baixo por alguma constante positiva independente de p.

Lema 8.17. Utilizando o argumento do tipo Marstrand
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Eziste constante co1 > 0 tal que se 6= € W™ (c1ap) € uma folha e X é um conjunto

—ds

composto por, pelo menos, zp pecas de X* que estao contidas em pecas de E*A,9—7

(pF )0~
disjuntas, entio Leb(my- (X)) > o122 para todo w € Q.

Demonstragao:

A2
Dado 8~ € W~ (c14p), vale Mo (X) < é* (wg, (X)) < / Yo-
mo_ (X)

dLeb

dL

Portanto, pelo teorema de Cauchy-Schwarz e devido ao fato de as pegas em consideragoes

estarem contidas em pecas de X% ,_, entao se p for escolhido suficientemente pequeno, vale

dv,-
o~ (X) < Leb(ﬂ'g (X ))% d?eb , €, portanto,
Leb(mo- (X)) 2 p(X HdLeb
> ((zp~ ds).cfl ) K, pelo lema 7.15
> (zp el p™)2 KT
( —1

261_11)2[(1

; a2 el
Definimos €21 := 11 K7

Portanto, existe uma fracao positiva de ¢21, digamos ca1, tal que Leb(ﬂ;i{ (X)) > co1 para

todo 8~ € W (c14p) e w € Q.

Denotamos as pecas de ©y-(p) que comegam com 6 por O - ) (p)-

Lema 8.18. Subacavalamentos
Exzistem constantes c19 > c18 > 0, e cog > 0 tais que se p > 0 for escolhido suficientemente

pequeno, entdo para toda folha 6= € W™ (c14p) € qualquer peca 6 € - (p*), existe um
0

ca (9(0:@) (p), p, crgp~ 1= B 97Q> 7

S = {A;},,, satisfazendo:

(i) 25:1 H#A; > coop 1=
(ii) #A; < crop~ 1= F)d:=D),

Demonstragao:

Analogamente a dcmonstra(;éo do lema 8.16, podemos considerar que © - ¢)(p) tem um
CA (@(g—,g)( ), p, c1gp~ (1= B)(d=1) = 0) , S = {A;}/_,, satisfazendo szzl HA; > Eogp~ (- 7)ds
para alguma constante ¢og > 0.

Vamos mostrar que podemos considerar que esse acavalamento satisfaz, também, a pro-

priedade (ii).
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Se iterarmos esse acavalamento para tras, pelo difeomorfismo, f, até que a pega (67, 6 vire
a folha 6~ 6, obteremos um C'A (ie,g(plfﬁ)v,}lf%,clgp%l*%)(drl),efg, Q) .S ={A;},,
satisfazendo Z;-Izl #fli > czop_(l_%)d_ﬂ onde 29_ (p) sdo as pegas de ordem afrouxada p, ou
seja, é 0 mesmo que Xg- (p) com uma constante C' > ¢; suficientemente grande no lugar de
c1 que define ¥y- (p). Essa constante é escolhida de modo que qualquer palavra de ordem p
seja transformada, por aquelas iteradas para tras pelo difeomorfismo f, em pecas de ordem
afrouxada de p'~%. Isto é possivel porque o didmetro da peca é, essencialmente, o didmetro
de pecas que sao suas pré-imagens por f multiplicada pela derivada de f na diregao estavel-
fraca de algum ponto de suas pré-imagens. Como a diregao estavel-fraca é Holder e f é C'*,
entao essas derivadas satisfazem a propriedade da distor¢ao limitada. Isso significa que os
diametros das pecas distorcem pouco perante f.

Dado esse acavalamento S, o lema 8.17 garante que a projecao desse acavalamento é
limitado por baixo por alguma constante positiva, digamos C > 0. Logo, se admitirmos que
esses acavalamentos A;, tenham menos que clgp_(l_%)(d_s_l) pegas - bastando para isso retirar
as excedentes - as que restarem formarao um novo acavalamento, {Bi}gzl, com pegas contidas
nos acavalamentos anteriores e de modo que a projecao da nova sequéncia de acavalamentos
ainda tenha medida de Lebesgue limitada por baixo por uma fracao positiva da constante
C. Portanto, este acavalamento terd CQOp_lp_(l_%)(‘%_l) = czop_%(czs_l) pecas, onde coq é
alguma constante positiva.

Agora, basta iterarmos para frente, pelo difeomorfismo f, esses acavalamentos Bj até que
suas pegas voltem a folha 6~ , para obtermos uma sequéncia de acavalamentos, cujos acava-

lamentos sao subconjuntos dos acavalamentos A; e de modo que satisfagam a propriedade

(ii).

O préximo lema é o objetivo dessa secao. Na proxima segao estenderemos este lema para

perturbacoes de f na familia de perturbacoes fixada.

Lema 8.19. Acavalamentos de ordem p bem distribuidos

Ezistem constantes positivas cag > 0, caz > 0 e coq > 0 tais que para todo 6~ € W™ (c14p),
existe um CA(Og-(p), p, cmp’(gfl), 0=,0), T, sendo que em cada acavalamento, as pegas de
ordem p estao bem distribuidas, i.e., estao distribuidas em pelo menos 024,0_§(JS_1) pecas,
de ordem p*, distintas.

Além disso, a medida de Lebesque da projecao das pecas dos acavalamentos desse conjunto

de acavalamento, ao longo da folheacdo estdvel forte, € limitada inferiormente por cog.

Demonstragao:
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Denotemos por Sy- e por Sp- ¢ os acavalamentos referentes aos lemas 8.16 e 8.18 respec-
tivamente.

Seja Zg- = {f € Ag; Ag € S(g- 9,0 € A,A € Sy-}.

Pelos lemas 8.16 e 8.18, existem, pelo menos, (czop_‘{s(l_%))#sgf > czop_‘is(l_%)cnp_%’is
pecas em Z,-. Dessa forma, existem, pelo menos, 020017p’35 pecas em Z,-.

A sequéncia de acavalamentos enunciada nesse lema serda uma sequéncia, 7', de palavras
dentro de Zy-.

Com argumentos analogos ao da demonstragao do lema 8.16, mostramos que existe um
CA(Og-(p), p, 022;)*(&5*1), 60~,0), T, com pecgas de Zy— para algum coy > 0 satisfazendo

#T > Eggp“iﬁ para algum co3 > 0.

Para mostrar que Leb(Hf, (T)) > co3 > 0 para algum co3 > 0, basta observar que pelo

lema 8.17, j4 que existem, pelo menos, éa3p~% pecas de ordem p (ver lema 8.16), para alguma
constante cq3 > 0, entao
Leb(T) > 6532021. Agora, escolhe-se ca3 := cz15532 > 0.
Além disso, pelo item (ii) do lema 8.18, elas estdo bem distribuidas, i.e., para cada
acavalamento existe, pelo men(()g, ugna peca de ordem p em 024p’(‘i5’1)% pecas diferentes
Coap~ (Fe ! C22

de ordem p%, ji que = — = —p_%(d_”‘_l) = cz4p_%(d_s_1), bastando escolher
Clgp_(ds_l)(l_%) Clg

._c
Coq ‘= ﬁ.

8.3.4 Acavalamentos folgados bem espacados para f%

Fixamos uma constante co5 > 0. Dado o intervalo I, chamamos o intervalo com o mesmo

centro que I e largura c vezes largura de I por cl.

Definigcao 8.20. Acavalamento folgado
Seja X um congunto de pecas disjuntas de alguma folha 0~. Diz-se que A C X € um
acavalamento folgado na escala p para f< se existe algum i € {1,....[p~ '] + 1} tal que se

0 € A, entdo Igﬂﬂ cosI; # 0.

Definigao 8.21. Conjunto de acavalamentos folgados
Diz-se que S := {Aj}}]:l € um conjunto de acavalamentos folgados para f% de X
com intervarlos fundamentais de escala p e com, pelo menos, © pecas contidas na

folha 60—, - denotado por CAf(X,p,z,0",w) - se Ag sdo acavalamentos folgados com,
J

pelo menos, x pecas de X para todo k € {1,...,J} e U Ay € formado por pecas disjuntas.
k=1

Para demonstrar a propriedade 8.2 para o candidato a compacto recorrente que iremos

. ~ ’ . . . s . <
construir, nao é suficiente perturbar a primeira pré-imagem da peca de ordem p* que contem
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a pega de ordem p que se deseja mover, pois as contribuigoes ao deslocamento dessa peca
devidas a outras pecas na sua pré-imagem - esse deslocamento pode ser consequéncia da
perturbacao da primeira pré-imagem ou de perturbagdes em outras pecas de outras folhas -
podem ser da mesma ordem que a contribuicao devida a primeira pré-imagem. Isso poderia
anular o efeito que se deseja - deslocamentos da ordem de um multiplo fixado grande de p
s@o suficientes para que o operador de renormalizacdo aplicado em (x,07) retorne em um
interior folgado de K e o atravesse (Lembramos que precisamos voltar em um interior folgado
de K para que o argumento probabilistico funcione).

Como é necessario deslocar as pegas de um acavalamento, independentemente, perturba-
mos as primeiras (da ordem de alguma constante L € N) pré-imagens da peca que desejamos
deslocar. Se essa constante for suficientemente grande (dependendo apenas de f), as con-
tribuicoes devidas as outras pré-imagens serao da ordem de um fator bem pequeno de p, de
modo que o efeito das perturbagdes da ordem de p nas primeiras L pré-imagens de (x,07)
seja suficientemente forte para que Ry (x,0~) volte em um interior folgado de K e o atravesse.

Vamos, daqui para frente, considerar L. € N a ser fixado em breve, dependendo apenas
de f - mais especificamente da derivada de f na direcao estavel-fraca. Apds isso, fixaremos

0 < k < 1 dado pelo lema 6.4.

Para cada (07,0%) € X, definiremos, em seguida, as coordenadas do multipardmetro w
que irao influenciar, consideravelmente, no movimento de (#~,67) ao perturbarmos as pegas

< . . s . ~ Y .
de ordem p* cuja trajetéria, para frente, com extensao de no maximo L iteradas, contem

0, 0%).

Definicao 8.22.

$1(67,6%) = {g‘ = (ai~,at) € Sy; (RO, 0F)) € h(@i)} (ver definicdo de $1 na
se¢ao 8.1).

Essas sao as coordenadas dos multiparametros w € € que exercem influéncia consideravel
nos deslocamentos das pegas associadas as suas iteradas, isto é, as pecas dentro do conjunto

L g ; s . A 1 L
NiZo f*(h(a')). Um histérico, para tras, de uma peca tem influéncia consideravel mas sé até

uma iterada, digamos, L, que independe de p.
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Agora definiremos os parametros que serdo perturbados para influenciar o movimento de

(0, 0%).

Definicao 8.23.
OF(07,0%) :={@ € Q tais que O, = w, para todo a € ¥1\X1(07,67)}.

Observagao 8.24.
$1(07,60T) = 2.(67,07) e, portanto, QX(0~,0T) = Q(07,01) se 01 e 01 possuem
um inicio comum de ordem p, 07 e 0~ possuem um final comum de ordem p e se p for

suficientemente pequeno.

Definicao 8.25.
Para cada 0% € %(p), define-se X1(07,07) := 21(07,07) e Q5(0~,07) = Q5(0~,0%),

onde 0 comeca com 6.

Agora definiremos os parametros que fixam na posigao zero os que tém influéncia consi-

deravel nas pecas de um mesmo conjunto de acavalamentos, S.

Definicao 8.26.
Qo (S) = {w € Q tais que &, =0, Va € £,1(5)}.

Lema 8.27.
Se S ¢ um CA(Og-(p), p,z,0~,0) para f° de uma folha 0= € W™, entdo S é um
CAf(Oy-(p),p,x,0,w) para todo w € Qo(S), se L for escolhido suficientemente grande.

Demonstracgao:

Basta aplicar as partes (c¢) e (d) do lema 6.4 e o lema 6.5 para concluir que as pecas de um
mesmo acavalamento de uma folha de YW~ se movem no maximo da ordem de co5p umas com
relagao as outras. Para isso, teremos que escolher L suficientemente grande, dependendo de

cs (o tamanho da perturbagao) e co5 (a folga do acavalamento).

A préxima proposigao é consequéncia dos lemas 8.27 e 8.19.

Proposigao 8.28. Acavalamentos folgados para f<, de ordem p e bem distribuidos
Ezistem constantes positivas cog > 0, ca7 > 0 e cag > 0 tais que para quaisquer w € €}

e 0= € W (c1ap), o conjunto de acavalamentos, S := UZ:1 A;, dado pelo lema 8.19, ¢é

um CAf(©q-(p), p, czgp_(d_s_l),@_,g) para ¥, para todo w € Qu(S), sendo que em cada

acavalamento, as pecas de ordem p estao bem distribuidas, i.e., estao distribuidas em, pelo

menos, CQSp’%(‘L’l) pecas, de ordem p*, distintas.
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Além disso, se p for escolhido suficientemente pequeno e se 0~ e 0= estiverem no mesmo
bloco de W~ (c14p), entao os conjuntos de acavalamentos folgados para elas podem ser consi-
derados formadas com os mesmos cilindros. Também, a medida de Lebesgue da projecdo das
pecas dos acavalamentos dessa sequéncia de acavalamentos folgados, ao longo da folheacdo

estdvel forte, € limitada inferiormente por car > 0.

Para cada 6~ € W™ (c14p), denotamos os acavalamentos dados pelo lema 8.28 por

J

So- = {A4g-(i) }5.

Definigao 8.29. Candidato a compacto recorrente, K

Sejam 1,, (i) os intervalos padroes referentes aos acavalamentos Ay- (i) para cada i €
Jo-
{1,...,Jg-}. Para todo 8= € W~ (c14p), definimos Ky- := U Lo, (iy-
i=1
O candidato a compacto recorrente é

K = U K-
0= €W (c1ap)
Denotamos KNHy- por Ky- e observamos que Leb(Ky-) > co7 para todo = € W™ (c14p)

e que Ky- = Kj;_ para quaisque folhas 6~ e 6~ de um mesmo bloco de W~ (c14p). Isso é

importante para conseguirmos a folga K_,. de K.

8.4 Demonstragao da propriedade 8.2

Vamos reenunciar a propriedade 8.2.

Proposigao 8.30. Proposicio principal
Existem constantes postitivas c13 > 0 e c14 > 0 tais que para todo p > 0 suficiente-
mente pequeno, existe K C H e um subconjunto de folhas, W™, c14p—denso nas folhas cujas

projecoes contém K tais que se (x,07) € KN W™, entdo

IP’(Q \ Qo2 (x, 9*)) < exp(—crzp #lds—D),

O lema a seguir é consequéncia do lema 6.6

Lema 8.31. Controle da dispersao da folheacao estdvel-forte em folhas nunca recorrentes

Para qualquer 6~ € W™,

para todo z € Wy-, w € Q e w € Ty~ ,, onde I'y- ,, sdo pardmetros & tais que os valo-
res das coordenadas correspondentes as L primeiras pré-imagens das pecas de 31 que mao

intersectam Wy- estao fizadas nos valores das coordenadas correspondentes de w.
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Demonstragao:
Basta observar que as pré-imagens (até iterada L) das peca de ¥; que interceptam 6~
também nao interceptam 6~ , pela nao recorréncia de #~. Em seguida aplicamos o lema 6.6.
n
O lema a seguir nos ajudard a provar que pegas nao recorrentes nas folhas nunca-

recorrentes, 0~ € W™, se movem independentemente com relagdo a F*¥ N Wy-.

Lema 8.32.
ff_’;s = ff_’sgs para todo =~ e W, 0 € Op—(p) ew, w em Q satisfazendo Wq = w?i para
todo a e (21(07,@ U (El\zl(Wg—)))

Demonstragao:
Anéloga a demonstragao do lema 6.6. Basta observar que 6 é peca nao recorrente em 6,
que 6~ é folha nunca recorrente em 6~ e que, portanto, nao estamos mexendo nos parametros

que exercem influéncia nas iteradas para frente de 676.

Lema 8.33.

Existe constante czo > 0 tal que para L como fizado no lema 8.27 e k dado pelo lema 6.4
referente a esse L, existe py tal que se 0 < p < pg, entdo:

(a) Se (0=,0) € W (c1ap) X Oyg-(p), e 0 € (07,0), entio o7(0) cai em um mesmo

elemento a da particao X1 no mdzimo uma vez para todos os 0 < j < |4|.
(b) Se (0,8) € W (c1ap) X Oy (p) € tal que 07 (0~,0) Ca € ¥y com 0 < j < L, entdo

Neseso < ‘;R:(x,ﬂ)‘ < Nesesa, para todo x € Hy-.
we &
(c) Se (0=,0) € W~ (c1ap) X Og—(p) € tal que c'(0~,0) C a € X1 para todo 0 < i < L,
entao
0 o
—Ry(x,07)| < XNesacs, para todo x € Hy-.
Ow, *
(d) Se (0=,0) € W~ x Oy-(p) e a € 31 sao tais que g € E1(Wy-)\X1(07,8), entdo

aiaRg(x, 07) =0 para todo x € Hy-.

Demonstragao:

A parte (a) segue da mesma parte do lema 6.4. As partes (b) e (c) seguem das mesmas
partes respectivas dos lemas 6.4, 8.31 e do fato que o operador de renormalizagao associado
a pecas de ordem p as expande até ordem 1. Isso significa que se a peca de ordem p se

move com velocidade da ordem de p com respeito a uma folha estavel-forte, entao a iterada
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correspondente para tras dessa folha estavel-forte se move com verlocidade da ordem de 1.
A parte (d) segue do lema 8.32, da parte (d) do lema 6.4 ¢ do fato de que 8 € ¥y-(p) néo

volta na folha 6~ por iteradas para trds até (6, 6) que vire uma folha.

Teorema 8.34.
Se c3 > 0 for suficientemente grande, existe constante P > 0, tal que para todo p >
0 suficientemente pequeno, 6= € W™ (ciap), © € Hyg—, 8 € Op-(p) e w € Q com = €
int(IL,— (0)), entdo
Poso- g) (Rgﬂ(x,e’) € K_p2) > P.

Demonstracao:

Seja (6, 6) € Q,%(A~, 8) um tubo fino (por exemplo, de largura p) em torno de 0 nas
diregoes a' € X1(0~,0) para cada i entre 1 e L.

Ou seja, OF(07,0) := ([—1, 1a® x T2y [=p, pla’ X Tlog (ao.at, . ary =1, 1]b) Nae=.9).

Como Rg(x, 07) € Hy-gsex € Hg, (0), entao Rg(x, 0~) estéd suficientemente préximo de
Hy- ¢ para todo @ € 0a® x HiL:1 0a’ x Hbe{go,gl,...,gL} [—1, 1]b (bastando, para isso, escolher L
suficientemente grande). Além disso, 6~ 6 estd em algum bloco de W~ (%ch), pela definicao
de ©4-(p).

Portanto, PQT*W?@ (Rg(x,ﬁ_) € K_p2> > P para alguma constante positiva P > 0, se
p > 0 for escolhido suficientemente grande de modo que possamos aplicar o lema 8.33 e
se c3 > 0 for escolhido suficientemente grande de modo que as pegas atravessem as folhas
estavel-fortes.

Logo, PQ%(O*,Q) (Rg*(x,ﬁ’) S K_p2) > P.

Agora podemos demonstrar que o candidato a compato recorrente, K, satisfaz a propri-
edade 8.2.

Demonstracao da proposicao 8.30:

Como, pelo lema 8.28, cada um dos acavalamentos que definem K possuem cogp~ (4~ D%
pecas de ordem p bem separadas, entao qualquer x € K estd na projecao folgada de
czgp_(gs‘l)% pecas de ordem p, bem separadas.

Seja Q7(S) := {@ € Q tais que &, = w, para todo a € X\X1(S)}.

Entao, para todow € Q, 0~ e W, (z,07) € K e 1 <i < Jy—, os eventos

{Q € Q¥ (A (i) tais que RE(x,07) € K_pz}
- QeAgf (7')

sao multuamente independentes e, além disso,

64



Pos(p- o) (Rg(x, 97) e K_,)Q) > P,

para alguma constante P > 0.

Para ver isso basta utilizar o item (d) do lema 8.33 ¢ o lema 8.34. (E necessario utilizar
o item (d) do lema 8.33 porque ao perturbarmos uma peca, essa perturbacdo nao pode
exercer influéncia da ordem de p? nos operadores de renormalizacio associados a outras
pecas do mesmo acavalamento, isso acarretaria em falta de independéncia dos eventos, ja

que as larguras dos intervalos que formam K sdo da ordem de p).

Dessa forma, para todo (x,07) € K N W™, existe algum i com 1 < i < Jy-, tal que
IP’(Q \ Q.2 (2, 0—)) P(ﬂge A6 {g € Q2(Ay- (1)) tais que R (z,07) ¢ K_pz})

ngAe, ) Pazo-.a) (Ri(a:, 07) € Kpr)

(1= Py

N

< exp (—013/)_%(55_1)) )

para alguma constante ci;3 > 0 independente de p.
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9 Apéndice

Mostraremos que df tem distorgao limitada em diregoes transversais & estdvel-forte (com
angulo minimo positivo com respeito a direcao estdvel-forte). Como consequéncia disso ob-
servamos que ds(67,0) =< ds(é_,Q) para quaisquer folhas = e 6~ em ¥~ com 0, = éa e
qualquer cilindro, 0 € E;;_*’ que corta essas folhas. Outra consequéncia é que ds(6~,071) =<
ds(0—,0)ds(0~6,71), j4 que, como teremos distor¢ao limitada nas transversais a estdvel-forte,
o diametro de cada uma dessas pecas serd dado, a menos de uma constante positiva multi-
plicativa, pela derivada na diregao estavel-fraca da iterada de f correspondente a construgao

da peca.

Lema 9.1. Distorc¢ao limitada em transversais

Eziste D > 0 tal que se x,y € A estao na mesma variedade estivel e |r — y| € su-
ficientemente pequeno, entao para quaisquer v e v, vetores de Ej e Ej respectivamente,
com norma 1 e angulo com a direcao estavel-forte limitado por baizo por alguma constante

positiva fizada,
< ldf3 (vs)
- |df£(vy)

I< eP, para todo n € N.

Demonstracgao:

Usaremos a notacao v = (v®,v",v"*) € E, para representar o vetor que tem componentes

" na diregao E"® e v* na direcao E".

v® na diregao E*° v
Para cada v = (v®,v",0) € E\ES® (v* # 0) com |v| = 1, podemos afirmar que

d(f)3 () = (A7 (@)™, A% (2)v™, A ()v"), onde

n—1 n—1 n—1
= T, e s= T (@) e xt = [T
i=0 =0

Daqui em diante, supde-se que f7(x) e f7(y) estdo no mesmo elemento da particio de
Markov, P, para todo j € {0,...,n}. Para isso basta supor que |z — y| é suficientemente

pequeno.

Utilizando a norma dos méaximos, obtemos

d f::'l v Z ws w SSs S 2 ws ws SS SS
g A = logmax(AE* ()0l W (e)e” )~ Togmax (AL ()0 1A (o™ )
|dfy (v)]
= |log|A¥*(x)v"| — log |AL*(y)v"||, se n for suficientemente grande.
Portanto,
dff v - ws( £1 ws( £1 w
og 9201 < 108X ) ~ o (A" )
|df (v)]
< CZW (@)[0*],
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para alguma constante positiva, C independente de n, ja que E™5 é Holder, e portanto,

df | gws € CE.
|dfz (v)]

Logo, existe C' > 0 independente de n tal que |log n‘ < Clz —y|°.
|df (v)]
Além disso,
‘df;(v)| 4 ws w SSs S 4 ws w SSs S
Yy
= [log| Ay (y)v*| — log [N (y)w||
= Jlog v"| — log |u"|
< C
para todo n > 0, ja que v e w" estao limitados por baixo por uma constante positiva,
pois |v] = |w| = 1 e os angulos de v e w estao limitados por baixo por alguma constante
positiva.
d n d n
Portanto, log M < Clz—yl® e log |ffl(vy)|’ < Clz —y|?, se n for suficiente-
|dfj (va)] ldfy; (vy)]
mente grande e |z — y| suficientemente pequeno.
d n
Logo, neste caso, log W‘ <Clr—y|*+C+Clz—yl|.
|dfy (vy)]
d n
Dessa forma, exite constante D > 0 tal que log W < D, se |z — y| for suficiente-
y Uy
mente pequeno.
d n
Invertendo os termos da iltima desigualdade, obtemos Dl < log W < D.
y Uy
d n
Dessa forma, e P < W < eP para todo n € N e z e y na mesma folha tais que
y Uy

|z — y| seja suficientemente pequeno.
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