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Resumo

O processo de recuperacao de petréleo atravessa diferentes etapas, ao logo da vida util de
um reservatorio. Por breve fracao deste tempo a pressao natural do éleo comprimido, sob as
camadas superiores de rocha da crosta terrestre, é suficiente para expelir o 6leo em producao.
Contudo, a maior parte da producao se da pela injecao de dgua no poco, para que esta force o
6leo a ser expelido por outro poco. A razdo entre o fluxo injetado e a pressao necesséaria para
manter este fluxo chamamos injetividade. A perda de injetividade pela deposicao de particulas
trazidas pela dgua no meio poroso onde reside o 6leo chamamos dano de formacao por filtragcao
profunda. Grande é o interesse em simular numericamente a perda de injetividade seja para
poder minimiza-la ou, pelo menos, determinar o momento em que medidas devem ser tomadas
para remediar esta perda, bastante caras. O modelo para esta perda de permeabilidade do
meio poroso é um sistema de equacoes diferenciais parciais de conveccao e reagao. Propomos
para uma das variantes do modelo de filtracao profunda um método numérico implicito que é
incondicionalmente estavel. Isto posto ressaltalmos que todos os métodos numéricos propostos
anteriormente, em nosso conhecimento, sofrem de severas restricoes de CFL. Deduzimos uma
solucao explicita particular que utilizamos para validar o método numérico proposto para o

problema.
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Capitulo 1
Introducao.

Reservatérios de petroleo atravessam diferentes estagios de producao em sua vida util. A
recuperacao primaria de 6leo se da sob pressao natural do reservatério — responsavel por
expelir inicialmente o 6leo de um pogo em producao. Durante a recuperacao secundaria de
6leo, agua ¢ injetada dentro do reservatério para empurrar o 6leo através de outro poco. Esta
ultima é empregada durante a maior parte da vida 1util de um reservatério, sendo portanto
responsavel pela maior parte do éleo produzido, mundialmente. A eficiéncia de um “pogo de
injecao” é medida em termos de sua injetividade: a razao entre o fluxo injetado e a pressao
necessaria para manter este fluxo. O fluxo injetado é proporcional a razao de recuperacao e a
pressao de injecao representa custo operacional.

Pocos maritimos usualmente utilizam dgua do mar para injecao. Esta dgua contém parti-
culas suspensas, tanto minerais quanto organicas, além de um incontavel espectro de agentes
poluentes. Naturalmente, o uso desta dgua causa uma queda na injetividade do pogo, uma vez
que o meio poroso age como um filtro retendo estas impurezas. A captura de particulas sus-
pensas dentro do meio poroso e a conseqiiente perda de permeabilidade caracteriza o fendomeno
conhecido como dano de formacao por filtracao profunda. A experiéncia mostra que outro feno-
meno acontece na superficie de injecao do meio poroso, este chamado formacao de “cake”. O
“cake” é um aglomerado de particulas no exterior do meio poroso, e assim distinto da filtracdo
profunda. Ele também causa perda de injetividade, como é de se esperar, mas serd ignorado
por estar fora do escopo da dissertacao.

A modelagem desta perda de injetividade depende de determinacao de funcdes empiricas,
como a funcao de filtracao que fornece a taxa de deposigao de particulas por unidade de tempo.

Trabalhos como [1] e [4] descrevem métodos para determinar esta fungao através da solucao



de um problema inverso. Também [2] faz uso da solugdo de um problema inverso para obter
a funcao reducao de permeabilidade. Contudo o custo de resolver problemas inversos é alto,
pois trata-se da resolucao de algum problema direto repetidas vezes. Isto motiva a busca por
métodos diretos precisos e eficientes para o problema. Em [6], Fasano ja observa que o problema
da modelagem da filtracao em meios porosos alcangou solidez. Sao escassos, porém, métodos
numéricos de boa qualidade para modelagem de filtacao.

O objetivo deste trabalho é a determinacao de em esquema numérico preciso, eficiente e
estavel para uma versao particular do problema de filtragao, a versao proposta por Herzig et alii
em [7]. Nas escalas espaciais e temporais de interesse em filtra¢ao profunda, uma das velocidades
caracteristicas é zero enquanto a outra é muito grande (transporte). A simplificagdo proposta
por Herzig et alii torna esta segunda velocidade caracteristica infinita. Paradoxalmente, gracas
a esta simplificacao conseguimos desenvolver um método implicito incondicionalmente estavel
de alta precisao, o que nao foi conseguido até entao para o problema completo de filtracao
profunda.

Para a prova de estabilidade, seguimos a metodologia de [12] onde a estabilidade forte do
esquema ¢ demonstrada atraves do método de energia. Desenvolvemos entao esta metodologia
para a versao linearizada do esquema a ser provado estavel. Isto ja motiva per se o emprego
do mesmo a problemas nao lineares de interesse.

Nao obstante a necessidade de simular dados de laboratorio, para experimentos em campo
¢ primordial dispor de uma discretizagao de geometrial radial cilindrica. Neste sentido, desen-
volvemos uma versao radial do método numérico de diferencas finitas e exibimos evideéncias
numéricas de estabilidade.

Os resultados bésicos da teoria geral sao encontrados em [10], [9] e [15]. O desenvolvimento
e uso do método de energia pode ser encontrado em [16].

O texto conta com uma introducao ao problema fisico no capitulo 2, onde sao apresenta-
das as equacoes do modelo continuo. No capitulo 3 encontramos uma solugao exata para uma
versao linearizada do problema fisico, que posteriormente é usada para validar os esquemas nu-
méricos. Neste também discorremos sobre o método da energia, onde mostramos uma “energia”
da solucao associada ao modelo tem crescimento limitado. Este é o passo fundamental para a
demonstracao da estabilidade do esquema box no capitulo 4. Nele definimos o esquema box,
junto a apropriadas condi¢oes de fronteira. No capitulo 5 discorremos sobre o problema para
fluxos cilindricos, onde propomos uma discretizacao baseada no esquema box para coordenadas

cilindricas e avaliamos seu desempenho. A dissertacao conta ainda de trés apéndices onde o



primeiro, apéndice A, contém a verificagao do solugao explicita obtida. O apéndice B contém
o esquema trapezoidal, um esquema semelhante ao esquema box, contudo mais simples, que ja
foi usado com sucesso [5] em um caso particular de estabilidade (a saber a = 0) embora seja

instavel para uma larga faixa de CFL — fato verificado no apéndice C.



Capitulo 2
Modelo continuo unidimensional

Usamos um modelo fisico baseado em [7], para o fenémeno chamado dano de formagao por
filtragao profunda. Tais modelos tem por objetivo prever o perfil de deposi¢ao o(x,t) ao longo
da rocha porosa, onde o é fracao de volume que esta preenchido por particulas retidas. De
forma semelhante o modelo prevé o perfil ocupado por particulas suspensas c¢(z, t).

Escrevemos a lei de conservacao de massa:

0 0
a(gﬁC—FU)—F%CU—O, (2.1)
onde

e ¢ é a porosidade da rocha, a qual supomos uniforme;

o(x,t) e c(x,t) sao as concentragoes (massa por unidade de volume) de particulas presas

nos poros da rocha e suspensas na fase liquida, respectivamente;
e [ é o comprimento da amostra de rocha;

0 <z < L éaposicao ao longo da amostra de rocha, desde a posicao de injecao;

t > 0 é o tempo gasto desde o inicio da injecao;

e u ¢é a taxa de escoamento do fluxo; em uma dimensao a incompressibilidade do fluxo
permite-nos supo-la independente de x e positiva, de modo que ela se torna igual a taxa
de injecao de fluido, que frequentemente é constante, e por isto sera tomada constante

neste trabalho.



A lei para a taxa de deposicao de particulas é

Oo ~
— = 2.2
5 A(o, c)u. (2.2)

As quantidades o e ¢ tem valores entre 0 e 1. Usualmente ¢ = 10~%, enquanto o cresce a

valores da ordem de 1072, i.e., exceto para tempos iniciais, temos que ¢ e ¢ sdo muito menores

ot

que o e %, respectivamente. Por causa deste fato, uma equacao simplificada de conservacao
de massa foi proposta por Herzig et alii em [7]:

%+u%:0 (2.3)
A equagao simplificada (2.3) é apropriada para nossos propdsitos uma vez que, normalmente,
medidas experimentais nos tempos iniciais sao pouco precisas. De fato, em tempos pequenos
tanto o como ¢ sao tao pequenos que erros experimentais predominam nos dados medidos,
considerando o atual estado da arte das técnicas de medida.

O elemento chave deste modelo é a funcdao de filtracao, obtida de modo empirico, denotada
/A\(a, ¢) e que nao pode ser medida diretamente. Deste modo, e uma vez que nao é possivel
determinar a fun¢ao de filtragao por qualquer principio fisico, as equagoes (2.3) e (2.2) tem
natureza heuristica. Uma observacao importante: no caso de A nio tender rapidamente a zero,
com o tempo, a equacao (2.2) diz que o cresce indefinidamente, em contradi¢ao a fisica do
problema. Deste modo o modelo (2.1) e (2.2) nao pode valer para tempos arbitrariamente
grandes.

Herzig et alii requerem que a funcao de filtracao seja nao negativa, o que exclui a possibili-
dade de particulas depositadas voltarem a suspensao i.e., a deposicao de particulas é irreversivel.
Deste principio, temos que

~

A(o,0) = 0. (2.4)

Se supusermos A real e analitica e considerarmos sua expansao em série de poténcias em

termos de ¢ e o em torno da origem, (2.4) diz que A(c,c) pode ser escrita como A(a, c)c.

Como ja foi citado anteriormente, este modelo deixa de valer para ¢ grande, e por isso estamos

interessados na simulacao para tempos grandes, contudo cotados, e qualquer L inclusive L = oo.
Por simplicidade tornamos o dominio fisico adimensional pelas mudancas de varidveis

Tor=" e A=ILA, (2.5)

X="=
L L’

onde X esta restrito ao intervalo [0,1]; uma unidade da varidvel “tempo adimensional” T" é

tempo necessario para injetar um volume de fluido correspondente ao volume da amostra, de
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onde vem o termo “volume injected” (VI). No caso geral, onde u é ndo constante em ¢, a (2.5(b))

é substituida por
dT  u(t)
—=—>-, T =0, parat =0.
it~ L P
Aqui, consideramos apenas o caso particular (2.5). Removemos os tils e chapéus nesta forma

adimensional e, ainda sem prejudicar a coeréncia da notagao, retornamos as letras “t” e “x” para
o tempo e a posicao adimensionais.

Escrevemos o sistema (2.3) e (2.2) nas novas varidveis simplesmente como

0
S5 =A@
(2.6)
0
8_; =—A(o,c)  (b).

Analizando (2.6) vemos que as velocidades caracteristicas associadas ao sistema sdo zero ao
longo das retas verticais e oo ao longo das retas horizontais. Isto vem imediatamente se nés

tomarmos &,71 > 0 e reescrevermos (2.6) como

L 0)o (o n 0 0 o +1
<06)a<c>+<0 1)%<C>:<_1>A(0’70), (2.7)

tendo assim para a primeira caracteristica (dx,dt) = (n,1) com velocidade 7, e para a segunda

(dz,dt) = (1,€) com velocidade 1. O resultado segue imediatamente fazendo &, — 0.

2.1 Condicoes iniciais e de contorno.
Como dado inicial, supomos que a rocha seja desprovida de particulas depositadas:
t=0: o0=0 quando =z €0,1]ouz € [0,00). (2.8)
Escreveremos a concentracao de particulas solidas que entram no meio poroso como
c(0,t) = co(t) >0, ¢o(t) < Cy, (2.9)

onde 'y é uma constante positiva.
Na auséncia de formacao de “cake” ¢y é a concentracao volumétrica de particulas sélidas na
injecao de fluido; na presenca de “cake”, é a concentracao que realmente penetra no meio poroso

apos sofrer alguma retencao na camada do “cake”.



Capitulo 3
Solucao explicita particular.

Para verificarmos propriedades de esquemas numéricos é muito ttil dispor de uma solugao
explicita, mesmo que para um caso particular. Nesta direcao, desenvolveremos nesta secao tal
solucao.

Tendo em vista que o problema (2.6) é por demais geral propomos a linearizagao

Alo,¢) = A0,0) + %A(O, 0)o + %A(O, 0)c + O(a, ¢)?), (3.1)

onde o termo de segunda ordem é desprezado.

Repare que pela (2.4) o termo constante é zero. Fisicamente, espera-se que a deposigao
aumente com a presenca de particulas em suspensao, o que nos leva a § = %A(O, 0) > 0. Da
mesma forma, espera-se que a deposicao diminua com o entupimento do meio poroso, o que
nos leva a escrever —a = a%A(O, 0) < 0. Trataremos apenas do caso « > 0, pois o caso a = 0
se reduz a duas EDO’s cuja solugao é simples, bem como o processo de discretizagao para as
mesmas. A solucao de um problema semelhante que contém este caso como limite pode ser
encontrada em [3].

Prosseguimos, entao, com o problema

oo
o pc—ao (a);
(3.2)
Oc
= ao—pe (),
definido no subconjunto Q = {(z,t) € R* | x > 0, t > 0} do R? onde ¢ é continuamente

diferenciavel no interior de 2 e se extende continuamente junto com sua derivada % até o

eixo Ot, enquanto o é continuamente diferenciavel e se extende continuamente junto com sua



derivada 22 até o eixo Oz. A condigdo inicial (2.8) e de fronteira (2.9) se aplicam e na tltima

fazemos L = oo, onde os casos L < oo serdo tratados como a restrigao desta ao intervalo [0, L.

3.1 Normalizacao da escala.

A despeito do interesse fisico que motiva a existéncia das constantes « e (3, definidas na se-
¢ao anterior, do ponto de vista matematico elas nao desenpenham nenhum papel fundamental.
Faremos, portanto, uso da grande simetria do sistema (3.6) para simplificar esta notagao, re-

movendo tais constantes. Para «, 3 > 0, propomos a mudanca de coordenadas:
T=pz, t=at, (3.3)

a qual nos permite escrever imediatamente:

dc _ 0cdx  dcdt 10c _ Oc _ 9(Be).

05 or0r 0z0% Box  or 01 (34)
e a analoga para o. Introduzindo as concentracoes normalizadas:
¢=fec, 0=ao, (3.5)
podemos reescrever o sistema (3.2) de forma independente de « e 3:
0
a—: = c—o  (a);
(3.6)
0
a_; = 0—C (b)v

onde ja foram removidos os tils correspondentes as mudancas na notacao.

3.2 Limitacao de c e 0.

Grande parte do que segue depende nao somente da regularidade das fungoes ¢ e o, mas também
da natureza de seu crescimento para t > 0. Este fator é crucial para o desenvolvimento das
transformacoes integrais empregadas para achar a solucao. Supomos que ¢, o sejam de ordem
exponencial na segunda variavel, i.e.:

3¢ > 0 tal que para qualquer ¢ > & = tlim e Ve(z,t) < lim e~ 79 =0, (3.7)

t—o00
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para todo z fixo. Para para o vale o mesmo: encontramos um novo £ com tais propriedades.
Em poucas palavras estd sendo pedido que ¢,o no pior caso crescam “tao rapido quanto
uma funcao exponencial”.
A motivagao imediata destas limitagoes é permitir o uso da Transformada de Laplace [14], na
secao seguinte onde serd desenvovida a solugao explicita do problema (3.6), sujeito as condigdes

(2.9) e (2.8), bem como as relagoes de regularidade impostas no inicio desta segdo. Escrevemos

C(z,s) = /000 e ez, t)dt e S(z,8) = /000 e oz, t)dt, (3.8)

para as transformadas de ¢(x,t) e o(z,t), respectivamente. As integrais existem pela limitagao

do crescimento de ¢, o dada em (3.7).

3.3 Solucao explicita.

Multiplicando o sistema (3.6) por e~*' e integrando de 0 até oo em relagao a varidvel ¢ obtemos

o sistema no dominio de Laplace:

(s+1)S(x,s) —o(x,0) = Clx,s) (a);
(3.9)

%C’(:B, s)+C(x,s) = S(z,s) (b).
Observacao 3.1. Note que a regra de Leibniz permite a derivacao sob o sinal de integracao,
sendo para isto suficiente que o integrando seja diferencidvel, a integral convirja absolutamente

e a integral da derivada convirja uniformemente. Assim podemos escrever:

d o d o —st o > —sti
%C(x,s)— /0 e c(x,t)dt—/o ey c(x, t)dt, (3.10)

dx x
que vale pois o integrando é composicao de fungoes continuas no interior do dominio 2, a
derivada %c(x,t) é por hipétese continua até o zero, donde limitada e pela condigao (3.7),

absolutamente integravel em R™.

Da equagao (3.9(a)) e usando a condigao inicial (2.8) obtemos:

S(z,s) = C(x,s). (3.11)

s+1
Usando esta informagao em (3.9(b)), escrevemos

1
s+1

%C(z,s) - (1 — ) C(z,s) = 0. (3.12)

11



Sua solucao é
C(z,s) = e “e=17C(0, 5), (3.13)

onde lembramos que C'(0, s) é a transformada de Laplace de ¢y(t). Junto com a (3.11) fornece
a solucao completa no dominio de Laplace. O processo de inverter a transformada de modo a
obter a solugao dependente do tempo ¢é feito através da integral de Mellin [13].

O sistema a ser resolvido é (3.11) e (3.13). Destas obtemos a solugdo no dominio do tempo

escrevendo
S(z,5) = e* <§+1> C(s,0) = e K (s + 1)C(s, 0), (3.14)
onde
K(s) =exp(z/s)/s. (3.15)

A transformada inversa de K(s), que denotamos £ 1{K(s)}, pode ser encontrada em tabelas

de transformadas [13], e vale:

L7YEK(s)} = I(2vtx), (3.16)

onde [ é a funcao modificada de Bessel de ordem zero e primeira espécie

™

Iy(z) = ! /07r exp(z cos(7))dr. (3.17)

Fazendo uso da propriedade L7 K (s + 1)} = e "L7{K(s)} e do fato de que o produto de
Transformadas de Laplace ¢é igual a convolucao das respectivas inversas no dominio do tempo,

escrevemos o(z,t) como:

oo, 1) = /0 e Iy )n(t — ) (3.18)
De (3.13) podemos escrever
Clx,s) =e “(s+1)K(s+1)C(0,s), (3.19)

usando a regra da derivagao para a Transformada de Laplace, a qual diz que se F(s) é a trans-

formada de uma certa fungao f(t) entao sF(s) — f(0) é a transformada de £ f(t), escrevemos:

L7HsK(s)} = L7H{sK(s) = Io(0) + [o(0)} = L7{sK(s) = Io(0)} + L7 {Io(0)}
_ % (10(2@)) o), (3.20)

12



pois pela (3.17) temos Ip(0) = 1. O termo §(t) representa a distribuicao delta de Dirac. A

expressao para c(z,t) é dada pela seguinte convolugao:

clz,t) =e" /O t e T (a% (Lo(2v/72)) + 5(t)) co(t — 7)dr.

Finalmente a solucao do problema proposto se escreve:

o(xz,t) = e_:”/O e TIo(2v/Tx)co(t — 7)dT (a);

clz,t) = e‘””/o 6_73 (lo(2y/72)) co(t — T)dT + e “co(2) (b).

or

Exibimos alguns graficos plotadas para a solucao, na figura 3.1.

Perfis de c(xt).
1l m—m— — — — — —
\\ — — tempo=1
N tempo =4
0.9 N — — —tempo =10
N
N
© 0.8 N
N
0.7 AN
0 0.5 1
X
Perfis de o(x,t).
1 7777777777
— — tempo=1
tempo =4
0.8 — — —tempo =10
o 06> _
0.4 T~
0.2
0 0.5 1
X

Figura 3.1: Solucao exata evoluindo no tempo, para o problema normalizado.

3.4 O método de energia.

(3.21)

(3.22)

Nesta secao usaremos o conceito de energia associada a um sistema de EDP’s para provar que o

crescimento das funcoes ¢ e o esta limitado para todo t finito, mesmo em 0 < x < oco. Isto serd

fundamental para o subseqiiente desenvolvimento da estabilidade do método numérico, feito

em total analogia ao presente caso continuo.
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Desejamos definir matematicamente a energia das solugoes o, ¢ como

/Oo(0'2 +¢)da, (3.23)

e para isso, mostraremos que esta de fato existe no lema a seguir.

2 0.2

2 9
T

Lema 3.2. Seja ¢, 0 a solugao do problema (3.6) obtida em 3.53. As fungoes ¢, 8%02, o

sao absolutamente integrdveis no intervalo (0, 00).

Demonstracao. Faremos uso do comportamento assintotico das equagoes modificadas de Bessel
[13]:

In(u):\/%<1+(’)(%)); w—o0, n=0,1. (3.24)

Entao, para t fixo, existe xy > 0 tal que podemos obter a estimativa (com w(x) = 2v/tz,

w(z) —x — —oo quando  — ©0):

—T

/0 e TIo(2v/Tx)co(t — T)dT
< e max |e TL(2v/Tx)co(t — 7))

T7€[0,t]

< Coe | (2vin)|

%e—mewm (1 Lo (ﬁ)) 2> (3.25)

Vem imediatamente da estimativa que o2 é absolutamente integravel em relacao a x, no intervalo

o(z,t)] = e

[£9,00); e como o é continua no intervalo compacto [0, 2] o resultado segue. Argumentos

totalmente andlogos conduzem aos mesmos resultados para c?, %02, %02. O

De posse da existéncia das integrais passamos ao método, propriamente dito. Multiplicando
(3.6(b)) por ¢ e a equagao (3.6(a)) por ¢ podemos escrever, reordenando seus termos:

35.C = c(c—o), (3.26)
‘ 10

- 2 — _

5517 oo —c). (3.27)

Integrando (3.26) e (3.27) em relacao a x, de 0 a co obtemos o sistema:

1d [e.9] 9 o0 .
a0t /, ofdr = /0 olc—o)dr  (a);

I e
5/0 %cd:c = /0 clo —c)dx (b).
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onde 0 = o(z,t) e c = ¢(x,t).
Somando (3.28(a)) e (3.28(b)) obtemos

1d >, 1[0, /°° )
- dr + = —c’dr = — —o0)%dx. 2
2t ), o x+2/0 5aC 4 i (¢ —o)dx (3.29)

Usando (2.9) e lembrando que c¢?(z,t) permanece limitado quando z — oo, vale:

Tr—00

— / 9 2y = ca(t) — lim *(x,t) < Cp. (3.30)
0 ax

Observando que o integrando no segundo membro da (3.29) é positivo, temos que:

d

i) o2dz < C2. (3.31)

Assim o crescimento da energia estd dominado por uma constante positiva e o teorema funda-

mental do cdlculo nos dé (usando que o(z,0) = 0):
/ odx < C3t. (3.32)
0

Provamos portanto que a integral correspondente & funcao o2 estd limitada para todo t finito,
por uma fungao linear.
Para obter um resultado analogo em ¢, elevamos ao quadrado os dois membros da equagao

(3.6(b)) e integramos em relagao a varidvel = de 0 a oo para obter

/OO 2c 2dx+/oogczdx+/ooc2d:c—/Ooa2dx (3.33)

Usando (3.30) e (3.31) encontramos limitagao semelhante para c?(t, x):
/ dr < Cit + CF. (3.34)
0

Vemos que a energia total do sistema é de fato limitada para todo t finito.
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Capitulo 4
Esquema box unidimensional.

No problema de deposicao profunda tipico temos uma taxa de deposicao muito pequena, como
foi explanado no paragrafo que antecede (2.3). Isto se d4 mesmo em escalas temporais da
ordem de ¢L/u (comumente usada em engenharia de petrdleo), veja equacao (2.1); ou mesmo
em escalas da ordem de L/u, consulte equagao (2.3). Torna-se, portanto, imperativo o uso de
métodos implicitos precisos e incondicionalmente estaveis, para que seja possivel discretizar o
tempo em passos bem maiores que os intervalos espaciais (reescalados pelo fluxo u), de maneira
precisa. Caso contrario, uma parcela consideravel do esforco computacional seria deperdicada
em célculos cujos resultados refletiriam minimas mudancas na solugao.

Como ¢é relembrado em [12] uma maneira usual de transpor este desafio é o uso do esquema
compacto implicito box. A desvantagem deste esquema estd no fato dele introduzir oscilagoes
espurias na solugao numeérica. Uma maneira usual de amenizar estas oscilagoes consiste em
trocar o operador média por uma média ponderada na discretizacao do tempo como feito por
[12]. Esta tética tem, contudo, a desvantagem de reduzir a precisdo do esquema para primeira
ordem. Livramo-nos das oscilacoes espurias de outra forma: aproveitamos as propriedades da
filtracao profunda e usamos a aproximagao de Herzig et alii (2.3) para desprezar um termo
de derivada temporal. O erro introduzido por esta aproximacao ¢ minimo nas aplicagoes em
filtracao profunda e de nenhuma maneira abaixa a ordem de precisao numérica. Isto muda a
natureza do problema, que deixa de ser hiperbdlico, mas como veremos, da ao esquema box
Otimas propriedades numeéricas.

Passamos agora a discretizacao usada daqui em diante. Considere para o eixo Ox a dis-

cretizagao do intervalo [0, L], tal que para h > 0 escrevemos {x,, = mh, m = 0,1,2,... M},
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onde

L
M= (4.1)

Igualmente para o eixo Ot escrevemos a discretizagao do intervalo R, tal que para k > 0 pomos

{t, =nk, n=0,1,2,...}. Estas nos permitem indexar ¢(z,t) na notagdo mais simples:
() = c(Tm, ty), (4.2)

e analogamente para a fungao o(z,t):
(@) = 0(Tm, tn). (4.3)

Reservamos entao os termos ¢, o, para as fungoes discretas avaliadas no ponto (x,,y,) da
grade. Usamos ainda a notagao (A)?, = A((o)", (¢)r), que nos permite reservar A” para seu
correspondente discreto.

Devido a natureza do sistema de EDP’s; o problema numérico se reduz a composi¢ao de dois
problemas distintos. O primeiro é a resolucao de um par de EDO’s na fronteira e o segundo
a solucao de fato no interior. Trataremos primeiro o interior, onde reside o real interesse para

apOs tecer algumas consideragoes sobre o problema na fronteira.

4.1 Esquema box.

Nesta secao definiremos o esquema box. Por questoes de notacao definiremos, antes disto, um

operador de média.

Defini¢ao 4.1. Seja v(z) uma funcao real na varidvel z, que toma valores num subconjunto
dos reais Z. Dado o incremento Az definimos o operador média em relagao a variavel z, .,

pondo para z,z + Az € Z:

Jov(s + Azj2) = YA “;Z +42) (4.4)

Observacao 4.2. Se v é uma funcao real tal que v € C*, duas vezes diferencidvel, o operador

média assim definido é de segunda ordem.

Para a demonstracao, podemos escrever para v sua série de Taylor com resto de Lagrange,

obtendo:
Az d

v(z 4+ Az) =v(z + Az/2) +7%U(2+Az/2) + O(AZ?); (4.5)
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v(z) =v(z+ Az/2) — %div(z—i—Azﬂ) + O(AZ?). (4.6)

Somando (4.5) e (4.6) obtemos o resultado.

Introduzimos o esquema box:

(omis o) = (o +0m) | (cis +an) = (7 + )

(4.7)
Cn-l—l _ Cn—l—l
St [A" A (b).
Sua dedugao se da tomando os operadores média em x da (2.6a)
ot —on
m+1/2 m+1/2 n+
e média em t da (2.6b)
n+1/2 n+1/2
Comil — Cm Lrvnt12 | yn
e e E LR o B (4.9)
onde escrevemos:
n+1 n
HzO 170 = HaOmyi)2 n
(4.10)
n+1/2 n+1/2
sl Y PV S8 RS
h 2
Como o lado direito destas equacoes ainda contém médias, temos uma simplificacao:
n+1/2 12
i€y, — UtCm n+1/2
+ A = _MtﬂxAm—:_l//Q (a);
(4.11)
“ngnillp = HaOpi1/ n+1/2
? = tuapd, ), (D).

Dai obtemos (4.7(a)) somando (4.10(a)) e (4.10(b)). O leitor poderd verificar que as (4.9)
e (4.8) sdo de fato uma discretizacao de segunda ordem no tempo e no espago da (2.6) no
apéndice B. Disto segue imediatamente que o esquema box possui a mesma precisao.

O uso deste esquema se da explicitanto c"mfl e afn*jrll, para entao marchar a partir da origem
(usando o que foi calculado na fronteira, secao 4.2). Nosso interesse reside no caso particular

(3.6), e assim pondo

h 1-2
A=——- e B= - (4.12)
2(1—|—§) 1“‘5
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obtemos:

c’,fjjrll = B+ A (a;ﬁll + U,’}fl) (a);
(4.13)
1
0%111 = —optt+ {U:Ln—i-l + 0 — A [C:Ln+1 +(B—1)ept — Cm} (b).

1+ AA

ntl mn41 ntl  ntl
Im  Cm Tm4+1> Cm+1

[ R | N

dados de fronteira

T S
n n n
dados iniciais X Tm> Cm Tm+1> Cm41

(a) (b)

Figura 4.1: Dados iniciais e de contorno e dependéncia dos dados: (a) a matriz completa dos
perfis de (o, ¢), e as diferentes regides em respeito a dependéncia dos dados; (b) dependéncia de
dados que nao sao iniciais ou de fronteira: os valores desconhecidos no circulo vazio sao obtidos

usando os valores conhecidos nos nodos adjacentes da grade, como estd indicado pelas setas.

4.2 Discretizacao na fronteira.

Naturalmente o esquema box depende do célculo antecipado de ¢, e o, como pré-requisito
para sua validagao. Mostraremos agora um método para tratar este problema, dispondo apenas

dos resultados ja obtidos. Usando (4.9) temos para o eixo Ox:

(i +eh)

cml:c&—h[ 4, (111)

onde foi usada a (2.8). Este é um caso simples de esquema implicito estavel (como esquema
numérico para EDO’s) de segunda ordem. Reescrevendo (4.14) obtemos a recorréncia:

0 2_hO

Cm1 = 5, Cm (4.15)
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cuja convergéncia obtemos para:
h <2. (4.16)

Para o eixo Ot usamos a (4.8) para obter:

n+1 n n+1 n
ot = gn G ; %) _ (7 2+ 7t) , (4.17)

que é um esquema implicito com ¢f dado pela (2.9). Ele é estavel pela teoria geral de aproxi-

macao numérica para EDO’s, e analizando a recorréncia

2—k
ot = ——of +

n+1 n 4.1
2+k ), (4.18)

T
vemos que é convergente para:
k<2 (4.19)

4.3 Estabilidade do esquema box.

Nesta secao sera provada a estabilidade do esquema (4.7), através do método da energia discreto,
de maneira totalmente andloga ao que foi feito na secao 3.4 — neste sentido o método usado
aqui segue [12]. A equivaléncia entre estabilidade e estabilidade forte para equagoes diferenciais
parciais a coeficientes constantes pode ser encontrado em [16], no contexto do método de energia.
Retomando a notacao

A=c—o, (4.20)

reescrevemos a (4.10) como:

n+1/2 n+1/2 n n
)‘Ut(cm—i-_i-l/ — ' / ) = _%ka(Amthp + Am+1/2) (a);
; (4.21)
Mx(a—?n—:—llﬂ — Opiij2) = %kﬂx(A?nJip T AL ) (b).

Para proceder em analogia & se¢ao 3.4 multiplicamos (4.21(b)) por i, (o7t} jat Omiije) ©

que fornece para o primeiro membro:

(“ngnillp - “xagm+1/2> (ungnt—llﬂ + ng::zﬂ/z) = (Mxo-?nt—ll/2)2 - (uxaﬁm/z)% (4.22)

e consequientemente:

n n k n n n n
(M:cgmill/g)Q - (Mx0m+1/2)2 = 5#:0(/\7,:;11/2 + Am+l/2) : Hx(amilyz + Um+1/2)- (4.23)
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De maneira semelhante, multiplicando a (4.21(a)) a direita por ux(cz;ll Jo+ Cpsr /o) Obtemos

para o primeiro membro

Mg (S = ) (el o+ o) = Mne(en® = ) - 2 (10 =

= (et — ety L (N Y = N (e ) — () (4.24)

e subseqiientemente:

n n k n n n (0
A [(Ntcmill/z) (pecly™2)? } = __IU’ZB(Am—I—ll/2 + Ay) - /”Lw(cm—:-ll/2 + Cny)a)- (4.25)
Para cada n e M fixos, usando a notacao usual [[v||3 = Y 02, somando (4.23) e (4.25) em
m temos:
A (e ) = (et 2] = =N (A A (@ )] ()
e = llpao™ll3 = +5 Y02 a(A™ +A") - pia(0™ +0™)] (b).

(4.26)
O objetivo agora é provar estimativas de limitacao quanto ao crescimento de ji,c), e p 0,
para entao usalas na prova de estabilidade do esquema box. Este é o contetiddo dos dois lemas

a seguir:

Lema 4.3. Para a funcgdo de grade o], que satisfaz o esquema box (4.7), existe uma constante
positiva K tal que:
hllpzo™(13 < Bllpeo®|3 + Kty (4.27)

Temos também que K = Cj.

Demonstracao. Somando (4.26(a)) e obtemos:

"L = (ka5 =

o A A A Y Ay

< Mm%“”% (4.28)

H,umg

e usando a (2.9) obtemos, em analogia com a (3.31) a condi¢ao de estabilidade:

hllpao™ 3 = Rllpao™ |3 < RCS. (4.29)
Finalmente da recorréncia em n (lembrando que A = k/h e t, = nk):

hllpao™ 12 < hllpao®l3 + Cota. (4.30)

Com isto, o lema esté provado. O

21



Seguimos com a demonstragao de limitacao andloga para f,cl,.

Lema 4.4. Para a funcao de grade ¢, que satisfaz o esquema box (4.7), existem constantes

positivas K1 e Ky tais que:
Rl a5 < hllpac®|3 + Kity + K. (4.31)

Demonstracao. Para obter a condigao de estabilidade em ¢ comegamos reescrevendo a equagao
(4.7(b)) como

Mg — ) + k(ﬂxczwrlﬂ) = k(ﬂxagwrlm)a (4.32)
que entao elevamos ao quadrado
N2 (g = E)® RN (1) = ()] + K2 (taChpin2)? = B (120 1/2)*; (4.33)

dividimos por k% e somamos em m:
M
WY 2y = )+ () = ()?] + hllpac™|l3 = Bl pao™ 3. (4.34)
n=0

Mo - i o
Os termos h)_,_ h=2(cl , — cm)? e (c)? sdo positivos e podem ser imediatamente des-

prezados. Usando (2.9), (2.8) e o lema 4.3, obtemos:
hl[ a5 < hllpac®|3 + Citn + C3.- (4.35)
O lema esta provado. O
O resultado central desta secao é:

Teorema 4.5. Se as fungoes de grade ¢, e o, sGo nao negativas entao o esquema box (4.7) €

estavel.

Demonstragdo. Nosso objetivo é correlacionar as grandezas ||c"||3 e ||o™]|3, com as ||u.c"||3 e
|l pz0"]|3. Sem perda de generalidade procederemos para ¢ sendo o resultado em o totalmente
andlogo.

Como para todo m, n inteiros nao negativos temos c;, > 0, vale a relagao simples:

2 2 cr o4 et 2
(maxtes, chnd) < (2achig) = (27254 ) (4.36)

e pela convexidade da funcao quadrado temos:
max{(cp,)?, (1)} < 2uachiij)® < 2(en)? + 2(chpy) (4.37)
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Somando (4.37) em m de 0 até M — 1 obtemos:

[aary

S <43 () <23 [0 + ()] (4.38)

=0

Usando novamente (4.37) param = M e o fato que (uxc%+1/2)2 < ||uxczl+l/2||§ vem finalmente:
™13 < 8llpac™ (I3 < 8llc™ 13- (4.39)
Agora basta usar os lemas 4.3 e 4.4 de onde o resultado segue. O

Um resultado que prova a equivaléncia entre estabilidade forte e estabilidade pode ser en-
contrado em [16] donde o teorema 4.5 e a resultante convergéncia do método, teorema de
Lax-Richtmyer [15], seguem como corolario.

Resta-nos apenas a:

Observagao 4.6. A fim de que as funcoes de grade ¢, e o) sejam nao negativas para qualquer
condigao de fronteira ¢ que satisfaga (2.9) é necessario que sejam satisfeitas as condigoes (2.8)
e (2.9).
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Capitulo 5
Problema radial.

O maior interesse no desenvolvimento do esquema box é utiliza-lo na modelagem de problemas
fisicos. Nesta direcao aplicaremos este esquema ao problema de fluxo incompressivel em co-
ordenadas cilindricas. Impomos simetria radial nas solucoes, e o tomamos o dominio espacial
limitado ao intervalo [r;, r.]. O problema resultante pode, portanto, ser simplificado ao seguinte

problema unidimensional:

0
5 = Acoul) ()
(5.1)
0
8—; = —Ac,0) (b).

onde a velocidade nao é mais constante. Na equagao vetorial sem qualquer simetria que antecede
a (5.1) terfamos mdédulo do vetor velocidade u(r), na equagdo que correspondente a (5.1a).
Mesmo sabendo que o correto seria escrever o modulo nao o faremos, pois isto nao sera necessario
para os escoamentos considerados na dissertacao.

A imcompressibilidade do fluxo impoe que:

e (ru(r)) =0. (5.2)

Isto nos diz que:
u(r) = — (5.3)

onde ¢ é o fluxo por unidade de altura de um cilindro de raio r. A mudanca de variavel
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T = 2mu(r)t/q nos dé (retornando & variavel “t”):

do A(c,o0) '
o r (a);
(5.4)
0
8_70“ = —A(c,0)  (b).

Infelizmente a solugdo analitica do problema (5.4) ndo pode ser obtida com a ajuda da
elementar Transformada de Laplace. Seguimos portanto com a andlise numérica do problema,
aplicando o bem sucedido esquema box.

5.1 Esquema box em simetria radial.

Para o problema (5.4) propomos o seguinte esquema, cuja precisao é de ordem dois no tempo

€ 110 espaco, Como veremos.

(it + Cmst) = (et +cp) B

(o Fontt) = (o + o) + A . =0 (a);
m+1/2
(5.5)
n+l _ n+l
Cm+1 - Cm__ _ _% [AZHL 4+ AT (b).

Multiplicando (5.4b) por 1/r e procedendo de maneira andloga a segao (B.1), encontramos

para seu lado esquerdo a expressao:

L (s — (0 (16)"

=|-==c
T'm+1/2 h

+O(R2). (5.6)

ror

m+1/2
Observe para o lado direito que discretizamos A/r, onde aplicando os resultados (B.8) e

(B.9) escrevemos:

1 (= (0 1 <A<<C):Ln+17 (@)mi1) | Al ()5,

+
T'm+1 T'm

T'm+1/2 h 2

)) L OMY.  (5.7)

Para (5.4a) usamos, sem modificacdo, a discretizagao para a derivada no tempo feita em

B.1, que nos da:

== o [A((n (0" + Al (0)7)] + O(k?). (5.8)
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Tomando a média em r de (5.8) avaliada no ponto m + 1/2, a média em ¢ de (5.7) avaliada

no ponto n + 1/2 e somando, obtemos o resultado:

(@) + (na] = (O + (o))
Tm+1/2

(@)t + ()] = [(0)mgs + (0] + A =0, (5.9
que é a discretizacao (5.5a), e pela observagao 4.2 de segunda ordem no tempo e no espago.
Por fim, a (5.5b) é a mesma do esquema Box (4.7h).

Para resolver o esquema (5.5), basta explicitar ;% e o/-t} e marchar a partir da fronteira

como foi feito na se¢ao 4.1, onde escrevemos:

h 1—hp/2
___oh g 1N (5.10)

2(1+ hp/2) 1+ hB/2

para entao obter:
Al = B+ A(onth +ont) (a);
n+tl  _ _ n+l T'm+1/2 n no_\ n B—1 n+1 n b

Um—l—l Om + Tm+1/2 + )\A {Um+1 + Om /Tm+1/2 [Cm+1 + ( ) Cm}} ( )
(5.11)

5.2 Condicao de fronteira para o esquema box radial.

Enquanto os valores de 2, sao calculados da mesma forma que em 4.2, obtendo a mesma
condigao (4.16) para a convergéncia, necessitamos rever o célculo de of. Desta vez, partimos
da (5.8), para obter:

k
optt 203_2—7’0 (B(c™ +cg) —a(og™ +03)]; (5.12)

que é uma discretizagdo implicita para o eixo Ot com ¢ dado pela (2.9) e ry o raio interno
no modelo fisico. Ela é estavel, novamente, pela teoria geral de aproximacao numérica para

EDOQ’s, e analizando a recorréncia

2o — ak k
ontt = o — b "+7ﬁ (bt +cf) s (5.13)

27’0"‘0&]{3 27’0"‘0&]{3

vemos que é convergente para:

k< 20 (5.14)

«
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5.3 Verificacao numérica da modelagem radial.

Verificamos agora o resultado numérico de aplicabilidade do esquema box em simetria radial.
Simulando o uso do esquema na regiao de interesse fisico, a < [ obtemos as figuras 5.1 e 5.2
que contém os perfis de ¢ e o para malhas de 40 passos no tempo por 10 intervalos no espaco
e de 200 passos no tempo por 50 intervalos no espaco. Veja que a solu¢ao nao degenera com o

refinamento.

Perfis de c(x,t) paraa =0.1, A =1

B
08 N . B
B

_0.6F N o

c(x,1,

0.4~ ~

0.2 =~

I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

201

10 >

o(x,1)
/

-5

Figura 5.1: Comportamento do esquema box radial, com a discretizacao temporal de 40 passos

e discretizacao espacial de 10 passos. Caso a < (3.

Uma caracteristica do esquema trapezoidal é que seu resultado mostrou-se sensivel a variagao
de A. Nas figuras 5.3 e 5.4 ainda para o < (3, mostramos que nao ha desvio aparente nos
resultados do esquema box radial quando se varia A.

Nas figuras 5.5 e 5.6 exibimos resultados complementares onde fazemos [ < a. Novamente
os resultados foram calculados para as malhas de 40 passos no tempo por 10 intervalos no espaco
e de 200 passos no tempo por 50 intervalos no espaco. Como se vé, os resultados concordam
bastante bem.

Ressaltamos com maior destaque que nas simulagoes o esquema box em simetria radial tem
se mostrado estavel. Na figura 5.7, a solucao do esquema converge quando se refina a malha

para uma discretizacdo do tempo bem maior que a espacial (cingiienta vezes). Esta é uma
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Perfis de c(x,t) parap=0.1,A=1

B=o0.
08t ~ Tt- el p=1
B=2

0.6F R -

c(x,20)
/

0.4~ ~

Perfis de o(x,t) para=0.1,A=1
20

15F S

a(x,20)

Figura 5.2: Comportamento do esquema box radial, com a discretizacao temporal de 200 passos

e discretizacao espacial de 50 passos. Caso a < 3.

Perfis de c(x,t) parac = 0.1, =1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Perfis de o(x,t) paraa = 0.1, =1

Figura 5.3: Comportamento do esquema trapezoidal para o = 0.1, § = 1. Utilizou-se nova-

mente uma discretizacao espacial de 40 passos.
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Perfis de c(x,t) paraa = 0.1, =2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Perfis de o(x,t) paraa = 0.1, =2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 5.4: Comportamento do esquema box radial para o = 0.1 e § = 2. Utilizou-se novamente

uma discretizacao espacial de 40 passos.

Perfis de c(x,t) parap=0.1,A=1

l——— == T - - —— e —— i m i m o m s
e - a=0.25
098 T a=1
RS - -a=2
60.96* R -
N ~
X Sl
©0.94 ~
~
0.92 =
0.9 Il Il Il Il Il Il Il Il Il J
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X
Perfis de o(x,t) para=0.1,A =1
04— — _ _ _
Tt~ - a=025
Tt~ a=1
0.3F T— el ~ _qa=2
502*
©
0.1+
0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il J
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 5.5: Comportamento do esquema box radial, com a discretizacao temporal de 40 passos

e discretizacao espacial de 10 intervalos. Caso o > f3.
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Perfis de c(x,t) parap=0.1,A=1

0.981 R a=1
RS - -a=2
50961 S
o ~
X ~
©0.941 ~
~
0.92 =
09 L L L L L L L L L I}
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

04— — _

- - a=025
-~ a=1
0.3r T=a ——a=2

Figura 5.6: Comportamento do esquema box radial, com a discretizagao temporal de 200 passos

e discretizacao espacial de 50 intervalos. Caso o > (3.

representante de muitos testes que conduziram a resultados analogos, sugerindo evidéncia de
ampla aplicabilidade para este método. Podemos afirmar que o esquema box tem se mostrado
uma alternativa realmente boa para simulacao da deposicao profunda, sendo o primeiro esquema
compacto implicito para este problema a fornecer resultados satisfaérios [11].

Contudo se as condigoes (5.14) e (4.16) nao forrem atendidas a divergéncia na fronteira se
propaga para o interior — da mesma forma que no caso linear. Uma possivel solugao para este
problema é o uso de algum método numérico para EDOs na fronteira que combine eficiencia com
uma precisao maior que aquelas das discretizagoes propostas na secao 5.2. Para os problemas
de filtragao profunda, « é proximo de zero de modo que qualquer passo de tempo k razoavel
satisfard (5.14). Quanto a condigao (4.16), ele tem sido satisfeita para as simulacoes feitas até

agora.
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Perfis de ¢(x,t) no tempo t = 100, A = 50.

k=50,h=1
0.8 — - -k=10,h=0,2
— k=5, h=0,1
g 06
<
504
0.2
0 i ,
1 2 3 4 5
X
Perfis de o(x,t) no tempo t = 100, A = 50.
200
k=50,h=1
— —-k=10,h=0,2
——k=5 h=01
B 100
o
—
X
5] 0 -
-100
1 2 3 4 5

Figura 5.7: Convergéncia do esquema box radial, no caso a = 0.001, § = 2. Com o refinamento

da malha nota-se convergéncia da solugao.
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Capitulo 6
Conclusao.

Apresentamos um método numérico implicito e compacto, o esquema box (4.7). O método
destina-se a resolver as equagoes de reacao adveccao (2.3) e (2.2) que regem a deposicao profunda
em meios porosos. Aquele é um método preciso, de segunda ordem, e incondicionalmente
estavel para o caso linear em que a funcao de filtragao varia com ¢ e o (3.2) — a estabilidade
é dada pelo método de energia. Para fins de comparacao e validagao do método, obtivemos
uma solucao exata para este caso linear. Esquemas explicitos nao podem exceder a condicao
At < ulAx, onde u é a velocidade de Darcy do fluido, por questoes de estabilidade enquanto
esquemas implicitos, geralmente, nao podem exceder esta condi¢ao por questoes de precisao. A
estabilidade incondicional torna-se entao particularmente importante neste problema, pois tal
condicao é espuria: a velocidade de Darcy u sequer aparece na de velocidades caracteristicas
do modelo.

Ressalta-se que a natureza dos modedo fisico, agrupando duas equacoes de velocidades
caracteristicas tao dispares (a saber zero e infinito) constitui o cerne da dificuldadede e fonte de
erros para os métodos numéricos. De fato, o esquema box proposto é o primeiro a apresentar
resultados satisfatérios para este tipo de problema [11], permitindo discretizar o tempo em
passos muito maiores que os intervalos da discretizacao do espaco de modo estavel e preciso.

Aplicamos este esquema a um problema com simetria radial cilindrica e verificamos nume-
ricamente que ele fornece bons resultados para passos temporais bem maiores que os espaciais.

Em trabalhos futuros ha interesse em estudar o problema de deposicao em formulacao radial
(5.1) e (5.3) onde a velocidade u passa a variar com o tempo, digamos u(r,t) = u(r)q(t) — onde
esta u(r) é dada por (5.3). Também desejamos resolver o caso nao linear para o problema radial

(5.1). No interior do dominio, onde ambos ¢ e ¢ sdo desconhecidos, resolverfamos o sistema
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(5.1) com a versao matricial do método de Newton, o que é razoavel, pois o custo corresponde

a inverter uma matriz dois por dois para cada ponto.
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Apeéendice A
Verificacao da solucao explicita.

E conveniente verificar que, de fato, a solugao obtida na secao (3.3) satisfaz a EDP. Podemos

escrever (3.22(b)) como

c(z,t) =e® ( /0 t w@%(t —ydr + co(t)) : (A.1)

onde usamos a identidade [13]

d
—Io(u) = L (). (A.2)

Tomando a derivada de (A.1) em relagao a varidavel z obtemos

%c(x,t) = —c(z,t) +e° /Ot 6_7% (@) co(t — 7)dr; (A.3)

onde a derivada sob o sinal de integracao se justifica, novamente, pelo uso da regra de Leibniz.
Usando a relagao [13]

%11 () = Iy(u) — 210, (A4)

u

a derivada no integrando é facilmente calculada

% (@) - (10(2\/5) _ %) . 11527\/?
= Io(2y/77); s

e por fim

e’ /Ot 6_7% (@) co(t — T)dT = o(z,1); (A.6)
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onde usamos a (3.22(a)). Note-se que a equagao (3.6b) foi satisfeita. Derivando agora (3.22(a))

com relagao a variavel t e usando a propriedade f x g = g x f da convolucao obtemos

%U(l” t) = 6—:(;% (/Ot e~ (24 (t— 1) a:)co(T)dT) ; (A7)

onde a derivada sob a integral é calculada usando a regra da cadeia (e a posterior derivagao sob

o sinal de ingracao novamente é valida por Leibniz)

%( /Ote—@—T)IO(Q (t—f)x)co(f)df) - /Otg(e—@—ﬂfoe (t =) 2)eol(r)) dr

Segue facilmente de (3.22), que

)
50 (0:1) = —o(a.1) + cla, t); (A.9)

donde satisfaz a (3.6(a)). Por fim vemos que o sistema (3.22) é solucao do sistema de EDPs
(3.6).
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Apendice B

Esquema trapezoidal unidimensional.

B.1 Discretizacao trapezoidal.

Nesta parte exibimos um esquema mais simples para o problema de de discretizar (2.6), como

¢ visto em [8]. Deste momento em diante tal esquema sera chamado esquema trapezoidal.

0:711—’_11 - CZ%—H 1 n n
i L] e
(B.1)
n+1 n
— 1
W = +5 (AL 4+ A ] ().

Este esquema tira proveito da simplicidade do sistema de EDP’s (2.6), obtendo os novos
valores cf,‘#l, U;‘jjrll em funcao da menor quantidade possivel de dados ja disponiveis, como é
representado na figura B.1.

Ele pode ser resolvido em sua forma geral (B.1) usando o método de Newton [8] e foi usado
com sucesso em [5]. Contudo a teoria de esquemas numéricos a diferencas finitas estd bem
desenvolvida para equagoes lineares com coeficientes constantes. Portanto, na analise numérica
que faremos daqui por diante, usaremos apenas o caso particular (3.6).

Sua utilizagao depende dos dados de fronteira obtidos em 4.2. De posse destes, resolve-se o
sistema de linear (B.1) nas incégnitas ¢itY e o7t para entdo marchar a partir da fronteira.

No que se segue, mostraremos que este ¢ de segunda ordem tanto no tempo quanto na

posicao.
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dados de fronteira

S S S S R R SN S n "
dados iniciais X Tm+1>Cm41

(a) (b)

Figura B.1: Dados iniciais e de contorno e dependéncia dos dados: (a) a matriz completa dos
perfis de (o, ¢), e as diferentes regides em respeito a dependéncia dos dados; (b) dependéncia
de dados que nao sao iniciais ou de fronteira: os valores desconhecidos nos circulos vazios sao
obtidos usando os valores conhecidos nos dois nodos adjacentes da grade, como o indicado pelas

setas.

B.1.1 Ordem de precisao.

Os lados esquerdos das duas equagoes em (B.1) sao discretizagoes de segunda ordem para as
derivadas (diferengas centradas), no ponto médio do espago e do tempo, respectivamente. Para

vé-lo, expandiremos (2.6) em série de Taylor, lembrando que A = ¢ — o

10 h* ?

(i1 = (mgrp2 + 5 2 ()12 + R (©)mt12 + O(h%); (B.2)
" " h 0 h* ?
(C)m = (C)m+1/2 28 ( )m+1/2 + = 8 Or ‘a2 m+1/2 +O(h ) (Bg)
subtraindo (B.3) de (B.2) e rearranjando os termos, obtemos
O = (D _ 0
D = _ D oy + O02), (B.4)

Analogamente,

m 9 n+1/2 2
D _ 2 oy 1+ 00, (B.5)

Uma demostracao similar fornece o lado direito. Escrevemos

h 0

(A)Zwl = (A)Zm+l/2 +3 2 0 (A)m+l/2 + O(h2)§ (B.6)
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h 0

(M) = (Wisre = 5 3 (Migrje + O, (B.7)

Somando (B.7) e (B.6) obtemos
Wi 20 _ (), + 0002). (B5)

Analogamente, N
W _ (v 4 002, (B.9)

Substituindo (B.5) e (B.9) em (2.6(a)) obtemos
(@) = (@) _ Al (0)5™) + Al(e)5,: (0)7) 2

_ _ ; + O(k?), (B.10)

da mesma maneira, usando (2.6(b)) podemos escrever com a ajuda de (B.4) e (B.8):

(i1 — (@n  Al()mi1: (0)mg1) + A((C)m, (0)7m) 2
; _ : +OMR). (B.11)

Avaliando a (B.10) na posigao x,, +h e a (B.11) no tempo z,, + k concluimos que o esquema

¢ de segunda ordem no tempo e no espago.

B.2 Comparacao entre os esquemas.

Aqui exibimos o resultado das simulagoes utilizando os dois esquemas, trapezoidal (B.1) e box
(4.7). No que concerne a simulagao preferimos fazer uso do modelo fisico (3.2), anterior a
normalizacao que expurga os parametros a e [3.

Nas situagoes de interesse fisico temos que o < 3, e j4 notamos sinais da instabilidade do
esquema trapezoidal. Vemos na figura B.2 que o resultado numérico dos dois esquemas difere
sensivelmente quando fazemos lambda variar (o que corresponde a refinar a malha do tempo).
Escolhemos para o esquema box apenas dois valores de lambda, aqueles que sao criticos para
o esquema trapezoidal no sentido de alguma evidéncia de instabilidade, A = 0.1, ou de uma
forte atenuacao, A = 4. Observe que para A < 1, o cresce rapidamente, sendo que os melhores
resultados do esquema trpezoidal aparecem restritos a regiao onde lambda esta préximo ao um.
Nao hé variagao perceptivel no resultado para o esquema box, sendo que em todos os casos o erro
em relacao ao resultado exato é muito pequeno. Refininando a malha os resultados nao mudam
perceptivelmente como se vé na figura B.3. Mais precisamente, a diferenca média quadratica é
pequena. Em tempo, fornecemos a tabela B.1 que correlaciona A com a discretizacao temporal,

para comodidade do leitor.
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Perfis de c(x,t) paraa =0.01 e B = 1.

— — A=0.1

A =0.15
— — -A=0.25
box, A =0.1

- — 2=01

15hi T S A=0.15
=~ - — -A=0.25

- box, A =0.1

— —A=11
A=2

- —-\=4

box, A =4

— —A=11
A=2

- —-\=4

box, A =4

a(x,1)

Figura B.2: Comparagao entre os esquemas para « = 0.01, e § = 1. A linha cheia corresponde

ao esquema box e coincide com a solucao exata, as demais ao trapezoidal. Utilizou-se uma

discretizacao espacial h = 0, 025.
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Perfis de c(x,t) paraa =0.01 e B = 1.

— — A=0.1

A =0.15
— — -A=0.25
box, A =0.1

0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Perfis de a(x,t) paraa =0.01 e B = 1.

— = A=0.1

A =0.15
- — -A=0.25
box, A =0.1

— —A=11
A=2

- —-\=4

box, A =4

— —A=11
A=2

- —-\=4

box, A =4

a(x,1)

Figura B.3: Comparagao entre os esquemas para a = 0.01, e § = 1. A linha cheia corresponde

ao esquema box e coincide com a solucao exata, as demais ao trapezoidal. Utilizou-se uma

discretizacao espacial h = 0,0025.
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A | h=0,025| h=0,0025
0,10 || 0,0025 0,00025
0,15 || 0,0037 0,00037
0,25 || 10,0063 0,00063
1,10 | 0,0275 0,00275
2,00 || 0,0500 0,00500
4,00 || 0,1000 0,01000

Tabela B.1: Valores de k para cada par h, A.

Exibimos também o a simulacao fora do intervalo de convergéncia do método da fronteira,
por questao de completeza. Para a = 2 e § = 2, vemos o resultado na figura B.4. A conseqiien-
cia de violar as (4.16) e (4.19) é um padrao oscilatério se propagando sem aumento em sua
amplitude. Exibimos também o método numa situacao de convergéncia, avaliado no mesmo
instante de tempo. Para discretizagoes nao simétricas o comportamento do esquema pode se

tornar bastante complicado.

Perfis de c(x,t) paraa =1e B =1.

h — — k=10,h=10
\ —k=05h=05
0.5
! /
— \
— 0 \ /- AR —
X < —
T \ / \ 7
\
-05 .
_l L L L I 3
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
Perfis de o(x,t) paraa=1e = 1.
401
—— k=10,h=10
—k=05,h=05

oa(x,1)

20
\ A ~
or -

-20
0

0.6 0.8 1
X

0.2 0.4

Figura B.4: Esquema box, regioes de convergéncia e divergéncia do esquema na fronteira.
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Apéndice C

Inaplicabilidade do esquema

trapezoidal.

A teoria mostra que para sistemas de EDP’s lineares, o fenomeno de instabilidade esta, em geral,
associado a amplificagdo de altas frequéncias (existentes, por exemplo, em descontinuidades dos
dados iniciais ou de fronteira) sendo portanto uma perturbacao localizada que tende a destruir
a convergencia conforme se avanca no tempo. O que se mostrou foi uma suave modificagao nos
perfis de ¢ e o, aparentemente desvinculado de qualquer pacote de ondas de alta frequéncia,
que levava a uma grande variacao em relacao a solucao esperada conforme se avanga no tempo,
sem contudo qualquer manifestacao localizada. Este curioso efeito de instabilidade em adigao a
existéncia de uma pequena faixa de estabilidade, corroboraram para a dificuldade em determinar
a aplicabilidade do esquema.

Para investigar este fenomeno, buscamos solugdes do sistema (B.1) para o problema parti-
cular onde

A(o,c) = e — ao, (C.1)

em termos de ¢ 1, vl on 1 o™l Este pode, portando, ser escrito na forma:

n+1 n+1 n+1l __ n n .
Cy1 T oacy™ + o)™ = aszcy, 1+ uoy, s

1
03111 + 510nm+1 + 52077#1 = B3Cpin + Baoy iy

-1
onde, definindo = = {(1 + hz—o‘) (1 + %) — %} temos:
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— = k
(C.3)
- k = h\ ( k
w-=(s)(3) woz(e8)(3)
wesom)(s)  (amse)(-n)
\ \

Como primeiro passo na avaliagdo da estabilidade numérica do método, consideremos o
sistema a diferencas finitas matricial de dimensao 2M x 2M onde as incégnitas ¢, o™+ com
m € {1,..., M} escrevem-se vetorialmente na forma v"*! = (I, ot ... o)

Ayt = By™ + " (C.4)

Na equacao (C.4) as matrizes A, B € R®")” sio dadas, em termos da equacio (C.2):

10 0 0 0 O 0 0
0 0O 0 0 0 0 0
a; ag 10 0 0 0 0
B o 0 1 0 0 00
A= 0 a ay 1 0 00 |,
0 0 B/ B2 0 1 0 0
0 oy as 1 0
0 6 B2 O
as ag -+ 0 0
B3 Ba
B— . 7
0O 0 -+ a3 aa
0 0 -+ O3 [

O vetor b" € R?M explicita as condicoes de fronteira, para todo n € N,
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—acy — oy
n n
—Picg — Paog

b" = 0

0

Temos imediatamente que det(A) = 1 e podemos escrever C' = A7 B, b= A71b", e assim

o sistema (C.4) fica:

V"l = Cot 4+ b (C.5)

Usaremos o método das matrizes para investigar a estabilidade.
E condigao necesséria para a estabilidade do problema caracterizado na equagao C.5 que o

modulo dos autovalores da matriz C', no maximo, sejam da ordem de 1+ O(k), i.e.

p(C) =1+ O(k). (C.6)

Ademais é suficiente que que a norma de suas poténcias esteja uniformemente limitada, i.e.

Ic™|| < K, K > 0,¥n € N. (C.7)

Embora nao possamos verificar a condigao de suficiéncia, e dispormos de casos onde a experi-
encia sugere que ela seja falsa, mostraremos no que se segue que a condi¢ao de necessidade é

satisfeita.

C.1 Limitacao dos autovalores.

Vejamos quais sdo os autovalores de C. Com efeito, C = A7'B, donde vem det(C) =
det(A~1)det(B) e como A satisfaz det(A) = 1 entao det(A™') = 1. Segue-se que det(C) =
det(B). Nossa motivacao é que este calculo de autovalores se reduza ao célculo dos autovalores

de B. O que é bem simples mostrar, escrevendo:
a3y
Bl = ’
B3 i
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vemos que

By repetida M vezes, e por fim:
det(A™'B — puI) = det(A Y det(B — pA) = det™ (B, — ul) = p* — tr(By)p + det(By), (C.8)

onde a segunda igualdade se justifica verificando que apenas o produto dos blocos diagonais de
B — pA contribuem para o determinante.

Usando (C.3) podemos calcular

wiv) = #{(5)(8)(+9)0-)-(-0(DAE) e

que é igual a zero. Logo, o polinomio (C.8) tem discriminante ndo negativo donde vem que

suas raizes sao reais e, claramente, uma delas é o zero. O autovalor nao nulo é:

+1(nB - ka)
p=tr(By) = . (C.10)
1+3 (ha + kﬁ)
Como A = k/h podemos escrever (C.10) como:
1+ %k<§ — a)
= : (C.11)
1+ lk(g + ﬁ)
Para A constante, desenvolvendo (C.11) em Série de Taylor e escrevendo
1
K= ((——1) +1)), (C.12)
obtemos finalmente que:
p=1+KEk+ O(k*); (C.13)

e entao p(C) =1+ O(k), isto é: (C.6), a condigao necesséria para a estabilidade é satisfeita.

C.2 Limitacao das normas.

O célculo de ||C"||, feito diretamente é complicado. Considerando, ainda, que a experiéncia

sugere a presenca de certa anomalia no comportamento do esquema trapezoidal, exibiremos o
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resultado do célculo numérico de ||[C™||. Estes foram feitos usando as fungdes apropriadas do
software Matlab (©).

Nas tabelas C.1 e C.2 | calculamos algumas normas para o < 3. Resaltamos que a condi¢ao
a < [ é a de maior interesse fisico. Nota-se nos calculos indicio de convergéncia para A &~ 1,
bem como para o caso em que alfa e beta sao préximos. Contudo, em geral temos evidéncia de
divergéncia para A < 1, tornando-se bem forte quando coincidem os fatores lambda pequeno
com alfa (bem) menor que beta. Também encontra-se evidéncia de efeito de dissipativo para
A > 1. Ele se manifesta como uma sequéncia de normas convergindo ao zero.

Na figura C.1 exibimos o resultado do esquema para alguns alfa e beta. Notamos um leve
efeito de instabilidade, sobretudo para sigma. Como fica claro, a divergéncia esta desvinculada
de qualquer pacote de ondas de alta freqiiencia, dificultando sua caracterizacao. Ressaltamos
que a instabilidade torna-se maior quando alfa se afasta de beta e lambda se afasta de um,
como ¢ visto na tabela C.2.

O resultado do calculo das normas para alguns o > [ estao contidos na tabela C.3. Note
que temos, em analogia ao caso anterior, evidéncia de divergéncia, que contudo aparece para
A > 1 aqui, e de dissipacao para A < 1. Nota-se também que para lambda na vizinhanca do
um, existe alguma evidéncia a sugerir convergéncia.

Na figura C.2, plotamos o resultado da simulagao para o caso a > 3. Neste a evidéncia de
divergencia é mais forte, contudo permanece desassociada de qualquer amplificacao de freqiien-
cias altas. Nao obstante, o comportamento geral se assemelha ao caso a < 3, aumentando o
efeito da divergéncia quando alfa se afasta de beta e lambda se afasta de um.

Estes dados foram escolhidos como representacao local dos fenomenos observados, pois for-
necem uma imagem natural da dificuldade encontrada em determinar a estabilidade do esquema
trapezoidal. De fato, tal como se apresenta, este esquema se distancia batante da solugao exata
para quase todo «, [ e A\, porém sem apresentar as propriedades presentes na maioria dos
esquemas instaveis discutidos na teoria.

Isto posto, a evidéncia experimental torna consistente a afirmacao de que ha divergéncia
no esquema trapezoidal para A < 1 se a < e para A > 1 se a > (3. Tal divergéncia junto
a observacao de forte carater dissipativo nos casos complementares leva-nos a considerar o uso
do esquema apenas para A & 1 ou a ~ 3, tornando-o de pouca utilidade para aplicacoes de
interesse. Embora existam casos de uso do esquema trapezoidal com sucesso, como em [5],

advogamos o uso do esquema box.
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Parametros: a = 0.01, 5 = 0.1:
MM 0.1 025 0.5 0.9 1 1.1 2 4 10

20 1,484 1,133 1,036 0,994 0,990 0,986 0,968 0,957 0,951
40 1,484 1,133 1,036 0,995 0,990 0,986 0,968 0,957 0,951
80 1,484 1,133 1,036 0,995 0,990 0,986 0,968 0,957 0,951
160 | 1,485 1,133 1,036 0,995 0,990 0,986 0,968 0,957 0,951
200 | 1,485 1,133 1,036 0,995 0,990 0,986 0,968 0,957 0,951
400 | 1,485 1,133 1,036 0,995 0,990 0,986 0,968 0,957 0,951

Parametros: a = 0.01, § = 1:
MXAMN| 0.1 025 0.5 0.9 1 1.1 2 4 10

20 80,50 4,289 1,615 1,043 0,993 0,947 0,783 0,703 0,690
40 82,97 4,338 1,623 1,043 0,993 0,946 0,779 0,693 0,658
80 84,25 4,363 1,626 1,050 0,993 0,951 0,777 0,688 0,645
160 | 84,90 4,376 1,628 1,050 0,993 0,948 0,776 0,686 0,640
200 | 85,03 4,378 1,629 1,049 0,993 0,950 0,776 0,686 0,639
400 | 85,29 4,383 1,629 1,049 0,993 0,950 0,775 0,685 0,637

Parametros: o = 0.01, 8 =
MM\ 0.1 0.25 0.5 0.9 1 1.1 2 4 10

20 6079 18,07 2,600 1,096 0,996 0,907 0,629 0,521 0,545
40 6839 18,83 2,646 1,097 0,995 0,903 0,616 0,494 0,464
80 7264 19,27 2,670 1,112 0,995 0,913 0,610 0,482 0,432
160 || 7490 19,49 2,682 1,113 0,995 0,907 0,607 0,476 0,418
200 || 7536 19,54 2,685 1,110 0,995 0,910 0,607 0,475 0,415
400 | 7629 19,63 2,690 1,110 0,995 0,910 0,605 0,473 0,410

Tabela C.1: Alguns valores calculados das normas para o < . Temos que M é o numero de

intervalos na discretizacao do espago e A a relacao entre as discretizagoes do tempo e do espago.
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Parametros: a = 0.1, g = 0.25:
MXA| 0.1 025 0.5 0.9 1 1.1 2 4 10

20 1,794 1,146 0,987 0,923 0,916 0,909 0,882 0,866 0,859
40 1,797 1,147 0,987 0,923 0,916 0,909 0,882 0,865 0,855
80 1,799 1,147 0988 0,924 0916 0910 0,882 0,865 0,854
160 | 1,800 1,148 0,988 0,924 0,916 0,910 0,882 0,865 0,854
200 | 1,800 1,148 0,988 0,924 0,916 0,910 0,882 0,865 0,854
400 | 1,800 1,148 0,988 0,924 0916 0,910 0,882 0,865 0,854

Parametros: a = 0.1, = 1:
MXAMN| 0.1 025 0.5 0.9 1 1.1 2 4 10

20 51,01 3,555 1,463 0,981 0,939 0,898 0,753 0,679 0,665
40 52,56 3,596 1,470 0,982 0,939 0,898 0,750 0,670 0,635
80 53,37 3,617 1,473 0,988 0,939 0,903 0,748 0,666 0,623
160 || 53,77 3,628 1,475 0,988 0,939 0,900 0,747 0,665 0,618
200 | 53,86 3,630 1,476 0,987 0,939 0,901 0,747 0,664 0,617
400 || 54,02 3,634 1,476 0987 0,939 0,901 0,747 0,664 0,615

Parametros: a = 0.1, § = 2:
MXAM| 0.1 025 0.5 0.9 1 1.1 2 4 10

20 3953 15,30 2,406 1,050 0,958 0,875 0,612 0,507 0,528
40 4447 16,00 2,450 1,052 0.958 0,872 0,600 0,481 0,448
80 4724 16.37 2,473 1,066 0,958 0,882 0,595 0,469 0,417
160 | 4870 16.56 2,484 1,067 0,958 0,876 0,592 0,464 0,404
200 || 4900 16.60 2,487 1,065 0,958 0,879 0,592 0,463 0,401
400 | 4961 16.68 2,492 1,065 0,958 0,879 0,590 0,461 0,396

Tabela C.2: Mais alguns valores calculados das normas para a < (. Temos que M é o numero
de intervalos na discretizacao do espaco e A\ a relagao entre as discretizagoes do tempo e do

espago.
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Figura C.1: Comportamento do esquema trapezoidal para a < (3. Utilizou-se uma discretizacao

espacial de 40 intervalos (h = 0,025). Cada curva com A = 1 é identica a solugao exata.

o1



Parametros: a = 0,25, 5 =0, 1:

M\ 0.1 025 0.5 0.9 1 1.1 2 4 10
20 0,406 0,636 0,738 0,790 0,796 0,802 0,826 0,842 0,855
40 0,405 0,636 0,738 0,790 0,796 0,802 0,827 0,844 0,858
80 0,405 0,635 0,738 0,789 0,796 0,801 0,827 0,844 0,859
160 || 0,405 0,635 0,738 0,789 0,796 0,802 0,827 0,844 0,860
200 | 0,405 0,635 0,738 0,789 0,796 0,801 0,827 0,844 0,860
400 || 0,405 0,635 0,738 0,789 0,796 0,802 0,827 0,845 0,861

Parametros: a =1, 6 =0, 1:

MM 0.1 025 0.5 0.9 1 1.1 2 4 10
20 0,007 0,115 0,282 0,427 0,448 0471 0,590 0,778 2,463
40 0,007 0,113 0,280 0,427 0,449 0472 0,594 0,801 3,081
80 0,007 0,113 0,280 0,424 0,449 0,469 0,596 0,813 3,477
160 || 0,007 0,112 0,279 0424 0,449 0,471 0,598 0,818 3,705
200 | 0,007 0,112 0,279 0,425 0,449 0,470 0,598 0,820 3,753
400 | 0,007 0,112 0,279 0,425 0,449 0470 0,598 0,822 3,853

Parametros: o =2, =0, 1:

M\ 0.1 0.25 0.5 0.9 1 1.1 2 4 10
20 <10™* 0,012 0,083 0,206 0,230 0,259 0,470 1,281 27,19
40 <10™* 0,012 0,082 0,206 0,231 0,260 0,488 1,507 69,83
80 <10~* 0,011 0,081 0,203 0,231 0,257 0,497 1,640 117,3
160 || <10~* 0,011 0,080 0,203 0,231 0,259 0,502 1,712 1553
200 | <10=* 0,011 0,080 0,204 0,231 0,258 0,503 1,727 164.,6
400 || <10=* 0,011 0,080 0,203 0,231 0,258 0,504 1,757 185,3

Tabela C.3: Valores calculados das normas para o > 3. Novamente M é o numero de intervalos
na discretizacao do espaco e \ a relagao entre as discretizagoes do tempo e do espago. Omitimos
os valores exatos na primeira coluna por estarem quatro ordens de grandeza abaixo do valor

esperado para a convergencia.
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Perfis de c(x,t) paraa =1e 3=0,1.

4,
_ | == =025
-7 —A=1
3r P
_ - — — =\=4
=) -7
X 2f -
5 S
== ——
0 . . . . ,
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
Perfis de o(x,t) paraa =1e 3 =0,1.
04r
—— A=0.25
03k —A=1
- —-\=4
jn) ///
X 021 _ -
5 -
01t _ _ __——---""7
N —_— =
0 : : : : g
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
Perfis de c(x,t) paraa =2 e 3 =0,1.
151
/ — = A=0.25
7 —A=1
101 P - - -A=4
= -7
X -
T -7
5r -7
0 = — ===
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
Perfis de a(x,t) paraa =2e 3 =0,1.
0.8r
/ — = A=0.25
7 —A=1
0.6 e
P - —-\=4
"_T e
X 0.4r -7
5] Phe
0.2t -7
0¥7—7‘77-4777H———1—¥77‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura C.2: Comportamento do esquema trapezoidal para o > 3. Utilizou-se novamente uma
discretizagao espacial de 40 intervalos (h = 0,025). Cada curva com A = 1 é identica a solucao

exata.
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