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Resumo

Este trabalho trata de duas atribuições de um gestor de investimentos: a avaliação do risco de um
portfólio de ativos financeiros e a seleção de novos portfólios.

Foram implementados algoritmos para: o cálculo de estimativas das medidas de risco, a seleção de
um portfólio de risco mı́nimo, o ajuste do modelo de retornos a dados históricos e para a avaliação
diária do risco de um portfólio. Nestes algoritmos, o risco dos ativos e portfólios é avaliado de
forma objetiva através das medidas Value at Risk (VaR) e Conditional Value at Risk (CVaR). Além
disso, os retornos financeiros são descritos pelos modelos Vector Autoregressive (VAR) e Generalized
Orthogonal GARCH (GO-GARCH), que permitem representar retornos multivariados, não gaussianos
e com volatilidade condicional.

Os algoritmos foram testados com séries históricas de preços de fechamento de ações negociadas
na BM&FBovespa, o que permitiu comprovar a adequação das ferramentas desenvolvidas. Mais
especificamente, foi verificado que os modelos VAR e GO-GARCH descrevem de forma apropriada
os retornos financeiros das ações testadas, pois capturaram a dinâmica dos retornos corretamente.
O estimador das medidas VaR e CVaR se mostrou sensı́vel ao tamanho da amostra utilizada, sendo
adequado nos casos em que grandes amostras estão disponı́veis ou quando o tamanho das mesmas
pode ser controlado. A avaliação diária do risco de um portfólio também se mostrou apropriada, pois
as violações de VaR encontradas são independentes entre si e ocorreram com a frequência esperada.
Finalmente, os portfólios de risco mı́nimo calculados apresentam as caracterı́sticas esperadas. Isto é,
o risco destes aumenta junto com o retorno esperado mı́nimo e também é possı́vel observar o efeito
benéfico da diversificação de um investimento.

Palavras chave: Value at Risk, Conditional Value at Risk, GO-GARCH, VAR, Seleção de Portfólios,
Avaliação de Risco
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Abstract

Two of the main tasks of a portfolio manager are studied in this work: the evaluation of risk for a
portfolio of financial assets and the selection of new portfolios.

The study includes the development of algorithms for the estimation of model parameters for
financial returns, for the selection of minimum risk portfolios and for the daily evaluation of portfolio
risk. As objective measures of risk, the Value at Risk (VaR) and Conditional Value at Risk (CVaR)
measures were used due to their popularity and properties. The Vector Autoregressive (VAR) and the
Generalized Orthogonal GARCH (GO-GARCH) models were used to represent the financial returns,
resulting in a non-Gaussian conditional volatility model for multivariate returns.

Using historical price series of a few stocks that are traded on BM&FBovespa, it was possible to
verify the adequacy of the developed algorithms. More specifically, it was possible to verify that the
VAR and GO-GARCH models were appropriate to represent the returns of the selected stocks, as the
adopted model was able to capture the dynamics of the returns correctly. As expected, the VaR and
CVaR estimates are sensitive to the size of the samples used in their computation. Therefore, these are
adequate when a large sample of returns is available. The daily evaluation of portfolio risk was also
appropriate, as the VaR violations observed in the backtesting procedures were found to be independent
and to occur with the expected frequency. Finally, the minimum risk portfolios computed present the
expected features. For example, their associated risk was found to increase with the minimum expected
return and it was also possible to observe the beneficial effect of diversifying an investment.

Keywords: Value at Risk, Conditional Value at Risk, GO-GARCH, VAR, Portfolio Selection, Risk
Evaluation
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D Diagnóstico Modelos IGARCH 111

Bibliografia 130



Lista de Figuras

3.1 VaR como um quantil da distribuição das perdas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.2 Valores de perda usado no cálculo de CVaR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.1 Teste de estimação para VaR e CVaR - Erro absoluto (RMSE) . . . . . . . . . . . . 40
4.2 Teste de estimação para VaR e CVaR - Erro relativo (RRMSE) . . . . . . . . . . . . 41
4.3 Densidade de probabilidade na cauda das distribuições . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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Capı́tulo 1

Sobre o Trabalho

1.1 Introdução
Este trabalho tem como tema a avaliação do risco de mercado associado a um portfólio de ativos
financeiros, ou seja, a determinação do potencial das perdas futuras de um portfólio devido a variações
no valor dos ativos que o compõem.

Aqui são tratadas duas das principais atribuições de um gestor de investimentos: avaliar o risco de
um portfólio existente e selecionar novos portfólios.

A avaliação do risco tem um papel fundamental na gestão de capital, pois permite a um gestor
tomar ações preventivas que podem proteger o seu patrimônio. Muitas vezes, as decisões que levam a
essas ações partem da avaliação de cenários aos quais são atribuı́das diferentes probabilidades, isto é,
da análise de um modelo probabilı́stico criado para o valor futuro dos ativos. Assim, aqui também
é abordada a criação destes modelos, que geralmente são construı́dos com a utilização de dados
históricos de mercado.

A seleção de um portfólio consiste em determinar a fração do capital disponı́vel que deve ser
investida em cada ativo. Esta seleção pode ser bastante complexa, dada a grande quantidade de
variáveis que podem ser exploradas (liquidez, risco, retorno, etc.). Desta forma, neste trabalho é tratado
apenas um caso: a seleção de um portfólio que tenha risco mı́nimo em função de uma rentabilidade
mı́nima desejada.

Para que o risco mı́nimo possa ser definido, é preciso que este seja avaliado objetivamente, ou
seja, através de uma medida (ou métrica) de risco. Apenas desta forma é possı́vel construir algoritmos
que o minimizem, como é feito para a seleção de portfólios. Assim, este é mais um dos tópicos aqui
abordados.

1.2 Abordagem
Todo o desenvolvimento feito neste trabalho tem como base as ferramentas escolhidas para:

(i) Medir o risco de um portfólio de forma objetiva,

(ii) Calcular a estimativa da medida de risco,

(iii) Modelar os preços (ou retornos) futuros de um ativo.

Para a avaliação objetiva do risco de um portfólio foi escolhida a medida CVaR (Conditional
Value at Risk), que indica o valor esperado das perdas financeiras condicionado ao fato destas serem
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2 CAPÍTULO 1. SOBRE O TRABALHO

superiores a um limiar. Este limiar, como será mostrado no Capı́tulo 3, corresponde ao VaR (Value at
Risk), que é uma medida de risco bastante difundida no mercado.

A medida CVaR foi escolhida devido às suas boas propriedades. Em primeiro lugar, CVaR é uma
função convexa, o que a torna apropriada para a construção de problemas de otimização. Em segundo
lugar, é uma medida coerente de risco, o que a indica como apropriada para mensurar o risco de perdas
financeiras.

Além disso, o estimador para a medida CVaR, que foi apresentado em [49], pode ser adaptado para
resolver o problema de seleção de portfólios de risco mı́nimo sem grandes dificuldades. Este estimador
permite calcular o CVaR de um portfólio a partir de uma amostra de retornos (ou perdas) dos seus
ativos, o que traz uma série de vantagens. Ao utilizar esta estratégia, por exemplo, é possı́vel reduzir
de forma significativa o risco de modelo, ou seja, o risco causado pelo uso de um modelo matemático
inadequado; pois as estimativas de risco podem ser calculadas diretamente sobre dados históricos. Esta
estratégia de estimação também permite calcular previsões de perdas futuras com facilidade, já que
estas podem ser estimadas sobre uma amostra de retornos futuros. Portfólios heterogêneos podem ser
tratados trivialmente, desde que o retorno dos ativos que os compõem estejam disponı́veis.

Quanto ao modelo dos retornos, este foi escolhido tendo em vista a sua adequação aos fatos
conhecidos sobre os retornos financeiros que podem ser observados na prática. Assim, foi escolhido
um modelo não gaussiano, multivariado e de volatilidade condicional. Esta escolha pode ser facilmente
justificada ao analisar as falhas de suas alternativas. A distribuição normal de probabilidade não é
uma boa escolha para modelos de retornos por não apresentar assimetria e caudas pesadas. Modelos
univariados são incapazes de representar a dinâmica de um conjunto de ativos. Desta forma, são
inadequados para aplicações envolvendo portfólios. Além disso, os retornos financeiros têm sua
dinâmica explicada principalmente pela volatilidade, o que explica a necessidade de um modelo de
volatilidade condicional.

Dentre todas as opções disponı́veis, o modelo GO-GARCH (Generalized Orthogonal GARCH)
pareceu a mais promissora. Apesar do nome, o modelo GO-GARCH é, na verdade, uma famı́lia de
modelos, na qual cada modelo de processo estocástico m-dimensional é a combinação linear de um
conjunto de n fatores unidimensionais não correlacionados (ou independentes) entre si. Em geral, cada
um destes fatores é um processo estocástico não gaussiano e de volatilidade condicional, o que mostra
a adequação do modelo GO-GARCH aos problemas aqui tratados.

Entretanto, também é necessário adotar um modelo para a média dos retornos, pois os modelos
GO-GARCH assumem que os mesmos têm média nula. Assim, devido à sua simplicidade, também foi
adotado o modelo VAR (Vector Autoregressive).

Resumindo, é possı́vel dizer que a abordagem deste trabalho consiste em calcular as previsões
dos retornos usando os modelos VAR e GO-GARCH e mensurar o risco através da medida CVaR,
estimada sobre uma amostra de retornos.

1.3 Objetivo
Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de algoritmos cobrindo os tópicos mencionados
na Seção 1.1, ou seja, desenvolver algoritmos para:

(i) O cálculo de medidas de risco,

(ii) A previsão do valor futuro de um conjunto de ativos,

(iii) A previsão de perdas futuras (combinando os algoritmos dos dois itens anteriores),

(iv) A seleção de portfólios de risco mı́nimo em função de uma rentabilidade mı́nima.
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As ferramentas matemáticas selecionadas na Seção 1.2 foram utilizadas no desenvolvimento destes
algoritmos, buscando detalhar a justificativa teórica e a implementação dos mesmos. Também é dada
ênfase à utilização de implementações próprias, em detrimento ao uso de pacotes prontos.

Finalmente, uma vez definidos os algoritmos a desenvolver e as ferramentas matemáticas que serão
utilizadas, um conjunto de questões surge naturalmente:

(i) O quão difı́cil é a implementação dos algoritmos?

(ii) O quão difı́cil é o ajuste de um modelo GO-GARCH a dados históricos de mercado?

(iii) O modelo GO-GARCH é realmente um bom modelo para os retornos financeiros?

(iv) O estimador de CVaR é capaz de avaliar o risco de maneira apropriada?

(v) O modelo GO-GARCH pode ser usado em conjunto com o estimador de CVaR para gerenciar o
risco de um portfólio?

(vi) Quais as propriedades dos portfólios de risco mı́nimo baseados nos estimadores de CVaR?

1.4 Estrutura
Este trabalho foi dividido em três partes. Na primeira delas, é feita uma Revisão da Teoria, que é
composta dos capı́tulos 2 e 3. No Capı́tulo 2, são apresentados os modelos que foram utilizados para a
modelagem de retornos financeiros. Estes são os modelos GARCH, IGARCH, VAR e GO-GARCH.
Em seguida, no Capı́tulo 3, é feita uma revisão sobre medidas coerentes de risco, sobre as medidas de
risco VaR e CVaR, sobre seus estimadores e sobre como pode ser feita a seleção de um portfólio de
risco mı́nimo.

Na segunda parte são descritas as Aplicações Práticas desenvolvidas neste trabalho. Nesta parte
são apresentados detalhes de implementação e os resultados dos testes de cada um dos algoritmos
implementados. O Capı́tulo 4 trata dos estimadores desenvolvidos para VaR e CVaR e para o ajuste de
modelos GO-GARCH. O Capı́tulo 5 apresenta o algoritmo para a seleção de portfólios de risco mı́nimo.
Em seguida, o Capı́tulo 6 mostra como os modelos VAR e GO-GARCH são ajustados aos dados
históricos. Concluindo a segunda parte do trabalho, o modelo de retornos adotado e os estimadores de
VaR/CVaR são utilizados em conjunto no Capı́tulo 7 com o objetivo de avaliar o risco associado a um
portfólio, ou seja, com o objetivo de calcular previsões para perdas futuras.

Finalmente, na terceira parte são apresentadas as conclusões, no Capı́tulo 8, e os complementos dos
capı́tulos anteriores. A análise de componentes independentes (ICA) e a análise de componentes prin-
cipais comuns são apresentadas, respectivamente, nos apêndices A e B. No Apêndice C é apresentada
a descrição dos dados históricos utilizados e o processamento realizado sobre os mesmos. Por último,
no Apêndice D, são apresentados os resultados dos diagnósticos de ajustes IGARCH realizados.
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Capı́tulo 2

Modelos para Retornos Financeiros

Dada a vasta literatura existente sobre a modelagem de retornos financeiros e a quantidade de modelos
experimentados neste trabalho, a apresentação feita neste capı́tulo se limita aos principais modelos
empregados.

Inicialmente, na Seção 2.1, são apresentadas definições básicas, comuns a todos os modelos.
Em seguida, na Seção 2.2, são mostrados os modelos utilizados no trabalho. A Seção 2.3 trata dos
modelos de volatilidade condicional GARCH e IGARCH, enquanto as seções 2.4 e 2.5 mostram,
respectivamente, os modelos multivariados VAR e GO-GARCH.

Além de definir os modelos utilizados, este capı́tulo apresenta técnicas para simulação e ajuste dos
modelos a dados reais.

2.1 Definições Básicas

Seja {ηt}t≥1 uma série temporal m-variada. A série {ηt}t≥1 é estritamente estacionária quando
A = (ηt1 , ηt2 , . . . , ηtk) e B = (ηt1+δ, ηt2+δ, . . . , ηtk+δ) têm a mesma distribuição conjunta, ou seja,
a distribuição de A é invariante em relação a deslocamentos de tempo δ. Como esta condição é
bastante restritiva, muitas vezes recorre-se à estacionariedade fraca, que pode ser verificada com mais
facilidade na prática. A série {ηt}t≥1 é fracamente estacionária quando seu vetor média µ = E [ηt] e
suas matrizes de covariância Γk e de correlação ρk, são invariantes no tempo. Estes são definidos como

µ = E [ηt] , (2.1.1)

Γk = Cov(ηt, ηt−k) = E [(ηt − µ)(ηt−k − µ)′] , (2.1.2)

e
ρk = Corr(ηt, ηt−k) = D−

1/2 Γk D
−1/2, (2.1.3)

onde k ∈ Z e D = diag(σ2
1, . . . , σ

2
m) é a matriz diagonal cujos elementos correspondem às variâncias

das componentes de ηt.
Geralmente, Γk e ρk não são matrizes simétricas. Na verdade, são válidas as relações

Γ′k = Γ−k (2.1.4)

e
ρ′k = ρ−k. (2.1.5)

Quando a distribuição de ηt é desconhecida, µ, Γk e ρk podem ser estimados, a partir de uma

7
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amostra A = {η1, . . . , ηT}, pelos estimadores

µ̂ =
1

T

T∑
i=1

ηi, (2.1.6)

Γ̂k =
1

T

T∑
i=1

(ηi − µ̂)(ηi−k − µ̂)′, (2.1.7)

e
ρ̂k = D̂−

1/2 Γ̂k D̂
−1/2, (2.1.8)

onde temos k ∈ Z e D̂ = diag(σ̂2
1, . . . , σ̂

2
m). Com σ̂2

j = 1/T
∑T

i=1(ηj,i − µ̂j)
2 sendo a variância

amostral da série formada pela j-ésima componente dos elementos da amostra A.
Os estimadores acima (e suas versões univariadas) são fundamentais na análise de séries temporais,

pois podem ser utilizados tanto na construção de estratégias para o ajuste de séries a um determinado
conjunto de dados, quanto na construção de diagnósticos de modelos ajustados.

Neste trabalho são utilizados dois testes estatı́sticos baseados nos estimadores acima: o teste de
Ljung-Box [38] e sua generalização para m dimensões, o teste de Hosking [28].

Ambos os testes, definidos a seguir, testam a existência de correlação serial nos primeiros n lags
de uma série temporal.

Definição 1. Teste de Ljung-Box

H0: ρi = 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}
Ha: ρi 6= 0 para algum i ∈ {1, . . . , n}
Estatı́stica: Q(n) ∼ χ2

n

Regra: H0 é rejeitada em favor de Ha quando Q(n) > χ2
n(α)

Definição 2. Teste de Hosking

H0: ρi = 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}
Ha: ρi 6= 0 para algum i ∈ {1, . . . , n}
Estatı́stica: Qm(n) ∼ χ2

m2n

Regra: H0 é rejeitada em favor de Ha quando Qm(n) > χ2
m2n(α)

Nas Definições 1 e 2, χ2
q(α) representa o quantil de nı́vel α da distribuição chi-quadrada com q

graus de liberdade. Além disso, as estatı́sticas Q(n) e Qm(n) são dadas por

Q(n) = T (T + 2)
n∑
l=1

ρ̂2
l

T − l
(2.1.9)

e

Qm(n) = T 2

n∑
l=1

1

T − l
tr
(

Γ̂′l Γ̂−1
0 Γ̂l Γ̂−1

0

)
. (2.1.10)

Estes testes também podem ser utilizados como diagnóstico do ajuste de um modelo ARMA(p,q).
Para este fim, os testes são aplicados à série dos resı́duos e os grau de liberdade de Q(n) e Qm(n) são
ajustados de forma que Q(n) ∼ χ2

n−p−q e Qm(n) ∼ χ2
m2(n−p−q). Quando a hipótese nula H0 não é

rejeitada, os testes indicam que os ajustes são apropriados.
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2.2 Modelos Selecionados
Seja {rt}t≥1 uma série temporal m-variada que representa os retornos diários para m ativos financeiros
e que pode ser decomposto em duas outras séries: {µt}t≥1 e {xt}t≥1, correspondentes à média e à
volatilidade de {rt}t≥1, ou seja,

rt = µt + xt, t ≥ 1. (2.2.1)

No caso do modelo multivariado adotado, temos µt como um modelo VAR (Vector Autoregressive) e
xt como um modelo GO-GARCH (Generalized Orthogonal GARCH), o que explica a denominação
VAR+GO-GARCH. Veja [25, 52, 27, 53, 7, 44].

Com o objetivo principal de permitir a avaliação dos resultados obtidos para o modelo multivariado,
foram testados diversos modelos univariados para µt e xt, totalizando um número de combinações
superior a 800. Para µt foram adotados os modelos ARMA e para xt os modelos GARCH, IGARCH,
EGARCH, GJR-GARCH, APARCH, FGARCH (com seus diversos submodelos) e CSGARCH, ou
seja, foram testados todos os modelos para volatilidade disponı́veis no pacote rugarch [24]. Para uma
descrição destes modelos, veja [52] e [24].

Dentre todos os modelos univariados testados, o modelo IGARCH(1,1) foi escolhido por dois
motivos. Em primeiro lugar, apresentou um excelente desempenho sob o critério BIC (Critério
de Informação Bayesiano, veja [51, 52]). Além disso, é o modelo adotado pela bem conhecida
metodologia RiskMetricsTM. Veja [48, 52].

2.3 Modelos GARCH e IGARCH
Nesta seção é feita uma breve revisão do bem conhecido modelo GARCH e de um caso particular, o
modelo IGARCH. Como o foco deste trabalho são os modelos multivariados, apenas as principais
caracterı́sticas desses modelos são apresentadas. Assim, também são omitidos os métodos para ajustes
a dados reais. Para uma melhor referência sobre os mesmos, veja [52, 56].

O modelo GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) é um modelo para
a volatilidade condicional dos retornos rt. Assim, considerando a Equação (2.2.1), é um modelo para a
série {xt}t≥1, cujos valores são dados por

xt = σtεt, (2.3.1)

onde a volatilidade condicional σt é dada pela equação

σ2
t = α0 +

m∑
i=1

αix
2
t−i +

s∑
j=1

βjσ
2
t−j (2.3.2)

e {εt}t≥1 é um sequência de variáveis aleatórias iid com E [εt] = 0 e Var (εt) = 1.
Considere a sequência martingal de diferenças {ηt}t≥1 (veja a Definição 3), dada por

ηt = x2
t − σ2

t . (2.3.3)

Tomando σ2
t = x2

t − ηt e substituindo o valor de σt na Equação 2.3.2, é possı́vel caracterizar um
processo GARCH(m,s) como um processo ARMA(m,s) para a série {x2

t}t≥1, ou seja,

x2
t = α0 +

max(m,s)∑
i=1

(αi + βi)x
2
t−i + ηt +

s∑
j=1

βjηt−j. (2.3.4)
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Definição 3. Sequência Martingal de Diferenças
Uma sequência martingal de diferenças é um sequência {Xt}∞t=1 de variáveis aleatórias tal que
E [Xt] = 0 e E [Xt|Ft−1] = 0 para todo t.

A Equação (2.3.4) também pode ser escrita utilizando o operador de lag L, o que leva à expressão(
1− φ1L− φ2L

2 − · · · − φkLk
)
x2
t = α0 +

(
1 + β1L+ β2L

2 + · · ·+ βsL
s
)
ηt, (2.3.5)

onde φi = αi + βi e k = max (m, s). Ou, de forma mais compacta, é possı́vel escrever

Φ (L)x2
t = α0 +B (L) ηt, (2.3.6)

onde Φ (L) e B (L) são polinômios em L que recebem, respectivamente, os nomes de polinômio AR e
polinômio MA.

O modelo IGARCH (ou Integrated GARCH) pode ser visto como um caso especial do modelo
GARCH, caracterizado pela presença de raı́zes unitárias no polinômio Φ (L), ou seja, quando Φ (L)
tem a unidade como uma de suas raı́zes, tem-se em mãos um modelo IGARCH.

Entretanto, existe uma diferença significativa entre os dois modelos, já que no modelo IGARCH a
variância não condicional Var (xt) não está bem definida. Como

Var (xt) =
α0

Φ (1)
, (2.3.7)

a mesma é bem definida quando Φ (1) 6= 0. No caso do modelo IGARCH, Φ (1) = 0, pois a unidade é
uma das raı́zes do polinômio Φ (L).

Os modelos GARCH(1,1) e IGARCH(1,1) são de particular interesse. O primeiro destes é utilizado
na modelagem dos fatores que controlam a dinâmica dos modelos GO-GARCH e o segundo apresentou
os melhores resultados nos testes de modelos univariados aqui realizados, como descrito na Seção 2.2.

Assim, aplicando a Equação (2.3.2), a volatilidade condicional do modelo GARCH(1,1) é dada por

σt = α0 + α1x
2
t−1 + β1σ

2
t−1 (2.3.8)

e, como
Φ (1) = 0 −→ α1 = 1− β1, (2.3.9)

a do modelo IGARCH(1,1) por

σt = α0 + (1− β1)x2
t−1 + β1σ

2
t−1. (2.3.10)

2.3.1 Simulação

A simulação de uma série temporal entre os perı́odos t e t+ h de acordo com o modelo GARCH(1,1)
pode ser feita de forma iterativa. Os valores da volatilidade e do retorno para o tempo t + 1 são
calculados pela aplicação direta das Equações (2.3.8) e (2.3.1). Incorporando estes novos valores à
série temporal existente no tempo t, é possı́vel calcular os valores para t+ 2 e, procedendo da mesma
forma, para todos os tempos até o tempo t + h. O mesmo processo pode ser usado também para o
modelo IGARCH(1,1).
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Como exemplo, considere as Equações (2.3.11) a (2.3.16).

σ2
t+1|Ft = α0 + α1x

2
t + β1σ

2
t , (2.3.11)

σ2
t+2|Ft = α0 + α1 {xt+1|Ft}2 + β1

{
σ2
t+1|Ft

}
, (2.3.12)

...

σ2
t+h|Ft = α0 + α1 {xt+h−1|Ft}2 + β1

{
σ2
t+h−1|Ft

}
. (2.3.13)

xt+1|Ft = εt+1

√
σ2
t+1|Ft, (2.3.14)

xt+2|Ft = εt+2

√
σ2
t+2|Ft, (2.3.15)

...

xt+h|Ft = εt+h

√
σ2
t+h|Ft. (2.3.16)

A cada passo, os valores da série {εt}t≥1 também devem ser gerados para calcular os retornos
xt. Sendo esta uma sequência iid de variáveis aleatórias com distribuição conhecida, os valores da
sequência são dados por realizações independentes de uma variável aleatória com a mesma distribuição.

Considere agora o valor da volatilidade no tempo t+ h. Tomando xt = σtεt na Equação (2.3.8) é
possı́vel descrever a volatilidade σt+h apenas em função das volatilidades passadas, ou seja,

σ2
t+h = α0 + α1x

2
t+h−1 + β1σ

2
t+h−1

= α0 + α1

(
σ2
t+h−1ε

2
y+h−1

)
+ β1σ

2
t+h−1

= α0 + (α1 + β1)σ2
t+h−1 +

(
ε2t+h−1 − 1

)
α1σ

2
t+h−1.

(2.3.17)

Desta forma, a previsão da volatilidade σ2
t (h) para o tempo t + h, com base na informação

disponı́vel até o tempo t, é dada por

σ2
t (h) = E

[
σ2
t+h

∣∣Ft]
= α0 + (α1 + β1)E

[
σ2
t+h−1

∣∣Ft]+ α1E
[(
ε2t+h−1 − 1

)
σ2
t+h−1

∣∣Ft]
= α0 + (α1 + β1)E

[
σ2
t+h−1

∣∣Ft]+ α1E
[
ε2t+h−1 − 1

]
E
[
σ2
t+h−1

∣∣Ft]
= α0 + (α1 + β1)E

[
σ2
t+h−1

∣∣Ft]+ 0

= α0 + (α1 + β1)σ2
t (h− 1) ,

(2.3.18)

já que E
[
ε2t+h−1 − 1

]
= 0 e εt+h−1 é independente de σt+h−1.

A Equação (2.3.18) também pode ser aplicada no caso do modelo IGARCH(1,1). Como neste
modelo α1 + β1 = 1, após repetidas substituições, obtém-se que

σ2
t (h) = (h− 1)α0 + σ2

t (1) . (2.3.19)
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2.4 Modelo VAR

Considere a série temporal {µt}t≥1, m-variada, correspondente à média dos retornos de m ativos
financeiros. {µt}t≥1 segue um modelo VAR(p) quando

µt = φ0 + at +

p∑
i=1

Φiµt−i, (2.4.1)

onde φ0 é um vetor de dimensão m, Φk são matrizes m ×m e {at}t≥1 é uma sequência de vetores
aleatórios que não apresenta correlações seriais. Além disso, E [at] = 0 e E [ata

′
t] = Σ, onde Σ é uma

matriz m×m positiva definida. É comum assumir que at segue uma distribuição normal multivariada,
ou seja, at ∼ N(0,Σ).

Considerando que a série {µt}t≥1 é fracamente estacionária, vale que E [µt−i] = µ para µ ∈ Rm

e i ∈ Z. Assim, φ0 pode ser expresso em função de µ e a Equação (2.4.1) reescrita utilizando as
variações da série em torno de sua média, ou seja,

µ = E [µt] = φ0 +

p∑
i=1

ΦiE [µt−i] = φ0 +

p∑
i=1

Φiµ −→ φ0 =

(
Im −

p∑
i=1

Φi

)
µ. (2.4.2)

Substituindo o valor de φ0 na Equação (2.4.1), obtém-se

(µt − µ) = at +

p∑
i=1

Φi (µt−i − µ) . (2.4.3)

Finalmente, com a mudança de variável vt = µt − µ, a Equação (2.4.1) pode ser reescrita sem φ0

(como na Equação (2.4.4)), o que facilita a prova de algumas propriedades do modelo.

vt = at +

p∑
i=1

Φivt−i (2.4.4)

São válidas as seguintes propriedades relativas a at e vt

(i) Cov(vt, vt−k) = Γk =
∑p

i=1 ΦiΓk−i,

(ii) Corr(vt, vt−k) = ρk =
∑p

i=1 Λiρk−i,

(iii) Cov(vt, at) = Σ,

(iv) Cov(vt, at−i) = 0,

onde Λi = D−1/2 Γi D
1/2 e a matriz D é definida como na Equação (2.1.3).

A propriedade (i), é comprovada na Equação (2.4.5), recorrendo à estacionariedade de {vt}t≥1

(E [vt−k = 0] para todo k) e à linearidade da esperança. Isto é,

Γk = E
[
vtv
′
t−k
]

= E

[(
at +

p∑
i=1

Φivt−i

)
v′t−k

]
= 0 +

p∑
i=1

ΦiE
[
vt−iv

′
t−k
]

=

p∑
i=1

ΦiΓk−i. (2.4.5)

Através da propriedade (i) e do fato I = D1/2D−1/2, a propriedade (ii) é facilmente verificada,



2.4. MODELO VAR 13

como mostrado na Equação (2.4.6)

ρk = D−
1/2ΓkD

−1/2

= D−
1/2

(
p∑
i=1

ΦiΓk−i

)
D−

1/2

=

p∑
i=1

D−
1/2Φi

(
D

1/2D−
1/2
)

Γk−iD
−1/2

=

p∑
i=1

(
D−

1/2Φi D
1/2
) (
D−

1/2Γk−iD
−1/2
)

=

p∑
i=1

Λiρk−i.

(2.4.6)

Conforme demonstrado em [25], vt pode descrito em função dos valores de at, o que permite a
demonstração de (iii) e (iv). Veja a Equação (2.4.7).

vt =
∞∑
i=0

(Φ1)i at−i (2.4.7)

Utilizando a Equação (2.4.7), a linearidade da esperança e a ausência de correlações seriais em
{at}t≥1, como feito nas Equações (2.4.8) e (2.4.9), são comprovadas as propriedades (iii) e (iv), pois a
ausência de correlações seriais implica que E

[
at−ka

′
t−j
]
6= 0 apenas quando j = k.

Cov(vt, at) = E [vta
′
t] = E

[(
∞∑
i=0

(Φ1)i at−i

)
a′t

]
= E

[
∞∑
i=0

(Φ1)i (at−ia
′
t)

]
= E [ata

′
t] = Σ

(2.4.8)

Cov(vt, at−k) = E [vt−ka
′
t] = E

[(
∞∑
i=0

(Φ1)i at−i

)
a′t

]
= E

[
∞∑
i=0

(Φ1)i (at−k−ia
′
t)

]
= 0 (2.4.9)

2.4.1 Simulação

A simulação de séries temporais segundo o modelo VAR(p) pode ser realizada através da aplicação
direta da equação que o define. Considere a série temporal vt, definida na Equação (2.4.4), e a filtração
gerada pela mesma, {Ft}t≥0.

Utilizando a equação do modelo, podemos calcular vt+1|Ft, que corresponde a uma variável
aleatória Ft-mensurável com distribuição normal.

vt+1|Ft = at+1 +

p∑
i=1

Φivt+1−i (2.4.10)
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Da mesma forma, podem ser simulados valores de {vt}t≥1 para os tempos t+ 2, . . . , t+ h

vt+2|Ft = at+2 + Φ1 {vt+1|Ft}+

p∑
i=2

Φivt+2−i, (2.4.11)

vt+3|Ft = at+3 + Φ1 {vt+1|Ft}+ Φ2 {vt+2|Ft}+

p∑
i=3

Φivt+3−i, (2.4.12)

...

vt+h|Ft = at+h +
n∑
i=1

Φi {vt+h−i|Ft}+

p∑
i=n+1

Φivt+h−i, (2.4.13)

onde n = min (h− 1, p) corresponde ao número de termos resultantes de simulação que são utilizados
no cálculo de vt+h|Ft.

Conforme mostrado em [25, 52], segundo o critério de erro quadrático mı́nimo, a esperança
E [vt+h|Ft] é a melhor previsão para o valor de vt+h com base na informação disponı́vel até o tempo t.

Seja vt (h) = E [vt+h|Ft]. Como ocorre na simulação de valores de vt+h, as previsões vt (h) serão
uma combinação de valores conhecidos e calculados, que podem ser calculados iterativamente com
base na equação do modelo VAR(p). Assim,

vt (1) = E [vt+1|Ft] =

p∑
i=1

Φivt+1−i, (2.4.14)

vt (2) = E [vt+2|Ft] = Φ1vt(1) +

p∑
i=2

Φivt+2−i, (2.4.15)

vt (3) = E [vt+3|Ft] = Φ1vt(2) + Φ2vt(1) +

p∑
i=3

Φivt+3−i, (2.4.16)

...

vt (h) = E [vt+h|Ft] =
n∑
i=1

Φivt(h− i) +

p∑
i=n+1

Φivt+h−i. (2.4.17)

Finalmente, voltando à Equação (2.4.10), pode-se reparar que o somatório na equação corresponde
ao valor de vt (1). Assim, vt+1|Ft ∼ N (vt (1) ,Σ), pois at+1 ∼ N (0,Σ) e vt (1) ∈ R. Logo, simular
valores para vt+1 consiste simplesmente em gerar amostras da distribuição de vt+1|Ft. O mesmo
argumento é valido para vt+h com h ≥ 1, como pode ser comprovado por uma simples inspeção das
Equações (2.4.13) e (2.4.17).

2.4.2 Ajuste do Modelo

Como demonstrado em [25], os estimadores de máxima verossimilhança (MLE) dos parâmetros de
{µt}t≥1 (φ0, Φ1, . . . ,Φp e Σ) podem ser calculados através da resolução de m problemas de regressão
linear múltipla ou OLS (Ordinary Least Squares, veja [27]).

Assim, considere um conjunto A = {v−p+1, v−p+2, . . . , v0, . . . , v1, v2, vT} que contenha n = T +p
observações de vt. Além disso, sejam B e wt, respectivamente, a matriz com todos os parâmetros de
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{vt}t≥1 e o vetor que contém, no tempo t, as p últimas observações de vt, ou seja,

B = [φ0 Φ1 Φ2 . . . Φp] (2.4.18)

e
w′t =

[
1 v′t−1 v′t−2 . . . v′t−p

]
. (2.4.19)

Tomando βi = B′i, onde Bi é a i-ésima linha da matriz B, a Equação (2.4.1) pode ser escrita como
um conjunto de m equações, correspondentes aos m problemas de OLS mencionados acima, ou seja,

vit = ait + w′tβi, i = 1, . . . ,m. (2.4.20)

Desta forma, após calcular os estimadores OLS de βi, denominados bi (ver Equação (2.4.22)), o
estimador da matriz B pode ser obtido ao concatenar os diversos bi calculados. Assim,

B̂ =
[
φ̂0 Φ̂1 Φ̂2 . . . Φ̂p

]
= [b1 b2 . . . bm]′ , (2.4.21)

onde bi é dado por

bi =

(
T∑
i=1

wtw
′
t

)−1( T∑
i=1

wtvt,i

)
. (2.4.22)

Uma vez calculados os estimadores OLS em B̂, é possı́vel calcular o estimador MLE Σ̂ com base
no resı́duo ât das regressões lineares. Sendo estes dados por

ât = vt − B̂wt (2.4.23)

e

Σ̂ =
1

T

T∑
t=1

âtâ
′
t. (2.4.24)

Como alternativa, os parâmetros de um modelo VAR(p) também podem ser estimados através da
função de máxima verossimilhança do modelo. A busca do conjunto de parâmetros que maximiza
a verossimilhança pode ser realizada, por exemplo, com o método de Newton ou com métodos
quasi-Newton como o BFGS (veja [6] para maiores detalhes).

Uma outra alternativa, ainda baseada na maximização da função de verossimilhança, consiste em
escrever o modelo VAR(p) como um modelo no espaço de estados (ou state space model) [45, 25, 52]
e utilizar o Filtro de Kalman para a avaliação da verossimilhança. Aliado ao método de Newton ou
BFGS, esta abordagem é bastante conveniente devido à disponibilidade de pacotes numéricos para sua
implementação.

2.5 Modelo GO-GARCH
Seja {xt}t≥1 o processo estocástico de dimensão m correspondente à equação de volatilidade do
modelo de retornos (Equação (2.2.1)) e {Ft}t≥0 a filtração gerada por ele.

Segundo o modelo GO-GARCH, os retornos podem ser calculados como uma transformação linear
não singular de {yt}t≥1, um processo vetorial não observável, ou seja, para Z uma matriz m×m não
singular,

xt = Zyt. (2.5.1)

Quanto ao processo {yt}t≥1, o modelo assume o seguinte conjunto de hipóteses
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Hipótese 1. O processo estocástico {yt}t≥1 satisfaz:

(i) É estritamente estacionário e ergódico,

(ii) Tem curtose finita,

(iii) Suas coordenadas (ou fatores) são condicionalmente não correlacionadas, têm esperança con-
dicional nula e variância condicional hit positiva e com esperança unitária (ver [16]), ou
seja,

E [yt|Ft−1] = 0, (2.5.2)

E [hit] = 1, hit ≥ 0 (2.5.3)

e

Cov (yit, yjt|Ft−1) =

{
hit, i = j

0, i 6= j
. (2.5.4)

Na primeira definição do modelo GO-GARCH [53], seus autores assumiram a hipótese de inde-
pendência entre as coordenadas de yt. Depois, como feito em [16], foi adotada a hipótese menos
restritiva de componentes condicionalmente não correlacionadas.

O modelo GO-GARCH também define a estrutura de {yt}t≥1,

yt = H
1/2
t εt, (2.5.5)

onde a matriz Ht, dada por
Ht = diag (h1t, . . . , hmt) , (2.5.6)

é a matriz de covariância condicional do modelo e {εt}t≥1 é uma sequência vetorial martingal de
diferenças (ver Definição 4 e [25]) satisfazendo E [εt|Ft−1] = 0 e Var (εt|Ft−1) = 1. Além disso, as
coordenadas de {εt}t≥1 formam sequências de variáveis aleatórias iid (independentes e identicamente
distribuı́das).

Definição 4. Sequência Vetorial Martingal de Diferenças
Uma sequência martingal de diferenças é um sequência {Xt}∞t=1 de vetores aleatórios m × 1 que

satisfaz para todo t:
E [Xt] = 0, (2.5.7)

e
E [Xt|Ft−1] = 0. (2.5.8)

O modelo assume também que as variâncias condicionais hit seguem modelos univariados do tipo
GARCH (como os citados na Seção 2.2). Em [53] é adotado o modelo GARCH(1,1) para a dinâmica
dos fatores. Já em [8], é utilizado o modelo APARCH. Na realidade, o modelo GO-GARCH permite
que diferentes modelos univariados sejam utilizados para os fatores que compõem yt. É possı́vel, por
exemplo, utilizar ao mesmo tempo o modelo GARCH(1,1) para alguns fatores e o modelo APARCH
para outros. Sob certas condições, definidas em [44], é possı́vel recorrer a modelos de volatilidade
estocástica (ver [23]).

Como em [53], neste trabalho é adotado o modelo GARCH(1,1) para hit, ou seja,

hit = (1− αi − βi) + αiy
2
i,t−1 + βihi,t−1, (2.5.9)

com αi, βi ≥ 0 e αi + βi < 1. Na Seção 2.3 são apresentadas maiores informações sobre o modelo
GARCH(1,1).



2.5. MODELO GO-GARCH 17

As hipóteses de estacionariedade estrita e curtose finita adotadas para {yt}t≥1 implicam em sua
estacionariedade fraca. Consequentemente, {xt}t≥1 também é fracamente estacionária, pois como
demonstram as Equações (2.5.10) e (2.5.11), se E [yt] e Cov(yt, yt−l) são invariantes no tempo, o
mesmo valerá para {xt}t≥1, pois Z é uma matriz constante.

E [xt] = E [Zyt] = ZE [yt] = 0 (2.5.10)

Cov(xt, xt−l) = E
[
Zyty

′
t−lZ

′] = ZE
[
yty
′
t−l
]
Z ′ = ZCov(yt, yt−l)Z

′ (2.5.11)

Sejam Σt e Σ as variâncias condicionais e não condicionais de {xt}t≥1. Ambas podem ser
calculadas a partir da Equação (2.5.1), como é feito nas Equações (2.5.12) e (2.5.13).

Σt = Cov (xt|Ft−1)

= E [xtx
′
t|Ft−1]

= E [Zyty
′
tZ
′|Ft−1]

= Z E [yty
′
t|Ft−1] Z ′

= ZHtZ
′

(2.5.12)

Σ = Cov (xt)

= E [Cov (xt|Ft−1)]

= E [ZHtZ
′]

= Z E [Ht] Z
′

= ZZ ′

(2.5.13)

Finalmente, considerando a distribuição condicional de xt, pode-se escrever para uma distribuição
D com média zero e matriz de covariância Σt: xt|Ft−1 ∼ D (0,Σt). Quando as componentes de yt
têm distribuição normal, xt|Ft−1 terá distribuição normal multivariada, ou seja,

xt|Ft−1 ∼ N (0,Σt) . (2.5.14)

2.5.1 Simulação

No caso simples ilustrado pela Equação (2.5.14), a simulação de valores para xt+1 com base na
informação disponı́vel até o tempo t é realizada através da amostragem do vetor aleatório xt+1|Ft, que
tem distribuição normal multivariada com média zero e matriz de covariância Σt+1. Vale ressaltar
que Σt+1 é determinı́stica, pois Ht+1 é Ft-mensurável, ou seja, toda a informação necessária para seu
cálculo é conhecida no tempo t.

Outra alternativa, com base na equação xt = Zyt, consiste em realizar a simulação dos fatores yt e
então combiná-los através da multiplicação pela matriz Z.

Sendo Ht uma matriz diagonal, a i-ésima coordenada de yt pode ser escrita como o produto do
termo aleatório εit pelo fator de escala

√
hit, que determina a variância condicional a cada instante, ou

seja,
yit = εit

√
hit. (2.5.15)

Desta forma, é possı́vel simular os valores de yi,t+h aplicando a Equação (2.5.15) de forma iterativa.
A repetição deste procedimento para i = 1, . . . ,m permite a obtenção dos valores de yt e depois o
cálculo de xt. Assim, adotando o modelo GARCH(1,1), as volatilidades condicionais de cada fator
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entre os tempos t+ 1 e t+ h são dadas por

hi,t+1|Ft = (1− αi − βi) + αiy
2
it + βihit, (2.5.16)

hi,t+2|Ft = (1− αi − βi) + αi {yi,t+1|Ft}2 + βi {hi,t+1|Ft} , (2.5.17)
...

hi,t+h|Ft = (1− αi − βi) + αi {yi,t+h−1|Ft}2 + βi {hi,t+h−1|Ft} . (2.5.18)

Logo, no mesmo perı́odo, a i-ésima coordenada de yt assume os valores

yi,t+1|Ft = εi,t+1

√
hi,t+1|Ft, (2.5.19)

yi,t+2|Ft = εi,t+2

√
hi,t+2|Ft, (2.5.20)

...

yi,t+h|Ft = εi,t+h

√
hi,t+h|Ft. (2.5.21)

Como apresentado na Seção 2.5, as coordenadas de {εt}t≥1 formam sequências de variáveis
aleatórias iid. Entretanto, a independência existente entre os valores destas sequências não implica
na independência das coordenadas de yt, pois a dependência entre estas pode estar presente no
modelo adotado para as variâncias condicionais hit. Isto ocorre, por exemplo, na extensão do modelo
GARCH(1,1) que é adotada em [16].

A independência em {εt}t≥1, porém, implica na ausência de correlação entre os fatores. Como as
Equações (2.5.22) e (2.5.23) demonstram.

Cov (yt|Ft−1) = E [yty
′
t|Ft−1]

= E
[
H

1/2
t εtε

′
tH

1/2
t

∣∣∣Ft−1

]
= H

1/2
t E [εtε

′
t|Ft−1]H

1/2
t

= H
1/2
t ImH

1/2
t

= Ht

(2.5.22)

Cov(yt) = E [E [yty
′
t|Ft−1]] = E [Ht] = Im (2.5.23)

Como feito para os modelos VAR(p) na Seção 2.4, a esperança E [xt+h|Ft] é adotada como a
previsão para o retorno segundo o modelo GO-GARCH. Em seu cálculo, devido a não existência de
uma fórmula fechada para a distribuição de xt+h|Ft, será necessário recorrer à integrações de Monte
Carlo [50]. Desta forma, dado um conjunto A com N amostras de xt+h|Ft, a previsão de xt+h é dada
por

xt (h) = Z E [yt+h|Ft] = Z

(
1

N

N∑
k=1

Ak

)
, (2.5.24)

onde Ak é a k-ésima amostra de xt+h|Ft.

2.5.2 Ajuste do Modelo

Diversos métodos já foram publicados para o ajuste de modelos GO-GARCH. Os primeiros métodos,
baseados na maximização de funções de verossimilhança (ver [53, 7, 16]) sofrem dos problemas
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comuns a problemas de otimização com muitas variáveis, como a não convergência de métodos
numéricos ou a existência de mı́nimos locais, conforme descrito em [44]. Entretanto, métodos mais
recentes foram apresentados para lidar com estas dificuldades (ver [8, 44, 55]).

Entre estes, dois foram escolhidos para estudo: o método de momentos publicado em [44] e o
método baseado na análise de componentes independentes, ou ICA para Independent Component
Analysis, publicado em [8]. O primeiro método, aqui chamado MM2011, foi escolhido devido à sua
robustez numérica e o segundo por apresentar os melhores resultados nos testes de estimação realizados
em [55]. Além disso, em termos de implementação, os dois são bastante semelhantes.

Estimação em três etapas

O ajuste de um modelo GO-GARCH consiste em estimar Z e os parâmetros dosmmodelos univariados
de volatilidade que determinam as componentes de yt.

Ambos os métodos selecionados realizam este ajuste em três etapas. Destas, as duas primeiras se
referem ao cálculo de Ẑ e a última ao ajuste dos m modelos univariados.

O ajuste de Z tem como base sua decomposição polar, através da qual Z é descrita como o produto
de uma matriz positiva definida simétrica S e de uma matriz ortogonal U , ou seja,

Z = SU. (2.5.25)

Assim, o ajuste de um modelo GO-GARCH ocorre em três etapas:

1. Estimar S (usando a covariância não condicional de xt)

2. Estimar U (usando o método MM2011 ou ICA)

3. Estimar os parâmetros dos modelos de volatilidade univariados

A matriz S pode ser calculada a partir de Σ, a variância não condicional de xt, pois

Σ = ZZ ′ = (SU) (SU)′ = SUU ′S ′ = SS ′ = S2. (2.5.26)

Assim, recorrendo à decomposição espectral de Σ, S pode ser calculada facilmente, já que

Σ = PLP ′ −→ S = PL
1/2P ′. (2.5.27)

Explorando a relação entre S e Σ, Ŝ pode ser calculada a partir da matriz de covariância amostral
Σ̂, que é um estimador de Σ calculado com base em uma amostra A = {x1, . . . , xN}, como mostra a
Equação (2.5.28).

Σ̂ =
1

N

N∑
t=1

xtx
′
t (2.5.28)

Para completar o ajuste de Z, ainda é necessário estimar U . Esta, entretanto, não pode ser estimada
através da variância de xt, já que a Equação (2.5.26) é válida mesmo quando U é substituı́da por outras
matrizes ortogonais.

Considerando que o estimador Û para U seja conhecido (a estimação de U será vista nas sessões a
seguir), a matriz Z pode ser finalmente estimada:

Ẑ = Ŝ Û (2.5.29)

De acordo com as hipóteses do modelo, Z não é singular. Assim, é possı́vel calcular sua inversa e,
em seguida, calcular as estimativas para os fatores não observáveis yt que controlam a dinâmica da
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série de retornos {xt}t≥1, ou seja,
ŷt = Ẑ−1xt. (2.5.30)

Finalmente, passa-se à terceira etapa do método de estimação, que consiste em estimar os m
processos univariados de volatilidade do modelo GO-GARCH. Este tópico, porém, não é abordado
neste trabalho. Veja [25, 52, 56, 24] para um excelente tratamento sobre modelos de volatilidade.

Nas próximas duas sessões, os dois métodos utilizados para a estimação de U são apresentados.
Como mencionado anteriormente, esta estimação é a única diferença existente entre os métodos
MM2011 e ICA.

2.5.3 Estimador ICA

Considere a série temporal {st}t≥1 dos retornos padronizados, cujos elementos são dados por

st = Σ−
1/2xt = S−1xt. (2.5.31)

Como feito em [8], a matriz ortogonal U do modelo GO-GARCH pode ser estimada aplicando a
Análise de Componentes Independentes (ou ICA) sobre a série dos retornos padronizados.

Assim, considere um vetor aleatório u, m-dimensional. A ICA é um método estatı́stico que permite
descrever u como a combinação linear de um conjunto de fatores com variância unitária que são o mais
independentes possı́vel de acordo com alguma métrica. Assim, considerando que os fatores estejam
agrupados em um vetor f com Cov (f) = Im, a ICA determina a matriz B tal que

u = Bf. (2.5.32)

Voltando à definição do modelo GO-GARCH (Equação (2.5.1)), é fácil ver que st também pode
ser descrito como uma combinação linear dos fatores yt, já que

st = S−1xt = S−1 (SU) yt = Uyt. (2.5.33)

Desta forma, considerando que as amostras disponı́veis de st são na verdade realizações de um
único vetor aleatório, é possı́vel estimar a matriz U através da ICA, já que tanto o modelo GO-GARCH
quanto o modelo da ICA consideram que seus fatores têm variância unitária e são não correlacionados,
ou seja, Cov(f) = Cov(yt) = Im.

Ao estimar a matriz U por este método, a estrutura temporal da série de retornos é ignorada. O
mesmo, entretanto, não ocorre na estimação de U realizada pelo estimador MM2011, como pode ser
visto na Seção 2.5.4.

Implementação do Estimador ICA

A implementação do estimador para U usando ICA não apresenta desafios, pois a implementação da
ICA é simples (veja o Apêndice A) e, geralmente, já disponı́vel em vários pacotes.

O Algoritmo 1 apresenta o pseudocódigo de uma função que implementa o estimador ICA para as
matrizes do modelo GO-GARCH.

A entrada da função GOGARCH ICA consiste na matriz Xt, cujas colunas Xt,i correspondem
às observações do processo xt feitas entre o tempo t = 1 e t = T . Desta forma, Xt é uma matriz de
tamanho m× T .

Em primeiro lugar, a função calcula o estimador para a matriz S através da decomposição espectral
da matriz Σ de covariância amostral (linhas 2 a 5). Em seguida, são calculados os retornos padronizados
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como na Equação (2.5.31) (linha 6). Por último, então, são calculadas as estimativas para a matriz U e
para a série {yt}t≥1 (linhas 7 e 8).

O cálculo da estimativa para U no Algoritmo 1 é realizado através da função FastICA, como
em [8]. Este método realiza a ICA através de um processo iterativo, utilizando a entropia negativa
como medida de independência dos fatores yt.

No Apêndice A pode ser encontrada uma descrição do modelo ICA e do algoritmo FastICA,
incluindo as justificativas teóricas e detalhes de implementação para o mesmo.

Algorithm 1 Algoritmo para estimar as matrizes do modelo GO-GARCH usando ICA
1: procedure GOGARCH ICA(Xt)
2: Σ := 1

n

∑T
i=1Xt,iX

′
t,i

3: P := autovetores(Σ)
4: L := autovalores(Σ)
5: S := PL1/2P ′

6: st :=
(
PL−1/2P ′

)
Xt

7: U := FastICA(st,m)
8: yt := U ′st
9: return S, U, yt

10: end procedure

2.5.4 Estimador MM2011

Considere novamente as séries {st}t≥1 dos retornos padronizados e {yt}t≥1 dos fatores não observáveis
do modelo GO-GARCH.

O método MM2011 realiza a estimação deU explorando a estrutura de autocorrelação dos processos
matriciais {St}t≥1 e {Yt}t≥1, definidos a partir de st e yt por

St = sts
′
t − Im (2.5.34)

e
Yt = yty

′
t − Im. (2.5.35)

Já que Cov(yt) = Im (pela Hipótese 1) e U é ortogonal, ambos os processos matriciais têm média
zero como mostram as Equações (2.5.36) e (2.5.37).

E [Yt] = E [yty
′
t − Im] = E [yty

′
t]− Im = 0 (2.5.36)

E [St] = E [sts
′
t − Im] = E [Uyty

′
tU
′]− Im = UE [yty

′
t]U

′ − Im = 0 (2.5.37)

A rigor, o estudo das autocovariâncias entre Yt e Yt−k deveria ser feito com base na matriz de
m2 ×m2 elementos definida por

Cov (Yt, Yt−k) = E
[
vec (Yt) vec (Yt−k)

′] . (2.5.38)

Entretanto, devido ao grande número de variáveis envolvido, as autocovariâncias são modeladas como
a matriz Γk (y), de tamanho m×m, definida por

Γk (y) = E [YtYt−k] . (2.5.39)
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As autocorrelações entre Yt e Yt−k, Φk (y) são definidas em função de suas autocovariâncias, ou
seja,

Φk (y) = Γ0 (y)−
1/2 Γk (y) Γ0 (y)−

1/2 . (2.5.40)

Além disso, como St = UYtU
′, já que

St = sts
′
t − Im = Uyty

′
tU
′ − UU ′ = UYtU

′, (2.5.41)

as autocovariâncias e autocorrelações da série de retornos padronizados também podem ser definidas
em função de Γk (y) e Φk (y), como mostram as Equações (2.5.42) e (2.5.43).

Γk (s) = E [StSt−k]

= E [(UYtU
′) (UYt−kU

′)]

= UE [YtYt−k]U
′

= UΓk (y)U ′

(2.5.42)

Φk (s) = Γ0 (s)−
1/2 Γk (s) Γ0 (s)−

1/2

=
(
UΓ0 (y)−

1/2 U ′
)

(UΓk (y)U ′)
(
UΓ0 (y)−

1/2 U ′
)

= UΓ0 (y)−
1/2 Γk (y) Γ0 (y)−

1/2 U ′

= UΦk (y)U ′

(2.5.43)

As matrizes Φk (s) e Γk (s) são de fundamental importância, pois fornecem as relações necessárias
para estimar U , já que estas podem ser estimadas a partir dos retornos padronizados, que são ob-
serváveis. Uma hipótese adicional, entretanto, é feita:

Hipótese 2. O processo estocástico {yt}t≥1 satisfaz:

min
1≤i≤m

max
1≤k≤p

|Corr
(
y2
it, y

2
i,t−k

)
| > 0 (2.5.44)

max
1≤i<j≤m

1≤k≤p

|Cov
(
y2
it, yi,t−kyj,t−k

)
| = 0 (2.5.45)

Dadas as Hipóteses 1 e 2, os únicos elementos não nulos de Γk (y) são os de sua diagonal. Assim,
Γk (s), Φk (y) e Φk (s) também são diagonais.

Considerar que as matrizes de covariância são diagonais traz duas vantagens. A primeira vantagem
consiste em reduzir ainda mais o número de variáveis a serem estimadas. A segunda, mais importante,
é fornecer um método para a estimação de U , que pode ser vista como a matriz de autovetores da
decomposição espectral de Γk (s), já que Γk (s) = UΓk (y)U ′ com U ortogonal e Γk (y) diagonal
(ver Equação (2.5.42)). Desta forma, a estimativa de U pode ser dada pelos autovetores de Γ̂k (s)

ou de Φ̂k (s), que são calculadas a partir de um conjunto de N amostras da série {st}t≥1 de retornos
padronizados, como mostram as Equações (2.5.46) e (2.5.47).

Γ̂k (s) =
1

N

N∑
t=k+1

StSt−k (2.5.46)

Φ̂k (s) = Γ̂0 (s)−
1/2 Γ̂k (s) Γ̂0 (s)−

1/2 (2.5.47)
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Experimentos de simulação realizados em [44], entretanto, indicam que um estimador mais eficiente
para U é obtido ao adotar Φ̃k (ver Equação (2.5.48)), que é uma versão simétrica de Φ̂k (s).

Φ̃k =
1

2

(
Φ̂k (s) + Φ̂k (s)′

)
(2.5.48)

Logo, o estimador para U pode ser definido da seguinte maneira:

Definição 5. Estimador Ûk
O estimador de lag k para U é a matriz ortogonal Ûk que diagonaliza a matriz simétrica de

autocorrelação Φ̃k, calculada a partir de um conjunto de N amostras do processo {st}t≥1 de retornos
padronizados, ou seja, Ûk é a matriz de autovetores da decomposição espectral de Φ̃k, dada por

Φ̃k = ÛkD̂kÛ
′
k. (2.5.49)

Uma melhor estimativa para U pode ser obtida, como mostrado em [44], ao utilizar a Análise
de Componentes Principais Comuns (CPCA) sobre um conjunto C =

{
Φ̃1, . . . , Φ̃p

}
de matrizes de

autocorrelação com diversos lags.
A CPCA é uma extensão da Análise de Componentes Principais (PCA) para lidar com um conjunto

A = (A1, · · · , Ap) de p amostras, que procura identificar a estrutura comum a todas elas. Desta
forma, sendo Σi a matriz de covariância da amostra Ai, a CPCA considera que todas as matrizes Σi

compartilham um mesmo conjunto V de autovetores.
Como consequência deste compartilhamento de autovetores, todas as matrizes Σi são simultanea-

mente diagonalizáveis por matrizes cujas colunas são os autovetores em V . Logo, qualquer uma destas
matrizes seria uma candidata natural a estimador de U , tendo em vista a Definição 5.

Assim, adota-se a hipótese de que, dado o conjunto C, todas as matrizes que este contém podem
ser diagonalizadas simultaneamente por um mesmo conjunto de autovetores, que será utilizado como a
nova estimativa Û .

Na prática, entretanto, dificilmente será possı́vel encontrar uma matriz que diagonalize todos os
elementos de C simultaneamente. Desta forma, é preciso contentar-se com uma solução aproximada e
buscar a matriz que melhor diagonalize as matrizes de autocorrelação. Tal solução aproximada pode
ser obtida resolvendo o problema

min
B∈Om

g(B) =

p∑
k=1

m∑
i,j=1
i 6=j

(
BΦ̃kB

′
)2

ij
, (2.5.50)

onde Om é o conjunto de matrizes ortogonais de tamanho m×m e (A)ij é o elemento de sua i-ésima
linha e j-ésima coluna da matriz A.

Como feito em [20, 4, 44], as soluções para o Problema (2.5.50) podem ser obtidas através do
algoritmo FG, que é explicado em detalhes no Apêndice B.

Quanto às soluções do Problema (2.5.50), analisando a definição do problema, pode-se ver que
são matrizes ortogonais que minimizam a soma do quadrado dos elementos fora das diagonais das
matrizes BΦ̂kB

′, que deveriam ser nulos pela hipótese de diagonalização simultânea.
Assim, finalmente, o estimador utilizado para U pode ser definido:

Definição 6. Estimador Û
O estimador de U com base na informação de autocorrelações de lag k = 1, . . . , p do processo vetorial
{st}t≥1 é a matriz ortogonal Û obtida ao resolver o Problema (2.5.50).
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Implementação do Estimador MM2011

A implementação do estimador para a matriz ortogonal U pelo método de momentos é mais elaborada
que a por ICA. Entretanto, também não apresenta desafios, já que o algoritmo FG tem implementação
simples e é bastante robusto numericamente (ver Apêndice B).

Assim, considere o pseudocódigo no Algoritmo 2. Este contém a implementação da função
GOGARCH MM2011, que recebe como entrada uma matriz Xt de tamanho m× T cujas colunas são
as observações do processo xt até o tempo t = T .

De forma geral, três operações principais são realizadas na função. Em primeiro lugar, a função
calcula a matriz S através da decomposição espectral da matriz Σ de covariância amostral (linhas 2 a
5). Em seguida, o conjunto C =

{
Φ̃1, · · · , Φ̃p

}
é calculado (linhas 6 a 21). E, por último, a estimativa

da matriz U é calculada aplicando o algoritmo FG às matrizes do conjunto C (linha 22).
Como pode ser visto no pseudocódigo de GOGARCH MM2011, o cálculo das matrizes do conjunto

C envolve vários passos intermediários. Sendo estes o cálculo dos retornos padronizados (linha 6), o
cálculo do processo matricial St (linhas 7 a 9) e das matrizes de autocovariância Γ̂k (linhas 10 a 12) e
de autocorrelação Φ̂k (linhas 13 a 18).

Algorithm 2 Algoritmo GO-GARCH MM2011
1: procedure GOGARCH MM2011(Xt, p)
2: Σ := 1

n

∑T
i=1Xt,iX

′
t,i

3: P := autovetores(Σ)
4: L := autovalores(Σ)
5: S := PL1/2P ′

6: st :=
(
PL−1/2P ′

)
Xt

7: for i := 1, · · · , T do
8: St,i := st,is

′
t,i − Im

9: end for
10: for k := 0, · · · , p do
11: Γ̂k := 1

T

∑T
i=1 StSt−k

12: end for
13: P := autovetores(Γ̂0)

14: L := autovalores(Γ̂0)
15: M := PL−1/2P ′

16: for k := 0, · · · , p do
17: Φ̂k := M Γ̂kM
18: end for
19: for k := 0, · · · , p do
20: Φ̃k := 1

2

(
Φ̂k + Φ̂′k

)
21: end for
22: U := F

(
Φ̃1, · · · , Φ̃p;T, · · · , T

)
23: yt := U ′st
24: return S, U, yt
25: end procedure
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2.5.5 Resı́duos Padronizados

Uma vez realizado o ajuste de um modelo GO-GARCH, é possı́vel calcular a série temporal {zt}t≥1

dos seus resı́duos padronizados através da equação

zt = Σ
−1/2
t xt, (2.5.51)

onde Σt é matriz de covariância condicional do modelo, definida anteriormente.
De forma geral, a análise da série de resı́duos permite determinar o quão adequado um modelo

ajustado é. Os resı́duos de um modelo bem ajustado têm média nula, componentes não correlacionadas
e não apresentam autocorrelações no primeiro e no segundo momento. Veja [52, 15].

Neste aspecto, os modelos GO-GARCH não são exceção. É possı́vel demonstrar, como feito a
seguir, que:

(i) E [zt] = 0,

(ii) Cov(zt) = Im.

Em primeiro lugar, é mostrado que E [zt|Ft−1] = 0. Pela Hipótese 1 do modelo GO-GARCH,
E [yt|Ft−1] = 0. Desta forma, E [xt|Ft−1] = 0, pois

E [xt|Ft−1] = E [Zyt|Ft−1] = Z E [yt|Ft−1] = 0. (2.5.52)

Então, vale que E [zt|Ft−1] = 0, já que

E [zt|Ft−1] = E
[
Σ
−1/2
t xt

∣∣∣Ft−1

]
= Σ

−1/2
t E [xt|Ft−1] = 0. (2.5.53)

Com este resultado, a propriedade (i) está comprovada, pois

E [zt] = E [E [zt|Ft−1]] = E [0] = 0. (2.5.54)

A propriedade (ii) pode ser comprovada de forma semelhante. Em primeiro lugar, é comprovado
que Cov (zt|Ft−1) = Im. Veja a Equação (2.5.55).

Cov (zt|Ft−1) = E [ztz
′
t|Ft−1]

= E
[
Σ
−1/2
t xt x

′
t Σ
−1/2
t

∣∣∣Ft−1

]
= Σ

−1/2
t E [xtx

′
t|Ft−1] Σ

−1/2
t

= Σ
−1/2
t ΣtΣ

−1/2
t

= Im

(2.5.55)

Assim, a validade da propriedade (ii) pode ser provada por

Cov(zt) = E [ztz
′
t] = E [E [ztz

′
t|Ft−1]] = E [Cov (zt|Ft−1)] = E [Im] = Im. (2.5.56)

As propriedades (i) e (ii) são importantes por fornecerem dois testes simples para a verificação do
ajuste de um modelo GO-GARCH. Com este propósito, o teste de Hosking, apresentado na Seção 2.1,
também pode ser utilizado para verificar a existência de autocorrelações no primeiro ou no segundo
momento da série de resı́duos.
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2.5.6 Modelo O-GARCH
O modelo GO-GARCH, como seu nome indica, pode ser visto como uma generalização do modelo
O-GARCH (Orthogonal GARCH). Ambos os modelos descrevem o processo {xt}t≥1 como uma
combinação linear de processos não correlacionados {yt}t≥1, ou seja, ambos assumem que

xt = Zyt. (2.5.57)

Entretanto, os modelos adotam caracterı́sticas diferentes para a matriz Z. O modelo GO-GARCH,
como visto na Seção 2.5, considera que Z é uma matriz não singular. Enquanto isso, o modelo
O-GARCH adota uma caracterı́stica mais restritiva ao considerar que Z é uma matriz ortogonal.

A maior diferença entre os modelos, porém, se encontra nos estimadores adotados para Z. No
modelo O-GARCH, suas colunas são os autovetores ortonormais da matriz de covariância amostral,
ou seja, a matriz Z corresponde à matriz usualmente adotada para realizar a análise de componentes
principais. Desta forma, maiores problemas de identificação de parâmetros podem ser encontrados,
pois a estimação dos mesmos é feita apenas com base em informação não condicional. Para maiores
detalhes, consulte [53, 2].



Capı́tulo 3

Portfólios com Risco Mı́nimo

Este capı́tulo trata da avaliação objetiva do risco de perdas financeiras e da criação de portfólios de
ativos que tenham risco mı́nimo.

Na Seção 3.1 são apresentadas as caracterı́sticas comuns às boas medidas de risco e também
as medidas Value at Risk (VaR) e Conditional Value at Risk (CVaR). Em seguida, na Seção 3.2, é
apresentado um método robusto para a estimação do CVaR de um portfólio. Por último, na Seção 3.3,
a estratégia usada para a estimação do CVaR é adaptada para a criação de portfólios de ativos com
risco mı́nimo.

3.1 Medidas de Risco
No trabalho [3], que se tornou referência, são encontradas as definições necessárias para representar
matematicamente o risco associado a um ativo financeiro e também para a definição de medidas
objetivas de risco.

Sejam o espaço de probabilidade definido por (Ω,F ,P) e uma variável aleatória X : Ω → R,
tal que para qualquer ω ∈ Ω, X(ω) é o valor futuro descontado de um ativo (ou de um portfólio)
no tempo T , ou seja, o risco associado ao ativo (ou portfólio) no perı́odo definido entre as datas t e
t+ T é modelado como uma variável aleatória no espaço de probabilidade acima. Além disso, seja
G o conjunto de todas as variáveis aleatórias de Ω em R que modelam o valor futuro de algum ativo
financeiro.

Neste contexto, uma medida de risco é uma função ρ : G → R, que indica o nı́vel de risco de um
ativo utilizando apenas um número real.

O valor ρ(X) é interpretado de duas maneiras distintas. Quando ρ(X) > 0, ρ(X) indica a
quantidade de capital extra que deve ser investida de uma forma livre de risco para atingir nı́veis
aceitáveis de risco. Entretanto, quando ρ(X) < 0, ρ(X) indica a quantidade de capital que pode ser
removida da posição atual, mantendo o risco em nı́veis aceitáveis.

Segundo os autores deste modelo, a representação do risco através de um único valor real acarreta
em uma grande perda de informação, porém, simplifica a tomada de decisões ao indicar se um
determinado nı́vel de risco é aceitável ou não, ou seja, esta representação é adequada para que ρ(X)
desempenhe o papel esperado de uma medida de risco.

Finalmente, na Definição 7, são apresentadas as propriedades do que poderiam ser chamadas de
”boas medidas de risco”e, em seguida, a interpretação de algumas delas.

Definição 7. Medida Coerente de Risco
Uma medida de risco ρ é dita coerente quando esta satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Invariância a Translação: Para todo X ∈ G e todo α ∈ R, vale que ρ(X + α) = ρ(X)− α.

27
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(ii) Subaditividade: Para todos X, Y ∈ G, ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y ).

(iii) Homogeneidade Positiva: Para todo X ∈ G e todo λ ∈ R, temos que ρ(λX) = λρ(X).

(iv) Monotonicidade: Para todo X, Y ∈ G, com Y ≥ X , ρ(Y ) ≤ ρ(X).

Algumas das propriedades podem parecer pouco intuitivas, assim, interpretá-las pode ser de grande
valia para auxiliar no seu entendimento. A invariância a translações indica que ao adicionarmos o
capital α ao portfólio X , o risco do mesmo diminui em uma quantidade igual a α. Como ρ(X) mede a
quantidade de capital que deve ser adicionada ao portfólio, após a adição de tal capital é natural que
ρ(X) diminua em α.

Já a subaditividade indica que o risco do portfólio formado por X e Y não pode ser maior que a soma
dos riscos individuais destes ativos. Essa propriedade ajuda a modelar o princı́pio da diversificação,
que diz que ao investir em uma quantidade maior de ativos, o risco do portfólio diminui. Ver [14].

Finalmente, a monotonicidade nos mostra que para dois ativos X e Y , se o valor de Y é sempre
maior que o valor de X , então seu risco deve ser sempre menor que o risco de X .

Com isso, está concluı́da a introdução sobre a modelagem de medidas de risco e sobre as propri-
edades exigidas das mesmas. Assim, nas seções 3.1.1 e 3.1.2, são apresentadas as medidas de risco
selecionadas para este trabalho: VaR e CVaR.

3.1.1 Value at Risk (VaR)
O Value at Risk, ou simplesmente VaR, não é uma medida coerente de risco pois não satisfaz à
propriedade de subaditividade. Veja [33, 14, 1].

Entretanto, a medida VaR é a medida de risco mais difundida no mercado, devido às suas carac-
terı́sticas positivas, como a aplicabilidade para diferentes tipos de ativos financeiros e as facilidades de
cálculo, de uso e de verificação (backtesting).

A definição encontrada em [33] diz que a medida VaR indica a pior perda em um horizonte de
tempo pré-especificado com um nı́vel de confiança β. Como exemplo, considere que o VaR diário
(com horizonte de um dia) e nı́vel de confiança β = 99% para um determinado ativo é igual a R$ 10
milhões. Isto indica que para este ativo existe 1 chance em 100 da perda de um dia para o outro ser
maior que R$ 10 milhões.

Como feito em [49], o VaR é definido formalmente utilizando a função de perda associada a um
portfólio de ativos. Nas definições 8 e 9 estes dois conceitos são formalizados.

Definição 8. Portfólio de Ativos
Seja A = {A1, · · · , Am} um conjunto formado por m ativos financeiros e x = (x1, · · · , xm) um vetor
m-dimensional que indica a quantidade de cada um dos ativos Ai em A. Neste contexto, um portfólio
Π é definido como o par

Π := (A, x) . (3.1.1)

Definição 9. Função de Perda
Seja t a data corrente, Π = (A, x) um portfólio como o da Definição 8 e Y = (Y1, · · · , Ym) um vetor

cujas coordenadas indicam o valor descontado de cada um dos ativos em A no tempo t+ T . A função
de perda f(x, Y ) indica a perda no valor total do portfólio Π no intervalo de tempo definido pelas
datas t e t+ T .

Considere agora a probabilidade Ψ (x, α), que é dada por

Ψ (x, α) = P(f(x, Y ) ≤ α), (3.1.2)
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e que corresponde à probabilidade da perda ser menor que α. Como uma função de α, para x fixo,
Ψ(x, α) é a função de distribuição acumulada para a perda associada a x, ou seja, para x fixo, f(x, Y )
é uma variável aleatória que toma valores em R e que tem sua distribuição induzida pela distribuição
do vetor Y .

Finalmente, com base na probabilidade Ψ (x, α), o VaR é definido formalmente na Definição 10.

Definição 10. Value at Risk (VaR)
Seja Π = (A, x) um portfólio como o da Definição 8. O Value at Risk com nı́vel de confiança β para
este portfólio, αβ (x), é definido por

αβ(x) = min{α ∈ R : Ψ(x, α) ≥ β}. (3.1.3)

Pela Definição 10, fica claro que αβ (x) é simplesmente um quantil de nı́vel β da função de
distribuição de perdas Ψ (x, α) do portfólio Π. Como exemplo, considere a Figura 3.1, onde está
indicado que a perda do portfólio será menor que α95% (x) em 95% dos casos.
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Figura 3.1: VaR como um quantil da distribuição das perdas.

A seguir, como exemplos, são apresentados os valores de VaR para as distribuições Normal e t de
Student.

VaR para as Distribuições Normal e t de Student

Considere um ativo A, com valor futuro descontado indicado pela variável aleatória Y ∈ G, e com
perdas f(Y ) ∼ N(µ, σ2). Seja αβ o VaR com nı́vel de confiança β para o ativo A. Desta forma, de
acordo com a Definição 3.1.3,

Ψ(x, αβ) = P(f(Y ) ≤ αβ) = β. (3.1.4)

Logo,

P
(
f(Y )− µ

σ
≤ αβ − µ

σ

)
= β (3.1.5)

e, como f(Y ) tem distribuição normal,

αβ − µ
σ

= Φ−1(β). (3.1.6)
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Finalmente,
αβ = σΦ−1(β) + µ, (3.1.7)

onde Φ é a função de distribuição acumulada de uma variável aleatória normal padrão.
Mais uma vez, o resultado obtido na Equação (3.1.7) mostra que o VaR é apenas um quantil da

distribuição de perdas do ativo A.
Repare que o resultado acima também é válido para portfólios contendo mais de um ativo. Quando

Y tem distribuição normal multivariada, f(x, Y ) terá, geralmente, uma distribuição normal univariada,
pois a soma ponderada de variáveis aleatórias normais é uma variável aleatória normal.

Séries temporais de retornos financeiros têm, em geral, caudas pesadas. Veja [52]. Desta forma, por
também apresentar esta caracterı́stica, a distribuição t de Student é bastante utilizada na modelagem de
retornos financeiros.

O cálculo do VaR para a distribuição t é similar ao realizado para a distribuição Normal. Como
anteriormente, o VaR é dado pelo quantil de nı́vel β, ou seja,

αβ = t−1
ν (β), (3.1.8)

onde tν é a densidade de probabilidade da distribuição t com ν graus de liberdade.

3.1.2 Conditional Value at Risk (CVaR)
Nesta seção é apresentada a medida Conditional Value at Risk (ou CVaR), também conhecida como
Expected Shortfall. Veja [1].

Dada a ampla utilização da medida VaR, a comparação com a mesma é inevitável, principalmente
pelo fato da medida CVaR corrigir dois problemas apresentados pela primeira.

O primeiro destes problemas é de caráter teórico. Ao contrário da medida VaR, CVaR é uma
medida coerente de risco. Desta forma, é mais apropriada para gerenciar o risco financeiro.

O segundo problema se refere à informação fornecida por cada uma das medidas. Considere
o VaR αβ. Este indica que a probabilidade de uma perda ser menor αβ é igual a β. Entretanto,
nenhuma informação é dada sobre o valor da perda quando a mesma é maior que αβ , o que ocorre com
probabilidade 1− β. Esta caracterı́stica torna a medida perigosa para gerenciar portfólios contendo
ativos com distribuições que apresentam caudas pesadas ou ativos com dependência de cauda.

A medida CVaR complementa a informação da medida VaR informando o valor esperado da perda
que ocorre com a frequência 1− β, ou seja, informando o valor esperado da perda, uma vez que esta é
maior que o VaR αβ .

De certa forma, como dito em [14], é possı́vel dizer que a medida CVaR leva em consideração o
formato da cauda da distribuição das perdas, enquanto VaR não o faz. Como ilustração desta afirmação,
considere as figuras 3.1 e 3.2. Comparando as duas figuras fica claro que as medidas utilizam intervalos
de valores de perda diferentes.

Finalmente, considere a Definição 11, onde a medida CVaR é definida.

Definição 11. Conditional Value at Risk (CVaR)
Seja Π = (A, x) um portfólio de ativos financeiros. O valor da medida CVaR com nı́vel de confiança
β para o portfólio Π, φβ(x), é dado por

φβ(x) = E [f(x, Y )|f(x, Y ) ≥ αβ(x)] , (3.1.9)

ou, de forma equivalente, pela integral

φβ(x) =
1

1− β

(∫
Ω

f(x, Y )1[f(x,Y )≥αβ(x)]dP
)
, (3.1.10)
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onde αβ(x) é o VaR com nı́vel de confiança β, como na Definição 3.1.3.

Como a definição acima deixa evidente, uma das dificuldades no uso de CVaR é sua dependência
em VaR. Esta dependência torna estimativas de CVaR menos precisas, pois existem duas possı́veis
fontes de erro: a estimação de αβ(x) e também a estimação de φβ(x). Veja [14].

Outra dificuldade associada à medida CVaR é sua falta de robustez. Em [12], foi demonstrado
que medidas de risco que têm a propriedade de subaditividade não podem ser robustas. Em particular,
foram demonstradas a falta de robustez de CVaR e a robustez de VaR.
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Figura 3.2: Valores de perda usado no cálculo de CVaR.

Além disso, estimações de CVaR são difı́ceis pois estas são baseadas em amostras da cauda da
distribuição de f(x, Y ), como indicado na Figura 3.2. Já que o número de amostras na cauda da
distribuição geralmente não é grande, é improvável que as estimativas feitas com estas amostras sejam
precisas.

Assim, enquanto VaR é frequentemente calculado usando dados de mercado, para CVaR geralmente
é necessário adotar um modelo para a distribuição das caudas de f(x, Y ) e, então, ajustar o mesmo aos
dados disponı́veis. Ver [14].

Apesar desta dificuldade, conforme indicado em [49], CVaR tem uma propriedade fundamental para
a otimização de portfólios: é uma função convexa. A importância deste fato fica clara ao considerar a
quantidade de métodos existentes na literatura para a otimização de funções convexas.

CVaR para a Distribuição Normal e t de Student

Como feito na Seção 3.1.1, considere um ativo A ao qual está associada uma função de perdas f(Y )
com distribuição normal de média µ e variância σ2. Partindo da Equação (3.1.10) e utilizando uma
simples mudança de variáveis é possı́vel chegar, sem grandes desafios, à fórmula para o CVaR normal
publicada em [37]:

φβ(αβ) = µ+

 1
σ
φ
(
αβ−µ
σ

)
1− Φ

(
αβ−µ
σ

)
σ2 (3.1.11)

onde φ e Φ são, respectivamente, a densidade e a função de distribuição acumulada de uma variável
aleatória normal padrão.
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Para a distribuição normal padrão, a Equação (3.1.11) se resume a

φβ(αβ) =
φ(αβ)

1− Φ(αβ)
. (3.1.12)

Em [39], são apresentadas fórmulas fechadas para calcular CVaR para as distribuições de probabi-
lidade mais utilizadas. Entre estas, encontra-se a distribuição t de Student, cuja fórmula para o cálculo
de CVaR é dada por

φβ(αβ) =
ν + α2

β

ν + 1

tν(αβ)

1− Tν(αβ)
, (3.1.13)

onde tν é a densidade de probabilidade da distribuição t com ν graus de liberdade e Tν é sua função de
probabilidade acumulada.

3.2 Estimação do CVaR
Na Definição 11, o CVaR de um portfólio é definido em função de seu VaR. Desta forma, é natural
considerar que a estimação do primeiro deve ser realizada em duas etapas. Entretanto, a seguir é
apresentado um estimador para o CVaR que independe de estimativas prévias para o VaR.

Ao eliminar a primeira etapa, na qual o VaR do portfólio seria estimado, obtém-se um procedimento
de estimação mais simples e, além disso, também elimina-se uma das possı́veis fontes de erro.

Considere um portfólio Π, definido de acordo com a Definição 8. Como mostrado em [49], tanto o
VaR quanto o CVaR podem ser definidos a partir da função Fβ(x, α), dada por

Fβ(x, α) = α +
1

1− β

∫
Ω

[f(x, Y )− α]+ dP. (3.2.1)

Mais precisamente, o VaR e o CVaR de Π são definidos em função dos pontos de mı́nimo de Fβ ,
ou seja, em função dos pontos do conjunto Aβ que é definido como

Aβ = argmin
α

Fβ (x, α) . (3.2.2)

Assim, como será provado a seguir, o VaR é dado por

αβ(x) = min {Aβ} (3.2.3)

e o CVaR por
φβ(x) = Fβ(x, αβ(x)). (3.2.4)

De acordo com [49], Fβ é convexa e continuamente diferenciável em relação ao parâmetro α.
Desta forma, os elementos de Aβ correspondem aos pontos em que a derivada de Fβ em relação a α é
nula. Conforme comprovado na Equação (3.2.8), esta derivada é dada por

∂Fβ
∂α

=
Ψ (x, α)− β

1− β
. (3.2.5)

Logo, o conjunto Aβ é dado por
Aβ = {α : Ψ (x, α) = β} , (3.2.6)

já que
∂Fβ
∂α

= 0 −→ Ψ (x, α) = β, (3.2.7)
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ou seja, os elementos de Aβ são os quantis de nı́vel β da distribuição da função de perdas f(x, Y ).

De forma geral, espera-se que exista apenas um elemento em Aβ. Porém, pode haver mais
elementos, caso existam conjuntos de valores da função de perda com medida nula. Por esta razão, o
VaR é definido como o menor elemento em Aβ . Com isso, está comprovada a Equação (3.2.3).

∂Fβ
∂α

=
∂

∂α

(
α + (1− β)−1

∫
Ω

[f(x, Y )− α]+ dP
)

= 1 + (1− β)−1 ∂

∂α

∫
Ω

[f(x, Y )− α]+ dP

= 1 + (1− β)−1 (Ψ (x, α)− 1)

=
Ψ (x, α)− β

1− β

(3.2.8)

Na Equação (3.2.8), foi utilizado o fato da função

G (α) =

∫
Ω

[f(x, Y )− α]+ dP, (3.2.9)

que também é convexa e continuamente diferenciável, ter derivada

G′ (α) = Ψ(x, α)− 1, (3.2.10)

como demonstrado na Equação (3.2.11).

dG

dα
=

d

dα

(∫
Ω

[f(x, Y )− α]+ dP
)

=
d

dα

(∫
Ω

[f(x, Y )− α]1[f(x,Y )≥α]dP
)

=
d

dα

(∫
Ω

f(x, Y )1[f(x,Y )≥α]dP
)
− d

dα

(
α

∫
Ω

1[f(x,Y )≥α]dP
)

= 0−
∫

Ω

1[f(x,Y )≥α]dP

= −P [f(x, Y ) ≥ α]

= −1 + P [f(x, Y ) ≤ α]

= Ψ(x, α)− 1

(3.2.11)

Agora, seja αβ um elemento de Aβ. Como demonstrado na Equação (3.2.12), Fβ(x, αβ) =
φβ (x). Este resultado comprova a Equação (3.2.4) e também indica como estimar o CVaR de forma
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independente do VaR.

Fβ (x, αβ) = αβ +
1

1− β

∫
Ω

[f(x, Y )− αβ]+ dP

= αβ +
1

1− β

∫
Ω

[f(x, Y )− αβ]1[f(x,Y )≥αβ]dP

= αβ +
1

1− β

(∫
Ω

f(x, Y )1[f(x,Y )≥αβ]dP
)
− αβ

1− β

(∫
Ω

1[f(x,Y )≥αβ]dP
)

= αβ + φβ (x)− αβ
= φβ (x) .

(3.2.12)

Como o valor do CVaR é o mesmo para todos os elementos αβ de Aβ , o mesmo pode ser calculado
diretamente através da minimização da função Fβ , ou seja,

φβ(x) = min
α

Fβ(x, α). (3.2.13)

O Problema (3.2.13), entretanto, não fornece um estimador adequado para o CVaR, já que, na
prática, a distribuição da função de perdas f(x, Y ) pode ser desconhecida ou de difı́cil avaliação.
Nestes casos, o cálculo da esperança em Fβ pode não ser viável. Como alternativa, Fβ pode ser
aproximada por uma integração de Monte Carlo.

Considere, então, q amostras y1, · · · , yq do vetor Y ∈ Gm. A aproximação por integração de Monte
Carlo para Fβ é dada por

F̃β(x, α) = α +
1

q(1− β)

q∑
k=1

[f(x, yk)− α]+ , (3.2.14)

onde, como de costume, a integral da esperança é substituı́da por um somatório sobre o conjunto de
amostras.

Assim, utilizando a aproximação F̃β , é obtido o estimador para o CVaR do portfólio Π, dado por

φ̂β(x) = min
α

F̃β(x, α). (3.2.15)

Repare que ao adotar F̃β , não é necessário fazer hipóteses sobre a distribuição de Y . Entretanto, é
preciso que o número de amostras q seja grande para que as estimativas sejam confiáveis. Além disso,
o CVaR também pode ser estimado a partir de um conjunto de amostras da função de perda f(x, Y ) e
não, necessariamente, a partir de amostras de Y .

Como ocorre para a expressão original, a aproximação F̃β também é convexa com respeito a α.
Além disso, é linear por partes. Desta forma, seus pontos de mı́nimo podem ser encontrados com certa
facilidade ao recorrer a métodos numéricos.

Como mostrado em [49], é possı́vel calcular as estimativas φ̂β por programação linear. Para isso, o
somatório existente na expressão de F̃β ,

q∑
k=1

[f(x, yk)− α]+ , (3.2.16)

é substituı́do por um conjunto U = {u1, · · · , uq} de variáveis de folga e de restrições. Desta forma, é
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obtido o Problema (3.2.17), cujas soluções fornecem as estimativas de CVaR utilizadas neste trabalho.
min
α

α +
1

q(1− β)

q∑
k=1

uk

Sujeito a:
uk ≥ 0
uk + α− f(x, yk) ≥ 0

(3.2.17)

3.3 Portfólios com CVaR Mı́nimo

Nesta seção é abordado o problema de alocação de capital ou de seleção de portfólio, que consiste em
determinar a quantidade de capital a ser investida em cada ativo de um portfólio. Veja [41, 42].

Assim, considere um portfólio Π = (A, x), definido por um conjunto A = {A1, · · · , Am} de ativos
e pelo vetor real x = (x1, · · · , xm), que indica a quantidade de cada ativo em Π. Neste contexto, o
problema de alocação de capital consiste em determinar o vetor x de forma a satisfazer certos critérios.

Como em [49], neste trabalho a alocação de capital é feita de forma a minimizar o risco do portfólio
Π, avaliado pela medida CVaR, e de forma a satisfazer uma expectativa de rendimento mı́nimo dada
pela função µ (x).

De forma geral, o problema de alocação de capital pode ser definido como o Problema (3.3.1).

min
(x,α)

Fβ (x, α)

Sujeito a:
m∑
j=1

xj = 1, onde xj ≥ 0

µ(x) ≥ R

(3.3.1)

Repare que a primeira restrição do Problema (3.3.1) indica que a soma dos elementos de x tem a
unidade como resultado, ou seja, cada componente xi representa a fração do capital total que deve ser
investida no ativo Ai. Além disso, repare que a expectativa de rendimento mı́nimo deve ser superior ao
valor real R, a ser definido pelo investidor.

Considere agora que o conjuntoA é formado apenas por ações. Neste caso, tanto a função de perdas
f (x, Y ) quanto o rendimento esperado µ (x) podem ser calculados a partir de variáveis aleatórias que
modelam os retornos das ações em A. Assim, as perdas do portfólio Π são dadas por

f(x, Y ) = −
m∑
j=1

xjrj (3.3.2)

e o rendimento esperado por

µ(x) =
m∑
j=1

xjE [rj] , (3.3.3)

onde rj é a variável aleatória que modela o retorno da ação Aj .
Vale ressaltar que as equações (3.3.2) e (3.3.3) têm como base a aproximação

rΠ ≈
m∑
j=1

xjrj (3.3.4)
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para o retorno rΠ do portfólio Π. Esta aproximação, segundo [52], é bastante utilizada no estudo dos
retornos de portfólios.

Quanto à distribuição do vetor aleatório r = (r1, · · · , rm), esta pode ser dada por qualquer
modelo multivariado para retornos. Como exemplos, é possı́vel citar os modelos VAR e GO-GARCH,
apresentados no Capı́tulo 2.

Finalmente, como ocorre para a estimação do CVaR, muitas vezes é preciso recorrer à função
F̃β, apresentada na Seção 3.2, para mensurar o risco do portfólio. Nestes casos, como feito para o
estimador φ̂β , é possı́vel transformar o Problema (3.3.5) em um problema de programação linear. Para
isto, basta definir um conjunto apropriado de variáveis de folga e de restrições, como feito para o
Problema (3.2.17). O resultado desta transformação é o Problema (3.3.5).

min
(x,α)

α +
1

q(1− β)

q∑
k=1

uk

Sujeito a:
m∑
j=1

xj = 1, onde xj ≥ 0

µ(x) ≥ R
uk ≥ 0
uk + α− f(x, yk) ≥ 0

(3.3.5)
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Capı́tulo 4

Implementação e Avaliação dos Estimadores

Neste capı́tulo são apresentados os exemplos calculados para validar a implementação dos estimadores
e também para compreender as limitações das técnicas utilizadas. Além disso, também são apresentados
alguns detalhes sobre a implementação computacional dos estimadores.

A seguir, na Seção 4.1 é analisado o estimador de CVaR. Depois, na Seção 4.2, os estimadores de
modelos GO-GARCH.

4.1 Estimação de VaR e CVaR
O estimador para CVaR foi implementado na linguagem R, com o auxı́lio da biblioteca de otimização
MOSEK e do pacote R-to-MOSEK, que faz a ligação entre os dois. Veja [47, 22, 43].

Como as estimativas de VaR e CVaR são encontradas através da resolução do Problema (3.2.17), a
implementação do estimador é simples e consiste, basicamente, em construir as matrizes que definem
a instância do problema de programação linear. A solução do problema, propriamente dita, fica a cargo
da biblioteca de otimização. No caso, a cargo da biblioteca MOSEK.

Para validar a implementação e avaliar o método de estimação foram escolhidas duas distribuições
bem conhecidas: a normal padrão e a t de Student. Como essas distribuições possuem fórmulas
fechadas para o cálculo de VaR e CVaR, é possı́vel comparar os valores corretos dos mesmos com os
valores estimados a partir de uma amostra.

Os valores corretos de VaR e de CVaR foram calculados através das fórmulas apresentadas nas
seções 3.1.1e 3.1.2. Estes valores podem ser encontrados na Tabela 4.1.

Considere o conjunto A = {A1, · · · , AN} formado por N amostras de mesmo tamanho e o
conjunto X = {x̂1, · · · , x̂N} formado pelas estimativas calculadas sobre cada amostra Ai. Sendo x
o valor correto a ser estimado, o erro absoluto de estimação pode ser medido através da raiz do erro
quadrático médio (ou RMSE), que é dado por

RMSE =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(x̂i − x)2. (4.1.1)

Muitas vezes o erro relativo também é de interesse. Este, no caso do erro RMSE é dado por

RRMSE = 100

(
RMSE

x

)
. (4.1.2)

Considere agora os gráficos das figuras 4.1 e 4.2. Estes mostram, respectivamente, os valores dos
erros RMSE e RRMSE calculados para as duas distribuições escolhidas e para diferentes valores β

39
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do nı́vel de VaR. Nos gráficos, o tamanho das amostras foi variado, entretanto, o número total de 500
amostras foi mantido constante em todos os testes realizados.

dist beta VaR CVaR
1 Std. Normal 90% 1.2816 1.7550
2 Std. Normal 95% 1.6449 2.0627
3 Std. Normal 99% 2.3263 2.6652
4 t(5) 90% 1.4759 2.3022
5 t(5) 95% 2.0150 2.8901
6 t(5) 99% 3.3649 4.4524

Tabela 4.1: VaR e CVaR para as distribuições normal padrão e t5
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Figura 4.1: Teste de estimação para VaR e CVaR - Erro absoluto (RMSE)

Observando os resultados obtidos nos gráficos calculados, é possı́vel observar que:

(i) Os erros diminuem à medida que o tamanho da amostra aumenta,

(ii) Os erros aumentam à medida que o nı́vel β de VaR aumenta,

(iii) Estimativas de CVaR têm erro maior que as de VaR,

(iv) Estimativas da distribuição t de Student apresentam erros maiores que as da distribuição normal.
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Figura 4.2: Teste de estimação para VaR e CVaR - Erro relativo (RRMSE)

De forma geral, quanto maior o tamanho de uma amostra, melhores as estimativas calculadas sobre
a mesma. Com isso o resultado do item (i) corresponde ao esperado.

Naturalmente, à medida que o nı́vel β de VaR aumenta, é esperada uma menor quantidade de
valores para calcular as estimativas de CVaR, já que estas são calculadas com valores na cauda de uma
distribuição de probabilidade. Com isso, é natural que os erros aumentem com valores de β maiores,
como indica a observação (ii).

Quanto à observação (iii), já que CVaR é o valor esperado de uma perda, suas estimativas dependem
do formato da cauda da distribuição de perdas. Como as amostras de uma distribuição apresentam
poucos valores na cauda da mesma, é natural esta determinação apresentar maiores erros, já que a
esperança é aproximada por uma média aritmética calculada sobre um número reduzido de valores.

Finalmente, considere a Figura 4.3, onde estão representadas as densidades de probabilidade das
duas distribuições. Como a figura indica, a cauda da distribuição t é mais longa que a da distribuição
normal, ou seja, o intervalo de valores para os quais a densidade de probabilidade é significativa é
maior para a distribuição t. Assim, é natural que sejam necessárias amostras maiores para representar
esta cauda de forma apropriada. Ou, colocando de outra forma, é natural que para amostras de mesmo
tamanho, a distribuição t apresente erros maiores, como indicado na observação (iv).

Assim, com base nos resultados obtidos e nas observações acima, é possı́vel concluir que a
implementação computacional do estimador para VaR e CVaR é correta.

Quanto às limitações do método de estimação, foi possı́vel verificar que os erros de estimação são
bastante sensı́veis ao tamanho das amostras utilizadas. Além disso, também é possı́vel concluir que, de
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Figura 4.3: Densidade de probabilidade na cauda das distribuições

forma geral, os erros na estimação do CVaR devem aumentar com a curtose da distribuição.

4.2 Estimação de Modelos GO-GARCH
Como o estimador de CVaR, os dois estimadores para modelos GO-GARCH também foram imple-
mentados em R, seguindo de perto os algoritmos 1 e 2, apresentados no Capı́tulo 2. Na implementação
do estimador ICA, foi utilizado o pacote fastICA, que implementa o algoritmo FastICA para a análise
de componentes independentes. Veja [47, 40] e o Apêndice A para maiores detalhes.

A exemplo dos trabalhos [44, 55, 16], os testes de validação são baseados em um processo de
simulação e estimação, ou seja, dado um modelo GO-GARCH com um conjunto Θ de parâmetros
conhecidos, um conjunto de amostrasA = {A1, · · · , AN} é gerado a partir de simulações. Em seguida,
o conjunto P =

{
Θ̂1, · · · , Θ̂N

}
de estimativas para Θ é obtido ao aplicar um dos estimadores a cada

amostra Ai. Finalmente, a capacidade do estimador de recuperar os parâmetros originais é avaliada
através de estatı́sticas das distâncias entre Θ e as estimativas Θ̂i, o que depende de uma função de
distância apropriada.

Nas seções seguintes, o procedimento de teste descrito acima é detalhado. Em primeiro lugar, a
estratégia de simulação é definida. Em seguida, a métrica do erro de estimação e, por último, são
descritos os testes realizados e os resultados obtidos.

4.2.1 Estratégia de Simulação

Todos os conjuntos de amostras utilizados nos testes foram gerados de acordo com a estratégia de
simulação apresentada na Seção 2.5.1, ou seja, cada amostra é obtida através da simulação de d
processos independentes que formam o vetor yt de fatores não correlacionados e que são combinados
através da multiplicação do mesmo por uma matriz inversı́vel Z. Vale relembrar que o modelo
GO-GARCH tem a forma xt = Zyt.

Para permitir uma comparação direta com resultados já publicados, nas simulações foram utilizados
os mesmos parâmetros definidos em [55]. Estes podem ser encontrados na Figura 4.4, onde as matrizes
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Zd são usadas para combinar os d processos GARCH(1,1) definidos pelos vetores αd e βd, como na
Equação (2.5.9).

4.2.2 Métrica do Erro de Estimação
Geralmente, os processos associados às componentes do vetor yt do modelo GO-GARCH são esti-
mados através de procedimentos bem conhecidos, como os utilizados no ajuste de modelos GARCH
univariados. Desta forma, a análise dos estimadores para modelos GO-GARCH se concentra nos erros
de estimação da matriz Z.

Seja Z = SU a decomposição espectral de Z. Como detalhado na Seção 2.5.2, a estimação
da matriz Z é feita através das matrizes S e U . Assim, já que a estimativa Ŝ é igual para os dois
estimadores, os erros de estimação são dados pela distância d(U, Ûi) entre a matriz U e suas estimativas
Ûi. Como em [16], a distância d(U, Ûi) entre estas duas matrizes ortogonais é definida por

d(Ûi, U) =

√
1

2

[
D(U, Ûi) +D(Ûi, U)

]
, (4.2.1)

onde D(Û , U) é dada por

D(Û , U) = 1− 1

m

m∑
i=1

max
1≤j≤m

|u′iûj|. (4.2.2)

Assim, para um conjunto de amostras A, o erro de estimação é medido pela raiz da distância
quadrática média (RMSD), ou seja,

RMSD =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

d(U, Ûi)2. (4.2.3)

4.2.3 Testes e Resultados
Diversos gráficos foram criados para analisar os erros de estimação da matriz U , sendo estes medidos
em função do tamanho das amostras e da dimensão d do modelo. Como feito na Seção 4.1, foi utilizado
um total de 500 amostras por experimento, sendo o tamanho das mesmas alterado a cada experimento.

No caso do estimador MM2011, um parâmetro adicional é necessário. Este corresponde ao número
total de matrizes de autocorrelação que são consideradas pelo algoritmo de estimação. Em todos os
testes realizados, este número foi fixado em 100.

Os resultados obtidos podem ser vistos na Figura 4.5. Observando a mesma é possı́vel fazer as
seguintes observações:

(i) Os erros de estimação diminuem à medida que o tamanho das amostras aumenta,

(ii) Modelos de maior dimensão apresentam maior erro de estimação,

(iii) O estimador ICA apresentou melhor desempenho que o estimador MM2011.

Todas as observações feitas acima confirmam os resultados obtidos na literatura. As duas primeiras
são bem naturais, considerando que os erros de estimação são menores em amostras maiores. No caso
dos processos de maior dimensão, é natural que amostras maiores sejam necessárias para que o erro
seja menor, já que modelos de maior dimensão contêm um número maior de parâmetros a estimar.

Considerando a estratégia de simulação adotada, é fácil ver que as coordenadas do vetor yt são
realmente independentes. Desta maneira, não é surpreendente que o estimador ICA apresente um
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melhor desempenho que o estimador MM2011. Afinal, o estimador ICA calcula Ẑ de forma que as
componentes de yt sejam o mais independentes possı́vel. Desta forma, conceitualmente, o estimador
ICA parece ser o mais apropriado.

Finalmente, os resultados publicados em [55] são muito semelhantes aos obtidos neste trabalho.
Com isso, é possı́vel considerar que a implementação dos modelos GO-GARCH foi bem sucedida.

α3 =

0.03
0.08
0.12

 β3 =

0.94
0.89
0.85

 Z3 =

−0.6300 3.2030 −4.4890
0.3470 4.6790 −1.4470
2.3780 1.4940 1.7820



α4 =


0.03
0.08
0.12
0.15

 β4 =


0.94
0.89
0.85
0.82

 Z4 =


−0.9860 −3.5920 4.7760 −6.7020
−1.6110 0.9870 −0.6420 −4.6880

0.7470 0.0700 −3.1620 −4.3350
−1.1560 4.5710 −0.4010 −2.5800



α6 =


0.03
0.08
0.11
0.14
0.16
0.18

 β6 =


0.95
0.90
0.87
0.84
0.82
0.80

 Z6 =


1.8680 −2.4810 2.1760 −5.2500 −4.1570 1.4740
0.6240 5.0450 4.4930 3.8410 −4.0520 −1.1120
4.7850 2.0860 0.2510 −2.8270 8.0870 −3.6840
−0.1670 0.9070 0.1060 −2.2990 1.7230 3.1190
−4.0590 −1.6580 −2.0360 −11.4510 −4.3180 −1.5050

6.3010 −4.8140 7.1500 3.8200 −2.8200 2.4580



α8 =



0.02
0.06
0.09
0.11
0.13
0.15
0.17
0.19


β8 =



0.96
0.92
0.89
0.87
0.85
0.83
0.81
0.79


Z8 =



−8.4960 4.5640 1.5260 −2.8840 −0.3660 1.4390 −5.7900 3.0480
−1.3430 −5.4180 6.4020 −4.2590 0.9180 −10.7550 −1.1990 −1.9340
−2.4820 −5.7960 −3.5670 −6.3800 1.8280 −8.1560 −3.3280 7.5840
−4.6440 −5.6890 0.2640 −0.6390 5.7650 1.8350 8.4050 −0.4790

3.3600 −3.2280 −3.0830 −2.1630 13.2690 3.4750 −3.9330 5.2420
−1.1210 1.6190 −0.8550 5.2890 −2.2670 −6.5510 −3.2760 −1.3080

2.6160 6.6740 3.4010 −2.3740 4.1780 7.9270 2.9450 −4.7090
4.8540 −2.1450 −3.2710 3.9950 −4.8070 −1.9060 −5.5120 5.4640



Figura 4.4: Parâmetros usados na simulação de processos GO-GARCH
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Capı́tulo 5

Seleção de Portfólios

Neste capı́tulo são apresentados os resultados dos testes referentes à criação de portfólios com risco
mı́nimo. Em primeiro lugar, na Seção 5.1 são vistos alguns detalhes de implementação. Em seguida,
na Seção 5.2 são descritos os testes e apresentados os resultados obtidos.

5.1 Implementação

As formulações apresentadas na Seção 3.3 para a seleção de portfólios de risco mı́nimo são bastante
gerais. Entretanto, neste trabalho é tratado apenas o caso mais simples dos portfólios de ações.

A simplicidade no tratamento dos portfólios de ações é devida à facilidade com que as suas métricas
de risco, as suas perdas e os seus retornos esperados podem ser calculados, como mostrado a seguir.

Considere um portfólio Π = (A, x) definido pelo conjunto A = {A1, · · · , Am} de m ações e pelo
vetor x, cujas coordenadas xi indicam a fração do capital a ser investida nas ações Ai. Sendo r o vetor
aleatório m-dimensional que modela os retornos das ações em A, o retorno do portfólio Π é dado por

µ (x) = x′E [r] (5.1.1)

e as perdas do mesmo dadas por
f (x, Y ) = −x′r, (5.1.2)

já que uma perda corresponde ao negativo de um retorno.
Assim, as expressões obtidas para o retorno esperado µ (x) e para as perdas f (x, Y ) são bastante

simples. Estas expressões, porém, são definidas em função do vetor aleatório r, que geralmente tem
distribuição de probabilidade desconhecida.

Desta forma, evitando assumir hipóteses que poderiam restringir o uso do algoritmo implementado,
as perdas e os retornos dos portfólios são estimados com base em uma amostra de retornos. Seja
rt = {r1, · · · , rN} uma amostra de tamanho N do vetor de retornos r. Com base em rt, a amostra Q
de perdas do portfólio Π é dada por

Q = {−x′r1, · · · ,−x′rN} (5.1.3)

e a estimativa µ̂ (x) do seu retorno esperado por

µ̂ (x) = x′µ̂A, (5.1.4)

47
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onde µ̂A é a estimativa de E [r], calculada através de uma média amostral, ou seja,

µ̂A =
1

N

N∑
i=1

ri. (5.1.5)

Considere agora as métricas de risco, VaR e CVaR, do portfólio Π. Na Seção 3.2, foi mostrado que
estas podem ser estimadas a partir da função F̃β que, utilizando a amostra de perdas Q, tem a seguinte
expressão:

F̃β(x, α) = α +
1

N(1− β)

N∑
k=1

[−x′rk − α]
+
. (5.1.6)

Finalmente, substituindo as equações (5.1.4) e (5.1.6) no Problema (3.3.5), é obtido o programa
linear que foi adotado no algoritmo para a seleção de portfólios:

min
(x,α)

α +
1

N(1− β)

N∑
k=1

uk

Sujeito a:
m∑
j=1

xj = 1, onde xj ≥ 0

µ̂(x) ≥ R
uk ≥ 0
uk + α + x′rk ≥ 0

(5.1.7)

Já que o Problema (5.1.7) pode ser resolvido por programação linear, a implementação computaci-
onal do algoritmo para a seleção de portfólios é bem simples. Esta consiste, basicamente, em construir
as matrizes que definem a instância do problema a ser resolvido, obedecendo ao formato definido
pela biblioteca de otimização escolhida. Novamente, foram utilizados a biblioteca MOSEK e o pacote
R-to-MOSEK, pois o algoritmo foi implementado em R. Veja [47, 22, 43].

5.2 Resultados
Nesta seção são apresentados os resultados dos testes do algoritmo que foi implementado para a
seleção de portfólios (ou alocação de capital). Em primeiro lugar, são descritos os valores adotados
para os parâmetros de entrada do algoritmo. Depois, um dos portfólios selecionados é analisado em
detalhes. Por último, os portfólios criados pelo algoritmo são analisados quanto às suas medidas de
risco e quanto às suas composições.

5.2.1 Parâmetros de Entrada
O primeiro passo para realizar o teste de qualquer algoritmo consiste na determinação de um conjunto
adequado de parâmetros de entrada. No caso aqui tratado, observando o programa linear descrito
no Problema (5.1.7), é possı́vel ver que a seleção de um portfólio depende de quatro parâmetros: o
conjunto de ativos A, a amostra de retornos rt, o nı́vel β de VaR e o retorno esperado mı́nimo R. A
seguir, cada um destes parâmetros é visto em maiores detalhes.

O conjunto de ativos A foi o primeiro parâmetro a ser determinado. Vinte ações com boa liquidez
que são negociadas na bolsa BM&FBovespa foram selecionadas como seus elementos. A lista destas
vinte ações pode ser vista na Tabela C.1, presente no Apêndice C.
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Uma vez determinado o conjunto A das ações, a amostra rt de retornos diários pôde ser construı́da
com base nas séries históricas de preço de fechamento que são disponibilizadas pela BM&FBovespa.
Vale ressaltar que todas as séries utilizadas foram devidamente ajustadas, como descrito no Apêndice C.

DeterminadosA e rt, restam os principais parâmetros para a análise do algoritmo: β eR. A escolha
de valores para o nı́vel β de VaR não apresenta dificuldades. Nos testes foram adotados os valores
tı́picos (90%, 95% e 99%). Valores para R, entretanto, devem ser escolhidos com cuidado para garantir
que o Problema (5.1.7) sempre tenha solução. Dado que o retorno esperado de um portfólio de ações é
uma combinação convexa das componentes do vetor µ̂A, os valores válidos para R estão contidos no
intervalo fechado determinado pelos valores min (µ̂A) e max (µ̂A).

5.2.2 Análise de um Portfólio
O primeiro teste do algoritmo consistiu em analisar um dos portfólios calculados em relação a três
caracterı́sticas: seu retorno esperado, sua composição e suas medidas de risco. Assim, considere o
portfólio Π1 = (A, x1), que foi selecionado pelo algoritmo para o nı́vel de VaR β = 95% e retorno
esperado mı́nimo R = 0.6 max (µ̂A).

Em primeiro lugar, foi verificado o retorno esperado de Π1. A aplicação da Equação (5.1.4)
comprovou que µ̂ (x1) é realmente igual a 0.6 max (µ̂A). Desta forma, a restrição do retorno esperado
mı́nimo foi satisfeita, já que µ̂ (x1) = R.

Em seguida, Π1 foi analisado em relação à sua composição. Observando a representação do vetor
x1 na Figura 5.1 e as métricas de risco das ações em A na Figura 5.2, fica evidente que as ações
selecionadas pelo algoritmo são as de menor CVaR, com exceção de CPLE6.

A ação CPLE6 parece uma boa candidata para reduzir o risco de Π1, já que tem CVaR menor que
outras ações presentes no portfólio Π1 (CCRO3, DASA3, EMBR3, KLBN4 e NATU3). Entretanto, ao
substituir estas ações por CPLE6, foi possı́vel verificar que os valores de CVaR dos novos portfólios
foram sempre maiores que o CVaR de Π1, como pode ser verificado na Tabela 5.1.

Portfólio VaR CVaR
Π1 0.022517 0.033406
ΠCCRO3 0.022122 0.033658
ΠNATU3 0.023599 0.034832
ΠKLBN4 0.022736 0.033460
ΠEMBR3 0.022907 0.034356
ΠDASA3 0.022865 0.033727

Tabela 5.1: Comparação do risco de portfólios

Então, por último, os valores de VaR e CVaR do portfólio Π1 foram analisados. A comparação des-
tes com os valores obtidos para cada ação deixa claro o benefı́cio da diversificação de um investimento.
Os valores de VaR e CVaR do portfólio Π1, assinalados pelas duas linhas horizontais na Figura 5.2,
são significativamente menores que os valores encontrados para as ações.

Desta forma, com base nas observações acima e no fato da biblioteca de otimização indicar ter
encontrado a solução ótima para a instância do Problema (5.1.7), é possı́vel concluir que o portfólio Π1

realmente apresenta CVaR mı́nimo.

5.2.3 Análise de Gráficos
No teste apresentado na Seção 5.2.2 foi feita a análise detalhada de um único portfólio. Neste segundo
teste, buscou-se uma visão mais ampla do comportamento do algoritmo. Para isso, foi feita a análise
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Figura 5.1: Composição x1 do portfólio Π1
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Figura 5.2: Comparação de VaR/CVaR: portfólio Π1 versus ações individuais

das métricas de risco e da composição dos portfólios selecionados em função dos parâmetros β e R.
Desta forma, em primeiro lugar, os portfólios definidos pelo algoritmo foram analisados quanto às

suas métricas de risco. Através dos gráficos presentes na Figura 5.3, que mostram os valores de VaR e
CVaR em função do retorno esperado mı́nimo R, foi possı́vel fazer as seguintes observações:

(i) Os valores de VaR e CVaR aumentam à medida que β aumenta,

(ii) O CVaR é uma curva convexa,

(iii) O CVaR é não decrescente em relação a R,

(iv) Uma redução em R não implica, necessariamente, em uma redução do CVaR.

Em sequência, os portfólios usados na construção dos gráficos da Figura 5.3 foram analisados
quanto à sua composição. Para isto, a composição de cada portfólio foi representada por um gráfico
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vertical de barras e as barras obtidas dispostas lado a lado, como pode ser visto na Figura 5.4. Desta
maneira, é possı́vel analisar a composição dos portfólios em função do parâmetro R.

Assim, com base nos gráficos da Figura 5.4, foi verificado que:

(v) Muitas ações nunca foram escolhidos pelo algoritmo,

(vi) Para diversos valores de R, não houve alteração na composição dos portfólios,

(vii) À medida que R se aproxima do seu valor máximo, aumenta a fração do portfólio atribuı́da à
ação CRUZ3, que tem o maior retorno esperado entre todas as ações no conjunto A. Veja a
Figura C.2, localizada no Apêndice C.

Com base nas observações feitas acima, é possı́vel concluir que o algoritmo para a seleção de
portfólios apresenta o comportamento esperado em relação aos parâmetros β e R, como justificado a
seguir.

As duas primeiras observações estão de acordo com a definição das duas medidas de risco e com
suas propriedades, como pode ser visto na Seção 3.1.2.

As observações (iii), (iv) e (vi) estão claramente relacionadas. A princı́pio, espera-se que o risco
associado a um portfólio aumente à medida que seu retorno esperado aumente. A terceira observação
parece contrariar este princı́pio da Teoria Moderna de Portfólios. Veja [41]. Entretanto, a observação
da Figura 5.4 mostra que não há alteração na composição dos portfólios para um intervalo significativo
de valores de R. Logo, neste mesmo intervalo, não deve haver alteração nos valores de VaR e de
CVaR. Na região em que há alteração na composição dos portfólios, pode-se verificar que um aumento
do retorno R implica em um aumento do risco associado e vice-versa, como esperado. Assim, as
observações (iii), (iv) e (vi) estão de acordo com o esperado.

Finalmente, a concentração do capital no ativo de maior retorno quando R aumenta é bastante
natural, dado que o retorno esperado do portfólio é um combinação convexa dos retornos das ações.
Desta forma, a observação (vii) também corresponde ao esperado.

5.3 Conclusão
Os resultados obtidos na análise detalhada de um portfólio e na análise do comportamento do algoritmo
em função do nı́vel de VaR e do retorno esperado mı́nimo indicam que o algoritmo implementado para
a seleção de portfólios de ações funciona como o esperado.

Além disso, os resultados obtidos na Seção 5.2.2 também reforçam a importância da utilização de
modelos multivariados para o retorno de um conjunto de ações. As tentativas manuais sem sucesso de
melhorar o portfólio Π1 substituindo as ações da carteira por uma ação de menor CVaR refletem, de
certa forma, as estratégias que devem ser adotadas por algoritmos baseados nas avaliações de risco
individuais de cada ação. Assim, é possı́vel que em muitos casos os modelos multivariados levem a
soluções superiores.
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Figura 5.3: VaR/CVaR do portfólio em função do retorno médio
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CVaR level 90%

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

PETR3

CMIG4

CCRO3

NATU3

LREN3

KLBN4

EMBR3

CPLE6

CRUZ3

DASA3

CPFE3

CVaR level 95%

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

PETR3

CMIG4

CCRO3

NATU3

LREN3

KLBN4

EMBR3

CPLE6

CRUZ3

DASA3

CPFE3

CVaR level 99%

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

PETR3

CMIG4

CCRO3

NATU3

LREN3

KLBN4

EMBR3

CPLE6

CRUZ3

DASA3

CPFE3

Figura 5.4: Composição do portfólio em função do retorno médio
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Capı́tulo 6

Ajuste do Modelo VAR+GO-GARCH

Neste capı́tulo é apresentado o algoritmo que foi implementado para o ajuste a dados históricos de
um modelo VAR+GO-GARCH. Na Seção 6.1 é feita uma descrição do algoritmo e apresentado o
seu pseudocódigo. Em seguida, na Seção 6.2, são apresentados os resultados do ajuste realizado às
séries de retornos históricos de cinco ações da bolsa BM&FBovespa. Por último, na Seção 6.3, são
apresentadas as conclusões deste capı́tulo.

6.1 Implementação
Uma série temporal {rt}t≥1 que segue o modelo VAR+GO-GARCH é composta pela soma de duas
outras séries temporais, correspondentes à sua média e à sua volatilidade. A primeira destas séries,
{µt}t≥1, segue o modelo VAR e a segunda série, {xt}t≥1, o modelo GO-GARCH, como mostrado no
Capı́tulo 2.

Desta forma, a primeira etapa do ajuste de um modelo VAR+GO-GARCH à uma amostra de
retornos Rt = {r1, · · · , rT} deve ser o ajuste do modelo VAR, pois o modelo GO-GARCH e seus
estimadores assumem a hipótese de que os retornos têm média nula.

Este primeiro ajuste fornece o conjunto Mt = {µ̂1, · · · , µ̂T} dos valores de {µt}t≥1 ajustados a Rt.
Com estes, os resı́duos Xt = {x̂1, · · · , x̂T} podem ser calculados pela expressão

x̂t = rt − µ̂t (6.1.1)

e sobre Xt pode ser feito, então, o ajuste do modelo GO-GARCH.
Recorrendo novamente ao Capı́tulo 2, Seção 2.5.2, é possı́vel ver que o ajuste de um modelo

GO-GARCH ocorre em três etapas:

(i) Estimação da matriz S,

(ii) Estimação da matriz U,

(iii) Estimação dos m processos GARCH(1,1) que regem {xt}t≥1.

As etapas (i) e (ii) podem ser completadas utilizando o estimador ICA ou o estimador MM2011,
que foram apresentados nas seções 2.5.3 e 2.5.4. Em seguida, a série yt de fatores pode ser calculada
através da equação

ŷt = Z−1x̂t, (6.1.2)

onde Z = S U . Finalmente, o ajuste do modelo GO-GARCH é completado após os m processos
GARCH(1,1) serem ajustados às coordenadas de yt.

55
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Todo o processo de ajuste de um modelo VAR+GO-GARCH pode ser visto no Algoritmo 3, onde
está descrita a função VAR GOGARCH. Esta foi implementada em R com o auxı́lio do estimador ICA
e dos pacotes vars e rugarch, que foram usados para realizar os ajustes do modelo VAR e do modelo
GARCH(1,1). Veja [46, 24].

Algorithm 3 Algoritmo para o ajuste de um modelo VAR+GO-GARCH
1: procedure VAR GOGARCH(Rt, p)
2: {Mt, B} := VAR(Rt, p)
3: Xt := Rt −Mt

4: {Yt, S, U} := GOGARCH ICA(Xt)
5: Z := S U
6: for k := 1, · · · ,m do
7: {σ2

k, gk} := GARCH(Y ′t,k, 1, 1)
8: end for
9: G := [g1 g2 · · · gm]

10: Ht :=
[
σ2

1
′
σ2

2
′ · · · σ2

m
′]′

11: return B,Mt, Xt, Z, Yt, G,Ht

12: end procedure

Seguindo o pseudocódigo do Algoritmo 3, é possı́vel ver que a primeira operação da função
VAR GOGARCH é o ajuste do modelo VAR de ordem p através da chamada à função VAR. Esta recebe
como parâmetros a ordem do modelo e a matriz Rt de tamanho m× T que contém a amostra da série
de retornos. Em seguida, são calculados os resı́duos Xt do modelo VAR (linha 3) e realizado o ajuste
do modelo GO-GARCH com a chamada à função GOGARCH ICA, que foi definida na Seção 2.5.3.
Finalmente, é realizado o ajuste dos modelos GARCH(1,1) às coordenadas da série de fatores yt (linhas
6 a 8). Por último, então, são criadas a matriz G de parâmetros GARCH(1,1) e a a matriz Ht com as
volatilidades univariadas ajustadas.

Vale ressaltar que o ajuste do k-ésimo processo univariado fornece o vetor σ2
k de dimensão 1× T

e o vetor coluna gk. O primeiro destes contém os valores estimados para a volatidade da k-ésima
coordenada de yt e o segundo os parâmetros do modelo GARCH(1,1) ajustado.

6.2 Resultados
Nesta seção são apresentados os resultados do ajuste realizado e para avaliar a implementação do
Algoritmo 3 e para determinar a adequação do modelo VAR+GO-GARCH em relação aos retornos de
um conjunto de ações. Desta forma, na Seção 6.2.1 é feita uma descrição dos parâmetros do ajuste
realizado. Em seguida, na Seção 6.2.2 é feito o diagnóstico do ajuste. Por último, na Seção 6.2.3, é feita
a análise das volatilidades e covariâncias condicionais calculadas pelo modelo VAR+GO-GARCH.

6.2.1 Descrição do Ajuste
Sendo o ajuste do modelo VAR+GO-GARCH feito através da função VAR GOGARCH, é preciso
especificar três caracterı́sticas para a realização do teste: a amostra Rt dos retornos, a ordem p do
modelo VAR e a distribuição dos choques εt dos processos GARCH(1,1) que são usados para modelar
os fatores. A seguir, cada uma destas caracterı́sticas é descrita.

A amostra Rt escolhida para o teste é formada pelos retornos de cinco ações que foram calculados
com base em 600 preços de fechamento observados entre 04/01/2006 e 12/06/2008. As cinco ações
escolhidas, todas negociadas na BM&FBovespa, foram: PETR4, VALE5, GGBR4, USIM5 e CSNA3.
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A ordem p do modelo VAR foi escolhida como p = 5, após a realização do ajuste de diversos
modelos VAR, sendo cada um deles seguido da análise das autocorrelações dos resı́duos.

Finalmente, dado que os retornos financeiros apresentam distribuições assimétricas e com caudas
pesadas, foi selecionada a distribuição t de Student assimétrica, definida em [17] e implementada no
pacote rugarch, como a distribuição dos choques dos processos GARCH(1,1).

6.2.2 Diagnóstico do Ajuste

Na ausência de testes especı́ficos para o diagnóstico de modelos GO-GARCH na literatura, recorreu-se
à análise de gráficos, a testes gerais que podem ser aplicados a qualquer modelo GARCH multivariado
e à verificação das hipóteses e restrições do modelo para analisar a qualidade do ajuste obtido através
da função VAR GOGARCH.

Análise das Correlações

O diagnóstico do ajuste do modelo VAR+GO-GARCH foi iniciado com a análise das matrizes de
correlação associadas às séries de resı́duos obtidas no ajuste do modelo: {xt}t≥1 e {zt}t≥1. A primeira
destas, {xt}t≥1, corresponde aos resı́duos do ajuste VAR. A segunda série, {zt}t≥1, corresponde aos
resı́duos padronizados do modelo GO-GARCH.

Considere a Figura 6.1, onde a matrizes de correlação analisadas podem ser encontradas. As
matrizes de correlação de rt e r2

t indicam a presença de correlações significativas entre as componentes
dos retornos rt no primeiro e no segundo momento.

O mesmo pode ser observado nas matrizes referentes a xt, que são muito semelhantes às obtidas
para os retornos. Aparentemente, o modelo VAR não capturou totalmente a dinâmica da série {rt}t≥1.

Entretanto, ao considerar as matrizes referentes a zt, é possı́vel notar uma grande redução nas
correlações encontradas no primeiro e no segundo momento. Assim, é possı́vel que o modelo GO-
GARCH ajustado tenha sido capaz de capturar a dinâmica dos retornos de forma apropriada. Além
disso, a dinâmica da série de retornos parece ser explicada, principalmente, pelo segundo momento.

Corr(rt) =


1.0000 0.6818 0.6062 0.5469 0.6031
0.6818 1.0000 0.7008 0.6375 0.7029
0.6062 0.7008 1.0000 0.6942 0.6886
0.5469 0.6375 0.6942 1.0000 0.7523
0.6031 0.7029 0.6886 0.7523 1.0000


(a) Correlações em rt

Corr(r2t ) =


1.0000 0.4172 0.3517 0.2952 0.4367
0.4172 1.0000 0.5131 0.5284 0.6010
0.3517 0.5131 1.0000 0.5628 0.5189
0.2952 0.5284 0.5628 1.0000 0.5729
0.4367 0.6010 0.5189 0.5729 1.0000


(b) Correlações em r2t

Corr(xt) =


1.0000 0.6851 0.6120 0.5553 0.5990
0.6851 1.0000 0.7081 0.6429 0.7042
0.6120 0.7081 1.0000 0.7054 0.6970
0.5553 0.6429 0.7054 1.0000 0.7678
0.5990 0.7042 0.6970 0.7678 1.0000


(c) Correlações em xt

Corr(x2t ) =


1.0000 0.3901 0.3564 0.2983 0.3852
0.3901 1.0000 0.5170 0.4970 0.5685
0.3564 0.5170 1.0000 0.5905 0.5460
0.2983 0.4970 0.5905 1.0000 0.6043
0.3852 0.5685 0.5460 0.6043 1.0000


(d) Correlações em x2t

Corr(zt) =


1.0000 −0.0098 −0.0141 −0.0073 −0.0322
−0.0098 1.0000 −0.0005 0.0026 −0.0132
−0.0141 −0.0005 1.0000 0.0114 0.0061
−0.0073 0.0026 0.0114 1.0000 −0.0082
−0.0322 −0.0132 0.0061 −0.0082 1.0000


(e) Correlações em zt

Corr(z2t ) =


1.0000 0.0368 0.1241 0.0365 0.0609
0.0368 1.0000 −0.0405 0.0410 0.0688
0.1241 −0.0405 1.0000 0.1570 0.0073
0.0365 0.0410 0.1570 1.0000 0.0774
0.0609 0.0688 0.0073 0.0774 1.0000


(f) Correlações em z2t

Figura 6.1: Matrizes de correlação: rt, xt ,zt e seus quadrados
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Testes de Autocorrelação

Após a análise das matrizes de correlação, foi testada a existência de autocorrelações nas séries de
retornos e de resı́duos. Assim, o teste de Hosking, apresentado na Seção 2.1, foi aplicado às amostras
das séries {rt}t≥1, {xt}t≥1, {zt}t≥1 e seus quadrados. Os resultados obtidos podem ser encontrados na
Figura 6.2.

Analisando as tabelas presentes na Figura 6.2, é possı́vel ver que os retornos rt apresentam
autocorrelações em seus dois primeiros momentos, pois os p-valores fornecidos pelo teste de Hosking
indicam a rejeição da hipótese nula. Esta, no teste de Hosking, é de não existência de autocorrelações.
Repare que a rejeição da hipótese nula é assinalada pelos p-valores em vermelho nas tabelas (a) e (b).

Lags Statistic df p-value
6 192.3920 150 0.0111

10 309.9618 250 0.0058
15 427.7906 375 0.0309
20 578.5314 500 0.0085
25 749.3717 625 0.0004
30 943.8149 750 0

(a) Hosking em rt

Lags Statistic df p-value
6 354.7336 150 0

10 464.2409 250 0
15 645.1586 375 0
20 784.1894 500 0
25 973.4747 625 0
30 1172.6119 750 0

(b) Hosking em r2t

Lags Statistic df p-value
6 22.0671 25 0.6319

10 140.5794 125 0.1614
15 245.1438 250 0.5748
20 403.0684 375 0.1528
25 545.5175 500 0.0780
30 727.1244 625 0.0029

(c) Hosking em xt

Lags Statistic df p-value
5 279.7014 125 0

10 398.5589 250 0
15 562.6849 375 0
20 680.7541 500 0
25 877.0728 625 0
30 1060.1254 750 0

(d) Hosking em x2t

Lags Statistic df p-value
5 13.7861 125 1.0000

10 150.8289 250 1.0000
15 247.7314 375 1.0000
20 393.7500 500 0.9998
25 531.5097 625 0.9972
30 693.9615 750 0.9288

(e) Hosking em zt

Lags Statistic df p-value
5 118.6954 125 0.6418

10 257.9895 250 0.3507
15 388.3685 375 0.3062
20 540.3178 500 0.1033
25 767.2099 625 0.0001
30 995.0267 750 0

(f) Hosking em z2t

Figura 6.2: Testes de autocorrelação: rt, xt, zt e seus quadrados

Em seguida, analisando os p-valores obtidos nos testes feitos sobre {xt}t≥1, é possı́vel ver que as
autocorrelações existentes em {rt}t≥1 foram removidas até o lag 25 pelo ajuste do modelo VAR. As
autocorrelações do segundo momento, como esperado, ainda estão presentes na série {x2

t}t≥1, como
indicam os p-valores da tabela (d).

Finalmente, analisando os resultados obtidos para {z2
t }t≥1, é possı́vel ver que o ajuste do modelo

GO-GARCH foi capaz de remover as autocorrelações existentes até o vigésimo lag. Além disso,
este ajuste também parece ter tido um efeito positivo sobre a série de resı́duos {xt}t≥1, pois as
autocorrelações que nesta foram acusadas, não mais ocorrem em {zt}t≥1.
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Análise dos Resı́duos VAR

Completados os testes de autocorrelação, passou-se, então, à análise de outras propriedades dos
resı́duos. Assim, considere o ajuste do modelo VAR. Para que este seja considerado bem sucedido, é
necessário que o valor esperado de xt seja nulo e que não existam autocorrelações na série {xt}t≥1. A
última dessas condições foi comprovada nos testes de autocorrelação (veja a Figura 6.2). Assim, ainda
deve ser verificada a primeira condição.

Para avaliar se a esperança E [xt] é nula, foi utilizado o teste t de Student para a média de uma
amostra A. Este teste indica se o valor esperado dos elementos em A corresponde ao valor µ0,
especificado previamente. Veja a Definição 12 e [54].

Definição 12. Teste t de Student para a Média de uma Amostra A

H0: E [A] = µ0

Ha: E [A] 6= µ0

Estatı́stica: t =
(µ̂− µ0)

√
n

ŝ
Regra: H0 é rejeitada em favor de Ha quando |t| > tn−1(α/2),

onde µ̂ e ŝ são, respectivamente, a média e o desvio padrão amostrais de A; tn−1(α/2) é o quantil de
ordem α/2 da distribuição t de Student com n− 1 graus de liberdade e n é o tamanho da amostra A.

Desta forma, os valores esperados das coordenadas de xt foram testados contra µ0 = 0. Como os
p-valores obtidos nos testes indicam, todas as coordenadas de xt têm média nula. Veja a Tabela 6.1.

Value t-Statistic p-value
E[x1t] 0 0 1.0000
E[x2t] 0 0 1.0000
E[x3t] 0 0 1.0000
E[x4t] 0 0 1.0000
E[x5t] 0 0 1.0000

Tabela 6.1: Teste do valor esperado dos resı́duos xt do ajuste VAR

Assim, comprovada a ausência de autocorrelações em {xt}t≥1 e que E [xt] = 0, é possı́vel concluir
que o ajuste do modelo VAR foi bem sucedido.

Análise dos Resı́duos VAR+GO-GARCH

Considere agora, o ajuste do modelo GO-GARCH e a série {zt}t≥1 de resı́duos padronizados. Na
Seção 2.5.5, são descritas propriedades dos resı́duos padronizados zt que podem ser exploradas para
avaliar o ajuste de um modelo GO-GARCH. Estes resı́duos, quando o ajuste é bem sucedido, devem
apresentar:

(i) Ausência de autocorrelações nos dois primeiros momentos,

(ii) E [zt] = 0,

(iii) Cov(zt) = Im.
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A validade da primeira propriedade foi verificada anteriormente, durante a realização dos testes
de autocorrelação. Nestes, ao aplicar o teste de Hosking nas séries {zt}t≥1 e {z2

t }t≥1, foi possı́vel
comprovar que a série de resı́duos GO-GARCH não apresenta autocorrelações em seus dois primeiros
momentos. Veja os resultados da Figura 6.2.

Para avaliar a segunda propriedade, referente ao valor esperado de zt, recorreu-se novamente
ao teste t de Student para a média de uma amostra. Conforme os resultados obtidos, presentes na
Tabela 6.2, todas as componentes de zt têm média zero.

Value t-Statistic p-value
E[z1t] 0.0027 0.0645 0.9486
E[z2t] 0.0032 0.0768 0.9388
E[z3t] -0.0093 -0.2269 0.8206
E[z4t] -0.0065 -0.1558 0.8763
E[z5t] -0.0010 -0.0241 0.9808

Tabela 6.2: Teste do valor esperado dos resı́duos padronizados zt

Em seguida, para avaliar se a matriz de covariância de zt é igual à identidade, recorreu-se novamente
ao teste t de Student.

Uma observação sobre este teste é necessária. Repare que o elemento (i, j) da matriz de covariância
corresponde à esperança E [zitzjt], para a qual o valor µ0 a testar é conhecido (elementos na diagonal
têm µ0 = 1 e os demais têm µ0 = 0). Desta forma, é possı́vel aplicar o teste t a cada uma das entradas
da matriz Cov(zt), o que permite uma análise mais aprofundada sobre zt através dos p-valores obtidos.
Estes, por conveniência, foram agrupados na matriz PV(zt), que pode ser encontrada na Figura 6.3.

Cov(zt) =


1.0412 −0.0101 −0.0140 −0.0072 −0.0332
−0.0101 1.0028 −0.0004 0.0027 −0.0134
−0.0140 −0.0004 1.0074 0.0105 0.0066
−0.0072 0.0027 0.0105 1.0189 −0.0080
−0.0332 −0.0134 0.0066 −0.0080 1.0119

 PV(zt) =


0.7444 0.8247 0.7879 0.8755 0.4890
0.8247 0.9655 0.9925 0.9499 0.7660
0.7879 0.9925 0.9012 0.8279 0.8754
0.8755 0.9499 0.8279 0.7715 0.8610
0.4890 0.7660 0.8754 0.8610 0.8620



Figura 6.3: Teste da matriz de covariância dos retornos padronizados zt

Conforme os p-valores de PV(zt), a matriz Cov(zt) é realmente igual à identidade. Desta forma,
comprovadas todas as três propriedades, é possı́vel concluir que o ajuste do modelo GO-GARCH
também foi bem sucedido.

Análise da Distribuição dos Choques εt

Após a verificação das propriedades dos resı́duos, foi feita a análise da distribuição do vetor aleatório
εt, que corresponde aos choques dos processos GARCH(1,1) usados para modelar o vetor de fatores yt.
Esta análise tem por objetivo determinar se a distribuição do vetor εt foi especificada corretamente.

Quando a dinâmica dos retornos é capturada corretamente, os resı́duos zt obtidos têm distribuição
compatı́vel com a distribuição de εt, ou seja, os resı́duos podem ser considerados realizações do vetor
aleatório εt.

Sendo as coordenadas de εt independentes entre si, a comparação com os resı́duos deve ser feita
coordenada a coordenada, ou seja, é preciso determinar se εkt, a k-ésima coordenada de εt é compatı́vel
com o conjunto Zk = {zk1, · · · , zkT} das k-ésimas coordenadas de zt.

Felizmente, esta comparação pode ser feita de forma bem conveniente. Basta contrapor Zk a
uma amostra Ek que tenha sido gerada segundo a distribuição de εkt. Esta contraposição pode ser
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feita através do teste de Kolmogorov-Smirnov (ou teste KS) e da criação de QQ-plots, que permitem
determinar se duas amostras pertencem ou não à uma mesma distribuição. Veja [52, 50].

Assim, foram geradas as amostras E1, · · · , E5 segundo a distribuição das coordenadas de εt, cujos
parâmetros foram determinados após o ajuste dos processos GARCH(1,1). Estas foram, então, compa-
radas com as amostras Z1, · · · , Z5 através de QQ-plots, que podem ser encontrados na Figura 6.4.
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Figura 6.4: Q-Q Plot dos resı́duos padronizados do modelo VAR+GO-GARCH

Dada a disposição dos elementos das amostras nos gráficos da Figura 6.4 (dispostos sobre uma
mesma reta), é possı́vel concluir que estas podem realmente ter sido geradas segundo uma mesma
distribuição de probabilidade.

Em seguida, após o resultado positivo na análise dos QQ-plots, foi aplicado o teste KS aos pares de
amostras Ek e Zk. Os resultados obtidos podem ser encontrados na Tabela 6.3.

Analisando os p-valores obtidos presentes na Tabela 6.3, chega-se novamente à conclusão de que
Ek e Zk são amostras de uma mesma variável aleatória, pois os alto valores encontrados não permitem
rejeitar a hipótese nula do teste KS. Esta, logicamente, é de que as amostras foram geradas segundo
uma mesma distribuição.
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Statistic p-value
z1t versus ε1t 0.0381 0.3563
z2t versus ε2t 0.0359 0.4280
z3t versus ε3t 0.0338 0.5067
z4t versus ε4t 0.0228 0.9180
z5t versus ε5t 0.0316 0.5936

Tabela 6.3: Teste de Kolmogorov-Smirnov: distribuição de zt versus a distribuição de εt

Desta forma, dados os resultados positivos dos testes KS e dos QQ-plots, é possı́vel concluir que a
distribuição t de Student assimétrica é realmente uma escolha apropriada para εt.

Matrizes do Modelo GO-GARCH

Os testes realizados até o momento indicam que o modelo escolhido para os retornos rt foi capaz de
capturar a dinâmica dos mesmos de forma apropriada. Assim, agora são consideradas as hipóteses
adotadas pelo modelo GO-GARCH.

O primeiro teste realizado neste sentido se refere às matrizes do modelo. Como mostrado na
Seção 2.5, a matriz Z = S U deve ser inversı́vel, o que pôde ser comprovado facilmente, calculando
sua inversa.

As matrizes obtidas no ajuste e a matriz Z correspondente podem ser vistas na Figura 6.5.

S =


0.0190 0.0064 0.0052 0.0048 0.0052
0.0064 0.0187 0.0066 0.0060 0.0069
0.0052 0.0066 0.0192 0.0074 0.0067
0.0048 0.0060 0.0074 0.0225 0.0092
0.0052 0.0069 0.0067 0.0092 0.0207

 U =


0.0545 0.1949 −0.3556 0.1251 0.9038
−0.5039 −0.6071 −0.5991 0.1032 −0.0888

0.4303 0.0961 −0.2801 0.8093 −0.2689
0.4696 0.1619 −0.6215 −0.5604 −0.2301
−0.5809 0.7470 −0.2234 0.0686 −0.2235



Z =


−0.0008 0.0050 −0.0162 0.0049 0.0129
−0.0074 −0.0034 −0.0206 0.0052 −0.0005

0.0048 0.0050 −0.0173 0.0132 −0.0043
0.0057 0.0085 −0.0234 −0.0048 −0.0055
−0.0080 0.0145 −0.0182 0.0030 −0.0045



Figura 6.5: Matrizes do modelo GO-GARCH ajustado

Análise dos Fatores yt

Voltando à definição do modelo GO-GARCH, no Capı́tulo 2, é possı́vel ver que a série {yt}t≥1 dos
fatores segue, por hipótese, a estrutura dada pela equação

yt = H
1/2
t εt, (6.2.1)

onde Ht = diag (h1t, · · · , hmt) é a matriz de variância condicional, hit é a volatilidade condicional
dada pelo i-ésimo processo GARCH(1,1) do modelo e {εt}t≥1 é a sequência vetorial martingal de
diferenças que corresponde aos choques dos processos GARCH(1,1). Veja a Definição 4.
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Além desta, outras hipóteses também são feitas sobre a série de fatores:

(i) A série {yit}t≥1 formada pela i-ésima coordenada de {yt}t≥1 é estacionária,

(ii) E [hit] = 1 e hit ≥ 0,

(iii) E [yt|Ft−1] = 0,

(iv) Cov (yt|Ft−1) = E [yty
′
t|Ft−1] = Ht.

Infelizmente, é impossı́vel analisar as esperanças condicionais estatisticamente, pois existe apenas
uma realização de yt|Ft−1 para cada tempo t. Entretanto, como E [X] = E [E [X|Ft]] para uma
variável aleatória X , é possı́vel recorrer à média amostral das realizações de yt|Ft−1 para a realização
de testes.

Desta forma, obtém-se o seguinte conjunto de propriedades que podem ser testadas:

(i) As séries {yit}t≥1 são estacionárias,

(ii) E [hit] = 1 e hit ≥ 0,

(iii) E [yit] = 0,

(iv) E [εit] = 0,

(v) Cov(εt) = Im,

(vi) Cov(yt) = Im.

Sobre estas propriedades, é necessário fazer alguns comentários. As propriedades (iv) e (v) são
provenientes da definição de uma sequência vetorial martingal de diferenças (Definição 4), sendo
assim facilmente comprovadas. A propriedade (vi), entretanto, requer um pouco mais de atenção. Esta
pode ser justificada por

Cov(yt) = E [yty
′
t] = E [E [yty

′
t|Ft−1]] = E [Ht] = Im. (6.2.2)

Assim, uma vez que todos os testes realizados sobre as séries de fatores foram propriamente
definidos e justificados, é possı́vel passar à análise de seus resultados.

Em primeiro lugar, foi testada a estacionariedade dos fatores {yit}t≥1. Para isto, foi empregado o
teste KPSS, que tem como hipótese nula a estacionariedade da série sendo analisada. Veja [36].

De acordo com os p-valores obtidos, veja a Tabela 6.4, é possı́vel concluir que todas as séries
{yit}t≥1 são realmente estacionárias, como esperado.

Statistic p-value
KPSS Test em y1t 0.0827 0.1000
KPSS Test em y2t 0.1170 0.1000
KPSS Test em y3t 0.2908 0.1000
KPSS Test em y4t 0.1128 0.1000
KPSS Test em y5t 0.2642 0.1000

Tabela 6.4: Teste de estacionariedade dos fatores yit do modelo GO-GARCH ajustado

Em seguida, o teste t de Student foi utilizado para validar as hipóteses feitas sobre os valores
esperados de hit, yit e εit. Como os p-valores presentes nas tabelas da Figura 6.6 indicam, todas
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Value t-Statistic p-value
E[y1t] -0.2182 -0.3151 0.7684
E[y2t] 0.1583 0.3973 0.7115
E[y3t] 0.0343 0.1447 0.8920
E[y4t] 0.0783 0.2079 0.8455
E[y5t] -0.4187 -1.5045 0.2069

(a) Teste t para E [yit] = 0

Value t-Statistic p-value
E[ε1t] -0.0078 -0.1883 0.8507
E[ε2t] -0.0044 -0.1065 0.9152
E[ε3t] 0.0031 0.0767 0.9389
E[ε4t] -0.0043 -0.1043 0.9170
E[ε5t] 0.0061 0.1450 0.8847

(b) Teste t para E [εit] = 0

Value t-Statistic p-value
E[h1t] 0.9998 -0.0141 0.9888
E[h2t] 0.9903 -1.3757 0.1694
E[h3t] 1.0038 0.3239 0.7461
E[h4t] 1.0032 0.2026 0.8395
E[h5t] 0.9427 -3.6000 0.0003

(c) Teste t para E [hit] = 1

Figura 6.6: Teste dos valores esperados de yt, εt e ht

as hipóteses do modelo foram confirmadas, com exceção da esperança E [h5t]. Esta se mostrou
estatisticamente diferente da unidade, porém com valor próximo da mesma.

Dando continuidade aos testes, a exemplo do que foi feito na avaliação da matriz de covariância
Cov(zt), o teste t de Student também foi aplicado às matrizes de covariância de yt e de εt para
determinar se estas eram iguais à identidade. De acordo com os p-valores obtidos, que podem ser
encontrados nas matrizes PV(yt) e PV(εt) da Figura 6.7, isto é verdade, ou seja, Cov(yt) = Cov(εt) =
Im.

Cov(yt) =


1.0004 0 0.0007 −0.0005 0.0010

0 1.0017 0 0 0
0.0007 0 1.0013 0.0003 −0.0005
−0.0005 0 0.0003 1.0015 0.0004

0.0010 0 −0.0005 0.0004 1.0009

 PV(yt) =


0.9957 0.9999 0.9878 0.9912 0.9802
0.9999 0.9809 0.9999 0.9999 0.9999
0.9878 0.9999 0.9855 0.9946 0.9897
0.9912 0.9999 0.9946 0.9836 0.9918
0.9802 0.9999 0.9897 0.9918 0.9952



Cov(εt) =


1.0072 0.0033 −0.0215 −0.0018 0.0098
0.0033 1.0156 0.0098 0.0033 −0.0118
−0.0215 0.0098 0.9987 0.0006 0.0020
−0.0018 0.0033 0.0006 1.0009 −0.0040

0.0098 −0.0118 0.0020 −0.0040 1.0599

 PV(εt) =


0.9141 0.9419 0.6244 0.9639 0.8088
0.9419 0.8297 0.8044 0.9392 0.7725
0.6244 0.8044 0.9858 0.9867 0.9625
0.9639 0.9392 0.9867 0.9895 0.9142
0.8088 0.7725 0.9625 0.9142 0.6804



Figura 6.7: Teste das matrizes de covariância de yt e εt

Finalmente, foram analisados os gráficos dos fatores yit, que podem ser encontrados na Figura 6.8.
A semelhança destes com os gráficos de retornos financeiros é aparente e natural, já que os retornos
são modelados como uma combinação linear dos fatores.

6.2.3 Análise da Covariância Condicional

As estimativas da matriz Σt de covariância condicional, de certa forma, definem a distribuição de
probabilidade dos retornos rt. Estas têm, então, efeito direto sobre a seleção de um portfólio de
risco mı́nimo e também sobre o cálculo de avaliações de risco. Assim, estas estimativas têm grande
importância em relação aos objetivos deste trabalho.
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Figura 6.8: Fatores do modelo GO-GARCH ajustado

Desta forma, nesta seção é apresentada uma análise qualitativa das estimativas de Σt, dadas por

Σt = Z Ht Z
′, (6.2.3)

buscando determinar a validade das mesmas. Para isso, foram criados diversos gráficos mostrando a
evolução das entradas de Σt ao longo do tempo. Além disso, foi feita uma comparação das volatilidades
condicionais calculadas, tendo o modelo IGARCH(1,1) como referência.

Em primeiro lugar, considere as figuras 6.9 e 6.10. Na primeira destas, são mostrados os elementos
da diagonal de Σt ao longo do tempo. Estes correspondem às variâncias condicionais de {xt}t≥1. Na
segunda figura, cada gráfico corresponde a uma das colunas de Σt, ou seja, cada gráfico mostra as
covariâncias condicionais de {xt}t≥1 em função do tempo t.

Observando os gráficos das figuras 6.9 e 6.10, é possı́vel notar que as séries de variâncias e
covariâncias apresentam um mesmo comportamento. Isto é, suas subidas e descidas são sincronizadas.
Uma vez que as variâncias e as covariâncias condicionais são calculadas com base no mesmo conjunto
de fatores, esta observação não chega a ser surpreendente. De acordo com os resultados, o que muda
de série para série é a intensidade com que estas respondem às mudanças nos fatores.

A sincronia existente entre as séries das figuras 6.9 e 6.10 também parece de acordo com as
correlações identificadas na Tabela C.2 do Apêndice C. Consultando esta tabela, é possı́vel verificar
que as ações aqui utilizadas apresentam correlação positiva bastante alta.

Considere agora a Figura 6.11, onde estão representados os retornos das ações juntamente com os
desvios padrão condicionais calculados pelos modelos VAR+GO-GARCH e IGARCH.

Pelos gráficos, é possı́vel ver que os dois desvios padrão calculados parecem aumentar na pro-
ximidade de um cluster de volatilidade, como esperado. Os desvios padrão IGARCH, entretanto,
parecem oscilar mais que os calculados pelo modelo VAR+GO-GARCH. Estes, como identificado
em [53], aparentemente não ultrapassam um patamar mı́nimo. Esta maior oscilação dos desvios padrão
IGARCH pode ser vista com maior clareza na Figura 6.12, que compara as volatilidades dos dois
modelos.
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Figura 6.9: Volatilidades condicionais do modelo GO-GARCH

Na Figura 6.12 é possı́vel ver que em diversos momentos a volatilidade estimada pelo modelo
IGARCH se encontra bem acima ou bem abaixo da estimada pelo modelo VAR+GO-GARCH.

6.3 Conclusão
Neste capı́tulo foi apresentado o algoritmo para ajuste de um modelo VAR+GO-GARCH a dados
históricos e os resultados do ajuste às séries históricas de cinco ações da BM&FBovespa: PETR4,
VALE5, GGBR4, USIM5 e CSNA3.

O diagnóstico do ajuste demonstrou que o modelo VAR+GO-GARCH foi bem sucedido em
capturar a dinâmica dos retornos das cinco ações selecionadas. Isto foi comprovado, principalmente,
pela ausência de autocorrelações nos dois momentos das séries de resı́duos VAR e GO-GARCH. Frente
a estes, o fato da esperança E [h5t] ser menor que a unidade não é tão relevante. Além disso, tendo sido
este o único desvio encontrado das hipóteses do modelo, é possı́vel considerar que o ajuste do modelo
foi bem sucedido.

Finalmente, a comparação das volatilidades calculadas pelo modelo VAR+GO-GARCH com as
calculadas pelo modelo IGARCH(1,1) demonstrou que em relação aos retornos rt ambas apresentam o
comportamento esperado. Entretanto, a volatilidade IGARCH se mostrou menos estável e com maiores
oscilações.

Como explicado na Seção 2.2, o modelo IGARCH(1,1) foi escolhido após uma extensiva bateria de
testes de modelos univariados. Desta forma, caso as volatilidades VAR+GO-GARCH sejam adequadas
para aplicações de avaliação de risco, é possı́vel que exista uma grande vantagem no seu uso, dado que
as volatilidades calculadas não são tão extremas quanto às encontradas com o modelo IGARCH.

Os relatórios contendo o diagnóstico dos cinco ajustes IGARCH realizados pode ser encontrado no
Apêndice D.
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Figura 6.10: Covariâncias condicionais do modelo GO-GARCH ajustado
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Figura 6.11: Comparação de desvios padrão: GO-GARCH versus IGARCH
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Figura 6.12: Comparação de volatilidades: GO-GARCH versus IGARCH
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Capı́tulo 7

Avaliação do Risco de um Portfólio

Previsões de medidas de risco são fundamentais para o bom gerenciamento de qualquer portfólio, pois
permitem que o investidor tome ações de forma a se prevenir contra grandes perdas financeiras. Com
o objetivo de auxiliar na tomada de decisões de um investidor, foi implementado um algoritmo para
calcular previsões de VaR e CVaR com o horizonte de um dia.

Na Seção 7.1, são apresentados detalhes do algoritmo implementado e também a metodologia de
cálculo das medidas de risco. Em seguida, na Seção 7.2, é apresentado o procedimento de backtesting
realizado para avaliar o algoritmo. Depois, na Seção 7.3, são apresentados os resultados obtidos.
Finalizando o capı́tulo, na Seção 7.4, são apresentadas as conclusões.

7.1 Implementação
A metodologia adotada para o cálculo das previsões de risco é bem conhecida. Em primeiro lugar,
escolhe-se um modelo para o retorno dos ativos que formam o portfólio em avaliação. Tendo este
modelo e as informações colhidas até uma data t como referência, é feita a simulação de diversos
cenários para a data futura t + 1. Então, as medidas de risco podem ser estimadas com base nos
diversos cenários calculados. Veja [52, 14].

A metodologia descrita acima foi implementada utilizando os modelos GO-GARCH, O-GARCH
e também o estimador de CVaR baseado na função F̃β, definido na Seção 3.2. A escolha destes é
justificada a seguir.

Em primeiro lugar, como pôde ser verificado na Seção 5.2.2, o uso de modelos multivariados pode
resultar em melhores estimativas para o VaR e para o CVaR de um portfólio. Desta forma, dado que o
ajuste dos modelos VAR e GO-GARCH aos dados históricos apresentou bons resultados no Capı́tulo 6,
a escolha destes seria bastante natural. O modelo O-GARCH foi adotado para avaliar o desempenho
do modelo GO-GARCH, que tem estimadores mais complexos. Desta forma, espera-se que o modelo
GO-GARCH apresente melhores resultados.

Também seria natural a escolha pela estimação das medidas de risco através de amostras de retornos.
Em muitos casos, a distribuição dos retornos simulados é bastante complexa e pode não ter fórmula
fechada. Como exemplo, os próprios modelos GO-GARCH podem ser citados, pois estes favorecem
a obtenção de distribuições complexas ao permitir a combinação de fatores regidos por diferentes
modelos. Nestes casos, a utilização do estimador baseado na função F̃β se apresenta como a única
opção viável.

Considere, então, o Algoritmo 4. Neste, o procedimento completo para o cálculo das previsões de
risco foi implementado na função RISK V AR GOGARCH , que recebe cinco parâmetros: a matriz
Rt de retornos históricos multivariados, a composição w do portfólio, a ordem p do modelo VAR, o
nı́vel β de VaR e o número N de amostras a serem geradas nas simulações dos fatores.

71
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Acompanhando o pseudocódigo da função RISK VAR GOGARCH, é possı́vel ver que a primeira
operação realizada consiste no ajuste dos modelos VAR e GO-GARCH à série de retornos multi-
variados que está armazenada na matriz Rt. Este ajuste é realizado através da chamada à função
VAR GOGARCH, que foi definida na Seção 6.1.

Em seguida, a função GARCH SIM é utilizada para simular os m processos GARCH(1,1) usados
na modelagem dos fatores do modelo GO-GARCH (linhas 3 a 5). Terminadas as simulações, o
conjunto rt+1 dos possı́veis retornos para o tempo t + 1 é, então, calculado (linhas 6 a 9). Neste
cálculo, os valores obtidos para os fatores são combinados pela matriz Z do modelo GO-GARCH e
depois somados à previsão do retorno médio mt+1 que é calculada pela função VAR PREVISAO, como
indicado na Seção 2.4.1.

Então, a função CVaR é utilizada para calcular as estimativas das medidas VaR e CVaR. Esta função
recebe como parâmetros a composição w do portfólio, os retornos simulados para o tempo t+ 1 e o
nı́vel β de VaR. Vale ressaltar que a função CV aR calcula as estimativas de risco por programação
linear, através da resolução do Problema (3.2.17).

Algorithm 4 Algoritmo para estimar o risco de um portfólio com modelos VAR e GO-GARCH
1: procedure RISK VAR GOGARCH(Rt, w, p, β,N )
2: {B,Mt, Xt, Z, Yt, G,Ht} := VAR GOGARCH(Rt, p)
3: for k := 1, · · · ,m do
4: yk := GARCH SIM(V ′t,k, Gk, N)
5: end for
6: yt+1 := [y1 y2 · · · ym]′

7: mt+1 := VAR PREVISAO(Mt, B)
8: xt+1 := Z yt+1

9: rt+1 := xt+1 +mt+1

10: {V aRβ, CV aRβ} := CVaR(w, rt+1, β)
11: return V aRβ, CV aRβ

12: end procedure

Finalmente, quanto à sua implementação computacional, o algoritmo foi implementado em R,
utilizando as funções previamente criadas para o ajuste de modelos GO-GARCH e para o cálculo das
estimativas de risco. Assim, o algoritmo depende, indiretamente, da biblioteca de otimização MOSEK
e dos pacotes R-to-MOSEK e fastICA. Veja [47, 43, 22, 40].

7.2 Backtesting
A avaliação das previsões de VaR e CVaR geralmente é feita através de um procedimento de backtesting,
ou seja, através da comparação das perdas observadas com as previsões feitas com base em dados
históricos. Veja [18].

Assim, recorreu-se a este procedimento a fim de avaliar as previsões calculadas pelo Algoritmo 4.
Para isto, foi necessário definir: o portfólio a ser testado, o modelo dos retornos financeiros, os
parâmetros de simulação, o conjunto de dados históricos e o critério de avaliação das previsões. Cada
um destes tópicos é abordado a seguir.

Primeiramente, dados os bons resultados obtidos no Capı́tulo 6, optou-se por utilizar o mesmo
conjunto A de ações e o mesmo modelo para os retornos. Assim, foram escolhidos o portfólio Π5, cuja
composição pode ser vista na Tabela 7.1, e o modelo VAR de ordem p = 5 em conjunto com o modelo
GO-GARCH, sendo este último estimado por ICA.
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Ai xi
PETR4 0.25
VALE5 0.20
GGBR4 0.10
USIM5 0.15
CSNA3 0.30

Tabela 7.1: Composição do portfólio Π5

Para o cálculo das estimativas, foi utilizado um total de N = 50000 simulações. Com base nos
testes da Seção 4.1, este valor pode ser considerado um bom compromisso entre o tempo computacional
e a precisão das estimativas calculadas.

Em seguida, foi definido o conjunto de dados históricos. Naturalmente, foram utilizadas todas as
informações históricas disponı́veis, ou seja, foram utilizados os preços de fechamento entre 01/01/2006
e 14/01/2013. Entretanto, como são necessárias diversas previsões das medidas de risco, é necessário
limitar a quantidade de informação com que cada uma destas é calculada. Assim, optou-se por calculá-
las com base em uma janela deslizante de 600 dias. Isto é, a previsão para uma data t+ 1 foi feita com
base nos preços observados entre a data t e t− 600. Desta forma, foi possı́vel calcular estimativas para
todas as datas entre 13/06/2008 e 14/01/2013.

Por último, então, foram definidos os critérios para avaliar as previsões feitas. Dada a disponibili-
dade de funções implementadas em R para o teste de previsões de VaR1, a avaliação do Algoritmo 4
se limitou a esta medida. Foram utilizados três testes estatı́sticos que são baseados em violações do
nı́vel de VaR: o teste de Kupiec, o teste de independência serial das violações (IT98) que foi publicado
em [10] e o teste de independência baseado em durations (DBIT), que foi publicado em [9].

O teste de Kupiec indica se o número de violações de VaR corresponde à porcentagem esperada do
número total de dias observados. Esta porcentagem deve ser igual a 1− β. Veja [35].

Os testes de independência medem se as violações são realmente independentes entre si. Quando
estas são independentes, o modelo adotado para calculá-las se prova capaz de adaptar suas previsões
corretamente, após a ocorrência de um choque. Esta caracterı́stica é desejável dada a presença dos
clusters de volatilidade em séries de retornos financeiros. Veja [52, 18].

Conforme o esperado, os dois testes de independência diferem na forma como a medem. O primeiro
teste, IT98, utiliza cadeias de Markov para determinar se a ocorrência de uma violação em uma data
t provê alguma informação sobre a ocorrência de uma nova violação na data t + 1. Por considerar
apenas dias consecutivos, este é um teste de primeira ordem. Já o segundo teste, DBIT, utiliza a série
de intervalos de tempo entre violações consecutivas para avaliar a independência das mesmas. Assim,
este é um teste de ordem superior.

Detalhes sobre estes métodos estão fora do escopo deste trabalho. Aqui, limita-se a avaliar o
resultado dos mesmos através dos p-valores por eles fornecidos. Para maiores detalhes sobre estes
métodos, é recomendada a leitura de [18].

Um segundo procedimento de backtesting foi realizado para avaliar o efeito dos diferentes modelos
de retorno sobre as previsões de VaR. Neste, foi utilizada uma janela deslizante de 1000 dias e um total
de N = 300000 simulações, buscando reduzir ao máximo possı́vel os erros de estimação das medidas
de risco. Foram utilizados os dois estimadores disponı́veis para modelos GO-GARCH e também o
modelo O-GARCH.

Na próxima seção são apresentadas as estimativas de risco calculadas nos dois procedimentos de
backtesting e o resultado da avaliação das mesmas.
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7.3 Resultados
Finalmente, considere a Tabela 7.2, que contém o resultado dos testes estatı́sticos utilizados para
avaliar a qualidade das previsões de VaR realizadas. As colunas desta tabela apresentam: o perı́odo
de teste (colunas from e to), o teste aplicado, o nı́vel de VaR sendo testado, o p-valor resultante, a
estatı́stica de teste, o número de amostras, o número de violações observadas e a porcentagem de não
violações, que corresponde ao nı́vel β de VaR.

from to test VaR.level p.value statistic samples violations non.violations.ratio
2008-06-13 2013-01-14 Kupiec 90 0.0610 3.5095 1136 133 88.2923
2008-06-13 2013-01-14 IT 90 0.2199 1.5052 1136 133 88.2923
2008-06-13 2013-01-14 DBIT 90 1.0000 -5.3555 1136 133 88.2923
2008-06-13 2013-01-14 Kupiec 95 0.1387 2.1927 1136 68 94.0141
2008-06-13 2013-01-14 IT 95 0.9688 0.0015 1136 68 94.0141
2008-06-13 2013-01-14 DBIT 95 0.3644 0.8228 1136 68 94.0141
2008-06-13 2013-01-14 Kupiec 99 0.1924 1.6989 1136 16 98.5915
2008-06-13 2013-01-14 IT 99 0.4988 0.4576 1136 16 98.5915
2008-06-13 2013-01-14 DBIT 99 0.0012 10.4741 1136 16 98.5915

(a) Jun/2008 a Jan/2013

from to test VaR.level p.value statistic samples violations non.violations.ratio
2010-01-04 2013-01-14 Kupiec 90 0.2372 1.3969 751 85 88.6818
2010-01-04 2013-01-14 IT 90 0.0659 3.3831 751 85 88.6818
2010-01-04 2013-01-14 DBIT 90 1.0000 -0.4017 751 85 88.6818
2010-01-04 2013-01-14 Kupiec 95 0.3720 0.7970 751 43 94.2743
2010-01-04 2013-01-14 IT 95 0.7258 0.1230 751 43 94.2743
2010-01-04 2013-01-14 DBIT 95 1.0000 -0.9812 751 43 94.2743
2010-01-04 2013-01-14 Kupiec 99 0.8589 0.0316 751 8 98.9348
2010-01-04 2013-01-14 IT 99 0.6779 0.1725 751 8 98.9348
2010-01-04 2013-01-14 DBIT 99 0.2515 1.3152 751 8 98.9348

(b) Jan/2010 a Jan/2013 (pós-crise)

from to test VaR.level p.value statistic samples violations non.violations.ratio
2008-06-13 2009-12-30 Kupiec 90 0.1187 2.4350 385 48 87.5325
2008-06-13 2009-12-30 IT 90 0.6334 0.2274 385 48 87.5325
2008-06-13 2009-12-30 DBIT 90 1.0000 -4.4678 385 48 87.5325
2008-06-13 2009-12-30 Kupiec 95 0.1977 1.6591 385 25 93.5065
2008-06-13 2009-12-30 IT 95 0.5743 0.3156 385 25 93.5065
2008-06-13 2009-12-30 DBIT 95 0.1944 1.6839 385 25 93.5065
2008-06-13 2009-12-30 Kupiec 99 0.0634 3.4472 385 8 97.9221
2008-06-13 2009-12-30 IT 99 0.5596 0.3405 385 8 97.9221
2008-06-13 2009-12-30 DBIT 99 0.0516 3.7892 385 8 97.9221

(c) Jun/2008 a Dez/2009 (crise)

Tabela 7.2: Avaliação das previsões de VaR feitas com modelo GO-GARCH (ICA)

Como pode ser observado na Tabela 7.2, a informação sobre os testes foi dividida em três blocos.
O primeiro destes contém as informações referentes a todas as previsões realizadas. O segundo, as
relativas ao perı́odo entre 2010 e 2013. E o terceiro bloco, as relativas às datas anteriores a 2010, ou
seja, relativas ao perı́odo que contém a crise de 2008.

Seguindo a prática, as hipóteses nulas dos testes são rejeitadas apenas quando os seus p-valores
são menores que 5%. No caso do teste de Kupiec, a rejeição da hipótese nula indica que o número
de violações de VaR não corresponde ao esperado. Para os testes de independência, esta indica a
existência de algum tipo de dependência entre as violações de VaR.

Voltando à Tabela 7.2, nota-se que a única hipótese nula rejeitada, assinalada em vermelho, é a do
teste de independência DBIT para β = 99%, no primeiro bloco de testes. Além deste, alguns outros

1Os dois testes de independência utilizados foram implementados pela autora do trabalho [18], a quem agradecemos
por tê-las tornado disponı́veis para este trabalho.
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testes apresentaram p-valores baixos, mas não o suficiente para terem suas hipóteses nulas rejeitadas.
Foi a rejeição do teste DBIT que motivou a divisão das previsões em dois blocos, para permitir a

análise dos perı́odos durante e após a crise de 2008. Analisando cada um dos blocos separadamente,
não é possı́vel rejeitar a hipótese nula de nenhum dos testes realizados. Entretanto, o teste DBIT para
β = 99% ainda apresenta um p-valor baixo para o perı́odo da crise.

De forma geral, no perı́odo pós crise (segundo bloco), as previsões de VaR parecem ser bastante
adequadas. Apenas um dos testes teve p-valor abaixo de 20%. Entretanto, para os valores mais crı́ticos
de β (95% e 99%), bons resultados foram obtidos em todos os testes, ou seja, os p-valores destes são
grandes o suficiente para que suas hipóteses nulas não sejam rejeitadas com confiança.

Durante o perı́odo da crise, os testes não apresentaram resultados tão bons quanto os do segundo
bloco. Porém, considerando que a crise de 2008 foi marcada por um perı́odo de grandes oscilações, os
resultados obtidos podem ser considerados animadores. Neste perı́odo, os únicos p-valores abaixo de
10% foram encontrados nos testes de Kupiec e DBIT para β = 99%.

Considere agora a Tabela 7.3, que contém os resultados obtidos no segundo procedimento de
backtesting. Nesta, pode-se ver que as previsões de VaR calculadas com o modelo O-GARCH não
apresentaram violações com as frequências esperadas, como indicam os testes de Kupiec rejeitados.
Além disso, pode-se ver que, de forma geral, os resultados obtidos para o modelo GO-GARCH com
o estimador ICA foram melhores que os obtidos com o estimador MM2011. Os testes estatı́sticos
realizados para estes dois casos, entretanto, apresentaram resultados positivos.

from to test VaR.level p.value statistic samples violations non.violations.ratio
2010-01-26 2013-01-14 Kupiec 90 0.9412 0.0054 736 73 90.0815
2010-01-26 2013-01-14 IT 90 0.9174 0.0108 736 73 90.0815
2010-01-26 2013-01-14 DBIT 90 1.0000 -6.8079 736 73 90.0815
2010-01-26 2013-01-14 Kupiec 95 0.2354 1.4079 736 30 95.9239
2010-01-26 2013-01-14 IT 95 0.1100 2.5540 736 30 95.9239
2010-01-26 2013-01-14 DBIT 95 1.0000 -3.8412 736 30 95.9239
2010-01-26 2013-01-14 Kupiec 99 0.8930 0.0181 736 7 99.0489
2010-01-26 2013-01-14 IT 99 0.7137 0.1346 736 7 99.0489
2010-01-26 2013-01-14 DBIT 99 0.2361 1.4040 736 7 99.0489

(a) GO-GARCH (ICA)

from to test VaR.level p.value statistic samples violations non.violations.ratio
2010-01-26 2013-01-14 Kupiec 90 0.2820 1.1577 736 65 91.1685
2010-01-26 2013-01-14 IT 90 0.1629 1.9473 736 65 91.1685
2010-01-26 2013-01-14 DBIT 90 1.0000 -4.6313 736 65 91.1685
2010-01-26 2013-01-14 Kupiec 95 0.0544 3.7011 736 26 96.4674
2010-01-26 2013-01-14 IT 95 0.1673 1.9073 736 26 96.4674
2010-01-26 2013-01-14 DBIT 95 1.0000 -1.5076 736 26 96.4674
2010-01-26 2013-01-14 Kupiec 99 0.8930 0.0181 736 7 99.0489
2010-01-26 2013-01-14 IT 99 0.7137 0.1346 736 7 99.0489
2010-01-26 2013-01-14 DBIT 99 0.3924 0.7315 736 7 99.0489

(b) GO-GARCH (MM2011)

from to test VaR.level p.value statistic samples violations non.violations.ratio
2010-01-26 2013-01-14 Kupiec 90 0.0003 13.0940 736 46 93.7500
2010-01-26 2013-01-14 IT 90 0.5612 0.3375 736 46 93.7500
2010-01-26 2013-01-14 DBIT 90 1.0000 -5.4747 736 46 93.7500
2010-01-26 2013-01-14 Kupiec 95 0.0038 8.3934 736 21 97.1467
2010-01-26 2013-01-14 IT 95 0.2663 1.2355 736 21 97.1467
2010-01-26 2013-01-14 DBIT 95 0.3513 0.8689 736 21 97.1467
2010-01-26 2013-01-14 Kupiec 99 0.1729 1.8573 736 4 99.4565
2010-01-26 2013-01-14 IT 99 0.8343 0.0438 736 4 99.4565
2010-01-26 2013-01-14 DBIT 99 1.0000 -1.3467 736 4 99.4565

(c) O-GARCH

Tabela 7.3: Avaliação das previsões de VaR feitas com diversos modelos de retornos
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Além dos testes estatı́sticos, foram criados diversos gráficos para auxiliar na avaliação do algoritmo
implementado. Na Figura 7.1, é possı́vel ver os gráficos das estimativas de risco utilizadas nos testes
da Tabela 7.2 junto com os retornos diários do portfólio. Na Figura 7.2 foi feita uma versão suavizada
dos mesmos gráficos, para permitir uma melhor visualização dos diferentes nı́veis das medidas de VaR
e CVaR.

Também foram criados gráficos sobrepondo as violações de VaR observadas, representadas por
pontos azuis, e as estimativas de risco para um mesmo valor de β. Estes podem ser vistos nas
figuras 7.3, 7.4 e 7.5. Nestas figuras, também foram incluı́das as versões suaves das curvas de VaR e
CVaR.

Analisando os gráficos da Figura 7.2, é possı́vel ver que os aumentos e reduções nos valores
das medidas de risco acompanham a maior ou menor volatilidade encontrada nas séries de retornos
diários. Como exemplos, é possı́vel notar que as métricas de risco têm valores bastante elevados na
proximidade do grande cluster de volatilidade encontrado em 2008 e no outro cluster encontrado em
meados de 2010.

Além disso, conforme o esperado, para quaisquer dois valores β1 e β2 de nı́vel de VaR, tais que
β1 > β2, foi possı́vel verificar que V aRβ1 > V aRβ2 , que CV aRβ1 > CV aRβ2 e que CV aRβ1 >
V aRβ1 . Apesar dos gráficos disponı́veis indicarem estes resultados visualmente, os mesmos também
foram verificados numericamente.

Finalmente, considere os gráficos da Figura 7.5, calculados para β = 99%. O número reduzido
de violações permite ver que as mesmas acontecem, em geral, em momentos de grande variação dos
retornos, de acordo com o esperado.

7.4 Conclusão
Neste capı́tulo foi apresentado um algoritmo para a avaliação do risco de um portfólio através do
cálculo de previsões das medidas VaR e CVaR que são baseadas em simulações de um modelo para
os retornos diários do portfólio. No algoritmo foram adotados o modelo VAR+GO-GARCH (ver
Capı́tulo 6) e o estimador de CVaR baseado na função F̃β , definido na Seção 3.2.

Para avaliar a qualidade das previsões calculadas pelo algoritmo, foram realizados diversos testes
estatı́sticos e também foram elaborados gráficos que permitem visualizar as medidas de risco calculadas
e as violações de VaR observadas. De forma geral, os testes de independência e de Kupiec realizados
para avaliar as previsões não acusaram grandes problemas.

Entretanto, a rejeição apontada no primeiro bloco da Tabela 7.2 para o teste DBIT com β = 99%,
merece atenção. Como mostrado na Seção 7.3, ao dividir as previsões em dois blocos, a rejeição
apontada anteriormente não mais ocorre. Assim, a rejeição pode ter sido causada pela presença de dois
perı́odos econômicos bastante diferentes no primeiro bloco de testes. Algo semelhante foi reportado
em [14], onde foram analisadas previsões de VaR para o ı́ndice S&P 500.

Finalmente, dado que a análise visual dos gráficos criados não foi capaz de apontar nada fora do
esperado e dados os resultados positivos dos testes estatı́sticos, é possı́vel concluir que o algoritmo
cumpre o seu propósito de forma adequada.

Os resultados do segundo procedimento de backtesting mostram que, entre os modelos adotados, o
modelo O-GARCH foi o menos apropriado para o cálculo das previsões de VaR. Este modelo, dado o
menor número de violações, parece superestimar o risco de perdas financeiras nos casos estudados.
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Figura 7.1: Previsões de VaR e CVaR
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Figura 7.2: Previsões de VaR e CVaR (suavizadas)
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Figura 7.3: Previsões de VaR e CVaR, com violações de VaR, para β = 90%
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Figura 7.4: Previsões de VaR e CVaR, com violações de VaR, para β = 95%
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Figura 7.5: Previsões de VaR e CVaR, com violações de VaR, para β = 99%
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Capı́tulo 8

Conclusão

Este trabalho teve como objetivo o desenvolvimento de algoritmos para a avaliação de risco de um
portfólio e também para a seleção de portfólios de risco mı́nimo.

Todo o desenvolvimento teve como base a medida de risco CVaR e os modelos VAR e GO-GARCH
para os retornos financeiros. A medida CVaR, como explicado na Seção 1.1, foi escolhida por ser
apropriada para mensurar as perdas financeiras (pois é uma medida coerente de risco) e por ser uma
função convexa, o que permite construir algoritmos de otimização com maior facilidade. Quanto aos
modelos VAR e GO-GARCH, estes foram escolhidos por fornecer uma representação de retornos
mais realista, ou seja, retornos não gaussianos, multivariados e explicados principalmente pela sua
volatilidade.

Ao longo do trabalho foram implementados algoritmos para as seguintes operações:

(i) Estimação das medidas de risco VaR e CVaR a partir de uma amostra de retornos,

(ii) Seleção de um portfólio de CVaR mı́nimo em função do retorno esperado mı́nimo e de uma
amostra de retornos,

(iii) Ajuste de modelos VAR e GO-GARCH a séries históricas de retorno,

(iv) Avaliação diária do risco de um portfólio.

Estes algoritmos foram desenvolvidos em R com o auxı́lio da biblioteca de otimização MOSEK e
dos pacotes vars, rugarch, R-to-MOSEK e fastICA. Também foram utilizados os testes de independência
de violações implementados no trabalho [18], que foram gentilmente cedidos pela autora do mesmo,
para testar os valores de VaR calculados no Capı́tulo 7. Foram feitas implementações próprias dos
estimadores ICA e MM2011 para modelos GO-GARCH e dos estimadores das medidas de risco
utilizadas.

Quanto ao uso dos modelos VAR e GO-GARCH, foi possı́vel verificar que estes são adequados
para descrever os retornos financeiros. De forma geral, os ajustes realizados foram capazes de capturar
a dinâmica dos retornos, o que pôde ser verificado através da ausência de autocorrelações de primeiro
e segundo momento no vetor dos resı́duos, por estes apresentarem coordenadas não correlacionadas
entre si e também pela distribuição destas ser compatı́vel com a distribuição escolhida para modelar
os choques dos fatores que controlam a dinâmica do modelo GO-GARCH. Além disso, foi possı́vel
verificar que o ajuste dos modelos a dados históricos não apresentou problemas de convergência.
Entretanto, o ajuste do modelo por análise de componentes independentes (ICA) se mostrou sensı́vel a
parâmetros iniciais.

Em relação aos portfólios de risco mı́nimo, foi possı́vel confirmar que o CVaR destes aumenta à
medida que o rendimento esperado mı́nimo aumenta e também à medida que o nı́vel β de VaR aumenta.
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Além disso, o risco dos portfólios selecionados era menor que o risco individual de qualquer um dos
ativos disponı́veis, o que demonstra o benefı́cio da diversificação de um investimento.

De acordo com o esperado, o estimador de CVaR é bastante sensı́vel ao tamanho da amostra
utilizada em seu cálculo. Testes de simulação indicaram que o erro relativo médio, ao variar o tamanho
da amostra entre dez mil e cem mil, fica entre 0.5% e 4.0%. Assim, o estimador pode ser utilizado sem
grandes problemas nos casos onde é possı́vel controlar o tamanho das amostras utilizadas. Em outros
casos, é possı́vel que os erros de estimação sejam proibitivos.

O estimador de CVaR e os modelos VAR e GO-GARCH foram utilizados em conjunto para
gerenciar o risco de um portfólio, calculando estimativas de VaR e CVaR sobre uma amostra de cenários
gerados para o dia seguinte. A análise das violações de VaR indicou que esta estratégia é adequada,
uma vez que as violações ocorreram com a frequência esperada e também eram independentes entre
si. No teste destas violações foram utilizados o teste de Kupiec e também os testes de independência
utilizados em [18]. Em um segundo exemplo, foi utilizado o modelo O-GARCH ao invés do modelo
GO-GARCH. Neste caso, os resultados obtidos não foram satisfatórios, pois as violações de nı́vel de
VaR não ocorreram com a frequência esperada.

Havendo disponibilidade de rotinas para a resolução de problemas de programação linear e para o
ajuste de modelos GARCH univariados, todos os algoritmos têm implementação simples. Estes são
sequenciais, não havendo uso de recursão, paralelismo ou estruturas de dados complexas. Desta forma,
dados os bons resultados obtidos no gerenciamento do risco de um portfólio com o estimador de CVaR
e com os modelos VAR e GO-GARCH, é possı́vel que esta seja uma alternativa mais apropriada que a
adoção de modelos baseados na distribuição normal. Afinal, os retornos representados pelos modelos
VAR e GO-GARCH são mais próximos aos encontrados na prática.

8.1 Trabalhos Futuros
Este trabalho ainda pode ser estendido de diversas formas. O modelo adotado para os retornos
financeiros, por exemplo, utiliza fatores que seguem o modelo GARCH(1,1). Apesar dos bons
resultados obtidos, seria interessante testar outros modelos para estes fatores, já que isto é permitido
pelo modelo GO-GARCH.

O algoritmo para a seleção de portfólios também pode sofrer modificações. Atualmente, o seu
usuário fornece apenas o retorno esperado mı́nimo. Entretanto, permitir uma maior influência do
usuário na escolha do portfólio pode ser bastante útil. Este poderia fornecer requisitos mı́nimos de
liquidez ou uma quantidade máxima para cada ativo. Outra possı́vel modificação é a incorporação de
outros ativos financeiros, como opções ou bonds.

Em relação à avaliação do risco de um portfólio, seria interessante comparar as previsões de VaR e
CVaR calculadas com as obtidas por outras metodologias, como a RiskMetrics. Além disso, os testes
realizados até o momento foram concentrados na medida VaR, devido à disponibilidade dos testes
para tal medida. Assim, ainda é preciso realizar testes sobre as estimativas de CVaR calculadas pelo
algoritmo. Os testes para CVaR estudados em [18] podem ser uma boa opção.

Finalmente, também seria interessante tratar a falta de robustez da medida CVaR, como indicado
em [12].



Apêndice A

Análise de Componentes Independentes

Neste apêndice é feita uma breve apresentação da análise de componentes independentes (ou ICA) de
um vetor aleatório. Para um tratamento completo deste tópico, recomenda-se a consulta a [11, 29, 32,
31, 30].

Esta apresentação tem três objetivos principais. Em primeiro lugar, definir formalmente a ICA,
diferenciando-a da análise de componentes principais (PCA), que é uma técnica bastante semelhante.
Em segundo lugar, apresentar os conceitos teóricos que justificam formalmente o método de estimação
das componentes independentes. Finalmente, apresentar o algoritmo FastICA [31], que foi utilizado
na estimação de modelos GO-GARCH.

A.1 Definição

Tanto a PCA quanto a ICA são baseadas na hipótese de que as coordenadas de um vetor aleatório x
podem ser calculadas a partir de combinações lineares de um outro vetor aleatório y que, em geral,
tem menor dimensão e algumas propriedades especiais. Desta forma, vale a expressão

x = Fy. (A.1.1)

Os nomes componentes principais ou componentes independentes são atribuı́dos às coordenadas
de y, dependendo do tipo de análise realizado.

A Definição 13, adaptada de [11], define formalmente a PCA de um vetor aleatório x.

Definição 13. Análise de Componentes Principais (PCA)
Seja x um vetor aleatório m-dimensional com média zero e matriz de covariância Σx, associado a um
vetor aleatório y de componentes principais, n-dimensional. A PCA de x consiste no par de matrizes
{F,∆} satisfazendo:

(i) F é uma matriz m× n de posto completo satisfazendo F ′F = In,

(ii) ∆ é uma matriz diagonal n× n, real e positiva,

(iii) Σx = F∆2F ′.

Pela Equação (A.1.1) e pela restrição F ′F = In, as componentes principais (ou independentes)
podem ser obtidas através da expressão

y = F ′x (A.1.2)
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Considerando a Equação (A.1.1) e a Definição 13, a PCA do vetor x pode ser vista como sua
decomposição em variáveis não correlacionadas, já que a matriz Σy (matriz de covariâncias de y) é
diagonal, como demonstra a Equação (A.1.3).

Σy = E [yy′] = E
[
F ′x (F ′x)

′]
= F ′ΣxF = (F ′F ) ∆2 (F ′F ) = ∆2 (A.1.3)

Finalmente, pela Definição 14, a ICA pode ser vista como uma extensão da PCA. Sendo que a
diferença entre as duas análises reside na troca do requisito de não existência de correlações entre as
componentes de y pelo de independência entre as mesmas.

Vale relembrar que a independência entre variáveis aleatórias implica na ausência de correlação
entre as mesmas. O contrário, porém, não é verdade. Assim, fica claro que a ICA e a PCA são
semelhantes, porém conceitualmente diferentes.

Definição 14. Análise de Componentes Independentes (ICA)
Seja x um vetor aleatório m-dimensional com média zero e matriz de covariância Σx, associado a
um vetor y de componentes independentes, n-dimensional. A ICA de x consiste no par de matrizes
{F,∆} satisfazendo:

(i) F é uma matriz m× n de posto completo satisfazendo F ′F = In,

(ii) ∆ é uma matriz diagonal n× n, real e positiva,

(iii) Σx = F∆2F ′,

(iv) y tem componentes o mais independentes possı́vel, de acordo com uma função de contraste a ser
definida.

Assim como para as componentes principais, a Definição 14 e a Equação (A.1.1) permitem
interpretar a ICA como uma decomposição do vetor x em variáveis aleatórias. Sendo estas, entretanto,
independentes.

A.2 Estimação
De acordo com a Definição 14, a estimação das componentes independentes se resume a determinar o
par de matrizes {F,∆} que maximiza uma função de contraste I (y), cujo propósito é medir o grau de
independência existente entre as componentes de y.

O problema de otimização a ser resolvido pode ser simplificado utilizando duas hipóteses adotadas
no algoritmo FastICA.

Na primeira hipótese, considera-se que as componentes independentes têm variância unitária, ou
seja, que Σy = In.

Como mostrado em [30], já que x = Fy e tanto F quanto y são não observáveis, é impossı́vel
determinar a variância das componentes independentes, pois alterações em y podem ser compensadas
por alterações em F .

Desta forma, não há perda de generalidade ao considerar que as componentes independentes têm
variância unitária. Na verdade, a estimação das mesmas se torna mais robusta.

A segunda hipótese, que aparentemente resulta em perda de generalidade, considera que o vetor x
é branco (ver Definição 15).

Definição 15. Vetor Aleatório Branco
Um vetor aleatório x de média zero, m-dimensional, é dito branco quando suas coordenadas são não
correlacionadas e têm variância unitária, ou seja, Cov (x) = Im.
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Felizmente, como mostrado na Seção A.3, a operação de branqueamento permite obter uma
representação de x que corresponde a um vetor aleatório branco. Desta forma, a estimação de
componentes independentes não fica restrita apenas a vetores aleatórios que sejam originalmente
brancos.

Com as duas hipóteses adicionadas, a restrição Σx = F∆2F ′ equivale a FF ′ = Im. Desta forma,
duas restrições são obtidas para o problema de estimação: FF ′ = Im e F ′F = In.

Assim, estimar as componentes independentes de x se resume a resolver o problema de otimização
a seguir. 

max
F

I(F ′x)

Sujeito a:
F ′F = In
FF ′ = Im

(A.2.1)

Daqui em diante, considera-se o caso em que as dimensões m e n são iguais. Sob esta condição, as
restrições sobre F implicam na sua ortogonalidade, já que FF ′ = F ′F = Im.

A ortogonalidade de F , como mostrado em [30], pode ser explorada para melhorar o processo de
estimação. Quando F é ortogonal, apenas m(m − 1)/2 parâmetros precisam ser estimados contra
m2 parâmetros para uma matriz qualquer. Desta forma, o branqueamento do vetor a ser analisado se
apresenta como uma técnica obrigatória, principalmente para problemas de maior dimensão.

A.3 Centralização e Branqueamento

Seja z um vetor aleatório com média µz não nula e com matriz de covariância Σz. Através das
operações de centralização e branqueamento, como mostrado em [30], é possı́vel obter um vetor
branco zb, que pode ser usado para estimar as componentes independentes de z através da solução do
Problema (A.2.1).

A operação de centralização consiste em simplesmente subtrair de z sua média, para obter um
vetor z0 de média nula, ou seja,

z0 = z − µz. (A.3.1)

Após a centralização, o vetor branco zb é obtido multiplicando z0 pela matriz V = PL−1/2P ′, onde
PLP ′ é a decomposição espectral de Σz.

zb = V z0. (A.3.2)

Como mostram as Equações (A.3.3) e (A.3.4), zb tem as propriedades de um vetor branco, como
desejado.

µzb = E [zb] = V E [z0] = 0 (A.3.3)

Cov (zb) = E [zbz
′
b] = V E [z0z

′
0]V ′ =

(
PL−

1/2P ′
)

(PLP ′)
(
PL−

1/2P ′
)

= Im (A.3.4)

Finalmente, seja Fzb a matriz ortogonal, estimada pela resolução da Problema (A.2.1), para o vetor
zb. A partir das Equações (A.3.1) e (A.3.2), a decomposição de z em componentes independentes pode
ser escrita como

z =
(
V −1Fzb

)
y + µz. (A.3.5)
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A.4 Função de Contraste

A fim de completar a definição do Problema (A.2.1), é necessário definir formalmente a função de
contraste I (x), responsável por medir o grau de independência entre as coordenadas do vetor x.

As componentes de um vetor aleatório são independentes entre si quando a densidade de probabili-
dade conjunta do vetor é igual ao produto de suas densidades marginais. Assim, sendo fx a densidade
de probabilidade conjunta de x e gx o produto de suas densidades marginais (ver Equação (A.4.1)), é
natural utilizar a diferença entre fx e gx como métrica de independência.

gx (u) =
m∏
i=1

fxi (ui) (A.4.1)

Desta forma, a função de contraste I (x) é definida como a Divergência de Kullback-Leibler
(KLD) entre fx e gx, que fornece uma medida não simétrica da diferença entre as duas densidades de
probabilidade (ver a Definição 16 e [11, 26, 34] para maiores informações), ou seja,

I (x) = δ (fx, gx) . (A.4.2)

Definição 16. Divergência de Kullback-Leibler (KLD)
Sejam fx e gx densidades de probabilidade. A KLD entre fx e gx, δ (fx, gx), é dada por

δ (fx, gx) =

∫
Rm

fx (u) log
fx (u)

gx (u)
du. (A.4.3)

Como a KLD de qualquer par de densidades de probabilidade é não negativa (veja [11]), vale que
I (x) = δ (fx, gx) ≥ 0 com igualdade apenas quando fx e gx diferem em conjuntos de medida nula.

Além da formulação baseada na KLD, a função de contraste I (x) possui formulações derivadas de
conceitos da Teoria da Informação.

Utilizando a Entropia Diferencial (veja a Definição 17), é possı́vel escrever I (x) como

I (x) =
m∑
i=1

H (xi)−H (x) . (A.4.4)

Definição 17. Entropia Diferencial
Seja x um vetor aleatório com densidade conjunta de probabilidade fx. A Entropia Diferencial de x é

dada por

H (x) = −
∫
Rm

fx (u) log fx (u) du. (A.4.5)

A entropia diferencial é uma medida da quantidade de informação que pode ser obtida a partir de
observações de uma variável aleatória (ver [30]). Quanto maior sua entropia (ou aleatoriedade), menor
a quantidade de informação que pode ser obtida sobre o valor real de suas realizações.

Desta maneira, I (x), chamada de Informação Mútua na Teoria da Informação, mede a quantidade
de informação redundante que as componentes xi possuem. Assim, quando a informação mútua é nula,
não existe informação redundante nas componentes de x, sendo todas necessárias para atingir o nı́vel
de informação H (x).

Conforme esperado, as formulações para I (x) usando a entropia diferencial e a KLD são equiva-
lentes, como mostra a Equação (A.4.6).
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I (x) = δ (fx, gx)

=

∫
Rm

fx (u) log
fx (u)

gx (u)
du

=

∫
Rm

fx (u) log fx (u) du−
∫
Rm

fx (u) log gx (u) du

= −H (x)−
∫
Rm

fx (u) log
m∏
i=1

fxi (ui) du

= −H (x)−
∫
Rm

m∑
i=1

fx (u) log fxi (ui) du

= −H (x)−
m∑
i=1

∫
Rm

fx (u) log fxi (ui) du

= −H (x)−
m∑
i=1

∫
R
fxi (u) log fxi (ui) dui

= −H (x) +
m∑
i=1

H (xi)

(A.4.6)

Um outro conceito de Teoria da Informação, o de Entropia Negativa (ver Definição 18), ainda é
necessário para a definição final da informação mútua I (x).

A distribuição Normal multivariada tem a maior entropia entre todas as distribuições de mesma
variância (ver [13]). Desta forma, sua entropia é utilizada para definir uma medida não nula da
quantidade de informação de um vetor aleatório, que tem importância na prática. Esta medida é a
entropia negativa.

Definição 18. Entropia Negativa
Seja x um vetor aleatório e xg um vetor normal multivariado, ambos com matriz de covariância Σx.

A Entropia Negativa de x é dada por

J (x) = H (xg)−H (x) . (A.4.7)

A exemplo da entropia diferencial, a entropia negativa também pode ser escrita a partir da KLD,
como mostra a Equação (A.4.8). No caso da entropia negativa, entretanto, gx é substituı́da por φx,
densidade de uma Normal multivariada com mesma matriz de covariância do vetor x.

J (x) = H (xg)−H (x)

= H (xg)−
∫
Rm

fx (u) log φx (u) du+

∫
Rm

fx (u) log φx (u) du−H (x)

= H (xg)−
∫
Rm

fx (u) log φx (u) du+

∫
Rm

fx (u) log
fx (u)

φx (u)
du

= 0 +

∫
Rm

fx (u) log
fx (u)

φx (u)
du

= δ (fx, φx)

(A.4.8)

Sendo uma KLD, a entropia negativa herda suas propriedades. Assim, J (x) ≥ 0. Mais uma vez,
valendo a igualdade apenas quando fx e φx diferem apenas em conjuntos de medida nula.
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Finalmente, tendo sido apresentados os conceitos necessários, é possı́vel definir a informação
mútua para uma transformação linear y = Wx, caso de interesse para resolução do Problema (A.2.1).

Em primeiro lugar, considere a entropia de y. Como mostrado em [13],

H (y) = H (x) + log | detW | = H (x) , (A.4.9)

já que W é uma matriz ortogonal no contexto do Problema (A.2.1).
Em seguida, considere as variáveis aleatórias z, de variância unitária, e a variável zg ∼ N (0, 1).

Aplicando a Definição 17, chega-se a entropia de zg, dada pela constante H (zg) = 1/2 (1 + log 2π).
Assim, pela Definição 18, é fácil ver que as entropias diferencial e negativa de z diferem apenas pela
constante H (zg), ou seja,

H (z) = H (zg)− J (z) = 1/2 (1 + log 2π)− J (z) . (A.4.10)

Logo, pelas Equações (A.4.9) e (A.4.10), a informação mútua I (y) pode ser escrita em função das
entropias negativas J (yi) e de uma constante Kx, cujo valor é dado pelas propriedades do vetor x, ou
seja,

I (y) =
m∑
i=1

H (yi)−H (y)

=
m∑
i=1

{1/2 (1 + log 2π)− J (yi)} −H (x)

=

(
m∑
i=1

1/2 (1 + log 2π)−H (x)

)
−

m∑
i=1

J (yi)

= Kx −
m∑
i=1

J (yi)

(A.4.11)

Com a derivação da Equação (A.4.11), a justificativa teórica para os algoritmos de otimização é
concluı́da, já que esta relaciona a função objetivo I (y) às variáveis de otimização J (yi).

Assim, considere novamente o Problema (A.2.1). Seu objetivo final é a estimação das componentes
independentes e não a obtenção do valor de I (y) propriamente dito. Logo, não há perdas em trocar a
minimização da informação mútua I (y) pela maximização da soma das entropias negativas J (yi). A
equivalência entre estas duas alternativas fica evidente pela Equação (A.4.11).

Como mostrado em [32, 31, 30] é possı́vel aproximar as entropias negativas J (yi) utilizando
funções não lineares. Estas aproximações, que seguem a forma

J (y) ∝ (E [G (y)]− E [G (ν)])2 , (A.4.12)

têm implementação computacional simples e permitem avaliar I (y) de forma bastante eficiente.
Entretanto, como J (y) tem valor máximo quando a esperança E [G (y)] é máxima, a última pode

ser usada como a função objetivo do problema de estimação, simplificando-o ainda mais.
Desta forma, o problema de otimização original pode ser reescrito como o Problema (A.4.13).

max
F

E [G (F ′x)]

Sujeito a:
F ′F = In
FF ′ = Im

(A.4.13)
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Quanto à função não linear G, diversos exemplos são apresentados em [30], onde é descrito com
detalhes o processo para obtenção das mesmas. Como exemplos, as funções G1 e G2 podem ser usadas
no lugar de G (ver Equações (A.4.14) e (A.4.15)).

G1 (y) =
1

a1

log cosh (a1y) (A.4.14)

G2 (y) = − 1

a2

exp

(
−a2y

2

2

)
(A.4.15)

A.5 Algoritmo FastICA

A resolução do Problema (A.4.13) é feita com base em uma modificação do Método de Newton, que
dá origem a um algoritmo eficiente e simples para a estimação de componentes independentes.

Seguindo [29, 31, 30], a apresentação do algoritmo FastICA é realizada em duas partes. Inicial-
mente, é apresentado o algoritmo para estimação de uma única componente independente. Em seguida
é apresentado o algoritmo completo, obtido com uma simples modificação do algoritmo inicial.

Aqui, a apresentação se limita à descrição dos algoritmos utilizados na ICA, para a prova de
convergência dos mesmos, veja [29, 31, 30].

A.5.1 Estimação de uma componente independente

Ao considerar apenas uma componente, o Problema (A.4.13) se reduz à determinação do vetor unitário
w, para o qual a esperança E [G (w′x)] é máxima, como indica o Problema (A.5.1).

max
w

E [G (w′x)]

Sujeito a:
w′w = 1

(A.5.1)

Em geral, como a distribuição de w′x é desconhecida, a esperança E [G (w′x)] é avaliada como a
média amostral dos valores G (w′xi), para uma amostra A = {x1, . . . , xN}.

A fim de resolver o Problema (A.5.1) utiliza-se o Método de Newton e a técnica de Multiplicadores
de Lagrange (ver [5]). Assim, a função Lagrangiana L é dada por

L (w) = E [G (w′x)]− β (1− w′w) , (A.5.2)

e suas derivadas pelas Equações (A.5.3) e (A.5.4).

∂L
∂w

= E [xG′ (w′x)] + βw (A.5.3)

∂2L
∂w2

= E [xx′G′′ (w′x)] + βIm (A.5.4)

As iterações do Método de Newton são dadas por

wk+1 = wk −
[
∂2L
∂w2

(wk)

]−1
∂L
∂w

(wk) , (A.5.5)

o que exige a inversão da hessiana de L.
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Entretanto, ao invés de inverter a hessiana original de L, é adotada uma aproximação que a torna
uma matriz diagonal, como mostra a Equação (A.5.6). Segundo [30], tal aproximação é possı́vel por x
ser um vetor branco (veja a Definição 15).

E [xx′G′′ (w′x)] ≈ E [xx′]E [G′′ (w′x)] = ImE [G′′ (w′x)] (A.5.6)

Assim, a hessiana aproximada de L é dada por

∂2L
∂w2

≈ E [G′′ (w′x)] Im + βIm (A.5.7)

e as iterações aproximadas do Método de Newtow por

wk+1 = wk −
E [xG′ (w′kx)] + βw

E [G′′ (w′kx)] + β
. (A.5.8)

Seja α = −β − E [G′′ (w′kx)]. Multiplicando os dois lados da Equação (A.5.8) por α, é possı́vel
simplificá-la. Assim, obtém-se

wk+1α =

(
wk −

E [xG′ (w′kx)] + βw

E [G′′ (w′kx)] + β

)
α

= wkα + E [xG′ (w′kx)] + βwk

= −βwk − E [G′′ (w′kx)]wk + E [xG′ (w′kx)] + βwk

= E [xG′ (w′kx)]− E [G′′ (w′kx)]wk,

(A.5.9)

que leva à Equação (A.5.10) para a iteração do Método de Newton aproximado.

wk+1 = 1/α (E [xG′ (w′kx)]− E [G′′ (w′kx)]wk) (A.5.10)

Para garantir o respeito às restrições do Problema (A.5.1), a cada iteração do algoritmo as soluções
encontradas pela Equação (A.5.10) são projetadas sobre o espaço das restrições.

No caso da estimação de uma única componente independente, a projeção no espaço das restrições
consiste em normalizar o vetor w. Assim, dada a normalização obrigatória, o termo 1/α pode ser
descartado da Equação (A.5.10). Desta forma, a cada iteração, o algoritmo realiza as operaçõeswk+1 = E [xG′ (w′kx)]− E [G′′ (w′kx)]wk,

wk+1 =
wk+1

‖wk+1‖
.

(A.5.11)

O Algoritmo 5 apresenta o pseudocódigo para implementação da estimação de uma única compo-
nente independente.

Vale destacar o objetivo das funções branqueamento e rand. A primeira função, branqueamento,
aplica à sua entrada as operações necessárias para transformá-la em um vetor branco, como feito na
Seção A.3. A segunda, rand, cria um vetor aleatório que é usado para iniciar o algoritmo.

A.5.2 FastICA
O algoritmo para a estimação simultânea de n componentes independentes é obtido com modificações
simples no Algoritmo 5. A estrutura geral deste, entretanto, permanece inalterada.

A primeira modificação consiste em calcular atualizações para todos os vetores w1, . . . , wn a cada
iteração.
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Algorithm 5 IC - Estimação de uma única componente independente
1: procedure IC(x)
2: xb := branqueamento (x)
3: wk := rand()
4: wk := wk/‖wk‖
5: wk+1 := 0
6: while |w′kwk+1| 6= 1 do
7: wk := wk+1

8: wk+1 := E [xbG
′ (w′kxb)]− E [G′′ (w′kxb)]wk

9: wk+1 := wk+1/‖wk+1‖

10: end while
11: return wk
12: end procedure

Como no Algoritmo 5, as atualizações são calculadas pela Equação (A.5.11), sendo estas indepen-
dentes entre si. Observe que, sendo estas independentes entre si, é possı́vel calculá-las em paralelo
quando houver necessidade de um algoritmo computacionalmente mais eficiente.

A segunda modificação, correspondente à projeção de soluções sobre o espaço de restrições,
consiste em ortogonalizar a matriz W = [w1 . . . wn] após a atualização dos vetores w1, . . . , wn.

Esta ortogonalização pode ser facilmente justificada considerando a covariância das componentes
independentes y. Como mostrado na Seção A.2, Cov (y) = In por hipótese. Logo, as colunas de W ,
que são os vetores w1, . . . , wn, devem ser ortogonais entre si, pois

In = Cov (y) = E
[
(Wx) (Wx)′

]
= WE [xx′]W ′ = WW ′. (A.5.12)

Quanto ao procedimento para ortogonalização, em [30] é recomendada a ortogonalização si-
multânea, descrita a seguir.

Seja PLP ′ a decomposição espectral de W , com P ortogonal e L diagonal. Para V = (W ′W )−
1/2,

a matriz Wo = VW é ortogonal, pois

V = (W ′W )
−1/2

= ((PLP ′) (PLP ′))
−1/2

=
(
PL2P ′

)−1/2
= PL−1P ′, (A.5.13)

e, consequentemente,

W ′
oWo = (VW )′ (VW ) = (PLP ′)

(
PL−1P ′

) (
PL−1P ′

)
(PLP ′) = In. (A.5.14)

Desta forma, está comprovada a ortogonalidade de Wo.
Finalmente, incorporando estas duas modificações ao pseudocódigo do Algoritmo 5, obtém-se o

algoritmo FastICA, cujo pseudocódigo pode ser visto no Algoritmo 6.
Em [31], diversas propriedades do algoritmo FastICA são apresentadas. Aqui, são destacadas as

seguintes:

(i) A convergência do algoritmo FastICA é cúbica (ou pelo menos quadrática).

(ii) Por não requerer a definição de um tamanho de passo, o algoritmo tem fácil utilização.

(iii) A escolha das funções não lineares G não é determinada por hipóteses feitas sobre a distribuição
do dado analisado.
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(iv) O algoritmo é passı́vel de configuração, sendo possı́vel melhorar seu desempenho através de
escolhas apropriadas da não linearidade G.

Algorithm 6 FastICA - Estimação de n componentes independentes
1: procedure FASTICA(x, n)
2: xb := branqueamento (x)
3: for i := 1, . . . , n do
4: wik := rand()
5: wik := wik/‖wik‖
6: wik+1 := 0
7: end for
8: repeat
9: for i := 1, . . . , n do

10: wik+1 := E [xbG
′ (w′ikxb)]− E [G′′ (w′ikxb)]wik

11: wik+1 := wik+1/‖wik+1‖

12: end for
13: W := (w1k, . . . , wmk)

′

14: V := (WW ′)−
1/2

15: for i := 1, . . . , n do
16: wik+1 := V wik+1

17: end for
18: convergencia := TRUE
19: for i := 1, . . . , n do
20: if |w′ikwik+1| 6= 1 then
21: convergencia := FALSE
22: end if
23: end for
24: for i := 1, . . . , n do
25: wik = wik+1

26: end for
27: until convergencia
28: return (w1k, . . . , wmk)

′

29: end procedure



Apêndice B

Análise de Componentes Principais Comuns

Neste apêndice é feita uma breve revisão sobre a análise de componentes principais comuns (ou
CPCA), tendo em vista três objetivos principais. Em primeiro lugar, definir formalmente a CPCA,
esclarecendo a relação desta com as análises de componentes independentes (ICA) e principais (PCA).
Em seguida, definir o problema de otimização usado para estimar as componentes principais comuns
(ou CPCs) e, por último, apresentar a adaptação do algoritmo FG para a estimação das mesmas.

Para um melhor tratamento sobre CPCs, recomenda-se a consulta a [20, 4]. Além disso, como
nesta revisão são omitidas as provas de corretude e convergência do algoritmo FG, recomenda-se a
consulta a [21, 19] para um tratamento mais completo. Aqui, a apresentação se limita à descrição do
algoritmo e à apresentação de seu pseudocódigo.

B.1 Definição

A PCA e a ICA são métodos estatı́sticos de amostra única, ou seja, estudam as propriedades de apenas
uma amostra. Em [20], a CPCA é apresentada como uma generalização da PCA para lidar com um
conjunto de amostras, buscando identificar a estrutura comum a todas elas.

Desta forma, por se tratar de uma extensão, as principais caracterı́sticas da PCA também podem
ser encontradas na CPCA. Entre estas, por exemplo, estão a diagonalização da matriz de covariância
e o cálculo das componentes principais através da multiplicação do dado original por uma matriz
ortogonal.

Conceitualmente, a CPCA é baseada na hipótese de componentes principais comuns, que é
caracterizada pela existência de uma matriz capaz de diagonalizar simultaneamente todo o conjunto de
matrizes de covariância das amostras em estudo.

Assim, considere um conjunto de amostras A = {A1, · · · , Ap}, onde cada amostra Ai tem matriz
de covariância amostral Si e é obtida através de observações de um vetor aleatório xi. Neste contexto,
diz-se que as amostras em A satisfazem a hipótese de componentes principais comuns se existe uma
matriz ortogonal BS que as diagonaliza simultaneamente, ou seja,

Si = BS∆2
iB
′
S, 1 ≤ i ≤ p, (B.1.1)

onde as matrizes ∆2
i são diagonais.

Como todas as matrizes Si são diagonalizáveis por uma mesma matriz ortogonal BS , a estrutura
compartilhada pelas amostras Ai consiste em nada mais que um conjunto de autovetores. No caso, os
autovetores das matrizes Si, que são os vetores coluna da matriz BS .

Considere agora a matriz Si associada ao vetor aleatório xi. Pela Equação (B.1.1) e pela ortogona-

97
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lidade de BS , vale que

∆2
i = B′SSiBS = B′SE [xix

′
i]BS = E [(B′Sxi) (x′iBS)] . (B.1.2)

Logo, tomando
yi = B′Sxi, (B.1.3)

obtém-se
∆2
i = E [yiy

′
i] = Cov (yi) . (B.1.4)

Assim, como na PCA, a Equação (B.1.3) permite obter um vetor yi com coordenadas não corre-
lacionadas entre si. Neste contexto, entretanto, as coordenadas de yi são denominadas componentes
principais comuns de xi.

Finalmente, pela ortogonalidade de BS e pela Equação (B.1.3), os vetores xi podem ser escritos
como uma combinação linear de suas componentes principais comuns yi. Isto é,

xi = BSyi. (B.1.5)

Desta maneira, pelas Equações (B.1.1), (B.1.3) e (B.1.5), os vetores xi têm as principais proprieda-
des encontradas na PCA (veja o Apêndice A), o que demonstra a grande semelhança existente entre a
CPCA e a PCA.

Até este ponto, considerou-se que a hipótese de componentes principais comuns é satisfeita. Na
prática, entretanto, dificilmente é possı́vel encontrar a matriz BS que diagonalize todas as matrizes de
covariância simultaneamente.

Assim, a definição formal da CPCA (veja a Definição 19) abandona este requisito em favor de
um menos restritivo, exigindo apenas que as matrizes ∆i sejam simultaneamente o mais diagonais
possı́vel.

Além disso, a Definição 19 considera o caso em que a matriz BS tem tamanho m× n para permitir
uma melhor comparação com as definições da PCA e da ICA, feitas no Apêndice A. No restante deste
apêndice, entretanto, considera-se o caso mais simples em que BS é uma matriz ortogonal.

Definição 19. Análise de Componentes Principais Comuns (CPCA)
Seja X = {x1, · · · , xp} um conjunto de p vetores aleatórios m-dimensionais com médias zero

e matrizes de covariância Σ1, · · · ,Σp. Além disso, cada vetor xi está associado a um vetor n-
dimensional yi, que contém as chamadas componentes principais comuns (ou CPCs) de xi. Neste
contexto, a CPCA de X consiste no conjunto de matrizes {BS,∆1, · · · ,∆p} satisfazendo:

(i) BS é uma matriz m× n de posto completo satisfazendo B′SBS = In,

(ii) ∆1, · · · ,∆p são matrizes reais n× n, positivas e, simultaneamente, o mais diagonais possı́vel

(iii) Σi = BS∆2
iB
′
S , 1 ≤ i ≤ p.

B.2 Estimação

Uma vez disponı́vel a estimativa B̂ para a matriz ortogonal BS , que extrai as componentes principais
comuns de um conjunto de amostras, as estimativas para a CPCA e para as CPCs podem ser calculadas
com facilidade. Desta forma a estimação de BS é de fundamental importância no contexto da CPCA.

As CPCs do vetor aleatório xi, por exemplo, podem ser calculadas pela Equação (B.1.3), ou seja,
as CPCs yi são estimadas como

ŷi = B̂′xi. (B.2.1)
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No caso da CPCA, pela Definição 19 e pela Equação (B.1.1), a estimativa é dada pelo conjunto

B̂ ∪
{

∆1 = B̂′S1B̂, · · · ,∆p = B̂SpB̂
}
. (B.2.2)

Assumindo que os vetores aleatórios xi têm distribuição Normal multivariada, é possı́vel obter um
estimador para BS baseado na maximização de verossimilhança, como feito em [20]. A hipótese de
normalidade, entretanto, limita a aplicação do estimador obtido.

Desta forma, aqui é adotado o estimador desenvolvido em [4], onde a estimativa para BS é
calculada por mı́nimos quadrados, explorando diretamente a propriedade de diagonalização simultânea
das matrizes de covariância. Mais especificamente, a estimativa B̂ é dada pela matriz ortogonal que
minimiza o erro total de diagonalização das p matrizes S1, · · · , Sp, ou seja,

B̂ = argmin
F∈Om

p∑
k=1

g (F, Sk) , (B.2.3)

onde Om é o conjunto de matrizes ortogonais de tamanho m×m e g (F, Sk) a função que mede o erro
de diagonalização da matriz Sk pela matriz F .

Quanto ao erro de diagonalização da matriz Sk pela matriz F , este é dado pela soma do quadrado
dos elementos fora da diagonal da matriz F ′SkF , que são nulos quando Sk é diagonalizável por F .
Assim, o erro g (F, Sk) é dado por

g (F, Sk) = ‖F ′SkF − diag (F ′SkF )‖2
F , (B.2.4)

onde ‖·‖F é a norma de Frobenius.

A Equação (B.2.4), entretanto, pode ser escrita de forma mais conveniente. Tomando Q = F ′SkF
e D = diag (F ′SkF ), obtém-se

g (F, Sk) = ‖Q−D‖2
F

= traço
[
(Q−D)′ (Q−D)

]
= traço [Q′Q]− traço [Q′D]− traço [D′Q] + traço

[
D2
]

= traço [Q′Q]− 2 traço [Q′D] + traço
[
D2
]
.

(B.2.5)

Pela ortogonalidade de F e pela invariância do traço de uma matriz quanto a transformações de
similaridade, Q′Q e S ′kSk têm o mesmo traço, como demonstra a Equação (B.2.6).

traço [Q′Q] = traço
[
(F ′SkF )

′
(F ′SkF )

]
= traço [F ′S ′kSkF ] = traço [S ′kSk] (B.2.6)

Além disso, é válido que

traço [Q′D] = traço
[
D2
]

=
m∑
j=1

(
F ′jSkFj

)2
. (B.2.7)

Assim, pelas Equações (B.2.5), (B.2.6) e (B.2.7), o erro g (F, Sk) pode ser escrito como

g (F, Sk) = traço [S ′kSk]−
m∑
j=1

(
F ′jSkFj

)2
. (B.2.8)
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O erro total de diagonalização é, então, dado por

p∑
k=1

g (F, Sk) =

p∑
k=1

traço [S ′kSk]−
p∑

k=1

m∑
j=1

(
F ′jSkFj

)2
= K −

p∑
k=1

m∑
j=1

(
F ′jSkFj

)2
. (B.2.9)

Como o termo K na Equação (B.2.9) tem valor independente de F , a minimização do erro total de
diagonalização pode ser escrita como um problema, mais simples, de maximização. Desta forma, a
estimativa de BS pode ser calculada como

B̂ = argmax
F∈Om

p∑
k=1

m∑
j=1

(
F ′jSkFj

)2
. (B.2.10)

Em [4], o cálculo de B̂ é feito atribuindo diferentes pesos às matrizes Sk, sendo o peso de cada
matriz determinado pelo número nk de amostras utilizado em sua estimação. Adotando esta estratégia,
o valor de B̂ passa ser dado por

B̂ = argmax
F∈Om

p∑
k=1

m∑
j=1

1/2 (nk − 1)2 (F ′jSkFj)2
. (B.2.11)

A fim de encontrar as soluções do Problema (B.2.11), é preciso calcular sua função lagrangiana.
Sendo as restrições de ortogonalidade descritas pelas Equações (B.2.12),{

Fi′Fi = 1, 1 ≤ i ≤ m

F ′iFj = 0, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m, i 6= j
(B.2.12)

a lagrangiana em questão é dada por

L (F ) =

p∑
k=1

m∑
j=1

1/2 (nk − 1)2 [F ′jSkFj]2 − 2
m∑
i=1

m∑
j=i+1

λijF
′
jFi −

m∑
i=1

λi (1− F ′iFi) . (B.2.13)

Como as restrições F ′iFj e F ′jFi são iguais, considera-se que λij e λji, os multiplicadores de
Lagrange associados a elas, também o são. Com isso, na Equação (B.2.13), cada multiplicador λij é
contabilizado duas vezes.

Finalmente, o sistema de equações que permite calcular B̂ é obtido através dos valores, nos pontos
de máximo da lagrangiana L, dos multiplicadores λij . Estes, por sua vez, podem ser calculados
multiplicando as condições de primeira ordem, dadas por

∂L
∂Fi

=

p∑
k=1

2 (nk − 1)2 (F ′iSkFi)SkFi − 2
m∑

j=1,j 6=i

λijFj − 2λiFi = 0, (B.2.14)

à esquerda pelo vetor coluna Fq, ou seja, a partir da equação

F ′q

(
∂L
∂Fi

)
=

p∑
k=1

(nk − 1)2 (F ′iSkFi)F
′
qSkFi −

m∑
j=1,j 6=i

λijF
′
qFj − λiF ′qFi = 0. (B.2.15)
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Tomando q 6= i na Equação (B.2.15), obtém-se que

λiq =

p∑
k=1

(nk − 1)2 (F ′iSkFi)
(
F ′qSkFi

)
, (B.2.16)

já que F ′qFj = 1 e F ′qFi = 0, pela ortogonalidade de F .

Como as matrizes de covariância Sk são simétricas, F ′SkF também o são. Assim, vale que

F ′qSkFi = F ′iSkFq. (B.2.17)

Desta forma, pelas Equações (B.2.16) e (B.2.17), o multiplicador λiq também é dado pela expressão

λiq =

p∑
k=1

(nk − 1)2 (F ′iSkFi) (F ′iSkFq) . (B.2.18)

Já que λiq é igual a λqi, a diferença destes é nula e dada por

λqi − λiq =

p∑
k=1

(nk − 1)2 (F ′qSkFq) (F ′qSkFi)− p∑
k=1

(nk − 1)2 (F ′iSkFi)
(
F ′qSkFi

)
=

p∑
k=1

(nk − 1)2 [F ′qSkFq − F ′iSkFi] (F ′qSkFi)
= F ′q

(
p∑

k=1

(nk − 1)2 [F ′qSkFq − F ′iSkFi]Sk
)
Fi

= 0

(B.2.19)

Assim, aplicando a Equação (B.2.19) a todos os pares de colunas de F , obtém-se o conjunto de
equações que, se resolvido, fornece a estimativa B̂. Lembrando que as soluções do sistema devem ser
matrizes ortogonais, a estimação de BS pode ser escrita, então, como o Problema (B.2.20), onde são
incluı́das as restrições de ortogonalidade.


B̂′j

(
p∑

k=1

(nk − 1)2
[
B̂′jSkB̂j − B̂′iSkB̂i

]
Sk

)
B̂i = 0, 1 ≤ i < j ≤ m

Sujeito a:
B̂′B̂ = Im

(B.2.20)

Quanto às soluções do Problema (B.2.20), estas podem ser encontradas através de uma adaptação
do algoritmo FG (ver [4, 21, 19]), que é apresentada na Seção B.3.

A estimação por máxima verossimilhança, que considera apenas vetores xi com distribuição
Normal multivariada, é feita através da resolução do Problema (B.2.21) (ver [20]). Comparando-o
com o problema obtido pela técnica de mı́nimos quadrados (Problema (B.2.20)), percebe-se a que a
diferença entre os dois está na atribuição dos pesos dados às matrizes Sk.
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
B̂′j

(
p∑

k=1

(nk − 1)

[
B̂′jSkB̂j − B̂′iSkB̂i

B̂′jSkB̂j B̂′iSkB̂i

]
Sk

)
B̂i = 0, 1 ≤ i < j ≤ m

Sujeito a:
B̂′B̂ = Im

(B.2.21)

B.3 Adaptação do algoritmo FG

O algoritmo FG foi originalmente criado para encontrar as soluções do Problema (B.2.21), ou seja,
para fazer a estimação da matriz BS no caso de vetores aleatórios com distribuição Normal (veja [21]).
Em [4], sem fornecer detalhes sobre como adaptar o algoritmo FG, o mesmo é utilizado para resolver
o Problema (B.2.20). Assim, nesta seção o algoritmo FG é apresentado em maiores detalhes, com foco
na estimação de BS por mı́nimos quadrados.

O algoritmo FG é uma boa alternativa para a resolução dos Problemas (B.2.20) e (B.2.21) devido
à simplicidade de sua implementação computacional e robustez numérica. De acordo com [44],
por depender principalmente do cálculo de autovetores de matrizes 2 × 2, o algoritmo FG evita os
transtornos tipicamente encontrados em problemas de otimização com muitas variáveis.

Assim, seja S = {S1, · · · , Sp} um conjunto de p matrizes de covariância amostral que devem ser
diagonalizadas simultaneamente e Φ (F, S) o erro total de diagonalização dos elementos de S por uma
matriz ortogonal F .

O algoritmo FG encontra as soluções para o Problema (B.2.20) iterativamente, produzindo uma
sequência

{
B̂k

}
k≥0

de matrizes ortogonais onde o erro total de diagonalização é reduzido progressiva-

mente até que um mı́nimo local da função de erro Φ
(
B̂k, S

)
seja atingido, ou seja, para duas matrizes

desta sequência, B̂j e B̂k com j < k, vale que Φ
(
B̂j, S

)
≥ Φ

(
B̂k, S

)
.

Considere agora a k-ésima iteração do algoritmo FG. Nesta iteração, o algoritmo calcula a matriz
B̂k+1, aplicando uma rotação especı́fica a cada um dos m(m + 1)/2 pares de colunas da matriz B̂k,
obtida na iteração passada.

Cada uma das rotações aplicadas é escolhida de forma com que o par de colunas rotacionado
satisfaça à equação do Problema (B.2.20) a ele correspondente, ou seja, ao par de colunas B̂k,j e B̂k,i

da matriz B̂k é aplicada uma rotação Qji de forma que as colunas rotacionadas, Rj e Ri, satisfaçam à
equação

R′j

(
p∑

k=1

(nk − 1)2 [R′jSkRj −R′iSkRi

]
Sk

)
Ri = 0. (B.3.1)

Desta maneira, ao fim de cada iteração, os pares de colunas da matriz B̂k+1 são soluções viáveis
para o Problema (B.2.20), pois obedecem às restrições do mesmo. Além disso, como mostrado em [21],
a cada iteração o erro total de diagonalização diminui ou não sofre alteração.

Finalmente, para completar a visão geral do algoritmo FG, é preciso definir a função do erro total
de diagonalização. Adotando a métrica de erro definida na Equação (B.2.4), Φ (F, S) é dado por

Φ (F, S) =

p∑
k=1

‖F ′SkF − diag (F ′SkF )‖2
F . (B.3.2)

Outras métricas para o erro de diagonalização também podem ser adotadas. Em [21], por exemplo, o
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erro de diagonalização total é dado por

Φ (F, S, n) =
k∏
i=1

[
det (diag (F ′SiF ))

det (F ′SiF )

]ni
, (B.3.3)

onde ni corresponde ao número de amostras usadas no cálculo da matriz de covariância amostral Si.
No Algoritmo 7 é apresentado o pseudocódigo da função F , ponto de entrada do algoritmo FG.

Como pode ser visto no mesmo, o algoritmo realiza um número indeterminado de iterações do loop
mais externo (linhas 3 a 12) até que ocorra a convergência do erro total de diagonalização (na linha
12). Além disso, a cada iteração do loop mais interno (linhas 7 a 9), a rotação Q é aplicada à matriz
formada pelas colunas Bj e Bi, resultando na matriz R de colunas rotacionadas. Então, as colunas Bj

e Bi são atualizadas com as colunas de R (na linha 9).

Algorithm 7 Algoritmo F
1: procedure F(A1, . . . , Ap;n1, . . . , np)
2: B := Im
3: repeat
4: Bold := B
5: for j := 1, · · · ,m do
6: for i := l + 1, · · · ,m do
7: Q := G (Bj;Bi;A1, . . . , Ap;n1, . . . , np)
8: R := [Bj Bi]Q
9: B := [B1 . . . Bj−1 R1 Bj+1 . . . Bi−1 R2 Bi+1 . . . Bm]

10: end for
11: end for
12: until |Φ (B)− Φ (Bold)| ≈ 0
13: return B
14: end procedure

A prova de convergência da função F pode ser encontrada em [21]. Aqui, a apresentação se limita
à sua descrição e à apresentação do seu pseudocódigo.

Para completar a descrição do algoritmo FG, é preciso ainda definir o algoritmo para o cálculo das
matrizes de rotação Q. Assim, considere a matriz H , formada pelo par de colunas B̂j e B̂i, ou seja,

H =
[
B̂j B̂i

]
. (B.3.4)

Ao aplicar a rotação Q à matriz H , é obtida a matriz R com as colunas rotacionadas. Assim,

R = [Rj Ri] = HQ. (B.3.5)

Como as colunas rotacionadas R devem obedecer as equações do Problema (B.2.20), a equação
correspondente a estas pode ser escrita como

R′j

(
p∑

k=1

wkSk

)
Ri = 0, (B.3.6)

onde wk é dado por
wk = (nk − 1)2 [R′jSkRj −R′iSkRi

]
. (B.3.7)
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Considere agora a matriz simétrica M , dada por

M =

p∑
k=1

wk [R′SkR] . (B.3.8)

Como a matriz R′SkR, de tamanho 2× 2, é dada por

R′SkR =

[
R′jSkRj R′jSkRi

R′iSkRj R′iSkRi

]
, (B.3.9)

os termos fora da diagonal de M são iguais a

M12 = M21 =

p∑
k=1

wk
[
R′jSkRi

]
= R′j

(
p∑

k=1

wkSk

)
Ri. (B.3.10)

Logo, a Equação (B.3.6) é satisfeita se, e somente se, Rj e Ri forem escolhidos de forma que M
seja uma matriz diagonal.

Desta maneira, escrevendo a matriz M em função de Q, esta pode ser escolhida de forma que M
seja diagonal e, consequentemente, de forma que a Equação (B.3.6) seja satisfeita.

Assim, considere as seguintes definições:

Tk := H ′SkH =

[
B̂′jSkB̂j B̂′jSkB̂i

B̂′iSkB̂j B̂′iSkB̂i

]
(B.3.11)

e
vk := (nk − 1)2 [Q′1TkQ1 −Q′2TkQ2] . (B.3.12)

Pela Equação (B.3.5), vale que

R′SkR = (HQ)′ Sk (HQ) = Q′ (H ′SkH)Q = Q′TkQ. (B.3.13)

Quanto a wk, também pela Equação (B.3.5) vale que

wk = (nk − 1)2 [R′jSkRj −R′iSkRi

]
= (nk − 1)2 [Q′1TkQ1 −Q′2TkQ2]

= vk.

(B.3.14)

Logo, a matriz M pode ser escrita em função de Q como

M =

p∑
k=1

vk [Q′TkQ]

= Q′

(
p∑

k=1

vkTk

)
Q

= Q′WQ,

(B.3.15)

onde a matriz W é dada por

W =

p∑
k=1

vkTk. (B.3.16)
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Finalmente, pela Equação (B.3.15), para que M seja diagonal, basta que a matriz de rotação Q seja
composta pelos autovetores da matriz W . Entretanto, como o valor da matriz W depende da rotação Q
através do termo vk (veja Equação (B.3.12)), é necessário um algoritmo iterativo para calcular o valor
de Q (ver [21]).

Assim, considere o Algoritmo 8, onde a função G, responsável pelo cálculo da rotação Q, é
descrita.

Analisando o pseudocódigo de G, é possı́vel ver que a mesma realiza um número indeterminado
de iterações do loop principal (linhas 6 a 15) até que a matriz de rotação Q não apresente alterações
significativas. Na linha 15, ‖·‖ representa uma norma matricial.

Além disso, percebe-se que, a cada iteração, a função G calcula a matriz W utilizando o valor mais
recente da rotação Q. Em seguida, Q é atualizada com os autovetores da nova matriz W . Vale ressaltar
que a matriz W tem tamanho 2× 2. Assim, o cálculo de seus autovetores é trivial.

Como no caso do algoritmo F , a prova de convergência do algoritmo G é omitida aqui. A mesma,
entretanto, pode ser encontrada em [21].

Algorithm 8 Algoritmo G
1: procedure G(Bj;Bi;A1, · · · , Ap;n1, · · · , np)
2: Q := I2

3: for k := 1, · · · , p do

4: Tk :=

[
B′jAkBj B′jAkBi

B′iAkBj B′iAkBi

]
5: end for
6: repeat
7: W := 0
8: for k := 1, · · · , p do
9: d1 := Q′1TkQ1

10: d2 := Q′2TkQ2

11: W := W + (nk − 1)2 (d1 − d2)Tk
12: end for
13: Qold := Q
14: Q := autovetores(W )
15: until ‖Q−Qold‖ ≈ 0
16: return Q
17: end procedure
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Apêndice C

Dados Históricos

As séries de retornos utilizadas nos testes foram calculadas a partir de séries históricas de preços de
fechamento de ações negociadas na BM&FBovespa, que podem ser obtidas gratuitamente no web site
www.bmfbovespa.com.br.

Entre todas as séries disponı́veis, vinte foram selecionadas por terem sido negociadas diariamente
no perı́odo de estudo (de 01/01/2006 a 14/01/2013) e por apresentarem um número médio de negócios
diários superior a 1000, o que demonstra uma boa liquidez.

Na Tabela C.1, são apresentados os códigos das ações escolhidas e algumas estatı́sticas diárias.
Entre estas, destacam-se as mais importantes para a seleção das ações: o número médio de negócios
(Mean #Trades), o volume médio de capital (Mean Volume) e a quantidade média de ações negociadas
(Mean Quantity).

CODNEG First Date Last Date #Dates Mean #Trades Mean Volume(R$) Mean Quantity Name
PETR4 20060102 20130114 1737 17853 57864136121 18230315 PETROBRAS
VALE5 20060102 20130114 1737 15875 56916669690 13657950 VALE R DOCE
GGBR4 20060102 20130114 1737 7089 10615071368 4709302 GERDAU
USIM5 20060102 20130114 1737 5829 11335472607 3751863 USIMINAS
VALE3 20060102 20130114 1737 5330 14321899258 3096947 VALE R DOCE
PETR3 20060102 20130114 1737 5324 13272619724 3904257 PETROBRAS
CSNA3 20060102 20130114 1737 4672 9118076299 2643182 SID NACIONAL
CYRE3 20060102 20130114 1737 4521 5116288706 2798380 CYRELA REALT
CMIG4 20060102 20130114 1737 3349 5356616957 89385966 CEMIG
CCRO3 20060102 20130114 1737 2894 3485731420 1390844 CCR RODOVIAS
NATU3 20060102 20130114 1737 2454 3172934570 967617 NATURA
GOAU4 20060102 20130114 1737 2350 2707958185 886626 GERDAU MET
LREN3 20060102 20130114 1737 2306 3920239688 940654 LOJAS RENNER
BRAP4 20060102 20130114 1737 2256 3943556971 972704 BRADESPAR
KLBN4 20060102 20130114 1737 2161 1241988401 2080341 KLABIN S/A
EMBR3 20060102 20130114 1737 2097 2015113006 1545376 EMBRAER
CPLE6 20060102 20130114 1737 1617 2212459408 181023534 COPEL
CRUZ3 20060102 20130114 1737 1607 1840707132 512419 SOUZA CRUZ
DASA3 20060102 20130114 1737 1462 1612560645 813305 DASA
CPFE3 20060102 20130114 1737 1439 1624844233 520024 CPFL ENERGIA

Tabela C.1: Ações da BM&FBovespa selecionadas para estudo

Antes de calcular as séries de retorno diário, os preços históricos das vinte ações selecionadas
foram devidamente ajustados em relação aos seus fatores de cotação e aos seus eventos corporativos.

O ajuste quanto ao fator de cotação é essencial pois cada preço fornecido pela bolsa está associado
a uma determinada quantidade de ações. Esta quantidade pode ser diferente de ação para ação e
também pode sofrer alterações ao longo do tempo, como ocorreu para a ação CMIG4. Assim, todos os
preços históricos foram ajustados de forma a corresponder a uma única ação.

Como exemplos de eventos corporativos, é possı́vel citar o pagamento de dividendos, de juros
sobre o capital próprio, o grupamento (ou desdobramento) das ações e as aquisições e fusões com
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outras empresas. A importância desses eventos reside no efeito direto que têm sobre o preço das ações.
Além disso, como estas alterações no preço são fruto de decisões estratégicas e administrativas de
cada empresa, estas geralmente não são incorporadas nos modelos de retornos. Assim, devem ser
descontadas de maneira apropriada, permitindo a análise com base apenas nas flutuações de mercado
do valor de cada ação.

O ajuste devido a um evento corporativo é bem simples. Considere uma ação que tem um evento
corporativo E em uma data d. Como todos os eventos corporativos, E pode ser descrito como um fator
multiplicativo real α que é aplicado ao preço da ação. Calculado α, o ajuste em relação a E consiste
em multiplicar todos os preços anteriores à data d por α.

Considere agora a Figura C.1. Esta apresenta a série de preços de fechamento de duas ações
(CMIG4 e EMBR3) antes e depois da realização do ajuste de preços. Como fica evidente, as séries
ajustadas apresentam diferenças bastante significativas em relação às originais.

Finalmente, na Tabela C.2 é apresentada a matriz de correlação dos log-retornos e nas figuras C.2
e C.3 são apresentados dois gráficos que permitem comparar os retornos diários das ações selecionadas.
O primeiro gráfico é um gráfico de barras que mostra o valor do log-retorno médio para cada uma das
ações. O segundo gráfico é um boxplot dos retornos, onde é possı́vel ver os quartis da distribuição
empı́rica de cada ação junto com alguns valores extremos de retorno.

Entre os retornos médios, destaca-se o da ação EMBR3 que é o único negativo entre os selecionados.
Através da Figura C.1, é possı́vel ver que este valor negativo é razoável.
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Figura C.1: Séries de preços de fechamento CMIG4 e EMBR3 antes e depois do ajuste
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PETR4 1.00 0.73 0.69 0.58 0.72 0.97 0.66 0.48 0.37 0.35 0.31 0.66 0.40 0.69 0.49 0.35 0.44 0.36 0.32 0.41
VALE5 0.73 1.00 0.75 0.66 0.97 0.72 0.76 0.53 0.43 0.39 0.33 0.73 0.48 0.90 0.54 0.41 0.47 0.38 0.39 0.46
GGBR4 0.69 0.75 1.00 0.74 0.75 0.68 0.78 0.56 0.43 0.40 0.33 0.95 0.48 0.74 0.53 0.42 0.49 0.40 0.40 0.47
USIM5 0.58 0.66 0.74 1.00 0.65 0.57 0.77 0.51 0.39 0.34 0.31 0.73 0.47 0.67 0.46 0.35 0.45 0.35 0.38 0.43
VALE3 0.72 0.97 0.75 0.65 1.00 0.72 0.75 0.52 0.41 0.37 0.33 0.73 0.47 0.91 0.52 0.41 0.45 0.37 0.39 0.44
PETR3 0.97 0.72 0.68 0.57 0.72 1.00 0.66 0.48 0.36 0.34 0.30 0.66 0.38 0.68 0.49 0.36 0.42 0.35 0.31 0.39
CSNA3 0.66 0.76 0.78 0.77 0.75 0.66 1.00 0.53 0.41 0.35 0.31 0.75 0.47 0.74 0.50 0.42 0.48 0.35 0.40 0.46
CYRE3 0.48 0.53 0.56 0.51 0.52 0.48 0.53 1.00 0.37 0.37 0.33 0.57 0.51 0.54 0.45 0.37 0.41 0.31 0.33 0.40
CMIG4 0.37 0.43 0.43 0.39 0.41 0.36 0.41 0.37 1.00 0.35 0.30 0.43 0.38 0.42 0.38 0.28 0.62 0.32 0.28 0.53
CCRO3 0.35 0.39 0.40 0.34 0.37 0.34 0.35 0.37 0.35 1.00 0.27 0.41 0.32 0.39 0.37 0.28 0.36 0.35 0.27 0.36
NATU3 0.31 0.33 0.33 0.31 0.33 0.30 0.31 0.33 0.30 0.27 1.00 0.34 0.37 0.34 0.30 0.21 0.32 0.33 0.22 0.36
GOAU4 0.66 0.73 0.95 0.73 0.73 0.66 0.75 0.57 0.43 0.41 0.34 1.00 0.47 0.73 0.52 0.40 0.48 0.40 0.39 0.47
LREN3 0.40 0.48 0.48 0.47 0.47 0.38 0.47 0.51 0.38 0.32 0.37 0.47 1.00 0.48 0.40 0.30 0.41 0.29 0.33 0.43
BRAP4 0.69 0.90 0.74 0.67 0.91 0.68 0.74 0.54 0.42 0.39 0.34 0.73 0.48 1.00 0.54 0.40 0.48 0.39 0.39 0.46
KLBN4 0.49 0.54 0.53 0.46 0.52 0.49 0.50 0.45 0.38 0.37 0.30 0.52 0.40 0.54 1.00 0.38 0.41 0.38 0.32 0.40
EMBR3 0.35 0.41 0.42 0.35 0.41 0.36 0.42 0.37 0.28 0.28 0.21 0.40 0.30 0.40 0.38 1.00 0.29 0.21 0.25 0.34
CPLE6 0.44 0.47 0.49 0.45 0.45 0.42 0.48 0.41 0.62 0.36 0.32 0.48 0.41 0.48 0.41 0.29 1.00 0.36 0.32 0.56
CRUZ3 0.36 0.38 0.40 0.35 0.37 0.35 0.35 0.31 0.32 0.35 0.33 0.40 0.29 0.39 0.38 0.21 0.36 1.00 0.26 0.38
DASA3 0.32 0.39 0.40 0.38 0.39 0.31 0.40 0.33 0.28 0.27 0.22 0.39 0.33 0.39 0.32 0.25 0.32 0.26 1.00 0.31
CPFE3 0.41 0.46 0.47 0.43 0.44 0.39 0.46 0.40 0.53 0.36 0.36 0.47 0.43 0.46 0.40 0.34 0.56 0.38 0.31 1.00

Tabela C.2: Matriz de correlação dos log-retornos diários
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Figura C.2: Média dos log-retornos diários
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Figura C.3: Boxplot dos log-retornos diários
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112 APÊNDICE D. DIAGNÓSTICO MODELOS IGARCH

PETR4 – Diagnóstico do Modelo IGARCH(1,1)

Test Null.Hypothesis pvalue Rejected.0.01 Rejected.0.05
1 Kurtosis Test Kurtosis == 3 0.0000 TRUE TRUE
2 Skewness Test Skewness == 0 0.0017 TRUE TRUE
3 Jarque Bera Test Normality 0.0000 TRUE TRUE
4 LM Test for ARCH effects (lags=12) No ARCH effects 0.7685 FALSE FALSE
5 KPSS Test Level stationarity 0.1000 FALSE FALSE
6 Ljung-Box (lags=1) No autocorrelation 0.8056 FALSE FALSE
7 Ljung-Box (lags=2) No autocorrelation 0.8856 FALSE FALSE
8 Ljung-Box (lags=3) No autocorrelation 0.9414 FALSE FALSE
9 Ljung-Box (lags=4) No autocorrelation 0.9750 FALSE FALSE

10 Ljung-Box (lags=5) No autocorrelation 0.6860 FALSE FALSE
11 Ljung-Box (lags=6) No autocorrelation 0.7911 FALSE FALSE
12 Ljung-Box (lags=7) No autocorrelation 0.8712 FALSE FALSE

Tabela D.1: Testes para os resı́duos padronizados PETR4

Test Null.Hypothesis pvalue Rejected.0.01 Rejected.0.05
1 Kurtosis Test Kurtosis == 3 0.0000 TRUE TRUE
2 Skewness Test Skewness == 0 0.0000 TRUE TRUE
3 Jarque Bera Test Normality 0.0000 TRUE TRUE
4 LM Test for ARCH effects (lags=12) No ARCH effects 1.0000 FALSE FALSE
5 KPSS Test Level stationarity 0.1000 FALSE FALSE
6 Ljung-Box (lags=1) No autocorrelation 0.1958 FALSE FALSE
7 Ljung-Box (lags=2) No autocorrelation 0.1283 FALSE FALSE
8 Ljung-Box (lags=3) No autocorrelation 0.0994 FALSE FALSE
9 Ljung-Box (lags=4) No autocorrelation 0.1514 FALSE FALSE

10 Ljung-Box (lags=5) No autocorrelation 0.2246 FALSE FALSE
11 Ljung-Box (lags=6) No autocorrelation 0.3178 FALSE FALSE
12 Ljung-Box (lags=7) No autocorrelation 0.3606 FALSE FALSE

Tabela D.2: Testes para o quadrado dos resı́duos padronizados PETR4
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PETR4 – Diagnóstico do Modelo IGARCH(1,1) – Gráficos
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PETR4 – Resultados do Ajuste do Modelo IGARCH(1,1)
*---------------------------------*
* GARCH Model Fit *
*---------------------------------*

Conditional Variance Dynamics
-----------------------------------
GARCH Model : iGARCH(1,1)
Mean Model : ARFIMA(0,0,0)
Distribution : sstd

Optimal Parameters
------------------------------------

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
mu 0.001665 0.000838 1.9867 0.046953
omega 0.000005 0.000004 1.1334 0.257059
alpha1 0.080920 0.036645 2.2082 0.027232
beta1 0.919080 NA NA NA
skew 0.879619 0.054739 16.0693 0.000000
shape 7.516615 2.311313 3.2521 0.001146

Robust Standard Errors:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

mu 0.001665 0.000934 1.78193 0.074760
omega 0.000005 0.000007 0.77574 0.437904
alpha1 0.080920 0.059568 1.35845 0.174322
beta1 0.919080 NA NA NA
skew 0.879619 0.057650 15.25783 0.000000
shape 7.516615 2.619332 2.86967 0.004109

LogLikelihood : 1463.434

Information Criteria
------------------------------------
Akaike -4.8614
Bayes -4.8248
Shibata -4.8616
Hannan-Quinn -4.8472

Q-Statistics on Standardized Residuals
------------------------------------

statistic p-value
Lag[1] 0.06056 0.8056
Lag[p+q+1][1] 0.06056 0.8056
Lag[p+q+5][5] 3.09096 0.6860
d.o.f=0
H0 : No serial correlation

Q-Statistics on Standardized Squared Residuals
------------------------------------

statistic p-value
Lag[1] 1.674 0.19578
Lag[p+q+1][3] 6.264 0.01232
Lag[p+q+5][7] 7.691 0.17410
d.o.f=2

ARCH LM Tests
------------------------------------

Statistic DoF P-Value
ARCH Lag[2] 3.85 2 0.1458
ARCH Lag[5] 7.29 5 0.2000
ARCH Lag[10] 8.45 10 0.5850

Nyblom stability test
------------------------------------
Joint Statistic: 0.9309
Individual Statistics:
mu 0.15350
omega 0.32981
alpha1 0.04183
skew 0.17349
shape 0.02816

Asymptotic Critical Values (10% 5% 1%)
Joint Statistic: 1.28 1.47 1.88
Individual Statistic: 0.35 0.47 0.75

Sign Bias Test
------------------------------------

t-value prob sig
Sign Bias 2.2455 0.025104 **
Negative Sign Bias 0.5888 0.556226
Positive Sign Bias 2.7149 0.006821 ***
Joint Effect 8.3370 0.039536 **

Adjusted Pearson Goodness-of-Fit Test:
------------------------------------

group statistic p-value(g-1)
1 20 14.00 0.7837
2 30 28.90 0.4703
3 40 26.13 0.9429
4 50 41.33 0.7736
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VALE5 – Diagnóstico do Modelo IGARCH(1,1)

Test Null.Hypothesis pvalue Rejected.0.01 Rejected.0.05
1 Kurtosis Test Kurtosis == 3 0.0000 TRUE TRUE
2 Skewness Test Skewness == 0 0.0001 TRUE TRUE
3 Jarque Bera Test Normality 0.0000 TRUE TRUE
4 LM Test for ARCH effects (lags=12) No ARCH effects 0.9805 FALSE FALSE
5 KPSS Test Level stationarity 0.1000 FALSE FALSE
6 Ljung-Box (lags=1) No autocorrelation 0.9577 FALSE FALSE
7 Ljung-Box (lags=2) No autocorrelation 0.9639 FALSE FALSE
8 Ljung-Box (lags=3) No autocorrelation 0.8123 FALSE FALSE
9 Ljung-Box (lags=4) No autocorrelation 0.9156 FALSE FALSE

10 Ljung-Box (lags=5) No autocorrelation 0.7561 FALSE FALSE
11 Ljung-Box (lags=6) No autocorrelation 0.8439 FALSE FALSE
12 Ljung-Box (lags=7) No autocorrelation 0.8567 FALSE FALSE

Tabela D.3: Testes para os resı́duos padronizados VALE5

Test Null.Hypothesis pvalue Rejected.0.01 Rejected.0.05
1 Kurtosis Test Kurtosis == 3 0.0000 TRUE TRUE
2 Skewness Test Skewness == 0 0.0000 TRUE TRUE
3 Jarque Bera Test Normality 0.0000 TRUE TRUE
4 LM Test for ARCH effects (lags=12) No ARCH effects 1.0000 FALSE FALSE
5 KPSS Test Level stationarity 0.1000 FALSE FALSE
6 Ljung-Box (lags=1) No autocorrelation 0.8149 FALSE FALSE
7 Ljung-Box (lags=2) No autocorrelation 0.8415 FALSE FALSE
8 Ljung-Box (lags=3) No autocorrelation 0.7026 FALSE FALSE
9 Ljung-Box (lags=4) No autocorrelation 0.8282 FALSE FALSE

10 Ljung-Box (lags=5) No autocorrelation 0.8965 FALSE FALSE
11 Ljung-Box (lags=6) No autocorrelation 0.9103 FALSE FALSE
12 Ljung-Box (lags=7) No autocorrelation 0.9381 FALSE FALSE

Tabela D.4: Testes para o quadrado dos resı́duos padronizados VALE5
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VALE5 – Diagnóstico do Modelo IGARCH(1,1) – Gráficos
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VALE5 – Resultados do Ajuste do Modelo IGARCH(1,1)
*---------------------------------*
* GARCH Model Fit *
*---------------------------------*

Conditional Variance Dynamics
-----------------------------------
GARCH Model : iGARCH(1,1)
Mean Model : ARFIMA(0,0,0)
Distribution : sstd

Optimal Parameters
------------------------------------

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
mu 0.001482 0.000904 1.6403 0.100936
omega 0.000005 0.000004 1.1635 0.244640
alpha1 0.066321 0.029468 2.2507 0.024407
beta1 0.933679 NA NA NA
skew 0.906078 0.056444 16.0527 0.000000
shape 9.849934 3.951114 2.4930 0.012669

Robust Standard Errors:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

mu 0.001482 0.000892 1.66131 0.096652
omega 0.000005 0.000005 0.97741 0.328368
alpha1 0.066321 0.038271 1.73293 0.083109
beta1 0.933679 NA NA NA
skew 0.906078 0.054357 16.66894 0.000000
shape 9.849934 4.341336 2.26887 0.023276

LogLikelihood : 1425.29

Information Criteria
------------------------------------
Akaike -4.7343
Bayes -4.6977
Shibata -4.7344
Hannan-Quinn -4.7200

Q-Statistics on Standardized Residuals
------------------------------------

statistic p-value
Lag[1] 0.00281 0.9577
Lag[p+q+1][1] 0.00281 0.9577
Lag[p+q+5][5] 2.63436 0.7561
d.o.f=0
H0 : No serial correlation

Q-Statistics on Standardized Squared Residuals
------------------------------------

statistic p-value
Lag[1] 0.05482 0.8149
Lag[p+q+1][3] 1.41267 0.2346
Lag[p+q+5][7] 2.34776 0.7992
d.o.f=2

ARCH LM Tests
------------------------------------

Statistic DoF P-Value
ARCH Lag[2] 0.3308 2 0.8475
ARCH Lag[5] 1.6798 5 0.8914
ARCH Lag[10] 3.8433 10 0.9541

Nyblom stability test
------------------------------------
Joint Statistic: 1.3021
Individual Statistics:
mu 0.10540
omega 0.41125
alpha1 0.02078
skew 0.15800
shape 0.05681

Asymptotic Critical Values (10% 5% 1%)
Joint Statistic: 1.28 1.47 1.88
Individual Statistic: 0.35 0.47 0.75

Sign Bias Test
------------------------------------

t-value prob sig
Sign Bias 0.3324 0.7397
Negative Sign Bias 0.1637 0.8700
Positive Sign Bias 0.4709 0.6379
Joint Effect 0.8547 0.8363

Adjusted Pearson Goodness-of-Fit Test:
------------------------------------

group statistic p-value(g-1)
1 20 28.07 0.08215
2 30 38.80 0.10555
3 40 56.40 0.03524
4 50 66.17 0.05148
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USIM5 – Diagnóstico do Modelo IGARCH(1,1)

Test Null.Hypothesis pvalue Rejected.0.01 Rejected.0.05
1 Kurtosis Test Kurtosis == 3 0.0232 FALSE TRUE
2 Skewness Test Skewness == 0 0.4946 FALSE FALSE
3 Jarque Bera Test Normality 0.1297 FALSE FALSE
4 LM Test for ARCH effects (lags=12) No ARCH effects 0.5088 FALSE FALSE
5 KPSS Test Level stationarity 0.1000 FALSE FALSE
6 Ljung-Box (lags=1) No autocorrelation 0.9780 FALSE FALSE
7 Ljung-Box (lags=2) No autocorrelation 0.9752 FALSE FALSE
8 Ljung-Box (lags=3) No autocorrelation 0.6217 FALSE FALSE
9 Ljung-Box (lags=4) No autocorrelation 0.5364 FALSE FALSE

10 Ljung-Box (lags=5) No autocorrelation 0.1588 FALSE FALSE
11 Ljung-Box (lags=6) No autocorrelation 0.2328 FALSE FALSE
12 Ljung-Box (lags=7) No autocorrelation 0.2114 FALSE FALSE

Tabela D.5: Testes para os resı́duos padronizados USIM5

Test Null.Hypothesis pvalue Rejected.0.01 Rejected.0.05
1 Kurtosis Test Kurtosis == 3 0.0000 TRUE TRUE
2 Skewness Test Skewness == 0 0.0000 TRUE TRUE
3 Jarque Bera Test Normality 0.0000 TRUE TRUE
4 LM Test for ARCH effects (lags=12) No ARCH effects 0.6600 FALSE FALSE
5 KPSS Test Level stationarity 0.1000 FALSE FALSE
6 Ljung-Box (lags=1) No autocorrelation 0.8842 FALSE FALSE
7 Ljung-Box (lags=2) No autocorrelation 0.9395 FALSE FALSE
8 Ljung-Box (lags=3) No autocorrelation 0.5867 FALSE FALSE
9 Ljung-Box (lags=4) No autocorrelation 0.4901 FALSE FALSE

10 Ljung-Box (lags=5) No autocorrelation 0.6115 FALSE FALSE
11 Ljung-Box (lags=6) No autocorrelation 0.6884 FALSE FALSE
12 Ljung-Box (lags=7) No autocorrelation 0.6343 FALSE FALSE

Tabela D.6: Testes para o quadrado dos resı́duos padronizados USIM5
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USIM5 – Diagnóstico do Modelo IGARCH(1,1) – Gráficos
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USIM5 – Resultados do Ajuste do Modelo IGARCH(1,1)
*---------------------------------*
* GARCH Model Fit *
*---------------------------------*

Conditional Variance Dynamics
-----------------------------------
GARCH Model : iGARCH(1,1)
Mean Model : ARFIMA(0,0,0)
Distribution : sstd

Optimal Parameters
------------------------------------

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
mu 0.002165 0.001015 2.1328 0.032938
omega 0.000009 0.000006 1.4982 0.134094
alpha1 0.095245 0.028850 3.3014 0.000962
beta1 0.904755 NA NA NA
skew 1.020804 0.061375 16.6322 0.000000
shape 14.449460 8.635908 1.6732 0.094291

Robust Standard Errors:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

mu 0.002165 0.001006 2.1523 0.031377
omega 0.000009 0.000006 1.3936 0.163445
alpha1 0.095245 0.029982 3.1767 0.001489
beta1 0.904755 NA NA NA
skew 1.020804 0.058186 17.5438 0.000000
shape 14.449460 8.366013 1.7272 0.084139

LogLikelihood : 1326.954

Information Criteria
------------------------------------
Akaike -4.4065
Bayes -4.3699
Shibata -4.4067
Hannan-Quinn -4.3923

Q-Statistics on Standardized Residuals
------------------------------------

statistic p-value
Lag[1] 0.000762 0.9780
Lag[p+q+1][1] 0.000762 0.9780
Lag[p+q+5][5] 7.953682 0.1588
d.o.f=0
H0 : No serial correlation

Q-Statistics on Standardized Squared Residuals
------------------------------------

statistic p-value
Lag[1] 0.02122 0.8842
Lag[p+q+1][3] 1.93181 0.1646
Lag[p+q+5][7] 5.21008 0.3908
d.o.f=2

ARCH LM Tests
------------------------------------

Statistic DoF P-Value
ARCH Lag[2] 0.1233 2 0.9402
ARCH Lag[5] 3.5261 5 0.6194
ARCH Lag[10] 8.5710 10 0.5732

Nyblom stability test
------------------------------------
Joint Statistic: 0.3903
Individual Statistics:
mu 0.03442
omega 0.03863
alpha1 0.05125
skew 0.07488
shape 0.12395

Asymptotic Critical Values (10% 5% 1%)
Joint Statistic: 1.28 1.47 1.88
Individual Statistic: 0.35 0.47 0.75

Sign Bias Test
------------------------------------

t-value prob sig
Sign Bias 0.9066 0.3650
Negative Sign Bias 0.7357 0.4622
Positive Sign Bias 1.2350 0.2173
Joint Effect 2.1285 0.5462

Adjusted Pearson Goodness-of-Fit Test:
------------------------------------

group statistic p-value(g-1)
1 20 30.53 0.04539
2 30 35.00 0.20454
3 40 54.40 0.05163
4 50 50.33 0.42045
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GGBR4 – Diagnóstico do Modelo IGARCH(1,1)

Test Null.Hypothesis pvalue Rejected.0.01 Rejected.0.05
1 Kurtosis Test Kurtosis == 3 0.0293 FALSE TRUE
2 Skewness Test Skewness == 0 0.0696 FALSE FALSE
3 Jarque Bera Test Normality 0.0530 FALSE FALSE
4 LM Test for ARCH effects (lags=12) No ARCH effects 0.6862 FALSE FALSE
5 KPSS Test Level stationarity 0.1000 FALSE FALSE
6 Ljung-Box (lags=1) No autocorrelation 0.7890 FALSE FALSE
7 Ljung-Box (lags=2) No autocorrelation 0.4966 FALSE FALSE
8 Ljung-Box (lags=3) No autocorrelation 0.6562 FALSE FALSE
9 Ljung-Box (lags=4) No autocorrelation 0.3587 FALSE FALSE

10 Ljung-Box (lags=5) No autocorrelation 0.1437 FALSE FALSE
11 Ljung-Box (lags=6) No autocorrelation 0.2117 FALSE FALSE
12 Ljung-Box (lags=7) No autocorrelation 0.2848 FALSE FALSE

Tabela D.7: Testes para os resı́duos padronizados GGBR4

Test Null.Hypothesis pvalue Rejected.0.01 Rejected.0.05
1 Kurtosis Test Kurtosis == 3 0.0000 TRUE TRUE
2 Skewness Test Skewness == 0 0.0000 TRUE TRUE
3 Jarque Bera Test Normality 0.0000 TRUE TRUE
4 LM Test for ARCH effects (lags=12) No ARCH effects 0.7016 FALSE FALSE
5 KPSS Test Level stationarity 0.1000 FALSE FALSE
6 Ljung-Box (lags=1) No autocorrelation 0.8434 FALSE FALSE
7 Ljung-Box (lags=2) No autocorrelation 0.8335 FALSE FALSE
8 Ljung-Box (lags=3) No autocorrelation 0.8346 FALSE FALSE
9 Ljung-Box (lags=4) No autocorrelation 0.7645 FALSE FALSE

10 Ljung-Box (lags=5) No autocorrelation 0.7243 FALSE FALSE
11 Ljung-Box (lags=6) No autocorrelation 0.7513 FALSE FALSE
12 Ljung-Box (lags=7) No autocorrelation 0.6840 FALSE FALSE

Tabela D.8: Testes para o quadrado dos resı́duos padronizados GGBR4
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GGBR4 – Diagnóstico do Modelo IGARCH(1,1) – Gráficos
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GGBR4 – Resultados do Ajuste do Modelo IGARCH(1,1)
*---------------------------------*
* GARCH Model Fit *
*---------------------------------*

Conditional Variance Dynamics
-----------------------------------
GARCH Model : iGARCH(1,1)
Mean Model : ARFIMA(0,0,0)
Distribution : sstd

Optimal Parameters
------------------------------------

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
mu 0.001898 0.000918 2.0663 0.038801
omega 0.000003 0.000003 1.0000 0.317308
alpha1 0.054451 0.027684 1.9668 0.049201
beta1 0.945549 NA NA NA
skew 0.918426 0.056683 16.2027 0.000000
shape 16.971533 11.515214 1.4738 0.140526

Robust Standard Errors:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

mu 0.001898 0.000944 2.00920 0.044516
omega 0.000003 0.000004 0.75525 0.450099
alpha1 0.054451 0.040254 1.35267 0.176161
beta1 0.945549 NA NA NA
skew 0.918426 0.057619 15.93957 0.000000
shape 16.971533 11.878878 1.42871 0.153086

LogLikelihood : 1405.398

Information Criteria
------------------------------------
Akaike -4.6680
Bayes -4.6314
Shibata -4.6681
Hannan-Quinn -4.6537

Q-Statistics on Standardized Residuals
------------------------------------

statistic p-value
Lag[1] 0.07162 0.7890
Lag[p+q+1][1] 0.07162 0.7890
Lag[p+q+5][5] 8.23655 0.1437
d.o.f=0
H0 : No serial correlation

Q-Statistics on Standardized Squared Residuals
------------------------------------

statistic p-value
Lag[1] 0.03904 0.8434
Lag[p+q+1][3] 0.86179 0.3532
Lag[p+q+5][7] 4.80276 0.4404
d.o.f=2

ARCH LM Tests
------------------------------------

Statistic DoF P-Value
ARCH Lag[2] 0.3551 2 0.8373
ARCH Lag[5] 2.9608 5 0.7060
ARCH Lag[10] 6.3514 10 0.7849

Nyblom stability test
------------------------------------
Joint Statistic: 1.8642
Individual Statistics:
mu 0.0787
omega 1.1866
alpha1 0.1504
skew 0.2116
shape 0.1327

Asymptotic Critical Values (10% 5% 1%)
Joint Statistic: 1.28 1.47 1.88
Individual Statistic: 0.35 0.47 0.75

Sign Bias Test
------------------------------------

t-value prob sig
Sign Bias 0.7630 0.4458
Negative Sign Bias 0.0477 0.9620
Positive Sign Bias 0.2887 0.7729
Joint Effect 2.2017 0.5316

Adjusted Pearson Goodness-of-Fit Test:
------------------------------------

group statistic p-value(g-1)
1 20 11.73 0.8967
2 30 20.90 0.8628
3 40 21.73 0.9885
4 50 35.00 0.9342
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CSNA3 – Diagnóstico do Modelo IGARCH(1,1)

Test Null.Hypothesis pvalue Rejected.0.01 Rejected.0.05
1 Kurtosis Test Kurtosis == 3 0.0171 FALSE TRUE
2 Skewness Test Skewness == 0 0.3109 FALSE FALSE
3 Jarque Bera Test Normality 0.0886 FALSE FALSE
4 LM Test for ARCH effects (lags=12) No ARCH effects 0.9883 FALSE FALSE
5 KPSS Test Level stationarity 0.1000 FALSE FALSE
6 Ljung-Box (lags=1) No autocorrelation 0.3811 FALSE FALSE
7 Ljung-Box (lags=2) No autocorrelation 0.6093 FALSE FALSE
8 Ljung-Box (lags=3) No autocorrelation 0.6502 FALSE FALSE
9 Ljung-Box (lags=4) No autocorrelation 0.4348 FALSE FALSE

10 Ljung-Box (lags=5) No autocorrelation 0.3783 FALSE FALSE
11 Ljung-Box (lags=6) No autocorrelation 0.4835 FALSE FALSE
12 Ljung-Box (lags=7) No autocorrelation 0.5860 FALSE FALSE

Tabela D.9: Testes para os resı́duos padronizados CSNA3

Test Null.Hypothesis pvalue Rejected.0.01 Rejected.0.05
1 Kurtosis Test Kurtosis == 3 0.0000 TRUE TRUE
2 Skewness Test Skewness == 0 0.0000 TRUE TRUE
3 Jarque Bera Test Normality 0.0000 TRUE TRUE
4 LM Test for ARCH effects (lags=12) No ARCH effects 0.9998 FALSE FALSE
5 KPSS Test Level stationarity 0.1000 FALSE FALSE
6 Ljung-Box (lags=1) No autocorrelation 0.7932 FALSE FALSE
7 Ljung-Box (lags=2) No autocorrelation 0.7285 FALSE FALSE
8 Ljung-Box (lags=3) No autocorrelation 0.8584 FALSE FALSE
9 Ljung-Box (lags=4) No autocorrelation 0.9426 FALSE FALSE

10 Ljung-Box (lags=5) No autocorrelation 0.9147 FALSE FALSE
11 Ljung-Box (lags=6) No autocorrelation 0.9585 FALSE FALSE
12 Ljung-Box (lags=7) No autocorrelation 0.9754 FALSE FALSE

Tabela D.10: Testes para o quadrado dos resı́duos padronizados CSNA3
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CSNA3 – Diagnóstico do Modelo IGARCH(1,1) – Gráficos
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CSNA3 – Resultados do Ajuste do Modelo IGARCH(1,1)
*---------------------------------*
* GARCH Model Fit *
*---------------------------------*

Conditional Variance Dynamics
-----------------------------------
GARCH Model : iGARCH(1,1)
Mean Model : ARFIMA(0,0,0)
Distribution : sstd

Optimal Parameters
------------------------------------

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
mu 0.002383 0.001003 2.37683 0.017462
omega 0.000004 0.000004 0.98712 0.323585
alpha1 0.059489 0.025824 2.30361 0.021245
beta1 0.940511 NA NA NA
skew 1.010768 0.062901 16.06927 0.000000
shape 15.728459 9.660301 1.62815 0.103492

Robust Standard Errors:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

mu 0.002383 0.001017 2.34358 0.01910
omega 0.000004 0.000005 0.76511 0.44421
alpha1 0.059489 0.037116 1.60276 0.10899
beta1 0.940511 NA NA NA
skew 1.010768 0.066917 15.10485 0.00000
shape 15.728459 10.372258 1.51640 0.12942

LogLikelihood : 1357.725

Information Criteria
------------------------------------
Akaike -4.5091
Bayes -4.4724
Shibata -4.5092
Hannan-Quinn -4.4948

Q-Statistics on Standardized Residuals
------------------------------------

statistic p-value
Lag[1] 0.7672 0.3811
Lag[p+q+1][1] 0.7672 0.3811
Lag[p+q+5][5] 5.3183 0.3783
d.o.f=0
H0 : No serial correlation

Q-Statistics on Standardized Squared Residuals
------------------------------------

statistic p-value
Lag[1] 0.06869 0.7932
Lag[p+q+1][3] 0.76254 0.3825
Lag[p+q+5][7] 1.68077 0.8913
d.o.f=2

ARCH LM Tests
------------------------------------

Statistic DoF P-Value
ARCH Lag[2] 0.6336 2 0.7285
ARCH Lag[5] 1.5123 5 0.9116
ARCH Lag[10] 2.6213 10 0.9890

Nyblom stability test
------------------------------------
Joint Statistic: 1.3801
Individual Statistics:
mu 0.09650
omega 0.41901
alpha1 0.05696
skew 0.10930
shape 0.12326

Asymptotic Critical Values (10% 5% 1%)
Joint Statistic: 1.28 1.47 1.88
Individual Statistic: 0.35 0.47 0.75

Sign Bias Test
------------------------------------

t-value prob sig
Sign Bias 0.9688 0.3330
Negative Sign Bias 0.9993 0.3181
Positive Sign Bias 1.1635 0.2451
Joint Effect 2.4836 0.4783

Adjusted Pearson Goodness-of-Fit Test:
------------------------------------

group statistic p-value(g-1)
1 20 28.07 0.08215
2 30 34.50 0.22143
3 40 42.67 0.31638
4 50 47.00 0.55457
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