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Resumo

Este trabalho tem como objetivo desenvolver a teoria e a implementacao computacional
de um método para interpolacao da volatilidade implicita, com precos de opcoes livres de
arbitragem, conforme descrito em [Kah05|. Para isso, em cada maturidade de cada dia de
negociacao, sao retirados do mercado precos de opcoes de compra ou de venda livres de
arbitragem. Dai calculamos a curva de precos livre de arbitragem com relacao aos Strikes
e, com essa curva, a volatilidade implicita. Com isso, conseguimos curvas de volatilidade
implicita para cada maturidade, assim interpolamos entre cada uma das maturidades
valores de volatilidade implicita. No final, temos uma Superficie de Volatilidade Implicita,
com relacao a um intervalo de Strikes e entre a menor e a maior maturidade. Uma
aplicagao da Superficie de Volatilidade Implicita é o calculo da superficie de precos e,
com esta, da Superficie de Volatilidade Local. Com a Superficie de Volatilidade Local,
podemos calcular precos de opgoes exoticas, dai a importancia de se calcular a Volatilidade

Implicita.

Palavras-chave: Volatilidade Implicita, Volatilidade Local, Op¢oes de Compra, Opcoes
de Venda, Interpolacao de Kahalé, Nao-Arbitragem.






Abstract

This work aims to develop the theory and implementation a computational method for
interpolation of implied volatility, with arbitrage-free options, as described in [Kah05].For
this, in each maturity of each trading day, we pulled from the market arbitrage-free prices
of call or put options, then calculate the arbitrage-free price curve and then the implied
volatility. With this, we can calculate Implied volatility curves for each maturity, thus
interpolate between each maturities of one of the values of implied volatility. So, we have
a Implied Volatility Surface, in relation to a range of Strikes and between the lowest and
highest maturity. Application of Implied Volatility Surface is the calculation of the Price
Surface and, with this, the Local volatility Surface. With Local Volatility Surface, we can

calculate price exotic options, hence the importance of calculating the Implied Volatility.

Key-Words: Implied Volatility, Local Volatility, Call Options, Put Options, Kahalé
Method, Non-Arbitration.
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Introducao

O modelo de Black & Scholes, divulgado em [BS73| descreve uma formula fechada para
o aprecamento de opcoes. Entretanto este modelo assume que a volatilidade é constante,
o que estéd muito fora da realidade, conforme podemos verificar na Figuras 1la e 1b. Para
o calculo da volatilidade implicita, utilizam-se métodos que reproduzem o fato de ela nao
ser constante.

No capitulo 1 faremos uma digressao sobre o Conceito de Nao-Arbitragem, que é muito
importante na Teoria de Financas para o aprecamento de opgoes.

No capitulo 2, demonstraremos a formula de Black & Scholes, através do Principio da
Replicagao e faremos defini¢oes para o entendimento do Método de Kahalé e do calculo
da Superficie de Volatilidade Local.

No capitulo 3, desenvolveremos a teoria e a implementacao computacional do método
de Kahalé e calcularemos superficies de volatilidade implicita do indice S&P500.

No capitulo 4, apresentaremos a metodologia de tratamento de dados retirados do
mercado.

No capitulo 5, utilizaremos a Superficie de Volatilidade Implicita para o calculo da
superficie de precos de opgoes e, com esta, o calculo da Superficie de Volatilidade Local.

Por fim, teremos a conclusao do trabalho e, nos Apéndices, temos superficies de vo-
latilidade implicita e de volatilidade local e curvas de precos calculadas para o indice

USD/BRL e da Petrobrés e os codigos para a implementagdo do método.
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(a) Curva de precos da empresa Petrobras do (b) Curva de volatilidade implicita da em-
dia 03/01/2013. presa Petrobréas do dia 03/01/2013.

Figura 1: Curva de precos de opgoes e a respectiva curva de volatilidade implicita da
empresa Petrobras do dia 03/01/2013.



Capitulo 1
O Principio de Nao-Arbitragem

Neste capitulo, introduziremos, de maneira intuitiva, alguns conceitos basicos em modelos

de mercados em tempo discretos. Usamos como referéncia [DS06].

1.1 Arbitragem

O conceito de arbitragem é muito importante para a Teoria de Financas, principalmente
na precificagao de opgoes. Vamos ilustrar intuitivamente este conceito com o exemplo a

seguir:

Exemplo 1.1.1. Consideremos a negocia¢ao do Ddlar ($) e Euro (€). Digamos que em
Nova York a cotacio § /€ estd em 1 : 2. E de se esperar que a cotacdo em Frankfurt seja
a mesma. Entretanto, por algum motivo desconhecido, a cotacio § /€ em Frankfurt estd
em 1:1. Digamos, agora, que uma pessoa atenta a este fato compre délares em Frankfurt
e venda a mesma quantia em Nova York, trocando-os por euros. Basta fazer esta operacao
com a maior quantia possivel e guardar a diferenca no banco. A pessoa que executou esta
operacao possui mais euros em Frankfurt agora do que no inicio (desconsiderando custos

de operagoes e politicas monetdrias).

Claramente a situacao descrita nao estd em equilibrio. Com o aumento destas opera-
coes, a quantidade de dolares em Frankfurt ficard maior e em Nova York, menor. Assim

a cotacao tendera a ficar a mesma nos dois paises.

Uma defini¢ao intuitiva e informal de arbitragem ¢ a de haver uma probabilidade posi-
tiva de produzir lucro sem risco, o que nao deve acontecer. O Principio de Nao-Arbitragem
afirma que um modelo matematico de financas nao pode admitir oportunidades de arbi-

tragem.



4 CAPITULO 1. O PRINCIPIO DE NAO-ARBITRAGEM
1.2 Um exemplo simples com Precos de Opcoes

Vamos aplicar este principio com outro exemplo um pouco mais sofisticado e cujos ar-
gumentos sao usados para provar a formula de Black & Scholes. Seja o simples modelo
financeiro com um ativo sem risco e um com risco, denotados por B e S, respectivamente.

A dinamica do ativo sem risco é a seguinte:

By = Bie (1.2.1)

Vamos considerar a taxa de juros do mercado como sendo r = 0. Assim, apds 1

periodo, temos:

E conhecido o valor do ativo com risco hoje, a saber Sy = 1 (sem perda de generali-

dade), mas nao conhecemos o seu valor no futuro. Vamos modelar S; como uma variavel

aleatoria num espaco de probabilidade Q = {b, g}, com probabilidade P[b] = Pg] = 3

onde b significa "bad” e g, "good”, indicando se o prego deste ativo vai diminuir ou

aumentar, respectivamente. Assim, S;(w) fica:

\)

Swy=4 Y9 (1.2.3)

,se w =b.

N[

Agora, vamos introduzir mais um instrumento financeiro no nosso modelo: uma op¢ao
de compra sobre o ativo com risco com Strike K, isto é, o comprador da opcao tem o
direito, mas nao o dever, de comprar o ativo pelo preco pré-definido K, no tempo t = 1.
Vamos fixar, K = 1. Se o preco do ativo em ¢t = 1 for maior do que K, o comprador
exerce a op¢ao e fica com o lucro (57 — K), se ele for maior, o comprador nao exerce a

op¢ao. Assim o preco C; (onde ”C” indica ”compra”), no tempo ¢t = 1 da opgao fica:

C,= (S —K)* (1.2.4)

No nosso exemplo:

1 ,sew =g,
Ci(w) = (1.2.5)
0 ,sew="0.
Portanto sabemos o preco da nossa opcao, em seu vencimento em t = 1, contingeciado
ao valor do ativo com risco, em t = 1. No entanto, precisamos saber seu preco agora.
Uma forma de precificar é tomando-se o valor esperado de C';. No nosso exemplo, temos
o valor E[Cy] = % Esta nao é uma boa forma de se precificar uma opcao, pois, conforme

veremos na Secao 1.3, provaremos que % ¢ o valor correto para a nossa opc¢ao. Isso acontece
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pois calculamos o preco na medida fisica, P. Na Secao 1.4, iremos introduzir o conceito
de medida neutra ao risco, que é a medida de probabilidade correta para calularmos o
preco desta opcao. Portanto nao podemos aplicar diretamente este método para calcular

0 preco de uma opc¢ao.

1.3 Precificacao pelo Principio de Nao-Arbitragem

Uma outra forma de se precificar uma opg¢ao ¢ construindo um portfolio II que replique
a op¢ao C' no vencimento (estamos assumindo a existéncia de tal portfolio), i. e., que
IT tenha o mesmo valor que C' em qualquer cenério de 2. Ele consistird em investir «
unidades no ativo S e  unidades no ativo B. Em t = 1, temos duas possibilidades w = b

ou w = g, obtendo assim o seguinte sistema de equagoes (1.3.1).

{%+5 =0 (1.3.1)
2+ =1

Resolvendo o sistema, obtemos o = % e = —%
O valor de 3 ser negativo indica a operagao ”vender a descoberto” (pedir emprestado

dinheiro ao banco e vender o ativo). No tempo ¢ = 1, temos que o nosso portfolio II vale:

1 ,sew=yg,
I (w) = (1.3.2)
0 ,sew="b.

Assim, em t = 0, os valores da opcao C' e do portfolio II, pelo Principio de Nao-
Arbitragem, devem ser iguais. Como o valor Il é conhecido, temos:

Co =Ty = gso _ %BD _ % (1.3.3)

Vamos & prova de (1.3.3):

Supondo que Cy > %, bastaria comprar uma opcao C e vender um portfélio II, que
teriamos um lucro em t = 0 de Cy — 1l e, em ¢t = 1, conseguiriamos pagar o portfélio II.
Agora, supondo que Cy < %, bastaria vender uma opc¢ao C' e comprar um portfolio Il, que
teriamos um lucro em t = 0 de Iy — Cy e, em ¢t = 1, conseguiriamos pagar a opcao II.

Negociando Cy — Ily ou Il — Cy na quantidade em que pudéssemos, teriamos uma
probablidade positiva de obter um lucro grande sem risco.

Portanto, Cy = % ¢ o Unico preco que nao leva a oportunidades de arbitragem.

1.4 Medida Neutra ao Risco

Vamos supor que agora no nosso modelo financeiro, temos outra medida de probalidade

@ diferente de P, que faca o valor esperado do ativo com risco seja igual ao do ativo sem
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risco. Assim:

Q(9)+Q((b)=1

EolSol = EolSi] = 2Q(g)+1Q) =1 2 Q) =teQpw) =2 041

Portanto a medida @) ¢ a Gnica que satisfaz Eg[Sy] = Eg[S1]. Em termos matematicos,
dizemos que @) é a medida neutra ao risco no nosso modelo e que S é um martingal sob
a medida Q. A definicdo de martingal serd vista na Se¢ao 2.2, na Definicao 2.2.5.

E de se esperar que se @ for a medida de probabilidade do nosso modelo, que o preco

da opcao C seja livre de arbitragem. Um calculo simples, mostra que:

Co = EglCy] = = (1.4.2)

Logo o valor esperado é uma boa forma de precificar opcoes. A medida neutra ao risco
introduz a correcao necessaria para que o preco da opc¢ao seja o valor esperado do payoff

trazido ao valor presente.



Capitulo 2
Superficie de Volatilidade Implicita

Neste capitulo apresentaremos os principais resultados e definicoes de modelos de mer-
cados em tempo continuo que sao necessarios para compreeender o Método de Kahalé.

Usaremos como referéncia [KKO00].

2.1 Modelando Precos

Num modelo de mercado em tempo continuo, consideremos a dinamica do ativo sem risco

da seguinte forma:

In(Po(t)) =1In(po) +r-t, parat € [0,7] e com py > 0,7 € R. (2.1.1)

Os d ativos com risco devem possuir certa aleatoriedade, vamos modela-los da seguinte

forma:

In (P;(t)) = In(p;) b t+7A7, comp; > 0,b;eRete [0,T], parai=1,--- ,d.
(2.1.2)

Esperamos que cada " A;” para i =1,---,d possua as seguintes caracteristicas:
1. Nao tenha tendéncia, i.e., EF[A;] = 0;
2. seja dependente do tempo;

3. represente a soma de todos os desvios de In (P;(t)), partindo de In (p;) +b; - t, em
[0,T], parai=1,--- ,d.

Se assumirmos que esses desvios partindo de In (p;) + b; - t sdo somas de vérios desvios

similares e independentes, a Lei dos Grandes Numeros, nos sugere escolher:

Ai(t) ~ N(0,0%), parai=1,--- ,d

para algum o > 0.
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Analisando somente o desvio Y, definido como:

Y(t) = In(Bi(t)) — In(pi) + b - t

temos entao que:

Y (t) ~ N(0,0°t)

Agora, analisando os incrementos:

Y(t)=Y()+ (Y(t)=Y(5)), ¢¢€(0,t),

como hipotese simplificadora, podemos supor que a distribui¢ao do incremento Y () —Y (4)
dependa apenas do tempo t — § e seja independente dos desvios anteriores Y (s),s < 9.

Em particular:

Y (t) = Y(8) ~ N(0,0%(t — §))

O conjunto de varidveis aleatorias {Y () }cjo,r) € chamado de Movimento Browniano

e serd estudado com mais detalhes na secao a seguir.

2.2 Movimento Browniano e Martingais

Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade completo, onde 2 é o espaco amostral, F é
uma o—algebra e P ¢ uma medida de probabilidade.
Comecaremos introduzindo o conceito de filtracao. Ele é a formalizacao matematica

da ideia intuitiva de se possuir informacao até um tempo t.

Definigao 2.2.1 (Filtragao). Seja {F;}ier uma familia de sub-o—dlgebras de F, indezada
pelo conjunto ordenado I, com Fy C Fi, quando s < t, com s,t € I. Chamaremos a

familia {F;}ier de filtragao.

Assim, se a variavel aleatoria X; é F;—mensuravel, entdao podemos determinar o seu

valor pela informagao até o tempo t. A seguir temos a definicdo de um processo estocastico.

Definigao 2.2.2 (Processo Estocéstico). Um conjunto {(X;, F;) her, consistindo de uma
filtragao {Fi}ier e uma familia de varidveis aleatorias {Xi}ier em R", com X; sendo

Fi—mensurdvel, é dito processo estocdstico com relagao a filtragao {F; er.

Definicao 2.2.3 (Movimento Browniano). Um processo {W;}i>o com trajetorias conti-

nuas e satisfazendo:;
e Wy=0,P—gq.c;

o W, — W, ~N(0,t—35), para 0 < s <t ("Incrementos Estaciondrios’) e
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o W, — W independente de W,, — W,., para 0 < r < u < s < t ("Incrementos
Independentes” )

¢ chamado Movimento Browniano unidimensional.

Definigao 2.2.4. Um Movimento Browniano d—dimensional, {W (t)}icr, € um processo
com valores em R, com W (t) = (Wy(t), Wa(t), -+, Wa(t)), tal que cada componente W;

¢ um Movimento Browniano unidimensional e € independente de W;, se i # j.
Associamos ao movimento browniano a sua filtracao natural a seguir:
FV =a{W,0<s<t}, tec]0,00)
Por razoes técnicas, vamos sempre usar a filtracao browniana aumentada a seguir:
Fi=0c{FYUN|N € F,P(N) =0}, te€][0,00).

Quando citarmos movimento browniano (ou simplesmente escrevermos {W;}ic;), nos
referiremos ao processo estocastico {(W;, F;) her.
Agora vamos definir o conceito de martingal, que é uma classe de processos estocasticos

fundamental nas aplicacaoes da Teoria de Financas Quantitativas.

Defini¢ao 2.2.5 (Martingal, Sub-Martingal e Super-Martingal). O processo estocdstico
{(Xy, Fi) }rer, com E[|X]] < oo, para todo t € I , onde I é um conjunto ordenado de

indices é chamado:

1. Um Martingal, se Vs, t € I, com s < t:
E[X|F]| = Xs,P — q.c.
2. Um Sub-Martingal, se Vs,t € I, com s < t:

E[Xi|Fs] > X5, P —q.c.

3. Um Super-Martingal, se Vs,t € I, com s < t:

E[X;|F < X, P —q.c.

Os martingais geralmente sdao usados para modelar apostas. Se a sequéncia X,,,n € N
denota a riqueza de uma jogador apds a sua n—ésima participacao num jogo justo, entao

a sua proxima aposta deve satisafzer a condigao:
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E X, Fo] = X0, P —q.c.

O que significa que o jogador vai manter a sua riqueza, em média. Sob o ponto de
vista do jogador, para ele ganhar em meédia, {(X,,F,)} deve ser um sub—martingal,
ie., E[X,1|F.] > X, P — q.c. Para ele perder em média, {(X,,F,)} deve ser um
super—martingal, i.e., F[X, 1| F,] < X,,,P — q.c.

Observacao 2.2.1. O movimento browniano unidimensional € um martingal.

Demonstracao. Basta observar que, dados 0 <t < s, E[W|F] = E[W, — W, + W|F] =
E[W, — W,|F,] + W, (por independeéncia).

Agora E[W; — W,|F,] = E[W; — W] (por propriedades da Esperanca Condicional).
Como E[W,;— W] = 0, temos que E[W, —W|F,| = Wy, portanto o movimento browniano

¢ um martingal. OJ

Teorema 2.2.1 (Teorema 2.12 da referéncia |KK00]). 1. Seja {(Xt, Ft) }rer um mar-
tingal e ¢ : R — R uma func¢ao convexa com El|p(X;)|] < oo para todo t € 1.

Entao:

{(p(X0), Fo) brer

€ um sub-martingal.

2. Seja {(Xy, Fit) her um sub-martingal e ¢ : R — R uma fun¢io convera e nao-

decrescente com El|p(X})|] < oo para todo t € I. Entao:

{(p(Xt), Fo) ber

€ um sub-martingal.

2.3 Modelando Precos: continuacao

O movimento browniano {(Wy, Fi) }i>0, € um processo estocastico apropriado para mode-
lar A; na equagao (2.1.2). No caso de termos um mercado com d = 1 ativos com risco
e um sem risco, é natural escolher o movimento browniano com wvolatilidade o1, para o

lugar de A;. Deste modo temos que:

In(Py(t)) =1In(py) + by - t + o W

obtendo assim:

Pl(t) = P1 - €Xp (bl) + O'HWt.
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No caso geral, com d ativos com risco, obtemos:

In (P;(t)) = In (pi) +b; - t + iaijwj(t), parai=1,---d, (2.3.1)
j=1
portanto:
Pi(t) = p; - exp <E 4 iaijo(t)) parai=1,---,d, (2.3.2)
=1
onde Wy = (Wy(t),--- ,Wp,(t)) é um mjom'mento browniano m-dimensional

Isto leva a distribuicao do logaritmo dos precos do ativo com risco dado por:

In (Py(t)) ~ N (m (pi) + bi -t,ia; -t) .

j=1
Assim diremos que P;(t) tem distribuicao log-normal. Mais algumas propriedades do

preco do ativo com risco dadas pela equagdo (2.3.2) sdo dadas pelo lema 2.3.1 a seguir:

Lema 2.3.1 (Lema 2.25 da referencia [KK00]). Seja b; := b; + %Zafj e P,(t) como na
j=1

equacdo (2.3.2), comi=1,--- ,d et >0, entdo:

1. E[P(t)] = piexp (bt);

2. Var|[P;(t)] = p? - exp (2b;t) - <exp (Z a%t) — 1) ;

m

1
3. X,:=a-exp (Z (ch/Vj(t) — 50?15)), coma,c; € R,j=1,---,m é um martingal

j=1
Até agora, supomos que b; e 0,; sao constantes. Se quisermos uma generalidade maior,

consideraremos entao que b; e 0;; sa0 processos estocasticos apropriados e a equacao (2.3.2)

ficaria:

Pi(t) = p; - exp (/0 (bl-(s) — %ZO‘%) ds) - exp (Z/o aij(s)de(s)). (2.3.3)

Onde a integral:

/Ot 0ij(s)dW;(s)

ainda nao estd bem definida.
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Para formular um modelo matematico de Teoria de Financas, necessitamos do conceito
de Integral Estocdstica (também chamada de Integral de It6) e das regras do Cdlculo

FEstocastico.

2.4 A Integral de 1to

Nesta segao, apresentaremos ferramentas basicas para utilizar o calculo estocastico.

Primeiramente, vamos definir a Integral de Ttd para processos simples.

Definicao 2.4.1. Um processo estocdstico € dito processo simples se existem nimeros
reais 0 < tg < t4 < --- <t, =T, p € N e varidveis aleatorias limitadas ®; : @ — R,
1=1,---,p, com ®y — Fy mensurdvel e ®; — F;, |, mensurdvel, para i =1,--- ,p, tal que

Xi(w) admite a sequinte representa¢do:
P

Xy (w) = X (t,w) = ®o(w) - Loy (£) + Y Pi(w) - g, 1(t)

i=1

para cada evento w € Q.

Definigao 2.4.2. Para um processo estocdstico simples X = { X }ieo,m, @ Integral de 110,
I(X), € dada por:

+ n
L(X) = /0 XodW, =Y (Wi, ip0 — Wi n) (2.4.1)
=1

onde u At = min {u,t}

Definicao 2.4.3. Um processo estocdstico {(Xt,]-"t)}te[om) ¢ dito progressivamente men-

suravel se, Yt > 0 a funcao
0,t]xQ — R"
(s,w) = Xs(w)
¢ B([0,t]) ® F; mensurdvel.

Vamos precisar da definicdo 2.4.3 para estender o conceito de Integral de It6 para
integrandos mais gerais que os processos simples. Seja o seguinte espaco de processos

progressivamente mensuraveis:
20,7] = L2 (10,70, F, {Fbiey P)
= 100 R | [ e < oo
com a norma:

T
X2 ;:/ X2dt < o
0
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Teorema 2.4.1 (Teorema 2.49 da referéncia |[KKO00|). Um processo estocdstico X &€
L0, T] pode ser aprovimado por wma sequéncia de processos simples X ™. Mais pre-

cisamente, existe uma sequéncia de processos simples X ™, tais que:

T
lim F (/ (X, —Xgn))Q d3> =0
0

T—00

O teorema a seguir nos apresenta uma forma de calcular a Integral de Ito para processos
em L2[0,T].

Teorema 2.4.2 (Construgao da Integral de It6 para processos em L2[0,T] ). Eziste uma
aplicagao linear J de L?[0,T] no espago dos martingais continuos em [0, T] com relagdo

a {Fi}eo.r) satisfazendo:
1. Se X = {Xi}iep) € um processo simples, entao:

P (Jy(X) = I,(X), para todo t € [0,T)) = 1;
2. E[L(X)]=FE [f(f des}, "Tsometria de Tto".

Esta aplicacio € unica no sequinte sentido: Se duas aplicacoes J e J satisfazem
as condicoes (1) e (2), entio para todo X € L?[0,T], os processos J(X) e J (X) sdo
indistinguiveis (a defini¢ao de processos indistinguiveis é a Definicao 2.5 de [KK00]).

Defini¢do 2.4.4. Para todo X € L?[0,T] e J como no Teorema 2.4.2, dizemos que a
Integral Estocdstica ou Integral de Ito de X com relagdo a filtragao {F;}icpom €

t
/ X, dW, = Jy(X)
0

2.5 A Formula de It6

A ferramenta bésica para o Célculo Estocéstico é a Férmula de It6. Ela é uma generali-

zacgao sa regra da cadeia do Calculo Estocastico.

Definigao 2.5.1. Seja {(W(t), 1) }eo,00) wm movimento browniano m-dimensional, m €
N

1. {(X(t), Fi) }ejo,0) € chamado Processo de Ito real, se para todo t > 0, ele admite a

sequinte representagao:
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0) + /OtK(s)ds + /OtH(s)dW(s) =

+/OtK(s)dsti:;/otHj(s)de(s)’ P_qge.

Onde X (0) é Fo-mensurdvel e {K(t)}icp,00) € {H (1) }icp,00) SG0 processos estocdsti-

€08 progressivamente mensurdveis com:
t t
/ |K(s)|ds < o0, / H}(s)ds < oo P —q.c., para todot>0,i=1,--- ,m
0 0

2. Um Processo de It n-dimensional X = (XM, .- | X)) consiste de um vetor cujas

componentes sao Processos de Itd reais.

Observacao 2.5.1. Em geral, usaremos a notagao diferencial:
dX; = Kidt + H,dW,
Definicao 2.5.2. Sejam X e Y dois Processos de Ité reais com representacoes:
/ K(s)ds +/ H(s)dW (s
Y(t)=Y(0)+ / L(s ds—l—/ M(s)dW (s)
0

Entao, a Covariacio Quadrdtica de X eY € dada por:

= zz::/ot H;(s)M;(s)ds

e (X), = (X, X), é chamada de Variagao Quadrdtica de X.

Teorema 2.5.1 (Teorema 2.49 da referéncia [KK00] - Formula de It6 unidimensional).
Seja {W,} o movimento browniano unidimensional e X; um Processo de Ité unidimensi-

onal com:

t t
Xt:XoJr/ Hsds+/ H,dW.,.
0 0

Seja f: R — R uma funcao duas vezes diferencidvel. Entao, para todo t > 0, temos:

FX) = f(Xo)+ /f DX+ /f
= f(Xo)+ /0<f(X) K+— (X )H?)ds+/f AW, P —q.c.

Em particular, todas as integrais anteriores estao definidas.
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Observacao 2.5.2. Em geral, utilizaremos a notacao diferencial:
df (Xy) = f(X0)dX, + 57 (Xo)d(Xy).

Teorema 2.5.2 (Teorema 2.52 da referéncia [KK00] - Formula de It6 multi-dimensional).
Seja X(t) = (X1(t), -+, X,(t)) um Processo de Ité n-dimensional com:

X;(t /K ds—i—Z/ ,parati=1,---.n

onde W(t) = (Wy(t), -, W(t)) € um movimento Browniano m-dimensional. Além
disso, seja f : [0,00) x R" — Ruma fungio C'?, i.e., f é continuamente diferencidvel
com relagio & varidvel t € [0,00) e duas vezes continuamente diferencidvel com relagdo a

varidvel x € R™. Entdo:

FEX0(0), - Xa(®) = 0, X,(0),- -+, X, (0) +/Otfs(s,Xl(s),---,Xn(s))ds
+Z / Fo (5 X1 (), - Xo(s))dXo(s)

% Z fﬂ%% S X1( ) an(S))d<Xi’Xj>S‘

i,j=1 0
Observacao 2.5.3. Em notagao diferencial:

1 n
df (X,) = f,(t, X () dt+2fmltX +§-mej(t,X(t))d<Xi,Xj>t.

1,j=1

A formula de Itd6 multi-dimensional diretamente nos da uma forma de calcular a se-

guinte regra do produto:

Corolario 2.5.1 (Corolario 2.53 da referéncia [KK00| - Regra do Produto). Sejam X; e

Y, processos de It6 uni-dimensionais com:

t t
Xt:X0+/ sts—{—/ H,dW,
0

t
Y}:YOJr/ psder/ o, dWs.
0 0

Entao nos temos:

t t t
X, Y, = XO-YO+/XSdYS+/YSdXS+/d<X,Y>s
0 0 0

t t
XO : Yb + / (Xslus + Y;Ks + Hsas)ds + / (XSUS + YsHs)dWS
0 0
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Exemplo: Vamos considerar novamente modelo de mercado em tempo continuo com
um ativo com risco e um sem risco, onde este 1iltimo é influenciado apenas por um mo-
vimento browniano, i.e., d = m = 1, conforme a Secao 2.3 e com b e o constantes.

Utilizando-se a notacao do Lema 2.3.1, a equagdo (2.3.1) é equivalente a:

P(t) =p-exp <(b — %a2t> + aWt>

Mostraremos que P; é solucao da Equacao 2.5.1:

P(t)=p+ /OtP(s) - bds + /Ot P(s) - odW; (2.5.1)

Para isto, vamos escolher o processo estocastico X; e a funcao f como:

t 1 t
Xt:O+/ ((b——OQS))d5+/ odWs,
0 2 0

f(x) =p-exp(x).

Dai, Pt = f(Xt> e:

e -+ | t 100 (0= 5004 57060 ) [ as s (X)) odiV,

logo P, satisfaz a Equacao 2.5.1.

Observacao 2.5.4. 1. A equagdo (2.5.1) também vale de b e o forem dependentes do
tempo, i.e., b=">(t) e 0 = o(t).

2. A notagao diferencial da equacdo (2.5.1) fica:

dP(t) = p (bdt + odWV,)
PO)=p

(2.5.2)

3. Dizemos que P(t) € a solugio da Fquacao Diferencial Estocdstica (2.5.2). Em
[KK00], através do Teorema 2.54 (Variagcao de Constantes), prova-se que a solug¢do
de 2.5.2, descrita pela Equacao (2.5.1) € inica.

2.6 Estratégias de Negociacao e Processo de Riqueza

Apos a introducao de resultados relativos ao Cldlculo Estocdstico, podemos modelar os
precos de ativo com risco. Podemos assumir ainda a volatilidade e a taxa de juros depen-
dentes do tempo.

Vamos a definicao de opc¢oes de compra e de venda.
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Defini¢ao 2.6.1 (Op¢ao de Compra do tipo Americana e do tipo Europeia). 1. Uma
Opcao de Compra do tipo Americana sobre um ativo S, com preco de exercicio K
e com data de exercicio T, é um contrato que dd ao seu possuidor o direito (e nao
a obrigacdo) de comprar o ativo pelo valor do preco de exercicio K em qualquer

momento até a data de exercicio T'. Ele compra o ativo do lancador da opcao.

2. Uma Opgao de Compra do tipo Europeia sobre um ativo S, com preco de exercicio
K e com data de exercicio T, é um contrato que dd ao seu possuidor o direito (e
ndo a obrigacdo) de comprar o ativo pelo valor do preco de exercicio K na data de

exercicio T'. Ele compra o ativo do lancador da opcao.

Definigao 2.6.2 (Opcao de Venda do tipo Americana e do tipo Europeia). 1. Uma Op-
cao de Venda do tipo Americana sobre um ativo S, com preco de exercicio K e com
data de exercicio T, é um contrato que dd ao seu possuidor o direito (e nao a obri-
gagao) de vender o ativo pelo valor do prego de exercicio K em qualquer momento
até a data de exercicio T. FEle vende o ativo do lancador da opcao, que € obrigado

a comprar.

2. Uma Opcao de Venda do tipo Furopeia sobre um ativo S, com preco de exercicio K
e com data de exercicio T, é um contrato que dd ao seu possuidor o direito (e nao a
obrigagdo) de vender o ativo pelo valor do preco de exercicio K na data de exercicio

T. Ele vende o ativo do lancador da opcao, que é obrigado a comprar.

Observacao 2.6.1. Hipdteses feitas nesta Secao:

1. (0, F,P) € um espago de probabilidade completo, {Wy, Fi}icp.o0) € um Movimento

Browniano m-dimensional e {]—}}te[om) € a Filtracao Browniana;

2. O atwo sem risco € dado por:

Po(t) = po - exp ( / tr@dS);

3. Os ativos com risco sao dados por:

m

P;(t) = p;-exp (/0 (bi(s) - % . ZO‘%(S)) ds + Z/o Oide/Vj(s)>, parai=1,---,d;

J=1

4. t€[0,T],T > 0;

5. As fungoes r(t),b(t) = (bi(t),--- ,b4(t)) e o(t) = (04;(t))i; sdo processos estocdsti-
€08 progressivamente mensurdveis com respeito a {]:t}te[o,T} e sao uniformemente
limitadas em [0,T] x €;
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6. Eziste uma constante K > 0 com x/a(t)a(t)/x > Kz'z, para todo x € R? e todo
te[0,T],P—q.c.

Definic¢ao 2.6.3. Diremos que p(t) = (¢o(t), p1(t), -+, wa(t)) € uma estratégia de negoci-
agao com valor inicial x, quando @ € um processo estocdstico (d-dimensional), progressivamente-

mensurdvel com respeito a {Fi}iepo,r, satisfazendo:

T
1./ loo(D)|dt < 00, P — g.c:
0

2 Zl/o (PO dt < 00, P — qe. ¢

d
3. 0 wvalor x = Z ©;(0) - p; € chamado de valor inicial da estratégia .
j=1

Defini¢ao 2.6.4 (Processo de Riqueza). Seja ¢ uma estratégia de negocia¢ao com valor

wmictal x > 0. O processo

¢ chamado de Processo de Riqueza correspondente a ¢, com riqueza inicial x.

Definig¢ao 2.6.5 (Processo de Consumo). Um processo progressivamente mensurdvel nao-

negativo c(t) com respeito a {Fi}icjor) com:

T
/ c(t)dt < 00, P —q.c.
0
é chamado de um Processo de Consumo

Definigao 2.6.6. O par (¢, c) consistindo de uma estratégia de negoica¢do ¢ e um pro-
cesso de consumo ¢ € auto-financiado se o correspondente processo de riqueza X (t),
t € [0,T) satisfizer;
d t t
X(t)=x+ Z/ wi(s)dP;(s) — / c(s)ds,P — q.c. (2.6.1)
i=0 70 0
Definicao 2.6.7. Seja (¢, c) um par auto-financiado consistindo de uma estratégia de

negoicag¢ao @ e um processo de consumo ¢ com o correspondente processo de riqueza

X(t) > 0,P — q.c., para todo t € [0,T]. Entdao o processo em R?

pi(t) - Pi(t)

w(t) = (m(t), -+ ,ma(t)),t € [0,T] com m;(t) = 50

é chamado de portfdlio auto-financiado correspondente ao par (p,c).
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Assim, a equagao diferencial estocastica para o processo de riqueza com respeito ao

portfolio II fica:

dX (t) = [r(t) X (t) — c(t)]dt + X ()7t () {[b(t) — r(t)1]dt + o (t)dW ()}

(2.6.2)
X(0)==x

Defini¢ao 2.6.8. Dado um par (¢,c) (ou (m,c)) consistindo de uma estratégia de ne-
gocicacao ¢ (ou um portfolio w) e um processo de consumo ¢ € dito admissivel para a

riqueza inicial quando X (t) > 0,P — qg.c.. Se nos referirmos ao portfélio w, dizemos que

(m,¢) € A(x).

A partir de agora, assumiremos que os mercados sao completos, i.e., mercados onde o

namero de incertezas é igual ao namero de ativos (d = m).

Teorema 2.6.1 (Teorema 2.63 da referéncia [KK00] - Completude de Mercados). 1.
Seja (7, ¢) um par, consistindo de um processo de portfdlio m e um processo de con-
sumo ¢ admissivel para a riqueza inicial x |, i.e., (7,c) € A(x). Entdao o correspon-

dente processo de riqueza X (t) satisfaz:
t
E(H(t)X(t) +/ H(s)c(s)ds) <z, para todo t € [0,T].
0

2. Seja B > 0 uma varidvel aleatéria Fr-mensurdvel e c(t), t € [0,T] um processo de

consumo satisfazendo:
t
T = E(H(t)B +/ H(s)c(s)ds) < 00.
0

Entao existe um portfolio processo m(t), t € [0,T], com (m,c) € A(x) e o correspon-

dente processo de riqueza satisfazendo:

X(T)=B,P—q.c.

Observacao 2.6.2. Utilizaremos agora a seguinte nota¢ao:
o (t) :=exp (— fotr(s)ds> ;
o 0(t) == 1 (b(t) — r()T);
o Z(t) i=exp (= [y 0(s)'dW (s) = 3 [y 10(s)ds )
o H(t):=~(t) - Z(1).

Introduziremos agora o conceito de oportunidade de arbitragem.
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Defini¢ao 2.6.9 (Oportunidade de Arbitragem). Um par auto-financiado e admissivel
(p,c), consistindo de uma estratégia de megociacdo ¢ e um processo de consumo c é
chamado de uma oportunidade de arbitragem se o correspondente processo de riqueza
satisfizer:

X(0)=0,X(T)>0,P—q.c.

P(X(T)>0)>0 ou P(/OTc(t)dt>0> >0

Corolario 2.6.1. Num modelo de mercados completos de tempo continuo, nao hd opor-

tunidades de arbitragem

Demonstragio. E uma consequéncia direta do teorema 2.6.1. Seja (i, c) uma oportuni-

dade de arbitragem. Entao, como H(t) é estritamento positivo, temos:

E(H(T)X(T) + /0 ' H(s)c(s)ds) > 0= X(0) =z

O que é uma contradigao com o teorema 2.6.1, parte (1). Portanto ndo ha oportunidades
de arbitragem em um modelo de mercados completos.
O

Defini¢ao 2.6.10 (Obrigacao Contingenciada). Uma Obrigacao Contingenciada (g, B)
consiste de um processo de pagamento de dividendos g(t) > 0,t € [0,T], {Fi}icpo1-

mensurdavel e um pagamento final B > 0 no tempo t =T, Fr-mensurdvel com:

T p
E((/ g(t)dt + B) ) < 00, para algum p > 1.
0

Um exemplo de obrigacdo contingenciada é uma opc¢do de compra (ou de venda)
europeia, i.e., basta tomar g =0e B = (P (T) — K)* (ou B = (K — P,(T))", no caso de
uma op¢ao de venda).

Analogamente ao caso de tempo discreto, usaremos a estratégia replicadora para pre-
cificar a op¢ao. Ao contrario do exemplo visto no capitulo 1, essa estratégia pode nao ser

Unica, assim teremos como preco da opgao o menor valor entre todos os possiveis.

Definigao 2.6.11. 1. O par (7, c) é dito estratégia replicante para a obrigacao contin-

genciada (g, B), se:

g(t) = c(t),P — q.c., para todo t € [0,T].
X(T)=B,P—q.c.
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2. O conjunto de estratégias replicantes para o pre¢o x € definido por:

D(z) = D(x;(g,B))
= {(m,c) € A(x)|(m,c) € estratégia replicante para (g, B)}

3. O prego justo de uma obrigacao contingenciada (g, B) € dado por:

p = inf {p|D(p) # B}

Teorema 2.6.2 (Teorema 3.7 da referéncia |[KIK00] - Preco Justo de uma Obrigacao

Contingenciada). O prego justo de uma obrigagao contingenciada (g, B) é dado por;

p= E(H(T)B + /OTH(t)g(t)dt) < oo,

Além disso, existe uma tinica (com respeito & medida P® \) estratégia replicadora (7, ¢) €

D(p). O processo de riqueza relacionado a ela, X(t) ¢ dado por:

X(t) = ﬁE(H(T)B + /t TH(S)g(s)ds|]-"t>

Observacao 2.6.3 (Observagao 3.8 da referéncia |[KK00|). O Teorema 2.6.2 nos informa
que o preco p(t) justo de uma obrigagao contingenciada (g, B) no tempo t # 0 deve

cotncidir com X(t) Caso contrdrio, poderia haver oportunidades de arbitragem.
Como consequéncia do teorema 2.6.2, vamos provar a formula de Black & Scholes.

Corolario 2.6.2 (Férmula de Black & Scholes). Considere um modelo de mercado con-

sistindo de um ativo com risco e um sem risco com 0s coeficientes constantes:

para todo t € [0,T],T > 0,7,b,0 € R.

1. O preco Xc(t) no tempo t de uma op¢ao de compra europeia com Strike K > 0 e

maturidade T' € dado por:

Xo(t) = Pit) - ®(da(t)) — K - e 0 (dy(t))
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onde:

P)
dl(t) _ i(log e +T(T t)) + \/—
dg(t) = dl(t)—O'\/T—t

P = funcao de distribuicao acumulada de uma normal padrao.

2. O prego Xp(t) no tempo t de uma op¢ao de compra europeia com Strike K > 0 e

maturidade T' € dado por:
Xp(t) = K - e ®(=dy(t) — Pi(1) - D(—di(1))

onde dy e dy sao definidos na parte (1).

Demonstragao. (1) Faremos a demonstragao para o caso em que t # 0. A demonstragao

para o tempo t = 0 esta no Corolario 3.9 da referéncia [KK00]. Observe que:

PUT) = (Pl(t) exp ({b _ %aﬂ (T — 1) + o(W(T) - W(t)))) (2.6.3)
Pelo teorema 2.6.2, temos:

Xelt) = B(HHAQ) - K)*|7)
= ([ 4#1 =0 -0 (V) - wio) 2.6.4)
(Pi(t) - exp ([b = 30°] (T =) + o (W(T) = W(1)) — K¥))

com # = ", Teremos o valor de X¢(t) diferente de zero se, e somente se:

K :=W(T)-W(t) > % (m (%) — (b - %02) (T — t))

agora, fazendo 7 = T'—t para facilitar a notacao, W (7T') —W(t) é normalmente distribuido,

logo:

OO 2 2 1 22
Xe(t) = / e_(“r%g )(r)—bz <P1(t) . e(b_%” Jrtox K) N
K

- /OO L. b0 102\t (0 —0) _ )y
= Nor= Xp 50~ 5 T+ (o T =5 |dz
1 1 2
-K- / exp (—r \/%ﬁxp(—é@%—éx—;%)dx.
(2.6.5)

agora, basta apenas fazer transformacoes simples nos expoentes dentro das integrais a fim
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de resolver as integrais com base na distribuicao normal:

Xco(t) = Pi(t)- AOO ! -exp<(x_(0_0)7)>dx

Kk V2rT 27
> 1 (z + 07)°
—K -exp (—r7 ex dx
p(—r7) /K 5 OXp ( 57 ) (2.6.6)
= AW (1-0 () Koo (1- 0 (K22
= P o (A g o (B
(2) A prova similar a de (1). O

Este resultado também pode ser obtido através da aplicacao do Teorema de Repre-
sentacao de Feynman-Kac ou transformando-se a equacao (2.6.7) abaixo em uma equagao
do calor. Esses dois métodos podem ser vistos em [KIK00], nas Observagoes 3.26 e 3.9,

respectivamente.

Lo2p? pe _x
ot 27 1 op? op, ¢

Xc(T) = (P(T) - K)*

0Xe 1 8XC+T( X ¢ ):0
(2.6.7)

2.7 Definicoes gerais para o Método de Interpolacao

O teorema abaixo nos da uma condig¢ao necesséaria para o preco de uma opcao de compra

ou de venda é livre de arbitragem.

Teorema 2.7.1 (Proposigoes 3.28 e 3.29 da referéncia [KIK00] - Pregos Livres de Arbitra-
gem). Seja Cy(T, K), o pre¢o de uma op¢ao de compra (de um modelo ou do mercado),

no tempo t. Diremos que Cy(T, K) € livre de arbitragem, se:

(P(t) — K)* < C{(T,K) < Pi(t) , no caso de uma op¢io de compra do tipo americana.
(2.7.1)

oy

(Pi(t)—e " T VKY < C(T,K) < Pi(t) , no caso de uma opgio de compra do tipo europeia.
(2.7.2)

Teorema 2.7.2 (Teorema 3.31 da referéncia [KIK00] - Paridade Call-Put para Opc¢oes
Europeias). Para os pregos Cy(T, K) e P,(T, K) para opgoes do tipo europeia com mesma
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maturidade T e Strike K, temos:
CUT,K) + Ke"™T=Y = P(T, K) + Pi(t)

se o ativo Py nao paga dividendos em [0,T).

Agora iremos definir Volatilidade Implicita, i.e., a volatilidade utilizada na formula de
Black & Scholes, que resulta no mesmo valor do preco de uma opcao europeia de compra

ou de venda retirada mercado.

Defini¢ao 2.7.1 (Volatilidade Implicita). Seja Cy(T, K), o preco livre de arbitragem de
uma op¢ao de compra (de um modelo ou do mercado), no tempo t. A Volatilidade Implicita
de Black & Scholes é o numero 6,(T, K), que satisfaz:

CUT, K) = Xe(t,6,(T, K)) (2.7.3)

Observacao 2.7.1. A 6,(T, K) de uma op¢ao de venda é calculada através da Paridade
Call-Put.

Demonstracao. Se os precos Cy(T, K) e P,(T, K) sdo livres de arbitragem, entdo teremos
a paridade Call/Put, entao:

CT,K) + Ke "9 = P(T, K) + Pi(t). (2.7.4)

Com o calculo da volatilidade implicita, 64(7T, K), para Cy(T, K), temos a paridade

Call/Put para os pregos calculados com a formula de Black & Scholes:
Xo(t) + Ke T8 = Xp(t) + Py(t). (2.7.5)
Fazendo (2.7.4) — (2.7.5), temos:
Xe(t) — C(T,K) = Xp(t) — P(T,K) (2.7.6)

assim, o valor 64(T, K) retorna o valor 0 do lado esquerdo da equacgao (2.7.6) e, pela

equagao (2.7.5), este valor é o mesmo para o lado direto da equagao (2.7.6). ]

A seguir temos um teorema de existéncia e unicidade que garante que a volatilidade

implicita estd bem definida.

Teorema 2.7.3 (Teorema 2.5 da referéncia [Sap09] - Existéncia e Unicidade). Se os precos
Cy(T, K) sao livres de arbitragem para todo T, K e 0 <t <T, entao 64(T, K) eziste e é

unica.



2.8. A FORMULA DE DUPIRE 25
Demonstragao. A demonstragao esta na referéncia [Sap09). O

Com isso, podemos definir Smile e Superficie de Volatilidade Implicita.

Definigao 2.7.2 (Superficie de Volatilidade Implicita - SVI). Sejam T > 0 fizo e a
familia de precos Cy = {Cy(T,K); K > 0,T € (O,T]} A Superficie de Volatilidade
Implicita (SVI) é o conjunto:

o, = {(T,K,6:(T,K)); K > 0,T € (0,T]} (2.7.7)

tal que:

Cy(T, K) = Xc(t,6,(T, K) (2.7.8)

Definigao 2.7.3 (Smile). Seja T > 0 fizo. A curva abaizo é chamada Smile:

{(K,6,(T,K); K > 0} (2.7.9)

2.8 A Foérmula de Dupire

Nesta secao, faremos uma breve digressao sobre o Modelo de Dupire, conforme pode ser
visto em [Gat06].
Vamos supor que o ativo subjacente S seja modelado pela Equacao Diferencial Esto-
castica (2.8.1):
dsS;

? = utdt + Uloc(St> t, So)th (281)
t

Definicao 2.8.1 (Volatilidade Local). Chamaremos de Volatilidade Local, o nimero

O10c(St, 15 S0), considerando que o ativo subjacente S é modelado pela Equagio (2.8.1).

Fixados o tempo corrente t = 0 e o valor do ativo subjacente Sy, considere a colecao
{C(Sy, K,T)} de pregos de opgbes europeias nao descontados de opgoes como fungdo
dos Strikes K e das maturidades T. Assim, estes precos se raelacionam com a pseudo-
densidade de probabilidade ¢ do ativo S7 no tempo t =T, dado Sy, através da Equacao
(2.8.2):

C(S0,K,T) = E[e(Sr—K)]
o (2.8.2)
= QO(ST,T; So)(ST — K)dST,

K



26 CAPITULO 2. SUPERFICIE DE VOLATILIDADE IMPLICITA

Diferenciando a Equagao (2.8.2), com respeito a K, temos:

30 o0
So K (2.8.3)

Na Equacao (2.8.2), temos que ¢(St,T’; Sp) satisfaz & Equacdo de Fokker-Planck:

10* , , 0 Ggo
2052 (0%S7¢) = Siza 95, (uSrp) = 9T
826’ (2.8.4)
Diferenciando a Equagao (2.8.2), com respeito a T, temos:
oC o 0
- = / dST{ (ST,T; So)} (ST—K)
or K 8T82 5 (2.8.5)
_ 10 902 _
— /K dSt {285% (0%S7¢) — a5 (,uSTcp)} (St — K)
Integrando por partes duas vezes com relacao a K temos a Equacao de Dupire:
6_0_02K2820+(T D)) _8_0
or 2 OK? ! ! 0K (2.8.6)

C(T) = (Sr— K)*

onde u(t) = ry — Dy, em que 1, é a taxa de juros e D, é a taxa de dividendos no tempo
t, com a condicdo inicial C(T = 0,K) = (Sy — K)". Assim com a Equacio (2.8.6) e a
condicio de nao-arbitragem 2 aK2 > 0, podemos calcular a Superficie de Volatilidade Local

com a Equagao (2.8.7):

K29C 02C

oo I, T) = \/22—(; + (r = Do) (5) (2.8.7)
OK?

temos que oy,.(K,T), r ¢ D; determinam unicamente a distribuicdo do ativo. Assim,
usando Métodos de Monte Carlo, podemos calcular precos de derivativos mais complexos

como Opcoes Exoticas.



Capitulo 3
Interpolacao da Volatilidade Implicita

Neste capitulo apresentaremos o algoritmo de interpolagao da volatilidade implicita de-

senvolvido por Kahalé em [Kah05]. O método consiste em, para uma maturidade fixa:

1. Construir curvas de precos de opc¢oes em funcao dos Strikes e calcular as curvas de

volatilidade implicita correspondentes e
2. Interpolar valores de volatilidade implicita nao conhecidos entre essas curvas.

As demonstragoes para o caso C'! nao serao dadas e podem ser encontradas em [Alv08].
Demonstraremos os resultados para a interpolacao da curva C? e faremos a implementacao
computacional. Faremos um exemplo ntmerico para verificarmos a diferenca entre as
superficies calculadas com a curva C' e a curva C?, na Secdo 3.1.

O Método de Kahalé requer que o conjunto de precos de opcoes retirados do mercado

sejam livres de arbitragem, o que pode ser verificado com o seguinte lema:

Lema 3.0.1. Considere uma sequéncia {c¢;, k; }o<i<n+1 tal que
O=cpp1 =ko <k < - <kp<kpi1 =00 (3.0.1)

eci, 0 <1 <mn, éo preco de uma opcao de compra com strike k;. Nao hd arbitragem
entre este conjunto de precos se, e somente se, ¢y € igual ao prego do ativo subjacente,
c,>0e

Ci — Ci—1 Cit1 — G
—1< < <0 3.0.2
T ki—kion T ki — ki T ( )

para 1 <1<n

Observacgao 3.0.1. Sao retirados do mercado os dados {c;, k; Yo<i<nt1- Cny1 =0 € kpy1 =
0o € uma convencao resultante do fato que o preco de uma opcao de compra vai para 0,

quando o Strike cresce indefinidamente.
A escolha dos dados retirados do mercado é discutida no Capitulo 4.

27
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3.1 Um exemplo numérico

Nesta secao, vamos verificar, com um exemplo numérico, que a superficie de volatilidade
implicita calculada pelo nosso método se aproxima da superficie que iremos simular. Para
o calculo das curvas de precos C?, utilizamos 200 iteracoes e ¢ = 0.001. Os codigos

referentes a esta Secao estao no Apéndice C, na Secao C.2.

Para isso, vamos calcular uma superficie de volatilidade implicita através da seguinte
Equagao (3.1.1):
o(K,T)* = 00> + ax (t —to) + % (x — x0)° (3.1.1)

onde z = log(%), oo = 1, 1o = 0.4055, to = 0.5, T = 0.8, a = 1 e § = 2. Utilizamos
um espacamento de 0.005 entre tg = 0.5 e T = 0.8 e entre K,;;, = 1 e Koo = 2, 0
que totalizou 61 e 201 pontos, respectivamente. A superficie de volatilidade implicita

simulada esta na Figura 3.1.

Supoericie de Volatidade Implicita - Simulagao

Volatilidade Implicita

StrkelS0
Tempo a0 Vencimento

Figura 3.1: Superficie de volatilidade implicita simulada.

Com esta superficie, calculamos uma superficie de precos, através da Formula de Black

& Scholes, que esta na Figura 3.2.
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Superficie de Pregos - Simulagao

Strike/S0

Figura 3.2: Precos simulados.

Apos isso, retiramos 10 maturidades (cada uma com 5, 6 ou 7 Strikes) para aplicar o
Método de Kahalé. As maturidades e os Strikes escolhidos estao na Tabela 3.1.
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Dados Simulados

Tempo ao vencimento 0.5

Tempo ao vencimento 0.5450

Preco Strike  Condigao Preco Strike Condicao

15 0 15 0
0,623172376 1,145 -0,765788318 | 0,630606473 1,17  -0,74307139
0,504848734 1,345 -0,591618208 | 0,557232856 1,295 -0,586988937
0,467530194 1,42  -0,497580539 | 05181904805 1,37  -0,520507358
0,444830038 1,47  -0,45400311 | 0,494203243 1,42  -0,478031237
0,413989278 1,545 -0,411210131 | 0,441884407 1,545 -0,419270683
0,395502554 1,595  -0,369734493 | 0,407177788 1,645 -0,347066196
0,378603154 1,645 -0,337987986

Tempo ao vencimento 0.62

Tempo ao vencimento 0.6450

Preco Strike  Condicao Preco Strike  Condicao

15 0 15 0
0,669165186 1,17  -0,710115226 | 0,681782977 1,17  -0,699330789
0,654245468 1,195 -0,596788687 | 0,611981163 1,295  -0,55841451
0,61182737 1,27  -0,565574647 | 0574867976 1,37  -0,494842493
0,560898585 1,37  -0,509287852 | 0,552138691 1,42 -0,454585707
0,506379213 1,495  -0,43615497 | 0,48494657 1,595 -0,383954975
0,453818818 1,645 -0,350402633

Tempo ao vencimento 0.67

Tempo ao vencimento 0.6950

Preco Strike  Condicao Preco Strike  Condicao
1,5 0 1,5 0
0,694285062 1,17  -0,688645246 | 0,70667227 1,17 -0,678057889
0,679729069 1,195 -0,582239692 | 0,638600128 1,295 -0,544577136
0,638360155 1,27  -0,551585527 | 0,602422726 1,37  -0,482365359
0,588708757 1,37  -0,496513981 | 0,58026717 1,42 -0,443111139
0,51698968 1,545 -0,409823295 | 0,514744589 1,595 -0,374414746
Tempo ao vencimento (.72 Tempo ao vencimento 0.7450
Preco Strike Condigao Preco Strike Condigao
1,5 0 1,5 0
0,718945282 1,17  -0,667568135 | 0,731104644 1,17  -0,657175518
0,704746387 1,195 -0,567955779 | 0,664732281 1,295 -0,530978908
0,664407121 1,27  -0,537856888 | 0,629475922 1,37  -0,470084781
0,616011374 1,37  -0,483957471 | 0,607886815 1,42  -0,43178214
0,546105441 1,545 -0,399462474 | 0,544029184 1,595 -0,364900751

Tempo ao vencimento 0.77

Tempo ao vencimento 0.80

Preco Strike  Condigao Preco Strike Condigao
1,5 0 1,5 0

0,743150796 1,17  -0,646879662 | 0,800494553 1,095  -0,63881776
0,729303311 1,195 -0,553899367 | 0,669711141 1,345 -0,523133647
0,689976774 1,27  -0,524353835 | 0,6376918 1,42 -0,426924549
0,642817373 1,37  -0,471594009 | 0,618190279 1,47  -0,390030415
0,574710116 1,545 -0,389184327 | 0,608982716 1,495 -0,368302508

0,575657044 1,595 -0,333256726

0,561010619 1,645 -0,292928507

Tabela 3.1: Tabela dos Pregos.

suas 10 maturidades.

Strikes e a condicao 3.3.1 dos dados simulados para as
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UM EXEMPLO NUMERICO
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Superfcie de Pregos - Curvas C1
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A superficie de precos calculada com as curvas C! esta na Figura 3.5
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UM EXEMPLO NUMERICO

3.1.
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sosaid

A superficie de precos calculada com as curvas C? est4 na Figura 3.9

Strike/S0

A superficie de precoos calculada com as curvas C?.

Figura 3.9

Na Figura 3.10, temos o erro relativo absoluto entre a superficie de precos simulada e a

calculada pelas curvas C%. A média dos valores desta superficie ¢ 0.0005202.

/
il

sodaid

Strike/S0

tre a superf’

1VO en

Erro relat

Figura 3.10

o



3.2. METODO DE INTERPOLACAO C! 35

Neste exemplo numérico, o cilculo de curvas C? melhorou a aproximacao das super-
ficies de volatilidade implicita e de precos, com apenas 200 iteracoes e uma tolerancia de
erro 0.001. Podemos esperar que com mais iteracoes e uma tolerancia de erro menor, a

aproximacao pode ser melhor.

3.2 Meétodo de Interpolagao C!

Nesta secao, serd apresentada a construcao de uma curva C! de precos para uma determi-

nada maturidade. Ela é baseada na concatenacao de varias curvas convexas e inspirada

na formula de Black & Scholes.

Lema 3.2.1. Dados f >0, X >0, a, b, € R, a funcao
c(k) =cpsap(k) = fN(d1) — kN(dy) + ak +b (3.2.1)

onde N (.) representa a fun¢ao de distribuicao acumulada de uma varidvel aleatdria normal

padrao e

_ log (f/k) + X2%/2
by

edy =di — X, € uma funcdo convera em k, para k > 0.

d

(3.2.2)

e 2

Observacao 3.2.1. Lembrando que N'(x) = N

. ” . ’ ’ .
Teorema 3.2.1. Considere os nimeros reais ko, ki, co, c1, ¢y, ¢; tais que 0 < kg < ky e

’ C1 — Cp
Co <

0 m < Cll <1+ CE). (323)

Entao eziste um inico vetor (f,3,a,b) com f >0, ¥ > 0 tal que a fungao c(k) = cfx0p(k)
satisfaz as sequintes condigoes: c(ky) = co, c(k1) = c1, ¢ (ko) = ¢y e ¢ (k1) = ¢,. O vetor

(f,%,a,b) pode ser calculado numericamente.

O teorema anterior descreve uma forma de interpolar os precos entre os stikes inter-
mediérios k; e k; 1, ou seja, com ¢ = 2,---n. A descricio completa desta interpolacgao
estd em [Macl0]; um resumo dela esté a seguir.

Sejam a € (c;,1+¢,) e ds, i = 0, 1, satifazendo ¢; = —N(d}) +a. Logo existem tinicos
« e [3, reais, tais que

dy = a-log(k;) + 3

, para ¢ = 0, 1. Dali, existem tnicos f > 0 e X > 0 tais que:

> o= (3.2.4)
f = exp(B-S+3) -
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O que implica que:
log f/k; — X%/2
)

Escolhendo-se b tal que c(kg) = cp, temos que db, o,3, f, 3 sao fungoes continuas de

db = (3.2.5)

E demonstrado em [Kah05] que a funcio abaixo é uma bijecio estritamente decres-

cente.

g1(a) == %ZE%) (e, 1+ ¢y) = (¢, 67) (3.2.6)

Logo existe um tnico aq tal que:
c(ky) — c(ko) _ =G
k1 — ko k1 — ko

Ou seja, basta aplicar um método numérico para calcular o zero da funcao:

(3.2.7)

. C(k?l) — C(k?()) C1 — (o / Ci —Cy C1 — (g

g = — ()1 / — — 2.
gl<a> kl . k() kl . k() (Cl7 + CO) — (CO kl . ]{?0701 kl . k()) (3 8)

Assim para este valor de ag, calcula-se o vetor (f, %, a,b).

Observacao 3.2.2. Pela Equagio (3.2.3), temos que:

! €1—Co ! ! ! c—co ! c—co
< imh <a<l+tc = ¢q-—pZ <0< - (3.2.9)

Isto possibilita a aplicacao do Método de Newton ou da Bissec¢ao para encontrar ag, jd

. ~ . . . . ’ /
que a derivada de g, € estritamente negativa e hd somente uma raiz em (c;,1 + ¢;).

Lema 3.2.2. Considere os pregos ko, cq e cz), tais que 0 < ko, —1 < CE) <0ecy>0. Entao
existem dois unicos pardmetros f >0 e ¥ > 0 tais que a fungdo c(k) = crx00(k) satisfaz
as condicoes c(ky) = co e ¢ (ko) = cy. Além disso, c(k) — 0 e c (k) — 0, quando k — co.

’ - ~ / .
O vetor (f,X) é continuo com relagdo a (ko, co, cy) € pode ser calculado numericamente.

O lema anterior descreve uma forma de interpolar os precos para o maior strike, ou
seja, entre k; e k; 1. A descrigao completa desta interpolacao esta em [Macl0]; um resumo
dela esta a seguir.

Sejam X > 0 e dj tal que ¢, = —N(dY).

Tome d) = dS + X e f = koexp(Xd) + X?/2).

Construindo c(k) = fN(d)) — kN(d9), segue que ¢ (ko) = c.

E demonstrado em [Kah05] que a fungdo abaixo é bijetiva e estritamente crescente.

g2(2) = c(ko) : (0,00) — (0, 00) (3.2.10)
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Logo existe um tnico X tal que c(kg) = co. Assim, temos que c¢(k) — 0 e ¢ (k) — 0,
quando k — oo.

Ou seja, basta aplicar um método numérico para calcular o zero da funcao:

92(X) := c(ko) — o : (0,00) — (—co, 00) (3.2.11)

Observacao 3.2.3. Como ¢y > 0, temos que, por 3.2.11, podemos utilizar o Método de
Newton ou da Bissec¢ao para encontrar X, jd que o deriwada de go € estritamente positiva

e hd somente uma raiz em (0,00).

. . . ’ .
Lema 3.2.3. Considere os nimeros reais ki, co, c1, ¢, tais que 0 < ky e

C1 — C
—1< 0

<c¢ <0 (3.2.12)
1

entao existem trés parametros f > 0, ¥ > 0 e b tais que a fung¢ao ¢ = cyx oy satisfaz as
sequintes condigoes ¢ (k1) = ¢, e c(ky) = ¢1. Além disso, c(k) = ¢y e ¢ (k) = —1, quando
k— 0.

O lema anterior descreve uma forma de interpolar os precos para o menor strike, ou
seja, de i = 0 a ¢ = 1. A descrigdo completa desta interpolagdo estd em [Macl0]; um
resumo dela esta a seguir.

Sejam ¥ > 0 e d3, tal que ¢; = —N(d})

Tome d} = d} + 3 e f = ki exp(2ds + ¥2/2).

Construindo c(k; = fN(d}) — ki N(d3) + b, onde b = ¢y — f.

E demonstrado em [Kah05] que a funcdo abaixo ¢ bijetiva e estritamente crescente.

93(2) := (k1) — o = (0,00) = (—k1, kicy) (3.2.13)
Logo existe Xy > 0 tal que C(klk)l’co = CIk_ICO’ o que implica que ¢(k;) = ;.

Ou seja, basta apllicar um método numérico para encontrar o zero da funcao
g3 =03 —¢o: (0,00) = (—ky +co — cl,klcll +co— 1)
Observacao 3.2.4. Pela equacdo (3.2.12), temos que
—ki<c—cg<kic; <0 = —ki+co—c1 <0<kic,+co—c (3.2.14)

Isto possibilita a aplicacao do Método de Newton ou da Bisseccao para encontrar g, jd

que a derivada de gs € estritamente positiva e hd somente uma raiz em (0, 00).

Os trés resultados anteriores nos motivam & seguinte definicao e ao teorema subse-

quente:
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Definicao 3.2.1. Considere os numeros reais ko, k1, co, c1, cé) ecy, tais que 0 < ko < ky e
¢ vdlida a equagdo (3.2.3). Denotando por (ko, k1, co, c1, ¢y, ¢;) a fungio c(k) = crsap(k),

que satisfaz as sequintes condigoes:
(ko) = co, c(ky) = ¢(1), ¢ (ko) = cé) ec (k) =c.

Analogamente, considere os niumeros reais kg, co € cg, tais que kg > 0, —1 < cl) <0
e co > 0. Denotando por ¢(ko, co,cy,0,0,0) a fungio c(k) = cso0(k), que satisfaz s
sequintes condigoes:

(ko) = co, ¢ (ko) = ¢,

Finalmente, considere os nimeros reais ki, ¢y, ¢1 e 0,1; tais que k1 > 0 e € vdlida a equagao
(3.2.12). Denotando por ¢(0,co, —1,k1,c1,¢,) a funcio c(k) = crxop(k), que satisfaz as

sequintes condicoes:

c(ko) — co, quando kg — 0, Cl(kil) = c/1 eclky)=c

Segue da Defini¢ao 3.2.1 que para todos os niimeros reais (ou oo) ko, ki, co, c1, ¢j €
¢y, tais que a funcio ¢(ko, co, ¢y, k1, c1,¢;) esta bem definida, entdo (c(k),c (k)) — (ci, c;),
quando k — k;, i € {0,1}.

. n . / .
Teorema 3.2.2. Considere as sequéncias {k; to<i<n+1, {Cito<i<nt1 € {¢; }o<i<nt1, tais que

vale (3.0.1). Além disso, sao vdlidas as condigoes:

!/

co=—1, ¢, <c 1 =0<c (3.2.15)

e também sao vdlidas as condicoes de convexidade e nao-arbitragem:

’ Ci+1 — G ’
</ < g 3.2.16
CZ ki+1 _ kz Cl+1 ( )
para i =0,1,--- n—1. Entao existe uma funcio conveza de classe C*, c(k), para k > 0,

e uma sequéncia (fi, X, @i, b;)o<i<n tal que c(k) = cf, 5, a0;,(K), satisfazendo c(k;) = ¢; e

¢ (ki) = c;, para 0 < i < n. Mais ainda, tem-se que (condigées limite):

/

lim (e(k), ¢ (k)) = (co, ~1) (3.2.17)
Lim (c(k). ¢ (k) = (0,0) (3.2.18)

Observacao 3.2.5. Ezistem 4(n+1) incdgnitas que definem a funcao ¢, (fi, Xi, a;, bi)o<i<n,

cada equagao c(k;) = ¢;, para 1 < n < n, contribui com 2n pardmetros, pois elas servem



3.3. INTERPOLACAO DA CURVA DE PRECOS C" 39

para as funcoes c(s, s, a0 (ki) € (g 1.5 1ai 15y (Ki). O mesmo acontece com c(k;) = c;.
Acrescentando as condigoes limite quando k — 0 e k — oo, temos ao total 4n + 4 pard-

metros, o que torna o problema de encontrar a interpolacao bem determinado.

3.3 Interpolacao da Curva de Pregos C*

Nesta secao descreveremos o algoritmo descrito no Teorema 3.2.2 para interpolar uma

curva de precos C1.
ALGORITMO A

Sejam {¢;} e {k;}, 0 < i < n+ 1, Suponham validas a Equagao (3.0.1) e as desigual-
dades:

C; — Ci—1 Cit1 — G

1< <
ki —kion ki — ks

<0 (3.3.1)

para 1 <i < n.
1. Assuma que ¢y =—1ec,,; =0

2. Calcule a sequéncia {c;} da seguinte forma:

Ci—Ci—1

f bt
o ki—ki—1’

C’i ) 5

para 1 <17 <mn, onde [; = para 1 <:i:<n+1.

3. Calcule os parametros (f;, 3, a;, b;)o<i<n da seguinte forma:

(a) Para i = 0, calcule os parametros (f,3,0,b)
(b) Para 1 <i < n, calcule os parametros (f, %, a,b)

(c) Para i = n, calcule os parametros (f, %, 0,0)
4. Calcule os precos livres de arbitragem, usando (3.2.1)
Observacao 3.3.1. Observe que c, = I(n), pois [(n+ 1) =0, jd que c,11 = 0.

A seguir temos um exemplo teérico do ALGORITMO A. Supondo que uma opcao de
compra sobre um ativo seja negociada com 3 Strikes para um determinada maturidade
T, a saber Ky, Ky e K3. Na Figura 3.11, Ky = 0 e K, = 0o representam as convecoes
de que o preco da opcao de compra é igual ao prego do ativo quando K = 0 e tende a 0
quando K — oo. Observando a Figura 3.11, temos que a condicao 3.3.1 é satisfeita. Para
compor a curva, de Ky a Ky, usamos o Lema 3.2.3, de K; a Ky e de Ky a K3, usamos o

Teorema 3.2.1 e de K3 a Ky, usamos o Lema 3.2.2.
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Pregos Livres de Arbitiagem
T

Figura 3.11: Célculo da curva de precos.

Na Tabela 3.2, temos os pregos retirados do mercado do indice S&P500 na data 22/09/2011

e que, apoOs o tratamento, satisfazem a condicao 3.3.1.

Indice S&P500 na data 22/09/2011
Maturidade 19/11/2011 Maturidade 12/12/2011
Preco Strike Condicao | Preco Strike Condicao

1129.56 0 1129.56 0
141.5 1025 -0.96396 76.5 1125 -0.93605
100 1075 -0.83 %) 1175 -0.43
83 1100 -0.68 33.9 1225 -0.422

63.5 1145 -0.43333
33.5 1225 -0.43125

Tabela 3.2: Tabela dos Precos, Strikes e a condicao 3.3.1 para as 2 maturidades na data
22/09/2011.
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Na Figura 3.12 temos a intepolagao dos precos para o indice S&P500 na data 22/09 /2011,

com os valores da Tabela 3.2.

Valor das Opgdes - S&P500

1000

800

o 6001
8
&

4001~

2001~

L L =
0 500 1000 1500
Strike

Figura 3.12: Intepolacao dos pregos para o indice S&P500 na data 22/09/2011, para as
suas 2 maturidades.

3.4 Interpolacao da Superficie de Volatilidade Implicita

Nesta se¢ao, apresentaremos o algoritmo para calcular a Superficie de Volatilidade Impli-
cita descrito em [Kah05].

ALGORITMO B

Supondo que sejam vélidas as Equagoes (3.0.1) e (3.3.1).

1. Para cada t;, calcular a curva de volatilidade implicita, utilizando os precos calcu-
lados no ALGORITMO A.

2. Fixodo o preco de exercicio K, para cada data de vencimento ¢ € (¢;,¢;11), calcula-se
a volatilidade implicita, 6,(T, K ), usando uma interpolagao linear entre 62(t;, K) - t;
e 62(tiy1, K) - tiy1. Estas duas ultimas sao calculadas via a formula de Black &
Scholes.

A seguir temos um exemplo teérico do algoritmo B.
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Supondo que para um determinado ativo retiramos precos de opc¢oes do mercado que
satisfacam as Equagoes (3.0.1) e (3.3.1) para duas maturidades, Mat, ¢ Maty. Com o
ALGORITMO A, calculamos duas curvas de pregos, entre dois Strikes (Kyin € Kpyraz)-
Para calcular a volatilidade implicita entre estas duas maturidades, calculamos a curva de
volatilidade implicita para as maturidades Mat,; e Mats, através da formula de Black &
Scholes e fazemos uma interpolagao linear entre 62(Maty, K i) Mat, e 62(Mats, K pizo)-

Mat,, obtendo uma superficie de volatilidade implicita.

Construgdo - Superfcie de Volatidade Implicia

Implicita

Maturidade

Figura 3.13: Interpolagao de volatilidade implicita entre duas maturidades. Nas linhas
continuas, temos a curva de volatilidade para as maturidades 1 e 2 e, na linha tracejada,
a curva de volatilidade interpolada para um K fixo.
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Na Figura 3.14a, temos a interpolacao da superficie de volatilidade implicita para o
indice S&P500 na data 22/09/2011. Na Figura 3.14b, temos as curvas de volatilidade

implicita nas maturidades.

Superficie de Volatiidade Implicita - S&P500 - 2200672011 Volatidade Implicta - S&P500 - 2210912011
T T

“Zg\\‘%_A

I
1 1005 101
Strike/S0 Stike/S0

I L
1015 102

Tempo so Vencimento

(a) Superficie de Volatilidade implicita do in- (b) Curvas de volatilidade implicita do indice
dice S&P500 na data 22/09/2011. S&P500 na data 22/09/2011.

Figura 3.14: Volatilidade implicita do indice S&P500 na data 22/09/2011.

3.5 Interpolacao da Curva de Precos C?

O algoritmo dado pelo Terorema 3.2.2 gera uma curva C'. Contudo, conforme a Secdo
2.8, é necessario calcular uma curva C? para calcular a Superficie de Volatilidade Local.
Mostraremos nesta secao um algoritmo que gera tal curva C* com as propriedades men-
cionadas na Secao 3.2. A convergéncia deste algoritmo sera dada por uma conjectura. A

seguir estao alguns resultados para chegar no nosso algoritmo.

Lema 3.5.1. Sejam g uma curva C*, convera, definida no invervalo [zo, 1] e x5 €

(zo,x1). Entao:
g (1) — g () <7 (g’@:l) - M) , (35.1)

Ty — T2

X1—Xo
T2—20 "

onde n =

Demonstracao. Como:
g(x2) — g(r1) < g/($2)($2 — To) (3.5.2)

g(xz1) — gla2) < ¢ (1) (21 — x2) (3.5.3)
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Somando-se as Equagoes (3.5.2) e (3.5.3), temos que:

=g/($1)(*(962;x0)+961*$0)

g(r1) = g(z0) < g (w2) (w2 — w0) + g (1) (w0 + 21 — 0 — 3) &
g(w1) = g(wo) = g (x1)(z1 — x0) < (g (w2) — ¢ (1)) (22 — 20) & (3.5.4)
g (11) = g (w2) < B2 (g () — A=A
O
Observagao 3.5.1. Demonstracio das Equagoes (3.5.2) e (3.5.3):
Demonstracao. A derivada de g é crescente, pois ela é uma funcao convexa, logo:
lim g(*rl) B g(l’) _ g’<x1) = g(*rl) B 9(132) < g’(xl)
T—T1— T —x Ty — T2
lim g(l’z) B g(l’) — QI(Z’Q) — g('rQ) B g(x()) < g/(l’g)
T—To— To — X To — X
De onde segue o resultado O]

Lema 3.5.2. Para todo v > 0, existe g > 0 tal que, para € < €y, 0 > 0 e todo u € R, se:
N(u+6) — N(u) <ee (3.5.5)

N(u+9) — N(u) >~ (3.5.6)
entio 6N (u) < .

Demonstragao. Sem perda de generaliddade, seja ¢g < 2 < 1. Pela Equacdo (3.5.5),

temos:
N(u+6)—N(u)<e = N(u+0)—N(u)>—>—e>—3 (3.5.7)
Somando-se as Equacdes (3.5.5) & (3.5.6), temos N(u +26) — N(u+0) > 1, e assim:
T (3.5.8)
onde zg = N7*(1 — ~/2), pois, fazendo A = N(u + 26) — N(u + §), temos que:

Nu+d)+a+A=1 = Nu+d)+a=1—A<1—7/2=N(z)=2>u+0
(3.5.9)
Seja z € [u,u + 6], tal que N(u+6) — N(u) = 0N'(2) (basta aplicar o Teorema do
Valor Intermediério). Pela Equagdo (3.5.5), segue que :

/

IN (z) <€ (3.5.10)
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Agora seja z € [u,u + 20], tal que N(u + 28) — N(u) = 26N'(Z) > v (basta aplicar o
Teorema do Valor Intermediario). Como a fungao N " ¢ limitada por superiormente por
1, segue que 6 > /2N (%), logo § > /2, portanto, pela Equacio (3.5.10), N'(z) < 2¢/7.
Fazendo ¢y = IN'(z). Se € < €, entdo N'(z) < N'(z), (pois N'(z) < % < 2% =
% - IN'(20) = N'(2)). Como z < 2y (pela Equacdo (3.5.8)), se z > 0, entdo z > z, logo

z < 0. assim, N'(u) < N'(2) e, pela Equacio (3.5.10), 6N'(u) < ¢

m
Lema 3.5.3. Dados os nimeros reais kg, ki,co, ¢1 € cll, tais que 0 < ko < ki e
’ C1 —C ’
G < ——= <1+4¢. (3.5.11)
k1 — ko

Sejam ¢; € ((cy — co)/ (k1 — ko), 1+ ¢y) e ¢ = ¢(ko,co, ¢y, k1, c1,¢y). Entdo ¢ (k) — 0,

€1—Co

/
quando ¢, — e

Demonstracao. Vamos mostrar que existem ey, 6 > 0, tais que se 0 < € < ¢ e

’ C1 — (g ’ C1 — (g
Cy <

<c < <l+c 3.5.12
S ¢ kl—ko+€ + ¢ ( )

entdo ¢ (ki) < fe. Escolhendo €y < 1+ ¢y — (c1 — c)/ (k1 — ko), a existéncia de ¢ = ¢fx.q4
segue do Teorema 3.2.1. Seja v = (1 — ¢o)/ (k1 — ko) — cy- Agora ¢ (k1) — ¢ (ko) > 7, pois,
subtraindo c, da Equacio (3.5.12), temos que:

0< = —¢<ci—¢ = ¢ —cp>7 (3.5.13)
Usando a mesma notacio do Teorema 3.2.1, e lembrando que ¢ (k) = —N(dy) + a, temos
que:
N(d3) = a = ¢ (ko) (3.5.14)
e
N(dy) = a—c (k1) (3.5.15)

Subtraindo a Equagao (3.5.15) da Equacao (3.5.14), temos que:
N(d3) = N(dy) = c (k) — ¢ (ko) = ¢; = cp > 7.
Seja ky = kok;. Pelo Lema 3.5.1, temos que

¢ (k) —c (ko) <1 (c'(kl) - %) = (k) — ¢ (ks) < ne (3.5.16)
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Temos que ¢ (ko) = —N(d2) + a, com d3 igual a:

L = 1og(w€{)ik1>—%2)/2
= logf—log\/M—%Q)/E
_ %logf—%logk0+%logf—%logkl—%2_%2> /5 (3.5.17)
- iy

2

Logo N (dg;d%> — N(d}) < ne Fazendo § = @ e u = d}, segue, pelo Lema 3.5.2,

que:

(555) - N'(dh) <me = (d3— db)N'(d}) < e (3.5.18)
Para € < ¢y, com ¢, apropriado.
2
I ! 1" e 0 _al
Assim, como ¢ (k1) = Nkl(;%)7 segue ¢ (k1) < :1824%'
Tomando-se 0 = W—%ﬁ' Agora
logi—z—2 logi—zf2
dy—dy = | —%—=) - L2
_ log f—log k0£10g f—log k1 (3519)
tos (1)
)
Assim 6 = —20_ u

o ()
O Lema 3.5.3 mostra que c”(k;l) — 0 quando ¢ tende ao seu limite superior. O Lema
a seguir mostra um resultado similar quando kg = 0.
Lema 3.5.4. Dados os numeros reais ky,cq e ci, tais que 0 < kq e

C1 — Co

Ky

—1< <0. (3.5.20)

Sejam ¢, € ((c1 — ¢o)/(k1),0) e ¢ = ¢(0,co,—1,k1,c1,¢,). Entao ¢’ (k1) — 0, quando
Cll — (Cl — Co)/kfl.

Demonstragio. Como ¢, € ((c1—co)/k1,0), segue a existéncia de ¢ = ¢(0, co, —1, k1, c1, ¢;),
pelo lema 3.2.3.

Usaremos a mesma notacao do Lema 3.2.3. Considere a seguinte equacao:
c(kr) = co = —fN(=dy = T) + ki, (3.5.21)

Segue que se ¢; — (c; — ¢o)/ky, entdo fN(—d} —¥) — 0.
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Agora, como f = kjexp(Xdi + ¥2/2), temos que se ¥ — Oentao f — k.E se
% entdo 0o = [ — oo, logo f é limitada inferiormente por k. Assim se ¢; — (c1 —co)/k1,

entdo fN(—dy —X) — 0, o que implica que ¥ — oco.

/

Como ¥ — 0o, segue que ¢ (ko) — 0 (lembrando que ¢’ (k) = Nk(g”). ]

Lema 3.5.5. Dados os nimeros reais kg, ki, co, c1 € c’l, tais que 0 < ko < ky e

a-% ¢ (3.5.22)

Sejam ¢, € (¢} — Lig=p) ec= d(ko, co, ¢y, k1, c1,¢y).  Entio ¢’ (ko) — 0, quando

CE) — (Cl — CQ)/(kZl — ko)
Demonstracao. A demonstragao é similar a do Lema 3.5.3 e serd omitida. O

O Lema 3.5.5 mostra que ¢ (ko) — 0, quando ¢ (k) tende ao seu limite superior. O

lema a seguir mostra um resultado similar no caso em que k; = oo.

Lema 3.5.6. Dados os numeros reais kg e cq, tais que kg > 0 e cog > 0, sejam cz) € (—1,0)
e ¢ = ¢(ko, co, ¢y, 00,0,0). Entdo cy(ko) — 0, quando c, — 0.

Demonstracao. Usando a mesma notacao do Lema 3.2.2, temos que se cz) — 0, entao

fN(d)) — ¢ > 0. Como ¥ é continuo com relagio a c,, segue que deve existir lim (%).
cg—>0

Assim, ou ¥ — a € R, ou ¥ — 00, quando cz) — 0.
Agora, se ¥ — a € R, entdo f — 0 e N(dY) — 0, logo fN(d) — 0 # co. Portanto

> — 0. Como ¢ (ko) = Nk(gg), segue que ¢ (ko) — 0, quando ¢, — 0. O

O Teorema 3.5.1 mostra como construir uma fungao que serd duas vezes diferenciavel
num dado ponto k;, para algum inteiro j no intervalo [1,n]. A parte 2 da se¢ao 3.6 mostra

o algoritmo para obter isto.

Teorema 3.5.1. Seja j um nidmero inteiro em [1,n]. Para todas as sequéncias {k; fo<i<n+1,
{ci}o<icnt1 € {C;Yo<icni1, tais que valem as Equagoes (3.0.1), (3.2.15) e (3.2.16), entio
existe uma fungao convera C, c(k), k > 0 e uma sequéncia (f;, >, a;,bi)o<i<n, tal que
c(k) = ¢y, 3;0i0; (k) no intervalo [k;, k1] — {0, 00}, satisfazendo c(k;) = ¢;, para 0 < i <n
e c/(k:i) = c;, para 0 < i <n, i # j ec possui a sequnda derivada continua com relacao a k
em kj. Além disso, valem as Equagoes (3.2.17) e (3.2.18). A sequéncia (fi, X;, a;, bi)o<i<n

pode ser calculada numericamente.

Demonstragao. Parai = 1,--- ,n, seja l; = (¢; — ¢;—1)/(ki — ki—1). Pelo Teorema 3.2.2,
para qualquer v €]l;,1;41[, existe uma fungdo convexa C', ¢(k), k > 0 e uma sequéncia
(fi, 2, a;, b)), tal que c(k) = ¢y, 30,0, (k), no intervalo [k;, kiy1] — {0, 00}, c(k;) = ¢,
i=1,---,n,c(kj)=vec(k)=c,i=1,--,n,i%#7jevalem (3.2.17) e (3.2.18).

Mostraremos que para algum v € (I;,1;11), ¢ € de classe C? em k;.
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Quando v — [;, c”(k:;) — 0, pelos Lemas 3.5.3 e 3.5.4. Mas c”(k:;r) — ¢ (kj), onde ¢
é a funcao ¢(k;, ¢, l;, k1, ¢j11, C;‘+1)- Assim, c//(k;-r) — c"(k:j_) — a >0, quando v — [;.

Analogamente, utilizando os Lemas 3.5.5 e 3.5.6, c"(kf) — c"(k:J ) = a > 0, quando
v — lj+1. Por continuidade, c”(k:;-r) = c”(k;j_), para algum ~y €]l;, ;1] O

Como no Teorema 3.2.2, o ntimero de constantes é igual ao niimero de parametros,
pois ainda temos 4 constantes em cada kj: c(k]) = c(k;) = ¢, (K]) = c'(k;) e
c”(kj*) = c”(kj’). Porém néo esta claro que a funcdo interpolada pelo teorema 3.5.1 é

3.6 Meétodo de Interpolacao C?

ALGORITMO C

Dado € > 0 (limite de erro), supondo valida a Equagao (3.0.1) e:

C; — Ci—1 Civ1 — G

—1
[ S "

<0 (3.6.1)

para 1 < i <n.

1. Faca como na Algoritmo A.

2. Loop: Para 1 < j <n, faga v; = c;.(k’j), onde ¢; é a funcdo calculada pelo Teorema
3.5.1 para o indice j. Substitua simultaneamente (c;) por 7;, 1 < j < n. Repita até
c”(k:;-L) — c”(k:-‘)!) < e.

J

que maxi<j<n(

Observacgao 3.6.1. Pelo Teorema 3.5.1, temos que 7y; €]l;,1;41], assim temos que resolver

o sequinte problema:

Fazendo v = (71,72, »7n)

Min mazi<j<y (‘cﬂ(k;-r) —c
v
I < M < ly

< 7 <l (3.6.2)
s.t. )

ln < Yn < ln+1

Em [Kah05], foi feita a seguinte Conjectura sobre a convergéncia do Algoritmo supra-

citado:
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Conjectura 3.6.1. Para todas as sequéncias {k;} o<i<ni1, {Cito<i<ni1 tais que as Equa-
¢oes (3.0.1) e (3.6.1) sdo vdlidas, as sequéncias calculadas pelo ALGORITMO C conver-

gem para uma sequéncia (f;, Xi, a;, b;)o<i<n-
Observagao 3.6.2. Para inimeros casos, observou-se que o Algoritmo convergiu.

Na Figura 3.15, temos a interpolacao dos Pregos para o indice S&P500 na data
22/09/2011, com a curva C?. Como critério de parada, usamos o ntimero maximo de

iteragoes igual a 200 e € = 0.001.

Valor das Opgdes - S&P500

1000

800

600

4001~

2001~

L L — 5
0 500 1000 1500
Strike

Figura 3.15: Intepolacao dos pregos para o indice S&P500 na data 22/09/2011, para as
suas 2 maturidades. A curva é C2.
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Na Figura 3.16a, temos a interpolacao da superficie de volatilidade implicita para o
indice S&P500 na data 22/09/2011. Na Figura 3.16b, temos as curvas de volatilidade

implicita nas maturidades.

Superficie de Volatiidade Implicta - S&P500 - 2200672011 Volatiidade Implicita - S&P500 - 22/09/2011
T T

W

! I I I
1 1005 101 1015 102
Tempo ao Vencimento Stke/S0 StrkelS0

(a) Superficie de Volatilidade implicita do in- (b) Curvas de volatilidade implicita do indice
dice S&P500 na data 22/09/2011. S&P500 na data 22/09/2011.

Figura 3.16: Volatilidade implicita do indice S&P500 na data 22/09/2011.

As andlises entre as superificies e as curvas de precos do indice S&P500 na data 22/09/2011

estao na Secao 3.7.
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3.7 Anailise e comparacao

Nesta Secao, faremos algumas anéalises e comparacoes entre os precos calculados pelas
curvas representadas nas Figuras 3.12 e 3.15 e entre as superficies representadas nas
Figuras 3.14a e 3.16a. Na Figura 3.17, temos o erro relativo absoluto entre os precos do
mercado e os precos calculados pelo modelo em escala loaritmica, com a curva C*. Onde

nao ha pontos nas figuras, o erro foi muito pequeno e nao foi desenhado.

5 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05
Strike/SO

I I I I I I I I I I
06 0.7 08 09 1

05
Strike/S0

Figura 3.17: Logaritmo do erro relativo absoluto entre os precos do mercado e os calcu-
lados - Curva C*.
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Na Figura 3.18, temos o erro relativo absoluto entre os precos do mercado e os precos

calculados pelo modelo e,m escala logaritmica, com a curva C?.

04

05
Strike/SO

05
Strike/S0

06

Figura 3.18: Logaritmo do erro relativo absoluto entre os precos do mercado e os calcu-

lados - Curva C?.
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Para o calculo das curvas C' e C?, interpolamos 50 pontos no intervalo de Strikes
[0,1500]. Na Figura 3.19, temos o erro relativo absoluto entre os pregos da curva C! e os
da curva C?, pelos pregos da curva C?. Observe que perto do At-The-Money (0.8 a 1.2

do valor do ativo subjacente), h& pontos com diferenca significativa.

0 02 04 06 08 1 12 14
Strike/SO

06 08
Strike/S0

Figura 3.19: Logaritmo do erro relativo absoluto entre os precos da curva C! e da curva,
C?2, pelos precos da curva C?.
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Na Figura 3.20, temos o logaritmo da diferenca absoluta as volatilidade implicitas
calculadas com a curva de precos C! e a C%. A diferenca entre as superficies representadas
nas Figuras 3.14a e 3.16a ¢ da ordem de 10719,

Diferenga entre a5 Superficies de Volatiidade mplicita - Curvas C1 & C2 (200 ferages).

Tempo o Vencimento Strike/S0

Figura 3.20: Logaritmo da diferenca absoluta entre as volatilidades implicitas obtidas
com os precos da curva C! e da curva C%. Note que a diferenca é da ordem de 10719,

As curvas de pregos e superficies de volatilidade implicita do indice USD/BRL e da Pe-

trobras estao no Apéndice A.



Capitulo 4
Tratamento de Dados

Os dados retirados do mercado nem sempre satisfazem a condicao 3.3.1. Quando isto
ocorre, nao conseguimos aplicar os resultados 3.2.3, 3.2.1 e 3.2.2, pois obtemos inconsis-
téncias, tais como calcular a funcao inversa de uma probabilidade negativa ou maior que
1, além do fato de haver oportunidade de arbitagem entre os dados, segundo o Lema 3.0.1.

O tratamento de dados é simples. Segundo [Kah05], basta retirar os dados do mercado,
verificar se a condicao 3.3.1 esta satisfeita. Se nao estiver, identificar o ponto que nao
sastisfaz a condicao e retirad-lo afim de satisfazer a condicao 3.3.1 com o conjunto de pontos
restante. Como nao sado muitos pontos do mercado (geralmente sdo no maximo 10), isto
pode ser feito diretamente pelo usuario. Os dados mais bem precificados sao os com maior
volume de negociacao.

Vamos a um exemplo simples:

Exemplo 4.0.1. Supondo que sejam retirados do mercado, para um determinado ativo, 4
pontos do mercado, i.e., 4 valores de opgdes com seus respectivos Strikes, a saber (K, cy),
(Ky,ci), (Ko,c0) e (Ks,c3). Agora vamos verificar se a condigao 3.3.1 estd satisfeita.
Pela Figura 4.1a, claramente vemos que o ponto (K, c.) nao satisfaz. Retirando-se este

ponto a condicao passa a ser satisfeita, pela Figura 4.1b. Além disso, a condicdo 3.3.1

Cit1—Ci
kiy1—k;’

também exige que cada para 1 <1 <n, seja menor que —1.

95
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Pregos Nao-Livres de Arbitragem
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(a) O ponto (K, c,) ndo satisfaz a condigao 3.3.1.
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(b) O conjunto de precos agora satisfaz a condigao 3.3.1.

Figura 4.1: Conjuntos com e sem arbitragem entre os precos.



Capitulo 5
Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos uma aplicacao da Superficie de Volatilidade Implicita.

Apos o tratamento dos dados retirados do mercado, calculamos curvas de precos ape-
nas para as maturidades negociadas no mercado. Para calcular a curva de precos em
outra maturidade, simplesmente aplicamos a féormula de Black & Scholes com os corres-
pondentes valores da Superficie de Volatilidade Implicita.

Para o célculo da Superficie de Volatilidade Local, utilizamos a superficie de precos e
aplicacao a Equacao 2.8.6.

A seguir, temos as superficie de precos e as Superficies de Volatilidade Local corres-
pondentes as Superficies de Volatilidade Implicitas calculadas no Capitulo 3.

Nas Superficies de Volatilidade Local a seguir, valores negativos ou maiores que 1 ou

2 foram excluidos, pois o calculo da Formula de Dupire é numericamente instavel.

a7
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Superficie de precos de opcoes de compra e de Volatilidade Local para o indice S&P500
na fechamento do dia 22/09/2011, nas Figuras 5.1 e 5.2a, respectivamente. As curvas de

Volatilidade Local nas maturidades estao na Figura 5.2b.

Pregos - S&P500 - 22/09/2011

032
Strike/SO
kel Tempo ao Vencimento

Figura 5.1: Superficie de pregos do indice S&P500 na data 22/09/2011.

‘Superfcie de Volaiidade Local - $8P500 - 22/09/2011 Volatiidade Local - S&P500 - 22109/2011
T T T

01 I I I I I I L I
0996 0998 1 1002 1004 1006 1008 101 1012
Stike/S0

Strike/S0

(a) Superficie de Volatilidade Local do indice (b) Curvas de volatilidade local do indice
S&P500 na data 22/09/2011. S&P500 na data 22/09/2011.

Figura 5.2: Volatilidade local do indice S&P500 na data 22/09/2011.
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Superficies de pregos e de volatilidade local do indice USD/BRL e da Petrobras podem

ser encontrados no Apéndice B.
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Conclusao

O ajuste de uma curva de precos C? é necessério, pois a densidade de probabilidade
do ativo é proporcional & segunda derivada da curva com relacao aos Strikes. Além disso,
é necessaria uma curva C? para o desenvolvimento do modelo de Dupire, no célculo da
volatilidade local. Uma das aplicacoes da volatilidade local é o célculo de precos de opcoes
exoticas.

A Condicao 3.3.1 é a principal exigéncia para que o método funcione e ndo acontecam
erros de calculo, conforme comentado na Secao 4.

O volume de negociagao dos dados retirados do mercado ¢ um indicativo dos melhores
dados a serem utilizados, embora nao possamos jogar nenhum dado fora sem antes verificar
a Condigao 3.3.1. Assim também ¢é necessario encontrar algum método para retirar bons
dados do mercado. Tal método pode ser testado com o os cédigos que fizemos neste
Projeto.

O método é eficiente, pois dados as condi¢oes necessarias, conseguimos obter a super-
ficie de volatilidade implicita.

Para diminuir o tempo de execucao do método, precisamos sintetizar os codigos e de
um computador mais potente.

Dos exemplos anteriores, podemos concluir que existem diferencas significativas entre
os precos calculados pela curva C! e pela curva C?. Logo podemos considerar melhor o
algoritmo que gera as curvas de precos C2.

Nos exemplos anteriores, nao hé diferencas significativas nas superficies de volatilidade

implicita correspondentes.

61
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Apéndice A

USD/BRL e Petrobras: Superficie de
Volatilidade Implicita e Curvas de

Precos

A.1 USD/BRL

Agora vamos calcular Superficies de Volatilidade Implicita para o indice USD/BRL nas
datas 15/04/2013, 24/04/2013 e 09/05/2013. Apos o tratamento dos dados, os valores
usados para o célculo foram para o dia 15/04,/2013:

Indice USD/BRL na data 15/04/2013
Maturidade 15/05/2013 Maturidade 15/06/2013
Preco Strike Condi¢ao Volume de Negociacao Preco Strike Condicdao Volume de Negociacao
1,9662 0 1,9662 0
0,053893731 1,925  -0,993405854 280 0,048324451 1,95  -0,983525923 37500
0,007429256 1,975  -0,929289491 6210500 0,030840149 1,975  -0,699372076 146500
0,0043 2,025  -0,06258512 435000

Tabela A.1: Tabela dos Pregos, Strikes e a condigao 3.3.1 para as maturidades 15/05/2013
e 15/06/2013 na data 15/04/2013.
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Na Figura A.1, temos os pregos das opgoes calculados para o indice USD/BRL no dia
15/04/2013 com a curva C'.

Valor das Opgdes - USD/BRL - 15/04/2013
T

Figura A.1: Interpolagao dos precos do indice USD/BRL na data 15/04/2013, para as
suas 2 maturidades. A curva é C*.
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Na Figura A.2, temos os pregos das opg¢oes calculados para o indice USD/BRL no dia
15/04/2013 com a curva C?.

Valor das Opgdes - USD/BRL - 15/04/2013
T T

Figura A.2: Interpolagao dos precos do indice USD/BRL na data 15/04/2013, para as
suas 2 maturidades. A curva é C2.
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Na Figura A.3, temos o erro relativo entre os pregos retirados do mercado e as curvas
C1.

Strike/SO

36, L L L L L L I I I

Strike/S0

Figura A.3: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas C! e os precos retirados
do mercado.

Na Figura A.4, temos os erro relativo entre os precos retirados do mercado e as curvas
CQ

8 08
Strike/SO

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Strike/SO

Figura A.4: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas C? e os pregos retirados
do mercado.



A.1. USD/BRL 67

Para o calculo das curvas C' e C?, interpolamos 50 pontos no intervalo de Strikes [0,2.2].
Pela Figura A.5, que representa o erro relativo entre as curvas C' e C2, pelos precos da

curva C2, ha diferencas significativas entre os precos calculados pelas curvas.
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Figura A.5: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas de precos C' e C?, pela
curva C?.
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A superficie de volatilidade implicita gerada pelas curvas C! esta na Figura A.6a. As

curvas de volatilidade implicita nas maturidades estao na Figura A.6b

Superfcie de Volatiidade Implicita - USD/BRL - 15/0472013 Volatiidade Implicita - USDIBRL - 15/04/2013
T T T T

00751

0085 .

00851

005

I I I I I I I I I I
0992 0993 0994 0995 099 0997 0998 0999 1 1001
Stike/SO

(a) Superficie de Volatilidade implicita do in- (b) Curvas de volatilidade implicita do indice
dice USD/BRL na data 15/04/2013. USD/BRL na data 15/04/2013.

Figura A.6: Volatilidade implicita do indice USD/BRL na data 15/04,/2013.

A superficie de volatilidade implicita gerada pelas curvas C? estd na Figura A.7a. As

curvas de volatilidade implicita nas maturidades estdo na Figura A.7b

Superfcie de Violatiidade Implicita - USD/BRL - 15/0472013 Volatiidade Implicita - USDIBRL - 15/04/2013
T T T T

007
0,085
s
008
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90085

005

I I I I I I I I I I
0992 0993 0994 0995 0996 0997 0998 0999 1 1001
Stike/SO

(a) Superficie de Volatilidade implicita do in- (b) Curvas de volatilidade implicita do indice
dice USD/BRL na data 15/04/2013. USD/BRL na data 15/04/2013.

Figura A.7: Volatilidade implicita do indice USD/BRL na data 15/04,/2013.
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Na Figura A.8 abaixo, temos o logaritmo da diferenca absoluta entre as volatilidades

implicitas calculadas com a curva de precos C! e a C2.

Diferenca entre as Volatilidades - USD/BRL - 15/04/2013.

Volatilidade Implicita

0,1)\:\ . o o -
- 58 . § A )
o S o 0998
o>\ : . e T
X | 2 g
Sl o
> 0993
025" 09w
Tempo ao Vencimento Strike/S0

Figura A.8: Logaritmo da diferenca absoluta entre as volatilidades implicitas obtidas com
os precos da curva C! e da curva C2. Note que a diferenca ¢ da ordem de 10719,
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Apobs o tratamento dos dados, os valores usados para o calculo foram para o dia

24/04,/2013:

Indice USD/BRL na data 24/04/2013
Maturidade 24/05/2013 Maturidade 24/06/2013
Preco Strike Condicao Volume de Negociacao Preco Strike Condicao Volume de Negociacao
2,0069 0 2,0069
0,0274 2 -0,98975 685000 0,083524451 1,95  -0,986346436 73807
0,004 2,025 -0,936 168750 0,042005847 2 -0,830372077 49250
0,0015 2,05 -0,1 310000 0,027 2,025 -0,600233876 4829502
0,017 2,05 0,4 5544820
0,0106 2,075 -0,256 1790300

Tabela A.2: Tabela dos Pregos, Strikes e a condigao 3.3.1 para as maturidades 24/05/2013
e 24/06/2013 na data 24/04/2013.
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Na Figura A.9, temos os pregos das opgoes calculados para o indice USD/BRL no dia
24/04/2013 com a curva C'.

Valor das Opgdes - USDIBRL - 24/04/2013
T T

Figura A.9: Interpolacao dos precos do indice S&P500 na data 24/04/2013, para as suas
2 maturidades. A curva é C*.
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Na Figura A.10, temos os precos das opgoes calculados para o indice USD/BRL no
dia 24/04/2013 com a curva C?.

Valor das Opgdes - USDIBRL - 24/04/2013
T

Figura A.10: Interpolagao dos pregos do indice USD/BRL na data 24/04/2013, para as
suas 2 maturidades. A curva é C2.
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Na Figura A.11, temos o erro relativo entre os precos retirados do mercado e as curvas
C1.

Strike/SO

Strike/S0

Figura A.11: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas C'! e os precos retirados
do mercado.

Na Figura A.12, temos os erro relativo entre os precos retirados do mercado e as curvas
CQ
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Figura A.12: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas C? e os pregos retirados
do mercado.



7T4AAPENDICE A. USD/BRL E PETROBRAS: SUPERFICIE DE VOLATILIDADE IMPLICITA E CU

Para o calculo das curvas C' e C?, interpolamos 50 pontos no intervalo de Strikes [0,2.2].
Pela Figura A.13, que representa o erro relativo entre as curvas C! e C?, pelos precos da

curva C2, ha diferencas significativas entre os precos calculados pelas curvas.
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Figura A.13: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas de precos C! e C?, pela
curva C?.
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A superficie de volatilidade implicita gerada pelas curvas C! est4 na Figura A.14a. As

curvas de volatilidade implicita nas maturidades estao na Figura A.14b

Superfcie de Volatiidade Implicta - USD/BRL - 2410412013 Volatidade Implicta - USDIBRL - 24042013
T T T T T T T T
Maturidade 1
Maturidade 2
009 1
0085
008
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g 007 g
8 $ oot
F 0085 £
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0055
005 : ) 005~
.
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0898 o 0085
>
17N 016
~
1002 005~
| | I I I I I | | |
0997 0998 0999 1 1001 1002 1003 1.004 1.005 1,006
StikefS0 Stikels)

‘Tempo ao Vencimento

(a) Superficie de Volatilidade implicita do in- (b) Curvas de volatilidade implicita do indice
dice USD/BRL na data 24/04/2013. USD/BRL na data 24/04/2013.

Figura A.14: Volatilidade implicita do indice USD/BRL na data 24/04/2013.

A superficie de volatilidade implicita gerada pelas curvas C? estd na Figura A.15a. As

curvas de volatilidade implicita nas maturidades estao na Figura A.15b

Superficie de Volatiidade Implicita - USDIBRL - 2410412013 Volatiidade Implicita - USDIBRL - 24/04/2013
T T T T T T T T

—— Maturidade 1
—e— Mauridade 2
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0.075 0075+
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Volatilidade Implicita.
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(a) Superficie de Volatilidade implicita do in- (b) Curvas de volatilidade implicita do indice
dice USD/BRL na data 24/04/2013. USD/BRL na data 24/04/2013.

Figura A.15: Volatilidade implicita do indice USD/BRL na data 24,/04/2013.
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Na Figura A.16 abaixo, temos o logaritmo da diferenca absolutaentre as volatilidades

implicitas calculadas com a curva de precos C! e a C2.

Diferenca entre as Volatilidades - USD/BRL - 24/04/2013.

1N e
S e ‘ P
1002 \ - . '// 013
PR S on
~ <

01
1006 oge
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Figura A.16: Logaritmo da diferenca absoluta entre as superficies calculadas. Note que a
diferenca é da ordem de 10719,
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Apoés o tratamento dos dados, os valores usados para o calculo foram para o dia

09/05/2013:
Indice USD/BRL na data 09/05/2013
Maturidade 09/06/2013 Maturidade 09/07/2013

Preco Strike Condicao Volume de Negociagao Preco Strike Condicdo Volume de Negociacao

2000,7 0 2000,7 0
65,9 1950  -0,992205128 1313000 89,09223201 1925  -0,993042996 10000
42 1975 -0,956 630000 65,45317009 1950  -0,945562477 11000

21,22504624 2000  -0,83099815 38250 26,97504624 2000  -0,769562477 134000

11 2025  -0,40900185 1724500 14,7 2050  -0,245500925 73500
5,6 2050 -0,216 899000 1.5 2200 -0,088 7500
1,65 2075 -0,158 9000
0,5 2100 -0,046 5000

Tabela A.3: Tabela dos Precos, Strikes e a condigao 3.3.1 para as maturidades 09/06,/2013
e 09/08/2013 na data 09/05/2013.
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Na Figura A.17, temos os precos das opgoes calculados para o indice USD/BRL no
dia 09/05/2013 com a curva C'.

Valor das Opgdes - USD/BRL - 09/05/2013
T T

Figura A.17: Interpolagao dos pregos do indice USD/BRL na data 09/05/2013, para as
suas 2 maturidades. A curva é C*.
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Na Figura A.18, temos os precos das op¢oes calculados para o indice USD/BRL no
dia 09/05/2013 com a curva C?.

Valor das Opgdes - USD/BRL - 09/05/2013
T T

Figura A.18: Interpolagao dos pregos do indice USD/BRL na data 09/05/2013, para as
suas 2 maturidades. A curva é C2.
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Na Figura A.19, temos o erro relativo entre os precos retirados do mercado e as curvas

o

Strike/SO

Strike/S0

Figura A.19: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas C' e os precos retirados
do mercado.

Na Figura A.20, temos os erro relativo entre os pregos retirados do mercado e as curvas

2

Strike/S0

Figura A.20: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas C? e os pregos retirados
do mercado.
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Para o calculo das curvas C' e C?, interpolamos 50 pontos no intervalo de Strikes [0,2.5].
Pela Figura A.21, que representa o erro relativo entre as curvas C! e C?, pelos precos da

curva C2, ha diferencas significativas entre os precos calculados pelas curvas.
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Figura A.21: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas de precos C! e C?, pela
curva C?.
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A superficie de volatilidade implicita gerada pelas curvas C! est4 na Figura A.22a. As

curvas de volatilidade implicita nas maturidades estdao na Figura A.22b

Superficie de Volatiidade Implicita - USD/BRL - 0810512013 Volatiidade Implicita - USDIBRL - 09/05/2013

N
-
104N

103 A\‘\

1027 N
~

L L L L L
099 1 101 102 103 104
Strike/S0
‘Tempo ao Vencimento Strike/S0.

(a) Superficie de Volatilidade implicita do in- (b) Curvas de volatilidade implicita do indice
dice USD/BRL na data 09/05/2013. USD/BRL na data 09/05/2013.

Figura A.22: Volatilidade implicita do indice USD/BRL na data 09/05/2013.

A superficie de volatilidade implicita gerada pelas curvas C? estd na Figura A.23a. As

curvas de volatilidade implicita nas maturidades estao na Figura A.23b

Superficie de Violatiidade Implicita - USD/BRL - 09/05/2013 Volatiidade Implicita - USD/BRL - 09/05/2013
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Tempo 20 Vencimento Stike/SO

(a) Superficie de Volatilidade implicita do in- (b) Curvas de volatilidade implicita do indice
dice USD/BRL na data 09/05/2013. USD/BRL na data 09/05/2013.

Figura A.23: Volatilidade implicita do indice USD/BRL na data 09/05/2013.
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Na Figura A.24 abaixo, temos o logaritmo da diferenca absolutaentre as volatilidades

implicitas calculadas com a curva de precos C! e a C2.

Diferenca entre as Volatilidades - USD/BRL - 08/05/2013.
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Figura A.24: Logaritmo da diferenca absoluta entre as superficies calculadas. Note que a
diferenca é da ordem de 10719,
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A.2 Petrobras

Agora vamos aos dados da empresa Petrobras para os dias 03/01/2013, 04/01/2013 e
24/01/2013.

Apoés o tratamento dos dados, os valores usados para o calculo foram para o dia
03/01/2013:

Petrobras na data 03/01/2013
Maturidade 18/02/2013 Maturidade 18/03/2013
Precos Strikes Condicao | Precos Strikes Condigao

20.4 0 20.4 0
3.41 17 -0.9994 2.75 18 -0.981
2.57 18 -0.83 2 19 -0.75
1.77 19 -0.8 1.31 20 -0.69
1.12 20 -0.65 0.85 21 -0.46
0.6 21 -0.52 0.54 22 -0.31
0.34 22 -0.26 0.3 23 -0.24
0.17 24 -0.13

Tabela A.4: Tabela dos Pregos, Strikes e a condigao 3.3.1 para as maturidades 18/02/2013
e 18/03/2013 na data 03/01/2013.
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Na Figura A.25, temos os pregos das opcoes calculados para a empresa Petrobras no
dia 03/01/2013 com a curva C'.

Valor das Opgdes - Petrobrés 03/01/2013
T T

Figura A.25: Interpolagao dos precos da empresa Petrobras na data 03/01/2013, para as
suas 2 maturidades. A curva é C*.
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Na Figura A.26, temos os pregos das opcoes calculados para a empresa Petrobras no
dia 03/01/2013 com a curva C?.

Valor das Opgdes - Petrobrés 03/01/2013
T T

Figura A.26: Interpolagao dos precos da empresa Petrobras na data 03/01/2013, para as
suas 2 maturidades. A curva é C2.
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Na Figura A.27, temos o erro relativo entre os precos retirados do mercado e as curvas

o

Strike/SO

Strike/S0

Figura A.27: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas C' e os precos retirados

do mercado.

Na Figura A.28, temos os erro relativo entre os pregos retirados do mercado e as curvas

2
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Figura A.28: Logaritmo do erro relativo absoluto entre

do mercado.

as curvas C? e os precos retirados
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Para o célculo das curvas C' e C?, interpolamos 50 pontos no intervalo de Strikes [0, 25].
Pela Figura A.29, que representa o erro relativo entre as curvas C! e C?, pelos precos da

curva C2, ha diferencas significativas entre os precos calculados pelas curvas.
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Figura A.29: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas de precos C! e C?, pela
curva C?.
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A superficie de volatilidade implicita gerada pelas curvas C! est4 na Figura A.30a. As

curvas de volatilidade implicita nas maturidades estao na Figura A.30b

Superfcie de Volatiidade mplicta - Petrobras - 03/01/2013 Volatiidade Implicita - Petrobrés - 0310/2013
o T T T T T T
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(a) Superficie de Volatilidade implicita da em- (b) Curvas de volatilidade implicita da em-
presa Petrobras na data 03/01/2013. presa Petrobras na data 03/01,/2013.

Figura A.30: Volatilidade implicita da empresa Petrobras na data 03/01/2013.

A superficie de volatilidade implicita gerada pelas curvas C? estd na Figura A.31a. As

curvas de volatilidade implicita nas maturidades estao na Figura A.31b

Superfcie de Voatiidade Implicta - Pelrobras - 03/01/2013 Volatiidade Implicita - Petrobrés - 03101/2013
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(a) Superficie de Volatilidade implicita da em- (b) Curvas de volatilidade implicita da em-
presa Petrobras na data 03/01/2013. presa Petrobras na data 03/01,/2013.

Figura A.31: Volatilidade implicita da empresa Petrobras na data 03/01/2013.
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Na Figura A.32 abaixo, temos o logaritmo da diferenga absoluta entre as volatilidades

implicitas calculadas com a curva de precos C! e a C2.

Diferenca entre as Volatilidaces - Petrobrés - Curvas C1 e C2 (200 iteragdes).

Strike/S0 ‘Tempo ao Vencimento

Figura A.32: Logaritmo da diferenca absoluta entre as superficies calculadas. Note que
os valores do grafico é da ordem de 10710,
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Apoés o tratamento dos dados, os valores usados para o calculo foram para o dia
04/01/2013:

Petrobras na data 04/01/2013
Maturidade 18/02/2013 Maturidade 18/03/2013
Precos Strikes Condicao | Precos Strikes Condicao
20.48 0 20.48 0
2.5 18 -0.9999 2.17 19 -0.9637
1.84 19 -0.66 1.41 20 -0.76
1.19 20 -0.65 0.88 21 -0.53
0.64 21 -0.55 0.52 22 -0.36
0.32 22 -0.32 0.3 23 -0.22
0.17 24 -0.13

Tabela A.5: Tabela dos Pregos, Strikes e a condigao 3.3.1 para as maturidades 18/02/2013
e 18/03/2013 na data 04/01/2013.
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Na Figura A.33, temos os pregos das opcoes calculados para a empresa Petrobras no
dia 04/01/2013 com a curva C'.

Valor das Opedes - Petrobrés 04/01/2013

Figura A.33: Interpolagao dos precos da empresa Petrobras na data 04/01/2013, para as
suas 2 maturidades. A curva é C*.
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Na Figura A.34, temos os pregos das opcoes calculados para a empresa Petrobras no
dia 04/01/2013 com a curva C?.

Valor das Opedes - Petrobrés 04/01/2013
T T

Figura A.34: Interpolagao dos precos da empresa Petrobras na data 04/01/2013, para as
suas 2 maturidades. A curva é C2.
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Na Figura A.35, temos o erro relativo os precos retirados do mercado e as curvas C?.
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Figura A.35: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas C! e os precos retirados

do mercado.

Na Figura A.36, temos o erro relativo entre os precos retirados do mercado e as curvas

C?.
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83851

838

837.51

02

Strike/SO

&&&&&

02

Strike/SO

Figura A.36: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas C? e os pregos retirados

do mercado.



A.2. PETROBRAS 95

Para o célculo das curvas C' e C?, interpolamos 50 pontos no intervalo de Strikes [0, 25].

Pela Figura A.37, ha diferencas significativas entre os precos calculados pelas curvas.

" " 4 Ak I L
0 02 04 06 08 1 12 14
Strike/SO

100001~ b

8000~ b

6000~ b

4000 4

2000 b

" " 4 = I L

08
Stike/SO

Figura A.37: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas de precos, pela curva
C2.
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A superficie de volatilidade implicita gerada pelas curvas C! est4 na Figura A.38a. As

curvas de volatilidade implicita nas maturidades estao na Figura A.38b

Superfcie de Volatiidade Implicta - Petrobras - 04/01/2013 Volatiidade Implicita - Petrobrés - 04101/2013
031, T T T

029

028

idade Implicita

8027
H
S0z

025.);

024

L L I
094 0% 098

L
102 104 106

1
Stike/S0 Stike/S0

(a) Superficie de Volatilidade implicita da em- (b) Curvas de volatilidade implicita da em-
presa Petrobras na data 04/01/2013. presa Petrobras na data 04/01,/2013.

Figura A.38: Volatilidade implicita da empresa Petrobras na data 04/01/2013.

A superficie de volatilidade implicita gerada pelas curvas C? estd na Figura A.39a. As

curvas de volatilidade implicita nas maturidades estao na Figura A.39b

Superficie de Volatiidade Implicta - Pelrobras - 0410172013 Volatiidade Implicita - Petrobrés - 04/01/2013
031, T T T

s

S
LE X

Strike/S0

‘Tempo ao Vencimento

(a) Superficie de Volatilidade implicita da em- (b) Curvas de volatilidade implicita da em-
presa Petrobras na data 04/01/2013. presa Petrobras na data 04/01,/2013.

Figura A.39: Volatilidade implicita da empresa Petrobras na data 04/01/2013.
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Na Figura A.40 abaixo, temos o logaritmo da diferenga absoluta entre as volatilidades

implicitas calculadas com a curva de precos C! e a C2.

Diferenca entre as Volatilidaces - Petrobrés - Curvas C1 e C2 (200 iteragdes).

Volatilidade Implicita

Strike/S0 Tempo ao Vencimento

Figura A.40: Logaritmo da diferenca absoluta entre as superficies calculadas. Note que
os valores do grafico é da ordem de 10710,
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Apobs o tratamento dos dados, os valores usados para o calculo foram para o dia
24/01/2013:

Petrobras na data 24/01/2013
Maturidade 18/02/2013 Maturidade 18/03/2013
Precos Strikes Condicao | Precos Strikes Condicao
19.59 0 19.59 0
1.72 18 -0.9928 1.2 19 -0.9678
0.91 19 -0.94 0.66 20 -0.75
0.35 20 -0.81 0.33 21 -0.54
0.13 21 -0.56 0.16 22 -0.33
0.04 22 -0.22 0.08 23 -0.17
0.05 24 -0.08

Tabela A.6: Tabela dos Pregos, Strikes e a condigao 3.3.1 para as maturidades 18/02/2013
e 18/03/2013 na data 24/01/2013.
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Na Figura A.41, temos os pregos das opcoes calculados para a empresa Petrobras no
dia 24/01/2013 com a curva C'.

Valor das Opgdes - Petrobrés 24/01/2013
T T

Figura A.41: Interpolagao dos precos da empresa Petrobras na data 24/01/2013, para as
suas 2 maturidades. A curva é C*.
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Na Figura A.42, temos os pregos das opcoes calculados para a empresa Petrobras no
dia 24/01/2013 com a curva C?.

Valor das Opgdes - Petrobrés 24/01/2013

Figura A.42: Interpolagao dos precos da empresa Petrobras na data 24/01/2013, para as
suas 2 maturidades. A curva é C2.
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Na Figura A.43, temos o erro relativo entre os precos retirados do mercado e as curvas
C1.

0 02 04 06 08 1 12 14
Strike/SO

Strike/S0

Figura A.43: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas C' e os precos retirados
do mercado.

Na Figura A.44, temos o erro relativo entre os precos retirados do mercado e as curvas
CQ

0 02 04 06 08 1 12 14
Strike/SO

0 02 04 06 08 1 12 14
Strike/SO

Figura A.44: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas C? e os pregos retirados
do mercado.
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Para o célculo das curvas C' e C?, interpolamos 50 pontos no intervalo de Strikes [0, 25].

Pela Figura A.45, ha diferencas significativas entre os precos calculados pelas curvas.

Strike/SO

06 08
Strike/SO

Figura A.45: Logaritmo do erro relativo absoluto entre as curvas de precos, pela curva
C2.
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A superficie de volatilidade implicita gerada pelas curvas C! est4 na Figura A.46a. As

curvas de volatilidade implicita nas maturidades estao na Figura A.46b

Superficie de Volatiidade Implicita - Pelrobras - 2410112013

Volatiidade Implicita - Petrobrés - 24/01/2013

019 . ’

Volatilidade Implicita.
Volatilidade Implicita

)

s )
Tz

—— Maturidade 1
—— Matridade 2

Strike/S0

‘Tempo ao Vencimento

L L L L
102 104 106 108 11 112
Stike/SO

(a) Superficie de Volatilidade implicita da em- (b) Curvas de volatilidade implicita da em-

presa Petrobras na data 24/01/2013.

presa Petrobras na data 24/01/2013.

Figura A.46: Volatilidade implicita da empresa Petrobras na data 24,/01/2013.

A superficie de volatilidade implicita gerada pelas curvas C? estd na Figura A.47a. As

curvas de volatilidade implicita nas maturidades estao na Figura A.47b

Superfcie de Volatiidade Implicita - Pelrobras - 241012013

Volatiidade Implicita - Petrobrés - 24/01/2013

Volatiidade Implicita

=
104
106 . h T o

—— Maturidade 1
—e— Mauridade 2

Strike/SO
e Tempo 2o Vendimerto

(a) Superficie de Volatilidade implicita da em- (b) Curvas de volatilidade implicita da em-

presa Petrobras na data 24/01/2013.

presa Petrobras na data 24/01/2013.

Figura A.47: Volatilidade implicita da empresa Petrobras na data 24/01/2013.
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Na Figura A.48 abaixo, temos o logaritmo da diferenga absoluta entre as volatilidades

implicitas calculadas com a curva de precos C! e a C2.

Diferena entre as Volatiidades - Petrobrés - Curvas C1 & C2 (200 teragdes).

Strike/SO

Figura A.48: Logaritmo da diferenca absoluta entre as superficies calculadas. Note que
os valores do grafico é da ordem de 10710,



Apéndice B

USD/BRL e Petrobras: Superficie de
Volatilidade Local

B.1 USD/BRL

Superficie de precos e de Volatilidade Local do indice USD/BRL na data 11/04/2013, nas
Figuras B.1 e B.2a, respectivamente. As curvas de Volatilidade Local nas maturidades

estao na Figura B.2b.

Pregos - USD/BRL - 11/04/2013.

0.25

Strike/S0

Figura B.1: Superficie de pregos do indice USD/BRL na data 11/04/2013.
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‘Superficie de Volatiidade Local - USD/BRL - 1110412013, Volatiidade Local - USDIBRL - 11/04/2013
T T T

Strike/S0

(a) Superficie de Volatilidade Local do indice (b) Curvas de volatilidade local do indice
USD/BRL na data 11/04/2013. USD/BRL na data 11/04/2013.

Figura B.2: Volatilidade local do indice USD/BRL na data 11/04/2013.
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Superficie de pregos e de Volatilidade Local do indice USD/BRL na data 15/04,/2013,
nas Figuras B.3 e B.4a, respectivamente. As curvas de Volatilidade Local nas maturidades

estao na Figura B.4b.

Precos - USD/BRL - 15/0412013.

0.045
0.04 .
0.035 .

P
8 003
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0025/
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090 »
0996 N e
09}\ ‘
ﬁ\/(uz

0.25

Strike/S0 Tempo ao Vencimento

Figura B.3: Superficie de pregos do indice USD/BRL na data 15/04/2013.

Superficie de Volatiidade Local - USD/BRL - 1510412013, Volatiidade Local - USD/BRL - 1510412013
iy T T T T

i 1

I I I I I I I I I I
0992 0993 094 09% 099 0997 09%8 0999 1 1001
Stike/S0

‘Tempo ao Vencimento

(a) Superficie de Volatilidade Local do indice (b) Curvas de volatilidade local do indice
USD/BRL na data 15/04/2013. USD/BRL na data 15/04/2013.

Figura B.4: Volatilidade local do indice USD/BRL na data 15/04/2013.
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Superficie de pregos e de Volatilidade Local do indice USD/BRL na data 09/05/2013,
nas Figuras B.5 e B.6a, respectivamente. As curvas de Volatilidade Local nas maturidades

estao na Figura B.6b.

Precos - USD/BRL - 09/05/2013.
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0.035 .
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Figura B.5: Superficie de pregos do indice USD/BRL na data 09/05/2013.

Superficie de Volatiidade Local - USD/BRL - 061052013, Volatiidade Local - USD/BRL - 09/05/2013.
T T

L T L L L
Stikeso 099 1 101 102 103 104
e ‘empo 0 Vencimento Stike/S0

(a) Superficie de Volatilidade Local do indice (b) Curvas de volatilidade local do indice
USD/BRL na data 09/05/2013. USD/BRL na data 09/05/2013.

Figura B.6: Volatilidade local do indice USD/BRL na data 09/05/2013.
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B.2 Petrobras

Superficie de precos e de Volatilidade Local da empresa Petrobras na data 03/01/2013,
nas Figuras B.7 e B.8a, respectivamente. As curvas de Volatilidade Local nas maturidades

estao na Figura B.8b.

Pregos - Petrobrés - 03/01/2013.

Strike/SO Tempo ao Vencimento

Figura B.7: Superficie de pregos da empresa Petrobras na data 03/01/2013.

‘Superficie de Volatiidade Local - Petrobras - 03/01/2013 Volatiidade Local - Petrobrés - 0301/2013

018 09 0% 084 096 1 102 104 106

% 098
Stike/S0 . " StikelS0

(a) Superficie de Volatilidade Local da em- (b) Curvas de volatilidade local da empresa
presa Petrobras na data 03/01/2013. Petrobras na data 03/01/2013.

Figura B.8: Volatilidade local da empresa Petrobras na data 03/01/2013.
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Superficie de pregos e de Volatilidade Local da empresa Petrobras na data 04/01/2013,
nas Figuras B.9 e B.10a, respectivamente. As curvas de Volatilidade Local nas maturida-

des estao na Figura B.10b.

Pregos - Petrobras - 04/01/2013,

1.06 028

Strike/SO Tempo ao Vencimento

Figura B.9: Superficie de pregos da empresa Petrobras na data 04/01/2013.

‘Superficie de Volatiidade Local - Petrobrés - 04/101/2013. Volatidade Local - Petrobras - 0410112013

1
Stike/SO
e Tempo 20 Vencimento Stike/S0

(a) Superficie de Volatilidade Local da em- (b) Curvas de volatilidade local da empresa
presa Petrobras na data 04/01/2013. Petrobras na data 04/01/2013.

Figura B.10: Volatilidade local da empresa Petrobras na data 04/01/2013.
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Superficie de pregos e de Volatilidade Local da empresa Petrobras na data 24,/01,/2013,
nas Figuras B.11 e B.12a, respectivamente. As curvas de Volatilidade Local nas maturi-

dades estao na Figura B.12b.

Pregos - Petrobras - 24/01/2013.

08

08
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02

Strike/S0

Tempo ao Vencimento

Figura B.11: Superficie de pregos da empresa Petrobras na data 24/01/2013.

Superficie de Volatiidade Local - Petrobrés - 24101/2013, Volatiidade Local - Petrobras - 241012013

Strike/S0

(a) Superficie de Volatilidade Local da em- (b) Curvas de volatilidade local da empresa
presa Petrobras na data 24/01/2013. Petrobras na data 24/01/2013.

Figura B.12: Volatilidade local da empresa Petrobras na data 24/01/2013.



Apéndice C
Codigos

C.1 PETRB24Jan2013sviC2.m

% Carlos Humberto de Oliveira Martins.
% Este script calcula a Superficie de Volatilidade Implicita da empresa

% Petrobras no dia 24/01/2013., com as curvas de precos C2.

% kmax =  Strike maximo de todo o conjunto de pregos.

h m = Quantidade de interpolag¢des entre O e kmax.

% o = Quantidade de interpolacdes entre ti e t(i+l).

% IVOL2 = Matriz de ivol2.

% IVOL = Matriz da ivol. Na linha i, estd a interpolag8o entre IVOL2(i) e
% IVOL2(i+1)

hT = Vetor das maturidades do conjunto de pregos/Strikes.
% K = Vetor dos strikes interpolados.

clear

clc

tic

% Dados apds o tratamento.

T=[45/252 75/252];

p1=[19.59 1.72 0.91 0.35 0.13 0.04];
k1=[0 18 19 20 21 22];

p2=[19.59 1.2 0.66 0.33 0.16 0.08 0.05];
k2=[0 19 20 21 22 23 24];

% Parimetros para a interpolagfo:

[n1,nmax]=size(T);
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Tmax=T (nmax) ;

m=50;

div=0;

nmax=200;

e=0.001;

kmin=19;

kmax=22;

aux=linspace (kmin,kmax,m) ;
K=aux;

% Para pl,kl

cl=calculaci2(pl,kl,nmax,e);
auxl=algBl(c1,pl,k1,K,T(1),r,div);

IVOL21=aux1(2,:);

% Para p2,k2

c2=calculaci2(p2,k2,nmax,e);
aux2=algB1(c2,p2,k2,K,T(2),r,div);

IVOL22=aux2(2,:);

IVOL2=[IVOL21;IVOL22];

% Construgdo da Superficie:

iK=K;

[iT,iK]=meshgrid(T,ikK);

Ti=linspace(T(1),T(2),1000);

[Ti,Kil=meshgrid(Ti,K);

sig=interp2(iT,iK,IVOL2’,Ti,Ki)./Ti;

sig=sqrt(sig);
SUPERFICIE=sig;
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% Imprimissio da figura:

preco=pl(1);

X=lingpace(T(1),T(2),1000);

Y=linspace (kmin,kmax,50) ./preco;

mesh (X,Y,SUPERFICIE)

axis ([T(1) T(end) Y(1) Y(end) min(min(sig)) max(max(sig))])
ylabel(’Strike/S07%);

xlabel(’Tempo ao Vencimento’);

zlabel(’Volatilidade Implicita’);

title(’Superficie de Volatilidade Implicita - Petrobras’)
h=gctf;

set (h,’PaperOrientation’,’landscape’);

set (h,’PaperUnits’, ’normalized’);

set (h,’PaperPosition’, [0 0 1 1]1);

set(gca,’YDir’, ’reverse’)

print(gcf, ’-dpdf’, ’PETRB24Jan2013sviC2iter200.pdf’);

tempo=toc;

C.2 TesteMetodo.m

% Teste com dados simulados

clear

clc
tic

t0=0.5;
TMax=0.8;

kmin=1;

kmax=2;

s0=1.5;
preco=s0;

sigmal=1;

alfa=1;
beta=2;
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aa=t0:0.005:TMax;
bb=kmin:0.005:kmax;

[T,K]=meshgrid(t0:0.005:TMax,kmin:0.005 :kmax) ;
TO=tO*ones(size(T));

L0G=log(s0/kmin)*ones(size(T));

x=1og(s0./K);

x0=(-0.1)*ones(size(T));
sigma2=(sigma0~2)*(ones(size(T)))+alfa*(T-TO)+beta*(x-x0)."2;
sigma=sqrt(sigma2);

X=K(:,1)/preco;

Y=T(1,:);

X1=x(:,1);

figure(2)

surf (Y,X,sigma)

axis ([Y(1) Y(end) X(1) X(end) min{min(sigma)) max(max(sigma))]);
ylabel(’Strike/S0’);

xlabel (’Tempo ao Vencimento’);

zlabel(’Volatilidade Implicita’);

title(’Supoerficie de Volatilidade Implicita - Simulac8o’);
h=gcf;

set (h,’PaperOrientation’,’landscape’);

set (h,’PaperUnits’, ’normalized’);

set (h, ’PaperPosition’, [0 0 1 1]1);

set(gca,’YDir’, ’reverse’)%, ’YDir’, ’reverse’)

print(h, ’-dpdf’, ’SuperficieSimulacao.pdf’);

[A,B]=meshgrid(t0:0.005:TMax,kmin:0.005 :kmax) ;

Call=zeros(size(T));

[a,b]l=size(T);

for i=1:a

for j=1:b
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Call(i,j) = blsprice(sO, K(i,j), 0.05, T(i,j), sigma(i,j));

end

end

figure(3)

surf(Y,X,Call)

axis ([Y(1) Y(end) X(1) X(end) min(min(Call)) max(max(Call))])
ylabel(’Strike/S0%);

xlabel(’Tempo ao Vencimento’);

zlabel (’Precos’);

title(’Superficie de Pregos - Simulac8o’);
h=gcf;

set (h,’PaperOrientation’,’landscape’);

set (h,’PaperUnits’, ’normalized’);

set (h,’PaperPosition’, [0 0 1 1]);
set(gca,’YDir’,’reverse’)’,’YDir’, ’reverse’)
print(h, ’-dpdf’, ’PrecosSimulacao.pdf’);
arb=arbitragem(K,Call);

% Call & KxT

pl=[s0 Call(30,1) Call(70,1) Call(85,1) Call(95,1) Call(110,1)
Call(120,1) Call(130,1)];

p2=[s0 Call(35,10) Call(60,10) Call(75,10) Call(85,10) Call(110,10)
Call(130,10)];

p3=[s0 Call(35,25) Call(40,25) Call(55,25) Call(75,25) Call(100,25)
Call(130,25)];

p4=[s0 Call(35,30) Call(60,30) Call(75,30) Call(85,30) Call(120,30)];
p5=[s0 Call(35,35) Call(40,35) Call(55,35) Call(75,35) Call(110,35)];
p6=[s0 Call(35,40) Call(60,40) Call(75,40) Call(85,40) Call(120,40)];
p7=[s0 Call(35,45) Call(40,45) Call(b55,45) Call(75,45) Call(110,45)];
p8=[s0 Call(35,50) Call(60,50) Call(75,50) Call(85,50) Call(120,50)];
p9=[s0 Call(35,55) Call(40,55) Call(55,55) Call(75,55) Call(110,55)];
p10=[s0 Call(20,61) Call(70,61) Call(85,61) Call(95,61) Call(100,61)
Call(120,61) Call(130,61)];

k1=[0 K(30,1) K(70,1) K(85,1) K(95,1) K(110,1) K(120,1) K(130,1) 1;
k2=[0 K(35,1) K(60,1) K(75,1) K(85,1) K(110,1) K(130,1)];
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k3=[0
k4=[0
k5=[0
k6=[0
k7=[0
k8=[0
k9=[0

K(35,1)
K(35,1)
K(35,1)
K(35,1)
K(35,1)
K(35,1)
K(35,1)

K(40,1)
K(60,1)
K(40,1)
K(60,1)
K(40,1)
K(60,1)
K(40,1)

K(55,1)
K(75,1)
K(55,1)
K(75,1)
K(55,1)
K(75,1)
K(55,1)

K(75,1)
K(85,1)
K(75,1)
K(85,1)
K(75,1)
K(85,1)
K(75,1)

APENDICE C. CODIGOS

K(100,1) K(130,1)]1;
K(120,1)71;
K(110,1)71;
K(120,1)71;
K(110,1)71;
K(120,1)71;
K(110,1)71;

k10=[0 K(20,1) K(70,1) K(85,1) K(95,1) K(100,1) K(120,1) K(130,1)];

kmax2=K(110,1);

kmin2=K(35,1);

T=[T(1,1) T(1,10) T(1,25) T(1,30) T(1,35) T(1,40) T(1,45) T(1,50)

T(1,55)

Atl=[k1’ p1°];
A2=[k2’ p2°];
A3=[k3’ p3’];
A4=[k4’ p4’];
A5=[k5’ p5°];
A6=[k6’ p6°];
A7=[k7’ p7°];
A8=[k8’ p8’];
A9=[k9’ p9°];
A10=[k10’ p10°];

T(1,61)];

[nl,a]l=size(Al);
pAl=zeros(ni,1);

[n2,a]l=size(A2);
pA2=zeros(n2,1);

[n3,al=size(A3);
pA3=zeros(n3,1);

[nd,al=size(A4);
pAd=zeros(n4,1);

[n5,al=size(A5);
pAb=zeros(n5,1);
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[n6,al=size(A6);
pA6=zeros(n6,1);

[n7,al=size(AT7);
pA7=zeros(n7,1);

[n8,al=size(A8);
pA8=zeros(n8,1) ;

[n9,al=size(A9);
pA9=zeros(n9,1);

[n10,al=size(A10);
pAl0=zeros(n10,1);

for i=2:nl
pAL(1)=(A1(i,2)-A1(i-1,2))/(AL(i,1)-AL(i-1,1));

end

for i=2:n2
pA2(1)=(A2(1i,2)-A2(i-1,2))/(A2(i,1)-A2(i-1,1));

end

for i=2:n3
pA3(i)=(A3(1,2)-A3(i-1,2))/(A3(i,1)-A3(i-1,1));

end

for i=2:n4
pA4(1)=(A4(1,2)-A4(i-1,2))/(A4(i,1)-A4(i-1,1));

end

for i=2:nb
pA5(1)=(A5(i,2)-A5(i-1,2))/(A5(i,1)-A5(i-1,1));

end
for i=2:n6
pA6(1)=(A6(1i,2)-A6(i-1,2))/(A6(i,1)-A6(i-1,1));

end

for i=2:n7
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pA7(1)=(A7(i,2)-A7(i-1,2))/(A7(i,1)-A7(i-1,1));

end

for i=2:n8
pA8(1)=(A8(1i,2)-A8(i-1,2))/(A8(i,1)-A8(i-1,1));

end

for i=2:n9
pA9(1)=(A9(1,2)-A9(i-1,2))/(A9(i,1)-A9(i-1,1));

end

for i=2:n10
pA10(i1)=(A10(1,2)-A10(i-1,2))/(A10(1i,1)-A10(i-1,1));

end

A11=TA1(:,2) A1(:,1) pAll;
A22=TA2(:,2) A2(:,1) pA2];
A33=[A3(:,2) A3(:,1) pA3]l;
A44=TA4(:,2) A4(:,1) pAdl;
A55=[A5(:,2) A5(:,1) pA5];
A66=[A6(:,2) A6(:,1) phA6];
A77=[AT7(:,2) A7(:,1) pAT];
A88=[A8(:,2) A8(:,1) pA8];
A99=TA9(:,2) A9(:,1) pA9l;
A1010=[A10(:,2) A10(:,1) pA10];

[n1,nmax]=size(T);
m=50;

0=50;

r=0.05;

div=0;
aux=kmin:0.005:kmax;

K=aux;

% Para pil,kl

cl=calculaci(pl,kl);
auxl=algB1(cl,pl,k1,K,T(1),r,div);

IVOL21=aux1(2,:);
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% Para p2,k2

c2=calculaci(p2,k2);
aux2=algB1(c2,p2,k2,K,T(2),r,div);

IVOL22=aux2(2,:);

% Para p3,k3

c3=calculaci(p3,k3);
aux3=algB1(c3,p3,k3,K,T(3),r,div);

IVOL23=aux3(2,:);

% Para p4,k4:

c4=calculaci(p4,k4);
aux4=algB1(c4,p4,k4,K,T(4),r,div);

IVOL24=aux4(2,:);

% Para p5,k5:

cb=calculaci(p5,k5);
aux5=algB1(c5,p5,k5,K,T(5),r,div);

IVOL25=aux5(2,:);

% Para p6,k6:

c6=calculaci(p6,k6);
aux6=algB1(c6,p6,k6,K,T(6),r,div);

IVOL26=aux6(2,:);

% Para p7,k7:

c7=calculaci(p7,k7);
aux7=algB1(c7,p7,k7,K,T(7),r,div);
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IVOL27=aux7(2,:);
% Para p8,k8:

c8=calculaci(p8,k8);
aux8=algB1(c8,p8,k8,K,T(8),r,div);

IVOL28=aux8(2,:);

% Para p9,k9:

c9=calculaci(p9,k9);
aux9=algB1(c9,p9,k9,K,T(9) ,r,div);

IVOL29=aux9(2,:);

% Para p10,k10:

c10=calculaci(p10,k10);
aux10=algB1(c10,p10,k10,K,T(10),r,div);

IVOL210=aux10(2,:);

IVOL2=[IVOL21;IV0L22;IV0OL23;IV0L24;IV0OL25;IV0OL26;IV0OL27
;IVOL28 ;IVOL29 ;IVOL210];

1K=kmin:0.005:kmax;

[iT,iK]=meshgrid(T,iK);

Ti=t0:0.005:TMax;

[Ti,Kil=meshgrid(Ti,kmin:0.005:kmax) ;
sig=interp2(iT,iK,IVOL2’,Ti,Ki)./Ti;

sig=sqrt(sig);
teste=(abs(sig(35:110,:)-sigma(35:110,:)))./sigma(35:110,:);

teste3=(abs(sig(35:110,:)-sigma(35:110,:)));

figure(4)
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X2=X(35:110);

surf (Y,X2,sig(35:110,:))

axis ([Y(1) Y(end) X2(1) X2(end)
min(min(sig(35:110,:))) max(max(sig(35:110,:)))1)
ylabel (’Strike/S0’);

xlabel (’Tempo ao Vencimento’);
zlabel(’Volatilidade Implicita’);

title(’Superficie de Volatilidade Implicita - Curvas C1’);

h=gct;

set (h, ’PaperOrientation’,’landscape’);

set (h,’PaperUnits’, ’normalized’);

set (h, ’PaperPosition’, [0 0 1 1]1);

set(gca,’YDir’, ’reverse’)’%, ’YDir’, ’reverse’)

print(h, ’-dpdf’, ’SVISimulacaoCl.pdf’);

figure(5)

surf(Y,X2,teste)

axis ([Y(1) Y(end) X2(1) X2(end) min(min(teste)) max(max(teste))])
ylabel (’Strike/S0’);

xlabel (’Tempo ao Vencimento’);

zlabel(’Precos’);

title (’Erro Relativo entre as Superficies - Curvas C1’);
h=gcf;

set (h,’PaperOrientation’,’landscape’);

set (h,’PaperUnits’, ’normalized’);

set (h, ’PaperPosition’, [0 0 1 1]1);

print(h, ’-dpdf’, ’ErroRelSVISimulacaoCl.pdf’);

K=kmin:0.005:kmax;
T=t0:0.005:TMax;

[T,K]=meshgrid(t0:0.005:TMax,kmin:0.005:kmax) ;

Call2=zeros(size(T));

[a,b]l=size(T);

for i=1:a

for j=1:b



124 APENDICE C. CODIGOS

Call2(i,j) = blsprice(s0, K(i,j), 0.05, T(i,j), sig(i,j));

end

end

teste2=(abs(Call(35:110,:)-Call2(35:110,:)))./Call(35:110,:);
tested=(abs(Call(35:110,:)-Call2(35:110,:)));

figure(6)

surf(Y,X2,Call2(35:110,:))

axis ([Y(1) Y(end) X2(1) X2(end)
min(min(Call2(35:110,:))) max(max(Call2(35:110,:)))1)
ylabel(’Strike/S0%);

xlabel (’Tempo ao Vencimento’);
zlabel(’Precos’);

title(’Superficie de Precos - Curvas C1’);
h=gct;

set (h, ’PaperOrientation’,’landscape’);
set(h,’PaperUnits’, ’normalized’);

set (h,’PaperPosition’, [0 0 1 1]);
set(gca,’YDir’,’reverse’)’,’YDir’, ’reverse’)

print(h, ’-dpdf’, ’PrecosSimulacaoCl.pdf?);

figure(7)

surf(Y,X2,teste2)

axis ([Y(1) Y(end) X2(1) X2(end) min(min(teste2)) max(max(teste2))])
ylabel(’Strike/S0%);

xlabel (’Tempo ao Vencimento’);

zlabel (’Precos’);

title(’Erro Relativo entre os Pregos - Curvas C17%);
h=gcf;

set (h, ’PaperOrientation’,’landscape’);

set (h,’PaperUnits’, ’normalized’);

set (h,’PaperPosition’, [0 0 1 1]);

print(h, ’-dpdf’, ’ErroRelPrecosSimulacaoCl.pdf’);

toc

tempo=toc
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C.3 algBl.m

% Carlos Humberto de Oliveira Martins.
% Esta fungdo calcula os precos e as volatilidades implicitas livres de
% arbitragem através do Método de Kahalé, para cada maturidade.

% Ela retorna ivol e ivol2.

hpi = Vetor de precgos, n pregos com maturidade T.

% ki = Vetor de Strikes, n strikes com maturidade T.

% K = Strikes de 1 a m.

% dc = Vetor de c’.

% n = Quantidade de pregos/Strikes intermedidrios (h& (n+2) ao

% total).

h = Quantidade de pontos de interpolagdo.

%h ci = Matriz nx4 das componentes de cada fung¢8o interpoladora dos

% precos na maturidade ti. A linha 1 corresponde ao menor strike;
% a linha n corresponde ao maior e a linha i corresponde ao

% intervalo de strikes ki e k(i+1).

% A = Matriz (n+2)x6 (c0,k0,c1,k1,Dc0O,Dcl)

Al = Vetor da primeira parte do algoritmo.

hr = Taxa de juros.

h div = Taxa de dividendos continua.

hCi = Vetor 1xm dos pregos livres de arbitragem, em relaclo ao vetot K.
%h ivol = Matriz 1xm das volatilidades implicitas. A linha i

% corresponde & maturiadade ti.

hs0 = Preco da ag¢do no tempo inicial.

% ivol2= Matriz (n+2)xm para a interpolagdo linear. A linha i
% corresponde & maturidade ti. Nas colunas temos os strikes

% correspondentes.

h T = ti.

function s=algB1(ci,pi,ki,K,T,r,div)

[u,n]=size(pi);
[t,m]=size(K);

% Calculo dos pregos livres de arbitragem:

Ci=zeros(1,m);

for i=1:m

auxl=intervalo(K(i),ki);



126 APENDICE C. CODIGOS

aux2=[ci(auxl,:) K(i)];

Ci(i)=feval(’funcaoprincipal’,aux?2);
end
% Calculo das n volatilidades implicitas:
ivol=zeros(1,m);
for i=1:m

Ci(i);
ivol(i)=blsimpv(pi(1l),K(i),r,T,Ci(i),10,div,1e-300);

end

% Calculo do vetor ivol2:

ivol2=zeros(l,m);

for i=1:m
ivol2(i)=((ivol (1)) ~2)*T;

end

s=[ivol;ivol2;Ci];

end

C.4 algB2.m

% Carlos Humberto de Oliveira Martins.

% Este fungdo o vetor das volatilidades implicitas interpoladas entre ivol20ld e
% ivol2new.
% MAT

% ivol2old

% ivol2new

Vetor de maturidades.

Vetor ivol2 em K, na maturidade ti.

Vetor ivol2 em K, na maturidade t(i+1).

function s=algB2(ivol2old,ivol2new,told,tnew,MAT)
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[u,v]=size(ivol20ld);
[r,s]=size(MAT);

a=zeros(v,s);
for i=1:v
for j=1:s
auxl=(ivol2new(i)-ivol201d(i))/(tnew-told);
aux2=(aux1)* (MAT(j)-told);
aux3=aux2+ivol20ld(i);

a(i,j)=sqrt(aux3/MAT(j));

end

end

C.5 calculaci.m

% Carlos Humberto de Oliveira Martinms.
% Esta func8o calcula a matriz nx4 c, que contém os pardmetros (f,Sigma,a,b)

% para o calculo dos pregos livres de arbitragem.

hp = Matriz uxn dos pregos do mercado. A linha i corresponde a pi.
hk = Matriz uxn dos strikes do mercado. A linha i corresponde a ki.
% pi = Vetor de preg¢os, n preg¢os com maturidade ti.

% ki = Vetor de Strikes, n strikes com maturidade ti.

% K = Strikes interpolados

hl = Vetor 1xn da primeira parte do algoritmo. 1(1)=0, ndo &

% necessario, pois dc vai de 2 a (n-1).

% dc = Vetor de c’.

/) = Quantidade total de pregos/Strikes.

% m = Quantidade de pontos de interpolagdo.

% ci = Matriz nx4 das componentes de cada fung8o interpoladora dos

% pregos na maturidade ti. A linha 1 corresponde ao menor strike;
% a linha n corresponde ao maior e a linha i corresponde

% ao intervalo de strikes ki e k(i+1).

% A = Matriz nx6 (c0,k0,c1,k1,Dc0,Dcl).
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function s=calculaci(pi,ki)
[u,n]=size(pi);
% Calculo de 1:
l=zeros(1l,n);
for i=2:n
1(1)=(pi(1)-pi(i-1))/(ki(i)-ki(i-1));
end
% Calculo do c¢’:

dc=zeros(1,n);
dc(1)=-1;

for i=2:(n-1)
de(1)=(1(1)+1(i+1))/2;
end
dc(n)=1(n);
% Calculo de A:
A=zeros(n,6);
for i=1:(n-1)
A(i,)=[pi(i) ki(i) pi(i+1) ki(i+1) dc(i) dc(i+1)];
end

A(n,:)=[pi(n) ki(n) 0 0 dc(n) 0];
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% Calculo do ci:
ci=zeros(n,4);

ci(1,:)=feval(’menorstrike’ ,A(1,:));

for i=2:(n-1)
ci(i,:)=feval(’interstrike’,A(i,:));
end

ci(n,:)=feval(’maiorstrike’,A(n,:));

C.6 fcalculaci2.m

% PK = matriz [pi;kil
% 1 é& 1xn, onde 1(1)=-1, 1(n)=c(n)/2

function s=fcalculaci2(PK,1)

pi=PK(1,:);
ki=PK(2,:);
[u,nl=size(pi);
Dpi=zeros(1,n);
iter=0;
b=ones(1,n);
gama=zeros(1,n);

A=zeros(n,6);
dc=1;

for i=1:(n-1)

AGi,:)=[pi(i) ki(i) pi(i+1) ki(i+1) dc(i)

de(i+1)];
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end

A(n,:)=[pi(n) ki(n) 0 0 dc(n) 0];

% Calculo do ci:

A;

ci=zeros(n,4);

ci(1,:)=feval(’menorstrike’,A(1,:));

for i=2:(n-1)

ci(i,:)=feval(’interstrike’ ,A(i,:));

end

ci(n,:)=feval(’maiorstrike’,A(n,:));

AuxMin=zeros(1,n);

for i=2:(n-1)
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aux=DerivadaSegundaFuncaoprincipal([ci(i,:) ki(i)])-

DerivadaSegundaFuncaoprincipal ([ci(i+1,:) ki(i)]);

AuxMin(i)=abs(aux) ;

end
ci;
s=max (AuxMin) ;
%hdisp(’aqui?)

end

C.7 calculaci2.m

% Carlos Humberto de 0Oliveira Martins.

% Esta fung8o calcula a matriz nx4 c, que contém os pardmetros (f,Sigma,a,b)

% para o calculo dos pregos livres de arbitragem.

hp = Matriz uxn dos pregos do mercado. A linha i corresponde a pi.
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%h k
% pi
% ki
% K
%1l

Matriz uxn dos strikes do mercado. A linha i corresponde a ki.
Vetor de pregos, n precos com maturidade ti.

Vetor de Strikes, n strikes com maturidade ti.

Strikes interpolados

Vetor 1xn da primeira parte do algoritmo. 1(1)=0, ndo &

% necessario, pois dc vai de 2 a (n-1).

% dc

% m

% ci

Vetor de c’.
Quantidade total de pregos/Strikes.
Quantidade de pontos de interpolagdo.

Matriz nx4 das componentes de cada fung¢8o interpoladora dos

% precos na maturidade ti. A linha 1 corresponde aoc menor strike;

% a linha n corresponde ao maior e a linha i corresponde ao intervalo

% de strikes ki e k(i+1).

% A

% nmax
h e

% Dpi

% gama

Matriz nx6 (c0,k0,cl1,k1,Dc0,Dcl).
Namero madximo de iteragdes.

Erro.

Primeira derivada, c’(ki).

Gama como no Algoritmo.

function s=calculaci2(pi,ki,nmax,e)

[u,n]=size(pi);

Dpi=zeros(1l,n);

iter=0;

b=ones(1,n);

gama=zeros(1l,n);

a=nmax;

A=zeros(n,6);

% Calculo de 1:

l=zeros(1l,n);

for i=2:n

1(1)=(pi(1)-pi(i-1))/(ki(i)-ki(i-1));

end

% Calculo do c’:

dc=zeros(1,n);
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dc(1)=-1;
for i=2:(n-1)
de(1)=(1(i)+1(i+1))/2;
end
dc(n)=1(n)/2;
LB=[-1 1(2:end)];
UB=[-1 1(3:end) 0];
PX=[pi;kil;
fteste=0(auxgama)fcalculaci2(PK,auxgama) ;
fteste(dc);
options=optimset(’Algorithm’,’interior-point’, ’FinDiffType’,’central’,
’Display’,’on’,’TolX’,1e-300, ’TolFun’,e,’MaxFunEvals’,nmax,
’MaxIter’,nmax) ;
x=fmincon(fteste,dc, [1,[1,[]1,[],LB,UB, [],options);
dc;
gama=x;
% Calculo de A:
dc=gama;
A=zeros(n,6);
for i=1:(n-1)
AGi,:)=[pi(i) ki(i) pi(i+1) ki(i+1) dec(i) de(i+1)1;
end
A(n,:)=[pi(n) ki(n) 0 0 dc(n) 0];

% Calculo do ci:

ci=zeros(n,4);
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ci(1l,:)=feval(’menorstrike’ ,A(1,:));

for i=2:(n-1)
i
ci(i,:)=feval(’interstrike’ ,A(i,:));
end
ci(n,:)=feval(’maiorstrike’,A(n,:));

s=ci;

end

C.8 finterstrike.m

% Carlos Humberto de Oliveira Martins.

% Esta & a fung8o utilizada para o cédlculo de Sigma na fung3o maiorstrike.

% v = Vetor de entrada (f,Sigma,a,b), como no artigo.
% u = Vetor de entrada (c0,k0,c1,k1,DcO,Dcl).

% cO = Menor prego.

% kO = Menor Strike.

% cl = Maior precgo.

% ki = Maior Strike.

% DcO = Derivada no prego menor.

% Dcl = Derivada no prego maior.

% w = Vetor [u v]

function s=finterstrike(w,a9)

cO=w(1);

kO=w(2);

cl=w(3);

kil=w(4);

DcO=w(5) ;

Dci=w(6);

a=a9;

d20=norminv(a-DcO0) ;
d21=norminv(a-Dcl);
A=[1log(kx0) 1; log(kl) 11;
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t=[d20;d21];

aux=A\t;

alfa=aux(1);

beta=aux(2);

Sigma=-1/alfa;

f=exp(beta*3igma+(Sigma~2)/2);
d11=d21+Sigma;

d10=d20+Sigma;

b=cO-f*normcdf (d10)+kO*normcdf (d20) -a*k0;

s=abs (((f*normcdf (d11) -ki1*normecdf (d21)+a*kl+b-c0)/(k1-k0))-((c1-¢c0)/(k1-k0)));

end

C.9 fmailorstrike.m

% Carlos Humberto de 0Oliveira Martins.

% Esta & a fung8o utilizada para o cédlculo de Sigma na fung3o maiorstrike.

hv
%hu
% c0
% kO
% cl
% ki
% DcO
% Dci1

Vetor de entrada (f,Sigma,a,b), como no artigo.
Vetor de entrada (c0,k0,c1,k1,DcO,Dcl).

Menor prego.

Menor Strike.

Maior precgo.

Maior Strike.

Derivada no pre¢o menor.

Derivada no pre¢o maior.

Vetor [u v]

function s=fmaiorstrike(w,w8)

d20=norminv(-w(5));
d10=d20+w8;

k0=w(2);

f=kO*exp (w8*d20+(w8~2)/2);

cO=w(1);

s=abs (f*normcdf (d10) -kO*normcdf (d20) -c0) ;

end
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C.10 fmenorstrike.m

% Carlos Humberto de Oliveira Martins.

% Esta & a fung8o utilizada para o cdlculo de Sigma na fungfo menorstrike.

% v = Vetor de entrada (f,Sigma,a,b), como no artigo.
% u = Vetor de entrada (c0,k0,c1,k1,DcO,Dcl).

% cO = Menor prego.

% k0 = Menor Strike.

% cl = Maior prego.

% ki = Maior Strike.

% DcO = Derivada no prego menor.

% Dcl = Derivada no prego maior.

how = Vetor [u v]

function s=fmenorstrike(w,w8)

d21=norminv(-w(6));
d11=d21+w8;

ki=w(4);

cO=w(1);

cl=w(3);

Dcl=w(6);
f=kil*exp(w8*d21+((w8)~2)/2);
b=c0-£;

s=abs (f* (normcdf (d11)-1)+k1*Dcl1-(c1-c0));

end

C.11 funcaoprincipal.m

% Carlos Humberto de Oliveira Martins
% Esta fung8o calcula c em um ponto k.

% Ela recebe o vetor v=[f Sigma a b k]

function c=funcaoprincipal(v)
f=v(1);

Sigma=v(2);

a=v(3);

b=v(4);

k=v(5);
d1=(log(£/k)+((Sigma)~2)/2)/(Sigma);
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d2=d1-Sigma;
c=f*normcdf (d1) -k*normcdf (d2) +a*xk+b;

end

C.12 interstrike.m

% Carlos Humberto de Oliveira Martins.

% Esta func8o encontra (f,Sigma,a,b) para o prego de Strike intermedidrio.

% u = Vetor de entrada (c0,k0,c1,k1,Dc0O,Dcl).
% cO = Menor preco.

% kO = Menor Strike.

%h cl = Maior precgo.

% ki = Maior Strike.

% DcO = Derivada no prego menor.

% Dcl = Derivada no prego maior.

function s=interstrike(u)

wa=[u 0 0 u(6) 0];
wb=[u 0 0 1+u(5) 0];
nmax=1000;

fteste=0(a9)finterstrike((watwb)/2,a9);
options=optimset(’Algorithm’,’interior-point’,’FinDiffType’,’central’,...
’Display’,’off’,’TolX’,1e-20,’TolFun’,le-20, ’MaxFunEvals’ ,nmax, ’MaxIter’ ,nmax) ;
x=fmincon(fteste, (wa(9)+wb(9))/2,0,0,0,0,ul6),1+u(s), [1,options);
a=x;

cO=u(l);

cl=u(3);

k0=u(2);

ki=u(4);

d20=norminv(a-u(5));

d21=norminv(a-u(6));

A=[log(k0) 1; log(k1) 11;

t=[d20;d21];

aux=A\t;

alfa=aux(1);

beta=aux(2);

Sigma=-1/alfa;
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f=exp(beta*3igma+(Sigma~2)/2);
d10=4d20+Sigma;
b=cO-f*normcdf (d10)+k0*normcdf (d20) -a*k0;

s=[f Sigma a bl;

end

C.13 intervalo.m

% Carlos Humberto de 0Oliveira Martinms.
% Esta func8o identifica entre que coordenadas do vetor v (de coordenadas
% crescentes) estd o numero a.
% a & um nuamero.
% v & um vetor que simboliza o intervalo.
% v(1)=0, pois & o primeiro strike.
% As coordenadas de v sio crescentes.
function s=intervalo(a,v)
[n,m]=size(v);
aux=0;
for i=1:(m-1)
if v(i)<=a && a<=v(i+1)
aux=i;
end
if aux==0 && a<=v(1)
aux=1;
end

if aux==0 && a>=v(m)

aux=m;
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end
end
s=aux;

end

C.14 maiorstrike.m

% Carlos Humberto de Oliveira Martins.

% Esta func8o encontra (f,Sigma,a,b) para o prego de maior Strike kO.

% u = Vetor de entrada (c0,k0,c1,k1,Dc0O,Dcl).
% cO = Menor prego.

% kO = Menor Strike.

h cl = Maior prego.

% k1 = Maior Strike.

% DcO = Derivada no prego menor.

% Dcl = Derivada no prego maior.

function s=maiorstrike(u)

wa=[u 0 0.001 O 0];
wb=[u 0 3 0 0];
nmax=1000;
d20=norminv(-u(5));

fteste=0(w8)fmaiorstrike ((watwb)/2,w8);
options=optimset(’Algorithm’,’interior-point’,’FinDiffType’,’central’,...
’Display’,’off’,’TolX’,1e-20,’TolFun’,le-20, ’MaxFunEvals’ ,nmax, ’MaxIter’ ,nmax) ;
x=fmincon(fteste, (wva(9)+wb(9))/2,[1,[1,[1,[],0,Inf,[],options);

Sigma=x;

k0=u(2);

f=kO*exp (Sigma*xd20+(Sigma~2)/2);
a=0;

b=0;

s=[f Sigma a b]l;
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end

C.15 menorstrike.m

% Carlos Humberto de 0Oliveira Martins

% Esta func8o encontra (f,Sigma,a,b) para o prego de menor Strike kO.

% u = Vetor de entrada (c0,k0,c1,k1,DcO,Dcl).
% cO = Menor prego

% kO = Menor Strike

% cl = Maior prego

% ki = Maior Strike

% DcO = Derivada no prego menor

% Dcl = Derivada no prego maior

function s=menorstrike(u)

wa=[u 0 0.001 O 0];
wb=[u 0 3 0 0];
nmax=1000;
d21=norminv(-u(6));

fteste=0(w8)fmenorstrike ((watwb)/2,w8);

options=optimset (’Algorithm’,’interior-point’,’FinDiffType’,’central’,...
’Display’,’off’,’TolX’,1e-20,’TolFun’,1le-20, ’MaxFunEvals’ ,nmax, ’MaxIter’ ,nmax) ;
x=fmincon(fteste, (wva(9)+wb(9))/2,[1,[1,[1,[],0,Inf,[],options);

Sigma=x;

cO=u(1l);

ki=u(4);

f=kl*exp(Sigma*d21+(Sigma~2)/2);
a=0;

b=c0-1;

s=[f Sigma a b]l;

end

C.16 PETRB24Jan2013svLocal

% Carlos Humberto de Oliveira Martins

% Este script calcula a superficie de volatilidade local, considerando a
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% taxa de juros O e sem pagamento de dividendos.

clear

clc

T=[45/252 75/252];

p1=[19.59 1.72 0.91 0.35 0.13 0.04];
k1=[0 18 19 20 21 22];

p2=[19.59 1.2 0.66 0.33 0.16 0.08 0.05];
k2=[0 19 20 21 22 23 24];

[n1,nmax]=size(T);
Tmax=T (nmax) ;
m=50;

r=0.05;

ar=0;

adiv=0;

div=0;

nmax=200;

e=0.001;

kmin=19;

kmax=22;
aux=linspace (kmin,kmax,m) ;

K=aux;

load(’Superficie C2 PETRB24Jan2013 200 iteracoes’,’cl’,’c2’,’sig’,’K’);

[a,b]l=size(sig);

SUPERFICIEVLOCAL=zeros(a,b);

PC=zeros(a,b);
t=linspace(T(1),T(2),1000);

for i=1:a

for j=1:b

PC(i,j)=blsprice(pl(1),K(i),r,t(j),sig(i,j),div);

end



C.16. PETRB24JAN2013SVLOCAL 141

end
dt=abs (t(2)-t(1));
dx=abs (K(2)-K(1));
[ft,fx]=gradient (PC,dt,dx) ;
[ftx,f2x]=gradient (fx,dt,dx);
auX=zeros(a,b);
for i=1:a
for j=1:b
auXx=ft(i,j);
auXx=auXx- (ar-adiv)*(PC(i, j)-K(1)*fx(i,j));
auXx=auXx/ (((K(1))~2)*f2x(i,j));
auX(i,j)=2*auXx;
if auX(i,j)< 0
SUPERFICIEVLOCAL(i,j)=NaN;
else
SUPERFICIEVLOCAL (i, j)=sqrt(auX(i,j));
end
end
end
for i=1:a
for j=1:b
if SUPERFICIEVLOCAL(i,j)>=1 [ SUPERFICIEVLOCAL(i,j)<=O

%SUPERFICIEVLOCAL4 (i, j)=novovalor (SUPERFICIEVLOCAL4,1i,]j);
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SUPERFICIEVLOCAL(i,j)=NaN;

end

end
end

figure(1)

preco=pl(1);

z1=max (max (SUPERFICIEVLOCAL));

z2=min (min (SUPERFICIEVLOCAL)) ;
X=linspace(T(1),T(2),1000);

Y=K/preco;
mesh(X,Y,min(1,SUPERFICIEVLOCAL) )%, FaceColor’, none?’)
axis([X(1) X(end) Y(1) Y(end) z2 zi1])
ylabel(’Strike/S07%);

xlabel (’Tempo ao Vencimento’);

zlabel(’Volatilidade Local’);

title(’Superficie de Volatilidade Local - Petrobras - 24/01/2013.°)
h=gcf;

set(h, ’PaperOrientation’,’landscape’);

set (h, ’PaperUnits’, ’normalized’);

set (h,’PaperPosition’, [0 0 1 1]);
%set(gca,’XDir’,’reverse’,’YDir’, ’reverse’)

print(gcf, ’-dpdf’, ’PET24Jan2013SVLocal.pdf’);

figure(2)

X=linspace(T(1),T(2),1000);

Y=K/preco;

surf (X,Y,PC, ’EdgeColor’, ’none’)
axis([X(1) X(end) Y(1) Y(end) min(min(PC)) max(max(PC))])
hset(geca,’YLim?, [T(1) T(5)])

ylabel (’Strike/S0’);

xlabel (’Tempo ao Vencimento’);
zlabel(’Precos’);

title(’Pregos - Petrobras - 24/01/2013.7)
h=gcf;

set(h, ’PaperOrientation’,’landscape’);
set (h,’PaperUnits’, ’normalized?’);

set (h,’PaperPosition’, [0 0 1 1]);

set(gca,’XDir’, ’reverse’,’YDir’, ’reverse’)
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print{(gcf, ’-dpdf’, ’PET24Jan20132013Precos.pdf’);
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