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Resumo

Este trabalho implementa dois métodos de precificacao de opgoes ame-
ricanas via Monte Carlo, o método de minimos de Longstaff e Schwartz e
o Método de Monte Carlo com Cobertura de Risco de Bouchaud, Potters e
Sestovic. O primeiro método foi pioneiro ao utilizar minimos quadrados para
estimar o valor esperado da opcao. O segundo método, permite precificar
opgoes utilizando a medida historica. Além dos métodos descritos acima,
vamos apresentar o modelo de pregos em tempo continuo, o aprecamento na
medida neutra ao risco e a formula de Black-Sholes para opcoes europeias,
bem como exemplos numéricos.

Palavras-chave: Aprecamento de opgoes, Método de Monte Carlo, Opcoes
Americanas e Hedging.



Abstract

In this work we implement two pricing methods of American options by
means of Monte Carlo type methods. The first one is the classical Longstaff
and Schwartz method. The second one is the Hedged Monte Carlo method,
originally suggested by Bouchaud, Potters and Sestovic. The former was a
pioneering method that basically uses least squares regression to compute
the price of the option at different times in the risk neutral measure once the
model has been calibrated. The latter allows the pricing in the historical me-
asure and allows more flexibility. Finally, we present a number of numerical
examples and simulations.

Keywords: American Options , Monte Carlo Methods ,Hedging and Pricing
American Options.
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Introducao

Derivativo é um contrato no qual se estabelecem pagamentos futuros, cujo
montante é calculado com base no valor assumido por uma variavel no futuro.
Como exemplo, podemos citar o preco de um ativo, a inflagao acumulada no
periodo, a taxa de cambio, a taxa bésica de juros ou qualquer outra variavel
dotada de significado econdmico.

Derivativos recebem esta denominacao porque seu preco de compra e
venda deriva do preco de outro ativo, denominado ativo-objeto.

Os derivativos mais conhecidos sao as opgoes de compra e venda do tipo
europeia. Nesse tipo de contrato o detentor tem o direito de comprar /vender
cada unidade do ativo por um prego pré-estabelecido em uma data pré-
estabelecida denominada vencimento ou maturacao.

Um dos motivos dessa popularidade é o modelo de Black-Scholes. Nesse
modelo pode-se obter expressoes analiticas para os precos de varios contratos.

Outro derivativo bastante conhecido é a op¢ao americana. Neste contrato,
o detentor tem o direito de comprar/vender cada unidade do ativo por um
preco pré-estabelecido em qualquer data entre a emissao e a maturidade.

Para a opcao de venda americana sem dividendos, pode existir exercicio
antecipado 6timo, com isso o preco da put europeia é apenas um limite
inferior. Nao existe uma férmula fechada para este tipo de opcao.

Nesta projeto final de curso, vamos descrever e implementar os métodos
de Longstaff e Schwartz (2001) e Monte Carlo com Cobertura de Risco Pot-
ters, Sestovic e Bouchaud (2000) aplicados no problema de precificacao de
opcoes americanas.

No primeiro Capitulo descreveremos o aprecamento de op¢oes americanas
e europeias via replicacao e apresentaremos a formula de Black-Scholes. O
Capitulo 2 sera dedicado ao método de Monte Carlo e as técnicas de redugao
de variancia. Os dois ultimos serao dedicados a descri¢ao e a implementagao
dos métodos.



Capitulo 1

Black-Scholes

Apresentaremos neste capitulo uma breve revisao do modelo de Black-
Scholes. Comecaremos modelando os precos dos ativos por meio de um pro-
cesso de difusao e construiremos um modelo de mercado completo para que
possamos fazer precificacao de derivativos por meio de principio de replicacao
e nao arbitragem. Em um primeiro momento, trabalharemos com opc¢oes eu-
ropeias e depois passaremos as americanas. Os pontos mais importantes deste
capitulo sao a férmula de Black-Scholes para opg¢oes europeias e o prego justo
de uma opcao americana. As defini¢oes e notagoes sao baseadas na referéncia

[2].

1.1 Modelo de Precos dos Ativos

Apresentaremos nesta secao o modelo classico de precos de ativos em
tempo continuo, ele leva em consideracao a imprevisibilidade do movimento
de precos, essa incerteza é modelada por meio um movimento browniano
geométrico.

Sejam (92, .#,P) espaco de probabilidade, (W;, .%;):>0 processo adaptado
e (H)i>o filtragdo Browniana.

Inicialmente descreveremos a dinamica de um ativo sem risco B = B(t),
para t > 0. Ela é dada pela equagao diferencial ordinaria (EDO):

{dB(t) = r(t)B(t)dt, (1.1.1)

B(0) = 1,
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1.1. MODELO DE PRECOS DOS ATIVOS

e tem solucao tnica dada por,

B(t) = exp(/r(s)ds). (1.1.2)

Aqui r(s) ¢ a taxa de juros no instante s.
Os pregos dos ativos stocks S;(t), ¢ € {1,2,..,d}, sdo dados pela solugao
da equagao diferencial estocéstica (EDE)

dSi(t) = u(t)iSi(t)dt+jiai,j(t)51(t)dm(t)v (1.1.3)
S(0) = S

Onde p;(t) é a taxa de crescimento “drift” do i-ésimo ativo e o é a matriz
de volatilidade. O drift e volatilidade dependem do tempo t e do prego do
ativo. Esta representacao ¢ dada por um processo de Ito.

Se assumimos que 7(t), w;(t) e o, ;(t) sao;

e Progressivamente mensuraveis com respeito a (%;); > 0;
e Uniformemente limitadas em [0, 7] x ;

o P'o(t)o(t)x > 0,Vx € R4, Vt € [0, T] P-qc.

A equagao (1.1.3) tem solugao tnica dada por,

t

S;(t) = S;(0) exp(/(,uz - %Z o7 ;(s))ds + /ZU” )dW;(s)) (1.1.4)

0

Agora apresentaremos as possiveis acoes e as hipOteses relacionada ao
modelo.

Os agentes nesse modelo podem :

i. Vender titulos e investir o dinheiro no ativo sem risco ou em
outros ativos de risco.

ii. Consumir parte de sua riqueza.

11



1.1.

MODELO DE PRECOS DOS ATIVOS

As hipoteses referente aos agentes sao:

1.

8.

Nenhum agente consegue prever eventos futuros;

Os agentes sao tomadores de precos, isto é, suas decisoes sobre compra
ou venda de ativos nao alteram os precos;

No instante t = 0, cada agente possui uma riqueza inicial x > 0;

O dinheiro que nao é investido em ag¢oes ou consumido ¢é investido no

bond*;

. Todas as varicoes de renda de cada agente sao provenientes de seu

investimento ou derivadas de decisoes de consumo;

. E possivel comprar qualquer quantidade de ativos;

Posigoes negativas sdo possiveis.(Empréstimos, no caso do ativo sem
risco, posigao vendida no caso os ativos com risco );

Nao ha custos de transacao.

Vamos denotar por ¢(t) = (¢1(t), p2(t), ..., pa(t)) as quantidades inves-
tidas em cada um dos ativos. A hipdtese (1) requer que ¢ seja adaptado com
respeito a (%;);>0. Vamos expressar a hip6tese (5) com mais rigor do ponto
de vista de uma estratégia de consumo auto-financiavel.

Definigao 1.1.1. (Estratégia de Negociagdao)

Uma estratégia de negociacao com valor inicial x > 0, € um processo
(d+1)-dimensional progressivamente mensurdvel que satisfaz:

IChamamos de bond o ativo livre de risco

12



1.1. MODELO DE PRECOS DOS ATIVOS

(a)f\gao Yds| < oo P — qc;

d T
) > [le JPds < oo P — gc;
0

j=0

(c) v = isoi(msi(o»

Definigao 1.1.2. (Processo de consumo)

Um processo progressivamente mensurdavel e nao negativo c¢(t) tal que
T

[ e(s)ds < oo P — qc, € chamado de processo de consumo.
0

Definigao 1.1.3. (Processo auto-financiado)

Um par (@, ¢) formado por uma estratégia de negociagdo e por um processo
de consumo com wvalor inicial x > 0, é dito um processo auto-financiado
quando:

t

d t
t)=x+ Z/g@i(s)db’i(s) - /c(s)ds P — ge.
=0 0
Riqueza atual = Riqueza mzcml + Ganhos/Perdas - Consumo

Definigao 1.1.4. (Processo associado & riqueza inicial)

Dada a estratégia de negociag¢ao ¢ com o valor inicial x > 0, chamamos
de processo de riqueza X (t) associado a x, o processo:

= Zcpi(t)S (t) +x

Definigao 1.1.5. (Portfélio auto-financiado) Dado (p,c) associado a
riqueza inicial x tal que:

X(t) > 0P —gqc

m(t) = (m(t),...,m(t)) com mi(t) = pi(t)5i(t)

X(1)

¢ chamado de portfélio auto-financiado associado a (p,c).

13



1.2. EQUACAO DA RIQUEZA

1.2 Equacao da Riqueza

O processo de replicagao ¢é utilizado no modelo binomial onde o mercado
tem dois ativos, o ativo sem risco e o ativo com risco.

A equacgao da riqueza é utilizada para realizar aprecamento de opcoes via
replicagao. A partir do par (¢, ¢) formado por uma estratégia de negociagao
e um processo de consumo, obteremos a EDE da riqueza para o portfolio
X(t).

dX(t) = @oB()r(t)dt + Y ¢i(t)Si(t) (Nz’(t>dt + Zm(t)de(t)> —c(t)dt

j=1

= [L—w@YIX()r)dt + > X ()m(t) <ui(t)dt +y ai,jdwt)) — c(t)dt

j=1

Assim obtemos a equacao da riqueza,
{40 = X0 g KOO Oy

Definicao 1.2.1. Portfolio auto-financiado associado ao processo
de consumo

Um processo d-dimensional w(t) progressivamente mensurdvel, é chamado
portfélio auto-financiado associado ao processo de consumo c(t), quando existe
uma solugao unica para a Equagdo (1.2.1) X (t) = X™°(t) tal que:

T
/ (X(t)mi(t))*dt < co,Vi=1,...,d
0
Definicao 1.2.2. Portfolio Admissivel

Dado um par portfolio-consumo (m,c) dizemos que ele € admissivel para
a riqueza inicial x > 0, quando o processo de riqueza satisfaz X(t) >0, P —
qc, YVt € [0,T7.

Definicao 1.2.3. Conjunto dos pares admissiveis

O conjunto de todos os pares (m,c) admissiveis, dada a riqueza inicial
x > 0, serd denotado por A(z).

14



1.3. APRECAMENTO DE OPCOES

Teorema 1.2.1. Teorema da Completude dos Mercados
Assumindo todas as definicoes e o modelo de precos acima, temos que:

1. Dados (m,c) € A(z), o processo de riqueza associado X (t) satisfaz para
t €10,T] a desigualdade:

T
EIH1)X () + / H(s)e(s)ds] < .
0
2. Sejam Z > 0 varidvel aleatdria Fi-mensurdvel e c(t) t € [0,T] tais que

x:=FE[H(T)Z + /H(s)c(s)ds] < 00,

0

Entao, existe um processo de portfdlio w(t), t € [0,T], onde (mw,c) €
A(z) e o respectivo processo de riqueza cumpre X (t) = Z, P — qc.

A demostragao do Teorema (1.2.1) estd na referéncia [2]. A primeira parte
do teorema mostra que se o par (m, ¢) portfélio-consumo é admissivel entao,
o valor

E[H®)X () + / H(s)c(s)ds]

nao pode ser maior que da a riqueza inicial, isto é, o valor do rendimento
dado pelo portfélio somado ao valor consumido trazido ao valor presente,
nao pode ser maior do que o valor inicial investido. Na segunda parte temos
que dado um pagamento final Z e processo de consumo c(t), existe uma
estratégia m(t) tal que o par (m,c) é admissivel, ou seja, existe um processo
auto-financiado X (t) capaz de replicar Z. Quando trabalhamos com um
mercado onde todos os pagamentos podem ser replicados, este é chamado de
mercado completo.

1.3 Aprecamento de Opcoes

Em um mercado completo, qualquer pagamento final pode ser obtido
seguindo uma estratégia de negociacao adequada. Assim, o preco de uma
opcao é o custo da estratégia capaz de fazer a cobertura para qualquer payoff
dado pela opcao. Nesta secao, descreveremos como obter esse preco. Vamos

15



1.3 Opgoes Europeias

iniciar pelas opcoes europeias onde ¢é possivel replicar exatamente o paga-
mento final. Em seguida descreveremos como chegar ao preco de um opcao
americana, onde nao é possivel replicar exatamente todos os pagamentos.

1.3.1 Opcoes Europeias

As opcoes mais conhecidas s@o a opgao de compra europeia e a opgao
de venda europeia. Um dos motivos dessa popularidade é a simplicidade da
férmula de Black-Scholes para o preco da opgoes europeias.

Opcao de Venda (ou Put) europeia : E o contrato que da ao pos-
suidor o direito, mas nao a obrigacao, de vender uma unidade de um ativo
subjacente, no instante futuro 7" por um prego K (”strike”). O payoff da
opcao em t =T é

(K —S(T))" (1.3.1)

Opcao de Compra (ou Call) europeia: E o contrato que da ao
possuidor o direito, mas nao a obrigacao, de comprar uma unidade de um
ativo subjacente, no instante futuro 7' por um prego K(”strike”). O payoff
daopcaoemt =T é

(S(T) - K)* (1.3.2)

Payoff Put Payoff Call

Figura 1.1: Payoffs das opc¢oes de compra e de venda

Definicao 1.3.1. Pagamento contingenciado

Chamamos de pagamento contingenciado o par (g,Z), onde g € um pro-
cesso de consumo progressivamente mensurdvel tal que, g(t) > 0, ¥t € [0, 7]

16



1.3 Opgoes Europeias

e Z € pagamento final Fr-mensurdvel Z >0 emt =T com
T
/g )dt + Z)| < oo para algum p > 1
0

Exemplos de Pagamentos contingenciado.

1. Opgao de venda europeia: g=0e Z = (K — S(T))".

2. Opcio de compra europeia: g =0e Z = (S(T) — K)".

3. Pagamento continuo de dividendos: ¢(t) =0S(t) Vt € [0,7] e Z = 0.

Definicao 1.3.2. Estratégia replicante

O par portfolio-consumo (m,c) € A(x) é chamado estratégia replicante
para a obrigag¢ao contingente (g, Z) quando:

gt)=ct)P—qcVte X(T)=Z P —qc
sendo X o processo de riqueza associado ao par (w,c)

Definicao 1.3.3. Conjunto das estratégias replicantes

O congunto das estratégias replicantes (g, Z) com precox € D(x,(g,2)) =
{(m,c) € A(z)|(m,c) é estratégia replicante de (g, Z)}

Definicao 1.3.4. Preco justo de uma opg¢ao

O prego justo de uma opg¢ao (9,7) é

= inf{z|Z(z, (9, 2)) # 0}

Observe que o preco justo é definido pelo infimo do conjunto Z(z, (g, Z))
pois, este conjunto podem nao possuir minimo contido no mesmo.

Definicao 1.3.5. Oportunidade de arbitragem

Um par (w,c) € A(0) é dito uma oportunidade de arbitragem quando:

T
P(X(T) > >00uP/c )ds > 0) >0
0

17



1.3 Opgoes Europeias

Proposicao 1.3.1. Auséncia de arbitragem

Se o mercados sao completos entao, nao existem oportunidades de arbi-
tragem.

Demostracao

Seja (m,¢) € A(0) uma oportunidade de arbitragem. Como H(t) é estri-
tamente positivo, temos que

E[H(T)X(T) +§H(s)c(s)] >0=X(0)=ux.
Isto contradiz o teorema (1.2.1).

Teorema 1.3.2. Preco justo de um pagamento contingenciado
O prego justo p de um pagamento contingenciado (g,7) é dado por

Em@w+/mm@m<m, (1.3.3)

e existe uma tnica estratégia replicante (w,c) € D((g,Z),p) e seu processo
de riqueza X (t) tal que

o1

X() HwEW@Z+/H@ﬂWM%] (1.3.4)

A demostragao do teorema anterior estd na [2]. Com este teorema calcu-
lamos de explicitamente o prego justo de um opcao europeia dada a taxa de
consumo e o pagamento final.

Por exemplo, no caso de uma put com pagamento de dividendos continuo
temos que Z = (K — Sp)*, e g =6S,, 6 € [0,1]. Em alguns casos, existem
férmulas fechadas para o célculo da esperanga (1.3.3). A mais conhecida é
a féormula de Black-Scholes que determina o pre¢o da compra e a opgao de
venda europeias.

Proposicao 1.3.3. Formula de Black-Scholes

Considere o modelo de mercado de Black-Scholes comm =n =1 r(t) =
ropt)=p,0)=0, Vte[0,T], T>0e p,orechk.

18



1.3 Opgoes Europeias

(a) O prego justo X.(t) no instante t, de uma op¢ao de compra eu-
ropeta sobre o ativo S, com strike K > 0 e maturidade T é dado
por

Xo(t) = S(t)p(d(t)) — Ke" T Dp(da(t)) (1.3.5)

(b) O prego justo Xp(t) no instante t, de uma op¢ao de venda europeia
sobre o ativo com strike K > 0 e maturidade T' € dado por

Xp(t) = —Ke' T (=da(1)) — S(t)d(~di(1)) (1.3.6)

Sendo

log (39 + (r + 1o2)(T — 1)

4t) = oVl —t
SOy 4 (r — 1a2)(T —
PPN G o R Ul 10 [t A S

oV —t

e ¢ distribuicao acumulada de uma varidvel aleatoria normal padrao.

Demostracao

SejaT:=T —t,Vt € [0, 7).

Pela Proposicao 1.3.2 temos que:
Xe(t) = E[H(T)(S(1) = K]
= Blexp(~[r + 58] — W(D)(S(O) expl(e — 50°)7 + oW (7)) ~ K)']

X.(t) é positivo, se, e somente se,

(SO exp ([u — %02]7' +oW (1) — K)Jr >0

& Spexp ([u - %02]7' + UW(T)) > K

& (n— 302]7' +oW(r) > log(SEO)
log (£) ~[u—3o%r

< Wi(r) > > =K

19



1.3 Opgoes Europeias

Como temos que, W(7) ~ N(0, 1), entdo, segue que:

1
27T

e(_é)da:

6—(7"'(‘%62)7'—933(Soe(,u,—%0'2)7'+0'$ . K)

1 1 1 2
=S, QWTeXp((u—502—r—592)7—1—(0—9)35—;—7_)@:
T
7o 1 2
-K eXp(—rT)/ exp (——927' — Oz — x_) dx
2mT 27
K




1.3 Opgoes Europeias

2rT

T exp <— (x;iT)2>
11 = /
K

Fazendo z = T temos
NG ’

i 1 —y? K +0r K +0r
11 = exp(—)dz:l—qb(—) :gb<——>
v/ 2
KJQ(éT 2 NG N

log(—sl) +(r— %0'2)7'
= ¢ K = ¢(di(t) — o\/T) = ¢(ds

Portanto,

Xe(t) = S(t)p(di(t)) — Ked(da(t))

O preco da opcao de venda pode ser obtido pela paridade Put-Clall.

Proposicao 1.3.4. (Paridade Put-Call)

Numa economia sem arbitragem, seja S o preco de um ativo, r a taxa
livre de risco e K o strike da opg¢ao. Se X, e X. denotam o preco de uma
opcao de venda e de uma op¢ao de compra, respectivamente, entao, deve
valer a sequinte relacao:

X,=X.— S+ Ke"(T —1t)

Demostracao

Se ao final do periodo temos S < K , certamente o detentor da opgao
de venda ira exerce-la e terd um fluxo positivo de K e fica com menos uma
unidade do ativo, com um balanco de K — S. O detentor do portfélio, nao
exerce a opcao de compra, fica com menos uma unidade do ativo e K, com
um balango K — S.

Por outro lado, se S > K, o detentor da opcao de venda nao a exercera
ficando com um fluxo zero. O detentor do portfélio, terd K, com o qual
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1.3 Opgoes Europeias

exerce a opcao e fecha a sua posicao vendida no ativo também ficando com
um fluxo zero.

A férmula de Black-Scholes determina o preco justo de opgao europeia no
tempo ¢, em termos do preco inicial do ativo Sy, do strike K, da volatilidade
do ativo o, a taxa de juros r e do tempo até o vencimento 7. O fato mais
notério é que a formula nao depende do retorno médio do ativo .

A consequéncia disso é que se os investidores discordarem do retorno
médio mas, concordarem com a volatilidade entao, eles concordam com o
prego da opgao(se eles aceitam o modelo proposto). Isso popularizou o mer-
cado de opcoes, pois, a taxa livre de risco é observavel, enquanto previsoes
da média do ativo nao. A explicacao para este fato é a troca da medida de
probabilidade P por uma medida martingal equivalente Q.

Definicao 1.3.6. Medida martingal equivalente

Seja (0,7 ,P) espaco de probabilidade e (Fi)i>0 filtracio Browniana.
Considere o mercado com n+1 ativos By(t), ..., S,(t) onde By(t) > 0, Vt <
T. Seja Q uma medida de probabilidade equivalente a P (ou seja, as medidas
tém os mesmos conjuntos de medida zero). Dizemos que Q € uma medida
martingal equivalente a P, se os processos de pregos

0= 5

sao martingais com respeito a Q.

A mudanca de medida pode ser explicado através do teorema de Girsanov
(ver pdgina 104 da referéncia [2] ). Para ilustrar como é feita essa troca,
considere uma opcao de compra em t = 0, com preco de exercicio K e
vencimento em 7. O prego justo desta opgao é,

Xc(0) = E[H(T)(S(T) - K)
= FElexp(—[r+ %Qz]T — OW(T))(So exp([p — %O’Q]T +oW(T)) — K)"]

_ Elexp(—[r + %QQ]T —OW(T))(So exp([r — %OQ]T + oW (T)) - K)*].
Definindo,

Wet) = W(t) +6t, (1.3.7)

EC() = E[()exp(— =T+ o(W(T)+0T)), (1.3.8)
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1.3 Gregas

temos,

1. E9[lg) = Elexp(—& T + o(W(T) +07))] = 1.

2. Q(A) = E[1]VA € Fr.

Com isso Q é uma medida de probabilidade equivalente a P. Esta medida
¢é chamada medida martingal equivalente ou medida neutra ao risco.

O processo de precos na medida neutra ao risco % = S(t) exp(cW? —
+0?t) na medida ¢ Q-martingal e log-normal.
ds
< —rdt+ odWQ(t) (1.3.9)

O processo de precos na medida neutra ao risco é crucial no método de
Monte Carlo.

1.3.2 Gregas

Calcular o prego de uma opcao é a principal tarefa de quando se compra
ou se vende uma opc¢ao. No entanto, apds esta operacao é necessario fazer a
cobertura dos riscos incorridos na posicao. E necessdrio se proteger contra
variagoes preco do ativo, taxa de juros e volatilidade. Para medir esses efeitos
utilizamos as chamadas ”gregas”.

Cada grega mede uma dimensao diferente para o risco de uma posicao
em opcoes. Dessa forma, é possivel administrar os riscos de modo que sejam
aceitaveis. As principais gregas sao:

0

ZX(t) = A "delta” 1.3.1
55 (1) delta”, (1.3.10)
8 2 2

62

wX(t) =TI "gama”, (1.3.12)
a 7 77

EX(t) =p "rho”, (1.3.13)
82

— Xt =v" ” 1.3.14
X(t) = v vega”, (1.3.14)

X(t) representa uma carteira de opgoes. O A é definido como a taxa
de variacao do prego de uma opcao em relacao a variagao do prego do ativo
subjacente, # é a taxa de mudanca do valor do portfélio em funcao do tempo,

23



1.3 Opgoes Americanas

[' é a taxa de mudanca do A em relagao ao preco do ativo objeto, p é a taxa
de mudanca do valor do portfélio em fungao da taxa de juros e o v é a taxa
de mudanca do valor do portfélio em funcgao da volatilidade.

1.3.3 Opcgoes Americanas

Ao contrério das opgoes europeias, as opgoes americanas podem ser exer-
cidas em qualquer data anterior ao vencimento. Esta modificacao torna o
problema muito mais complexo porque, nao é possivel replicar exatamente
todos os pagamentos que podem decorrer da estratégia do detentor da opcao.
Entretanto, existe uma estratégia capaz de satisfazer.

X*(t)> Z(t), VYt € [0,T|P— qc,
onde Z(t) é o payoff da opgao

Definicao 1.3.7. Promessa contingente americana

Uma promessa contingente americana € um processo estocdstico progres-
siwwamente mensurdvel tal que:

Z = (Z(t), %) €10, T] com Z(t) >0,

¢
E[ sup (Z(t))"] < oo para p > 1.
0<s<T

Nesse capitulo assumiremos que as decisoes sobre o exercicio da opg¢ao
pode ser modelada pela escolha de um tempo de parada 7

Definicao 1.3.8. Tempo de Parada

Uma tempo de parada com respeito a uma filtracio (%) ,~, € uma fungdo

Fi-mensurdvel tal que:
1. 7:Q [0, +o0]
2. {w € Qr(w) <t} € FVt

Definigao 1.3.9. Estratégia de Cobertura (ou Estratégia de Hed-
ging)

Um par portfdlio-consumo admissivel (m,c) € A(x) com processo de ri-
queza X (t) > Z(t)Vt € [0,T] € chamado estratégia de cobertura com prego x
para Z.
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1.3 Opgoes Americanas

Definicao 1.3.10. Preco justo de uma opgao americana

Seja A (x) o conjunto das estratégias de hedging com o pre¢o x para Z.
p = inf{z € R|.7(x) # 0} € preco justo de uma op¢ao americana.

Teorema 1.3.5. Preco de justo uma opg¢ao americana
O preco justo de uma promessa contingente americana B é dado por

p= sup Elexp(—r7)Z(7)] = E[H(7")Z(7")] para algum 7" € Lo 1

TEX0, T
(1.3.15)
onde YXor € o conjunto formado pelos tempos de parada, T* € o supremo da
estratégia de hedging 7.

p € o unico preco de nao arbitragem.

A demostragao deste resultado estd na pagina 132 da referéncia [2]. O
Teorema 1.3.5 mostra que existe uma estratégia étima de exercicio. Em geral
nao temos representacao explicita para 7*.

Mesmo nos casos mais simples é necessario o uso de métodos numéricos
para realizar a precificagao. Neste projeto final, utilizaremos o método de
Monte Carlo.
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Capitulo 2

Método de Monte Carlo

Neste capitulo apresentaremos o método de Monte Carlo e algumas técnicas
de reducao de variancia. Comegaremos ilustrando o funcionamento do método
obtendo o preco de uma opcgao europeia, em seguida explicaremos o conceito
matematico do método e encerraremos explicando as duas técnicas mais fa-
mosas de reducao de variancia, as varidveis antitéticas e as varidveis de con-
trole. As referéncias utilizadas neste capitulo sao [3, 4].

A simulagao de Monte Carlo é um procedimento em que os numeros
aleatorios sao gerados de acordo com as probabilidades associadas a uma
fonte de incerteza, como os pregos das agoes, taxas de juro, taxas de cambio,
pregos de commodities entre outros. Os resultados desses experimentos sao
analisados para determinar os riscos. Para os nossos objetivos, o método
tem se demonstrado preciso, particularmente para opgoes que dependem do
caminho (por exemplo as opgoes americanas) e outras para as quais nao existe
férmula fechada conhecida. Para facilitar a compreensao da técnica, vamos
ver como o método pode ser utilizado para precificar opgoes europeias.

Sabemos que a férmula Black-Scholes é o método o analitico para determi-
nar o preco dessas opcoes. No entanto, vamos realizar esta experiéncia para
demonstrar a eficiéncia do método. Vamos considerar o modelo de pregos
apresentado no Capitulo 1 na medida neutra ao risco, isto ¢ ,

S(t) = S(0) exp <[7‘ - %ﬁ]t - awt)

Cabe lembrar, que para determinar o valor de uma opc¢ao europeia basta
simular os valores do ativo apenas no vencimento, no entanto precisaremos de
mais passos para precificar opcoes que dependem do caminho. Os valores de
S(0), r, o sao dados, portanto, s6 precisamos simular o movimento browniano

W
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Agora usaremos o método de Monte Carlo para precificar opgoes euro-
peias. Para isso, vamos gerar varias simulagoes do ativo com risco, calcular
o payoff em cada simulacao e obter a média. A ideia do método de Monte
Carlo é de aproximar o valor esperado de uma variavel aleatéria, pela média
aritmética de uma sequéncia de realizacoes independentes da variavel. A base
matematica do método é a lei forte dos grandes ntimeros que serd apresentada
neste capitulo.

Simulcéo de Frecos no Mocelo de Blac«-3chles
T T

— Simulagin @
— Simulagio7
—— Simulagiof
— Simulagin 5
— Simulagio 4

Simulagio3
2} — Sinulagio2 A ka2 | |

f v\m
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) / \\ 7 07
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Figura 2.1: Simulagoes do ativo

A figura 2.1 mostra 8 simulagoes do processo de pregos com taxa de juros
5%, desvio padrao de 10%, preco inicial 1 e strike igual 1. Calculando o
payoff em cada simulacao e fazendo a média descontada a taxa de juros
temos que, o preco da call europeia é 0.056 e o da put é 0.048 europeia.
Estes precos estao muito distantes do precos de Black-Scholes que sao 0.068
para call e 0.0193 para put porém, na medida em que aumentamos o niimero
de simulagoes observamos uma aproximagcao entre o preco dado pelo método
de Monte Carlo e o preco tedrico. Na tabela 2.1 temos aproximagoes para
100, 1.000, 10.000 e 100.000 realizacoes.

N° de realizacoes | 100 1.000 | 10.000 | 100.000 | BLS
Put 0.0184 | 0.0182 | 0.0194 | 0.0193 | 0.0193
Call 0.0751 | 0.0693 | 0.0675 | 0.0679 | 0.0680

Tabela 2.1: Monte Carlo opgoes europeias

Note que, mesmo para um numero aparentemente elevado de ensaios,
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2.1. JUSTIFICATIVA DO METODO

nao necessariamente obteremos todos os digitos iguais aos digitos corretos do
preco tedrico. Isto deve porque o método converge muito lentamente. Além
disso pode acontecer que em algumas realizacoes estimador com N=100, te-
nha desempenho melhor do que para N = 100.000. Isto consequéncia da
aleatoriedade do método.

2.1 Justificativa do Método

Estamos interessados em calcular aproximacgoes para média e variancia
de uma variavel aleatéria X, utilizando amostras aleatérias independentes.

Teorema 2.1.1. Lei Forte dos Grandes Numeros

Dado X wvaridvel aleatoria com E[Xi] = p e a sequéncia (X, )nen € R
de varidveis aleatoria integraveis, independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d), definidas no espaco de probabilidade (2, .%#,P). Entao,

1 M
g 2K

P-quase certamente.

A demostracao do Teorema 2.1.1 este na referéncia [11]. Portanto, a lei
dos grandes nimeros fornece um estimador para média de Xj.

Corolario 2.1.2. FEstimador de Monte Carlo

Dado (X,)nen € R uma sequéncia finita de varidveis aleatoria integrdveis,
1.1.d, entao,

1 M
iy = M;Xi (2.1.1)

€ estimador para média de X;.

A demostracao do corolario é a aplicacao direta do Teorema 2.1.1.

Agora veremos um estimador para variancia. Por definicao temos

Var(X;) == E[(X; — E(Xl))Q]
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2.1. JUSTIFICATIVA DO METODO

M

entdo, um estimador natural para a variancia seria , 7 > (X; — fipr)?. En-
i=1

tretanto, este nao ¢é assintoticamente nao-enviesado. Contudo, fazendo uma

pequena alteracao temos:

M
1 _
oM = T ;1 (X; — i) (2.1.2)

é um estimador nao enviesado de para a variancia de X;.

Teorema 2.1.3. Teorema Central do Limite

Dada uma sequéncia (X, )nen € R de varidveis aleatorias integrdveis,
i.i.d, definida no espago de probabilidade (2, #,P), com Var(X;) = o.
Entao,

M
() 0
lim —~=

— N(0,1
M—o00 \/MO' ( )

em distribuicao.

A demostragao deste teorema esta na pagina 273 da referéncia [11] . Do
M
teorema central do limite temos que > X; ~ N(Mu, Mo?) entao,
i=1

Hyv — [
a;%ﬁwN@D

Com isso, podemos construir intervalos de confianca para a média,

r 1.965, _ +1.96<_7M
Har \/M v \/M

Este é um intervalo de confianga de 95/ para a média de X;.

] (2.1.3)

Duas caracteristicas importantes devem ser observadas,

1. O denominador do intervalo é v/ M entao, para reduzir o intervalo de
confianca em 107! é necessério aumentar multiplicar por cem o nimero
de simulacoes.

2. O tamanho do intervalo ¢ diretamente proporcional ao desvio padrao.
Logo, uma estratégia é tentar reduzir a variancia transformando o pro-
blema de estimar E[X] pelo de, estimar E[Y], onde Y tem variancia
menor porém, com a mesma média.
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2.2. TECNICAS DE REDUCAO DE VARIANCIA

2.2 Técnicas de Reducao de Variancia

Reduzir a variancia ¢ muito importante para o método de Monte Carlo
pois, se conseguimos reduzir a variancia do método é possivel obter intervalos
de confianca menores. Neste secao, apresentaremos duas técnicas bastante
utilizadas para reduzir a variancia do método.

2.2.1 Variaveis Antitéticas

Um par de varidveis aleatérias (X,Y) é chamado antitético se XY tem a
mesma distribuicao e sao negativamente correlacionadas.

Vamos calcular a variancia da média aritmética entre um par antitético

(X,Y)

(Var(X)+ Var(Y) 4+ 2Cov(X,Y))

X+Y
Var(;_):

(Var(X) + Cov(X,Y)) .

DO — |

Como os pares sao negativamente correlacionados temos Cov(X,Y) < 0.
Logo,

. =5 (Var(X)+ Cov(X,Y)),

X+Y 1
V&T’(X)ZV&T( + )

com isso concluimos que,

X+v. 1
; ) < SVar(X). (2.2.1)

Em especial estamos interessados em reduzir a variancia de

Var(

1 1
St = Soexp((1 — 502)75 + oWi) = Soexp((n — 502)t +ovtz),

onde z ~ N(0, 1), ou seja, queremos reduzir a variancia da funcao exp(z).

Lemma 2.2.1. Se fe g sao funcoes monaotonas, entao, para qualquer varidvel
aleatoria X

Cov((f(X),9(X)) =0 (2.2.2)
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2.2 Variaveis Antitéticas

09
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Figura 2.2: Par antitético

Como exp(x) é mondtona crescente, temos — exp(—x) também é, apli-
cando o lema temos que Cov((exp(z), — exp(—x)) = 0. Segue-se que, Cov(exp(z), exp(—z)) <
0. Assim, podemos garantir que exp(—z) é par antitético de exp(z).

A tabela 2.2 mostra os resultados encontrados para o preco de uma ”call
at the money” sem dividendos com vencimento em T=1, ¢ = 10%, r =
5%, S1(0) = 50. O prego dado por Black-Scholes é 3.4025.

N° de realizacoes | Precorsc | opme | Precoan: | oant | Black-Scholes
100 3.7550 | 3.8821 | 3.4470 | 1.7024 3.4025
1.000 3.4654 | 3.8165 | 3.3664 | 1.4645 3.4025
10.000 3.3747 | 3.8357 | 3.3982 | 1.4771 3.4025
100.00 3.3962 | 3.8671 | 3.4014 | 1.5049 3.4025

Tabela 2.2: Monte Carlo opgoes europeias

Observe que, o método tradicional utiliza de praticamente 10 vezes mais
realizacoes, para obter um intervalo de confianca préoximo ao que obteriamos
se tivéssemos utilizado as variaveis antitéticas.
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2.2.2 Variaveis de Controle

Para alguns problemas em finangas existe solugao fechada (como a férmula
de Black-Scholes para opgoes europeias). Para outros existem aproximacoes
analiticas, (por exemplo, as aproximagoes de Barone-Adesi e MacMillan para
opgoes americanas). A técnica de varidveis de controle consiste em utilizar
formulas fechadas ou aproximacoes analiticas, para reduzir a variancia do
Método de Monte Carlo.

Vamos assumir que desejamos calcular E(X) e temos uma outra varidvel
Y com média conhecida. Definimos Zy da seguinte forma:

Zyp = X+0(EY)-Y)
Onde 6 sera ajustado de forma a minimizar a variancia. Observe que
E(Zy) = EX)+0(EY) - E(Y)) = E(X),

Agora nosso objetivo ¢ de minimizar a variancia de Var(Zy).

Var(Zy) = Var(X —0Y)
= Var(X)—20Cov(X,Y) + 6*Var(Y),

logo,
~ Cov(X,Y)

Omin = Var(Y)

Note que o sinal de 6 depende do sinal da corregao de Cov(X,Y). Na
prética, o valor de 6 é estimado pois, ndo conhecemos o da Cov(X,Y) e Var(Y).
Esta estimacao ¢ realizada por meio de uma simulagao piloto.

N° de realizacoes | Precoysc | opme | Precoye | ove
100 3.7550 | 3.8821 | 3.4030 | 0.0777
1.000 3.4654 | 3.8165 | 3.4037 | 0.0763
10.000 3.3747 | 3.8357 | 3.3019 | 0.0767
100.00 3.3962 | 3.8671 | 3.4024 | 0.0773

Quanto mais proxima for varidavel de controle e mais apurado for o 6
melhores serao os resultados.
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Capitulo 3

Longstaff-Schwartz

O algoritmo de Longstaff e Schwartz [7] trouxe uma forma simples e
eficiente de precificar op¢oes americanas.

A chave deste algoritmo ¢é a utilizacao do método de minimos quadrados
para estimar a esperanga condicional caso o detentor tome a escolha (ra-
cional) de manter a opcao. Isto faz com que o método seja prontamente
aplicavel em situagoes em que o valor da opcao dependa do caminho, como é
o caso das opcoes americanas. As referéncias utilizadas neste capitulo foram
[21,[3],[6e [7].

a Fungao que nao pertence ao espaco.

- — -9

Subespaco

Figura 3.1: Interpretacao geométrica do método de minimos quadrados.
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3.1. EXEMPLO NUMERICO

3.1 Exemplo Numérico

Na data de vencimento, a estratégia étima de exercicio de uma opgao
europeia é de exercer a opcao, se a mesma estiver no dinheiro !. No caso
de uma put americana o exercicio étimo pode ocorrer em qualquer momento
entre o lancamento e o vencimento.

O algoritmo de LSM utiliza o método de Monte Carlo para gerar os
caminhos e o método dos minimos quadrados para calcular o valor esperado.
Para de transmitirmos a intuicao do método utilizaremos o seguinte exemplo
numeérico:

Considere uma opcao de venda sem dividendos, com trés possiveis datas
de exercicio, strike igual a 1.1, taxa livre de risco entre as datas de exercicio
igual a 6% e valor inicial do ativo igual a 1.

[lustraremos o algoritmo utilizando apenas oito simulagoes para o preco
conforme a tabela a seguir:

Passo t=0 t=1 t=2 t=3

1 1 1.08 1.09 1.34
1.16 1.26 1.54
1.22 1.07 1.03
0.93 097 0.92
1.11 156 1.52
0.76 0.77 0.90
092 0.84 1.01
0.88 1.22 1.34

O 1 O O = W N
— = e e e

Vamos obter o valor esperado através do método dos minimos quadrados.
Utilizando como base o polinémio aX? + bX + ¢ e os valores abaixo,

Sy Payoff t=3

1 1.09 0
2 1.26 0
3 1.07 0.07
4 097 0.18
o 1.56 0
6 0.77 0.2
7 0.84 0.09
8 1.22 0

I'Dizemos que uma opcao do tipo call estd no dinheiro ”in the money” quando o ativo
vale mais do que o valor de exercicio. Dizemos que uma put estd no dinheiro quando o
valor do ativo esta abaixo do valor de exercicio.
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3.1. EXEMPLO NUMERICO

obtermos que F (@b‘g) = 0.4106X%—1.2026 X +0.8699. Agora vamos

compararemos o valor esperado com o valor intrinseco.

Exercicio em t = 2 E[@ﬁg]

1 0.0100 0.0469
2 0 0.0065
3 0.0300 0.0532
4 0.1300 0.0897
) 0 -0.0069
6 0.3300 0.1873
7 0.2600 0.1494
8 0 0.0139

Os caminhos em vermelho sao aqueles onde a opcao foi exercida, e por-
tanto o valor da op¢ao nesses caminhos sera o valor intrinseco. Nos demais,
o preco serda o valor da opgao no tempo t = 3descontado pela taxa de juros.

Passo t=1 t=2 t=3

1 - 0 0
2 - 0 0
3 - 0.0659 0.07
4 - 0.1300 0.18
3 - 0 0
6 - 0.3300 0.20
7 - 0.2600 0.09
8 - 0 0

A matriz acima representa o preco da opgao em cada passo no tempo
e caminho. Agora vamos repetiremos os procedimentos para determinar o
precoem t = 1.

S1  Payoff t=2

1 1.08 0.100
2 1.16 0
3 1.22 0.300
4 093 0.130
5 1.11 0
6 0.76 0.330
7 092 0.260
8 0.88 0
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3.1. EXEMPLO NUMERICO

Agora, temos que a E (@wl) = 1.7594X? — 4.084X + 2.3798. Apés
decidir o exercicio temos os seguintes precos:

Passo t=1 t=2 t=3

1 0 0 0
2 0 0 0
3 0.0621 0.0659 0.07
4 0.17  0.1300 0.18
) 0 0 0
6 0.34 0.3300 0.20
7 0.18  0.2600 0.09
8 0.22 0 0

Fazendo a média em t = 1 descontando a taxa de juros, obtemos que o
preco da opcao ¢ 0.1144.
Descreveremos agora o método de Longstaff e Schwartz.

Algoritmo de Longstaff e Schwartz

Sejam (X{ . ,X{Q) precos dados pelo ativo no caminho j no i-ésimo
tempo, Z/ valor intrinseco, r; a taxa de juros entre o tempo (i,7+ 1) e U/ o
preco da opgao.

1. Gere os caminhos (X7, ... ,X{Q), para j=1,...,N.

2. Defina uma base de fungoes e = (e, ..., e™).

w

. Para j =1,..., N faga os procedimentos 4 e 5.

4. Defina o valor da opgao no vencimento, isto ¢,
Ui, = 73,

5. Parai de N — 1 até 1 (decrescendo)

(a) Obtenha o vetor a*(7) dado pela solucao do problema de regressao
linear (3.2.1).

(b) Calcule E(Z;41|X7),

E(Zi1| X)) =< a*(i),e > .
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(c) Defina

S
|

Zi, se Z; > E(Zi1]X1)
B exp(—r;)U}, 4 caso contrario.

6. Finalmente

1 N
T — J
U=+ ;1: Uy

3.2 Justificativa do Método

Vamos considerar o espago de probabilidade (£2,.#,P), equipado com
intervalo [0,T]. Dado o processo adaptado (Z;),_
sao variaveis aleatérias integréaveis.

Utilizando a definicao de tempo 6timo de parada (ver referéncia[2]). Va-

L onde Z()Q, Z127 ey ZL2

.....

ey

U; =esssupE[Z.|.%;] j=0,..., L.

TEEij

Utilizado o principio da programagao dinamica (ver referéncia [3]) pode-
mos escrever o processo da seguinte forma:

U, = Zg
Uj = max(Z;, E[Uja]F]), 0<j<L-1

Temos com isso, U; = E[Z,;] com

Em particular E[Uy] = sup E[Z;] = E[Z,,].

TEEO,L

Podemos reescrever a o processo recursivo em termos dos tempos de pa-
rada

T, — L
T = gz, e YT lzenz, ey V<I S Lo
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3.2. JUSTIFICATIVA DO METODO

Esta formulacao em termos dos tempos de parada desempenha papel
fundamental no método de regressao LSM.

O método necessita que o modelo seja uma cadeia de Markov. Supo-
nhamos que exista uma cadeia markoviana (.#;), o processo (X;),_, , com
espago de estado (E,€) onde para cada j

Zj = f (.] ) XJ)

onde f(j,-) é uma fungao de Borel. Entao nds temos , U; = V/(j, X;) para al-
guma fungao de Borel e E[Z,, | [.%;| = E[Z,,,,|X;]. Vamos assumir também
que o estado inicial Xy = x é deterministico, com isso temos que Uy também
o ¢é.

Primeiro, aproximaremos a esperanca condicional com respeito a X; pela
projecao ortogonal gerada por uma base de fun¢oes reais (ex(x)),-, definida
em E. Denotaremos por P™ a projecao ortogonal no espaco L%(Q)) gerada

J
pela a base de fungoes reais (e1(z),...,en(2)) com isso temos:

" = L
= Jl{ZjZP}"(ZTﬁI)} + 7_J'+11{Zj<ij(ZT]n_LH)}7 0<j=<L-—-1

A partir desses tempos de parada, obtemos uma aproximacao para o valor
da funcgao:
Uy' = max(Zy, E[Z.n])

Lembrando que Zy = f(0,z) é deterministico. Agora vamos aproximar
via método de Monte Carlo E[Z.m]. Vamos supor que podemos simular

N caminhos independentes (le, cey X ,XJN). Denotaremos por Z7' =
f(j, X7) o payoff associado ao passo j = 0,..., L da n-ésima simulagao n =
1,...,N.

Entao, para cada caminho n, podemos estimar os tempos de parada 7;"
por:

nm,N
T = L
) »N y y
{ " Tiz;zamm.em(xmy F Tiliz,<atmm.enxmys 0 <J < L—1,

onde z -y é o produto interno usual em R™, €™ é a base de fungoes reais e
amN) & dado por:

aceR Ti+1

N
o™N) — argmin Z<Zn”’m’N —a-e™(X7)) (3.2.1)
—1
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3.2 Convergéncia

Finalmente, a partir das varidveis 7™ obtemos a seguinte aproximacao
m
para Uj":
N
m,N 1 n
Uy"" = max(Zy, — 2" mN)
N Tj+1

3.2.1 Convergéncia

No método de Longstaff-Schwartz sao realizadas duas estimativas:

1. A esperanca condicional dada por uma projecao ortogonal gerada por
uma base finita de fungoes.

2. O valor esperado para o preco da op¢ao via o método de Monte Carlo.

Na referéncia [7] é demostrada detalhadamente a convergéncia do método.
Basicamente sao demostrados dois resultados:

1. Na medida em que o niimero de elementos da base de fungoes aumenta
mais proximo do prego real fica Uj?, isto é:

—
ug 2 Uy

2. Na medida em que aumenta o nimero de simulacoes do ativo objeto,
m,N m s ,
o valor de U, """ converge quase certamente para Uy", isto é,

N N—oo
ypeN Moo, rm

Os resultados demostrados asseguram convergéncia de ordem O(3).

3.2.2 Espacos de Funcoes

Sejam o € R+ e C° = [, a] o conjunto das funcdes continuas no inter-
valo [—a, a]. Esse conjunto munido das operagoes de soma e multiplicagao
escalar pontuais constitui-se num espaco linear de dimensao infinita. Isto
significa que cada funcao no espaco funcional pode ser representada como
uma combinacao linear das funcoes da base.

Neste projeto utilizaremos os polinomios de Laguerre, que é a base utili-
zada por Longstaff e Schwartz (2001). Outros exemplos de espagos de fungoes
sao os polinomios de Hermite, Legendre, Chebyshev, Gegenbauer e Jacobi.
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3.2 Resultados

3.2.3 Resultados

Aqui apresentamos os resultados obtidos com a implementacao do método
LSM, vamos compara-los com os pregos encontrados através do método bi-
nomial com 1000 passos. Os parametros utilizados no LSM foram:

e Sy =32,5 =30e 5, =28

e taxa de juros de 5%.

e Vencimento de 1 ano.

e Strike 30.

e Volatilidade 10%, 20% e 40%.

e 100 mil simulacoes do ativo.

e Base de funcoes de Laguerre com dimensao igual a 4.

e 50 datas de exercicio.

Custo do Diferenca

SO | ¢ | Black | Binomial | Antecipado | LSM | Binomial
Sholes Exercicio LSM
30| .11]0.5784 | 0.7311 0.1527 0.7257 | 0.0054
30 | .2 | 1.6721 | 1.8270 0.1549 1.8271 | 0.0001
30 | .4 ] 3.9438 | 4.1000 0.1562 4.1003 | 0.0003
28 | .1 ] 1.4160 | 2.0057 0.5897 1.9890 | 0.0167
28 | .2 125303 | 2.8157 0.2854 2.8167 | 0.0003
28 | 4| 4.7545 | 4.9628 0.2083 4.9613 | 0.0015
32| .1]0.1893 | 0.2237 0.0344 0.2091 | 0.0154
32| .2]1.0626 | 1.1456 0.0830 1.1368 | 0.0088
32| .4 132591 | 3.3791 0.1200 3.3636 | 0.0155

Tabela 3.1:  M¢étodo de Longstaff-Schwartz

A tabela 3.1 que os valores obtidos utilizando o método binomial e o
método LSM sao muito préximos. Considerando como referéncia o precgo
dado pelo método binomial, observamos o erro relativo em geral é menor do
que 1%.
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3.2 Resultados

Simulacoes

Nosso objetivo é de verificar a precisao do método e a distribuicao dos
precos. Para isso, vamos realizar a precificacao da mesma opgao varias vezes.
Utilizaremos 500, 1000 e 5000 simulacoes, para uma opgao americana in the
money, at the money e out the money e variancia de 20%.

Os demais parametros sao 5000 simulagoes do ativo, 50 datas de exercicio
e uma base de fungoes de Laguerre com dimensao igual a 4.

Esses parametros foram definidos apos realizarmos simulagoes piloto. O
preco de uma opcao americana que nao paga dividendo é igual ao prego de
sua correspondente europeia (ver pagina 131 da referéncia [2]). Logo, uma
forma sistematica de escolher a base e a dimensao a serem utilizadas é fixando
o valor uma call europeia e obter o seu preco através do método.

Realizamos este procedimento 500 vezes com 500 simulacoes do ativo
para cada base e dimensao. Os resultados podem ser verificados na tabela
3.2.3. Verificamos que para todas as bases testadas a dimensao 4 mostrou-se
suficiente.

Claramente poderiamos ter escolhido qualquer uma das bases testadas ja
que os resultados foram semelhantes. Escolhemos a base de Laguerre por ter
sido a base utilizada pelos desenvolvedores do método.

Preco Preco Diferenca
Base Dimensao | Médio | Black-Scholes | Black-Scholes

LSM LSM
Laguerre 3 3.0056 3.1352 0.1296
Laguerre 4 3.1319 3.1352 0.0033
Laguerre 5 3.1290 3.1352 0.0062
Canonica 3 3.0046 3.1352 0.1306
Canonica 4 3.1330 3.1352 0.0022
Canonica 5 3.1316 3.1352 0.0036
Hermite 3 3.0028 3.1352 0.1324
Hermite 4 3.1349 3.1352 0.0003
Hermite 5 3.1321 3.1352 0.0031

Tabela 3.2: Precos de call americana sem dividendos obtidos através do método
LSM. Parametros r = 5%,0 = 20%,T = 1,50 = K = 30.
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3.2 Resultados

(a) 500 simulagoes

180|

160|

140|

120|

10|

(b) 1000 simulagoes (c) 5000 simulagoes

Figura 3.2: Histogramas dos precos com densidade ajustada para S,=28 e
volatilidade de 20%.
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3.2 Resultados

(a) 500 simulagoes

(b) 1000 simulagoes (c) 5000 simulagoes

Figura 3.3: Histogramas dos precos com densidade ajustada para Sy=30 e
volatilidade de 20%.
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3.2 Resultados

(a) 500 simulagoes

106 108 11 112 114 116 118 12 122

(b) 1000 simulagoes (c) 5000 simulagoes

Figura 3.4: Histogramas dos precos com densidade ajustada para Sy=32 e
volatilidade de 20%.
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3.2 Resultados

Superficie de Precos

NI
T
,"l",'.'l'.','

20 -

0 60

Figura 3.5: Superficie de precos para K=30 e volatilidade 40%.
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3.2 Resultados

N°
SO | Simulagoes | Binomial | Média | Desvio

LSM | Padrao
28 500 2.8157 | 2.8220 | 0.0362
28 1000 2.8157 | 2.8170 | 0.0360
28 5000 2.8157 | 2.8202 | 0.0369
30 500 1.8270 | 1.8258 | 0.0330
30 1000 1.8270 | 1.8249 | 0.0336
30 5000 1.8270 | 1.8247 | 0.0329
32 500 1.1456 1.1281 | 0.0283
32 1000 1.1456 | 1.1290 | 0.0287
32 5000 1.1456 | 1.1290 | 0.0278

Tabela 3.3: Simulagoes do Método de Longstaff-Schwartz

Observe que a medida que aumentamos o numero de simulacoes a dis-
tribuicao dos precos se aproxima da distribuicao normal. A tabela acima
mostra que o método tem baixa variancia. A média obtida ficou préxima ao
preco dado pelo método binomial.
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Capitulo 4

Monte Carlo com Cobertura de
Risco

Conforme visto no Capitulo 1, o modelo de Black-Scholes para opgoes eu-
ropeias tem duas propriedades notdaveis. A primeira é que é possivel encontrar
uma estratégia de cobertura que é capaz de eliminar o risco. A segunda é
que o preco da opcao nao depende do retorno médio do ativo subjacente. A
ultima propriedade mostra que o preco da opgao nao esta relacionado com a
distribuicao real dos retornos.

O modelo tem como requisito de inexisténcia a oportunidades de arbitra-
gem que é efetivamente equivalente a existéncia de uma medida de probabi-
lidade neutra ao risco.

Pela dificuldade de obter a chamada ”"medida neutra ao risco”, seria de-
sejavel possuirmos uma teoria de opgoes em que o processo estocéastico gerado
pelo ativo fosse usado para calcular o preco da opcao.

Apresentaremos a seguir um método baseado nesta abordagem. O ”Op-
timal Hedged Monte Carlo” (OHMC) foi inspirado em parte pelo método
dos minimos quadrados (LSM) apresentado no Capitulo 3 e pode ser usado
para calcular varios tipos de opgoes, incluindo aquelas em o preco depende
do caminho. Aqui daremos enfoque as opc¢oes americanas.

4.1 Conceito do Método

Vamos dividir o intervalo de tempo em M intervalos (em principio iguais).
Usaremos o indice k para denotar o k-ésimo tempo, £k =0,1,..., M.

Denotaremos por Cy o prego do derivativo, x; o preco do ativo e ¢g(zy)
a quantidade de ativos quando o prego € igual a x, p é a taxa de juros ao
longo do intervalo compreendido entre (k, k + 1).
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4.2. PARAMETRIZAQAO DO PRECO E DA COBERTURA

O método minimiza a variancia do portfélio Cy + ¢r(zx)zr. Por isso
construiremos uma estratégia de cobertura usando uma medida quadratica
de risco local R} definida da seguinte forma:

RkQ = <(€_ka+1 —Cy + ¢k<l’k)[€_p$k+1 — $k])2>0. (4.1.1)

(...), ¢ média da distribuicao de probabilidade objetiva dos precos.

A minimizagao da equacdo (4.1.1) em fungao de Cj, ¢(xy), permite de-
terminar o custo da cobertura no instante k desde que, Cj1 seja conhecido
(ver referéncia [10]). No modelo de Black-Scholes é possivel zerar este risco.
O calculo numérico da estimativa deste risco através do método de Monte
Carlo ¢ feito da seguinte forma:

N
Z “Chr (2} 41) — Crlal) + d(af) e Paty — ap))’, (4.1.2)

=1

onde N representa o nimero de caminhos do ativo, agora trabalhando de
forma recursiva é possivel resolver o problema numericamente.

4.2 Parametrizacao do Preco e da Cobertura

Para implementar o método fazendo um paralelo com o método LSM,
vamos parametrizar Ci(x) e ¢p(z) utilizando um conjunto £ de um espago
de fungoes da variavel x, com L elementos.

Cr(x) = Y 7aCal) (4.2.1)
or(z) = Y @aFa(z) (4.2.2)

Com esta parametrizacao temos que minimizar o funcional,

N L

Rk = N (€_pck+1(l‘z+1> Z xk +Z Qpagba 6 xk—i—l_xk])Q

n=1 a=1
(4.2.3)
Em geral a melhor estratégia nao é igual ao A-hedge, porém, pode se mos-
trar que a diferenca entre elas é pequena dentro de varios modelos incluindo
o modelo de Black-Scholes. Portanto, podemos definir:
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4.2. PARAMETRIZAQAO DO PRECO E DA COBERTURA

o= (4.2.4)

Fy(z) = dc:;x(x) (4.2.5)

Para processos gaussianos este procedimento levara a resultados exatos,
além de reduzir o custo computacional. Descreveremos agora o método de
Bouchaud, Potters e Sestovic.

Algoritmo OHMC

Sejam (Xf e ,XJJ\Q) pregos dado pelo ativo no caminho j, no k-ésimo
tempo. Denotaremos por Zj valor intrinseco e CY o prego da opgao.

1. Gere os caminhos (X7,... ,Xij) para j = 1,..., N, utilizando proba-
bilidades objetivas.

2. Defina as bases de funcoes para C, e Fy,.

w

. Para j =1,..., N faga os procedimentos 4 e 5.

4. Defina o valor da opg¢ao no vencimento, isto é,
i =73
5. Para k de M — 1 até 1 (decrescendo)
(a) Gere o vetor [Cy(X}), Fu(X1) (X,JC — e_pX,i'H)].

(b) Utilizando o vetor obtido em (a) calcule os valores de v* e ¢, que
resolvem o problema de regressao linear(3.2.1).

(c) Calcule Cx(X]) = E(C’Hl(XgH)KX,g)), através de

Ck(XI]c> =< '75, Ca<Xg> >

6. O prego da opgao é

o1 N
C—N;C{
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4.3. RESULTADOS NA MEDIDA NEUTRA AO RISCO

Para calcular o preco de opcoes americanas, por exemplo a put, basta
substituir C’kﬂ(X,ZH) por maX(C’kH(X,ZH),K — X7) na resolugéo do pro-
blema de regressao linear. K representa o strike da opcao. Este procedimento
serve para identificar aonde o exercicio antecipado é mais vantajoso.

4.3 Resultados na Medida Neutra ao Risco

Aqui apresentamos resultados obtidos com a implementacao do método
OHMC. Comparamos os resultados encontrados com os resultados obtidos
através do método binomial com 1000 passos.

Os parametros serao os mesmos utilizados no método LSM com a excecao
do nimero de simulagoes do ativo com risco e niimero de datas de exercicios
que sao respectivamente, 1000 e 20.

Custo do Diferenca

SO | ¢ | Black | Binomial | Antecipado | OHMC | Binomial
Sholes Exercicio OHMC
30 | .1]0.5784 | 0.7311 0.1527 0.7329 0.0016
30 | .2 ] 1.6721 | 1.8270 0.1549 1.8378 0.0108
30 | .41 3.9438 | 4.1000 0.1562 4.1035 0.0035
28 | .1 ] 1.4160 | 2.0057 0.5897 1.9593 0.0464
28 | .2 125303 | 2.8157 0.2854 2.8155 0.0002
28 | .4 | 4.7545 | 4.9628 0.2083 4.9853 0.0255
32 |.11]0.1893 | 0.2237 0.0344 0.2191 0.0046
32 1.2]1.0626 | 1.1456 0.0830 1.1411 0.0045
32 | 4132591 | 3.3791 0.1200 3.3706 0.0085

Tabela 4.1: Monte Carlo com cobertura de risco na medida neutra ao risco

A tabela 4.1 mostra que os resultados com o método OHMC estao proximos
aos resultados obtidos com o método binomial em geral erro relativo é menor
do que 1%.

Simulacoes

Assim como no capitulo anterior, realizamos simulacoes piloto para de-
terminar quais seriam o nimero minimo de simulagoes, datas de exercicio e
dimensao do espaco necessario para obter resultados razoaveis. Desta vez uti-
lizamos 500 simulacoes do ativo, 20 datas de exercicio e o espaco de funcoes
de Laguerre com dimensao igual a 7, calculamos cada prego 500 vezes.
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4.3. RESULTADOS NA MEDIDA NEUTRA AO RISCO

(a) 500 simulagoes

(b) 1000 simulagoes (c) 5000 simulagoes

Figura 4.1: Histogramas dos precos com densidade ajustada para S0=28 e
volatilidade de 207.
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4.3. RESULTADOS NA MEDIDA NEUTRA AO RISCO

(a) 500 simulagoes

(b) 1000 simulagoes (c) 5000 simulagoes

Figura 4.2: Histogramas dos precos com densidade ajustada para S0=30 e
volatilidade de 207.
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4.3. RESULTADOS NA MEDIDA NEUTRA AO RISCO

(a) 500 simulagoes

o of
106 108 11 112 114 116 118 12 122 124 106 108 11 112 114 116 118 12 122 124

(b) 1000 simulagoes (c) 5000 simulagoes

Figura 4.3: Histogramas dos precos com densidade ajustada para S0=32 e
volatilidade de 207.
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RESULTADOS NA MEDIDA NEUTRA AO RISCO

4.3.

Superficie de Precos

A'sS)A

Tt

30 e volatilidade 40 7.

ie de precos para K=

Superfic

Figura 4.4
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4.4. RESULTADOS NA MEDIDA HISTORICA

N°
SO | Simulagoes | Binomial | Média | Desvio

OHMC | Padrao
28 500 2.8157 | 2.8064 | 0.0470
28 1000 2.8157 | 2.8073 | 0.0452
28 5000 2.8157 | 2.8092 | 0.0425
30 500 1.8270 | 1.8365 | 0.0336
30 1000 1.8270 | 1.8342 | 0.0336
30 5000 1.8270 | 1.8354 | 0.0350
32 500 1.1456 | 1.1473 | 0.0277
32 1000 1.1456 | 1.1497 | 0.0283
32 5000 1.1456 | 1.1484 | 0.0279

Tabela 4.2: Método de Monte Carlo com Cobertura

Assim como obtido no método de minimos quadrados verificamos que, a
medida que aumentamos o nimero de simulacoes a distribuicao dos precos se
aproxima da distribuicao normal. A tabela 4.2 mostra que o método obteve
bons resultados mesmo com um nimero pequeno de simulagoes do ativo com
risco, mantendo a variancia baixa e a média proxima ao preco dado pelo
método binomial.

4.4 Resultados na Medida Historica

A parte mais interessante desse o método é que possivel realizar o aprecamento
de opcoes a partir de um série histérica, com os resultados convergindo para
o prego de Black-Sholes, isto é, a medida histérica convergindo para medida
neutra ao risco (MNR).

Vamos exemplificar precificando uma call europeia, com os mesmos parametros
utilizados na precificacao na MNR, os dados utilizados sao da série diaria de
pregos da Petrobrds (PETR4) do periodo de 01 de dezembro de 2012 até
01 de novembro de 2012. Desta série extraimos a média anual dos retornos
e & utilizamos para realizar a simulagao do ativo com risco. Os resultados
obtidos convergem para o preco dado pelo modelo analitico, como podemos
verificar na tabela 4.3:
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4.4. RESULTADOS NA MEDIDA HISTORICA

Diferenca

SO | o | Black | OHMC | Black-Sholes

Sholes OHMC
30 | .1 ]2.0415 | 2.0179 0.0236
30 | .2 | 3.1352 | 3.1271 0.0081
30 | .4 | 5.4069 | 5.3987 0.0082
28 | .1 ]0.8791 | 0.8729 0.0069
28 | .21 1.9934 | 1.9889 0.0045
28 | 4| 4.2176 | 4.2161 0.0015
32| .11 3.6524 | 3.6110 0.0414
32 | .2 | 4.5257 | 4.5424 0.0167
32| .46.7222 | 6.7130 0.0092

Tabela 4.3: Monte Carlo com cobertura de risco na medida historica.

Como podemos Os resultados na medida histérica convergem, os precos
estao convergindo para o preco de Black-Scholes

A figura a seguir mostra a distribuicao das simulac¢ées do precgo do ativo
no vencimento. O histograma em vermelho mostra corresponde a simulagao
na MNR, em ambas utilizamos os mesmo ntimeros aleatérios para construcao
da parte estocastica do processo.

Figura 4.5: Medida Neutra ao Risco x Medida Histérica

Observe que o retorno médio do ativo é menor que a taxa de juros, ape-
sar disso, os resultados encontrados estao préximos dos resultados obtidos
através do modelo de Black-Sholes.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi de implementar o método de minimos qua-
drados de Longstaff-Schwartz e o método de Monte Carlo com Cobertura de
Risco de Bouchaud, Potters e Sestovic para a put americana sem dividendos

Para isso, no primeiro capitulo apresentamos o modelo de precos em
tempo continuo, o teorema de completude de mercados e realizamos aprecamento
de opcoes europeias via replicagao. Ainda neste capitulo, demostramos a
formula de Black-Scholes para opcoes europeias e obtemos o tnico prego de
nao arbitragem de uma opgao americana.

No segundo capitulo, discutimos sobre o método de Monte Carlo ilus-
trando o seu funcionamento e explicando o conceito matematico do método.
Abordamos intervalos de confianca e mostramos duas técnicas de reducao de
variancia, as variaveis antitéticas e as variaveis de controle.

O terceiro capitulo, foi dedicado ao método de minimos quadrados de
Longstaff-Schwartz. Iniciamos com o um exemplo numérico, apresentamos o
algoritmo e explicamos o seu conceito.

SO | o | Binomial | LSM | Diferenga
30 |.1] 0.7311 | 0.7257 0.0054
30 | .2 1.8270 | 1.8271 | 0.0001
30 | 4| 4.1000 |4.1003 | 0.0003
28 | .1 | 2.0057 | 1.9890 | 0.0167
28 | .2 | 2.8157 | 2.8167 | 0.0003
28 | .4 4.9628 |4.9613 | 0.0015
32 .1 0.2237 | 0.2091 | 0.0154
32 1.2 1.1456 | 1.1368 | 0.0088
32 | 4| 33791 |3.3636 | 0.0155

Tabela 5.1: LSM com 50.000 simulacoes e 50 datas de exercicios.
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Realizamos os teste usando como benchmark o método binomial, os re-
sultados o erro relativo em geral foi menor que 1%. Analisamos também a
variancia do método sem qualquer técnica de redugao, o maior desvio encon-
tro foi de 7,3%.

No quarto capitulo, vimos o Método de Monte Carlo com Cobertura de
Risco. Iniciamos explicando o funcionamento do método, a parametrizacao
do preco e do hedged e o algoritimo. Em seguida iniciamos os testes na
medida neutra so risco.

S0 | o | Binomial | OHMC | Diferenca
30| .1 0.7311 | 0.7329 0.0016
30 | .2 | 1.8270 1.8378 0.0108
30 | 4] 4.1000 | 4.1035 0.0035
28 | .1 2.0057 | 1.9593 0.0464
28 | .2 | 28157 | 2.8155 0.0002
28 | 4] 49628 | 4.9853 0.0255
32 | .1 ] 0.2237 | 0.2191 0.0046
32| .2 | 1.1456 1.1411 0.0045
32| .4] 3.3791 | 3.3706 0.0085

Tabela 5.2: OHMC com 5.000 simulacoes e 20 datas de exercicios.

Assim com no método LSM, o erro relativo em geral foi menor que 1%. A
variancia méxima do método sem qualquer técnica de reducao, foi de 8,3%,
cabe lembrar que os resultados obtidos com o OHMC utilizaram 10% das
utilizadas no método LSM.

Comparagao entre os métodos

Método de Monte Carlo com Cobertura de Risco, além de poder ser
utilizado na medida histérica ele também é um método de baixa variancia.
Para exemplificar, precificamos 500 cada opcao vezes utilizando o mesmo
nimero de simulacoes do ativo.

Antes de iniciar esta comparagcao, realizamos mais uma séria de simulacoes
com o objetivo de extrair o melhor resultado possivel de cada método. Para
cada dimensao utilizada calculamos o preco de 500 vezes. Os resultados estao
na tabela 5.3.

A dimensao da base utilizada foi 7 para o método OHMC e 4 para LSM,
pois, foram estas que apresentaram o melhor desempenho para cada um dos
métodos.
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Figura 5.1: Histogramas de comparacao entre os métodos.

Os parametros utilizados na precificacao foram, Sp = K = 30, a taxa de
juros de 5% e variancia de 10% e 40%. O método OHMC apresentou uma
variancia bem menor, como podemos observar na figura 5.1.

O histograma em vermelho foi obtido através do método de minimos
quadrados e o em azul utilizando o método de Monte Carlo com Cobertura.

As variancias obtidas pelo método de minimos quadrados foram de 4.6% e
22% com médias de 0.7352 e 4.1976. No método de Cobertura as variancias
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Método | Dimensao | Preco | Binomial | Diferenca
LSM 3 1.8669 | 1.8270 0.0399
LSM 4 1.8828 | 1.8270 0.0558
LSM 5 1.9030 | 1.8270 0.0760
LSM 6 1.9178 | 1.8270 0.0908

OHMC 3 1.8936 | 1.8270 0.0666

OHMC 4 1.8505 | 1.8270 0.0235

OHMC 5 1.8368 | 1.8270 0.0098

OHMC 6 1.8365 | 1.8270 0.0095

OHMC 7 1.8098 | 1.8270 0.0172

Tabela 5.3: Precos com 500 simulagoes 20 datas de exercicios.

foram 1.7% e 9% com médias de 0.7275 e 4.1063. Os precos do modelo
binomial sao 0.7311 e 4.1000.

Conclusao

Os dois métodos se mostraram muito eficientes na precificacao de opgoes
americanas. O método de Longstaff-Schwartz apresentou esses resultados
utilizando 90% mais simulacoes do ativo. Porém, vale relembrar que esses
resultados foram obtidos utilizando uma base com dimensao igual 4.

Como os resultados demostram o método de Monte Carlo com Cobertura
de Risco apresentou os melhores resultados quando comparamos a variancia
dos métodos. Além disso é possivel utilizar o método na medida histérica
com os precos convergindo para o preco de Black-Scholes. O método nao se
mostrou resultado satisfatorio quando utilizado em dimensao inferior a 5.

Por utilizar um ntimero menor de simulagoes, apresentar menor variancia
e poder ser utilizado na medida histérica, entendo que o método de Monte
Carlo com Cobertura de Risco com cobertura de risco é o método mais atra-
ente.
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Apeéendice A

Apeéndice

A.1 Probabilidade e Processos Estocastico

Esta se¢ao do apéndice apresenta as defini¢oes de alguns conceitos utili-
zados neste projeto final de curso.

Definicao A.1.1. (o-dlgebra )

Seja 0 um conjunto , uma colecao de ¥ de subconjuntos de € é uma
o-dlgebra quando satisfaz:

(a) Qe F
(b)) Ae F = A°c F
(C) Al,AQ,...,EyjAlLJAQU...GJOZ

Defini¢ao A.1.2. (Medida de Probabilidade)

Seja F uma o-dlgebra de subconjuntos de 2. Uma funcio P : . % — R €
uma probabilidade (ou medida de probabilidade) quando:

(a) P(A) > 0,YA € F
(b) P(Q) =1

(c) Se Ay, As, ..., sdo dois a dois disjuntos entao P(UA;) = > P(A;)
i=1

Defini¢ao A.1.3. (Espaco de Probabilidade)

Um espago de probabilidade € um trio (Q, % ,P) , onde
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A.1. PROBABILIDADE E PROCESSOS ESTOCASTICO

(a) Q é um conjunto nao vazio
(b) F é uma o-dlgebra de subconjuntos de 2

(¢c) P € uma probabilidade em .F

Defini¢ao A.1.4. (Filtracao)

Seja (F),e; uma familia de o-dlgebra em €2. I € um conjunto ordenado
se HLC IVt €lels,t €l |t>s=.F, C.F]
Defini¢ao A.1.5. (Processo Adaptado)

Um par (Xy, Fi),e; composto por uma filtragio (F),.; e uma colegdo de
varidveis aleatorias (X;),c;, X¢ 1 0= R, € dito processo adaptado quando,
X, € F-mensurdvel Vt € 1.

Definigao A.1.6. (Processo Progressivamente Mensurdvel )

O processo estocdstico (X, F4),c; € chamado progressivamente mensurdvel
se Vt > 0 o mapeamento

[0,t] x Q
(s,w) — Xs(w)

¢ B([0,1]) ® .Z, — B(R™)-mensurdvel.

Definigao A.1.7. (Movimento Browniano )

Seja (Q, F,P) espago de probabilidade. O processo Wy continuo com as
sequintes propriedades:

e Wy=0P—qc
o Wy — Wy~ N(0,t—3s) for 0 <s<t.
o W, — Wy independente de Wy — Wy para 0 < s <u < v <t.

é chamado de Movimento Browniano

Defini¢ao A.1.8. (Martingal)

Um par (Xy, Fi),e; composto por uma filtragio (F),.; e uma colegdo de
varidveis aleatorias, X; € considerado um martingal se Vs,t € I,s <t vale

E[X| .7 = X,
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A.2. CODIGOS EM MATLAB

A.2 Cdbdigos em matlab

A.2.1 Simulacao no Modelo Log-normal

function [S,dt]= simstock(Price,Rate,Volatility,Time,NumPaths,...

NumSamples ,Dividends,antflag)
% Esta fungdo realiza simulacoes no modelo log-normal

Rate=Rate-Dividends;
dt=Time/NumPaths;
N=NumPaths;

M=NumSamples ;
dW=zeros(M,N) ;

W=zeros (M,N) ;
dW(:,1)=randn(M,1)*sqrt(dt) ;
dW=randn (M, N) *sqrt (dt) ;
W=cumsum(dW’)’;

if antflag==1,;

t=0:dt:Time;
S1=Price*xexp((Rate-0.5*Volatility~2)*(ones(M,1)*t)+...
Volatility*[zeros(M,1),W]);
S2=Pricexexp((Rate-0.5*Volatility~2)*(ones(M,1)*t)-...
Volatility*[zeros(M,1),W]);

S=[81;82];

else

t=0:dt:Time;
S=Pricexexp((Rate-0.5%Volatility~2)*(ones(M,1)*t)-...
Volatility*[zeros(M,1),W]);

end

end
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A.2 Método de Longstaft-Schwartz

A.2.2 Método de Longstaff-Schwartz

function [price]= lsmprice(Price,Strike,Rate,Time,Volatility,...
Dividends,NumSamples, NumPaths,Dimension,Flag)

[S,dt]=simstock(Price,Rate,Volatility,Time,NumPaths,NumSamples, ...
Dividends,0);

C=zeros(size(8));

EV=zeros(size(S,1) ,NumPaths);

alpha=zeros(Dimension+1,NumPaths) ;

C(:,end)=exp(-Rate*Time)*max((S(:,end)-Strike)*Flag,0);
Ca =Laguerre(Dimension);
for i=NumPaths:-1:2

C(:,i)=exp(-Ratex*(i)*dt)*max((S(:,i)-Strike)*Flag,0);
JPayoff da opcao no tempo i

alpha(:,i)=(Ca(S(:,i))\C(:,i+1));

EV(:,i)=Ca(S(:,i))*alpha(:,1i);
%Calculo do Valor esperado e coeficientes da regressao

idx=find (EV(:,1)>=C(:,1));
%Identifica os precos de continuacao

C(idx,i)=exp(Ratexdt)*C(idx,i+1);
%Traz a valor

end
price=mean(C(:,2))*exp(-Ratexdt) ;
end
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A.2 Método de OHMC

A.2.3 Método de OHMC

function [price] =HMC(Price,Strike,Rate,Time,Volatility,Dividends,...
NumSamples,ExerciseDates,Flag,Dimension,Series)

% Esta funcao calcula o preco de uma opcao americana segundo o metodo de
% Buchaut.

b

% Flag 1 para call -1 para put

% Dimension, dimensdo do espago de 1 a 8

% Series, Série histtorica de pregos

b=nargin;

if b < 11

[S,dt]=simstock(Price,Rate,Volatility,Time,ExerciseDates,NumSamples,. ..
Dividends,0);

else

mu=mean (diff (log(Series)));

[S,dt]=simstock(Price,mu,Volatility,Time,ExerciseDates,NumSamples,...
Dividends,0);

end

C=zeros(size(S));

C(:,end)=exp(-Rate*Time)*max((S(:,end)-Strike)*Flag,0);

[Ca,Fal=LaguerreExplicit(Dimension);

for j= ExerciseDates:-1:2

for i=1:size(S,1)

DW(i,:)=[-Ca(S(i,j)) Fa(S(i,j))*(exp(-Ratexdt)*S(i,j+1)-S(i,j))];

end

a(:,j)=DW\max(C(:,j+1),exp(-dt*Rate*j)*(S(:,j+1)-Strike)*Flag);

C(:,j)=-Ca(S(:,j))*a(l:Dimension+1,j);

end

price=exp(-Ratexdt)*mean(C(:,2));

end
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A.2 Base Laguerre

A.2.4 Base Laguerre

function [Ca,Fa]=LaguerreExplicit(Dimension)

LO = @(x)ones(size(x));

L1 = @(x)(1-x);

L2 = 0(x) (1/2)*(x. 2-4%x+2) ;

L3 = 0(x) (1/6)*(-x."3+9%x."2-18%x +6);

L4 = 0(x)(1/24)*(x."4 - 16*x.73 + 72%x."2 - 96*x+24) ;

L5 = 0(x) (1/120)*(-x."5 + 25*x."4 - 200*x."3 + 600*x."2 - 600*x + 120);

L6 = 0(x)(1/720)*(x."6 -36*x."5 + 450*x.74 - 2400%x."3 + 5400*x.72 - ...
4320%x + 720);

L7 = @(x) (1/5040)* (- x.77 + 49%x.76 - 882*x."5 + 7350%x.74 - 29400%*x.73+. ..

52920*x .72 - 35280*x + 5040);
L8 = @(x)( 1/40320)*( x.78 - 64*x."7 + 1568*x.76 - 18816*x."5 +...
117600%x.~4 - 376320*x."3 + 564480%x.72 - 322560%x + 40320);

dLO = @(x)zeros(size(x));

dL1 = @(x)ones(size(x))*(-1);

dL2 = e(x) (x - 2);

dL3 = 0(x) (-x.72/2 + 3*x - 3);

dLd = 0(x)(x.73/6 - 2%x.72 + 6xx — 4);

dL5 = 0(x) (- x.74/24 + (5%x.73)/6 - bxx."2 + 10*x - 5);

dL6 = 0(x) (x.7°5/120 - x.74/4 + (5%x.73)/2 - 10%x."2 + 1bxx - 6);

dL7 = @(x) (- x.76/720 + (7*x.75)/120 - (7*x.74)/8 + (35%x.73)/6 —-...
(35%x.72)/2 + 21*xx - 7);

dL8 = @(x) (x.77/5040 - x.76/90 + (7*x.75)/30 - (7*x."4)/3 + (35%x.73)/3 ...

- 28%x.72 + 28%x - 8);

if Dimension==

Ca=0(x)L0(x);

Fa=@(x)dL0(x);

elseif Dimension==1

Ca=0(x) [LO(x),L1(x)];

Fa=0(x) [dL1(x)];

elseif Dimension==2

Ca=0(x) [LO(x),L1(x),L2(x)];
Fa=0(x) [dL1(x),dL2(x)];
elseif Dimension==3

Ca=0(x) [LO(x),L1(x),L2(x),L3(x)];
Fa=0(x) [dL1(x),dL2(x),L3(x)];
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A.2 Base Laguerre

elseif Dimension==

Ca=0@(x) [LO(x),L1(x),L2(x),L3(x),L4(x)];

Fa=0(x) [dL1(x),dL2(x),dL3(x),dL4(x)];

elseif Dimension==5

Ca=@(x) [LO(x),L1(x),L2(x),L3(x),L4(x),L6(x)];

Fa=0(x) [dL1(x),dL2(x),L3(x),dL4(x),dL5(x)];

elseif Dimension==6

Ca=0(x) [LO(x),L1(x),L2(x),L3(x),L4(x),L6(x),L6(x)];

Fa=0(x) [dL1(x),dL2(x),L3(x),dL4(x),dL5(x) ,dL6(x)];

elseif Dimension==

Ca=0@(x) [LO(x),L1(x),L2(x),L3(x),L4(x),L5(x),L6(x),L7(x)];
Fa=0(x) [dL1(x) ,dL2(x),L3(x),dL4(x),dL5(x),dL6(x),dL7(x)];
elseif Dimension==8

Ca=0(x) [LO(x),L1(x),L2(x),L3(x),L4(x),L5(x),L6(x),L7(x),L8(x)];
Fa=0(x) [dL1(x),dL2(x),L3(x),dL4(x),dL5(x) ,dL6(x),dL7(x),dL8(x)];
else

error (’Error, Dimension is out of range’);

end

end
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