Singularités Nilpotentes et Intégrales Premieres

R. MEzIANI ET P. SAD

1 Introduction

On s’interesse a la classification analytique des singularités nilpotentes di-
critiques de (C%0) et la détermination du classifiant ainsi qu’'a la rigidité
formelle-analytique. On notera A'(C? 0) 'ensemble des germes en 0 € C?
de 1-formes holomorphes & singularité isolée en 0 € C2.

Soit A un germe en 0 € C? de 1-forme holomorphe nilpotente, i.e. le 1-jet
de A s’écrit (modulo conjugaison par un élément de GL(2,C)) comme yd y.
D’apres Takens ([T]), A est formellement conjugué a une 1-forme A, ; »:

Appo = d(y2 +2") + « xp(/j(x)dy

oin,peN*avecn >3 et p>2;a e C* et U e Cl[z]],U(0) = 1.
En fait, d’apres [S-Z] et puis récemment [Lo| d’une maniére géométrique, on
peut choisir A, ,, convergente et la conjugaison a A analytique.

La classification de ce type de 1-forme dépend du fait que le nombre
p € N dans le terme a xPUdy perturbant la partie hamiltonienne d(y? + x™)
est suffisamment grand ou non. Elles ont été étudiées par plusieurs auteurs
et sont génériquement rigides. Il y a 3 cas:

1. n < 2p: le classifiant dans ce cas est ’holonomie projective, et la
résolution de la forme est la méme que celle de y* + 2" = 0 ([C-M]).

2. n > 2p: larésolution est alors obtenue apres p éclatements et I’holonomie
projective classifie encore ([B-Me-S], [?]).

3. n = 2p: modulo des hypotheses génériques sur «, la résolution est la
méme que celle de y? + 2?? = 0 et le classifiant est ’holonomie projec-
tive, par contre le rapport des valeurs propres des singularités appa-
raissant sur la derniere composante du diviseur exceptionnel, dépendent
explicitement de o ([Me]).



Nous nous proposons dans ce travail d’analyser ce dernier cas dans le
cadre o non-générique, plus précisément

a € {£2(rY2 4712, r €]0,1[ N Q}. (1.1)

Nous remarquons que le cas @« = +4 (ou r = 1) a déja été considéré dans
[Me].

Soit donc A un germe en 0 € C de 1-forme holomorphe nilpotente avec
n = 2p, et supposons a comme dans (1.1). On a la suite d’éclatements
(chaine linéaire de droites projectives) suivante:

Le feuilletage éclaté divisé Fy de Fj posséde p + 1 singularités Mp_t, =
P, 1N P, k=2,3,...p, en plus de m; et m_; qui sont deux singularités
sur P, autres que le coin my. Chaque composante P pour k = 1,2,...,p
du diviseur exceptionel, privée des singularités est une feuille de Fa; en
particulier, £ = P, \ {mg, m;,m_;} est une feuille de Fa. Le coin mq est
une singularité réduite, linéarisable avec intégrale premiere holomorphe, et
I'indice de £ en myg est ug = P Une des singularités dans {m;, m_;},
disons m; associe a L l'indice p; € Q4 (d a (1.1)); m; est donc linéarisable
d’apres le théoreme de Poincaré, sauf peut-étre dans le cas résonant (u; € N
ou p; € (N)™. On supposera dans toute la suite que le germe en m;
de éclaté divisé A de A est analytiquement linéarisable, i.e. conjugué i
XdT—pTdX, p; € Qi. Remarquons que la self-intersection de P, est égale
a —1, alors p_; + p; + po = —1; ainsi 'indice p_; de £ en m_; appartient a
Q_. LE/L singularité m_; est donc réduite, pas nécessairement linéarisable. Si

Wi = Zi, € Qs (p Ag =1) on notera A € EZ J (ou simplement A € P si
q )

on ne veux pas expliciter p’,q).



Avant d’expliquer le but de ce travail, il est convenable d’écrire la 1-forme
nilpotente A selon les coordonnées analytiques introduites dans ([Me]):

A~Q=d(?+2%) + (a2’ (z) +yg(z,y))(pydz — 2dy) (1.2)

ow: g € C{z,y},l € C{z} avec [(0) =1 et a = ri avec r € QN (—00,2).
Pour obtenir cette expression, la courbe 3% + 22’ = 0 est choisie comme le
transformé strict d’une séparatrice lisse par m; et d’une autre séparatrice
lisse par m_;, transverses a P,. Le choix de la deuxiéme séparatrice est
unique; pour la premiere il est aussi seulement si y; € Q \ (N, )7L Lorsque
i € (N;)71, le feuilletage Fo, admet une famille infinie de telles courbes lisses
par m;, et on peut selectioner une quelconque pour écrire (1.2).
Apres la suite d’éclatements

Yy = tl.’E, tl = tQ.’E, e ,tp_g = tp_lflf, Ir = utp_l,

les singularités de F sur P, sont les points mg, m; et m_; de coordonnées
dans la carte (u,t,_1) respectivement (0,0), (¢,0) et (—%,0). Les indices de £
sont

—(p—1) ai—2 —(r+2) r—2

our € QN (—o0,—2). On a

/ !

p / / p .
ui:?€@+ (p Ng :1)(:>a:ap//q/:—(4pz+2)z

La 1-forme Q° = pyd x—xd y est résolue apres la méme suite d’éclatements.
Dans la carte (u,t, 1) l'éclaté divisé de Q° est égal & du, qui définit la fi-
bration de Hopf de P,. Les 1-formes Q et Q° sont transverses en dehors de
la courbe y? + 2% = 0 qui est une séparatrice commune aux deux 1-formes.
Le feuilletage Fo éclaté divisé de Fy, admet une infinité de séparatrices par
m;, dont I'une a pour équation (v = 7) dans la carte (u,t,—1), ou encore
y —iaP = 0 dans la carte (x,y); il admet aussi une seule separatrice, par
m_;, transverse a P, et qui a pour équation (u = —i) dans la carte (u,ty_1),
ou encore (y +ix? = 0) dans la carte (z,y).

Le groupe d’holonomie de L est engendré par les applications d’holonomie
locales hg, h; et h_; de £ autour des singularités mg, m; et m_;, avec la
relation hg o h; o h_; = Id. Si le groupe est fini (par exemple, si p; € N, ),
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toutes les feuilles sont des ensembles analytiques. Il peut exister une intégrale
premiere, comme pour la 1-forme

Q=d(y* + 2% + ay 1o " (pydx — xdy)
laquelle admet l'intégrale

(y+iony”

(y — Z'xp)pp'+q’ ’

F(z,y) =

Mais en général la finitude du groupe d’holonomie n’est pas suffisante
pour trouver une intégrale premiere; un des buts de ce travail est de trouver
des conditions nécessaires et suffisantes pour garantir son existence.

La Section 2 est dédiée a ’étude de telles conditions. Plusieurs exemples
sont présentés dans la Section 3; ensuite on fait la classification analytique
des singularités nilpotentes sous la condition (1.1).

Dans la derniere Section un type différent de singularité dicritique est
indroduit: les singularités telles qu’apres un éclatement le feuilletage est
régulier au voisinage du diviseur exceptionnel mais avec un nombre fini de
points de tangence. Toutes les feuilles sont des ensembles analytiques; la
question se pose comme avant pour les singularités nilpotentes: existe-t-il
toujours une intégrale premiere méromorphe ([K])? Si d’un c6té la réponse
peut étre affirmative, comme pour les exemples admettant

F(z,y) =z + P(yz™'), P € Clt] avec dégrée > 1

comme intégrale premiere, de 'autre coté les mémes idées introduites dans
la Section 2 permettent de caractériser exactement tous les cas avec intégrale
premiere méromorphes; ils sont tres rares en fait.

2 Caractérisation de ’existence de intégrales
premieres

On reprend les notations introduites apres (1.2); on a alors deux séparatrices
distinguées écrites comme y? + 2P = 0

La remarque suivante sera utile: soit © = (01,0,) € Dif f(C%0) qui
préserve les axes horizontal (7" = 0) et vertical (X = 0) tel que ©1(X,0) = X
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et O wo Awo =0, ott wy = XdT — ZTd X. Alors il existe © € Dif f(C2,0)
fizant chaque feuille de wy et tel que © 0O soit fibré, i.e préserve les verticales
X = cste.

11 sufit de choisir la fonction holomorphe I(X, T') avec e!°® X170, (X, T) =
X (ie. (X,T) = —vo0OYX,T) ot ©,(X,T) = Xe*™7T)) et de prendre
O'(X,T) = (XN X, e /41XD)T),

En particulier, une fibration holomorphe transverse a (T' = 0) tel que
(X = 0) soit une fibre peut étre rectifiée comme d X = 0 (on prend © = Id)
fixant chaque feuille de €).

Pour motiver notre théoreme principal, prenons ) € Ez ,, qui possede
)

une intégrale premiere méromorphe R (et donc Faq possede Dintégrale cor-
respondant R) On a supposé que la 1-forme € est linéarisable au point
singulier m; de coordonnées (i,0) dans la carte (u,t, 1). On écrit Q; pour
désigner Q dans les coordonnées (U,t,—1) pour U = u — i; alors U = 0 est
séparatrice distinguée. Soient (X,T) des coordonées privilegiées, i.e. il
existe ® € Dif f(C?,0) tel que:

1. ®(U,t,.1) = (X,T), ®(U,0) = (U,0).

2. ®*wy AQ; = 0.

3. ®(U,0) = (U,0) et (U =0) = (X =0).
4. D*(dX)NdU =0,

L’intégrale R définit une intégrale premiére méromorphe R o &1 de wy
dans la carte (X, 7) sur un polydisque U, : | X| < ¢, |T| < €; on peut supposer
Ro® ' =0sur T = 0. Soit ¥ une transversale X = X avec | Xo| < e et  la
restriction de Ro ®~ 4 ¥ NU,. On étend r & tout ¥ (et méme pour |T| > ¢)
a ’aide des feuilles de wg, en posant

r(T) = Ro®d (X, XP/XO_”/T)

pour X assez petit (de maniere que (X, Xp/Xo_p T) € U,), r s’étend ainsi
comme une fonction méromorphe sur ¥; r est holomorphe sur CP(1) parce
que limrjoor(T) existe: c'est Ro @ 1({X = 0}) Par suite r est une frac-

P(T
tion rationelle (7)) = L Soit h l'application d’holonomie locale de

Q(T)



L = P,\ {mg, m;, m_;} en my, lue dans la carte (X,T’) et calculée sur X (on
a évidemment transporté cette application jusqu'a ®~!(X) par relevement
aux feuilles d’'un chemin dans £). On a r o h = r, et le graphe de h:
{(T,h(T)); |T| << €} est contenu dans la courbe algébrique a variables
séparées
C,: r(T)—r(S)=0, (T,S) € C% (2.1)
Donc non seulement h est algébrique mais il est algébrique a variables séparées.
Si p; = p'/q, la définition de r est la méme: 7(T) est la valeur de R
atribuée a la feuille de wy par (Xp,T') quand elle est proche de (0,0) € C2.
L’application h satisfait une équation comme (2.1); en plus, r satisfait aussi
roR=r,ou R(T) = e /4 T est Papplication d’holonomie locale de Fupo €11
(0,0) lue dans ¥ (d’une facon équivalente, r(T') = 7(T" q,), pour une fraction
rationelle 7).
Et en fait c’est suffisant pour que €2 possede une intégrale premiere
méromorphe:

Théoreme 2.1. Soit Q) € Zg, J et h Uapplication d’holonomie de la feuille

L = P,\ {mg,m;,m_;} de Fa en mg, calculée sur une section transversale
Y = {X = Xy} dans une carte (X,T) de coordonnées privilégiées. Alors
Q admet une intégrale premiere méromorphe ssi h est algébrique a variables
séparables: il existe r € C(T) tel queroh =1 etroR =r.

Preuve: C’est une condition nécessaire: on 1’a déja vu. Montrons qu’elle est
suffisante. Dans la carte de coordonnées privilégiées, on définit 'intégrale
premiere de wy au point (X,7) comme la valeur de r la ou la feuille par
(X, T) coupe la section ¥ (c’est bien défini parce que r o R = r; la valeur sur
X = 0est r(c0)). Sion dénote aussi par 7 cette extension, alors, dans la carte
(X,tp_1), ro® est une intégrale premidre de ; et sur ¥ : ro®|goh = rod|s,
ou h est 'application d’holonomie de £ en mg lue dans les coordonnées
(X,tp—1). La fonction r o ®|x est une intégrale premiere holomorphe pour
les applications d’holonomie de £ en mg et m;, par conséquent elle I'est
aussi pour I'application d’holonomie de £ en m_;. Donc elle se prolonge en
une intégrale premiere holomorphe de Q au voisinage de mg et de méme pour
m_;. Et de proche en proche on obtient une intégrale pour 2 au voisinage du
diviseur exceptionel. Ce qui nous donne une intégrale premiere méromorphe

de Q. [

Prenons systémes de coordonnées privilegiées @, (X,T) et @', (X', T").
Soient h et h' les applications d’holonomie de £ en my calculées sur ¥ pour



les deux systémes et © = & o &~ 1; O est fibrée, O(X,0) = (X,0) et A =
Olgoho(Ox)™, ou ¥ = {X = Xg}. Alorsroh =rssirT oh =1,
oit 7' = r o (0|g)". Les seuls diffSomorphismes fibrés laissant invariant le
feuilletage défini par wy sont linéaires: O(X,T) = (X,T') = (X,AT). 1l
découle que h est algébrique & variables separées ssi ' 1’est aussi.

Soit Ko = {r € C(T); roh =17, roR =1 et r(0) = 0}; il s’agit
d’un sous corps de C(T'). Par le Théoreme de Luroth, il existe rq € K
"minimal”, i.e. Kq = C(T')(rq); il est unique a composition & gauche par
une homographie; on a donc C,, = Nyeck,Cr, et on peut définir Cq = C,,.
Comme on a vu, pour une autre coordonnée privilégiée il existe a € C* tel

que la courbe correspondante soit H* Cq, ot H, est I'homothétie de C? :
(T,S) — (aT,aS).

Soitent C le quotient de % par la relation T ~ R(T), 7 : % — C la
projection correspondente, rg = rg o ! (bien défini parce que rq o R = r)
et Cq = (m,m)(Cq) = {(2,w) € C?;rq(2) = ro(w)}. L'application h com-
mute avec R, donc h = h o 7! est un difffomorphime holomorphe bien
défini en (C,0). On va considérer ensuite deux 1-formes Q, Q' € ¥P, , ad-

mettant des intégrales premieres méromorphes; soient h, R les apphcatlons
d’holonomie de £ = P, \ {mg, ms, m_;} de Fq, F, en my, calculées sur une
section transversale ¥ = {X = X} dans les cartes (X,T),(X,T") de coor-
données privilégiées (via les difféomorphismes ® et ®'). Considérons aussi
les courbes associées Cq, Cq, Cq, Cy .

Théoréme 2.2. Q, Q € 3P, ' sont analytiquement conjuguées ssi il existe

une homographie L : C — C L(0) = 0 tel que L(Cgq) = Cgy.

Preuve: a) Condition Nécessaire: Supposons maintenant 2, Q' € P o

holomorphiquement conjuguées: ¥*Q A Q' =0, ¥ € Dif f(C? 0). Cette ap—
plication induit une homographle L:C—C (parce que C est D'espace
de feuilles de wy et (& o ¥ o ® 1wy Awy = 0 ot ® et ® sont cartes de
coordonées privilegiées pour Q et Q' en m;) que se releve localement en 0 &
L:(%,0) — (%,0) de facon que o = Loho L~ (L n’est pas nécessairement
® o Wod (X, 0) parce que il faut transporter & oo d~1((X,0)) sur (%, 0)
le long de chaque feuille de wy = 0). Comme h' = LohoL™!, on arrive a la
conclusion.

b) Condition Suffisante. Commengons par montrer l’existence de J linéaire
tel que J(Cp) = Cq, ou Q; € Ez /o st analytiquement équivalente a Q. Le
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point 1 = L(oco) correspond & une séparatrice [ lisse de Q' transverse & P, par
la singularité m;; on a 1l = oo ssi [ est séparatrice distinguée. Il existe une con-
jugaison analytique ¥’ entre Q' et une 1-forme §; € Zz ' tel que W' (1) soit

la séparatrice distinguée de Q;  par m; (voir I'Introduction); alors ¥ induit
une homographie L’ : C — C, L(1) = co. L’homographie J = L o L satis-
fait J(Cq) = Cq, /, J(0) =0 et J(00) = co. Par conséquent J est linéaire et
il existe J : ¥ — ¥ linéaire tel que o J =Jom et J(Cq) =C,, .
On peut supposer alors qu’il existe A € C* tel que Hy(Cq) = Cgq. Soit
ro(T) = T*s(T) avec s € C(T), s(0) # 0 et k > 1. Alors Cq a exactement,
k composantes lisses localement en (0,0); une composante est le graphe de
h. Comme H, est une homothétie qui préserve chaque droite par (0,0),
on en déduit que ry (T) = T*s'(T) avec s € C(T), s(0) # 0 et que le
graphe de h est envoyé sur le graphe de h', c’est & dire, h(AT) = AR (T )
Soit Wo(X,T) = (X,AT); on a Wiwg Awy = 0 et ho \Ifolg = Wy|g o I
Alors (&)1 oWy o0 ®)*Q; A Q) =0, ou ®, & sont des difféomorphismes
fibrés de (C2 tels que ®*wy A = 0 et & wy A Q = 0. Le difféfomorphisme
T = (9! oWy o ® est fibré: U(X,t, 1) = (X, t, 1 U(X, tp- 1)), U étant une
unité, et hg o\If|g = \If|g Oho, de méme h_lo\I/]g = \I/]g oh ; (ho et h_; sont
les applications d’holonomie locales de £ en mg et m_; lues dans ¥). Donc
¥ s’étend d’une maniere fibrée ([M-M]) au voisinage de myq et m_;; puis de
proche en proche en une conjugaison analytique entre les feuilletages Fo, et
Fy au voisinage du diviseur exceptionnel ([Me]). O

Finalement on a le résultat suivant de synthese:
Théoréme 2.3. Soient h € Diff(C,0) tel que h? = Id,h'(0) = e*™/? et
reC(T) tel queroh=r. SiroR=r, ou R = e%”p//q/, il existe Q € Eg,ﬂ,
avec intégrale premiere méromorphe et possédant ’application d’holonomie

de L en my, calculée dans la carte de coordonnées privilégiées, égale a h (a
homothétie pres).

Preuve: La construction de [L] nous permet d’avoir 2 € A*(C?,0) tel que la
résolution soit du type:

1. une chaine linéaire de droites projetives Fi,..., P, ayant -2 comme
self-intersection, sauf P, dont la self-intersection est —1; ils sont tous
invariants, et les seules singularités de P; sont les intersections m,,_; €
Pjﬂpj_l et Mp—j—1 € Pjﬂp+1, pour j =2,...,p—1; my, 2 € Py est

I'unique singularité de P;. L’indice de P, en my est .
b



2. P, possede trois singularités mg, m; et m_;. L’éclaté divisé de {2 dévient

conjugué 3 XdT — %TdX en m; et & XdT + (% + %)TdX en m_;.

3. le groupe d’holonomie de £ = P,\ {mg, m;, m_;} calculé sur une section
Y : X = X, dans une carte de coordonnées privilégiées est engendré
par h et R ( les applications d’holonomie de £ en mg et m; lues sur
). Par conséquent I'application d’holonomie h de £ en m_; satisfait
h=(Roh)™!; on voit que roh =r.

Le Théoréme 1 de [C-L-S] implique que la multiplicité algébrique de €2 en
0ecC? est égale a 1, donc la 1-forme est nilpotente. Puisque roh =1, roR =
r et r o h = r ont peut étendre r en une intégrale premiere (comme dans la
démonstration du Théoreme 2.1). O

3 Exemples

Dans cette Section on construit des exemples d’éléments de €2 € ¥, , sans

intégrale premiere méromorphe, avec une application d’holonomie h (aans la
carte ot €); est linéaire) transcendante ou algébrique. Il suffit de trouver un
élément h € Dif f(C2,0) tel que son graphe ne soit pas une courbe algébrique
a variables séparées, puis construire le feuilletage correspondant (qui est donc
sans intégrale premiere méromorphe) a ’aide de la construction de [L].

a) exemples transcendants: pour tout racine de 'unité A € C on va
construire un difféomorphisme périodique h € Dif f(C,0) non algébrique

avec h'(0) = \.

Soient ¢(z) := e* — 1 et h := ¢! o (Ap). Donc h est périodique.
/ 1

On a: ¢ '(2) = log(1 + 2) et h'(z) = Comme e~

(A t—1)e*+1
est transcendent, alors h'(z) est aussi transcedant. Par suite h est
transcendent. En effet s'il était algébrique, il existerait A € C[Z, Z']
tel que A(z,h(z)) = 0. Et par suite

0A ., 0A
() + 1 ()5 (2, h(2) =
Posons: 5A 5A
F(Z,Z2,72")= 6_Z(Z’Z)+Z W(Z’Z)
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donc F € C[Z,Z',Z"]. La courbe z — (z,h(z),h'(2)) est contenue
dans l'intersection de F' = 0 avec A = 0, donc il s’agit d’une courbe
algébrique. Par suite &’ est algébrique, ce qui est absurde.

exemples algébriques: on va construire un élément algébrique h €
Dif f(C?,0) p—périodique tel qu’il n’existe aucun élément r € C[Z]
verifiant r o h = r.

Considérons p = 2, i.e. on cherche h tel que h o h = Idc) et K (0) =
—1; considérons donc la courbe algébrique Cy d’équation:

Y* + Boy + aozy + oz + 2* + 7 = 0; Bo, a0 € C*, 75 = 0.

Cette courbe posseéde une seule branche lisse en (0,0), écrite comme
{(z,h(x)); z € (C,0)} et h'(0) = —1. Comme Cy est symétrique alors
hoh = Idc,) et h est 2-périodique. La courbe Cj est irréductible vue
qu’elle ne contient aucune droite. Donc si 3 r € C(t) tel que roh =1
alors Cj serait une composante de la courbe algébrique a variables
separées C : r(z) —r(y) = 0. Alors si (z,y) € Co (= r(z) = r(y)) et
(y,2) € Co (= r(y) = r(z)) alors r(x) = r(z) et donc (z,z2) € C. Par
conséquent, si R est la résultante des deux polynomes en y

y? + (Bo + coz)y + 2% + Box + 7o

y? + (B0 + aoz)y + 2° + Boz + o
alors la courbe R = 0 est une composante de C. Par suite la courbe
CHZ
y* +B0(2 = o)y + (2— ag)zy + 2% + Fo(2 — o)z + G5 (1 — ag) +agyo = 0
est une composante de C. Posons:

L.y =2—a3
21. B1=Bo(2 — )
31 11 = B3(1 — ap) + o
ou «q et B; peuvent s’annuler et v; peut étre non nul.

On réitere le procédé. Finalement pour tout n € N on a une courbe
algébrique C,, constituant une ou deux composantes de C et d’équation:

v+ By + oy + B + 22 4+, =0

avec
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]_n. Apt1 = 2 — Ozi
2n- /Bn—i—l = /Bn(Q - an)
3n. Ynt1 = ﬁi(l —a,) + O‘Z’Yn

Les courbes C), et C,,, sont distinctes si et seulement si: «,, # a,,, B, #
Bm OU Yy # Ym. Si ap = —2 on obtient o, = —2 et G, = 4"0,.
Pour Gy # 0, les courbes C,, sont deux a deux distinctes. Alors la
courbe algébrique C' d’équation r(z) — r(y) = 0 aurait une infinité
de composantes irréductibles, ce qui est absurde. Donc il n’existe pas
d’élément r € C(t) tel que r o h = r lorsque g = —2, Gy € C* et
Y = 0.

Considerons le cas général p € N*\ {1}. Soit donc w € C*\ {1};
on va montrer 'existence d’un élément h € Dif f(C,0) tel que h soit
conjugué a ’homothétie de (C,0) de rapport w (en particulier si w est
racine de 'unité alors h est périodique) algébrique mais pas algébrique
a variables séparées.

Soit D, la droite d’équation y = wz. Considérons
Q.: C* =2
(z,y) — (z+ax? y+ ay?)

ot ¢ € C*. L’image par Q, de la droite D,, est la courbe algébrique C’
d’équation paramétrique (z € C)

X =z+a2?

Y =wz+wiar?

ou encore la courbe d’équation R(X,Y) =0, ou R est la résultante en
x des deux polynomes

X —(z+az?)
Y —(wz+w’az?).
On a
R(X,Y)=a(Y?+ )Y — 2°XY — wAX + w'X?)
-1
avec \ = (w )
a
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Et par suite C” est la courbe algébrique irréductible d’équation
Y24 AY — 207 XY — wAX + w! X2

Cette courbe possede une unique composante lisse en (0,0) d’équation
Y = h(X). On a h'(0) = w et h est analytiquement conjugué (au voisi-
nage de 0) & ’homothétie de (C?,0) de rapport w. Le difféomorphisme
h de (C,0) est algébrique. Supposons qu’il est algébrique a variables
séparées: il existe r € C(t) tel que r o h = r. Donc la courbe C” est
une composante de la courbe algébrique a variables séparées

C:r(X)—r)=0.

Si (X,Y) € C' et (Z,Y) € C alors (X,Z) € C. Par conséquent
les composantes irréductibles de la courbe €' : R = 0 sont parmi les
composantes irréductibles de C, ot R est la résultante en Y des deux
polynomes

Y2+ \Y — 202 XY — wAX + wiX?
Y24+ A\Y — 202 2Y — wAZ + w22,

On a
R(X,Z) =w™Z - X)X(Z* + BoZ + X Z + BoX + X + %)

2 A2(1 — 2w)

avec By = ayg = —2ety =

w3’ wS
La courbe Cj (qui est d’ailleurs irréductible vu qu’elle ne contient au-
cune droite) d’équation

Y24+ 5)Y —2XY + 9+ B X +X2=0

est donc une composante de la courbe C' d’équation 7(X) — r(Y) = 0,

ce qui est absurde d’apres le cas précédent (p = 2) vu que ap = —2 et
2\

Bo = — e C*.
w

Comme conséquence des exemples, on peut chercher une caractérisation

des courbes algébriques a variables séparées. Considérons donc une courbe
algébrique C' d’équation P(z,y) = 0, on va supposer que C' ne contient pas
des composantes qui sont des droites horizontales ou verticales (cette condi-
tion est trivialement vraie pour les courbes algébriques a variables séparées)
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Théoreme 3.1. C est algébrique a variables separées ssi la relation binaire
sur C définie par x Rpy < P(x,y) = 0 est une relation d’équivalence.

Preuve: C’est une condition nécessaire; montrons qu’elle est suffisante:

1%7¢ étappe: montrons que si la relation binaire est d’équivalence alors il
existe un élément r; de C(z) tel que la courbe C soit incluse dans la courbe
Cy, i () —ri(y) = 0.

L’équation de C' peut-étre écrite sous la forme:
C:y’ + Ay 1 (2)y? '+ + Ay(2)y + Ag(z) = 0

ou Ag(z),... Ap_1 € C(z).

Il existe une partie finie F' C CP(1) tel que si z € CP(1) \ F, alors il
exist exactement p points y;(x),y2(z),. .., yp(x) qui sont les solutions en y
de I’équation précédente, ou encore, c’est ’ensemble des éléments de la classe
de z par la relation d’équivalence Rp.

Considérons Si, Sy, ...,S, les polynomes symétriques élémentaires dans
les variables z1, ..., z, et z = (21, . . ., 2p); un polynéme @ € C[z] est symétrique
ssi il existe H € Clz] tel que

Qy(x)) = H(Si(y(2)), ..., Sp(y(x)))
= H((-1)Ap-1(2),..., (=) Ay (), (-1)"Ao(2)),
ot y(x) = (y1(x),...,yp(z)). Donc 'extension r1(z) de Q(y(z)) a CP(1) est
telle que r1(z) € C(x) et Vz, 2 € CP(1) : (2,2) € C = ri(2) = r1(2).

2¢me étappe: soit
Ko ={reC(2);r(z) =r(z) ¥(z,2) € C}.

Ona C ¢ K C C(z). D’aprés le théoreme de Luroth, il existe un élément
minimal ry de K, i.e. K = C(rg). Si r; est un autre élément minimal de
K alors il existe une homographie H telle que 1y = H o rg. En effet, soient
R, R € C(2) tels que 1y = R(rq) et 7o = R(r). Donc 7o = Ro R(rg) et ry =
RoR(ry). Posons RoR =1/k oul, k € C[t]. On a donc 7 k(re) — I(r9) = 0.
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Comme 7o n’est pas constant, par suite R o R(z) = z; de méme pour Ro R.
Donc R et R sont deux homographies.

Soit C,, la courbe algébrique définie par ry:

ro(2) — ro(z') = 0. Si 7, est un autre élément minimal de K¢ alors
Cy, = C,, car 1y = H ory pour I’ homographie H et donc la courbe C,, est
indépendante du choix de I’élément minimal 7.

3¢me étappe: montrons finalement que C' = C,,. On a déja que C C C,,. Si
C Z C,,, il existe (z,2") € C,,\C. Par suite les classes de x et 2’ via Rp sont

différentes et donc {y(z),ya(z), ..., y,(2)} # {m1(z),v2(z),...,y,(z)}. 11
existe alors un polynome symétrique élémentaire Sy tel que Si(y(z)) #

Sk(g(x')) Donc rg, (z) # 75, (2') ot 75, = Se(y(z)). Mais rs, € K¢ et
donc rg, € C(rg) ce qui est absurde car ro(z) = ro(z'). D'ott C = C,, et la
courbe algébrique C' est a variables séparées. O

4 Classification et Rigidité Formelle Analy-
tiques

Pour faire la classification analytique des éléments de Zg /g OV utiliser les

meémes idées et notations de la Section 2.
On ale

Théoreme 4.1. Les feuilletages Fq, Foy sont analytiquement conjugués ssi
leur groupes d’holonomie pour la feuille L, lus sur une section dans une carte
de coordonnées privilégiées, sont conjugués en 0:

i) linéairement, sip > 1.
ii) par une homographie, si p =q =1.
iii) par un revétement d’ordre g sip =1etq >1.

Preuve: Soit ¥ conjugation analytique entre Fq, ]}Q/ et considérons ¥, =
P oWod ! ona Viwy Awy =0 et on peut supposer Uolz0) C (X,0) (par
transport le long de chaque feuille de wy = 0). ¥, induit une homographie
de C = X/R, extension du passage au quotient de Wo|(x0); la projection
7 : % —> C est un revétement d’ordre ¢ en 0. \If0|(270) est la conjugation
cherchée entre les groupes d’holonomie. On remarque que cette application
est linéaire ssi U préserve les séparatrices distinguées; c’est toujours le cas
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sip > 1. Pour p =1, on a |0 (T) = [aT/(1 + bT)]l/ql, a # 0, pour
un branche convenable de la racine; les ¢'- racines de a/b correspondent a
I'image par U de la séparatrice distinguée par m,.

Supposons maintenant que les groupes d’holonomie de £ sont conjugués
par une transformation linéaire; on repete ’argument du Théoreme 2.2 pour
construire une conjugaison entre les feuilletages. Si la conjugaison est du
type L(T) = [aT/(1 + bT)]"/ q/, soit [ la feuille de wy = 0 dont l'intersection
avec ¥ est I’ensemble de ¢'-racines de a/b. On prend un feuilletage .7:' a,
conjugué a fQ de fagon que I'image de [ par la conjugaison soit la séparatrice
distinguée de ]-"Q par m;. Les groupes d’holonomie de £ selon ]-"Q/ et ]:Q ,
lus sur ¥ (dans les coordonées privilegiées) sont conjugués par I’ homographle
L'(T) = [d'T/(1 + b/T)]l/q/ ot b = —b/a. Alors L' o L est linéaire, et on
concluit comme avant.

Il faut remarquer que pour la construction des conjugaisons entre feuil-
letages de X o écrites comme (1.2) , on utilise pour fibration génériquement
transverse le feullletage défini par la 1-forme Q° = pydx — zdy (apres
désingularisation), de la méme fagon que dans ([Me], pg. 34). O

On a aussi le théoreme de rigidité suivant:

Théoreme 4.2. Si possede une intégrale premiere méromorphe alors elle est
rigide, i.e. toute 1-forme qui lui est formellement conjuguée lui est en fait
analytiquement conjuguée.

Preuve: Soit Q' € A'(C?,0) formellement conjugué a € : PONQ = 0, ou
® e Diff (C2,0). Par suite Q admet une intégrale premieére méromorphe
formelle H = F o @, ou F' est une intégrale premiére méromorphe de 2.
Comme €' possede une singularité m; dans P, avec p; € QT alors H est
méromorphe pure, ie. H¢ Oyet HY ¢ O,. D’ apres [?, 7, H est alors
convergente: H=Fodc M. Posons alors H = F' o dc M. D’apres le
théoreme d’Artin ([A]), il existe ® € Dif f(C?0) tel que H = F o ®. Donc
P*QONQ =0. O

5 Cas Dicritique avec Tangences

Considérons P'espace Xy, _, des feuilletages en (C?,(0,0)) tel que (0, 0) soit
point singulier avec la propriété: aprés un éclatement le diviseur exception-
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nel est transverse au feuilletage éclaté sauf en un nombre fini de points de
tangence d’ordre kq,...,k;. Nous voulons caractériser les feuilletages dans
cet espace avec intégrale premiere méromorphe.

Il faut premierement associer a chaque point de tangence d’ordre k €
N une application holomorphe de période k. Prenons pour coordonnées
(x,t), y = tx et supposons que le point de tangence soit p = (0,0); lo-
calement le feuilletage éclaté est donné par

h(z,t) = u(z,t)(x — f(t)) = cste,

ou f(t) = t*f(t), f(0) #0, f et u(z,t) sont holomorphes et u(0,0) # 0;
la courbe de tangence L, en p au diviseur exceptionnel E est x = f(t). Il
faut éclater successivement k fois & partir du point p pour avoir finalement
le transformé strict ﬁp de la courbe L, transverse au diviseur exceptionnel.
Celui-ci est 'union du transformé strict £ de E avec une chaine linéaire de k

composantes (QJ1, ..., Q; les self-intersections sont données par Q1.¢)1 = —1
et Q;.Q; = —2 pour 2 < j < k. Le feuilletage éclaté est transverse a E au
voisinage de ENQ1; les composantes @1, .. ., Q; sont invariantes et les seules

singularités sont aux coins, sauf pour (J; qui possede aussi une singularité q
a l'intersection f/p N Q. Le feuilletage éclaté possede a chaque singularité
une intégrale premiere holomorphe; en particulier, I'indice associé a ()1 en ¢
est —1/k. Soit {r} = Q1 N Q. L’application d’holonomie de @; \ {g,7} au
point q est périodique de période k; si on fait le transport de cette application
jusqu’a E on obtient un difféomorphisme local i, (périodique de période k).
Evidemment ce diffomorphisme peut-étre lu directement sur E (en fait, sur
un voisinage V,, de p dans E).

Ainsi a chaque point de tangence p; = (¢;,0) € E, 1 < j <[ il est associé
un difféomorphime local i; de période k; tel que

ij(t;) = t;; t € Vp, et i;(t) € E sont dans la méme feuille.

En ce qui concerne la désingularisation, on trouve une composante du diviseur
exceptionel, disons encore E avec self-intersection E.E = —1 — Zé‘:l k;,
attachée a [ chaines linéaires; le feuilletage désingularisé est transverse a E.

La condition d’existence d’une intégrale premiere a un rapport direct avec

les difféfomorphismes i1, ..., 1%;, plus précisément avec les graphes associés.

Théoréme 5.1. Le feuilletage F posséde une intégrale premiere méromorphe
ssi les graphes des applications i, ... ,1; sont tous contenus dans une courbe
algébrique a variables séparées.
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Preuve: Considérons l'intégrale premiere F(x,t) du transformé strict F. La
courbe H(z) — H(w) = 0, ou H(-) = F(0,-) contient chaque graphe de
i;, 1 <j <1 parce que F(0,4,(t)) = F(0,1).

A Dinverse, si chaque graphe est contenu dans la courbe H(z) — H(w) =0
alors on peut définir l'intégrale au point (z,t) comme la valeur de H au point
ot la feuille de F par (z,t) coupe E; comme la feuille coupe E en plusieurs
points seulement au voisinages des points de tangence, la condition donnée
entraine que cette valeur est bien définie. O

Nous voulons maintenant discuter la synthese des singularités de Xy, .
Pour simplifier 'exposé, prenons le cas d’un point de tangence d’ordre k € N
seulement. A la fin de la construction nous aurons un diviseur exception-
nel avec une composante E de self-intersection —1 — k attachée & une chaine
linéaire avec k composantes @1, Q)o, . . . , Qi de self-intersections —1, —2, ..., —2
respectivement. On va recoller un feuilletage F, transverse & E avec un feuil-
letage F, défini au voisinage de la chaine linéaire comme on a déja décrit au
début de cette Section.

La composante ()1 possede une singularité g du type local kudv+vdu =
0. Choisissons une section X proche de ¢, transverse & Qp; l'application
d’holonomie locale h en ¢ du feuilletage Fy est périodique de période k € N;
prenons aussi un petit arc dans E et un difféfomorphisme holomorphe n : ¥ —
3. Cette application a une extension holomorphe d’un voisinage U de X dans
un voisinage U de 3 définie au long des feuilletages Fi|U et F,|U de facon &
les préserver. Par conséquent, I'application h lue dans ¥ est i ==t o hon.

Le choix de n permet de réaliser ¢ comme on veut, par exemple non
algébrique, ou algébrique mais pas algébrique a variables séparées, ou méme
algébrique a variables séparées (cf. Section 3).

Exemple (Suzuki): il s’agit d’'un exemple avec une tangence quadra-
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tique. L’involution est donnée par la solution de I’équation implicite

1w _ %et

i(t)
définie dans un voisinage de t = 1 (i(1) = 1). La fonction i(t) satisfait
I’équation différentielle

t(i(t) — 1)i (t) = i(t)(t — 1).

Par conséquent (t,i(t)) est courbe intégrale par (1,1) du feuilletage du plan
projective
z(y—Ddy=y(x—1)d z.

Cette équation a pour singularités O = (0,0), les points B, C' d’intersection
des axes avec la droit L., le point A d’intersection de L., avec la droit qui
passe par (0,0) et D = (1,1). Les axes, la droite L., et la droite OA sont
invariants par le feuilletage. Les droites OB et L., sont les séparatrice du
noed-col B, de méme les droites OC' et L, sont les séparatrices du noed-col
C. Les singularités O et A sont radiales, et le feuilletage possede intégrale
premiere holomorphe du type uv = const dans un voisinage de D. Fi-
nalément, la droite OA est séparatrice de D. Le graphe de i(t) est alors
contenu dans l'autre séparatrice S de la singularité D; montrons qu’elle n’est
pas algébrique. Supposons que S soit une courbe algébrique de degrée d € N.
Cette courbe contient comme singularités seulement les points O, A et D (S
est en fait disjointe d’une voisinage de B et C, une fois que les séparatrices
de B et C sont les axes et Ly,). Si S passe m fois par O et n fois par A, on a

d=m-+n-+1
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par le théoreme de Bézout. D’autre coté, par le théoreme d’indices appliqué
a S et ses singularités on trouve que

d?> —m?—n?=—1;

les rélations sont incompatibles.
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