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et densit�e nulle des attracteurs
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1. Soit f0 un di��eomorphisme de classe C1 d'une surface M2 poss�edant un ensemble basique
K0, non trivial et de type selle. On rappelle qu'un ensemble basique est une partie compacte
invariante hyperbolique localement maximale dans laquelle f0 a une orbite dense; il est non
trivial s'il n'est pas r�eduit �a une orbite p�eriodique, de type selle si ses ensembles stables et
instables sont d'int�erieur vide.

On suppose qu'il existe des points p�eriodiques ps; pu dans K0 et un point q 2M2 �K0 tels
que les vari�et�es stable W s(ps) et instable W

u(pu) aient en q un contact quadratique.

On impose de plus les conditions suivantes, destin�ees �a garantir que l'ensemble compact
invariant �0, union de K0 et de l'orbite de q, soit localement maximal:

� pour tout entier N assez grand, q est un point d'intersection isol�e de f�N0 (W s
loc(K0)) et

fN0 (W u
loc(K0));

� lorsque ps, pu appartiennent �a la même orbite p�eriodique, les branches de W s(ps)�fpsg,
W u(pu)� fpug qui contiennent q rencontrent K0.

2. Il est bien connu que l'ensemble basique K0, et en particulier ses point p�eriodiques ps,
pu, poss�edent une continuation hyperbolique dans un voisinage U du di��eomorphisme f0 dans
Di�1(M2). La condition de tangence de W s(ps), W

u(pu) au voisinage de q d�e�nit dans U une
hypersurface lisse U0, s�eparant U en deux r�egions U+, U� (U� �etant celle o�u W s(ps), W

u(pu)
ne s'intersectent pas au voisinage de q).

Soit V un voisinage ouvert de �0, assez petit pour que

�0 =
\
n2Z

f�n0 (V )

On souhaite alors, pour U assez petit et g 2 U , �etudier l'ensemble invariant

�(g) =
\
n2Z

g�n(V )
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Il est facile de voir que

� �(g) est compact, donc localement maximal

� pour g 2 U�, �(g) est la continuation hyperbolique K(g) de K0

� pour g 2 U0, �(g) est l'union deK(g) et de l'orbite de tangence prescrite par l'appartenance
�a U0.

C'est donc dans U+ que la situation est int�eressante.

3. Il est commode de consid�erer des familles lisses �a un param�etre (ft)t2(�t0;t0), transverses en
t = 0 �a U0 (et telles que ft 2 U� pour t < 0, ft 2 U+ pour t > 0); on posera alors �t = �(ft).
Rappelons alors un th�eor�eme de Takens et un des auteurs.

Th�eor�eme [P-T]: Lorsque la dimension de Hausdor� de K0 est < 1, �(ft) est hyperbolique
(c'est même un ensemble basique) pour un ensemble de param�etres E de densit�e totale en 0:

Lim
"!0

"�1 Leb(E \ [0; "]) = 1

Inversement, nous avons montr�e:

Th�eor�eme [P-Y]: Lorsque la dimension de Hausdor� deK0 est > 1, pour presque toute famille
(ft), l'ensemble E des valeurs du param�etre pour lesquelles �(ft) est hyperbolique v�eri�e

Lim inf
"!0

"�1 Leb(E \ [0; "]) < 1

On consultera [P-Y] pour un �enonc�e plus pr�ecis, et [M-Y] pour un �enonc�e plus fort.

On notera ds (resp. du) la dimension de Hausdor� transverse de W s
loc(K0) (resp. W

u
loc(K0)).

La dimension de Hausdor� de K0 est alors ds + du.

Notre r�esultat est le suivant.

Th�eor�eme: Il existe un voisinage D de fds+ du � 1g dans (0; 1)2, ind�ependant de f0, tel que,
si (ds; du) 2 D, alors �t est un fer �a cheval non-uniform�ement hyperbolique pour un ensemble
E de param�etres de densit�e totale en 0.

Nous expliquons ci-apr�es ce que nous entendons par fer �a cheval non-uniform�ement hyper-
bolique. Parmi les nombreux travaux traitant de dynamique non-uniform�ement hyperbolique,
mentionnons [Ja], [B-C], [M-V], [B-Y], [B-V]. On pourra aussi consulter [P] o�u un sc�enario
global est propos�e.
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Notre d�emonstration fournit pour D la forme explicite:

D = f(ds + du)
2 + [Max(ds; du)]

2 � ds + du +Max(ds; du)g

mais il ressort aussi de la d�emonstration que ceci n'est certainement pas optimal. En fait, il
ne parait pas exclu de g�en�eraliser nos arguments de fa�con �a �eliminer toute restriction sur ds; du,
c'est �a dire sur f0.

4. On choisit, et �xe dans la suite, un syst�eme �ni (Ra)a2A de rectangles disjoints induisant
une partition de Markov de la continuation hyperbolique Kt de K0. On pose R = [Ra.

Pour t > 0, les courbes W s(O(ps)) et W
u(O(pu)) d�elimitent une r�egion lenticulaire Lu telle

que �t est l'ensemble maximal invariant dans R [
0<i<No

f it (Lu). L'entier N0 ne d�epend que de

f0; on peut s'arranger pour que Lu et fN0

t (Lu) := Ls soient contenus dans R, mais que f it (Lu)
ne rencontre pas R pour 0 < i < N0.

La dynamique est ainsi constitu�ee

� des applications de transition "hyperboliques"

Ra \ f
�1
t (Ra0) �! ft(Ra) \ Ra0

associ�ees �a la partition de Markov;

� du "pli" fN0

t : Lu ! Ls

Voir �gure ci-dessous, o�u ps = pu et N0 = 3.

R1

g (L u)

g2 (L u)

Lups = p u

g (R 0)

g (R 1)

g3(L u) = L s

R0
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5. Consid�erons des triplets (P;Q; n) tels que

� P (resp. Q) est un sous-rectangle essentiellement vertical (resp. horizontal) de l'un des
rectangles Ra, d'�epaisseur jP j (resp. jQj) approximativement constante;

� la restriction de fnt �a P est un di��eomorphisme de P sur Q, satisfaisant �a une condition
de cône uniforme et de petite distortion.

Pour deux tels triplets (P;Q; n), (P 0; Q0; n0), on peut envisager deux types de composition.

La composition simple (ou hyperbolique) est licite d�es que P 0 et Q sont contenus dans le
même rectangle Ra; on pose P 00 = P \ f�nt (P 0), Q00 = Q0 \ fn

0

t (Q), n00 = n+ n0.

La composition parabolique est plus d�elicate. Il est n�ecessaire que Q traverse Lu, P
0 traverse

Ls et f
N0

t (Q \ Lu) rencontre P
0 suivant deux composantes connexes S�; on exige de plus que

la distance d(P 0; Q) entre le sommet de la bande parabolique fNo

t (Q\Lu) et la bande verticale
P 0 v�eri�e

d(P 0; Q) � Max(jP 0j; jQj)1��

o�u 0 < � << 1 ne d�epend que de f0. Sous ces conditions, la composition parabolique est
d�e�nie et fournit deux triplets :

P̂� = f
�(n+No)
t (S�); Q̂� = fn

0

t (S�);

n̂+ = n̂� = n + n0 +No

On notera R l'ensemble des triplets (P;Q; n) obtenus �a partir des applications de transition
initiales (avec n = 1) par saturation pour la composition simple ou parabolique.

6. Soit (P;Q; n) 2 R. Pour Æ � jQj, on dira que Q est Æ-critique s'il existe (P 0; Q0; n0) 2 R tel
que

jP 0j � Æ; d(P 0; Q) < Æ1��

de même, pour Æ � jP j, on dira que P est Æ-critique s'il existe (P 00; Q00; n00) 2 R tel que

jQ00j � Æ; d(P;Q00) < Æ1��

Ces d�e�nitions nous permettent d'introduire l'ensemble E des bons param�etres : ce sont
ceux tels que, pour tout (P;Q; n) 2 R, si l'on pose Æ = Max(jP j; jQj), alors soit P , soit Q n'est
pas Æ-critique.

7. Pour un bon param�etre t 2 E, la dynamique est analys�ee de la fa�con suivante.

Appelons primitif un triplet (P;Q; n) 2 R qui ne peut être obtenu �a partir de triplets
plus simples par composition simple. Appelons courbe stable une intersection d�ecroissante
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! = \
k�0

Pk, pour une suite (Pk; Qk; nk) 2 R avec nk ! +1. Notons R1 l'ensemble des courbes

stables.

Soit (P;Q; n) un triplet primitif; notons R1(P ) l'ensemble des courbes stables ! 2 R1
telles que P est le plus petit rectangle primitif contenant !; lorsque ! 2 R1(P ), l'image fnt (!)
est contenue dans une courbe stable T (!); de plus on d�e�nit ainsi une bijection T de R1(P )
sur l'ensemble des courbes stables contenues dans le rectangle Ra contenant Q.

Les ensembles R1(P ) (pour (P;Q; n) primitif) sont disjoints, et leur union W est form�ee
des courbes stables qui ne sont contenues que dans un nombre �ni de rectangles primitifs.
Consid�erons alors

T : W !R1

On proc�ede de fa�con classique : on associe �a T un op�erateur de Ruelle-Perron-Frobenius,
d�ependant d'un param�etre de dimension d; cet op�erateur a une valeur propre dominante, et
on ajuste d de sorte que cette valeur propre soit �egale �a 1. La valeur d = eds obtenue est la
dimension de Hausdor� transverse de l'union eR1 des courbes stables ! 2 R1. L'op�erateur
fournit aussi une mesure de probabilit�e T -invariante �T sur R1, equivalente �a la mesure de
Hausdor� en dimension eds. La dimension de Hausdor� du compl�ementaire de W dans R1 est
< eds.

L'application T se rel�eve en une application eT : fW =
F
W

! ! eR1; la mesure �T se rel�eve

en une unique mesure de probabilit�e eT -invariante �
eT . Finalement, on r�ecup�ere une mesure de

probabilit�e ft-invariante �t �a partir de �
eT
car la condition d'int�egrabilit�e requise:

�
(P;Q;n) primitif

njP j
eds < +1

est v�eri��ee. Les exposants de Lyapunov de �t sont non nuls.

8. Le num�ero pr�ec�edent donne une description assez satisfaisante de la dynamique pour les
points qui rencontrent eR1 sous it�eration positive. L'assertion suivante signi�e dans une certaine
mesure que cette propri�et�e est presque surement v�eri��ee (pour les bons param�etres).

Soit e! une courbe instable (intersection d'une suite d�ecroissante de rectangles Ql). Con-
sid�erons l'ensemble Es(e!) des points de e! qui restent dans R [

0<i<No

f i(Lu) sous it�eration posi-

tive, et la partie E(e!) � Es(e!) form�ee des points qui ne rentrent jamais dans eR1 sous it�eration
positive. Nous montrons que

HD (Es(e!)) = eds;
HD (E(e!)) < eds:

9. Dans la description de l'ensemble E des bons param�etres �evoqu�ee en 6. futur et pass�e jouent
le même rôle. Par cons�equent, les propri�et�es de ft sous it�eration positive d�ecrites dans les deux
num�eros pr�ec�edents sont �egalement valables pour l'it�eration n�egative de ft.
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10. Le point crucial de la d�emonstration est bien sûr de prouver que l'ensemble E des bons
param�etres d�e�ni en 6. est de densit�e totale en 0, d�es que les dimensions ds, du v�eri�ent
(ds; du) 2 D. Dans cette optique, on d�e�nit pour t � 2�M , une suite d'�echelles ("k)k�0 par

"0 = 2�M ; "k+1 = "1+�
k

o�u 0 < � << 1

A la kieme �etape, on dispose d'intervalles Ik;l de longueur "k form�es de param�etres qui
satisfont �a une s�erie d'in�egalit�es, entre autres :

le nombre de triplets (P;Q;N) 2 R tels que jP j � "k et P est jP j-critique est au plus
"
1�ds�du�C�
k ; de même pour le nombre de triplets tels que jQj � "k et Q est jQj-critique.

On subdivise chaque Ik;l en "
��
k intervalles de longueur "k+1, ne conservant �a l'�etape suivante

que ceux qui v�eri�ent les in�egalit�es requises �a l'�echelle "k+1. L'hypoth�ese (ds; du) 2 D permet
de montrer qu'on en garde suÆsamment pour que E soit de densit�e totale en 0.
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