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1. O MODELO FiSICO.

1.1. As equacgoes béasicas. Vamos iniciar com os balancos de massa.
A equacao do balanco de massa para a fase dgua é:

0 0
a(qﬁpwsw) - _a_x(pwvw) - (1'1)
A equacao do balanco de massa para a fase éleo é:
0 0
el - ___ . 1.2
ot (#Po5o) or (Po¥o) (1.2)

A equacgao do balanco de massa para a fase gas é:

9 (60y50) = —-(oyv0). (1.9

Consideramos as pressoes capilares entre as fases de 6leo e dgua e entre as fases de gis e
6leo dadas, respectivamente, por

pow(sw) = Do — Pw; € pog(sg) =Po — Pg, (14)
d d
com P < Pou g
dSqy ds,
A lei de Darcy para cada fase, na auséncia de efeitos gravitacionais, é
Ope
vw=—-KN—, { =w,o,g. 1.5
¢ e 9 (1.5)
Usando a definicao da velocidade total
V= Uy + Up + Vg, (1.6)

e derivando com relagao a = as expressoes em (1.4) obtemos o seguinte sistema linear em
Opw /0%, Op,/0x, € Opy/0:
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Opw Opo Opy
K\, pe K\, e K, o v,
6pw 5]30 apow
_ Pw — 1.7
ox + ox oz’ (17)
_ Op, N Opy  __OPog
ox ox ox
Definimos
A=+ X+ Ag, fu=2/A, fo=X/A, € fo=A/A. (1.8)

Resolvendo o sistema linear (1.7) obtemos:

ap w ( apow apo g9 v

81‘ fw) +fg _K—)\’ (19)
apo apog apow v

— _ 1.1
ox fg +fu ox K\’ (1.10)
apg . apog apow v
L P Ly e (L1

Substituimos (1.9), (1.10), e (1.11) nas expressoes de vy, v, € V4, respectivamente, dadas
m (1.5), obtemos:

8pow

v = vf + KXl — )~ KA, fgapog (1.12)

ap"g — Kdofu=s ap‘”” , (1.13)

Vo = Ufo K)‘ofg
6pow

vy = vf, + K\ (1 fg)apog Kdgfu—2 (1.14)

Agora, substituindo v, v,, € vy nas equagoes (1.1), (1.2), e (1. ) obtemos,

0 0 0 OPow Op,
a(qbpwsw)'i_ a_x(pwfwv) = 8_35 [_pw(K)\w( fw) b +K)\wfg pg):|’ (1'15)

a 3 (9 ow a 0
a(¢poso)+a_m(pofov) a |:po(K/\ofw b +K)‘ofg pg):|’ (1'16)

0 0
%(pg.fg ) ax

Usamos que Ao fy = Agfo, Awfg = Agfw,  Awfo = Aofw, Observamos que

%(¢pgsg)+ [pg(KAgfwM—KAg( fg)ap"g)]. (1.17)

OPow _ APow 05w OPog _ OPog 0Sq  dPog 05w dpog 05,

or  ds, 0x’ O  0s, 0z ds, Oz dsy Oz’

(1.18)

e definimos as funcoes
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dPow dp,
Bll(SwaSOap) = _K/\w( fw) p - K)\gfwﬂ

1.1
o, (1.19)
d ow d o
BQI(Swa S0y P ) K/\ufw p - KAgfu dp g’ (120)
Sw g
dpgg dpog
B12(5w: Soap) = _K/\gfw d ’ B22(5wasoap) = _K)‘gfo . (1'21)
Sq ds,

Por conveniéncia nas substitui¢oes, definimos também

B3, = —(B11 + Ba1)
B3y = —(Bj2 + Bgs) .

Com isto podemos, finalmente, escrever o sistema de equagoes diferenciais parciais (1.15)-
(1.17), para os balancos de massa, na seguinte forma:

0 0 0 05y 05,

a (pw (¢ Sw)) + % (U pw fw) - a <prll a + pr12 8.13 ) (1-22)
0 0 0 O0Sy 05,
ot (Po (¢ 50)) + o (v po fo) = oz (PoB21 G + poBaz—— e ) (1.23)
0 0 0 OSw 05,
ot (pg (¢54)) + oz (v pq fy) = o <pr31 oz + pgBs2——~ oz > (1.24)

1.2. A equacgao da velocidade.

1.2.1. A equacdo da velocidade. Uma formulacao ndo conservativa para a equacao da veloci-

dade pode ser obtida da seguinte maneira. Calculando as derivadas no lado esquerdo das
equagoes (1.22), (1.23), e (1.24), obtemos:

05y ov 0 0 0 05y 0s,
¢pwﬁ+pwfw£+1)£(pwfw)+swa(¢pw)_ (prll +pr12 )

ox ox ox
(1.25)
ov 0 0 08w 05,
QS Po + Po fo o a (po fo) + 50 (¢ po) - a <p0B21 o + poBZZ o1 )a (1'26)
6 ov 0 8 0 0Sw 05,
P pg— ot  + Pgfg 7 o a_x (g fg) + 5 ot (P pg) = o (PgBSl Oz + pgBsa—— o ) (1.27)

Dividindo (1.25) por py, (1.26) por p, e (1.27) por p,, somando-se os resultados e usando
as definicoes de Bs; e de Bsy, obtemos a forma nao conservativa da equacao da velocidade:
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0 1 0 0
% +v (,0_ 8_ (pw fw) (pofo) a (pg fg)> -
0

1 1 1
- —(cbpw)—p— (¢po)—p—6‘g§(¢ﬂg)

w 4 (]

08y 05, 1 0 O0Sw 05,
(pr a + puwBi2 8:5) + — P 9z (Pole oz + poBay Bx)

1 1

0
» O
0

1

5,
o
%,
g Ox

0Sw 0s
<pr31 5z T PgBs2 6:1:)

ou usando que S, + S, + s, =1eque f, + fo+ fg=1:

81}

0 0
» 4 (fw In o+ fo o Tyt fy lnpg>—

0 8 0 05y 0s,\ 0 Py
_ ¢(8w In py, + S0 — T In p, + 54 e lnpg) — (BHE + Bia o )a In (—)

Puw
0Os 0s,\ 0 Pg
- %) = n (&), (1.28)

o “p,
Fazendo as substitui¢oes f; = 1 — f, — fo e s, = 1 — s,, — 5, e usando propriedades
de logaritmos, podemos escrever a equagdo da velocidade (1.28) na seguinte forma, onde
deixamos no segundo membro somente os termos com derivadas em ¢:

(le ~ + By

81) 0 L Pw 0 . Poy , O
S (g () + g m(2) 4 5 i)
08w 05, a Do 08w 850\ O - ,po
(BH oz B, oz )8_1 (pg) <B21 oz + By oz ) ox i (p_g)
B 0 . pw d 9
= qﬁ(swal ( g)+ 505; I n ( g)—f—aln(pg)). (1.29)

Obs 1.1. Esta expressao mostra imediatamente que se p,,, p, € p, forem constantes, obtemos
Ov/0x = 0.

Obs 1.2. Para uma formulagdo alternativa podemos somar as Eqs. (1.22), (1.23) e (1.24)
obtendo a equacao de conservacao de massa total do fluido:

0 0
5 (pwSw + Ppose + dpysy) + . (v (Pw fu + Pgfg + pofo)) =

O
ox

Esta equacao serd denominada de equac¢do da velocidade conservativa.

0s,
-+ (prIZ -+ poB22 + prgz) ) . (130)

0
— wB o B B
oz ((P 11 + poBa1 + pgBs1) B
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1.3. A equagdo da pressado. Da defini¢io da velocidade total (1.6) e usando a lei de Darcy
(1.5), temos que
Opw Ipo dp
V=Up + Vo + 1 = —KA\p——o0 — KXg—o — KXg—2 .
wH Vot g ox Oz 9 0x

De (1.4) temos que py = Do — Pow € Pg = Po — Pog- Substituindo as expresses de p,, e

Py em (1.31) e usando (1.8) e (1.18), temos uma equacao envolvendo a pressao do dleo e as
duas pressoes capilares, a qual sera denominada de equacao da pressao:

(1.31)

Opo dPow dPog\ 05w dpog 050
— K| - o Pow _ - . 1.32
v ( Vw0 dsy dsg> gz ds, O (1.32)

2. O MODELO MATEMATICO.

Escolhemos as variaveis s,,, So, Po, € ¥ como as variaveis de estado, e denotamos p, sim-
plesmente por p.
Consideramos

Pw = pw(pw)a Po = po(po) € pPg = pg(pg)a (2'1)

onde Pw = pw(swapo) = Po _pow(sw)a DPg = Do — pog(sg)- Como Sg = 1—s5,— So, entao
Pg = Dg(Sw, So; Po). Portanto, finalmente, temos as seguintes dependéncias para as densidades

Pw = pw(svao)a Po = /)o(po) € pPg = pg(Sw,So,po)- (2-2)

Para um sistema fechado nesta varidveis, escolhemos as equagoes (1.22), (1.23), (1.29) e
(1.32), nesta ordem. Assim, em resumo, temos o seguinte modelo trifisico compressivel:

0 0 0 05y 05,
a (p'w (d) Sw)) + % (U Pw fw) - 8 (prll a + pr12 a.’L' ) ) (23)
0 0 0 05y 05,
a (po (¢ So)) + a_x (U Po fo) - a (poB21 oz + ,00322 oz ) ’ (24)
v 0 Puw Po 0
%-i-v(fw%l (pg)-i—fo—l (pg)—i-%ln(pg))
0 w 0 0
= QS(S,UE In (pg)+ oa In ( g)-}—aln(pg))
05y 0s,\ O w 05y 050\ 0 Po
* <B11 ox + By, ox ) oz In (p_g) + (B21 ox +Begy Oox )% In (p_g) ’ (2:5)
_ 9P dpow APog\ 05w -\ dPog 95,

v = —KA+ (K)\w Pl S ) g~ K (2.6)



COMPRESSIBLE THREE-PHASE FLOW 7

2.1. O subsistema de balangos. Denominamos de subsistema de balangos as Egs.
(2.3)-(2.4).
Numa forma compacta o subsistema de balancos (2.3)—(2.4), pode ser escrito na forma:

SHOD + o (sFoOn)) = 5 (BAM@—Z) LG, @)

ot
U= (iw> . (2.8)

As fungdes Hy, Fy, By, Gy podem ser obtidas comparando a eq. (2.7) com as Egs. (2.3)—
(2.4). Elas e suas jacobianas estao definidas no apéndice (A.1).

onde

Obs 2.1. Para comparar melhor com a notacdo em [3] vamos usar a notagdo 7(U) para
representar o vetor de saturagoes quando estas aparecerem explicitamente nas equagoes da
velocidade e da pressao. No entanto, quando elas aparecerem implicitamente como argu-
mentos de fungdes mais gerais serao representadas pelo vetor U. Observamos que em [3]
U = U(s,T)T, mas no presente modelo nao temos a temperatura 7. Portanto, de acordo
com a conveniéncia usaremos a variavel 7(U) ou U. Em resumo, neste trabalho temos

m(U)=U. (2.9)
Esta notacao sera utilizada apenas ao tratar do subsistema p—v ou de condicoes de contorno.
2.2. O subsistema pressao-velocidade. Denominamos de subsistema pressao-velocidade

as Egs. (2.5)-(2.6).

2.2.1. Equagdo da velocidade. A equagio da velocidade na forma néo conservativa (2.5) pode
ser escrita genericamente como:

v OM(U,p)  OM,(U,p) OM(U,p)  OM,(U,p)
oz " (F”(U’p)' R ) =—</>(7r(U)- TR p)
+ [BW(U,p) ® aMla(g’p)} : ag(xU) +Gy(U,p) (2.10)

onde “” é o produto interno de dois vetores. As funcoées F,,, M;, M,, B,, G, e ¢(z) podem
ser obtidas comparando (2.10) com (2.5). Elas e suas derivadas estao definidas no Apéndice
(A.2.1).

Obs 2.2. A operacao “®” acima, envolvendo matrizes e vetores, que neste modelo resulta
num vetor, estd definida e exemplificada no Apéndice intitulado “A matriz de viscosidade,
suas derivadas e operagoes” em [3].
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2.2.2. A equagdo da pressdo. A equacdo da pressdo, ou lei de Darcy, Eq. (2.6) pode ser
escrita de uma maneira genérica na forma:

v = K(R(U, p)g—]; +S(U,p) - 87;(xU) ) , (2.11)

“w»

onde é novamente o protuto interno entre dois vetores. As fungoes K(z), R(U,p) e
S(U, p) podem ser obtidas comparando com (2.6). Elas estdo definidas no apéndice (A.2.2).

3. A DISCRETIZAGAO TEMPORAL NO INTERIOR DA GRADE.

Usaremos o método nao linear otimizado de Euler/Crank-Nicolson. Suponhamos con-
hecida a aproximacao (U™, v",p"). Seja (U, p, ) uma aproximacio temporéria do valor de
(U™, o+ pntl) e (U, 9, D) uma nova aproximagao a ser determinada de (U™ o +1 pntl).

Inicialmente é necessério inicializar as variaveis v e p a partir das condigoes de contorno
e das condic¢Oes iniciais para o subsistema de balangos. A partir dai, num passo de tempo
genérico, a idéia é avancar primeiro U no subsistema de balancos (2.7), considerando (v, p)
fixo e a partir da aproximacio U obtida, avancar (v, p) no subsistema da pressio-velocidade
(2.10), (2.11) com U fixo, obtendo (v, p).

O método de Newton.

O sistema (3.5) e o sistema (3.8), (3.11) sdo a chave para achar U"™! e (v p"t1).
Procedemos assim, para avancar do tempo " para o tempo t"+1,

Sao conhecidos U™ e (v™, p").

O método de Newton procede pelos seguintes passos.

Inicialmente U < U™ e (9,p) <+ (v™,p"), com isto todos os coeficientes OHy/Op, etc,
podem ser avaliados em (3.5).

(*) A equagdo do lado esquerdo de (3.5) define um sistema linear para AU, que é resolvido,
achando-se AU. ~ ~ _

Em seguida, fazemos U = U + AU. Renomeamos U «+ U. Voltamos a (*) um certo
nimero de vezes.

Avaliamos os coeficientes e o lado direito do sistema (3.8), (3.11). Resolvemos (3.8), (3.11),
obtendo (A7, Ap).

Em seguida, fazemos v = v + Av e p = p + Ap, e salvo que Av, Ap e AU sejam muito
pequenos, renomeamos ¥ < U e p < p, avaliamos os coeficientes de (3.5) e voltamos para o
passo (**) um certo nimero de vezes.

No fim, fazemos U™ «+ U, vt « v e p"*t! « p.

3.1. O subsistema de balancos. Lembramos que em cada etapa do “loop interno de
balangos” (7, p) estd temporariamente fixado e que U™ e (v", p") sdo conhecidos. U é uma
aproximacao conhecida de U"*!. Recordamos que U é uma aproximacao melhor de U"t! a
ser determinada.

Faremos a discretizacao temporal do subsistema (2.7) em t" + eAt. Definimos € =1 — ¢,
com 0 < ee0<¢€. A matriz By sera avaliada em t" + eAt. Para € = 0, esta discretizacao
reduz-se ao método de Euler para frente, para ¢ = 1/2, ao método de Crank-Nicolson. Para
e = 1, esta discretizagao reduz-se ao método de Euler para tris. A Eq. (2.7) pode ser escrita
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CcOomo:

HU((?;?) _HU(Unapn) 2 _ o= rn n o, n _
( A7 + o evFy(U,p) + v Fy (U™, p") | =
oU oun

By (U, p )8—+e’BU(U ) o

(3.1)

9
9

+ (@ + eGuwnm).

Prosseguimos na discretizagao temporal a partir de (3.1) usando a metodologia de Beam

e Warming [1]. Usaremos a notagao Hj} = Hy (U™, p"), Fj; = Fy (U™, p"), B = By(U™,p")
e G, = Gy(U™, p").

(HU(ff,ﬁ) 09, Hol0.5) - Hp)

Al At
0 = _
+ (0 (Ful.) - Fo(0,9)) + c0Fu (0, )—i—e’v”F") _
9 _ o[ = U
B (BU(U;E) BU(Up —|—BUUp>a ( (U - +6U>+GBU

Oz

(3.2)

Fagamos a linearizacao das diferencas entre termos correspondentes em (T,p) e (U,p)
(3.2) e coloquemos os termos restantes em (U,p) e em (U™, p") no lado direito da
equacao. No que se segue sao utilizadas além da operacao ‘®”, também a operagao “o” as
quais estao definidas e exemplificadas no apéndice intitulado “A matriz de viscosidade, suas
derivadas e operacdes” em [3], referente ao modelo “oxid”. Usaremos também a notacao:
I—I_U = HU(Uvﬁ)v F:U = FU(Uvﬁ)v BiU = BU(U ﬁ) Gy = GU(U:ﬁ) aa% = aHU(U p)
o = v (U, p), 22v = 22u(U, p), Zar = (U, p). A equagdo (3.2) entdo fica:

! (a;[[]U(U U)) +6(%<17%%( —U)) =

&
OBy .- ... - \0 - s o OU™
(WO(U_U)+BU>8_{L‘(€(U U)+6U) €B

oz

8GU n HU_H{JL 0 — T I, nrm
-+ (GW(U U) +€GU+€G ) T - %(GUFU-FG’U FU) (33)

U oz

Substituindo U — U = AU , expandindo os termos difusivos e negligenciando termos de
segunda ordem O(A?), obtemos as seguintes equagdes com coeficientes avaliados em (U, p)
U, equivalentes a (3.3), com uma aproximacao de erro temporal de segunda ordem:
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At \ oU oz \ oU
0 0 = o | (0By = _\0 0 oun
— | By=—A — A B — | B}
o5 | P70 | T <8U oAU U)axU "< | P as
0Gy n Hy—Hr 0, - ' o
+ ( WAU + GGU +€ G ) Tt %(€’UFU +ev FU) (34)

Finalmente, passando para o primeiro membro os termos envolvendo AU, a discretizacao
temporal do sistema de balancos fica:

1 0Hy = 0 (_0Fy o a o [ (0By 9
S TUNG 4 e L (5ZUAT) — e L | By L AT| - L oA
Al U U”m( U U) o5 | PrastV| ~ 5 <8U U)axU

oGy o[- o o[ aun
NG =L | By B

50 AU = g |BugU| + ;| Bi

~ 1 FI — Hj; 0 — T !.nm
+ (6GU+€GU) — % — %(evFU—i-ev Fy). (3.5)

3.2. O subsistema pressao-velocidade. Suponhamos que possuimos aproximacoes tem-
pordrias U e (7, ) conhecidas. O objetivo entdo é obter uma nova aproximacio (7,p) de
n+1 e pn—f—l_

A questao no sistema de pressao-velocidade é que ele nao se escreve em forma canonica.
Portanto, fazemos as discretizacoes temporais de cada uma das duas equacoes separadamente
e juntamo-las num sistema final.

Fazemos a discretizacdo temporal para o subsistema (2.10), (2.11) com certos coeficientes
em t" + At.

3.2.1. Discretizacdo temporal da equacdo da velocidade. Consideremos a equagao da veloci-
dade (2.10), avaliada tanto quanto possivel no tempo t"!. Por questoes de estabilidade, as
diferencas temporais sao retardadas, o que significa que variagoes de densidades abaixam a
precisao temporal do método para primeira ordem. Obtemos:

9 oMy, . OM, - _
a—+(F @5 G0+ 0.

U,p) ® aMla(f’ﬁ)] : 67;(5) +G,(U, D). (3.6)

5o

Linearizando entre os termos (U, ) e (U, p) e usando a notagdo usual Ap =  — D,
F,(U,p) = F,, Mi(U,p) = M;, My(U, p)

(U a0 =
B~ 0, My(U™,p") = M7, My(U™,p") = M, -
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B,(U,p) = B, e G,(U,p) = G,, obtemos:

500 - ) o 28
o2 B, i@ﬁ’ﬁ) g 59+ (1 20 20
[ ] o] o ]
+aaiv (3.7)

Recordando que U", (v*,p"), (9,p) e U = w(U) sdo conhecidos, passamos os termos

contendo Av e Ap para o lado esquerdo deixando os demais termos do lado direito. A Eq.
(3.7) fica:

i(W(U)-a—J\Z’Jr aM-")A

_(OF, oM, .. . 0 ,0M o ,0M,
+v( —Ap+F,- 8_(8—Ap)+8x( o p))

=il

At p = op dp Oz
0B 2] 00 [ 0 @] D) By 0
v (R Ol ) a7 —A%(w<r7>-<Ml—Mﬁ)+Mg—M;)—Z—z

3.2.2. Duiscretizacao temporal da equacao da velocidade, no caso incompressivel. Repetindo
os mesmos cédlculos da subsegdo (3.2.1), para obter a versdo incompressivel da equagio da
velocidade néo conservativa. Devemos apenas eliminar as derivadas na pressdo em (3.8),
obtendo:

0 . _ - OM, OM,\ .. ¢ _ _ . _ .
0 _ [ = 8]\7[1 8]\719 — 8]\711 aﬂ'(U) =

3.2.3. Discretizagcao newtoniana da equacao da pressdo. A equacao da pressao nao depende
do tempo, logo falta construir a discretizacao do método de Newton. Esta discretizacao da
equagao da pressao na forma genérica (2.11) fica:

il

= K[R(U,;B)%ﬁ—i— SWU,p) - 5 } (3.10)

Usamos a notagdo R" = R(U",p"), S" = S(U",p"), R=R(U,p) e S =S(U,p):
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(0 —9)+v=K(R(U,p) — R(U,p) + R(U, ))82(;5—;5+15)
FE(S(0,5) 50,5 +50.5) - .

Usando a notagao v — v = Av e p — p = Ap, temos

OR . _ 0 oS _ .\ orn(0)

AF+p) +K(A5+S) - .

)a (25 +5) + (ap p+ ) B2

Passando Ap e Av para o lado esquerdo, obtemos a seguinte equagao com coeficientes e lado
direito avaliados em U, p e v, correspondendo & equagdo (2.11):

_ OR _0p 0 oS on(U) op on(U) _
Av K(a—pApa R(9 Ap + a—Ap pe ) K(Rax +S- pe v. (3.11)

4. A DISCRETIZAGAO ESPACIAL NO INTERIOR DA GRADE.

Faremos a discretizacdo em z; ou em z;_

incégnitas Ap e AU fiquem localizadasem z;_1, x; e x4, enquanto que a varidvel v e a

incégnita Av fiquem localizadas em z;_1 e x;, 1, ver Figura 4.1. Assim, o indice j significa
2 2

1 de tal forma que as varidveis p e U e as
2

o
o centro da célula—j, o indice j — % significa a extremidade esquerda da célula—j e o indice
J+ % significa a extremidade direita da célula.

Em geral, no interior da malha, para a as varidveis de balango e a pressao faremos a
identificacao

U, =U(j), p; = p(j) - (4.1)
Para a velocidade faremos a identificacao
= om(j) . (4.2)

Aqui “m” em vm(j) é abrevia¢do de “menos 3”.

4.1. O subsistema de balancos.

4.1.1. Discretizacao do subsistema de balancos. Partamos da discretizagao temporal do sis-
tema de balangos (3.5) e facamos a sua discretizacdo espacial na posicdo para z; interior a

grade. Genericamente escrevemos 7; para os termos 7 avaliados em (Uj, p;). Por exemplo,
BHU 6HU 7 = \.
W) significa avaliado em (Uj, p;):

na Eq. (4.3) abaixo, o termo ( s
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u u u U u
v op VY PV p | P Yoop oY
| | | | |
e i : [ e i
| | | | |
I D | | Lo |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
) S S e d o N
-2 0 12 j-1 j-1/2 i 12 j+1 N-3/2 n-1 N-1/2 X

FIGURE 4.1. Variaveis U, p e v na malha. Indices inteiros para centros de
células e fraciondrios para extremidades. O dominio vai de —1/2 a N —1/2.

1 (0Hy = € O0Fy = - 0 = OFy = - 0 =
— (=T E N YAT - By—A — [0 YAT - By—A
( AU>J+ {[U U U Ual‘ []:|j+l [U U U Uax U]J_%}

aé[] = € 6BU = 0 - 6BU = 0 -
- A - — —— oAU | — — AU | —=U
6( aU U>j Am{[( au ° U)axU]H; [( ou ° )Bx L_;}
_ 1 — T I..nrn D, a 7 ! naUn
= _A—a:{ [(GUFU + €v"F}) GBUaxU € By g ]j+1
N npn 5 0 - naUn a 0 1 7 n
— [(EUFU + V" F) — eBU%U — €B} . L_;} + (eGu + e'GU)j — Kt(HU — HU)]- :

(4.3)

Prosseguindo na discretizagao espacial, substituimos os pontos intermediarios em AU b
AUj, 1 da Eq. (4.3) em funcdo dos pontos vizinhos, obtendo:
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1 (91:111 = € _ aFU = aFU =
s (80) ol (5ra0) = (Ga0)

1 _ _ = =
— A—x [BUJ'+1 + BU]-] (AUj—I—l - AU]) - ,l_)j—% |:
0

1 5 _ = = =
+ A—Jﬁ [BUJ- + BUj—l] (AU] - AUj_l)} - 6( oU AU)]
€ aBU = aBU = — —
- 2(Aa:)2{ [( ou ° AU>j+1 " ( ou ° AU)J (Ui = 05)

[(%Bres) + (Brest) oo

s B+ Bl ey 1+ 1)

€ = _ _ _ € n
Az [Bu,sy + By ] (Uj1 = Uj) = Az (Bt
- 617]-_ [FU]. + FUj—1:| — EIU;_% [Fg] + ng_l]

1
2

€ D, R 7 7 el n n n n
+ 32 [Bu; + Buy | (Us = Uir) + = [Bp, + (By,, [ (U - Uj—l)}

1.
(Hy — Hp)

+ (eGv + e'G?j)j by (4.4)

!

Multiplicamos os termos da Eq. (4.4) por At e colocamos em evidéncia os termos A[j'j,l,
AU js € AU j+1, para o que precisamos invocar propriedades dos operadores o e ®, obtendo:
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j—1

8FIU GAt,Dj-i-l OFU €At — — eAt — —
2 , . By, + By,
+ { ( oU )j + 2Ax U ; + 2(Az)? [BUJ+1 + BU]] + 2(Ax)? [ u; t U]_J

eAt _ 8F’U 8@[] eAt GBU — — — —
— ,1 — - 90, - VYAAD
9Az Ik ( oU )j EAt( oU )j 2(Ax)2< ouU )]. ® (Ui =205 + U 1)} Ui

€AtV 1 [ OF, At ) 9B . i i
Jt3 U o eal _U | B | |
+ { 2Azx < oU )j+1 2(Ax)? [BUJ-+1 + By, + ( ETi >]~+1 ® (U]+1 UJ)] AU 4

_ _ At _ _
= At(eGy + e’G?])j —(Hy—H}), — —— {@H% [Fy,,, + Fy,| + e'u;.;% [Fo,., + F5]

GAt _ 8F’U GAt — — 8BU _ _ =
T (il I - S B e AR YN
{ QA.IU]_?( oU >j—1 2(Ax)2 [BUJ + BUJ—I ( oU ) Q@ (U] U] 1)]} UJ 1

i 2Ag

€ _ _ _ -~ 6' . . . i

= 7z [Buis + Buy] (Uin = U5) = 2 [Boy., + By, | (U = U7)
Vit [Fo, + Fu, ] — €y [Fg; + F,

!
b By + Buy ) (0~ U) + 4= (B, + By, ) (0 U] >}-

Az J Jj—1
(4.5)
Numa forma compacta o sistema (4.5) para j = 1,2,--- , N — 2 pode ser escrito como:
L(j ~ AT - 1) + DGIAT () + U + DAT( +1) = A(). (4.6)

A seguir escrevemos os blocos coeficientes do sistema (4.6) de maneira conveniente, orde-
nando os indices da esquerda para a direita, para a comparagdo com os respectivos blocos:

£G-1)=-

€ALV;_1 [ OF, eAt - _ OB _
Ela Y _ et e 7
2Ax ( oU >]._1 2(Az)? [BUj_l + By, ( oU >j_1 ® (U = Usm)|
j=1,2,---N—1, (4.7)

D) =D —1)+D(H+D(j+1), j=12---N-2 (4.8)



16

MARCHESIN, PLOHR, DA MOTA, AND DE SOUZA

onde
€AtV; 1 (OF, eAt _ _
. J U
1) =— 2 = (By. .+ By.
D —1) 27z ( U )j HETIY)E (BU“ + Uﬂ)
eAt 6BU — —
- U, =9
ﬂAw2<8U>j®(” Ura):d =23,
H
Dc(]) = <88—UU) - 6At<a;;—UU) 3 ] = 01 1a N — 2,
J
eAtv; 1 (F, eAt [ _
. . J+35 U
D+ =55, ( oU )J. 2(Az)? (BUj + BUHl)
eAt aBU —
2(AI)2( ouU )] ®Um=0y),  7=01
€AV, 1 (O, At _ _
Z/{(j+1): = < U) N 26 (BUj+BUj+1)
j+1

2Ax

aBU) _ .
+ (— ® (U1 — Uj)
6U it J+ J

A@G) = Al —1) + Ac(f) + A (G + 1),

oUu (Az)?

) ]ZO,LN_Q

’

j:172a"'N_2a

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)
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onde

. At — n n n n n
A(j—1)= 5Ag |€0i-1 <FUJ._1 + FU].> + e'vj_% (FUJ._1 + FUJ)

!

€ _ = = 3 € n n n n
— A—g; (B[]j_1 + BUj) (U] - Uj_l) - A—ac (BUJ-1 + BUj> (U] - Uj—l)

j=2,3,---N—1, (4.14)

A(j) = At(eGUj + e'ng> - <HUJ. - H}}j) , j=0,1,---N—1, (4.15)

A(J+1)=-A()

At _ — — n n n
= ToAg |Yits (FUj + FUj+1) + eV (FUJ' + FU:'+1)
€ = 5 = 7 ' n n n n
— E <BUj + BUj+1) (Uj+1 - UJ') - —x <BUj + BUj+1) ( J+1 T Uj ) ?
j=0,1,---N — 2. (4.16)

Obs 4.1. Em certos casos, a matriz By é constante, e as derivadas de By se anulam. Dai
temos algumas simplificacdes, j4 que os termos contendo 22Z sio eliminados das férmulas

(4.7), (4.9), (4.11) e (4.12). v

4.2. Inicializacao do subsistema de balancgos. A inicializacao da varidvel U no interior
da malha é fornecida. Sendo assim, temos simplesmente que

U°(j) =U(x;,0), paraj=0,1,---,N—1. (4.17)

4.3. O subsistema pressao-velocidade. A equacdo da velocidade sera discretizada nos
centros das células, representados por indices inteiros e a equacao da pressao nas extremi-
dades das células, representadas por indices da forma j + 1/2.

4.3.1. A equagio da velocidade. Fagamos a discretizacao espacial da equagao (3.8) no ponto
z; do interior da grade, j =1,2,--- , N — 2
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- y y _ 1, _ OF, . . _
(- T+ T5t) A+ g ey ) [(5), - (e, = 8,

_ oM, _ oM, _ oM, _ oM, _
+ 1y ((6—p)j+1Apj+1 o (a—p)j—l pjfl) + (a—pg)jHAij - (a—pg)j—lApjl}
1 0B, _ _ _
- 4(A$)2 [( op )j ® (Mlj+1 Mly—l)} (7T( j+1) - 71'(Uj—l))Apj
1 - oM, _ oM, - _ _
4(A:E)2[ v ® (( ) l)j—f-lAp]-H (a—pl)J_1 y—lﬂ (W( J+1) _W(Uj—l))
0G,\ - 1, _
- ( ap )jA i+ A—x(AUH—% - Avr%)
1 _ _ — _ —
+ AAT Fy - (Myyy, — My, ) + My, — My, (Avr% + AUJ+§)
) _ _ 1
8w (0) - (W~ M)+ Ny = M), = (03— 5 )
1 B _ _ _
B m(%—% + UJ+1) F,,J ) (Mlj+1 Ml;—l) + Mga+1 - Mg;—l
1 _ _ _ _ _ _
+ 4(AJJ)2 |:B,,j X (Mlj+1 — Mlj—l):| . (7'('( j_|_1) — W(Uj_1)) + ij. (418)

Colocando em evidéncia os termos Ap;_;, Av
escreve-se:

-1, Apj, Avj 1 e Ap;y,, a equagdo (4.18)
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+

>

1 1 (- - _ _ _ _
+{ - A—x + m(ij . (Mlj+1 - Mlj—l) + ng+1 - ng_1> }A’Uj_;

; _ OM, OM 1 OF, _ _
Lm0 G+ 52) + a s+ ) (), (=10,
J

t op op

o 71} Y \/ 7 7 aév =
— 4(Al$)2 [(aa?) )j 02 (Mlj+1 - Mlj1):| . (7r( j+1) — ’ﬂ'(Uj_l)) — ( ap )j}Apj

+{§ * ﬁ (F”J (M, = My;_,) + My, — My, 1) }Aﬁ]—ké
+{ﬁ(@% + ;41 (F ((38—A1[_fl),+1 (aggg)m)
4(A1$)2 [”J (aa—]\?)gﬂ} (m(Uj1) = 7(Uj-1)) }AﬁjH
%(W(U) (M, — M) + M, — M;)] - Aia:(vﬁé _ @J_%)
_ E(v]_; + EH%) <F1,] (M, — My,_,) + M,,,, — Mg]_l)
” 4(Alx)2 [ij ® (My;,, - le—l)] (@ (Uj1) = 7(Uj1) + Goy- (4.19)

Identificando p;_ com p(j — 1), v;_1 com vm(j), p; com p(j), v 1 com vm(j+1), Ap;_4
com Ap(j — 1), qu)j_% com Avm(j), Ap; com Ap(j), Af)ﬂ% com Avm(j +1) e Ap;,, com
Ap(j + 1), podemos escrever (4.19), para j =1,2,--- , N — 2, em forma compacta como:

(7 = 1DAD(J — 1) + au(7)Avm(7) + Bu(5) AP())
+6,(j + 1)Avm(j +1) + 0,(j + 1)Ap(j + 1) = %(j)- (4.20)

A eq. (4.20) serd usada com indices transladados as vezes.
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Os coeficientes da equagao (4.20) sao dados por:

(7)) = —ﬁ(vm(j +1)+om(j+2)) (ijﬂ ) (3aj\§l)j + (aé\ﬁg)j)

g P © ()] (06 +2) =70,

)
j:O:]-a"'aN_3a

) 1 1/ - — — —
Oév(J) :A—aj [ -1+ Z (Fv; ) (Mlj+1 - Mlj—l) + ng+1 - ng—l):|7
1=12,---,N—2

I

a.0) =2 (r0a- G, + (550),) - (),
+ s (omlg) + o + 1) (52), - (3, = ¥1,.,)
1 0B, - ~ -
- 4'(Ax)2 [( ap )J ® (My,, Mlj—l):| (m(UG+1) =70 - 1)),

4(Ax)?
Jj=2.3,---,N—-1,
, oy = - n - n 1, . .
(i) == 2 (OG- (M, — M)+ My~ 33 ) = (oG + 1) — o ()

1, - _ . _
- m(vm(]) + Um(] + 1)) (ij (Mlj+1 - Mlj—l) + M9j+1 - ng—l)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

+ % [ij ® (M, — Mlj_l)] (mUG+1)—7UG—1)) +Gy,, (4.26)

4(Ax)
j=1,2--- N—2.

Obs 4.2. Os coeficientes em (4.21)—(4.26) acima serdo usados de acordo com as condi¢oes

de contorno especificadas.
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4.3.2. Awaliacdo vetorial dos coeficientes da equacdo da velocidade no interior da grade.

. . . i L 1 1 1 .
Inicialmente considere as constantes: 5, a7 @hn) © @A S quais devem ser calculadas
uma unica vez.

Considere também os seguintes vetores pré-calculados no tempo ¢" e na aproximagao
“barra” para o tempo t"': U(j), vm(j) e p(j).

Em seguida considere as fungoes vetoriais, as quais também sao pré-calculadas, correspon-

dendo a uma simples mudanca de nota¢ao, onde os indices passardao a ser argumentos das
funcoes:

¢; = 6(j) = o(xy), (4.27)
F, = F,(j) = F(U®G),p(5)), (4.28)
B,, = B,(j) = B(U(j),p()), (4.29)
Gy, = Go(9) = G(U (), p(4)), (4.30)
My, = Mi(§) = My (U(5), p(5)), (4.31)
ng = Mg(j) = Mg (U(j),p(j)) ) (4-32)

e as suas derivadas:

(

(%) = (5e)o= (%) wonn). (43)

(%) = (%) 0= (%) woreo), (4.39
5 = 20 = (Z2) ). p0)). (4.36)
p ), D D

(%ﬂ);(%‘f)m: 8§Z“’)(U(j),p(j))- (4.37)

A partir das funcoes pré-calculadas acima, definimos as novas funcoes vetoriais, para j =
1,2,--- ,N —2:

me(j) = % (m(j) +om(j + 1)) , (4.38)
7e000) = 3 (7O + 1) = 706 - 1)), (4.39)

Me(j) = ;(m 1) - M- 1)), (4.40)
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CG) = 5 (Ful0) - Beli) + (35 +1) = Wy (G = 1) ) (1.41)

A fim de separar os casos de a matriz B, ser constante ou nao, vamos definir os vetores
seguintes:

B = 5o [ B+ 1@ (G ) )] mel0 + 1), (4.42)
j=0,1,-+ N—2,

B.0) = e | (5 ) ) @ et - me0 ). (1.43)
j=1,2--- N—2,

_ 1 _ (9]\_4[ . — .

B = (557 B~ D@ ()] met@l - 1), (4.44)
j=2,3,---,N—-1,

o 1 [- _ .

B4 = [B 6) ® el - me(0). (4.45)
j=1,2--- N—2,

A fim de destacar os termos transientes em alguns coeficientes da equagao (4.20) definimos
0s vetores seguintes:

7o) =22 (w(U(j)) () o+(%2) (j)) , (1.46)
j=1,2--- N—2,

7,0) = - %2 (#(O0)- (06) - Mp() + W0) - M G) . (@4
j=1,2---.N—2

(4.48)

Com as definigdes dos vetores acima os coeficientes (4.21)—(4.26) da equagao (4.20) podem
ser escritos na forma vetorial como:
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mli) =~ ga=tmelj +1) (Fu(j +0- (S + (%) (j)) B0,
j=0,1,---,N—3,

(i) == [~ 1+ 00)],

j=1,2,---,N—2,

?

) =T0) — (52 ) )+ 5 omet) (G2 - e - Bat),

i) == 140G ~1)] = 2 +ou(G 1),
j=2,3- N—1,
0u(5) =iz el 1) (‘U(J - (51 (a;‘f)u)) -15.0).
j=2,3,---,N—-1,
1+ 1) =00) = T0) = 3 (m +1) = om(5)) = - ome(j) O)
+Go(7) + Ba(j)
j=1,2,--- N—2.

23

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.54)

Obs 4.3. Os vetores nos lados esquerdos de (4.49)—(4.54) nao sdo realmente programados,

pois s6 sao usados uma vez no preenchimento do sistema linear.

4.3.3. A equacao da pressao. Considerando a discretizacao temporal da equacao da pressao

em (3.11), fagamos a sua discretizacdo espacial no ponto T, =12, ,N-1:

?

1. oR  _ 5 - =
i=s ~ A—x(Pj = Dj-1) (K 8—pAP> T A (KR) | (Apj B Apj_l)
J=3 =
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Tomando-se as médias em R e S e multiplicando a equagao (4.55) por Az obtemos:

_ 1, OR  _ OR  _
800y = 50 =70k [ (5709) .+ (59),
Rj_1+Rj — — W(Uj)—’ﬂ'([_]j_l) 8§ _ 85 _
Ri1+R;,_ Si1+5; _ . _
= j—%%@j - Dj-1) + Kj—%% (n(Uj) = n(Uj-1)) — Azv;_1. (4.56)

Identificando Ap;_; com Ap(j — 1), Av; 1 com Avm(j) e Ap; com Ap(j), v,_
om(y), Kj_% com Km(j) e colocando-os em evidéncia, obtemos para j =1,2,--- ,N—10
seguinte sistema:

{Km(j)w — Km(j) 2= ((r)'—R)j_1 — sem(j) ) =), (a—g)j_l}Az‘s(j -1)

2 op 2 Op
+ Az Avm(j)
_ (R + Ry \Dj = Pj-1 (ORY L\ 7(U;) = 7(Uj—1) (9S _
+ { Km(j)—— Km(j)=— (8]))]' Km(j) 5 <8p)j Ap(7)
R 1 +R;, Si1+S; _ . L
= Km(() =T 5y — gy 1) + Km() 2252 (n(T5) — 7(0 1)) — Awom(j)
(4.57)
Escrevendo a Eq. (4.57) numa forma compacta, obtemos
Lp(j — DAP(j — 1) + AzAvm(j) + Dy (5)Ap(5) = Ap(J), (4.58)
onde
N . R+ R B . Dj+1 — Dj @
Ly(j) = Km(j+ 1) — Km(j + )P =2 (20
B T (Uj) = w(U;) (9S .
Km(j +1) 5 (ap>j’ j=0,1,---N—2, (4.59)
N .qu-{—Rj_ \Dj —Pj1 @
Dy(s) = —Km() =57 — Km() PP (B0
3 L 7(U;) —7(Uj—1) (08 . _
Km(j) 5 (ap)j’ j=1,2,---N—1, (4.60)
. R +R;, S+ 85, _
Apld) = Km(§) =5y = pya) + Kom() 2222 (n(T5) = m(01)
—Azom(j), j=1,2,---N—1, (4.61)

onde as funcoes R e S estdo definidas em (A.41) e (A.42), respectivamente.
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4.3.4. Awaliacdo vetorial dos coeficientes da equacdo de pressdao no interior da grade. Con-
sidere que os seguintes vetores sejam pré-calculados no tempo " e na aproximacgao “barra”
para o tempo t": U(j), vm(j) e p(j).

Em seguida considere as fungoes vetoriais, as quais também sao pré-calculadas, correspon-
dendo a uma simples mudanca de notacdo, onde os indices passardo a ser argumentos das
funcoes:

Km(j) = Km(z;) = K(xj_%) ) (4.62)

R;=R(j) = R(U(j),p(4)) (4.63)

Sj = 8(j) = S(UG), () , (4.64)
OR\ _ (OR\,. (OR\, .

(3_]))]- = <a_p) ()= (ap> (UG),p()), (4.65)
0S\ _ [0S\, (SN, .

(%) =(5)o=(5) om0 (460

A partir das fungoes pré-calculadas acima, definimos as grandezas vetoriais a seguir, onde
a notagao “cm” significa que a fungao estd centrada no ponto z,_1:
2

rem(i) = 50 (G - 1)+ RG)) (167
sem(i) =32 (8- 1)+ 5(), (4.65)
pem(s) = 5 () = 9l = 1)), (4.69)
rem(@(7) = 3 (#(0) = (0 - 1)) (470

Com as defini¢oes dos vetores acima os coeficientes (4.59)—(4.61) podem ser escritos na
forma vetorial como:
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Ly(j) = Rem(j +1) — Km(j + 1) (%) (4) pem(j + 1)
05

— Km(j +1) (a_p> () -wem(U( +1)), j=0,1,---,N—2, (4.71)

D,() = ~Rem(s) - Km(j) (52) ) pom(s) - Km() (50 ) ) - mem (@), (472)
j=12,---, N—1,

Ap(4) = 2Rem(j) pem(j) +25em(j) - wem(U () ~ Az vm(j) (4.73)

Obs 4.4. Os vetores nos lados esquerdos de (4.71)-(4.73) ndo sdo realmente programados,
pois s6 sao usados uma vez no preenchimento do sistema linear.

4.3.5. O sistema linear para o subsistema pressao-velocidade compressivel no interior da
malha. Juntando a equagdo (4.20) com a equacao (4.58), obtemos o sistema pressao-velocidade
nao conservativo discretizado no interior da grade:

m0(J — 1DAP(J — 1) + ap () Avm(y) + Bu(43)Ap(J)
+6,(j + DATM(G + 1)+ 0,(j + VARG + 1) = 7,(4), (4.74)
Ly(j — 1)Ap(j — 1) + AzAvm(j) + Dy (5)Ap(4) = Ap(J) - (4.75)

A forma matricial do sistema algébrico acima depende das condi¢des de contorno a serem
consideradas e sera escrita em cada secao especifica.

Os coeficientes do sistema acima sao obtidos das férmulas (4.49), (4.50), (4.51), (4.52),
(4.53), (4.54), (4.71), (4.72) e (4.73).

4.4. A discretizagao espacial do subsistema p-v no caso incompressivel.

4.4.1. Discretizacdo da equacdo da velocidade no interior da malha no caso incompressivel.
A discretizagao da equagao da velocidade no caso incompressivel é obtida da equagao (4.19)
considerando nulas todas as derivadas com relacao a p. Neste caso temos:
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1 1 _ _ _
{ NN (ij (Mlj+1 Mlj—l) + My, Mg]-l) }Av]_é
1 1 (- _ _ )
+ Az + 4Azx Fy, (Ml;+1 M, 1) + My, — My, AUJ'JF%
O (O) - (M= MP) + M, = MP), — - (5,1 — 5, 1)
At o ¢ Mgty
1, ~ _
- m(vré + UHI) (FU] (Mlj+1 Ml] 1) + ng+1 - M9J1>

27

(4.76)

Identificando v;_1 com vm(j), v;,1 com vm(j +1), Av;_1 com Avm(j) e Av; 1 com
Avm(j 4+ 1), podemos escrever (4.76) numa forma compacta aniloga a (4.20) como:

ay (7)ATM(]) + 6, (5 + DADM(] + 1) = 1 (5) ,
paraj=1,2,--- , N — 2.

(4.77)

4.4.2. Discretizacao newtoniana da equagdo da pressdo no caso incompressivel. A forma
compacta da discretizacao da equagao da pressao no interior da malha é a mesma obtida em
(4.58):

Lp(j = 1)AD(j — 1) + AzAvm(j) 4+ Dy (7)AD(4) = Ap(J) ,
para j =2,3,--- ,N — 1.

4.4.3. O sistema linear para o subsistema pressao-velocidade incompressivel no interior da
malha. Juntando a equagao (4.77) com a equagao (4.58), obtemos o sistema pressao-velocidade

incompressivel discretizado no interior da grade:
ay (j)Avm(j) +6u(j + DAvm(j +1) = % () ,

Lp(7 = DAP( — 1) + AzAvm(j) + Dy (5) Ap(4) = Ap()-

contorno a serem consideradas e sera escrita em cada secao especifica.

(4.78)

(4.79)

Aqui também a forma matricial do sistema agébrico acima depende das condicoes de
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Quanto aos coeficientes do sistema (4.78)—(4.79), temos que:

a,(j) sdo obtidos de (4.50), j=1,2--- N —2,
0,(j) sao obtidos de (4.52), j=2,3---,N—1,
ymy(j+ 1) =7,(j) sdo obtidos de (4.54), j=1,2--- N —2,

L,(j) sao obtidos de (4.71) retirando-se os dois termos com derivadas em p,
jZO,l,"' 7N_2

D,(j) sao obtidos de (4.72) retirando-se os dois termos com derivadas em p e
j=1,2,--- . N—1

A,(j) sao obtidos de (4.73), j=1,2,---N —1.

4.5. Inicializacao do subsistema pressao-velocidade. Vamos considerar que as condicoes
iniciais para as saturacoes sejam dadas. J4 para a velocidade e a pressao serao dadas apenas
combinacoes de condices de contorno. Assim os valores da velocidade e da pressao no nivel
de tempo zero deverao ser obtidos como aproximagcoes a partir das condigoes iniciais do
subsistema de balancos e das condicbes de contorno especificadas.

Supondo que em condigoes de reservatério a pressao e a velocidade estejam em algum es-
tado de equilibrio, vamos obter as aproximagoes iniciais destas quantidades usando a equacao
da velocidade (2.10) na sua forma estacionéria

v ~OM,(U, p) N 8M9(U,p)) _ [BU(U,p) . oM (U,p)| 0n(U)

oz T (FV(U’ 2 oz oz oz oz

+ Gy (U, p) .
(4.80)

e a equacdo da pressdo (2.11) (que nao possui termos transientes).
O método numérico para obter a inicializacdo do subsistema pressao-velocidade também
é baseado no método de Newton e estd descrito a seguir.

Primeiro passo. Atribuimos uma aproximagao grosseira para a pressao nos pontos interiores
0, _
da malha, denotada por p;, j =0,1,--- ;N — 1.

Segundo passo. Usando a aproximacao grosseira p?, a partir da equacao da velocidade
estaciondria (4.80) e da equacao da pressao (2.11), determinamos uma primeira aproximacao

para (v(a:j_%,()),p(xj,())), denotada por (vm(5), p(5))-
Terceiro passo. De posse das aproximacoes iniciais m(j) e p(j) obtidas no segundo passo,
usamos normalmente o método de Newton para as equacoes da velocidade estaciondria e
da pressdo para obtermos aproximacgoes melhores de (v(xj_%,O),p(:cj, 0)), denotadas por
(1:)m(j), ﬁ(j)), respectivamente.

Apo6s um numero suficiente de iteracées do método de Newton no terceiro passo, fazemos
5,1 = om(j) = im(j) e p; = 5(j) = BU).
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Obs 4.5. Observamos aqui que a implementacao dos trés passos acima difere para cada
conjunto de condigoes de contorno considerado. Por isto, em cada Secao especifica de um
conjunto de condic¢oes de contorno havera uma subsecao sobre a implementacao deste passos
para tal conjunto.

4.5.1. Primeiro passo - Aprozimagao grosseira da pressdéo. Vamos considerar que as grandezas
em U(z,0) sejam dadas, digamos por (U°(z,0)).

Suponhamos que a pressao seja dada pelo menos numa das extremidades do reservatorio.
Se a pressao for dada apenas numa extremidade, escolhamos este valor para ser as aprox-
imacoes iniciais nos pontos x; interiores da malha, denotadas por p?.

Obs 4.6. Caso a pressao seja dada nas duas pontas, pode-se escolher p? como sendo um
destes dois valores, ou fazer uma interpolacao linear entre eles.

Assim para a aproximacao inicial da velocidade, as fun¢oes que dependem de U e de p
serao avaliadas em (UJQ , p?). Vamos usar o superscrito “0” para indicar estes valores. Por
exemplo, Mlg significa M; (U7, p}) = My(U(x;,0), pY).

4.5.2. Sequndo passo - Discretizagao das equacoes da velocidade estaciondria e da pressao no
intertor da malha. Vamos considerar primeiro a equagao da velocidade e depois a equacao
da pressao.

Discretizacao da equacao da velocidade estaciondria.

A fim de obter as primeiras aproximacoes U1 = om(j), j=1,2,---,N — 1, para poder
iniciar o método de Newton, que serd usado para calcular os valores iniciais de v e de p,
vamos considerar a discretizagdo espacial da equagao (4.80) num ponto z; do interior da
malha:

1 _ L 0 0 0 0
A—m(vj—l-% - Uj—%) + %Uj (FSJ ) [Mlj+1 - Mlj—J + ng+1 - ng—1)
1 0 0 0 0 0 0
:4(Ax)2 B, ® (ng+1 - ng—l)] . (W(Ujﬂ) - 7r(Uj—l)) + Gy, (4.81)

ﬁ(%% — )+ ﬁ (753 +50y) (P95 - (M2, — Mp_ ] + M, — M3,_)
- Alx)Z B ® (M), - Mg_l)} (@ (U) — 7(U)) + G, (4.89)
Fazendo a identificagio 7; 1 = om(j) e Ui = om(j + 1), obtemos o seguinte sistema:
ay(§)Tm(5) + 057 + 1)om(j + 1) = 1)) , (4.83)

onde
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1 1

0, 0 0 0 0 0 .

a(])z—(—l-i-Z[ij-(MlHl—Mljfl)-l-Mng—ngfJ), j=1,2,--- ,N—=2,
(4.84)

1 1
000) = 5o (14 g - (MY = ME_) + My, = M, ]}, G=2,3, N—1, (485)

. 1 ,
78(]) = 4(A3}')2 |:BZ(1)J ® (Ml(;'+1 - Mlgfl) ) (W(Uj(']—{—l) - W(Ug(')fl)) + GS] y )= ]-a 2) e 7N —-2.
(4.86)

Awaliagdo vetorial dos coeficientes para a inicializacdo da equagdo da velocidade no interior
da grade.
. e . . L 1 1
Como antes, inicialmente calculamos as constantes: - e B @ha)

Consideremos que o vetor U°(5) consistindo dos valores iniciais das saturagoes no nivel de
tempo t° = 0 esteja precalculado. Consideremos também o vetor p°(j), preenchido com o
valor da aproximacao inicial grosseira da pressao p°.

De forma andloga as fungdes definidas em (4.39), (4.40), (4.41) e (4.45) definimos as
funcoes vetoriais, para j =1,2,--- , N — 2:

@) = 5 (7% + 1) -7 - 1)) (487
MeEG) = 5 (MG + 1 - 226 - ) (1.88)

C°3j) = %(Ff(j) M (5) + %(Mgo(j +1)— M) (j — 1))) : (4.89)
BU) = (a7 | BEG) © MEG)| 7ol (4.90)

Considerando as expressdes das funcoes vetoriais definidas em (4.88), (4.89) e (4.90), os
coeficientes (4.84)-(4.86) da equagdo (4.83) podem ser escritos na forma vetorial como:

)= L T-14+C%)], j=1.2- N—

. 1 . . .

Ar T

Ym,(j +1) =) =G(j) +BL(), j=1,2,---,N—2. (4.93)
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onde lembramos que G, (j), M;(j) e My(j) estao definidas, respectivamente, em (4.30), (4.31)
e (4.32), e que o superscrito “0” significa que as avaliages das fungoes estiao sendo realizadas
nos vetores U°(5) e p°(j).

Obs 4.7. Note-se a semelhanca de (4.91), (4.92) com (4.50), (4.52), respectivamente. No
entanto o coeficiente 72(j) dado em (4.93) é semelhante a -, (j) apenas pela preservacio dos
dois tltimos termos em (4.54). (Veja-se também (4.77), para o caso incompressivel).

Discretizagao newtoniana da equacdo da pressdo no interior da grade.
Consideremos a discretizagdo espacial da equagdo da pressao (2.11) no ponto T 1 do

interior da grade, admitindo a aproximacao inicial p°(j) = p° e com o objetivo de obter uma
aproximagao inicial melhorada p(j) para p(z;,0):

_ Kj—% 0 _ _ Kj—% 0 0 0
V1= A—ij_%(Pj - pj—l) + Az Sj_% : (W(Uj) - 7r(Uj—1)) . (4-94)

Tomando médias:

b= 22
772 2Ax
Multiplicando tudo por Az, obtemos:

K. 1
(B£_1+-5¥)@%-—2%—1)+—§i§§45§_1+-5?)'(W(U?)-ﬂ(lﬁl1ﬁ- (4.95)

Rl +R) ) R)_,+R)_ S+ 8]
K; %pj_l +Azv;_1 - K;_ %pj =K 1 % (@ (UD) = 7(ULy)).
(4.96)

Identificando p; com p(j) e U;_1 com vm(j) e K;_1 com Km(j), isolando p(j — 1) e p(j),

1
2

Ly = 1P — 1) + Azom(5) + Dy(7)p(5) = A(5), (4.97)

onde
Lg(j):w(R%R?H), j=0,1,---,N—2, (4.98)
DY(j) = —K”;(j) (R;?l + R;?) =-LLG-1), j=12,---,N-1, (4.99)
A&ﬂ:fﬁwﬁ<$?fhﬁ)-@a@y—ﬂufgy j=1,2---,N—1,  (4.100)

Note-se a analogia de (4.97)—(4.99) com (4.58)—(4.60), retirando-se os termos com derivadas
em p. Porém a analogia entre (4.100) e (4.61) é mantida apenas pelo termo intermedidrio
em (4.61).

Awaliagao vetorial dos coeficientes para a inicializacdo da equacao da pressao.
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Como antes, considere que vetores U%(j) e p°(j) sejam pré-calculados, os quais consistem
dos valores das varidveis U(j) no nivel de tempo zero e das aproximacoes p; = p° para a
pressao.

A partir das funcoes pré-calculadas anteriormente, definimos fungoes andlogas aquelas
definidas em (4.67)—(4.70), para a inicializacao:

ren(j) = 00 (1 - 1)+ 7)), (4.101)
sem() = 220 (5% - 1)+ 50) ), (4.102)
pen(i) = 3 (##6) -6 - 1), (4.103)
rem(©°(7)) = 3 (+(U°0)) = 7@ - 1)) (4.104)

Com as defini¢bes das funcoes (4.101)—(4.104) os coeficientes (4.98)—(4.100) podem ser
escritos na forma vetorial como:

0/ _ 0(; -
Lo(j)=Rem’(j +1), j=0,1,---,N=2, (4.105)

que é andlogo a férmula (4.71) a menos dos termos com derivadas em p;

DY(j) = —Rem®(j) = -Ly(j —1), j=1,2,--- ,N—1, (4.106)

que é andlogo a férmula (4.72) a menos dos termos com derivadas em p;

Ap(f) = 25em®(j) - wem(U°(7)), =12+, N -1, (4.107)
que difere de A,(j) dado em (4.73) pela eliminacdo dos dois termos externos

e preservando apenas o termo intermedidrio.

Relembramos que o superscrito “0” significa que as avaliagoes das fungoes estao sendo real-
izadas nos vetores U%(j5) e p°(j).

O sistema linear para a primeira iteracdo do método de Newton na inicializa¢do do subsis-
tema pressao-velocidade no interior da malha.

Juntando a equagdo (4.83) com a equagdo (4.97), obtemos o sistema para a primeira
aproximacao da pressao e da velocidade no interior da grade:

ay (7)om(5) +6,(7 + 1)om(j +1) = 7)), (4.108)

Lo(j — 1) p(j — 1) + Azom(s) + Dy(5) p(j) = A7) (4.109)

onde, na forma vetorial, os coeficientes sdo obtidos de (4.91), (4.92), (4.93), (4.105), (4.106)
e de (4.107). Note-se a analogia entre os sistema (4.108)—(4.109) com o sistema (4.74)—(4.75)
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no caso compressivel, e com o sistema (4.78)—(4.79), no caso incompressivel. Observe-se que

em vez de A, estamos calculando as préprias grandezas.

4.5.3. Terceiro passo - Iteracdo genérica do método de Newton. A k—ésima iteragao (k > 1)
do método de Newton é totalmente andloga ao caso da aproximac¢io num nivel de tempo " 1.
Ou seja, conhecidas as aproximagoOes temporarias 7m(j) e p(j) determinadas no segundo
passo, incrementamos o processo iterativo para obtermos aproximagoes melhores vm(j) e
p(j) de ’U(:Ej_%, 0) e de p(z;,0), respectivamente. Portanto, teremos que resolver um sistema

andlogo ao sistema (4.74)—(4.75):

(5 = DAP(I = 1) + ay(5) ATm(j) + Bu(7)AP(7)

+6,(J +1)Avm(j +1) + 0,(j + 1)AP(j + 1) = % (),

Lp(j = DAD(j — 1) + 2AzA0m(j) + Dy (5)A(7) = Ap(7) -

Para obter os coeficientes acima consideramos inicialmente:

U; =U(z;,0), dados em (4.17), j=0,1,---,N—1,

(vm(5),p(5)) obtidos do sistema (4.108)-(4.109) j=0,1,--- , N — 1.

Dai os coeficientes do sistema (4.110)—(4.111), sdo:

(4.110)

(4.111)
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ny(j) dado pela férmula (4.49), para j = 0,1,--- , N — 3,
a,(j) dado pela férmula (4.50), para j = 1,2,--- | N — 2,
oG, 1 oF, _ _

) == )+ A, vmel ) - Mc(j) — Ba(j 4112

Bu(4) ( ap )(]) t A ome(j) ( ap )(]) c(j) — Ba(j), ( )

para j =1,2,--- ,N — 2,

que é andlogo & férmula (4.51), retirando-se o termo transiente T (j),

d»(j) dado pela férmula (4.52), para j =2,3,--- N — 1,

0,(j) dado pela férmula (4.53), para j =2,3,--- , N — 1,

Ymy(§ + 1) = 7,(4)
= - (m(+ 1) = am(j) — 5= 9me() CG) + Gali) + Bals), (4.113)
paraj=1,2,--- /N — 2,

que coincide com a férmula (4.54), retirando-se o termo transiente 7 (),
L,(j —1) dado pela férmula (4.71), para j = 0,1,--- , N — 2,
Dy(j) dado pela férmula (4.72), para j =1,2,--- ,N — 1,
A,(j) dado pela férmula (4.73), para j =1,2,--- ,N —1.
5. CONDICOES DE CONTORNO:

INJEGAO: SATURAGOES, VELOCIDADE E PRESSAO ESPECIFICADAS;
PRODUCAO: NEUMANN NAS SATURAGOES.

Consideremos as seguintes condigoes de contorno na extremidade de injecao:

U_y =U'(t), (5.1
v_1 = v'(t), (5.2
p,% = pi(t) ) (53)

acompanhadas pela seguinte condi¢ao de contorno na extremidade de producao:
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(%g)N_I=L§@y (5.4)

Obs 5.1. O caso mais interessante e que estd programado é a condi¢cdo de Neumann ho-
mogenea, em que

US(t) = 0.

Notagao. Vamos usar a seguinte notacao para as varidveis de contorno quando avaliadas
no contorno (z_1, t), com ¢t > 0:
2

U= U, (5.5
vy =0, (5.6
pir=p (5.7

Para as fungoes e suas derivadas que sejam dependentes de (U, p) vamos usar um super-
scrito “¢” para indicar avalia¢do no ponto (U, p*). Por exemplo,

Fy=Fy(U'p') = Fy(U_1,p_1)- (5.8)

~3

Da mesma forma usaremos um superscrito “i(n)” ou “i(n+1)” para indicar que a avaliagido
estd sendo realizada no nivel de tempo " ou t"*!, respectivamente. Por exemplo,

M = MU ("), 9 (1), (5.9)

MY = MU pi (7)) (5.10)

5.1. O subsistema de balancos.

5.1.1. Duscretizacdo do subsistema de balancos na injecao. Iniciamos pela discretizacao es-
pacial do subsistema de balancos no ponto zy, o centro da primeira célula

o Hu(U,p)o + AL:E{ CCONCT p)>l}

- (BU(U7 p) 2—5)

1 ou

Usaremos uma diferenga ndo centrada para aproximar (0U/dz)_1 na Eq. (5.11). Isto
introduz um erro local de primeira ordem, que nao faz perder a segunda ordem de precisao do
esquema global. Por outro lado, diferenca centrada nao pode ser usada, pois seria necessario
introduzir um ponto de grade fora do dominio fisico. Usando a notacao introduzida no inicio
desta Secao para as avaliacoes referentes as aproximagoes na extremidade de injecao com
superscrito “7”, temos:

N =

1
2
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i (UO B Ui)
) - BUW + Gy (U, p)o-

e reagrupando obtemos:

(5.12)
Tomando médias espaciais, aproximando a derivada espacial restante por diferenca centrada,
O Hu(U,p)o + ——2 2| Fy(U, p)o + Fy (U, p)1 | — v'F
— —< 2 -
6tU »P)o Azl 2 uvlY,P)o v\Y,P)1 U
1
-~ 2(Ax)?

{(BU(Ua p)o + By(U, p)1) (Ur — Uy) — 4By, (Ug — Ul)} + Gy (U, p)o.  (5.13)

1

Discretizag¢do temporal. Passemos a discretizacdo temporal da equacdo (5.13):
At

(#0025 - Ho.)

. 1

Az |2

+ @ Fy (U, p)t + O] Fu (U, )}
2

evg“FU(U, )t + e’ngU(U, D)o

— (evi("“)Fé—("H) + e’vi(")FIz}(n)> }
_Q(A.T)z {6 (BU(Ua p)e™ + By (U, p)?“) (U{LH - U6L+1>
+¢€ (BU(U, p)s + Bu(U, p)’f) (U? - Ué‘)

+ (Gu(U,p)5 ™ + €Gu (U, p)}).

Reagrupando, obtemos:

(5.14)
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1 n n 1 n n [ ) n
Kt <HU(U,p)0+1 — HU(U,p)O) + m{ (GU%_HFU(U,Z))O_H + € U;FU(U,p)O)

+ (ev’f“FU(U, )it + e’v’%‘FU(U, p)'f) } ~ Az [evz("H)FU( oy e’vz(”)FU( )]
2
1
- n+1 n+1 n+1 n41
- Q(Ax)Q{E(BU(Uap)o + By (U,p)7 ) (Ul - Uy )

e (an, P+ Bo(U, p)?) (vr - )

—4 (GB;}WH) U(v)H—l + G;B;}n) USL) +4 (GB;'j(n+1)Ui(n+1) 4 G’B;](n)UZ(")) }

+ (EGU(U, p)g‘H + G’GU(U, p)g) (515)

O método de Newton para dados especificados na inje¢ao. Usaremos o método nao linear de
Euler/Crank-Nicolson. Suponhamos conhecida a aproximagao (U™, v",p"). Sejam (U, v,p)
uma aproximagao temporaria de (U™ o™ p"*1) e (U, s, p) uma nova aproximagao a ser

determinada de (U™*!, v™ Tt pntl).
Usaremos a notacdo H} = Hy(U",p"), Fj} = Fy(U",p"), Bl = By(U",p") e G}, =

Gu(U™, p"):

1 = 1 = =
x (HU(U,p)O - H{}0> + E{ (66%FU(U,13)0 + €t go) + (GE%FU(U,ﬁ)l + et {;1) }

evi(”H)Ff]("H) + e’vi(”)Ff](")]

— E"_‘

2(Az)? {6 (BU(ff’p)O + By (U aph) (0h = To) +¢ (B%}o + B&) (U~ Ug)

_ 4<6B;'J(n+1)(=]0 + e’B;}n)ng) +4 GB;'](n-I—I)Ui(n—}-l) + e’ij(”)U"(”)> }
(5.16)

+eGu(U,p)o + €G, .

Somando e subtraindo termos convenientes:
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+¢ (B;}O + B{}l) (Ur —up) -4 (eB;}”“) (T — To + Ty) + e’B;}")Ug)
+4 <EB;§"+”UZ'<”+” + e’B;'}mUi(")) }

+ € (GU(U,]j)O — GU(U,ﬁ)O =+ GU(U,ﬁ)()) + G’G?fo' (517)

Linearizando em torno de (U, p) e substituindo U-U = Al:], obtemos a seguinte equagao:

OHy 1
3 (%) st (- )
oFy

1 — aFU n ), n n — 9 n
+E{€U§<6U>AUO+€5F -l—ev , T €U1 (8U)AU1+61)1FU1+€U }

_ A_ |:€Uz(n—|—1)FU( +1) + 6aUz(n)l_;wU( ):|

x
1 0By - 0By - _ _ - L
ZW{G (W)O e} AU(] + (W)l o} AUl + BUO +BU1 ((AUl - AUU) + (U1 - UO))
+€ (B,’}O + B{}1> (Ur - ug) -4 <EB;§"+” (AT, +Tp) + e’B;'}">Ug)
i(n+1) i(n+1) ; i(n 86[] r7 2 IPall
+4(eBy U +e€ B it +e 50U AUy + eGy, + €G- (5.18)
0

Negligenciando termos de segunda ordem O(A?):
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1 OHU = 1 €V1
L (%Eu) A Ay, — H
At(@U )0 UO+At( vo ~ U°>+2Ax

0Fy 0Fy
(8[]) ATy + (aU) AT,

1 ’n n n 1 i(n i(n+1) 7,,4(n) i(n)
+m %(FU0+FU1)+€U1 (FU0+FU1) _A—x[ev( +1)FU +61)( )FU
! 0By _ (0By N\
= 2(A$)2{6 ((W)OOAUO_*— (W)loAU1> (Ul_UO)

+ (BU0 + BUI) (AU, — AU,) + (BU0 + BU1> (U —Uy)

+€ (B;}O + B{}l> (ur-ug) - 4<6B (AU + Ty) + € BY" U")

i(n ] i(n) 7 7i(n aé r ~ Vel
+4<€BU( +1)U’L(n+1) +€’BU( )U( )) } —+ 6( a[}])OAUO +€GU0 + € GUO' (519)

Usando as propriedades de o e ®, colocando em evidéncia AU o€ AU 1, isolando-os no lado
esquerdo e reordenando o lado direito de (5.19), multiplicando tudo por At, obtemos:

aI_{U 6C¥U eAtU1 8FU eAt B B
2V A L 5 5
{<8U )0 ‘ t( ou )0+ 2Az \ oU 0+2(Am)2 v, + By
eAt (0By - 2Nt 1) | « =
W(w)o‘g’(“ Uo) + B0 (AU

(Az)2 ™Y
€AtTL / 9Fy eAt [ - _ eAt (dBy _ -
+{ o (ar),~ 2ty (BU°+BU1>‘2<A> (av) @ (s = Th) p Al

_ _ At

t _ _ _ _
+m 6(BU0+BU1) (Ul—Uo) +€’<B[7}0+B(7}1>(U{Z—U3)
28t | ni(n+1) (7 (n41)) 4 i) )
A eBy" TV (Uy — U™ 4 e B (Uy — U'™)

At i(n i(n+1 5, 4(n) i(n
+A—{L’|:€U(+1)FU( )+€U()FU():|

(5.20)
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Para efeito de programacao, introduzimos aqui a seguinte notacao para as varidveis de
contorno na extremidade de injecao:

Um0 = U_% , (5.21)
vm0 =wv_1, (5.22)
pmO=p_1, (5.23)
as quais para as condi¢oes de contorno desta Seccao recebem os valores:
Um0 < U*, (5.24)
vm0 < v*, (5.25)
pm0 + p'. (5.26)

Com isto as fungoes avaliadas na extremidade de injecao, passarao a ser denotadas, por
exemplo, por

Fym0]" = Fy (Um0, pm0™) = Fi™
Fym0]™* = Fy(Um0™!, pm0™t!) = F[i](n—l—l) ,
Bym0]" = By(Um0", pm0™) = BE™
Bym0]"*! = By (Um0™, pmont!) = B;‘](nﬂ) .

[
[
[
[

Como Um0 = Ui omon = '™, pom = p™, Um0t = U ymOntt = it e
pm0"tt = pi(+1) s30 dados de injecdo e como Uy, Uy, © 1 sao fornecidos pelo passo anterior do

processo iterativo de Newton, todos os termos do lado direito da Eq. (5.20) sdo conhecidos
e esta pode ser escrita compactamente como:

D(0)AU(0) +U(1)AU(1) = A(0), (5.31)
na qual:
D(0) = Dym0 + D,(0) + Dy(1), (5.32)
onde D.(0), D,(1) sao obtidos fazendo j = 0 nas férmulas (4.10), (4.11) e
Dym0 = &%[Bmo]"“ : (5.33)

note-se que D;m0 é uma redefini¢do de D;(j — 1) em (4.9), para j = 1.
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U(1) é obtido da férmula (4.12), fazendo j = 0;

A(0) = Am0 + A (0) + A.(1), (5.34)
onde A.(0) e A,(1) sdo obtidos fazendo j = 0 nas férmulas (4.15) e (4.16), e

At
Am0 = . [eva"H[FUmO]"“Ll + €vm0™ [ Fym0]™
T

2At

~ oy e[Bym0]" ™ (Uy — Um0™*") + € [Bym0]" (U§ — UmO™) | ;

(5.35)
note-se que A;m0 é uma redefini¢do de A4;(j — 1) dada em (4.14), fazendo j = 1.

5.1.2. Duscretizacdo do subsistema de balancos na produgcdo. Vamos considerar as condicoes

de contorno na produgao. Usaremos as variaveis de contorno v, _ 1epy 1 provenientes

do subsistema pressao-velocidade, bem como UN_%, que é incégnita nesta Secao.
Inicialmente aproximamos a condi¢do (5.4) usando diferengas regressivas no ponto x N-1

UN—— - UN_l
—2 = U. 5.36
Az /2 o ( )
Dai obtemos explicitamente a variavel de contorno
A
Uy_1 = Uy + ;U;j. (5.37)

Portanto as fungoes Fy; (U, p) e By (U, p) e suas derivadas podem ser avaliadas na extremidade
direita x N-L- Por exemplo,

Fo, , = Fo(Unr+ 5202 by ). (5.39)
BUM% = By(Uy-1+ %Ui, Py-1), (5.39)
Fy, = Fo(Uyoa+ %U;‘"), Py-1) (5.40)
By, , = Bu(Ui_, + %U;‘"’, Py-1)- (5.41)
FR = Ry (U + SL080, gy ), (5.42)
B[”]t% = By (Uyt + %Uj(”“), Pn-1) - (5.43)

Passemos agora a discretizacao do subsistema de balangos (2.7) no ponto zx_1, 0 centro
da tultima célula:

ou

S H U + o (sFolUn)) = 5 (BU<U,p>%) +Gu(U).
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Discretizacao espacial.

0 1
aHU(Uap)N—I + A—x{UN_%FU(U’p)N_% - UN—gFU(Uap)N—%}
1 . oU
= Az BU(Uap)N—%Um - BU(Uap)N—g o s + Gu(U,p)n-1- (5.44)

Rearranjando os termos convenientemente, temos:

o Uy_3 1 oU
—H = 2 F, —B —
ot U(Uap)N 1 Az U(Uap)N—g + Az U(Uap)N—% (61))N_3
UN_% 1 e
= — Az FU(U, p)N,% + A—.Z‘BU(U’ p)N,%Uw + GU(U, p)N,1 . (545)
Utilizando médias espaciais:
0 Un_3
EHU(Ua P)N-1 — 2Aa§ [FU(U, p)n—2 + Fu (U, p)N—1:|
1 oU
_— |B .4+ B 3 el
+2A:c[ v(U,p)n—2+ Bu(U,p)n 1} <8x>N_3
UN*% 1 e
= — Az FU(U,p)N,% + A—xBU(U,p)Nf%Uw + GU(U,p)N,1 . (546)

Discretizando a derivada espacial remanescente usando diferenca centrada no ponto x, _s,
2
obtemos:

0 Un-3
EHU(Ua PIN-1— QA; [FU(U7 p)n—2 + Fy(U, p)N—1:|
1
+ 2(80)° [BU(U, p)n—2 + Bu (U, p)N—1:| (Uv-1— Un-2)
UN*% 1 (4
= — Az FU(U, p)N,% + EBU(U, p)N,%Um + GU(U, p)N,1 . (547)

Discretizac¢ao temporal. Fazemos agora a discretizacao temporal da equagao (5.47):

1 » ev%tlg " » GI’UZ_ 3

n n 2 n n 2 n n
Kt <HUN—1 - HUN1> - QAx [FUN—Z + FUN—I} - 2A$ [ Un_» + FUNI}
€ +1 +1 +1 +1 €

ev™ v

_ N—3 pn+1 _ N—3 L n+1 e(n+1)

N Az FUN—% Az FUN—% + AxBUN—%UI
¢ )

+ EB%}N_%UJE(") +eGE +EGE (5.48)
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O método de Newton. Lembramos que U, ¥ e p sdo aproximagoes de U™, v"*t! e pntl
sendo que 7 e p estdo temporariamente fixadas e U j& é uma nova aproximacao de U"*! a
ser obtida. Fazendo estas aproximagoes, (5.48) fica:

1 = n €Vp_3 - _
A_t (HU(Uap)N—l - HUN_1> — Qsz |:FU(Uap)N—2 -+ FU(U,p)N—1:|
€V s . _ i ) )
- 2Ax2 [FgN—‘Z + F{;N—l] + 2(Az)? [BU(Uap)NQ + BU(U:p)Nl] (Un-1—Un-s)

_ !,.Mn
6UN7% 7= GIUN*% n € o~ e(n+1)
N v(U,P)y-1 — N FUN_% +A—BU(Uap)N7%Uz
€ =
+ A—mB}}N_% U™ + Gy (U, p)v—1 + €GY . (5.49)

Linearizando a equacio (5.49) em torno de U:

1 (0Hy = 1 [-
R (e NN VISR - S 2l
At( au )N_1 Un-1+ At{ Un-s UN—I]

€y 2 [ (OFy _ oF, _ i .
— 2 o'y AT~ oFy AT B -
(), b2, oo

€vl s € 0By = 0By ]
Fn Fn A — arr AU -
[ Un-s + UNI] +2(Ax)2 |:< 3U)N20 Un 2+<8U)N10 "

2
+ By,_, + BUN_1:| (AUn—1 — AUy—2+ Un-1 — Uy—2)

2Az

6I

+ 2(Aa)? [B{}N_2 + B{}N_l] (Ux_, = Up_y)

_ _ !,

€Un_1 [ (OFy = _ €Un-1

—— 2| (ZY) AT Fy |- —zpn
Az [( oU )N—l vy T } v

€ 8BU = > e(n+1)
* Az [(W)Nl ° AUNfé + BUN‘%:| Vs

AﬁN_1 + 6GUN_1 =+ GIG?]N_I . (550)
1

Omitindo os termos de segunda ordem e usando as propriedades dos operadores o e ®:
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i), 0 g o= |
- ezgf [(38%) N_QA[_]N2 + (%%) N_lA(_]N1]
TR T
+ Saey (%—BU> _©(On~Un)AT
+ 2(A6x)2 (%)Nl ® Uy — Uy 2)AUx 4
+5 ( Aﬁx)Q [BUN T BUN_I} (Un1—Un2)+ 2 Aelx)Q [ Uny + B;}N_l] Uy 1 —Uyr_,)
5 - . 1y
__ 672:; (%)N 1A[:]N_% B EUX;;FUN_% ~ “ZV;;FSN_%
i (%) o Us AT y_y + 3 -Bu, Ui + AG—;B{}N_%Uj(")
+e(a£]U)N_1A[:JN_1 +€eGuy_, +€Gy (5.51)

Colocando em evidéncia os termos AU N_g € AU N_1 € AU N-1y separando-os do lado
esquerdo e multiplicando tudo por At, a equagdo (5.51) passa a ser escrita como:
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OHy Gy eAt [OBy ) i
- — A -y _e=er ) B )
+{<8U>N1 € t( 50 >N1+2(Ax)2(—3U>N1®(UN 1 — Un_s)
Aty (9Fy eAt - _ _
—_ 2 A )
20z ( ou )Nl i 2(Ax)? [Buwo + BUN—l]} Un—

GAt'DN_l 8FU €At 8BU
2 = Ue (n+1) AU
+{ Az (8U>N_% Ax<aU)N_1® } N-}

€Aty _
2Ax

(FUN 2+FUN 1)

Un_o T F0n ) — W(BUN_Q + By,_,)(Unv-1 — Un—2)

G/At n n fAtUN L
. ""Ta2grm i‘t R e(n+1) ﬁ n e(n)
Az FUN_% + s By, Uz + ~ BUN_lUm

+ eAtGy,_, + € MGy (5.52)

Passo genérico do Método de Newton. Primeiro cuidaremos do tratamento da variavel de

contorno AUy _1 na Eq. (5.52). Usando a versdo discreta (5.37) da condi¢do de contorno de
Neumann (5.4) temos simplesmente que

AUy 3y =AUy - (5.53)

Substituindo A(:]N_% dado em (5.53) na equacio (5.52), obtemos:
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€Aty s [ 9Fy eAt (OBy . .
U oa (3) L e (o), © O = O

eAt - _ =
~ ey [Buy_, + Buy_,] }AUN_2

8EU 8 U GAt GBU r 7
+{< oU >N_1 - 6“( ou >N_1 " 2y ( ou )N_l @ (U =)

€Alvy s (JF, (AN - -
2 ( U) + [BUN—z + BUN—I] +
N-—1

2Ax oU 2(Ax)?
eAtoy_1 (9Fy eAt ( OBy —
) el UL AU -
T A <8U>N_% Ax<aU>N_%® z N1
= eAtGyy_, +€AGY | — (Hyy_, — Hp )

+ W(FUN_Q + Fuy_,) + W(FUN_Q + i)

eAt _ - - €At " . .
~ 2(Ax)? (Buy_, + Buy_)(Un-1 = Un—2) = 2(A1)? (Brry_, + Bry_J(Un-1 = Ux—s)
_ 2 _ 2 n D e(n+1) n e(n)

Am FUN_% Am FUN_% + A./E BUN—% Ua; + Am BUN—% Uz . (554)

Para efeito de programacao, introduzimos aqui a seguinte notagao para as varidveis de
contorno na extremidade de producao:

UmN =Uy_1, (5.55)
vmN =vy_1, (5.56)
pmN =py_1. (5.57)

A varidvel UmN recebe o valor obtido em (5.37):

A
UmN  Uy_y = Uy_y + Tng. (5.58)

As variaveis vmN e pmN recebem os valores da aproximacao “barra”.
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Com isto as seguintes funcoes podem avaliadas na extremidade de produgao:

[FymN] = Fy(UmN, pmN),

[BymN] = By (UmN, pmN) ,

[0FymN OFy(UmN, pmN)
oU oUu ’

[0BymN _ OBy (UmN, pmN)
oU o oU ’

[FymN|" = Fy(UmN",pmN™) ,

[BumN|" = By(UmN",pmN") .

Podemos entao escrever o sistema de balancos discretizado na extremidade de producao
(5.54), sujeito a condi¢do de contorno de Neumann nas saturagoes, num passo genérico do
método de Newton, na seguinte forma compacta:

L(N = 2)AU(N — 2) + D(N — DAU(N — 1) = Ag(N — 1), (5.65)
onde
L(N —2) é dado em (4.7), fazendo j = N — 1,

D(N —1) = Dy(N — 2) + D(N — 1) + D,mN , (5.66)
sendo que D;(N — 2) e D.(N — 1) sdo obtidos das férmulas (4.9) e (4.10), respectivamente,
fazendo j =N —1, e

DomN — eAtomN [0FymN _ eAt [0BymN

T T A au Az | oU

Note que D,mN é uma redefini¢do de D,(j + 1) dada em (4.11) fazendo j = N — 1.
O lado direito do sistema (5.65) é dado por:

] ® Usnth) (5.67)

Ag(N —1) = A(N —2) + A(N — 1) + A,mN , (5.68)

onde A;(N—2) e A.(N—1) sdo obtidos das férmulas (4.14) e (4.15), respectivamente, fazendo
j=N—-1e A,mN é dado por:

A
A,mN = —A—t !eva[FUmN] + vmN"[FymN]" — ¢[BymN|UL™H) — ¢[BymN]"UL™ | .
T

(5.69)
Note que A,mN é uma redefini¢do de A,(j + 1) dado em (4.16) fazendo j = N — 1.
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Primeira iteracao do Método de Newton. Na primeira iteracao do método de Newton, a
versao discreta (5.37) da condigdo de Neumann (5.4) é obtida simplesmente fazendo

Az

ﬁN—é = U]W\',_% - U]W\}_l + TU;(H) ) (570)
para a aproximacao melhor U N-1 de U;‘:ll , fazemos
2
= = A
Oy =0Onos+ TJJU;?(““) . (5.71)

Subtraindo a equacdo (5.71) da equacdo (5.70) e usando que no primeiro passo Uy 1 = U},
obtemos:

_ _ A
AU y_y = AUy + - (U) — Uz). (5.72)

Da mesma forma que numa iteragao genérica, na primeira iteragdo do método de Newton,
substituimos AUy _1 em (5.72) na equacdo (5.52) para obter a seguinte equagdo na forma
compacta:

L(N —2)AU(N —2) + D(N — 1)AU(N — 1) = Ay(N — 1), (5.73)
onde

L(N —2) dado em (4.7), fazendo j = N — 1, (5.74)
D(N —1) ¢ dado na Eq. (5.66),

~ ~ A
Ap(N—1) = Ag(N —1) - 7‘”” D,mN AUS™Y | com (5.75)
Ag(N—1)  dado em (5.68),

D,mN  dado em (5.67),

AU;;(”“) — U;("“) _ Uj(”) ]

A equacdo final na extremidade de producdo. Em ambos os casos, passo genérico ou passo
inicial do método de Newton, obtemos a seguinte equacao na extremidade de produgao:

L(N —2)AU(N —2) + D(N —1)AU(N —1) = A(N — 1). (5.76)

Para calcular os coeficientes em (5.76) relembramos que as varidveis de contorno vmN e
pmN, introduzidas em (5.56) e (5.57), respectivamente, tém valores congelados provenientes
do sistema pressao-velocidade. O valor de UmN é dado por

) ) A
UmN = Uy_, + ;U;’("“) . (5.77)

Com isto, os coeficientes em (5.76) sdo dados por:
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L(N —2) dado em (4.7), fazendo j = N — 1,
D(N —1) dado em (5.66) e

Ag(N —1) na primeira iteracio do método de Newton, ou

mN—n:{

;IG(N — 1) numa iteracdo Genérica do método de Newton,

com Ag(N —1) dado em (5.68) e Ag(N — 1) dado em (5.75).

Obs 5.2. No caso da matriz By ser constante as derivadas de By se anulam. Dai o termo
contendo 2BZ deve ser eliminado da férmula (5.66), via as férmulas (4.9) e (5.67).

5.1.3. O sistema linear para o subsistema de balancos. Considerando as discretizacoes feitas
nas subsegoes (4.1.1), (5.1.1) e (5.1.2), a forma matricial do sistema algébrico a ser resolvido
é a seguinte:

D(0) U(1) AU(0) A(0)
L£0) D) U?2) AU(1) A1)
L(N—-3) D(N-2) UN-1) AU(N —2) B A(N —2) |
L(N —2) D(N-1) AU(N —1) A(N —1)

(5.78)

onde os blocos da matriz dos coeficientes sdo dados pelas férmulas (4.7), (4.9), (4.10), (4.11),
(4.12), (4.14), (4.15) e (4.16) no interior e pelas férmulas (5.32), (5.34) e (5.66), (5.68), (5.75)
em cada contorno (note-se simplifica¢oes para o caso de By constante).

Obs 5.3. Em qualquer iteracdo do método de Newton, observamos que a varidvel de con-
torno UmN é dada por

A
Sl pemt1) (5.79)

ﬁmNZUmN+A@mvEmN—D+AmN—D+2 ¢

5.2. O subsistema pressao-velocidade. Lembramos que U_ 1,0
contorno definidos em (5.1), (5.2) e (5.3).

Usaremos a notacao introduzida no inicio desta Secao para as funcoes avaliadas na ex-
tremidade de injecao T_1.

e p_1 sao dados de
2

N[

5.2.1. Discretizacdo da equacdo da velocidade na injecao. Como V1 = v*(t) é dado nao
é necessario obter aproximacoes para vm0. Para o primeiro passo do método de Newton
fazemos:

Avm(0) = v+ — i) (5.80)
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e para os passos genéricos seguintes fazemos simplesmente:
Avm(0) =0. (5.81)

Obs 5.4. As equagoes (5.80) e (5.81) serdo usadas na definicdo dada em (5.178) e no lado
direito do sistema algébrico pressdo-velocidade no bloco dado em (5.188).

Discretizagdo espacial. Para obter uma equagao para Ap(0), faremos a discretizagao espacial
da equagao da velocidade (2.10) no ponto xg, o centro da primeira célula:

1 i Vg i i
A—l‘(vé_v)—i_A—x(Fvo. [Ml%_Ml}_i_(Mg%_Mg))
8M0 oM, 0 1 i 1
= (”(U” o T ot ) * Gy [B”" ® (M, - Ml)] - (7(U3) = 7(U) + Gy -
(5.82)
Tomando médias espaciais onde necessario:
E(v% —v)—i—m(v%—kv) Fy, - [My, + My, — 2M;] + My, + My, — 2M;,
oM, oM, 1 . :

— _¢0 (W(UO) . atlo + 8t_‘io) + 4(A$)2 |:Bv0 X (Mlo + Ml1 — 2M;):| - (W(Uo) + 7T(U1) — 27T(Uz))
+ Gy, - (5.83)

Discretizacao temporal. Utilizamos diferencas finitas retardadas nos termos que envolvem
derivadas temporais:

¢0 n+1 n n n n
A wUSTY) (M - MY+ MM |+

At (™ — o)

Az s

n m(Uz(n+1) + vgﬂ) (Fq')f:)-i'l . [ergﬂ + Mﬁ“ _ 2Mz( +1)} + Mgo+1 + Mgl+1 _ 2Mg( +1))

1 i(n n n )
= 1) {Bﬁou ® (M + Mp+t — 20 +1))] (U 4 (U)oU)
O (5.84)

O método de Newton.
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% (W(UO) (ML(U p)o — MZ) + M (U p) M”) i(f)% — v (n+1))
ﬁ(v (n+1) 4 12)%) (FU(U D)o - [Ml(U Plo + My(U,p)1 — 2M (n—|—1)]
+ M,(0.P)o+ My (0, 7): — zM;<n+1>)
1 U, p 7, D Z n+1) ] 7 i(n+1
+GU.Ph (5.85)

Linearizando em torno de (o, p)%:

%( 00 (0o, a0, + ¥, 1) + (e
+ Aix(m?% + 01— i) 4 ﬁ (ATJ% + 7y + Uz(n—H))
([(aa—lz)oAﬁO + FWO] : [(aa—]\;[l)oAﬁo + My, + (aa—]\Z)lAﬁl + My, — 2Mli("+1)]
+ (83—]‘?)0% i, + (aa—]‘;fg) ABy+ M, — QM;("“))
= 4(A1$)2 [((65”)0@0 + Bvo) ® ((66—]\;)[[)0Aﬁ0 + My, + (aa—]ZI)IAﬁI W — 2M;(”+1))} .

(5.86)

= Avm(1), Ap; = Ap(1), obtemos:
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)O}Aﬁm)

p

+{L + R (W + B, — 2M0) (0T, + 3T, — 20 ) }Mmu)

Ar  4Azx 4Ax
1 _OM, 1 oM,
i(n+1) 71 il i(n+1) 71 g
+{4Aa:(v T (G0t T ) (5,0
1 D 8M 7 i(n =
4(Az)? [ v (a—pl)l] (7(Uo) + m(Ur) — 2 (U +1)))}Ap(l)
¢0 (7— v Mn M M’n ]' — Z(’n+1)
_E((O) (Miy — Myy) + My, go)—A—x(U%—v )
1 i(n — i(n i(n
Taag ) (F (Mg + My, = 20 ) + Wy + My, = 2MH)
71 B |/ Y i(n 7 i(n ~
MPTIVSE [ w ® (My, + My, — 2M" “))} (w(To) + 7(0h) — 22 (UI™HD)) + Gy
(5.87)
A equagdo (5.87) pode ser escrita numa forma compacta como
Bu(0)AB(0) + 6, (1) ADm(1) + 8, (1) AP(1) = Fmy(1) = 7,(0) (5.88)

onde ym,(1) é apenas uma notagao conveniente para <,(0) para as condi¢oes de contorno
dadas nesta Secao.

Note que Avm0 de (5.80), (5.81) nao aparecem aqui, mas aparecerdo na defini¢ao (5.178),
a qual aparece no lado direito do sistema algébrico pressao-velocidade no bloco dado em
(5.188).

Obs 5.5. Note que a analogia entre a equacao (5.88) e a equagao (4.20) restringe-se aos
quatro ultimos termos, fazendo j = 0.
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Os coeficientes da equagio (5.88) sdo dados por:

3.0 = 2 (w00 O+ G50,) - (G5,

; _OM oM, OF, _ _ .
= (1) 7 ; ! g vy . i(n+1)
* 4Ax (U + Um(l)) (Fvo ( 8p )0 + ( 3p )0 + ( 8p )0 [Mlo + Mll 2Ml })
1 an Y Y i(n = — .
 A(Az) [(%)0 ® (M, + My, —2M]¢ +1))} - (n(Uo) + 7 (Th) — 2m(U™HD))
1[5 oM, . _ .
"~ 4(Az)? [Bvo ® (8—;)0] (o) + 7(T,) — 2 (U"F1)) (5.89)
0 ! Ly Y Y ity 1 Y i(n+1)
W) =+ (1 + 5 Fuy - (Mg + My, = 204D + 2 (M, + My, — 20, )) . (5.90)
j Lo - OM, oM,
_ = (. i(n+1) _ . 1 g
(1) = 4Azx (U +vm(1)) (F”O ( op )1 + ( ap )1)
1[5 oM, . _ .
 4(Ax)? [Bvo ® (3—;)1] (7 (Uo) + m(Uh) — 27T(UZ("+1))) ’ (5.91)

(v(To) - (M, — M) + My, — M) — < (om(1) — o¢"+D)

go

__%
At

1 ' F y y in ] |/ i(n
B 4Ax (vz(n_H) + Um(l)) (Fvo : (Mlo + Ml1 - 2Ml( +1)) + Mgo + Mg1 - QMg( +1)>
+ W [Bvo ® (Mlo + Mll — 2Mll(n+1)):| . (’ﬂ'(U()) + W(Ul) _ 27T(Uz(n+1))) + Gvo ‘

(5.92)

5.2.2. Awaliacdo vetorial dos coeficientes da equacgdo da velocidade na injecdo. Estendemos
aqui para a extremidade T_1, correspondendo ao indice j = 0, os valores das fungoes vetoriais

definidas inicialmente para o interior da malha em (4.38)-(4.41):

ome(0) = % (v“"“) + 17m(1)> : (5.93)
_ 1 _ _ (1
me(U(0) = 5 (W(U(O)) +7(U(1)) — 2n(Utt >)) : (5.94)
— 1/ - i(n+1)
. 1/ - _ 1, _ )
C(0) = 5 <F,,(o) - Mc(0) + 3 (M,(0) + M,(1) — 2M;("+1>)> : (5.96)

A fim de separar os casos de a matriz B, ser constante ou nao, vamos estender as defini¢oes
das fungoes vetoriais definidas inicialmente em (4.43)—(4.45), para a extremidade de injec¢ao:
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_ 1 0B, _ _

By(0) = Bo)? [( o )(0) ® Mc(O)] -me(U(0)), (5.97)
_ 1 [= oM, _

B = (5 | BO)® (—ap )(1)] 2e(0(0)), (5.98)
- 1 I. - ~

Bi0) = (xp Bv(0)®Mc(0)] e(T(0)). (5.99)

Além disto precisamos também da seguinte constante:

B:(0) = 55| Bo0) @ (1) 0)] - @ 0), (5.100)

Para destacar os termos transientes, definimos, como em (4.46), (4.47):

70 = 20 (w(ﬁ(@)) (%) o+ (%) <o>>, (5.101)
7,0 = -5 (+@0) - (310) - 317(0) + 34,0) - 330 (5102)

Com as defini¢bes acima os coeficientes em (5.89)-(5.92) da equacdo (5.88) podem ser
escritos na forma vetorial como:

B,(0) =T5(0) - (68‘;) (0) + = Tme(0) (%Z) (0) - e(0) - Bo(0)
+ ﬁva(O) (Fv(ﬂ)- (%) (0) + (aggf’)(o)) — B5(0), (5.103)

onde a primeira linha da férmula acima corresponde a 3,(0), obtido de (4.51),
fazendo j = 0, e Bs(0) é dado em (5.100),

5,(1) =—[1+ C(0)], (5.104)

o qual tem a mesma expressao dada em (4.52) fazendo j = 1,
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3,(1) =ﬁ ome(0) (Fv(o) - (aa—?) (1) + (aé‘gg) (1)) - %Bg(o), (5.105)

o qual tem expressao semelhante aquela dada em (4.53), fazendo j =1,
< 5 - L i(n [ ~ ~ 2
my, (1) = 4,(0) = T,(0) — g (vm(1) — ' 1) — Az ome(0) C(0) + G, (0) + B4(0)

! (5.106)

o qual tem expressao semelhante aquela dada em (4.54), fazendo j =0 e

n+1)

identificando v com vm0.

Obs 5.6. Deve ser observado que as defini¢oes de mc(0), mc(U(0)), Mc(0), M,(0) e C(0)
sao dadas no caso particular respectivamente pelas férmulas (5.93)—(5.96) e nao pelas férmulas
(4.38)—(4.41). Observe também que By (0) e 7,(0) ja estdo definidos pelas férmulas (4.42) e
(4.49). Além disto estes termos ndo aparecem na equagao (5.88).

5.2.3. Discretizacdo newtoniana da equacdo da pressio na inje¢do. Vamos considerar a dis-
cretizagao espacial da equagao da pressao (2.11) no ponto x 1. Isto porque no interior da
malha a discretizacao foi feita num ponto T;_1 e com isto féormulas obtidas para o interior
poderao ser aproveitadas também na producao.

Usando diferencas progressivas para aproximar d/0x, a discretizagao da equagao da pressao
(2.11) no ponto z_; fica:

. 9K , Ri(n+D) . 2K , Giln+1)
pint1) 2 (pptt — pz(n—H)) R E—

Ax Ax
Seja p uma aproximacao melhor de p"*! a ser determinada e Uy, p, valores aproximados
em zo. Entao

(w(UTY) — p(UIHDY) - (5.107)

2K Ri(n+1) 2K Si(n+1)
1 _ o 1
IR C R A b v
Somando e subtraindo termos convenientemente,
2K_1 Ri(n—|—1)
2

itntl) — "3 (= = i(n+1)
v Az (Do —Do+Do—p ) +

(w1 (@) — (UT™D)).  (5.108)

,Ui(n—f—l) —

2K_1 Si(n+1)
2

- (x(0) = w(U ),

(5.109)

Isolando Ap, = p, — Po na equacao (5.109), identificando K_1 com Km(0) e multiplicando

tudo por (Az/2), obtemos:

1
2

~Km(0) R™D Aj, =Km(0) R (5, — pi®™D) & Km(0) S{D . (n(Tp) — 7 (UIT+D))
- (Aa/2)u. (5110)
A equagdo (5.110) pode ser escrita numa forma compacta como:

D, (0)Ap(0) = A,(0), (5.111)
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onde
D, (0) = —Km(0)R{+Y | (5.112)
ZP(O) _ Km(O)Ri(n+l) (IjO _ pi(n+1)) + Km(o)si(n-f—l) . (W(U()) _ 7_‘_(Uz'(n-i—l))) _ (A$/2) i+

(5.113)

5.2.4. Awaliacdo vetorial dos coeficientes da equagao de pressao na injecdo. Vamos estender
os valores das fungoes definidas inicialmente para o interior da malha pelas férmulas (4.67)—
(4.70), para a extremidade de injegio Z_1, ou seja para o indice j = 0:

Rem(0) = Km(0)R{+Y

Com as definigdes acima os coeficientes em (5.112)—(5.113) podem ser escritos na forma
vetorial como:

D, (0) = —Rem(0), (5.118)
que é semelhante & férmula dada em (4.72) fazendo j = 0 e retirando os dois

termos com derivadas na pressao,

A, (0) = Rem(0) pem(0) 4+ Sem(0) - mem(0) — (Az/2) v+ (5.119)
que ¢é semelhante a metade de A,(0) em (4.73), fazendo j = 0 e identificando

v com mo0.

Obs 5.7. Os vetores nos lados esquerdos de (5.118)—(5.119) néo séo realmente programados,
pois s6 sao usados uma vez no preenchimento do sistema linear.

5.2.5. Duscretizacao da equacao da velocidade na producgado.

Obs 5.8. Usaremos nesta e na préxima Subsecdes as varidveis de contorno U,_: =
2

UmN, as quais sao provenientes do subsistema de balangos através da férmula (5.79). Além
disto sao adicionadas as variaveis de contorno v,_1 = vmN e py_1 = pmNN, as quais sao
2 2

incégnitas no caso da condigao de contorno (5.4). Supostamente oy 1 = v"mN, Uy 1 =
1 1

vmN, p?v_% = p"mN e py_ 1= pmN sao conhecidas no tempo t" e numa aproximacao

“barra” para seu valor no tempo "1
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Portanto as fungdes M;(U, p), My(U, p) e suas derivadas sdo calculdveis na extremidade de
producao z N1y pelo menos utilizando uma aproximacgao anterior. Usaremos a notagao

M =M Uy_1,py-3) (5.120)

My, = My(Uy_3,Py-3) (5.121)
oMy~ _ OM,

(Tp w3 = (G, ) Ungoony). (5.122)
oM, oM,

( apg)]v_% = ( 8pg)(UN_%,pN_%). (5.123)

Vamos fazer a discretizacao espacial no ponto xy_;, usando diferencas centradas da
equagao (2.10).

Discretizacao espacial.

1 1
—(UN—% - UN—%) + o UN-1 [FUNI ) (MlN— - M

Az Az
=— ¢n_1 |:7T(UN—1) : (%)Nl * (agfg)NJ

By, ® (Mleé — M,N%)] C(m(Uy-y) = T(Uy_g)) + Goy_y (5.124)

N_%) + M!JN_; - MQN_a

1
2 2 2

+

a7

Tomando-se médias onde for possivel temos:

1
A—x(UN—% - UN—%)

1
" 4Az <UN_§ * UN_;) (FUNI . (2MlN—% N MlN*2 - Mlel) + 2M9N—% o M.‘]N72 - M!]N—l

=~ 0N (W(UN—l) ) (%)Nl + (8§fg)N1)
1
* 4(Azx)? [B”N‘l ® (QMIN—$ — My, - MlN—l)} : (27T(UN—§) — m(Un—2) — 7(Un-1))

+ Gy, - (5.125)

Discretizacao temporal.
As notagoes Ml”“1 e M ;“1 significam que estas funcoes estarao sendo avaliadas no ponto
N-— 3 N— b3

(U™ p™ )T correspondendo aos valores destas varidveis na producio no tempo "+, isto
N-L PN 1
é:

M[;V“ = M, (U, p;;tl%) (5.126)

-1 3

n+l  — n+l n+l
Mg, =M, (URTy i) (5.127)
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1
Azl

n+l _  n+l
va% UNfﬁ)

2

+ AN (UN—% N—3 UN-1 N-1 In—2 gN-—2 gN-1

n+1 _+_Un—|—ll) (Fn—H A (2Mln—|—1 o Mn—|—1 o Ml'r]LV—tll) +2M;;—11 o Mn+1 o Mn—}—l)
-2

d)N—l n 0 n n n
= - W(UN_tll) : (Mthll - MZN—I) + Mgl\_i}——ll - MgN—l

At
1 n n n n n n n
+ e [P © (@, = M = gt | - (m(ug) - wop) - m(OR)
Lan,. (5129

O método de Newton. Suponhamos conhecidas as aproximacdes U™, v™ e p" e U. Sejam v e

P aproximacoes tempordrias de v" ! e de p"t!. O objetivo é obter aproximacoes melhores ¥
ep:
1/ -
Ae (T =)
1 = = r 7 — r 7 = = r 7 =
t 1AL (On-2+ 0y 1) (Fv(U:p)Nl @MU, D)y 1 — My(U,p)n—2 — M(U,p)n 1)

1 D 7] 7= o=
T 1A [BU(U,p)N_l ® 2M(U,p)y_1 — My(U,p)n—2 — Ml(U,p)N_l)]
(27 (Uy-y) = m(Un-2) = 7(Un-1)) + Go(U, P)v-1 (5.129)

Linearizacdo em torno do ponto (7, p)T:
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1 _ _ _ 1 _ _ _ _
Az (AUN_% — AUy s +Uy_1 — UN__> + N (AUN_% + ATy 1+ 0y + UN—%)
OF, _ _ oM, _ -
<|:(%)N—1APN—1 + FvN_l] : [2(a—p)N—%ApN% + 2Mlzv_%
a]\Zl - — 6]\_4[ _ —
- (a—p)N_zApN—Q - My, — (a—p)N_lApN—l - M, ,

] ) oM i )
+ Q(a—)NféAﬁNf% + 2M9N_% - ( apg)NngpN—z - Mngz

oM, _
( ap )N 1ApN 1 M9N1>

¢N—1 — 81\711 _ _ n
= A (W(UN—l) . [(a—p)NlAle + M, — MlN_l]

oMy, )
+( apg)N—1ApN*1+M9N 1 MgN 1)

- 0B, 5 > oM, _ _
+ 4(Ax)? [(( ap )N—lApNﬂ +BvN_1> ® ( ( B )N_%ApN_% + 2Ml1v7

[N

oM, oM, _ _ _
( apl)N ZADN_s - M,,_, _( apl)N (ADy_q — My, _ 1)] '(277-(UN—%) —7m(Un_2) —W(UN—I))
oG,

+( ap ) ApN 1 +G’UN 1 (5.130)

Eliminando os termos de segunda ordem, colocando em evidéncia os termos Apy_,
Ap(N —2), A?:)N_% = Aom(N — 1), Apy_; = Ap(N — 1), A’l:JN_% = AvmN e AﬁN_%
ApmN, temos

[
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1, _ _ oM, oM,
{ - m(“N—g +UN,%) (FvN—l : (a—pl)N—Q + ( apg)N—2>

)N_Q] (2n(Oy_1) — 7(On2) — 7(Un-1)) }Ap(N —9)

+ 2]\IQN_l - MQN 2 M!]N 1) }All:)m(N — ]_)
— — 8]\_4 _ 8M 1
+{¢Ztl (Un-1) (8—pl)N1+¢Zt1( apg)N71+4A$(UN s+ Uy 1)
oF, ~ B N il
() @i = =) = R (1) = (), )

1 [,0B, )
— 4(A$)2 [(a—p)N 1 ® (2MZN7% — My, — My 1):| (27T(UN 1) — W(UN 2) — W(UNfl))

1 = oM, ) aa, )
e B © (5 o] @r(Oncy) =) =) - ( >N_1}Apuv - 1)

|:B'UN—1 ® (aa—]fl)]v%] ) (27T(UN—%) - 7T(UN—Q) - 7T(UN—I)) }AﬁmN

- 2(Az)?

(o (0 y vy 1
= _¢th <7T(UN_1) (Miy_, = M) + Mgy, — M;N_1> — —(Oy_1 — Ty_3)

1 B _ _ _ _ _ _ _
- ANT (UN—% + UN—%) (F'UNI : (2MlN_% - Mlez - MlN—l) + QMQN_l - Mngz - M9N1>

1 _
— B,
MPTIYSE [

+ Gy, - (5.131)

A equacao (5.131) escreve-se numa forma compacta andloga a (4.74) como:

iis(N = 2)AB(N — 2) + é@u(N — )ATM(N — 1) + Bo(N — )AG(N — 1)
+ 0y (N)ATMN + 0, (N)APmN = 4my(N) = 7,(N — 1),  (5.132)
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onde 4m,(N) é s6 uma notagdo conveniente de 4,(/N — 1) para escrever o sistema algébrico
do subsistema pressao-velocidade com as condicoes de contorno desta Secao.
Os coeficientes da equagao (5.132) sdo:

A =2) =~ om0+ 0y ) (R o)+ (),
+ 4(A1x)2 [B”N—l ® (aa—]Zl)N—2:| ) (QW(UNfé) - 7r([_]N72) - ’/T([jN—l)) , (5.133)

z 4
+2M, - M,y , — _gN1)>, (5.134)
-2
On— — oM, oM, oG,
Bv(N_ 1) Atl (ﬂ-( N—l) (%)Nfl ( apg)N1> B ( op )N,l
I -~ oF, _
+ m(’l)m(]\f — 1) + Un 1) <(a—p)N_1 (2Ml % — MlN72 MlN 1)
_ oM, oM
— Loyn_q - (a—pl)N—l B ( apg)N1>
1 0B, _ _
o 4(Aa:)2 (a—p)N—l ® (QMlN,% - My, MlN—l) : (QW(UN_I) - 7r(Uz\uz) — W(UN,l))
1 _ oM, _ _ _
+ 4(Ax)? [B”N—l (5—];)N—1 (27T(UN—§) —7(Un-2) — 7T(UN—1)) ) (5.135)
5, (N) = - 1+1(F @2M,_ - M M)
v Az 4\ N ly_1 In—2 IN-1
_ _ _ 2 5
+ 2M9N_% - Mngz - M9N1>> = A—.T + av(N - 1) 3 (5136)
n _ 1 _ — 8Ml 8Mg
o(N) = o5 (Um(N—l)—i—vN ) (FN (G vt (5, )N;)
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~ _ - ON—1 - _ . _ .
7mv(N) = 711(N - 1) = - At (W(UN—l) ) (MlN—l - MlN_1) + MgN—l - M.‘]N—l)
1/ _ 1 /. _
— A—x<vN_% —om(N — 1)) - m(um(N -1) +vN_%)
(FUN—I ) (QMlN_% - MZN—z - MlN—l) + 2M9N_% - MgN-z - MQN—I)

1 _ _ _ _ _ _ _
+ W [BUN—l ® (2M1N7% —_ MlN_2 — MlN—l):| - (QW(UNf%) - ’/T(UN_Q) - W(UNfl))
+ Gop_, - (5.138)

5.2.6. Awaliacdo vetorial dos coeficientes da equacdo da velocidade na produgcdo. Vamos es-
tender as defini¢oes das fungoes vetoriais introduzidas no interior da malha em (4.38), (4.39),
(4.40) e (4.41), a extremidade zy 1. Paraisto, fazemos a identificagao: Uy 1 = UmN (veja
(5.70)), assim como as seguintes grandezas no contorno, avaliadas utilizando varidveis de

contorno oriundas do sistema de balancos e do sistema de pressao-velocidade que foram
definidas no interior da grade em (4.31) e (4.32):

=
Il

Mlm(N) =Ml(UN %7ﬁN— )7
Mym(N) = My(Uy_y, Py—3)-

1
N—3 2

1
N-35

=
Il

(As fungoes M; e M, definidas em (2.10) foram utilizadas acima.) Dalf:

sme(N — 1) = % (m(N 1)+ @N_%) | (5.139)
_ 1 _ _ _
mc(U(N — 1)) = 3 (27T(UN%) —7(U(N —1)) = w(U(N — 2))) , (5.140)
_ 1 _ _ _
Me(N —1) =5 (2 ym(N) — My(N — 1) — (N — 2)) , (5.141)
~ 1/~ - 1, - _ _
C(N-1)= 3 <F,,,(N —1)-Me(N —1) + 5(2Mgm(N) — My(N —1) — M,(N — 2))) :

(5.142)

onde M;(N —2), My(N —2), M;(N —1) e My(N — 1) sao obtidos de (4.31) e (4.32), para
j=N—2ej= N — 1, respectivamente.

A fim de separar os casos de a matriz B, ser constante ou nao, vamos estender as defini¢oes
das fungGes vetoriais definidas em (4.42), (4.44) e (4.45), para a extremidade de producao:
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Bi(N-1)= 2(Ala:)2 [Bv(N -1)® (aa—]\gl) (N — 2)} -me(U(N - 1)), (5.143)
By(N —1) = (Alx)2 [(?j)”) (N—-1)® Mc(N — 1)] ~me(U(N - 1)), (5.144)
2V = —~[B.ov =1 e (PMy | re@ v -

B3(N) = Ba)? [B,,(N 1) ( o )(N)} (UN -1)), (5.145)
ByN —1) = (Alx)2 [Bv(N —1)® Mc(N — 1)] ~me(U(N —1)). (5.146)

Devido a condicdo de contorno, definimos também a constante:

Bs(N -1) = B,(N-1)® ()N =1)| - mc(U(N —1)). (5.147)

Obs 5.9. Nao houve a necessidade de definir B(j), para j =1,2,--- N — 2.

Para destacar os termos transientes, definimos, como em (4.46), (4.47):

Ta(N —1) = ‘MNT;” (W(U(N —-1))- (%) (N-1)+ (aé‘ff’) (N — 1)) : (5.148)

(W(U(N — 1)) (M(N —1) = M(N — 1)) + My(N — 1) — M}(N — 1)) :
(5.149)
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Com as definigdes acima os coeficientes da equagao (5.132) se escrevem como:
. 1 _ oM, oM
w(N—=2)=——mec(N-1) | F,(N—-1)- | — | (N =2 — 9 (N -2
(N ~2) =~ o1 )( -0 (G- + (%) ))
+ By(N —2), (5.150)

o qual tem expressdao semelhante aquela em (4.49), fazendo j = N — 2,

&, (N —1) :Aix [-1+C(N -1)], (5.151)

o qual tem expressao semelhante aquela dada em (4.50), fazendo j = N — 1,

(5.152)

observe que as duas primeiras linhas da formula acima sao semelhantes a expressao

dada em (4.51), fazendo j = N — 1, e Bs(N — 1) é dado em (5.147),

1

bu(N) = [1+C(N-1)] = — +a&(N 1), (5.153)

o qual tem expressdo semelhante aquela dada em (4.52), fazendo j = N,

0,(N) = Aix omc(N — 1) (Fv(N —1)- (%) (N) + <8£gg) (N)) — B3(N), (5.154)

o qual é semelhante a 2 x 6,(N), onde 6,(N) é dado em (4.53), fazendo j = N,

my(N) = 5(N = 1) = TH(N = 1) = — (ow

-3 tme(N —1)C(N = 1)+ G,(N — 1) + By(N — 1), (5.155)

X

o qual tem expressao semelhante aquela dada em (4.54), fazendo j = N — 1.
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Obs 5.10. Os vetores nos lados esquerdos de (5.150)—(5.155) ndo sdo realmente programa-
dos, pois s6 sao usados uma vez no preenchimento do sistema linear.

5.2.7. Discretizacdo newtoniana da equacdo da pressio ma producdo. Lembramos que as
varidveis de contorno em z, 1 sao tais que os valores das saturagoes sao aqueles da
2

aproximagcao obtida em (5.79), via o sistema de balangos.

As variaveis de contorno do subsistema pressao-velocidade vy_1 = vmN e py_1 =
2
pmN definidas respectivamente em (5.56) e (5.57) sdo incdgnitas, ou seja, os valores de
vy_1 = vmN e de py_1 = pmN devem ser obtidos como valores aproximados, resolvendo
2 2

o sistema pressao-velocidade discretizado, via Método de Newton a partir de aproximacoes
tempordrias Uy_1 = vmN e Py-1 = pmN.
2

95(U:p) avaliadas

Além disto vamos denotar os valores das funcoes R(U, p), S(U, p), aRg{,p Le B
),y
B _

—) 1, respectivamente.
N-3
Passemos entdo & discretizacdo. Usando diferengas regressivas para aproximar 0/0z, a

na aproximagao (UN_%,LDN_%) por RN_%, S’N_%, ( -
discretizagdo da equagdo da pressdo (2.11) no ponto x,_ 1 fica:

1
2

U]”tf_tlé — A 2 R(Un+1’pn+1) 7—(p7]i/+11 przz\,[—kll) + KN—% S(Un—l—l’pn—kl)N_% . 71,(U';(n—kl)) )
(5.156)
Sejam py_y, Uy_1 € Py_1 aproximacdes melhores de ptt ) de v]’:[tll e de p"“1 a serem

determinadas. O método de Newton aplicado & equagao (5.156) fica:

2Ky 1 _ 3 _ _
N-1= AA; *R(U,p)y-1(Py-1 —Pv-1) + Ky_1 S(U,P)y_1 - (Ug"*) (5.157)

Somando e subtraindo termos convenientemente:

Moy +ny = 2K, 1[(6R) ]

<l

AﬁN—% + RN—%:| (AIBN_% - AﬁNq +15N_% - ﬁN—l)

Az Op 1
oS _ -
1 — D1 1] - e(n+1) . .
+ Ky [(ap)N_lApN_z +SN_2} T (UE+D) (5.158)

Ignorando termos de segunda ordem na equagao (5.158), separando as incégnitas para o
lado esquerdo e multiplicando tudo por (Az/2), obtemos:

2

_ _ _ _ OR _ _
KNf% RNflApN—l + (Ax/Q)AUNfé — KNfl [RN% + (a—p>Nl(le _prl)
65 (n+1)
s () s ag
N1 RN (pN 1= PN_ 1) (Am/Q)KNfé S’Nf% . W(U;(m_l)) — (A.’L‘/Q) Q_)Nf% . (5.159)

Portanto, uma equacgao a ser considerada na extremidade direita para determinar Av, 1=
AvmN e AfiN_% = ApmN é:
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Ly(N — )AB(N — 1) + (Az/2)AmN + Dy(N)ApmN = A, (N), (5.160)
onde
Ly(N—1)=Ky_1 Ry_1, (5.161)
6P(N) = _Kz\u% RN%
~ Ky (Go)y B 1 =) = QoK (30) | (UeY), (5162)
Ap(N) =Ky 1 Ry_1(py 1 —Py1) + (Az/2)Ky 1 Sy 1 - w(UE"Y) — (Az/2)omN .

(5.163)

5.2.8. Awaliacao vetorial dos coeficientes da equacdo de pressdo na producao.

Obs 5.11. Dependendo da conveniéncia, poderemos usar as notacdes seguintes para as
variaveis de contorno: Uy_1 = UmN, vy_1 =vmN e py_1 = pmN.
2 2 2

Considere que as variaveis de contorno estejam pré-calculados no tempo t" e na aprox-
imacao “barra” para o tempo t"!
Em seguida considere as extensoes das funcoes vetoriais definidas no interior da malha
7
para a extremidade de producao, correspondendo a uma simples mudanca de notacao, onde
o indice “N — 1” passard a ser o argumento “N” das fungoes:

Ky_1 = Km(N) = K(zy_1), (5.164)
Ry_1 = Rm(N) = R(UmN,pmN), (5.165)
Sy_1 = Sm(N) = S(UmN, pmN) , (5.166)
(), = (2 )m=(emmn, e
). (- (e o

A partir das funcoes pré—calculadas em (5.164)-(5.168), estendemos as funcoes vetoriais
definidas inicialmente no interior da malha pelas férmulas (4.67)—(4.70), para a extremidade
de producao, ou seja para o indice j = N:

Rem(N) = Km(N) Rm(N), (5.169)
Sem(N) = Km(N )Sm( ), (5.170)
pem(N) = (pmN — -1)), (5.171)
mem(N) = (Ax/2)7 (Ue ”+1)) (5.172)

Com as defini¢oes (5.169)—(5.172), os coeficientes em (5.161), (5.162) e (5.163) podem ser
escritos na forma vetorial como:
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L,(N — 1) = Rem(N), (5.173)
que ¢é semelhante a férmula (4.71) fazendo j = N — 1 e

omitindo os termos com derivadas na pressao.

D,(N) = —Rem(N) — Km(N) ag%(zv) pemN — Km(N) ‘9(;9—;”

que é semelhante a férmula (4.72) fazendo j = N,

(N)-mem(N), (5.174)

A,(N) = Rem(N) pemN + Sem(N) - mem(N) — (Az/2) vmN (5.175)
1
que é semelhante a g % A (N), onde A,(N) é obtido da férmula (4.73)
fazendo j = N.

Obs 5.12. Os vetores nos lados esquerdos de (5.173)—(5.175) nédo sdo realmente programa-
dos, pois s6 sao usados uma vez no preenchimento do sistema linear.

5.2.9. O sistema algébrico completo para o subsistema pressao-velocidade. Lembramos ini-
cialmente que de acordo com as condi¢des de contorno dadas em (5.1)—(5.3), todas as varidveis
sao conhecidas na extremidade de injecao = 1.

De inicio fazemos:

Avm0 = 4m,(0), (5.176)
Dy (0)AB(0) = 4,(0), (5.177)
onde
Sma(0) = pint) _ gin) na prir'neira ~iter:;u;é’o'do métOfio de Newton, (5.178)
0, numa iteracao genérica do método de Newton,

]5p(0) é dado em (5.118),

A,(0) é dado em (5.119).

Juntando a equacao (5.88) obtida ao discretizarmos a equacdo da velocidade na extrem-
idade de injecao, identificando 7,(0) com m, (1), com a equagao obtida em (4.58) fazendo
7 = 1, ao discretizarmos a equagao da pressao no interior da malha e usando o valor de
Ap(0) acima, vemos que o par de equagoes abaixo fornece os valores de Avm(1) e de Ap(1):

Bu(0)AD(0) + 6, (1)Abm(1) + 6,(1)Ap(1) = Fm,(1), (5.179)
L,(0)AB(0) + AzATm(1) + Dy(1)AB(1) = Ay(1). (5.180)
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Nos pontos interiores da malha usando a identificacdo ym,(j) = 7,(j — 1), usamos a
equagao (4.20) transladada de um indice para a esquerda juntamente com a equagao (4.58),
com j=2,3,4,--- /N — 1, obtendo:

Finalmente consideramos a equagao (5.132), obtida da discretizagao da equagao da veloci-
dade na produgéo, identificando 4m,(N) com 7,(N — 1), juntamente com a equagio (5.160),
obtida da discretizacao da equacao da pressao na producao:

JAB(N —1)  +6,(N)ATmN + 0,(N)ApmN = 4m,(N), (5.181)

L,(N — 1)AB(N — 1) + (Az/2)ATmN +Dy(N)ApmN = A,(N).  (5.182)

Portanto, temos que resolver o seguinte sistema algébrico com (N + 1) x (N + 1) blocos:

(DO \ [ ATO)
L£(0) D(1) AW (1)
LLO) L(1) D(2) AW(2)
LL(1) L(2) D(3) AW (3)
LEN-3) LN-2) DIN-1) | Ao
\ LL(N—2) L(N—1) D)) \ aww) )
A(0)
( 4 )
A(2)
= A@B) [, (5.183)
A({\f:—l)
\ A
onde os blocos de incégnitas sao definidos por:
B Avm0
AW (0) = : (5.184)
Ap(0)
_ Avm(y)
AW (j) = . paraj=1,2,--- ,N—1, (5.185)
Ap(7)

AvmN
AW (N) = ( ) : (5.186)
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onde a primeira linha do primeiro bloco e o 1ltimo bloco representam as varidveis de
contorno v_1 = =vm0, vy 1 =vmN e py_ 1 = pmN.
2
Os blocos referentes 2 injecao ao dados por

1 0
D(0) = N , proveniente do sistema (5.176)(5.177), (5.187)
0 Dyp(0)
_ my (0)
A(0)=| , também proveniente do sistema (5.176)—(5.177), (5.188)
4,(0)
. 0 B.,(0)
L(0) = , proveniente do sistema (5.179)—(5.180). (5.189)
0 Ly(0)

D(1) = , proveniente do sistema (5.179)-(5.180), (5.190)
Az Dy(1)

~ Ymy (1)

A1) = , também proveniente do sistema (5.179)—(5.180). (5.191)
4p(1)

Os blocos referentes ao interior da malha sao dados por:

0 nv(j - 2)
LLGJ—2)= , paraj=2,3,---,N—1, (5.192)
0 0

a(j—=1) Bu(j—1)
L(j—-1)= . , paraj=2,3,---,N—1, (5.193)
0 Ly(G—1)

D(y) = , paraj=23---,N—1, (5.194)
Az Dy(j)
Yy ()

A(j) = , paraj=23---,N—1. (5.195)
Ap(j)

Finalmente, de (5.181)—(5.182) segue que os blocos referentes a producao sdo dados por:
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0 ﬁv(N - 2)

LL(N —2) = , proveniente do sistema (5.181)—(5.182),

0 0

(N —=1) By(N—1)

L(N—1)= N , proveniente de (5.181)—(5.182),

D(N) = N ,  proveniente do sistema (5.181)—(5.182),
Az/2 D,(N)

- Ymy(N)

AN)=1| _ , também proveniente do sistema (5.181)—(5.182),
A,(N)

(5.196)

(5.197)

(5.198)

(5.199)

Para o calculo dos elementos dos blocos e vetores relativos as condicées de contorno na

injecao, recordamos que sao tais que:
B,(0)  é dado em (5.103),

ym,(0)  é dado em (5.178),

é dado em (5.104),

é dado em (5.105),
Amy(1) = 4,(0)  é dado em (5.106),
D,(0) ¢ dado em (5.118),
A,(0)  édado em (5.119).

p

(
(

Para o célculo dos elementos dos blocos e vetores relacionados aos pontos do interior da

malha contorno, recordamos que sao tais que:

n(j—2), j=2,3,---,N—1, sio obtidos de (4.49),
a,(j—1), j=2,3,---,N—1, sio obtidos de (4.50),
Bu(j—1), j=2,3,---,N—1, sao obtidos de (4.51),

8,(j), j=2,3,--+,N—1, sio obtidos de (4.52),

0,(5), j=2,3,---,N—1, sio obtidos de (4.53),

ymy(j+1) =7,(j), j=1,2,---,N —2, sao obtidos de (4.54),
Ly(j—1), j=1,2,---,N—1, sio obtidos de (4.71),

Dy(j), j=1,2,---,N—1, sio obtidos de (4.72),

A,(4), j=1,2,---,N—1, sao obtidos de (4.73).
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Para o célculo dos elementos dos blocos e vetores relativos as condigoes de contorno na
producao, recordamos que sao tais que:

w(N —2) é dado em (5.150),

(N —1) ¢ dado em (5.151),

(N —1) é dado em (5.152),

(N) ¢é dado em (5.153),

b(N) é dado em (5.154),

mU(N) =4,(N —1) édado em (5.155),
(N —1) édado em (5.173),

D,(N) édado em (5.174) e

( ) édado em (5.175).

S

R

v

N Q:x

& I

5.2.10. Resolugdo recursiva do sistema algébrico para o subsistema pressao-velocidade. Para
iniciar o processo recursivo temos que AW (0) = (Atm0, A;B(O))T é dado da seguinte forma:

Aom0 = 4m,(0), onde 4m,(0) é dado em (5.178),

Ap(0). (5.200)

Para determinarmos AW (1) = (ABm(1), Aﬁ(l))T resolvemos o o sistema (5.179)-(5.180),
obtendo:

AW (1) = <5(1)> B <J4“(1) - E(o)AW(o)) . (5.201)

Para determinarmos AVT/(j) =
sistema obtendo:

Il
—~
>
S
2
>
i1l
()
N
<
I
N
w

-, N — 1, resolvemos o

A G) = (P6)) - (406)— L6 - DAWG = 1) - LLG - DA -2)) . (6202)

Para determinarmos AW (N) = (AvmN, AﬁmN)T resolvemos o sistema (5.181)-(5.182),
obtendo:

AW (N) = (ﬁ(N)) B (Z(N) — L(N = 1)AW(N = 1) = LL(N = 2)AW (N — 2))
(5.203)

5.3. O subsistema pressao-velocidade no caso incompressivel.
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5.3.1. Discretizacdo da equagio da velocidade na inje¢cdo. Como v_1 = vm0 = v'(t) é dado,
2
da mesma forma que no caso compressivel, no primeiro passo temos que:

Atm0 = 4m,(0) onde,

5y (0) pintl) _ gin) na primeira iteracao do método de Newton,
m. =
T 0, numa iteracao genérica do método de Newton,

Discretizacao espacial. Repetindo o mesmo procedimento que no caso compressivel, descon-
siderando as derivadas em p, obtemos que a equacdo correspondente & equagio (5.87) é dada
por:

Aix{1 + i [ oo - (Mlo + My, — 2Mli(n+1)) + M,, + M, — 2Mgi(n+1):| }Aim(n
= _ @ [W(Uo) . (Mlo — Ml") + M,, — M"] _ L(m _ Ui(n+1))
At 0 % G
_ ﬁ (Ui(n+1) + 17%> [Fvo : (Mlo + My, -2 Mli(n+1)) M, + M, —2 M;(nﬂ)]
+ m [Bvo b2 (Mlo + Mll - 2Mli(n+1))] . (W(UO) + W(Ul) _ 27T(Ui(n+1)))
TG (5.204)

Numa forma compacta a equacao (5.204) escreve-se:

0,(1)ATm(1) = m, (1), (5.205)
onde na forma vetorial temos que

6,(1)  é dado em (5.104),

Amy(1) = 7,(0)  é dado em (5.106).

5.3.2. Discretizacdo da equacgao da pressao na injecdo. Como no caso compressivel, obtemos
a equacao
Dp(0)Ap(0) = A,(0),
onde, na forma vetorial temos que:
D,(0) ¢ dada por (5.118),

KP(O) é dada por (5.119).
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5.3.3. Discretizacdo da equac¢do da velocidade na produgdao. Considerando as condigoes de
contorno que foram dadas a direita a discretizagao é obtida da mesma forma que obtivemos
a equacao (5.132) desprezando-se os termos com derivadas em p:

(N — 1)ATM(N — 1) + 6,(N)ATmN = m,(N), (5.206)
onde na forma vetorial temos que:
ay(N —1) é dado em (5.151),
6 (N)  é dado em (5.153),
Amy(N)  é dado em (5.155).

5.3.4. Discretizacdo da equacdo da pressio na producao. Para obter uma equacao para
Ap(N — %) = ApmN o procedimento é o mesmo da se¢ao (5.2.7) do caso compressivel.
Desta forma novamente temos a equagao (5.160):

Ly(N — )AB(N — 1) + (Az/2)AvmN + Dy(N)ApmN = A,(N), (5.207)
onde:
ip(N —1) édado em (5.173),
D,(N) = —Rem(N), (5.208)

o qual coincide com a férmula em (5.174) eliminando os dois termos com sinal negativo

possuindo derivadas em p,
XP(N) é dado por (5.175).

5.3.5. O sistema algébrico completo para o subsistema pressdo-velocidade incompressivel.
Lembramos inicialmente que de acordo com as condigdes de contorno dadas em (5.1)—(5.3),
todas as varidveis sao conhecidas na extremidade de injecao x_ 1.

Como no caso compressivel de inicio consideremos o sistema (5.176)—(5.177):
Avm0 = ym,(0),

onde

m,(0) = {

v+ — i) na primeira iteracdo do método de Newton,

0, numa iteracdo genérica do método de Newton.

Juntando a equacgio (5.205) obtida ao discretizarmos a equacgao da velocidade na extremi-
dade de inje¢do com a equagdo obtida em (4.58) fazendo j = 1, ao discretizarmos a equagio
da pressao no interior da malha, obtemos o seguinte sistema:

5,(1)Am(1) = m, (1), (5.209)
L, (0)AF(0) + AzATm(1) + Dy(1)AB(1) = Ay(1). (5.210)
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Nos pontos interiores da malha com a identificagdo ym,(j) = 7,(j — 1), usamos a equagao
(4.77) transladada de um indice para a equerda juntamente com a equagao (5.207), com
j=2,3,---,N —1, obtendo:

a,(j — 1) Avm(j — 1) + 6,(j)Avm(j) =ym,(j), (5.211)

Lp(G = 1)Ap( — 1) + AzAvm(j) + Dp(7) Ap(7) = Ap(7)

Finalmente consideramos a equagao (5.206), obtida da discretizagao da equagao da veloci-
dade na produgio, juntamente com a equagio (5.160), obtida da discretizacdo da equacao
da pressao na producao:

(N — 1)ATm(N — 1) + 6,(N)ATmN = my(N),
(5.212)
L,(N — 1)AB(N — 1) + (Az/2)ATmN + Dy (N)ApmN = A, (N). (5.213)

Portanto, temos que resolver o sistema algébrico com (N + 1) x (N + 1) blocos:

(D) (ATO N\ (A
L£(0) D(1) AW (1) A1)
L(1) D(2) AW (2) _ A(2)
L(N=2) DIN-1) ATW(N — 1) AN = 1)
\ Ev-1 pw)) \ awy )\ Aw) )
(5.214)
onde os blocos de incégnitas sao definidos por
vm0
W(0) = : (5.215)
p(0)
i om(j)
W(j) = ) paraj=1,2,--- /N —1, (5.216)
p(9)
vmN
W(N) = : (5.217)
pmN

sendo que a primeira linha do primeiro bloco e este tltimo bloco representam as variaveis
de contorno v_1 = vm0, Uy 1 = vmN e Py_L = pmN.
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Os blocos referentes a injecao sao dados por:

1 0

D(0) = N , proveniente do sistema (5.176)—(5.177),
0 Dyp(0)

_ Am., (0)

A(0)= | , também proveniente do sistema (5.176)—(5.177),
Ap(0)

N 0 0

L(0) = , proveniente do sistema (5.209)—(5.210).
0 Ly(0)

. 5,(1) 0

D(1) = ,  proveniente do sistema (5.209)-(5.210),
Az Dy(1)

N Yo (1)

A1) = , também proveniente do sistema (5.209)—(5.210).
Ap(1)

E(]_l): ) paraj:2:3a"'

0 Ly(j —1)

6(3) 0
D(y) = , paraj=2,3,---,N—1,
Az Dy(j)

Y ()
A(j) = , paraj=23---,N—1.
Ap(d)

75

(5.218)

(5.219)

(5.220)

(5.221)

(5.222)

(5.223)

(5.224)

(5.225)

Finalmente, de (5.212)-(5.213) segue que os blocos referentes a producido sdo dados por:
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(N — 1) 0
L(N—-1)= N : (5.226)
0 Ly(N —1)

N &H(N) 0

D(N) = , (5.227)
Az/2 D,(N)

_ Ymy(N)

ANy = . (5.228)
Ap(N)

Para o célculo dos elementos dos blocos e vetores relativos as condicoes de contorno na
injecao, recordamos que sao tais que:

Am,(0)  é dado em (5.178),
D,(0) ¢é dado em (5.118),
A,(0) & dado em (5.119),

dy(1) é dado em (5.104),
Amy(1) = ,(0)  é dado em (5.106).

Para o calculo dos elementos dos blocos e vetores relacionados aos pontos do interior da
malha, recordamos que sao tais que:

o(j—1), j=1,2,---,N—1, sao obtidos de (4.50),

8,(5), 7=2,3,---,N—1, sdo obtidos de (4.52),

ymy(j) = (i — 1), j=2,3,---,N—1, sio obtidos de (4.54),

Lp(j—1), j=1,2,---,N—1, sio obtidos de (4.71), sem os termos com derivadas em p,
D,(j), 7=1,2,---,N—1, sido obtidos de (4.72), sem os termos com derivadas em p,
Ap(j), j=1,2,---,N—1, sio obtidos de (4.73).

Para o calculo dos elementos dos blocos e vetores relativos as condi¢ées de contorno na
producao, recordamos que sao tais que:

ay(N —1) é dado em (5.151),

5,(N)  é dado em (5.153),

Amy(N) = 3,(N — 1) é dado em (5.155),
L,(N—1) édadoem (5.173),

Dy(N) & dado em (5.208),

A,(N) & dado em (5.175).
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5.4. Inicializacao do subsistema pressao-velocidade. Retornemos a equacao da veloci-
dade estaciondria (4.80):

O oMU, p)  0M,(U,p)

o " (FU(U’ p): ox oz

> {BU(U,p) ® aMgg’p) . 87;(xU) +G,(U,p).

Primeiro passo do Método de Newton

Faremos aqui o primeiro passo do método de Newton para a inicializagao da velocidade e
da pressao

5.4.1. Discretizacdo da equacdo da velocidade estaciondria na injecao. Para fazermos a dis-
cretizagdo da equagdo da velocidade estaciondria (4.80) no ponto z_ 1, teremos entao que
avaliar as fungoes M; e M, no ponto T_1,as quais sao conhecidas pois todas a variaveis U
e p sao dadas neste ponto.

Como antes, vamos usar o superscrito “0” para indicar que as avaliacoes das funcoes estao
se dando em U°(5) e p°(j) = p°. Usaremos também o superscrito “i” para indicar os valores
das fungoes M; e M, na extremldade de injecao T_1.

Vamos obter uma equagdo andloga a equagao (5.82), sem os termos transientes

! i o i(0) i
=)+ 2 (R (g ) 4 (5, - 1))
1 ; .
= By |:B1(J)0 ® (M, — M, (0))}  (r(U9) = m(UT)) + GS, . (5.229)
Tomando médias
1 . 1 _ i .
A—x(ﬁ% — @) 4 m(vz(o) + 17%) (FO (M) + M —2M, (0)) + MO+ M — 2M5(0)>
1 % )

= 4(Az)? [Bgo © (M, + My, — 2 (0))] - (w(UQ) + 7 (UD) = 2x(U')) + Goy . (5.230)

Fazendo a identificacdo 91 = om(1) e separando os termos convenientemente, obtemos:

U1
2

1 1 0)
—(—1+—F£0-(Ml?)+Mﬁ —2M") +

0 0 i(0 i(0
Az 4 (M90+M91 _2Mg())>v( )

m»—l RN

1 1 ;
+ (1 + RO (MY + MR —2M] ") 4

(Mg, + M — QMZ( )))vm(l)

1 Z, i
~ 4(Az)? [Bgo ® (Mp+ M =2 )| - (n(U9) + 7 (U)) — 20 (U'®)) + GY,.  (5.231)

Identificando v*® com om0, numa forma compacta a equacio (5.231) pode ser escrita
como:

a°(0)omo0 + 62(1)om(1) = 3m2(1) = 7°(0), (5.232)
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onde
1 1 ; 1 :
~0(n) _ 0 0 0 i(0) 0 0 i(0
ay(0) = 5~ ( =1+ By - (M + My = 2M;) + 2 (Mg, + Mg, — 2M1 >)) ,  (5.233)
20 1 |- 0 0 i(0) 1 0 0 i(0)
6(1) = v G 7Fw - (M) + M) —2M;™) + Z(Mg0 + M, —2M7) |, (5.234)
- N 1 i i
Fmd(1) = 7°(0) = T [BSO ® (M2 + MY —2M]) | - (z(UQ) + 7(U?) — 27 (U*))
+ GSO . (5.235)

Awaliagdo vetorial dos coeficientes da inicializacdo da equagdo da velocidade ma injecdo.
Considerando as fung¢des vetoriais definidas em (5.93)—(5.96) os coeficientes (5.233), (5.234)
e (5.235) da equagio (5.232), sdo escritos na forma vetorial como:

a(0) = Aix[ -1+ C°(0)], (5.236)

. 1 2

80(1) = A—x [1+C%0)] = ~ al(0), (5.237)
ymy (1) = 4, (0) = B1(0) + G5(0) (5.238)

onde como antes, o superscrito “0” indica que as avaliacoes das funcoes estdo se dando em
U%(j) e p°(7). Note a analogia das férmulas (5.237) e (5.238) com as férmulas em (5.104) e
(5.106), respectivamente, lembrando de desprezar o termo transiente 7T, (0) e os dois termos
com sinal negativo em (5.106).

5.4.2. Discretizagao newtoniana da equagio da pressao na inje¢do. A partir do valor de
p® = p® que é dado em (5.3), vamos obter uma aproximacio inicial para p(z), denotada

por po

2K 1

2K 1
i0) _ —3 pi(0) (= . i(0) 2 Qi(0) | 0y i(0)
o0 = ZZERO (o — ) + RSO (r(Uf) — (@) (5.239)

Isolando py e multiplicando tudo por (Az/2), obtemos:

K 1 ROpy = —K_1 ROp© + K 1 SO - (n(U3) - n(U'™)) - (Az/2) 0" . (5.240)

Identificando K1 com K m(0) e pp com p(0), a equagdo (5.240) escreve-se numa forma
compacta como:

DY(0)5(0) = A%(0), (5.241)
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onde
"o _ i(0
DY(0) = —Km(0) R, (5.242)
A2(0) = —Km(0) R'© 50 4+ Km(0) 51O . (m(Ug) — W(Ui(o))) — (Az/2)v'® . (5.243)

Awaliagdo vetorial dos coeficientes da inicializagdo da pressao na inje¢cdo. Vamos estender os
valores das fungoes definidas inicialmente no interior da malha pelas férmulas (4.67)—(4.70),
para a extremidade de injecao T_1,0u seja para o indice 7 = 0, considerando o tempo %:

Com as defini¢oes acima os coeficientes (5.242) e (5.243) podem ser escritos na forma
vetorial como:

"o _ 0 4 ‘ \
D;(0) = —Rem’(0), que é andlogo a (5.118), (5.248)

A2(0) = Rem®(0) pem®(0) + Sem®(0) - mem®(0) — (Az/2) 0@ (5.249)
que ¢é andlogo a (5.119).

5.4.3. Discretizacao da equacao da velocidade estaciondria na produgado.

Obs 5.13. Para inicializar tanto a velocidade como a pressao na extremidade de produgao
é preciso antes de mais nada inicializar a variavel de contorno U,_1 = UmN por:
2

A
UmN =U°_, =U°(N —1) + ;U;“’) .
2

Usando o procedimento andlogo ao das Subsegbes (5.2.5) (caso compressivel) e (5.3.3)
(caso incompressivel), obtemos a seguinte equagao na produgao:

GO(N —1)am(N — 1) + 2(N)omN = 3m?(N). (5.250)

Awaliagao vetorial dos coeficientes da inicializacdo da equacdo da velocidade na produgdo.

Vamos estender as definicdes das funcoes vetoriais introduzidas para 7 =1,2,--- ;N — 2 no

interior da malha para a extremidade z,_1: Para isto, fazemos as identificacdes: Ul =
2

UmPN, M]%_% = Mm°(N) = M(Um°N,pm°N) eMgN_ = M,;m®(N) = M,(Um°N,pm°N).

1
2
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Dai:
vmc®(N — 1) = %(vmo(]\f -1)+ vaN) : (5.251)
0 1 0 0 0
mc(U°(N —1)) = 3 (27T(Um N)—-n(U’(N -1)) = 7(U"(N — 2))) , (5.252)
ME(N-1) = % <2Mm(N) - M°(N —1) — M°(N — 2)) : (5.253)

— MJ(N —1) — MJ(N — 2))
(5.254)

C'(N —1) = %(FS(N —1)- MP(N - 1)+ %(2M§N

1
2

A fim de separar os casos de a matriz B, ser constante ou nao, vamos definir a seguinte
constante:

BN —-1)= @ [BS(N —1)®@ Mc(N —1)| - we(U*(N = 1)), (5.255)

Com isto os coeficientes da equagao (5.250) podem ser escritos como:

a(N —1) :é[— 1+ C%N —-1)], (5.256)

o qual é andlogo a férmula (5.151),

6(N) :A%; 1+C(N-1)] = A% +a(N-1), (5.257)

o qual é andlogo a férmula (5.153),

~ 0 _ _i Onr _ 0 _ _ L 0 —_ 0 —
Am,(N) = Az (vm®N —vm’(N - 1)) Ay Ume (N-1)C°(N —-1)

+G%N -1)+B)(N-1), (5.258)

o qual é andlogo & férmula (5.155) sem o termo transiente 7, (N — 1).

5.4.4. Discretizacdo newtoniana da equacdo da pressao na producdo. Para obter o valor da

varidavel de contorno p,_1 = pm/N faremos a discretizagao da equagao da pressao por
2

diferencas regressivas no ponto x N-oL

N1 T AL SRy 1 (Pyoy —Pr—1) + Ky 3 Sy (UL (5.259)

Multiplicando por (Az/2) e escrevendo convenientemente obtemos a equagao:
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Ky_3 Ry 1pv-1 + (Az/2)oy_s — Ky 3 Ry apy_y = (Aw/2)Ky_ 3 S} 1 - w(UF?).
(5.260)

Identificando py_1 com p(N —1), Py 1 com pmN e Uy 1 com UtmN, escrevemos a equacgao
(5.260) numa forma compacta como:

LO(N — 1) p(N — 1) + (Az/2)vmN + DY(N) pmN = A%(N), (5.261)
onde:
LYN —1) =Ky 1 R)_ . (5.262)
DY(N) = —Ky_, R} .= ~LON 1), (5.263)
AY(N) = (Az/2)Ky_» Sp_s - m(U0). (5.264)

Awaliagdo vetorial dos coeficientes da equagdo de pressdo na producdo. Consideremos as ex-
tensoes das funcoes vetoriais definidas no interior da malha, para a extremidade de producao,

correspondendo a uma simples mudanca de notacao, onde o indice “N — 1” passara a ser o
argumento “N” das funcoes:
Ky _ 1 _Km(N) K(xN_%), (5.265)
R, _ L = m®(N) = R(Um’N, pm°N) (5.266)
S?u = SmO(N) = S(Um°N,pm°N) . (5.267)
2

Estendemos as fungoes vetoriais definidas inicialmente no interior da malha pelas férmulas
(4.101)-(4.104), para a extremidade de produgdo, ou seja para o indice j = N

Rem®(N) = Km(N) Rm°(N), (5.268)
Sem®(N) = Km(N) Sm°(N), (5.269)
7em(U°N) = (Az/2)n(UY). (5.270)

Com as defini¢bes das fungoes (5.268)—(5.270) os coeficientes (5.262)—(5.264) podem ser
escritos na forma vetorial como:

LY(N — 1) = Rem®(N) (5.271)
DY(N) = —Rem®(N) = —-LY(N - 1) (5.272)
AS(N) = Sem®(N) - mem(U°N), (5.273)

onde o superscrito “0” significa que as avaliacoes das funcgoes estao sendo realizadas nos

vetores U%(5) e p°(j) = p°.
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5.4.5. O sistema algébrico completo para a primeira itera¢ao do método de Newton, na ini-
cializacao do subsistema pressao-velocidade. De inicio consideremos o sistema constituido
da condicao de contorno (5.2) e da equagao (5.241):

om0 = v*@ | (5.274)

DY(0) p(0) = AS(0).

Juntando a equagdo (5.232) obtida ao discretizarmos a equagao da velocidade estaciondria
na extremidade de injecdo, identificando 72(0) com ym2(1), com a equagio obtida em (4.97)

fazendo 7 = 1, ao discretizarmos a equacao da pressao no interior da malha obtemos o
sistema:
a%(0) 5mo +6%(1) om(1) =3ml(1), (5.275)
0(0) 7 = 1) % 0
L,(0)p(0) + Azom(1)+ D,(1)p(1) = A,(1). (5.276)

Nos demais pontos interiores da malha usando a identificagio ym2(j) = 72(j — 1), usamos
a equagao (4.83) transladada de um indice para a equerda juntamente com a equagao (4.97),
com j=2,3,---,N —1, obtendo:

ay(j — 1) om(j — 1) +6,(7) vm(j) = ymy(5), (5.277)

LG - 15 - 1)+ Azom(j) +DO3) p() = A°3) -

Finalmente consideramos a equagcao (5.250), obtida da discretizagio da equagio da veloci-
dade estaciondria na produgdo juntamente com a equagio (5.261), obtida da discretizacao
da equacao da pressao na produgao:

a%(N — 1) om(N — 1) + 0%(N) 5mN =3md(N), (5.278)

LO(N —1)p(N —1)+ (Az/2)omN +DS(N)pmN = AS(N).  (5.279)

Portanto, na primeira iteracao do método de Newton para a inicializacao do subsistema
pressao-velocidade, temos que resolver o sistema algébrico com (N + 1) x (N + 1) blocos:

(2O \ W (A0
L£(0) D(1) w(1) A(1)
£(1) D(2) W(2) A(2)
L(N—-2) D(N-1) V(N -1) A(N -1)
\ Lv-1 py) \ Wy /AWy )
(5.280)

onde os blocos de incégnitas sao definidos por
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om0
W(0) = : (5.281)
p(0)
. om(j)
W(j) = ,  paraj=1,2---,N—1, (5.282)
p(J)
vmN
W(N) = : (5.283)
pmN

onde a primeira linha do primeiro bloco e este tultimo bloco representam as aproximagcoes
iniciais das varidveis de contorno v_ 1 =vml, vy 1 = =ouvmN e py_ 1= = pmN.
Os blocos referentes a injecao ao dados por:

1 0

D(0) = , proveniente do sistema (5.274), (5.241), (5.284)
0 D3(0)
4i(0)

A(0) = N , também proveniente do sistema (5.274), (5.241), (5.285)
Ap(0)

_ ay(0) 0

L(0) = , proveniente do sistema (5.275)—(5.276), (5.286)

0 Ly0)

_ () 0

D(1) = , proveniente do sistema (5.275)-(5.276), (5.287)
Az D)(1)

- ymy(1)

Al) = , também proveniente do sistema (5.275)—(5.276), (5.288)
Ap(1)

Os blocos referentes ao interior da malha sao dados por:
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L(j—1)= . , paraj=2,3,---,N—1, (5.289)
0 Lp(j -1)

&) 0
D(j) = C paraj=23,--- ,N—1, (5.290)
Az DY(4)
ymy ()
A(g) = para j =2,3,--- ,N — 1. (5.291)
AR (9)

Finalmente, de (5.278)—(5.279) segue que os blocos referentes & producado sdo dados por:

N GO(N — 1) 0
L(N—1)= N : (5.292)
0 LO(N —1)

SO(N) 0

D(N) = : (5.293)
Az/2 DO(N)

B ey (N)

ANy = _ . (5.294)
Ap(N)

Para o cédlculo dos elementos dos blocos e vetores relativos as condicoes de contorno na
injecao, recordamos que sao tais que:

a2(0)  é dado em (5.236),
(1) é dado em (5.237),
md(1) = 72(0) ¢ dado em (5.238),

0
Dp(O) é dado em (5.248),

A%(0) ¢ dado em (5.249).

P



COMPRESSIBLE THREE-PHASE FLOW 85

Para o calculo dos elementos dos blocos e vetores relacionados aos pontos do interior da
malha contorno, recordamos que sao tais que:

ad(j—1), j=23,---,N—1, sio obtidos de (4.91),

62(4), j=2,3,---,N—1, sdo obtidos de (4.92),

ymd(j) =G -1), j=2,3,---,N—1, sdo obtidos de (4.93),
L)(j—1), j=1,2,---,N—1, sio obtidos de (4.105),

DY(j), j=1,2,---,N—1, séo obtidos de (4.106),

A%j), j=1,2,---,N—1, sio obtidos de (4.107).

Para o céalculo dos elementos dos blocos e vetores relativos as condicées de contorno na
producao, recordamos que sao tais que:

@’(N —1) édado em (5.256),
62(N)  é dado em (5.257),

Am(N) =4°(N —1) ¢ dado em (5.258),
~0 )

Ly(N —1) ¢édado em (5.271),

~, )

D;(N) édado em (5.272) e

AJ(N)  é dado em (5.273).

Iteracao genérica do método de Newton na inicializacdo do subsistema pressao-velocidade.
Uma vez obtidas as primeiras (k — 1) aproximagoes m(j) e p(j) para os valores iniciais de
vm(j) e de p(j), podemos prosseguir o método de Newton para encontrarmos aproximagoes
melhores vm(j) e p(j) de vm®(5) e de p°(j), correspondentes & k-ésima iteragéo.

O procedimento aqui é anédlogo ao da Subsecdo (5.2). Para ser mais explicito vamos
escrever os andlogos das Subsegoes (5.2.1)-(5.2.9), quando das discretizagbes das equagdes
da velocidade e da pressao, no caso compressivel, nas extremidades.

Temos apenas que lembrar que

U;=U(x;,0), j=0,1,--- ,N—1,
(vm(j),p(5)), 7=0,1,--- ,N —1, sdo obtidos ao resolver o sistema (5.280).

(ﬁmN, ﬁmN), sdo obtidos ao resolver o sistema (5.280).

Discretizacao da equacao da velocidade estaciondria na injecao. De inicio temos que

ATmO = 7m, (0) = 0. (5.295)
O andlogo da equagao (5.88) na forma compacta é:
By (0)AP(0) + 6y (1) Am(1) + 0,(1) AP(1) = Fm,(1). (5.296)

Para obter os coeficientes da equagao (5.296) procedemos similarmente a Subsegao (5.2.1),
estendendo para a extremidade x_1, correspondendo ao indice j = 0, os valores das funcoes

vetoriais definidas inicialmente para o interior da malha em (4.38)—(4.41).

vme(0) = % (ui“’) + Um(1)> , (5.297)
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7e(U(0)) = % <7T(U(0)) +7(U(1)) - 27r(Ui<°>)>, (5.298)
Mc(0) = % (MI(O) + My(1) — 2M;'<°>>, (5.299)

1 1 .
c0) = (FU(O) - Mc(0) + 5(Mg(o) + M,(1) — 2M_;<0>)> : (5.300)

A fim de separar os casos de a matriz B, ser constante ou nao, vamos definir as seguintes
constantes:

Bi0) = s [Bi0 @ () @) mewio)). (5.301)
Bi0) = ; Alx)z [B,,(O) ® MC(O)] L e(U(0)), (5.302)
B:(0) = 575 | B0 © () 0)] - mew0). (5.303)

Com as defini¢ées dos vetores acima os coeficientes da equagio (5.296) podem ser escritos
na forma vetorial como:

+ ﬁ ome(0) (Fu(O) : (aa—]\;[l> (0) + <68—Agg> (0)) — B5(0) . (5.304)

Note que a primeira linha acima é semelhante & £3,(0) da férmula (4.112) com j = 0.

Note a analogia entre a £,(0) daqui e 53,(0) dado em (5.103).

d,(1) =——[1+ C(0)], (5.305)

o qual tem expressao semelhante aquela dada em (5.104),
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~ 1 _ oM, oM, -

o qual tem expressdo semelhante aquela dada em (5.105),
1 - 1 - - -
Ay (1) = -5 (vm(1) — v*@) — ~ vme(0) C(0) + G, (0) + B4(0), (5.307)
o qual tem expressdo semelhante aquela dada em (5.106)
eliminado-se o termo transiente 7 (0) .

Discretizacao newtoniana da equagdo da pressdao na inje¢do. Da mesma forma que no caso
compressivel, considerando a a discretizagdo da equagdo da pressao (2.11) no ponto z_1,
2

obtemos o andlogo da férmula (5.111) na forma compacta:

D, (0)AB(0) = A, (0). (5.308)

Também de maneira andloga as férmulas (5.114)—(5.117), definimos:

= Km(O)Rz(0
Sem(0) = Km(O)

pem (0 ) (p(o) )

mem(U(0)) = (7(U(0)) — 7(U*™)).

Com as defini¢oes acima os coeﬁ(:lentes da equagdo (5.308) podem ser escritos na forma
vetorial como:

D, (0) = —Rem(0), (5.313)

a qual tem expressdao semelhante aquela dada em (5.118).

KP(O) = Rem(0) pem(0) + Sem(0) - Tem(0) — (Az/2) v @ (5.314)

i(0)

in+1) por v0).

a qual é semelhante & (5.119), trocando v

Discretizacao da equacgdo da velocidade estaciondria na producdo. Da mesma forma que nas
Subsegoes (5.2.5)—(5.2.6), a discretizagao da equagao da velocidade na produgao s6 envolve
as varidveis de contorno UN_% = UmN, Uy 1 = vmN e Py_1 = pmN definidas em
(5.55), (5.56) e (5.57), respectivamente. .

O andlogo da equagio (5.132) é

fis(N — 2)AB(N — 2) + ap(N — D)ATm(N — 1) + Bo(N — 1)AB(N — 1)
+ 0y (N)ATMN + 0,(N)ApmN = 3m,(N),  (5.315)

Quanto aos coeficientes da equacgio (5.315) na forma vetorial:
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My(N —2) é dado em (5.150),

ay(N —1) é dado em (5.151),

By(N —1) = _(aa(;”)(zv- 1)+ Aixvmc(N- 1) (%Z”)(N— 1) - Me(N — 1) = By(N — 1)
~ gy el = 1) (R =1 (GHO -0+ (B - 1) + B -,

(5.316)

que é anélogo a férmula (5.152), eliminando-se o termo transiente 73(N — 1)
de B,(N — 1) obtido de (4.51), fazendo j = N — 1,

0,(N) é dado em (5.153),

0,(N) é dado em (5.154),

Amy(N) = —Aix (vmN —vm(N — 1)) — Aix vme(N —1)C(N — 1)
+ Gy(N — 1)+ By(N - 1), (5.317)

o qual tem a mesma expressao dada em (5.155), eliminado-se

o termo transiente 7, (N — 1).

Discretizacao da equagdo da equacdo da pressdo na producdo. O procedimento aqui é o
mesmo da Subsegoes (5.2.7)—(5.2.8) obtendo a equagao andloga de (5.160):

Lpo(N — 1)AB(N — 1) 4+ (Az/2)ATmN + Dy(N)AFmN = A,(N). (5.318)
Quanto aos coeficientes da equacido (5.318) na forma vetorial:

L,(N —1) édadoem (5.173),
D,(N) ¢ dado em (5.174),

A,(N) édado em (5.175).
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O sistema algébrico completo para um passo genérico na inicializacao do subsistema pressao-
velocidade. O sistema é andlogo aquele dado em (5.183):

(DO \ [ AT
L£(0) D(1) AW(1)
LLO0) L£(1) D) AW (2)
LL(1) L(2) D(3) AW (3)
LL(N-3) L(N-2) D(N-1) AT (N 1)
\ CL(N-2) E(N-1) DV)) \ aw) )
A(0)
( A1) \
A(2)
=| A@3) , (5.319)
A(N:—l)
A(N)

onde os blocos de incégnitas sao definidos por:

_ Avm0
amo) ={ |,
Ap(0)
. Avm(j)
AW(J): o ) para‘j:1727"'7N_1a
Ap(j)
) AvmN
AW(N) = :
ApmN

onde a primeira linha do primeiro bloco e este ultimo bloco representam as varidveis de
contorno v_i = vm0, vy_1 = vmN e py_1 = pmN, definidas em (5.22), (5.55) e (5.56),

respectivamente.
Os (N + 1) x (INV + 1)-blocos coeficientes e os do lado direito do sistema (5.319) sao os

mesmos de (5.187)—(5.199). Neste caso, para o cédlculo dos elementos dos blocos em (5.187)—
(5.199) inicialmente fazemos as consideragoes:

U; =U(z;,0), j=0,1,--- ,N —1,
( m(j), D j)), j=0,1,--- N =1, sao obtidos ao resolver o sistema (5.280).
( mN,

I~

, B(
pmN), sdo obtidos ao resolver o sistema (5.280).

I~
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Para o célculo dos elementos dos blocos relacionados com a injecao, recordamos que eles
sao tais que:
B,(0) & dado em (5.304),
Am,(0) =0 ¢ dado em (5.295),
5»(1) 6 dado em (5.305),
0,(1) é dado em (5.306),
Amy(1) = 7,(0)  é dado em (5.307),
0) ¢ dado em (5.313),
0) ¢ dado em (5.314).

p

Para o calculo dos elementos dos blocos e vetores relacionados aos pontos do interior da
malha contorno, recordamos que sao tais que:

m(i—2), j=2,3,---,N—1, sao obtidos de (4.49),

a(j—1), j=1,2,---,N—1, sido obtidos de (4.50),

Bo(j—1), j=2,3,---,N—1, sio obtidos de (4.112),

6(j), 7=2,3,---,N—1, sdo obtidos de (4.52),

0,(j), j=2,3,---,N—1, sio obtidos de (4.53),

ymy(§) =Y — 1), j=2,3,---,N—1, sio obtidos de (4.113),
L,(j—1), j=1,2,---,N—1, sdo obtidos de (4.71),

D,(j), j=1,2,---,N—1, sfo obtidos de (4.72),

A,(9), j=1,2,---,N—1, sdo obtidos de (4.73).

Para o cédlculo dos elementos dos blocos e vetores relativos as condi¢oes de contorno na
producao, recordamos que:

My(N —2) é dado em (5.150),

ay(N —1) ¢é dado em (5.151),

By(N —1) é dado em (5.316),

b»(N) ¢ dado em (5.153),

0,(N) é dado em (5.154),

Amy(N) = 7,(N — 1) ¢é dado em (5.317),
Ly,(N —1) édado em (5.173),

Dp(N) ¢ dado em (5.174) e

AL(N) édado em (5.175).

6. CONDIGOES DE CONTORNO:
INJEGAO: FLUXO NAS SATURAGOES, VELOCIDADE E PRESSAO ESPECIFICADAS;
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PRODUGAO: NEUMANN NAS SATURAGOES.

Vamos recordar o significado do fluxo na extremidade de inje¢ao. Admitindo que a pressao
seja conhecida no ponto de injecao, de modo que as densidades do agua,bleo e gas também
sejam conhecidas, as equagoes (1.1)—(1.3) prestam-se naturalmente para especificar a razdo
entre as taxas de inje¢do (volumétrica) de dgua, éleo e gés.

O fluxos volumétricos por unidade de area de dgua, 6leo e gas sao vy, v, € vy, respectiva-
mente.

O fluxo volumétrico total do fluido injetado é v = vy, + v, + v,.

Os fluxos fraciondrios volumétricos de dgua, 6leo e gds sao respectivamente

Q’w:_7 Q0:_7 Qg:_7 (61)

respectivamente.
Reescrevamos as equagoes (1.1)—(1.3) em termos dos fluxos fraciondrios volumétricos como:

0 0
a(gb Puw Sw) = _a_x(pw UQw) ) (6-2)
0 0
a(¢ Po 30) = _a_m(pov Qo) . (63)
0 0
a((b Py Sg) = _a_x(pg v Qg) . (6'4)

Reescrevamos agora as Eqgs. (1.22)-(1.24) como

0

0 Bsw aso
ot (¢Pw Sw) = T ox <U Pw Ju — prHa—x — puwBi2 Ee ) ) (6.5)
0 0Sw 05,
N (</5Po 50) ™ (U Po fo— 90321% — poBaz oz ) ) (6.6)
0 0 asw 630
ot (Pg (¢ 59)) = T or <U Pg Jg+ Pg <B11 + B21> Oz + Pg (Bu + 322) o7 > . (6.7)

Comparando as equagoes (6.2)—(6.4) respectivamente com as equagoes (6.5)—(6.7) obtemos

O0Sy 05,
(Ufw_BII%_B12%> :UQwa (68)
OSw 05,
(Ufo_B21%_B22 82) =vQ,, (6-9)
aSw aSo
v fg + (B11 + B21> a—x + (B12 + B22) o =0 Qg . (610)

Escolhemos as equagoes (6.8)-(6.9), as quais correspondem ao subsistema de balangos, e
as escrevamos segundo a notagao vetorial como:
oU

UFU — BU%:UQU, (611)
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onde Fy(U,p) e By (U, p) ja foram introduzidos na Subsegio (2.1) e

Qu(U,p)
Qu(U,p) = : (6.12)
Qo(U,p)

Com isto, concluimos que o seguinte conjunto de condicbes de contorno de injecao é
plausivel:

v_y = v'(t) dado, (6.13)
p_y =p'(t) dado, (6.14)
Qu_, = Qy(t) dado. (6.15)

Na extremidade de producao as condicoes de contorno sao as mesmas da Segao 5, Eq.

(5.4), que repetimos aqui:
oU
(—) =U:(t).
o0x N—%

6.1. O subsistema de balancos.

6.1.1. Discretizac¢io do subsistema de balangos na injecdo. Comecamos com a Eq. (2.7).
Faremos primeiro a discretizacdo espacial na extremidade de inje¢do do sistema (2.7), o
qual reescrevemos a seguir:

0 0 0 oU
EHU(UJ?) + oz (UFU(Uap)) = oz (BU(Uap)%) + Gu(U,p),

Discretizando no ponto xq as derivadas espaciais fora dos parénteses, obtemos:

o Ho(U, plo + Ai{ (vrew.) - (vro(e p>)5}

2

- Ai{ (BU<U,p>Z—Z> - (BU(U,p)g—Z) 7

Usando a equagao (6.11) para o fluxo na extremidade de injegdo e a notagao com super-

(192

scrito “¢” para indicar avaliacoes nesta extremidade, obtemos:

0 1 1 oU vt
&HU(va)O + Az <UFU(Ua p))é ~ Az (BU(Ua P)@) + GU(Uap)O + A—l_QU' (6-17)

1
2

} +GU(U,p)0. (616)

1
2

Utilizando médias espaciais obtemos:

9 Ho(U.pho + 5 - { (Fowm) + (rotw m)l}

:Aix{% (BU(U,:D)> +<BU(U’p)> (?9_5)1

2

} +Gu(Up)o+ Qe (618)
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Discretizando a derivada espacial remanescente obtemos:

vt
(U — UO)} + Gu(U,p)o + A—mQ%' (6.19)
A discretizag¢ao temporal de (6.19) é

1 n+1 n 1 n+1 n+1 N
At <HU(U p) HU(U,p)O) + —QA.T{ (61)1 FU(U p) + €V FU(U p)

s (evZHFU(U, P 4 et Fy (U, p)?) }
2 2

1
W {6 (BU(Ua p)g_H + BU(U7 p)?—}_l) <U1n+1 - U(;H_I)

(BU(U P)i + Bu(U.p)? ) (vr - ) }

1 1 i(n s i(n i(n
+ (eGu(U,p)gt' + €Gu(U,p)§) + A—gj(ev““”@é T 4 et [5 )).

(6.20)
M¢étodo de Newton para fluxo especificado na injecdo
Usaremos o método ndo linear de Euler/Crank-Nicolson. Suponhamos conhecida a aprox-
imagao (U",p",v"). Seja (U,p,v) uma aproximacdo tempordria de (U™*!, p"tt v™t1) e
(U, p,v) uma nova aproximacio a ser determinada de (U™*!, pn*! ¢yntl),

Usaremos a notacdo Hj* = Hy(U",p"), F} = Fy(U™p"), By = By(U"p") e
G = Gy(U™, p™).

1 [T n 1 - 7= ) > 1,0 N
Al (HU(U,p)O - HUO> + m{ (evéFU(U,p)O +e ’U%FUO) + ( v Fy (U,p)1 + € U%Fm) }
1 _ _ _ _
= (As)? {e(BU(U,ﬁ)O + BU(U,ﬁ)1> (U =Up) +¢€ (B{}O + B,’}l) (Ut — Ug‘)}
_ 1 .
+eGy(U,p)o + €GY, + A <eu2<"+1>Q;§"“ + eI ) (6.21)

Somando e subtraindo termos convenientes:
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1 = _
1 r — _
HEYY: { ev3 (Fu (U, p)o = Fu(U,p)o + Fu (U, p)o) + e’nggo)

( ~U+Uh) - (UO—U0+UO)> +€ (B{}O+B{;1> (UI"—U(?)}
+e(Gy(U,p)o + Gu(U,p)o — Gu(U, p)o) + €G,
+

1
A—< QYT + v Q" ) (6.22)

Substituindo U — U = AU , Obtemos a seguinte equacao:

1 (0Hy, - 1 { - .
Kt( U >OAU +E(HUO —HUO)

V) (90 , _(0Fy |
+2Am{ Ué(@U) AU0+ev1FU0+ev FU°+€U%<W) AU1—|—ev1FU1+eru FU}

1

1 aBEU = GBU = _ _ _ _ ~ B
) 2(Arc>2{€ (W) °alot (W) o AT + By, + Bu, ((AU1 - a0) + (0~ Tr))
0Gy
+€’<B;}° +B}}1> (U{L - U(?)} +6( U ) AUo—l-eGUO + €
0
1 . ) ' .
Y (6““"“)@5"“) + e’v“%’é")). (6.23)

Negligenciando termos de segunda ordem O(A?):
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1 (OHy = 1 /(4 €v1 oFy = oFy, -
= (o AFy+ —( Fy, — HE A i W
At(@U)O U0+At< Uo UO>+2A:E (8U>0 U”(w)1 U1

1
* 2Ax %(FU0+FU1) +6’UTIL(FU0+FU1)
1 0By = 0By
= Q(M)z{e <<—8U >OoAU0+ <—6U )1 oAU1> (U, - Op)

+ (BUO + BU1> (AU, — AU,) + (BUO + BU1> (U — Uy)

oGy
+e’(BZO+B;}1>(U1"—USl)} (6U> AU0+€GUO+6G

1 i(n i(n+1 s i(n i(n
+E<€’U(+1)QI§+)+€U() 15)> (624)

Usando as propriedades dos operadores o e ®, colocando apenas os termos em AU, ou
AU, a esquerda, e multiplicando tudo por At, obtemos:

OHy _ eAtVL (9Fy, eAtVL [ §Fy,
A 2l —=1] A 2 A
( >0 Vot 5as <aU AUt o Lar U,

€At GBU - - = eAt BBU
( ) @ (U = to) Al = 55y ( oU

s )1 ® (01 — Uy) AT,

_ _ _ Gy _
_ 72(A$)2 (BU() =+ BU1> (AUl AU()) — 6At< aU ) AUO

] n At D D 7 7 ) n n n n
_ <HU0 — HUO) + 2(Ar)? {e(BUO + BUI) (U1 —Up) + € (BUO + BUI) Uy - UO)}

_ s AN At ’yn n n
+At(eGUO+eGUO)—E %(FU0+FU1)+€'U1(FU0+FU)
+ DL (@ Qi 1 i) (6.25)

Reordenando os termos convenientemente e colocando AU, e AU; em evidéncia, obtemos:
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OHy Gy €Atvy (9Fy eAt [ - _
v — €A s (Ofv At (5 5
{(8[] )0 ‘ t<a >0+ 2Ax \ oU 0+2(A$)2 v, + Doy
eAt (0By o _
- st () o - bt

NG o At [ At (9By ) .
+ {72A:L' (%)1 - 2(Az)? (BUO +BU1> - 2(A0)? (W)l ® (U, — Uy) p AU,

= At(GGUO + 6’07(1]0) - (I_{Uo - Hgo) -

o |0y (o + o) + €0} (g, + )

At _ _ _ _
+ m 6(BU0 + BUI) (Ul - UO) + € <B[7}0 + B;}l) (Uln — Ugl)
At i(n+1) i(n+1) 5, .4(n) i(n)
+ Az (ev QY + ev'™QyY). (6.26)

Como an) e i}"“) sdo conhecidos, todos os termos do lado direito da Eq. (6.26) no
processo iterativo de Newton sdo conhecidos, e a Eq. (6.26) pode ser escrita como:

D(0)AU, +U(1)ATU, = A(0), onde (6.27)
D(0) = D,(0) + Dr(1), (6.28)
onde D.(0) e Dr(1) sao dados pelas férmulas (4.10), (4.11) fazendo j = 0.

Note que diferentemente da férmula (5.32), temos aqui que D;m(0) = 0.

U(1) ¢é obtido da férmula (4.12), fazendo j =0,

A(0) = Am(0) + A.(0) + 4,(1), (6.29)
onde A.(0) é obtido da férmula (4.15), fazendo j =0 e
z At ] i(n i i(n
Am(0) = A—x(evz(”+1)Ql§ 4 e’vl(")Qé )) , (6.30)

~ At

A0) = 0 e<BU0 + BUI) (U, = Uy) + € (B{}o + B{}l) (Ur - up)

. (6.31)

6.1.2. Discretizacdo do subsistema de balangos na producdo. Esta discretizagdo é precisa-
mente a mesma do caso da Se¢do (5.1.2), a qual repetiremos aqui apenas a equacao final na
forma compacta.

L(N —2)AU(N —2)+D(N —1)AUN —1) = A(N —1). (6.32)
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Para calcular os coeficientes em (6.32) relembramos que as varidveis de contorno o, 1=
vmN, py_1 = pmN, introduzidas respectivamente em (5.56) e (5.57) tém valores congelados
provenientes do sistema pressao-velocidade. O valor de Uy 1 = UmN introduzido em (5.55)
é dado por:

Az

UmN = UNi% =Uyx_1+ 7U;Cz(mtl) .

Com isto, os coeficientes em (6.32) sdo dados por:

L(N —2) dado em (4.7), fazendo j = N — 1,

D(N —1) dado em (5.66)-(5.67) e

Ay (N —1) na primeira iteracdo do método de Newton, ou

AN—n:{

Ag(N —1) numa iteracio Genérica do método de Newton,

com Ag(N —1) dado em (5.68) e Ag(N — 1) dado em (5.75).

Obs 6.1. No caso da matriz By ser constante as derivadas de By se anulam. Dai o termo
contendo 88'% deve ser eliminado da férmula (5.66), via a férmula (5.67) .

6.1.3. O sistema linear para o subsistema de balancos. Considerando as discretizacoes feitas
nas subsecoes (6.1.1) e (6.1.2), a forma matricial do sistema algébrico a ser resolvido no
programa Evolve, para as condicao de contorno de fluxo nas saturagoes na inje¢ao e condicao
de Neumann nas saturagoes na producgdo, é a seguinte:

D(0) U(1) AT(0) A(0)
£0) D) U?2) AU(1) A(1)
L=y pv-2) uv-1) | |adw—y| |av-2)]
L(N —2) D(N-1) AU(N — 1) A(N —-1)

(6.33)

onde os blocos da matriz dos coeficientes sao dados pelas férmulas (4.7), (4.9), (4.10), (4.11),
(4.12), (4.14), (4.15) e (4.16) no interior, pelas férmulas (6.28), (6.29) na extremidade de
injecdo e pelas férmulas (5.66), (5.68) e (5.75) na extremidade de producdo. (Note-se a
simplificacao para os casos de By constante).

Obs 6.2. Finalmente observamos que independentemente da iteragao do método de Newton,
a varidvel de contorno Uy 1 = UmN, introduzida em (5.55), é dada por

AL rete) (6.34)

5mN=mN—n+AaN—U+2 ¢
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6.1.4. Aproximacdo para a varidvel de contorno U_ 1= = Um0. Para fazer as aproximacoes do

sistema pressao-velocidade na extremidade de i 1nJegao é necessario conhecer a aproximacao
da varidvel de contorno U_ 1= = Um0, introduzida em (5.21). No entanto a resolucao do

sistema (6.33) nao permite obte la. Sendo assim, vamos usar a condi¢ao de contorno de
fluxo injetado dada em (6.15) e a solugio AU, obtida do sistema (6.33), para encontrar a
aproximacao AU_ Le consequentemente U_ 1.

Usando as condlgoes de contorno em z_; dadas em (6.13), (6.14) e (6.15), a equagao (6.11)
fica:

oUu

v' Fy(U_1,p") = Bu(U_1,p") (83:) 1

=v' Q. (6.35)

Discretizacao espacial

Usaremos diferencgas progressivas para aproximar (0U/0z)_;/, obtendo:
i i i 2 i
v' Fy(U_1,p") — By(U_1,p") A—x(Uo— U.i)=2v"Qp- (6.36)

Discretizacao temporal

Sejam € e € tais que € + ¢ = 1.

6,Ui(n—l—l) Fy (Ufi—l,pi(n—i—l)) + ¢ Uz(n) Fy (Uf;,pz(n))
2 2

: 2 : 2
n+1l _i(n+1 n+1 n+1 n i(n n n

— e By (UM p ) (Ug T = UM = € By (U, p) - (U - Uy

= e i) anﬂ) + € vim Q;}n) . (6.37)
Seja AU(0) obtido da solu¢io do sistema (6 33) e Uo = U(0) = U(0) + AT(0).
Sejam U_% uma aproximacao temporaria, e U _ _1 um a aproximacao a ser determinada de

Uit

—3

Substituindo U_: e Uy na equacdo (6.37):

evi(n-i-l) FU(ﬁ—%’pi(n_H)) + € Uz( )FU(U ’p( ))

2e : 26
- A_ BU(U ;’pz(n—f-l)) (U Un+1) . A_ BU(Un1,p n)) (USL o Uﬁ%)
= ev' ) QUn+1) + € '™ g") . (6.38)
Linearizando a equacdo (6.38) em torno de l_]_% e substituindo l:]_% - [_J_% = AIZJ_%:
€ i(n+1) 86}[7}] (U f z(n—}—l))AU 1+ 6Uz(n—H) Fy (U 1Lp (n—|—1)) +¢ Uz(n) FU(Uizl’pz(n))
2¢ 0By DY o AT 4 4 26 it 1) -
Az U (U,l,p )OAUL% +A—xBU(U p ) (UO AU _ é_Uf%)
_ 2 p (U1, 9" ™) (Ug = U™y) + e’ Q" 4 ¢ o™ Q" (6.39)
Az U ’ -1 U U - .
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Omitindo termos de segunda ordem, usando as propriedades dos operadores o e ®, e
colocando em evidéncia, obtemos:

{61} i(n+1) %FJ.] (U_l,pz(n—kl)) + z—;BU(U_%,pi(n_H))
2¢ 6BU — i(n = _ =
~ g og P e —U—;>}AU—;

= ¢ Ui(n—l—l) FU (U,% ’ pi(n+1)) € Uz(n) FU (Uf%,pz(n))
+ evz("“) QZ(HH) + ¢ vim) Qzé") : (6.40)

Identificando U_1 com Um0 e Uy com U(0), a equagao (6.40) pode ser escrita numa forma
compacta como:

m(0) AUmMO = Am/(0). (6.41)

Portanto o valor da aproximacio da varigvel de contorno Um0, introduzida em (5.21),
é dada por

Um0 = Um0 4+ AUmO, (6.42)

onde,
AUmO = (73m(0)) B Am(0) . (6.43)

Nas equagoes (6.41) e (6.43) os coeficientes sao dados por:

D i(n OF, i(n 2€ _ i(n
Dm(0) = +1) 8(;] (U 0, pt +1)) + A—BU(UmO,p( +1))
2¢ OB n _ -
~ s oy @m0 ) @ (U(0) - TUmo),  (6.44)
Avm(o) = —¢€ Ui(n_H) FU (Um(),pi("ﬂ ) n) FU (Unmo’pz(n))
+ z_e BU(ﬁmO pi(n+1 )( (0) — m(]) + Z_e BU(Uan’pi(n)) (U(? _ U"mO)
F QT Q. (6.45)

INICIO NOVA 24/09/03

6.2. Inicializagao do subsistem de balancgos.
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6.2.1. Inicializacdo na extremidade de injecdo. Para fazer a inicializacoes do sistema pressao-
velocidade na extremidade de injecao é necessario conhecer a aproximacao da quantidade
U(x_%, 0) de tal forma a ser compativel com a condi¢ao de fluxo dada em(6.15).

Usando as condigdes de contorno em z_, dadas em (6.13), (6.14) e (6.15), a equagao (6.11)
fica:

ouU°
ox )*%

'O Fy(U°4,p0) = Bu(U°4,p0) (5=) 5 =@ QY (6.46)

onde o “superscrito 0” significa que as avaliacdes estao sendo feitas no nivel de tempo t° = 0.

Discretizacao espacial

Usaremos diferencas progressivas para aproximar (9U°/dxz)_1/2 obtendo:

2

Ui(O) FU (Ugéjpz(ﬂ)) . BU(U 1(0)) A

U8 - 1°,) =" Q. (6.47)

Seja U_1 uma aproximacao tempordria de U°,. Seja U_: uma aproximacao melhor de
2 ~3

(V]

U°, a ser determinada.
2

Linearizando a equagdo (6.47) em torno de U_% e substituindo [:]_% -U.1 = AU .
. . JOF . _
i(0) 0 i(0) i(0) YU i(0)
v FU(Ufé,p )+ 50 = (U_1,p")A(U
2 9By 0 o AT POV (0~ AT . — D
_ [A_xﬁ( P 9) 0 AT, +A—xBU(U )| (U3 - AT, —T_))
= (0 Q’éo) _ (6.48)

Omitindo termos de segunda ordem, usando as propriedades dos operadores o e ®, e
colocando em evidéncia, obtemos:

{Ui(o) %%(U_Q,p’(m) + Ai By (U_1,p"”)

2 0B ; . 5
_A_ma_vff(U 1, p") ®(U8—U_;)}AU_;
_ (,Ui(O) FU([‘]_%,pi(O)) _ A—x By (U ’pi(O)) (U2 — U_%) + 0 Q;}O) i (6.49)

A equagao (6.49) pode ser escrita numa forma compacta como:

Dm(0) AU 1 = A°m(0). (6.50)

=
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Assimm como em (5.21), (5.22) e (5.23), introduziremos a seguinte notagdo para as
variaveis de contorno na extremidade de injecao:

Um0 = UE% , (6.51)
"m0 = vg% , (6.52)
p’m0 = p(i% , (6.53)

pm0 = Q| (6.54)

P

Observe que devido as condigoes de contorno (6.13), (6.14) e (6.15), no tempo t° as
varidveis de contorno recebem os valores:

'm0  v'© | (6.55)
p’m0 «— pi® (6.56)
Q%m0 « QXY (6.57)

enquanto a varidvel de contorno Um0 recebe momentaneamente o valor da aproximacao
anterior Um0 = U _1.

2
Desta forma uma melhor aproximacao do valor da inicializacdo da variavel de contorno
Um0 = U(z_1,0) é dada por

Um0 = Um0 + AUmO (6.58)
onde,
= ~ -1 ~
AUmMO = <D0m0> A'm0. (6.59)
Nas equagoes (6.50) e (6.59) os coeficientes sao dados por:

~ oFy , - 2 _ OBy - _
Dm0 = v°m0 a—U[_](UmO,pOmO) + s By (Um0, p"m0) — a—Ul,j(UmO,pOmO) ® (U°(0) — Um0),
(6.60)

~ _ 2 _ _

Am0 = v"m0 QYm0 — (vOmOFU (Um(),pom(]) — A—mBU(UmO,pOmO) (UO(O) — UmO)) ,
(6.61)

onde U°(0) = Uz, 0).

6.2.2. Inicializa¢do na extremidade de produc¢do. Da mesma forma que na injecao, para rep-
resentar o valor de U(zy_1,0) introduzimos a varidvel de contorno
2

U'mN = U]?]_% , (6.62)

a qual é inicializada usando diretamente a condi¢éo de contorno de Neumann (7.3):

A
U'mN = U(N — 1) + 7$Ug<°> , (6.63)

onde UY(N — 1) = U(zy_1,0) e Us® = U£(0).
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6.3. O subsistema pressao-velocidade. Lembramos que as variaveis de contorno vm0
e pm0, introduzidas em (6.52) e (6.53), sdo dadas em (6.55) e em (6.56), respectivamente.

Quanto & condicao de contorno de fluxo injetado (6.15), congelamos a aproximacao Um0 =
Um0 de U™ obtida das equacdes (6.42) e (6.43).

Com isto todas as funcées M;(U,p), My(U,p), R(U,p) e S(U,p) podem ser avaliadas na
extremidade de injecao e, como indicado no inicio desta Secao, usaremos o superscrito “”
para indicar estas avaliagoes.

Desta forma as discretizagoes das equacoes do sistema pressao-velocidade se tornam exata-
mente as mesmas feitas na Secdo (5.2), mais especificamente nas Subsegdes (5.2.1), (5.2.3),
(5.2.5) e (5.2.7) e o sistema algébrico a ser resolvido pelo Evolve é o mesmo dado em (5.183),
onde os blocos de incdgnitas estao definidos em (5.185)—(5.186) e cujos blocos da matriz dos
coeficientes sao obtidos pelas férmulas (5.187)—(5.199).

6.4. O subsistema pressao-velocidade no caso incompressivel. Devido a condigao de
contorno de fluxo injetado (6.15), como na Subsegao (6.3) usaremos a aproximac¢ao Um0
para U™}! obtida das equacdes (6.42) e (6.43).

2
Com esta identificacao o sistema algébrico para o sistema pressao-velocidade no caso in-
compressivel é exatamente o mesmo dado em (5.214), cujos blocos sao dados nas equagoes
(5.218)(5.228).

6.5. Inicializagao do subsistema pressao-velocidade. TO DO: Rever esta Subse-
cao, pois U(xf%, 0) nao é dado, como é afirmado a seguir.

Neste caso usamos que U (J,;% ,0) faz parte da condigao inicial e fazemos a identificagao
U =U(z_1,0). (6.64)

Desta forma, de maneira idéntica a Subsegao (5.4) obtemos:

Primeira iteragdo do Método de Newton. O sistema é o mesmo dado em (5.280), cujos blocos
sdo dados em (5.282)—(5.294).

Iteracio genérica k > 1 do Método de Newton. O sistema é o mesmo dado em (5.319), cu-
jos blocos sdo dados em (5.187)—(5.199), lembrando que as aproximagoes “barra” sdo dadas
pelas condigdes iniciais U(:r_%,O), U(z,,0), U(xN_%, 0) e pelas aproximacdoes (vm(5), p(j)),
(@mN, pmN) obtidas na primeira iteragdo do método de Newton ao resolver o sistema

(5.280).

7. CONDICOES DE CONTORNO:
INJEGAO: SATURAGQOES E PRESSAO ESPECIFICADAS;
PRODUGAO: NEUMANN NAS SATURACOES E PRESSAO ESPECIFICADA;

Consideremos as seguintes condi¢oes de contorno na extremidade de inje¢ao:

acompanhadas pelas seguintes condigoes de contorno na extremidade de produgao:
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(aa—U)N (), (73)

py_1 =p(t). (7.4)
Obs 7.1. O caso mais interessante é a condi¢do de Neumann homogénea, em que US(t) = 0.

Para calcular os valores das diversas funcoes nas extremidades de injecao T_1e producao
_ necessitamos dos valores U_s, dado em (7.1), p_1, dado em (7.2) e de py-3 dado em

(7.4). Ja o valor de U, v-1, ¢ obtido da férmula (5.79) na aproximagao anterior.

7.1. O subsistema de balangos. Comegamos com a Eq. (2.7):

0 0 0 oU
aHU(UaP) + o7 (UFU(UaP)> = 9 (BU(UaP)a) + Gy (U, p).

7.1.1. Discretizacdo do subsistema de balancos na injecdo. Esta discretizacao é a mesma
obtida na Subsec¢do 5.1.1, observando que as variaveis de contorno v_ 1= vm0 e p_ 1=

pm0, introduzidas respectivamente em (5.22) e (5.23), sdo provenientes do subsistema pressio-
velocidade.

7.1.2. Discretizacao do subsistema de balancos na producao. Esta discretizacao é a mesma
obtida na Subsecao 5.1.2, observando que as varidveis de contorno Uy 1 = vmN e
py-1 = pmN, introduzidas respectivamente em (5.56) e (5.57), sdo também provenientes do
subsistema pressao-velocidade.

7.1.3. O sistema linear para o subsistema de balancos. O sistema linear para o subsistema
de balancos é o mesmo obtido na Subsecdo 5.1.3, Eq. (5.78).

7.2. O subsistema pressao-velocidade. Lembramos que as varidveis de contorno
U_y = UmD e p_1 = pm0, introduzidas em (5.21) e (5.23), sao dadas em (7.1) e (7.2),
respectivamente.

Usaremos estes dados de contorno para avaliar todas as funcoes na extremidade de injecao
r_1.

2

7.2.1. Discretizacdo da equagdo da wvelocidade na injecao. Como variavel de contorno
pm0 = po1 = p'(t) é dado ndo é necessario obter aproximagoes para pm0. Para o primeiro
passo do método de Newton fazemos:

AfﬁmO — pi(n-l-l) _ pz(n) ’ (75)
e para os passos genéricos seguintes fazemos simplesmente:
Am0 = 0. (7.6)

Discretizacdo espacial. Para obter uma equacao envolvendo a variavel de contorno vm0
introduzida em (5.22) faremos a discretizagao espacial da equacdo da velocidade (2.10) no
ponto xy, o centro da primeira célula:
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v . .
A—x(’l)% —U_%) + A—.’E(Fvo : [Ml% - Mlz] + (Mg% _M;)>

I (W(UO) . 82?0 + az;go) +7 Ai)Z [BUO ® (M, - M;‘)] (@ (Uy) = 7(U)) + Gy

(7.7)
Tomando médias espaciais onde necessario:

1 1 , .
—( —v %)—I—K(vl +v_ 1)<Fv0-[MlO-I-Mll—QMﬂ+MgO+Mgl—2M;)

_ %( aM,O 8Mg0>

ot ot

+ 74(&3) [Bvo ® (Miy + M, — 2Ml)} (r(Uo) + 7(U1) — 20(U)) + Gy . (7.8)

Discretizacao temporal. Utilizamos diferencas finitas retardadas nos termos que envolvem
derivadas temporais:

¢0 n+1 n n n n 1 n n
A a(UV) - (MEFY = MP) + M — ME |+ (07— o)

2 2

. i(n .
*iag I ) (F mELL M M = 2] 4 M M - 2M5<n+1>)

1 . )
= 132 [B ® (M + M - 2M;‘"+”)] (RO + 7 (O) = 20 (D))
+ Gyt (7.9)
O método de Newton.
%0 ( () - (Mi(T,B)o — MP) + M, (T - M L 3. -3
A m(Uo) - (My(U, )0 — Mjy) + My(Us, D)o A—(U% —U_1)
1 = = n
m(’ﬁ % + ’l_)%) (Fv(Uo p) [Ml(U )0 + Ml(U p)l — 2M( _H)}
+ My(U,Dp)o + My(U,p)1 — 2MZ(”+1)>
1 = i(n 7 7 i(n
(A7) [B (T,P)o ® (Mi(T, P)o + Mi(T. p)1 — 2M;" “))] (n(To) +7(01) — 2m(UT+1))
+G(U,p)o. (7.10)

Linearizando em torno de (¥, )"
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$o oMy - 2\ L OMy. - .
K(;f( (o) ((a—pl)OApO—i_MlO _Mlo +( P g)oAp0+Mgo Mgo
1 _ B _ B 1 _ - B B
+A—x(AU§+U§_AU_§_v_é)—i_m(Avé—H}%—FAv 1+U_;)
oF,. 1 [.0M., ._ o o
([( ap )()Ap() +Fv0:| : [( 6 l)OAp() MlO + ( a l)lApl +Mll - 2Ml( +1):|
8M n = |/ i(n
+ ( 9 g)OApo + Mgy, + ( 9 g)lAp1 + Mgy, — 2Mg( H))
1 0B,y - My - o oMy - . - i(n+1)
_ 4(A£L‘)2 [(( o )oApo +Bvo) ® (( 9 )OAPO + M, + (%)lApl + M, — 2Ml .
oG, _
——)0APy + G- (7.11)

Colocando em evidéncia Av_1 = Avm0 Ap, = Ap(0), Auvy = Avm(1), Ap, = Ap(1), e

2
além do mais substituindo v_1 por vm0 e v1 por vm(1), obtemos:
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E{—l—FZ[FuO-(MlO-l-Mh—QMl(+1))+M90+Mg1—2Mg( +1>”Aumo

@ ] 0_]\_41 aMg

+{At(W(U) Op * op /,
oF,
op

Y  / i(n = aM 8]\7[
)0 ) (Mlo + My, — 2Ml( +1)) + Fy, - (8—;)0 + ( 8;09)0]

+ ﬁ (tm0 + om(1)) [(
1 [(an

~4(Ax)? | ap

)0 ® (Mlo + My, — 2Mlz'(n+1))] i (W(UO) +7(0y) - QW(Ui(n—i—l)))
B 5 oMy 1. 7(U) + m(Ty) = 27 (U 1)) — 0G, -
4(Ax)? [Bvo ® ( ap )0] (7(Uo) + = (Uy) — 27(U ) — ( P )O}Ap((])

1 . | - | )
* —{1 * Z |:F”0 ) (Mlo + Ml1 - 2MlZ(n+1)) + Mgo + Mgl - QM;(n+1):| }A@m(l)

Az
o[ (2, 2
_ m [ By, ® (aa_z\?)l] - (n(0o) + 7 (0h) — 27 (UHD)) }Aﬁ(l)
=~ (w(0) - (Mo~ M) + My — M), — 5 (om(1) — om0)
1

~ 1Az (@mO + ﬁm(l)) (FUO . (Mlo + My, — QM;'(HH)) + M, + M,, — 2M;'(n+1))

1— B Y y i(n ] 7 i(n ~
HPTINSE [Bvo ® (Wi, + Ny, — 2} “))} (w(00) + 7(Th) — 20 (UD)) + Gy (7.12)

Escrevemos (7.12) na seguinte forma compacta:

&, (0)AGmO + B,(0)AB(0) + 6,(1) ATm(1) + 6,(1)AB(1) = 7 (0), (7.13)

onde:

L7 Y, ] i / Y i(n
a, (0) = —{ —14 [Fvo (Mg + My, — 2M"D) 4 My + My, — 2M +1>] } ,

(7.14)
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) = 2 (70 200 ) L om0 s om1) [ (02, - (3, + 38, 20)

n oM, oM,
# P (50 + (5]
! OB, Y Y i(n+1) 7 7 i(n+1)
_ 4(A$)2 ( 8p )0® (Ml0+Ml1 _2Ml ) . (7T(U0)+7T(U1) _27T(U ))
1 B aM 7 7 i(n aév
_ 4(A.T)2 [Bvo X® (8—pl)0:| . (W(UO) + W(UI) - 27T(U( +1))) — ( ap )07 (715)
5 1 ar / v i(n — — .
51](1) = —x{l + Z |:F110 - (Mlo + Ml1 — 2Ml( +1)) + Mgo + ]\491 _ 2M;(n+1):| } ’ (716)
7] L ~ - oM, oM,
0.0) = g5 (0 + im() | R - (1), + (2),
1 _ oM, _ _ .
- 4(Az)? [Bvo ® (8—pl)1] : (W(Uo) +7(Uy) — 27T(UZ(”+1))) ’ (7.17)
Y ¢ J ] n Y n . _
Y (0) = —A—Ot(W(U) (M — MJ') + My — M}, — A—x(vm(l) — vm0)
1 n v W ] — — .
- m(@mﬂ -+ Em(l)) (Fvo . (Mlo + M, — QM;("+1)) + Mgo + ]\491 _ 2M;(n+1)>
! B Y Y i(n 7 7 i(n =
MPTIVSE [B”O ® (M, + My, — 2] “))]  ((To) + 7(T1) — 20 (U ™HD)) + Gy

(7.18)

7.2.2. Awaliacdo vetorial dos coeficientes da equagdo da velocidade na injecdo. Estendemos
aqui para a extremidade T, correspondendo ao indice j = 0, os valores das fungoes vetoriais

definidas inicialmente para o interior da malha em (4.38)-(4.41):

vme(0) = % (Um(] + vm(l)) , (7.19)

mc(U(0)) ¢ dado em (5.94),
Mec(0) ¢ dado em (5.95),
C(0) ¢ dado em (5.96).

A fim de separar os casos de a matriz B, ser constante ou nao, vamos estender as definicoes
das fungoes vetoriais definidas inicialmente em (4.43)—(4.45), para a extremidade de injegao:

By(0) ¢é dado em (5.97),
B3(1) é dado em (5.98),

B4(0) ¢é dado em (5.99).
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Além disto precisamos também da seguinte constante,

Bs(0) que é dada em (5.100).

Para destacar os termos transientes, definimos, como em (4.46), (4.47):

T5(0) dado em (5.101), e
7,(0) dado em (5.102).

Com as defini¢des acima os coeficientes em (7.14)—(7.18) da equacdo (7.13) podem ser
escritos na forma vetorial como:

G (0) = Aix [~ 1+C()], (7.20)

o qual tem expressdao semelhante aquela dada em (4.50), fazendo j =0 .

B,(0) é dado em (5.103),
6,(1) = —[1+C(0)] = — + @(0), (7.21)

0,(1) é dado em (5.105),

3(0) = T5(0) = = (Bm(1) = 2m0) — < ome(0) C(0) + Gu(0) + Ba(0),  (7.22)

o qual tem expressdo semelhante aquela dada em (4.54), fazendo j = 0.

Obs 7.2. Observamos que nesta se¢io ndo é necessario fazer a identificagéo 7,(0) = ym, (1),
como foi feito na Secdo 5.2.5. Pois, se este deslocamento de argumento for feito aqui, o
primeiro bloco do sistema linear ficard com indices Os e 1s, ao invés de somente indices Os.

Obs 7.3. Observamos também que omc(0) é definido pela férmula (7.19) e ndo pela (5.93).

7.2.3. Discretizacdo da equagao da pressao ma injecao. Vamos considerar a discretizacao
espacial da equagao da pressao (2.11) no ponto T_1. Isto porque no interior da malha a

discretizagao foi feita num ponto z; 1 e com isto férmulas obtidas para o interior poderao
2
ser aproveitadas também na producao.

Usando diferencas progressivas para aproximar d/0x, a discretizagao da equagao da pressao

(2.11) no ponto z_1 fica:

(n+1) _ n+l _ i(n+1)
U*% Ax (no P )+

2K_1Ri(n+1) 2K_15i(n+1)
3 2

o (@(UTY) — Uity (7.23)
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Sejam U, p e v valores nas grades de U, p e v que correspondem a uma certa aproximacgao de
Urtl ptl e ™! sendo que U estd temporariamente congelada. Sejam p e ¥ aproximacdes
melhores de p"*! e v™*! a serem determinadas. Entdo,

2K_1Ri(n+1) 2K_15i(n+1)
2 2

_—_— = i(n+1) . JARE i(n+1)
Py= (P T (n(0) - (). (7.24)
Somando e subtraindo termos convenientemente:
2K71Ri(n+1) QK_;Si(n'i_l) ~
P) 2

—U_1+vU_

v

- (m(To) — m(U'™HD)).
(7.25)

= —2 o~ Po+po —p'"*) +

Az Az

wo-
N
N|=

Substituindo Av = v — ¥ e Ap = p — p na equagao (7.25), obtemos:

- (w(Uo) — m(U ™)) — v
(7.26)

2K_1Ri(n+1)

AV 1 ——2 Ap, =
U3 Azx Po

QK_lRi(n—H)
Az

2K_;Si("+1)
Az

(150 _ pi(n+1)) + .

1
2

Portanto a discretizacgao da equagao da pressao na injecao, numa forma compacta, depois
de identificar Av_1 com Avm0 e K_i com K m(0) e de multiplicar tudo por Az/2, é dada
por

% ATm0 + D, (0)AB(0) = A,(0), (7.27)

onde

D,(0) ¢ dado em (5.118),
~ . . . _ : A
3,(0) = Km(O) R (o — p0) + Km(0)50 - (x(05) - w(U70)) — 57

v_

(

~J ol=

28)

7.2.4. Awaliacdo vetorial dos coeficientes da equacdo de pressao na injecdo. Aqui usaremos
as mesmas defini¢oes vetoriais como em (5.114)- (5.117), as quais repetimo-as abaixo:

Com as definigbes acima os coeficientes de ]5p(0) e de (7.28) podem ser escritos na forma
vetorial como:
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D,(0) ¢ dado em (5.118),

A,(0) = Rem(0) pem(0) + Sem(0) - mem(U(0)) — % by

que é semelhante ao termo (5.119), substituindo-se v’

(7.29)

") por T_1 .
2

7.2.5. Discretizacao da equacao da velocidade na producgao.

Obs 7.4. Usaremos nesta e na préxima subsecdo as variaveis de contorno UmN e pmN
introduzidas em (5.55) e (5.57), respctivamente. A varidvel UmN = UNfé = UmN é
proveniente do subsistema de balangos através da férmula (5.79). Esta varidvel é conhecida
no tempo t" e numa aproximacao “barra” para seu valor no tempo t"*1. A varidvel = pmN
é especificada pela condigao de contorno (7.2), isto é,

pmN = p°(t).

Portanto as fung¢oes M;(U, p), M4(U, p) e suas derivadas pode ser calculadas na extremidade
de produgao z,_ 1 pelo menos utilizando uma aproximacao anterior. Usaremos as seguintes
notacoes, onde o super-escrito p significa que a pressao é especificada.

MP  =M(Uy_1,py_1) = Mi(Uy_1,p°(1)) , (7.30)
M-(I;N—% =M, (UN—%apN—%) =M, (UN—%upe(t)) ; (7.31)

Vamos fazer a discretizacdo espacial no ponto xy_;, usando diferencas centradas da
equagao (2.10).

Discretizacao espacial.
E dada pela equacio (5.124) substituindo-se

D P
MlN_% por MlN_1 e MgN_% por MgN_

2
Tomando-se médias onde for possivel temos:
E dada pela equagdo (5.125), com as mesmas substituicoes referidas acima.
Discretizacao temporal.

Aqui usaremos as seguintes notagoes:
pntl n+l , n+l _ n+l e/yin+1
MlN,% = Ml (UNi%apN7%> = Ml (UN—%’p (t )), (732)

M;’;fl% = Mg(U"+1 n+l ) =M, (U]’f:l%, pe(t"+1)). (7.33)

1 p 1
N-1FN 1
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A discretizagdo temporal é dada pela Equagao (5.128) substituindo-se

n+1 n+1
M} por M? e M" por MP
N-} N-1 In-1 N

O método de Newton.

Suponhamos conhecidas as aproximacgoes U", v" e p™ e U Sejam v e p aproximacgoes
tempordarias de v" ! e de p"*!. O objetivo é obter aproximacdes melhores v e p.

) (Fv(U,Z_?)N—l : (2Ml(UN_;,Pe(t"+l)) — M, (U,p)n-2 — MU, p)n-1)

+ 2MQ(UN—%7pe(tn+l)) - Mg((jaﬁ)N—Z - Mg(U:I_))N—1>

d) — 7 T o= n 7 = n
- Ztl 7(Un-1) - (MU, D) n-1 — MlN—l) + My(U,p)n—1 — My, _,
1 - - I _
+ (A7) [BU(U,ﬁ)N—l ® (2M1(UN_%,pe(tn+1)) — M(U,p)n-2 — ML(U,ﬁ)N—1)] '
(QW(UN_;) — 7T(UN_2) — 7T(UN_1)> + GW(U,ﬁ)N_l . (734)
Linearizagdo em torno do ponto (7, ﬁ)T, e usando as notacoes

obtemos,
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1 _ _ 1

aFU — — — nt1 aMl
([( ap )N_lApN—1+FUN—1:| : |:2Mlzjv_% ( ap )N QApN 2 MlN—2

oM, oM

( op )N 1ApN 1 Mlzv 1} +2Mp;+1% - (a—pg)N—zAﬁNﬁ - MQN—2

oM, : _
- ( apg)N_1ApN—1 - MQN—I)
ON-1

o, )
= — At (W(UNl) . [(%)NIAPN_I + MlN 1 MlN 1:|

gN-1

oM, _
+( apg)N—lAﬁN—1+MgN 1_Mn )
1 0B, _ _ nt1 oM _ _
4(Az)? [<( op )y_1DPy 1+ va—l) ® <2Mp U (5 v oAy o — My,

N-} op
oM, _ _ _
( apl)N 1ApN 1 MlN—l)} : (27T(UN—%) —m(Un—-2) _T(UN—1))
oG,

+ (8—p)N_1AZ_§N—1 + éUN—l (7.36)

Eliminando os termos de segunda ordem, e colocando em evidéncia os termos Apy_, =
Ap(N —2), Avy_s = Avm(N — 1), Apy_; = Ap(N — 1), Avy_1 = AymN e temos
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. "3
= O On) - (M, — MDY+ Wy, — M) — L (o1 —5y_s)
- At N-1 INn—1 IN—1 gN—-1 gN—1 Am N—g N_§

]_ _ _ — — n+1 — — — n+1 — —
- ANT (UN—% + UN—%) (F'UNI : (2*]\4{;V . MlN—2 - MlN—l) + 2M5N7% - Mngz - M!]Nl)

1 1 — — n+1 — — — o n+1 — — —
+ {A—x + —4A{L' (F'UN—I . (QMlP;V | - MlN_2 - MlN_1) + QMZ]) - Mg - M!]N—l) }AUmN

2

— — n+1 _ _ _ — —
+ 4(Tx)2 |:B11N_1 ® (2M1€V7% - MlN_2 - MZN—I):| . (27T(UN—;) - 7T(UN_2) - 7T(UN_1))
+ Gy, - (7.37)
A equagdo (7.37) escreve-se numa forma compacta como:
iis(N = 2)AB(N = 2) + G (N — D)ATm(N — 1) + Bo(N — 1)AR(N — 1)
+ 0, (N)ATmN = 7,(N — 1), (7.38)

Os coeficientes da equagao (7.38) sao dados de modo similar como na Segao 5.2.5, relem-
brando apenas que os termos
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My, e M, ,

devem ser substituidos, respectivamente, pelos termos

ntl 7 e/in nt+l 7 e/n
Mle L = MZ(UN—%ap (t +1)) e MgpN . = MQ(UN—%ap (t _H))a
-2 -2

de acordo com as seguintes equacgoes:

iis(N — 2): Eq. (5.133),

dy(N — 1): Eq. (5.134),

By(N —1): Eq. (5.135),

0»(N): Eq. (5.136)

F»(N —1): Eq. (5.138), onde o termo Uy 1 deve ser substituido pelo valor da variavel
de contorno vmN introduzida em (5.56).

7.2.6. Avaliacao vetorial dos coeficientes da equacdo da velocidade na produ¢do. Para que
os coeficientes da equacao da velocidade na producgao sejam avaliados exatamente como na
Secao 5.2.6, devemos usar as mesmas notacoes para as variaaveis avaliadas no contorno z  _ 1.
Portanto, definimos:

Mle_l = Mym(N) = MZ(UN_%,pe(t"H))
o 2
ntl 1 7 e(4n
My = Mym(N) = My (Uy_1,p°(t"")).
2

Lembramos que, comparando com a Secao 5.2.6, estas duas varidveis sao as iinicas variaveis
avaliadas de modo diferente.

Assim, os coeficientes da Eq. (7.38) sdo definidos por:

(N —2): Eq. (5.150),
&y (N —1): Eq. (5.151),

By(N —1): Eq. (5.152),

d»(N): Eq. (5.153),

(N —1): Eq. (5.155), onde o termo Un_1 deve ser substituido por smN.
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Obs 7.5. Observamos que nesta se¢do nao é necessario fazer a identificacdo 7,(N — 1) =
Amy(N), como foi feito na Se¢do 5.2.5. Pois, se este deslocamento de argumento for feito
aqui, o primeiro bloco do sistema linear ficard com indices Os e 1s, ao invés de somente
indices 0s, conforme ja observado em 7.2.

7.2.7. Discretizacdo newtoniana da equac¢do da pressdo na producdo. Lembramos que a
varidvel de contorno UmN = Uy_; introduzida em (5.55) é obtida de (5.79), via o
sistema de balancgos.

A variavel de contorno do subsistema pressao-velocidade vmN = v, _ 1 introduzida
m (5.56), é incégnita. Seu valor deve ser obtido como valor aproximado resolvendo o
sistema pressao-velocidade discretizado via Método de Newton a partir de uma aproximacao
temporaria vmN.

O valor da variavel de contorno pmN = Pn-1, introduzida em (5.57), é dado pela
condi¢ao de contorno (7.4). Isto é,

pmN = p°(t). (7.39)

Pontanto, o valor
ApmN = ApN_%,

também é conhecido. Este valor serd usado para completar o sistema algébrico (N + 1) x
(N +1).

Obs 7.6. Para que esta secao fique andloga a Segao (5.2.7), usamos aqui as mesmas notagoes,
RN_% e Sy 1, usadas na Secdo (5.2.7) para os valores das fungdes R e S em (Uy 1 1,0y )

7P0rtant0, vamos denotar os valores das fung¢oes R(U, p) e S(U, p) avaliadas na aproximacgao
(U3 0) por:

¢ S(Uy 3 p ") = Sy (7.40

R(UN—% ) pe(n+1)) = RNfl

1.
2 2

Passemos entao a discretizacdo. Usando diferengas regressivas para aproximar 0/0z, a
discretizacdo da equacdo da pressdo (2.11) no ponto x, 1 fica:

1);7—}__1% — A R(Un+ ] ’pe n+1))(pe(n+1) pvllv—i-ll) + KN—% S(Uxftl%:pdn—'—l ) (Ue(n+1 )

(7.41)
Sejam py_; e Uyy_1 aproximagdes melhores de Pt e de v;f_ll a serem determinadas. O
2
método de Newton aphcado a equacdo (7.41) fica:
— 2 KN—l — _ _
@N_% = AL 2 R(UN_%’pe(n—l—l))(pe(n—i—l) _pN—l) + KN—% S(UN_%,pe(n+1)) . 77_(Uac;(n—f—l))
(7.42)
Somando e subtraindo termos convenientemente:
Av 1+ Un 1 = 2 KN?é R 1 (pe(n—H) — A]_j —p ) + K 15 1 (Ue(n—}—l))
N-1 TUy_1 Ag  WN-3 N-1 — PN-1 N-1PN-1-

(7.43)
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Separando na equagao (7.43) as incégnitas para o lado esquerdo e multiplicando tudo por
(Az/2), obtemos:

_ _ JAV
Ky 1Ry 1Apy i + b Aty 1

Ax

(Pe(nH) —Pno1) + 7KN7

Portanto, uma equacao a ser considerada na extremidade direita para determinar Av,_1 =
= V4 2
AvmN é:

A
(UMDY — T%N*% . (7.44)

= IR 1 IS 1
N—3 ""N—3 37 N—3

Az

L,(N — 1)AB(N — 1) + — AImN = A,(N), (7.45)
onde
Lpy(N—1)=Ky_1 Ry_1: Eq.(5.160),
Ap(N) = Ky 1 Ry_s () = pyva) + %KN_;S,H (U - %UN_; . (7.46)

7.2.8. Avaliagao vetorial dos coeficientes da equacao de pressao na producdo. Considere que
as variaveis de contorno estejam pré-calculados no tempo " e na aproximacao “barra”
para o tempo t"*!

Em seguida usaremos uma notacao semelhante a notacao usada no interior da malha para
as fungoes R e S na extremidade de producao, ou seja:

KN_%EKT)’L(N)ZK(.’EN_%), (747)
Ry_1 = Rm(N) = R(UmN, p*™*V), (7.48)
S'N_% = Sm(N) = S(UmN,pe("+1)) . (7.49)

A vpartir das fungoes pré-calculadas em (7.47)— (7.49), estendemos as funcoes vetoriais
definidas inicialmente no interior da malha pelas férmulas (4.67)—(4.70), para a extremidade
de producao, ou seja para o indice 7 = N:

Rem(N) = Km(N) Rm(N) :  Eq.(5.169),

Sem(N) = Km(N)Sm(N): Eq.(5.170),

pem(N) = () — p(N ~ 1)), (7.50)
mem(N) = (Az/2)m(US™D) . Eq.(5.172).

Com estas defini¢oes os coeficientes em (5.160) e (7.46) podem ser escritos na forma vetorial
como:

Lo(N —1) = Rem(N) :  Eq.(5.173),
JKP(N) = Rem(N) pemN + Sem(N)wem(N) — (Az/2)vmN :  Eq.(5.175),
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7.2.9. O sistema algébrico completo para o subsistema pressao-velocidade. Lembramos ini-
cialmente que de acordo com as condigbes de contorno dadas em (7.1)—(7.2), todas as varidveis
sao conhecidas na extremidade de injecao T_1.

Do mesmo modo, usando (5.37) e a condi¢do de contorno (7.4), todas as varidveis sdo
conhecidas na extremidade de produgao z,_1

Reescrevemos abaixo as equacoes discretizadas da velocidade e da pressao, na extremidade
de injecao, no interior da malha, e na extremidade de producao.

Para a extremidade de inje¢ao tais equacgoes sao dadas em (7.13) e (7.27), ou

&y (0)ATMO + B, (0)AP(0) + 6, (1) Adm(1) + 8, (1) AB(1) = 7, (0) ,

Az
2
Ver Obervacao 7.2 sobre a nao necessidade de deslocamento dos indices de 7,, como foi

feito na Secao 5.2.5.
Para o interior da malha, j = 1,..., N — 2, sdo dadas em (4.74) e (4.75), ou

ATm0 + D, (0)Ap(0) = A,(0).

m(j — DAP(J — 1) + ay(§) Avm(j) + Bu(7)AD(5)
+ 0, + DATM(j +1) + 6,(5 + 1)AD(I + 1) = 7% (5),

Lp(7 = DAP(G — 1) + AzAvm(j) + Dy (7)Ap(7) = Ap(7) -

Para j = N — 1, consideramos a equacdo da velocidade na produgdo, dada em (7.38) e a
equagao da pressao (4.75) com j = N — 1, isto é:

fio(N — 2)AP(N — 2) 4 @, (N — )ATM(N — 1) + B,(N — 1)Ap(N — 1)

+5,(N)ABmN = 7,(N — 1),

Ly(N — 2)AB(N — 2) + AzAGm(N — 1) + Dy(N — 1)AG(N — 1) = A, (N — 1).

Para completar o sistema (N+1) x (IN+1), consideramos as varidveis de contorno vm/N
e pmN introduzidas em (5.56) e (5.57), respectivamente. Uma equacao é obtida da condigao
de contorno na producdo para a pressdo (7.2) e outra equagio é obtida da discretizacdo da
equagio da pressdao na producdo dada em (7.45), isto é:

ApmN = 7,(N) (7.51)
onde definimos 4,(NN) por,

50 (N) = {pe("+1) —p®™  na primeira iteracio do método de Newton, (7.52)

0, numa iteracao genérica do método de Newton,
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Lo(N — 1)AR(N — 1) + % ATmN = A,(N).

Portanto, temos que resolver o seguinte sistema algébrico com (N + 1) x (N + 1) blocos:

(D) U(1) \ [ AT
£(0) D(1) U(2) AW(1)
L(1) D2) U@ AW(2)
L(2) D(3) U4) AW (3)
LN-3) DN-2) UN-1) | |av=2)
EN=2) DN=1) 4N | | am(v-1)
\ Lv-1 dV)) \ aww)
[ A@0)
A(1)
A(2)
= A(:3) , (7.53)
A(N —2)
AN —1)
\ A
onde os blocos de incégnitas sao definidos por:
- Avm0
AW (0) = ( ) : (7.54)
Ap(0)
_ (Avm(y))
AW (5) = , para j=1,2,--- ,N — 1, (7.55)
Ap(4)
_ AvmN
AW (N) = ( ) , (7.56)
ApmN

onde a primeira linha do primeiro bloco e este iltimo bloco representam as varidveis de
contorno vm0 = v_1, vmN = vy_1 e pmN = py_1, introduzidas em (5.22), (5.56) e
(5.57), respectivamente.
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Os blocos referentes a injecao sao dados por:

D(0) = N ., proveniente do sistema (7.13), (7.27), (7.57)
Az/2 D,(0)

_ (1) 6,(1)

UQ) = , também proveniente do sistema (7.13), (7.27), (7.58)

0 0

N 70(0)

A()= | , também proveniente do sistema (7.13), (7.27), (7.59)
4,(0)

Obs 7.7. Conforme Obervacao 7.2 nesta secdo nao é necessario fazer o deslocamento dos
argumentos dos 7,, como foi feito na Se¢ao 5.2.5.

Os blocos referentes ao interior da malha sao dados por:

0 nv(j - 1)
L(j—1)= . , paraj=1,2,--- N—2 (7.60)
0 Ly(j—1)

ay(j)  Bu(d)
D(y) = , paraj=1,2,--- ,N —2, (7.61)
Az Dy(j)

6(j+1) 0,(j+1)
UG+1) = , paraj=1,2,---,N—2, (7.62)
0 0

A(j) = paraj=1,2,--- , N — 2. (7.63)

bl

Os blocos correspondentes a equagdo da velocidade na produgdo (7.38) e a equagdo da
pressdo (4.75) com j = N — 1, sdo dados por:
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L(N—2)= , proveniente do sistema (7.38), (4.75) com j = N — 1,
(7.64)
(N —1) By(N—1)

D(N—-1) = , também do sistema (7.38), (4.75) com j = N — 1,
Az Dy(N —1)

(7.65)
_ 0,(N) 0
U(N) = , proveniente também do sistema (7.38), (4.75) com j = N — 1,
0 0
(7.66)
. WU(N - 1)
AN —-1) = , proveniente também do sistema (7.38), (4.75) com j = N — 1,
AN 1)
(7.67)

Finalmente, introduzimos os blocos para completar o sistema (N + 1) x (N 4+ 1). Estes
blocos correspondem a equacao dada pela condi¢ao de contorno na producgao para a pressao
(7.51), e a equacdo da pressdo na produgio (7.45),

0 0

L(N-1)= N , proveniente do sistema (7.51), (7.45), (7.68)
0 Ly(N—1)

N 0 0

D(N) = , também proveniente do sistema (7.51), (7.45), (7.69)

Azx/2 0
_ Fo(N)
A(N) = , também proveniente do sistema (7.51), (7.45), (7.70)
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Para o célculo dos elementos dos blocos e vetores relativos as condigoes de contorno na
injecao, recordamos que sao tais que:

a,(0) ¢ dado em (7.20),
8,(0) ¢é dado em (5.103),
D,(0)  ¢é dado em (5.118),

»(1)  é dado em (7.21),
0,(1) ¢ dado em (5.105),
¥»(0)  é dado em (7.22),

ZP(O) é dado em (7.29).

Para o calculo dos elementos dos blocos e vetores relacionados aos pontos do interior da
malha contorno, recordamos que sao tais que:

n(j—1), j=1,2,---,N—2,  sao obtidos de (4.49),
ay(j), j=1,2,--- ,N—2  sdo obtidos de (4.50),
Bu(4), 7=1,2,---,N—2, sdo obtidos de (4.51),
d0(j+1), j=1,2,---,N—2,  sido obtidos de (4.52),
0,(j+1), 7=1,2,---,N—2, sao obtidos de (4.53),
(), j=1,2,---,N—2  sdo obtidos de (4.54).
Para o calculo dos elementos dos blocos correspondentes a equagdao da velocidade na

produgao (7.38) e a equacao da pressao (4.75) com j = N — 1, recordamos que sdo dados
por:

y(N —2) é dado em (5.150),

a,(N —1) é dado em (5.151),

By(N —1) é dado em (5.152),

o,(N)  é dado em (5.153),

(N —1) é dado em (5.155), substituindo-se Uy por om(N)
L,(N —2) édadoem (4.71), com j = N-1,

D,(N —1) édadoem (4.72), com j = N-1 e

A,(N —1) édado em (4.73), com j = N-1.

Finalmente, para o cdlculo dos elementos dos blocos correspondentes a equacao para a
pressdo, dada pela condigdo de contorno na produgdo (7.51), e a equacdo da pressdo na
produgao (7.45), recordamos que sao tais que:

¥ (N) é dado em (7.52),
L,(N —1) édadoem (5.173),
A,(N) ¢édado em (5.175).
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7.3. O subsistema pressao-velocidade no caso incompressivel. Lembramos que as
varidveis de contorno Um0 = U_; e pm0 = p_1 sio dados em (7.1) e (7.2), respectiva-
mente.

Usaremos estes dados de contorno para avaliar todas as funcoes na extremidade de injecao
r_1.

7.3.1. Discretizacdo da equagdo da velocidade na inje¢do. Neste caso, como todos os temos
com derivadas em p sao nulos, a forma compacta da equacao da velocidade na injecao, Eq.
(7.13), se reduz a:

G, (0)ATmO + 6,(1)Avm(1) = 7,(0), (7.71)

onde os coeficientes ja na forma vetorial sao dados por:
a,(0):  Eq.(7.20),
6»(1) 1 Eq.(7.21),
e

7(0) :  Eq.(7.22).

7.3.2. Discretizacdo da equagao da pressao na injecdo. Como no caso compressivel, obtemos
a mesma Eq. (7.27),

% ATm0 + Dy (0)AB(0) = A,(0),

onde
D,(0) tem a mesma férmula dada em (5.118),
ZP(O) é dado em (7.29).

7.3.3. Discretizacdo da equacao da velocidade na produgao. Considerando as condigoes de
contorno dadas a direita a discretizacdo é obtida da mesma forma que obtivemos Eq. (7.38)
desprezando-se os termos com derivadas em p,

ay(N = 1)ATmM(N — 1) + 6,(N)ATmN = 7,(N — 1), (7.72)

onde
dy(N —1): Eq. (5.151),

0,(N): Eq. (5.153),

Yo(N —1): Eq. (5.155), onde o termo Dy _1 deve ser substituido por 7m(N).

Obs 7.8. Relembrando que as fungoes envolvidas nestes coeficientes devem ser preenchidas
conforme suas defini¢oes, dadas na Se¢ao 7.2
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7.3.4. Discretizacdo da equacdo da pressdo na producdo. Como no caso compressivel, temos
a mesma Eq. (7.45),

~ _ A _ ~
Ly(N = DAG(N — 1) + == AImN = R,(N),

onde
L,(N —1): Eq. (5.173),

AL(N): Eq. (5.175).

Obs 7.9. Relembrando que as fun¢oes envolvidas nestes coeficientes devem ser preenchidas
conforme suas defini¢coes, dadas na Secao 7.2

7.3.5. O sistema algébrico completo para o subsistema pressao-velocidade. Lembramos ini-
cialmente que de acordo com as condigdes de contorno dadas em (7.1)—(7.2), todas as varidveis
sdo conhecidas na extremidade de inje¢ao x_ 1.

Do mesmo modo, usando (5.37) e a condi¢do de contorno (7.4), todas as varidveis sdo
conhecidas na extremidade de producgao x N-1

Reescremos abaixo as equagoes discretizadas da velocidade e da pressao, na extremidade
de injecao, no interior da malha, e na extremidade de producao.

Para a extremidade de inje¢ao tais equagoes sao dadas em (7.71) e (7.27), ou
Gy (0) ATMO + 6, (1) ATm(1) = 7,(0),

Az . _ ~ ~ ~

7‘” Am0 + D, (0)Ap(0) = A,(0) .
Para o interior da malha, j =1,..., N — 2, sdo dadas em (4.74) e (4.75), ou

ay (7)Avm(4)0, (7 + DAUM(j + 1) = 7(7),
Lpo(j = 1DAD(j — 1) + AzAvm(j) + Dy (5)AD(5) = Ap(J) -

Para j = N — 1, consideramos a equacdo da velocidade na produgdo, dada em (7.72) e a

equagao da pressao (4.75) com j = N — 1, isto é:

dy(N — 1)ATm(N — 1), (N)ATmN = 7, (N — 1),

Lo(N — 2)AB(N — 2) + AzATm(N — 1) + Dy(N — 1)AF(N — 1) = A, (N — 1).

Para completar o sistema (N + 1) x (N + 1), consideramos como no caso compressivel,

ApmN = 7,(N), Eq. (7.51),



124 MARCHESIN, PLOHR, DA MOTA, AND DE SOUZA

~ _ A _ ~
Lo(N — )AB(N — 1) + Tx AFmN = A, (N).

Portanto, temos que resolver o mesmo sistema algébrico com (N + 1) x (N + 1) blocos
como em (7.53), o qual reescrevemos abaixo:

(D) U(1) \ [ Aw©)
L(0) D) U(?2) Al/l/(l)
L(1) D2) U@ AW(2)
L(2) D(3) U4) AW (3)
LV-3) DIV -2) U -1 | | adv—)
EN-2) DV-1) AW) | | awv-1)
\ Zv-1) pV)) \ aww) )
[ A@0)
A1)
A(2)
= A(:3) . (7.73)
AN —2)
AN 1)
AWN) )
onde os blocos de incégnitas sao definidos por:
B Avm0
AW (0) = ( ) : (7.74)
Ap(0)
_ (Avm(j))
AW (5) = , para j=1,2,--- ,N — 1, (7.75)
Ap(j)
~ AvmN
A (N) = ( ) , (76
ApmN

onde a primeira linha do primeiro bloco e este ultimo bloco representam as varidveis de
contorno vm0 = v_1, vmN = vy_1 e pmN = py_1, introduzidas em (5.22), (5.56) e
(5.57), respectivamente.
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Os blocos referentes a injecao sao dados por:

~ &(0) 0

D(0) = N ,  proveniente do sistema (7.71), (7.27), (7.77)
Az/2 D,(0)

N (1) 0

Uul)= , também proveniente do sistema (7.71), (7.27), (7.78)

0 0

N 7»(0)

A(0) = | ,  Eq: (7.59),
4,(0)

Obs 7.10. Conforme Obervacao 7.2 nesta secdo nao é necessario fazer o deslocamento dos
argumentos dos 7,, como foi feito na Secao 5.2.5.

Os blocos referentes ao interior da malha sao dados por:

0 0
LG —1)= . paraj=1,2--- N —2, (7.79)
0 Lp(j—1)
a(J) 0
D(y) = , paraj=1,2,--- , N —2 (7.80)
Az Dy(j)
S(j+1) 0
UG+1) = , paraj=1,2--- N —2 (7.81)
0 0
Yo(J)
A(j) = , paraj=1,2--- N—2 Eq. (7.63).
Ap(7)

Os blocos correspondentes a equagdo da velocidade na produgdo (7.72) e a equagdo da
pressdo (4.75) com j = N — 1, sdo dados por:
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0 0
L(N —-2)= , proveniente do sistema (7.72), (4.75) com j = N — 1,
0 L,(N-2)
(7.82)
N (N — 1) 0
D(N -1)= , também do sistema (7.72), (4.75) com j = N — 1,
Az Dy(N —1)
(7.83)
_ 0,(N) 0
U(N) = . Eq. (7.66),
0 0
~ %v(N - 1)
AN -1)= , Eq. (7.67).
AN 1)

Finalmente, introduzimos os blocos para completar o sistema (N + 1) x (N + 1). Estes
blocos correspondem a equacao dada pela condigao de contorno na produgao para a pressao
(7.51), e a equacao da pressao na produgao (7.45),

0 0
L(N-1)= N ., Eq. (7.68),
0 Ly(N—1)
0 0
D(N) = . Eq. (7.69),
Az/2 0
B Yo(N)
AN =| ., EBq. (7.70).
Ap(N)

Onde todas as entradas dos blocos acima sao definidas conforme Secao 7.2.9.

HFEITO ATE AQUI em 13/11/2003 (JESUS) ***
7.4. Inicializagao do subsistema pressao-velocidade. TO DO:

7.4.1. Primeiro passo do Método de Newton. Discretizacdo da equacdo da velocidade esta-
ctondria na injecao.
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Aqui também observamos que a discretizagao feita no interior da grade nao permite obter
de forma recursiva o valor de om(1). Mais que isto, ndo é conhecido nem mesmo uma
aproximacao inicial para vm0.

Vamos obter uma aproximcao inicial para v_1 = vm0 via a equagao da pressao, usando a

1
. 2,
aproximagao grosseira py = p(0) = p'(t = 0) = p*.

Assim, considerando a discretizacao da equacao da pressao no ponto z_ 1 por diferencas

pI‘OgI‘GSSiV&S podemos escrever:

2R?, 25°,
Py= )+ (s - 5). (7.84)
Como consideramos py = p™°, temos entdo que
25°
vml =v_1 = A—;(so — ). (7.85)

Usando o valor de om0 obtido em (7.85) podemos entao obter uma primeira aproximacao
de om(1) afim de disparar o processo recursivo para a obtengao dos demais valores de om(5),
ji=2,3,---,N—1.

Para isto vamos fazer a discretizacao da equacgdo da velocidade no ponto zg, usando que
as fungoes M e M, no ponto z_ 1 sao conhecidadas, pois todas a variaveis s, T e p sao dadas
neste ponto. Como antes, vamos usar o superscrito “0” para indicar que a avaliacao das
funcoes esta se dando no tempo t = 0.

Lo Y (o 0 0 0 0
301 =)+ o (P (o =02 + 0ty )
1 0 0 0 0 _ 0 0
= BV [Bvo ® (Ml% - M, %)] (s% — s_%) + Gy, (7.86)
Tomando médias:
L. L - 0 0 0 0 0 0 0
A—x(v% - 1)_%) + m(’l}_% + U%) (Fvo ) (Mlo + Ml1 - 2Ml_%) + Mgo + Mgl - QMQ_%
1 0 0 0 0 0 .0 0 0
= TEVOE [ b ® (Mp + M) — QMI_%) - (sg+ sy — 257%) + Gy, - (7.87)
Fazendo a identificagao v_1 = om0 e v; = om(1) e separando os termos convenientemente,
obtemos:

1 1 1 o
(S (g 2up )+ L 0, - 201 Yom

Az 4 1 1
L 1m0 (M0 M0 —2M® )+ (M 40 —2M° ) )om(1
+A—x +Z V0o . ( l0+ ll - l_%) +Z( gO+ a1 - g_%) ’Um( )
1
= 1007 [BSO ® (M + My, —2M; %) - (sg+s) —2s° %) + Gy, . (7.88)

Numa forma compacta a equacao (7.88) pode ser escrita como:
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a°(0)omo0 + 62(1)om(1) = 72(0), (7.89)
onde
i 1 1 1
(0 = o ( ~ Lo D (MY MY~ 20D )+ (M3, + M, QM;’_%)) (7.90)
501 = -~ (14 250 . (a2 4 M0 — 200 L0 a0 — o0 7.91
U()_A—.T +Z Uo'( lo+ L= l_1)+1( go+ a g_1) ’ ( )
2 2

RO = 1307 [BSO ® (MO + MY — 20 %)} (8450 —26,) + G (7.92)

Portanto om(1) pode ser obtido em funcdo de 7m0 como:

om(1) ! (&2(0) - &S(O)Em()) : (7.93)

Discretizacao newtoniana da equag¢do da pressao na inje¢ao.
Ja foi feita ao obtermos a aproximacao incial para v_1:
2

p(0) =p”. (7.94)

Discretizacao da equacdo da velocidade estaciondria na produgdo.
O valor de ¥mN é obtido usando a discretizacao da equagao da velocidade na produgao.
Para isto os valores das funcoes calculadas na producgao serao avaliados aproximadamente,
Az
utilizando Ug]_% = (s%_1 + 7320, TeO)T e p?v_% =p®, onde s® = s¢(t =0), T =T¢(t =
0) e p®® = p¢(t = 0).

1, B UN—
A—_{E(UN_% _UN—%)+ Z 1<F0 (Ml(jvf% _Mlo *§)+M0 2 _MO >

UN-1
x

1 0 0
~ (Az)? [B”Nl ® (M) _

Tomando-se médias onde for possivel temos:

1
2

1
A—x(ﬁN—% - @N—%)

1 — — 0 0 0 0 0 0 0
+ AAx (UN—% +UN—%) <F11N1 ) (2M1N_% - MlN—2 - MlN—l) +2MQN_? - M - M,

1 0 0 0
" 4(Ax)? [B”N-l ® My, ) =M,
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Fazendo as identificacoes o, 3 = 9m(N — 1), Uy 1 = ©mN, e separando os termos
2 2
convenientemente, obtemos:

1 1
— < —1+-F° (oM}
N—

0
Az 4 UN-1 - M

N-—-2

1
MY, )+ (Mg =g, ) Jom(V — 1)

1 gN-—2 gN-1
2 2

1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 _
+ A—:L' <]. + ZF,UN_I (2MlN_ - MlN-z - MlN—l) + Z(QMgN_l - ]\4—91\,_2 —_ MgN—l) /UmN

1
2 2

1
_ [BO @ (M0~ M, MY, )| - (25l y = sy — sy ) + G

4(A$)2 UN-1 1 In—2 UN-1 "
(7.97)
Numa forma compacta a equacao (7.97) pode ser escrita como:
(N = 1)om(N —1) + 2(N)omN = 3°(N - 1), (7.98)
onde
(N —1) = — L4+ (2MP M M L om0 M M
Ofv( - ) - A—x -1+ Z 'UN—I( lN_% MUy T lN—l) + Z( In-1 T M2 T 9N71)
(7.99)
1 1
0 _ 0 0 0 0 0 0 0
5U(N) - A—.Z‘ (1 + ZF'UN—I (QMZN_% o Mlzv—2 o MlN—1) + Z(QMQN_% - MQN—2 - MQN—1)>
(7.100)
1
0 _ 0 0 0 0 0 0 0 0
fY’U(N - 1) —_— 4(Ax)2 [B'UN—I ® (2MlN_% - MlN_2 - MlN—l)] - (QSN—% - SN—2 - SN—l) + GUN—I .
(7.101)
Portanto tmN pode ser obtido em func¢ao de om (N — 1) como:
1
omN = = ~3N—1—d2N—1@mN—1). 7.102
s (FHV = 1) = a8V = m( = (7.102

Discretizacao da equacao da pressao na producao.
O valor de pmN é dado por p® = p¢(t = 0).
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APPENDIX A. EXPRESSOES GENERICAS PARA AS FUNCOES DO MODELO.

Nesta secao estao determinadas as funcoes e suas derivadas que sao necessarias para a
implementacao do modelo bifasico simples

Inicialmente relembramos que o vetor das varidveis de estado é denotado por U (definido
em (2.8)), ou por 7(U), de acordo com a conveniéncia para identifica¢do com o modelo “oxid”

A.1. Funcoes e derivadas para o subsistema de balangos. Para as funcoes e jacobianas
do subsistema de balancos escrito na forma genérica em (2.7), inicialmente relembramos que

U= (Swa SO)T € D= Do-

Introduzimos as seguintes notacoes:
Pw pw 0
= , D, = , Al
=), 2=(% 1) (A1)

Puw = Puw(Pw) € Po= Pu(Po)- (A.2)

onde

Como Py = Po — Pow(Sw), entao, de um modo geral vamos considerar que

pw = puw(U,p) e po= po(U,p). (A.3)
H\(U) B5u H'(U) 0
HU) = = , Dy(U) = , (A.4)
H2(U) b0 0 HXU)
FY(U,p) fuw(U, p) F'(U,p) 0
F*(U, p) fo(U,p) 0 F*(Up)

Aqui, a notacao F' e F? nio é necessaria, foi mantida porque o Dan pretende usa-la em
outro trabalho.

Grandezas conservadas:

¢swpw(U, p)
$S0Po(U, p),
Jacobiana de Hy na variavel U:
Opw pw
Oy 7 ) = Pt Orue P _pfH _ p 0o (A7)
au P = - o | — POU T MU ‘

Soasw ¢po + ¢503_50
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onde
Opw  Opw
oOH ¢ 0 ap Osw dso
T — o1 L — A.
oU <0¢>¢65’U Opu 0o (8.8)
050 980

onde I é a matriz identidade 2x2.

Obs A.1. Considerando as densidades p,, e p, constantes, a matriz a;;rju assume uma forma
muito simples, dada por

OH,
i ¢D, (A.9)
Termo de fluxo:
v pw(U, p) fu(U, p)
Fy(U,p) = =vD,(U,p)F(U,p). (A.10)
v po(U,p) fo(U,p),

Jacobiana de Fy; na varidvel U:

A jacobiana de Fy na variavel U é obtida de modo andlogo a jacobiana de Hy

— =vD,— +vDp—— A1l
ot \U-2) = v Do + v Dryps (A1)
onde D, é dada em (A.1), Dp é dada em (A.5), g—{}(U, p) e dada em (A.8), e
oF'  9F!
aF Oswy dso
——(U,p) = A2
o= ) (A12)
08w 050

com

oF' _of,  OF' _8f,  OF 08f,  0oF% _0f,

08w  OSy s,  0s,’ 05y 08y’ s, 05,

Obs A.2. Se as densidades p,, e p, sao constantes, entao 3—5 =0, e a jacobiana %L[}f assume
uma forma simples, dada por

(A.13)

o0Fy oF
Y =D A.14
LU =D, 5 (A19)
Termo difusivo:
By (U, p) = D,(U,p)B(U, p), onde (A.15)

a matriz D,(U, p) é dada em (A.1), e

B(U.g) = B (U,p) Bia(U,p) (A16)
e BQI(Uap) 322(U,p) ’ |

onde By, Biy, B e By estao definidos em (B.76), (B.68), (B.77) e (B.69), respectivamente
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Calculamos a matriz jacobiana de By (U, p) efetuando primeiro o produto de D,(U, p) por
B(U, p). Escrevemos,

B (U,p) B (U,p)
BU(U’ p) - 21 29 ’ onde
By (Uap) By (U,p)

Bllfl (Ua p) = pw(Ua p)Bll(U: p) ) Bllf2(Ua p) = pw(Ua p)BIQ(U7 p) ) (A17)
BIZJI (U’ p) = pO(U, p)Bm(U, p) ’ BIQJQ(U’ p) = IOO(Ua p)BZQ(U’ p) (A18)

A jacobiana de By na varidvel U é:

Bl 9By} dB}?  OBJ?

aBU OSy 0o Osw 0o

W(U’ p) = s Onde (Alg)
OB  0BE 0B 0B}
054 050 dsy 050

OB 0Py 0B OB 0B
U(U,p) = 2% Bui (U, p) + pu(U, p) 5 U (U, p) = pu(U,p) F 2
0S8y 0S8y 08y 05, 0s, (A.20)
0B 9pw 0Bz OB _ 0By, .
D5, (U,p) = Bs., ——B12(U,p) + pu(U, p) 95, 35, (U, p) = pu(U,p) 55,
OB# 0B OB# 0B
65 (U p)_pO(U p) 8821 65 (U p)_pO(U p) 8821
w w o o (A21)
0B%# _ 0By 0B%# . 8B22
asw (U p) IOO(U p) asw 680 (U p) IOO(U p) as

o
Obs A.3. Se as densidades p,, e p, s30 constantes, entdo a jacobiana 22 - (U, p) assume uma
forma simples, dada por

0By 0B

=D .
onde g—g é a jacobiana da matriz B
Termo de fonte:
Gy (U,p)
Gy(U,p) = , onde (A.23)
G5 (U, p)

Gy(U,p) =0,  Gy(Up) =0 (A.24)
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A jacobiana de Gy na variavel U é:

aGL, G,
6GU 08w 080
—(U,p) = , onde A.25
50 (U, p) o o0 (A.25)
08w dso
aGY oG,
= = A.26
D5, (U,p)=0, D5, (U,p)=0, (A.26)
0G? 0G?
Z(U,p) =0, Z(U,p)=0 (A.27)
0s, 08y

A.2. Funcgoes e derivadas para o subsistema pressao-velocidade.

A.2.1. Fungoes e derivadas para a equacdo da velocidade na forma ndo conservativa. Para
a equacao da velocidade nao conservativa escrita na forma genérica em (2.10)

ov OM;(U,p) = OMy(U,p)\ _ B oM, (U,p)  OM,(U,p)
oz T (F”(U’p) o T a )W
8Ml(U7 p) aﬂ-(U)
+ Bv(U, p) &® o Oz + Gv(U7 p) )
temos as seguintes fungoes:
_ [ Pw
Pg
M,(U,p) = In (”—) , (A.29)
Py
M,(U,p) = In(p,) (A.30)

Derivadas das funcoes M,,, M, e M,

OMy,(U,p) _ 1 0pw 1 9p,

= - = A.31

op pw Op  py Op (A.31)
OM,(U,p) 10p, 1 0p,

IV \,P) _ L 9P - OPg A.32

op po Op  pg Op (4.32)

oM, (U, p) 1 0pg

bt Al 2 ] A.33

op pg Op (4.33)

G Up =0 26:0P _, (A.34)

Op
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F(U,p) = (fu(U,p), £,UD)", (A.35)
Ml(Uap) = (Mw(Uap)’ MO(U’p))Ti (A36)
B,(U,p) = ((Bi1 Bi2) (Bn Bx)) (A.37)

Obs A.4. A fungdo F, definida em (A.35) é a mesma fun¢io F' definida em (A.5). Sé a
redefinimos aqui por questao de compatibilidade dos modelos “oxid” e “compressible”

Obs A.5. Os produtos de dois vetores colunas que aparecem na equacao da velocidade
(2.10) devem ser interpretados como produtos escalares

Derivadas das funcoes F,, M; e B,

oF,(U,p) _ (0fu(Usp) 0fo(U,p)\T

o = ( 3 ) (A.38)
aMl(Uap) _ aMw(U:p) 8M0(U7p) T

o _( o 3 ) , (A.39)
6BU U’ 11 12 21 22
= (e o) (5 8) (10

A.2.2. Fungoes e derivadas para a equagdo da pressio. Para a equagao da pressao (2.11)

_ op on(U)
temos as seguintes fungoes:
R(U,p) = -\U,p), (A.41)
S(U,p) = (S'(U,p)  S*(U.p)) , (A.42)
com
dpow Sw dpo S
SY U, p) = Mu(U, p)% — (U, p) dgs( ) : (A.43)
w g
Apoq(s
S2(U,p) = =\, (U, p)%(g) (A.44)
9
Derivadas das funcées R(U, p) e S(U, p),
OR(U,p) _ OMU,p) (A.45)

op op
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dS(U, p) _ (8sY(Up) dS2(U,p)
e = (22 0} (A.46)
onde
oS (U, p) _ Oy (U, p) dpow(sw) — 0Ag(U, p) dpog(s,) (A7)
Oop Op dsy, Op dsy '
e
05*(U,p) _  0Ag(U,p) dpoy(sy) . (A.48)

op op dsg

APPENDIX B. FUNCOES TfPICAS E SUAS DERIVADAS.

Esta secao trata das funcoes da fisica do problema sem se preocupar com adimensional-
izacao

Densidade do gas

pe(U,p) = pg(pg(U,p)) = a+ bpy(U, p), (B.1)

M
onde a, b sao constantes podendo-se tomar a = 0 e b = T sendo M a massa molecular

do gds, R a constante universal dos gases e T, uma temperatura fixa;

ap_cé(gua p) —p ggz’ (B.2)
8/098(219) _ bg—ij’ (B.3)
5pg$,p) _ b%_l;f’ (B.4)
Densidade do éleo:
Po(U,p) = a + bePPe), (B.5)

onde a, b e ¢ sdo constantes e p, é uma pressao de referéncia do 6leo (Crookston, [2]);

ap dp dp _5
° — ° — ° _ b c(p—po).
0s, 05, 0 Op ce ’

(B.6)

Densidade da agua
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pw(U7 p) = Pw (pw(Ua p)) =a+ bec(pw(U,p)—ﬁw)’

(B.7)

onde a, b e ¢ sdo constantes, p,, é a pressao da dgua e p,, € uma pressao de referéncia também

da dgua (Crookston, [2]);

9pw (U, p) Op .
P BT p e 22 opw(Up)=Po)
0Sw ¢ 0Sw € ’

dpw (U, p) dp .
ZPwA P h e 22 o pw(Up)=Po)
05, ¢ 05, ¢ ’

apw(Ua p) be apw ec(Pw(UaP)_ﬁO)

op op

Pressao capilar géas-dleo:

Pog(Sg) = asy +b, onde a <0 e bsdo constantes;

dPog(s4) — a
dsg ’
d2p09(89) O
ds? ’

Pressao capilar dleo-agua:

Pow(Sw) = Sy + b, onde a < 0 e b sdo constantes;

dpow(sw) .
ds, @
AP (5)
ds2 0

Pressao da 4gua:

Pw(U,P) =D — Pow(Sw);

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)
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Ipw(U,p) _  dpow(sw) ,

0S4y ds,
opuUsp) _
05, ’
Opw(U,p) _ L
Op ’

Pressao do gas:

Pg(U,p) =D — Dog(sg), com s;=1—5,— 5,

Opy(U,p) _ Opg(U,p) _  dpog(s,)
05y 05, dsy
Opy(U:p) _ .
op ’

Viscosidade do gas:

tg(p) = a+bp, onde a e bsao constantes;

dpiy(p)
dp

= b;

Viscosidade do dleo

to(p) = a+bp, onde a e bsio constantes;

dito(p)
dp

= b;

Viscosidade da dgua

tw(p) = a+bp, onde a e bsao constantes;
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(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)
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it (p)
dp

=b;

Permeabilidade relativa do gas:

ko(U) =[1 — s, — su|", onde r é constante (r = 2, por default);

ok,(U) _—
95, [l — $o — Su|™ ;
Oky(U) 1.
D5 [l — So — Sw|™ ;

Permeabilidade relativa do éleo:

ko(U) = s, onde r é constante (r = 2, por default);

0’

akO(U) _ r—1
9. =rs)
ko(U) _ .

08w 0

Permeabilidade relativa da agua:

ko (U) = s., onde r é constante (r = 2, por default);

w?

ks (U) _ .

s, 0;
akw(U) _ r—1,
Bs.. =rs,, ;

Mobilidade relativa do gas:

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)
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)‘g(Ua p) =

OAg(U,p)  Oky(

P as:]) /119 (p);

mg(;i’ P _ 8%;:]) [ 1g(p);

ROp) _ 0 2el) /2y

Mobilidade relativa do 6leo:

Ao(U,p) =

0N (U, p)  Oko(

05, - 88:]) //‘0(]7)3

0 (U, p)

= 0:
054 ’

0 (U, p)
op

= o) L2215

Mobilidade relativa da agua:

Mobilidade Total:

AU, p) = Ao(U, p) + (U, p) + Ay (U, p);
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(B.39)

(B.40)

(B.41)

(B.42)

(B.43)

(B.44)

(B.45)

(B.46)

(B.47)

(B.48)

(B.49)

(B.50)
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oAU, p) _ 0\ (U,p) N Oy (U, p) N o\ (U, p)

ds,  0s, 05, 0s, (B-51)
OANU,p) _ 0A(U,p) | 0Au(U,p) | 0N(U,p).
0sw  OSy + 0S4 + 08y (B.52)
OAU,p) _ 0X(U,p) | 0A(U,p) | 0Ag(U,p)
_ : B.
Op o o op (B.53)
Funcao de fluxo da fase 6leo:
10U, p) = Mo(U,p) /AU, p); (B.54)
8f0(Uap) _ a)‘O(Uap) _ a)‘(U7p) 2 .
s = [ AU = MU P [ (B.55)
afo(Uap) _ a/\o(Uap) _ a/\(Uap) 2 .
o = [T AU = U)X (U, ) (B.56)
Funcao de fluxo da fase dgua:
JolU,p) = M(U, ) / AU, p); (B.57)
afw(Uap) _ a)‘w(Uap) _ a)‘(U:p) 2 .
5 = [T AU = MU ) = /() (B.58)
8fw(Uap) _ 8)\w(Uap) 8)‘(U:p) 2 .
8811, - [ asw )‘(Uap) )‘w(va) Gsw i|/)‘ (Uap)a (B59)

Coeficientes de difusao:

Para definirmos os coeficientes difusivos Bii, Bia, Ba1 e Bgg, primeiro definimos duas
funcgoes auxiliares,

dpow (Sw)

(U, p) = =KX (U, p)[1 = fu(U, p)] ds y © (B.60)
0u(U,) = KNo(Up) fu(U, p) P2 (B.61)

Derivadas das funcgoes €2; e €2
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% = —Kai( — fw) —dpow(Sw) K)\ % dpow(sw) _ K)\w(l _ fw) dzpow(sw)

08y 08y dsy, Y0sw  dSy ds?
(B.62)
an a/\ dpow(sw) afw dpo’w(s’w)
=-K 1—fu) ————2+ KA\, —_—, B.
0s, 0s, ( f ) dSy 08, dsy (B.63)
an a)\ dpow(sw) afw dpow(sw)
—=-K— w) ————— + K\y— ——, B.64
op op ( - ) dsy dp  dsy (B.64)
aQ2 _ 6)\0 dpow(sw) 8fw dpow(sw) d2pow(5w)
08w Kasw Y dsy + KX ° 08y dSy KXo fo ds?2 (B.65)
6Q2 a)\o dpow(sw) 8fw dpow(sw)
=K KA, —_—, B.
0S, 0S, fo dSy + KA 0s,  dsy, (B.66)
892 8)\o dpow(sw) a.fw dpow(sw)
=K w + K\, B.
op op f dSy Op  dsy (B.67)
Em seguida definimos os coeficientes By € B,
dpeg(s
Bilp) = ~K (U, p) fu(U, p) P20 (B.63)
9
APoo(s
Boap) = ~ KN, (U, ) (U, p) Per2) (B.69)
g
Derivadas dos coeficientes By e Bggy
aBl2 g dpog(sg) afw dpog(sg) pog( )
= - K\,—— —+ K — B.
08w fw dsg Ag 0sy  dsg + K fu dsz ’ (B.70)
3312 _ Ag . dPog(Sy) Ofw dpog(sy) d2pog(sg)
5. fw ds, K\, Ds,  ds, + KAy fw dsg , (B.71)
aBlZ g dpog(sg) afw dpog(sg)
—— ” — K\,— , B.72
op f dsg Tap  ds, (B.72)
8B22 _ Ag ; dPog(Sg) 0fo dpog(sg) d2pog(59)
5. fo ds, —K\g=— D5 ds, + K\ fo dsg , (B.73)
0Bss 0N, . dpog(s,) 0fo dpog(sy) d%poy(s,)
= K8, 22 K =299+ K\, f, —2297 B.74
05, 05, / ds, 99s, dsg + KA ds? (B.74)
0By, _ _K(?)\g I dpog(sg) ) 0fo dpog(sg) (B.75)

op op ds, Y0p ds,

Finalmente definimos os coeficientes By, e By por,
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B (U,p) = (U, p) + Bia(U,p), e (B.76)
BZI(Ua p) = QZ(Ua p) + BZQ(U: p) (B77)

Derivadas dos coeficientes By, e By

GBH 891 8B12 8311 691 8312 aBH an 8312

0Sw - 05y + 05y =~ 08, - 0s, + 0s, ¢ op - Op + op ’ (B.78)
8B21 _ 892 ang 8321 _ 892 ang 8321 . 892 3322
0Sw  OSy + 0syw =~ 0s,  0s, + 05, ¢ op  Op + Op (B.79)
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