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1 Introducao

O estudo das subvariedades dos espacos forma, isto é, as subvariedades da
esfera Euclidiana, do espago Euclidiano ou do espago hiperbdlico, é usualmente
feito analisando as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci, uma vez que elas
determinam completamente uma subvariedade. No entanto estas equacoes sao
na maioria dos casos bastante complicadas. Uma descricao paramétrica das
subvariedades torna-se assim 1til e importante, nao s6 porque permite de uma
forma mais clara compreender a sua geometria, mas também pelas aplicagoes
que dai advém ([DG1], [DFT)).

Algumas restricoes impostas na geometria das subvariedades implicam a
existéncia de uma distribuicao chamada de nulidade relativa. Fazendo uso das
propriedades desta distribuigao ¢ possivel construir uma parametrizagao ([FL])
que generaliza a parametrizacao de Gauss ([DG1]) para hipersuperficies. No
entanto, existem propriedades adicionais na estrutura destas subvariedades
que permitem construir parametrizagoes mais simples, e assim entender de
forma mais clara a sua geometria ([DF1]). Como exemplo dessas propriedades
podemos citar a rigidez das hipersuperficies ([DG1]).

O estudo da rigidez das subvariedades dos espagos forma tem motivado o
trabalho de muitos matematicos. Um dos resultados classicos é o teorema de
Allendoerfer ([Al]) que afirma que uma subvariedade é localmente rigida se o
seu nimero tipo ([Da]) é maior ou igual a trés, ou seja, se a sua segunda forma
fundamental nao é muito degenerada. O conceito de s-nulidade, definido em
[CD] por Do Carmo e Dajczer, deu origem a uma condi¢ao (Teorema 1.4 em
[CD]) que garante, com algumas restrigdes na dimensao e codimensao, a rigidez
das subvariedades Euclidianas. Ambos os resultados anteriores generalizam o
teorema de Beez-Killing para hipersuperficies, que afirma que uma hipersu-
perficie é rigida se o niimero de curvaturas principais nao nulas em cada ponto
é pelo menos trés. Sbrana e Cartan estudaram o caso das hipersuperficies que
tém precisamente duas curvaturas nao nulas e concluiram que, genericamente,
estas subvariedades também sao localmente rigidas. No entanto, mostraram
que existem quatro classes de subvariedades localmente deforméveis, chamadas
hipersuperficies de Sbrana-Cartan ([DFT]).

Para codimensao maior que um, o problema de classificar as subvariedades
localmente deforméveis é muito dificil. Em particular, basta observar que
qualquer hipersuperficie de uma hipersuperficie de Sbrana-Cartan é também
deformavel e assim pertence a classe das subvariedades com codimensao dois
deforméveis. Atendendo a este fato, foi definido em [DF2] um conceito de de-
formacao isométrica mais apropriado chamado de deformagao genuina. Dizer
que uma deformacao isométrica é genuina, significa que a subvariedade nao esté
incluida numa subvariedade de dimensao maior, de forma que a deformacao



inicial seja dada pela deformagao da subvariedade que a contém.

Em [DF2] foi estudado o problema da rigidez genuina local para subva-
riedades Euclidianas com codimensao dois pertencentes a classe das subva-
riedades elipticas e parabdlicas. Dizer que uma subvariedade f: M" — R"*+2
¢é genuinamente rigida significa que, dada outra imersao isométrica f M —
R"*2 existe um aberto denso de M™ tal que, restritas a cada componente
conexa U, fly e f |u sdo congruentes ou existem um mergulho isométrico
732U — N it para uma variedade Riemanniana N" ! e hipersuperficies, planas
ou de Sbrana-Cartan, F, F': N™** — R™2 tal que f|y = Foje fly = Foj.

As subvariedades elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas estdao contidas na
classe das subvariedades de posto dois, isto é, a distribuicao de nulidade relativa
tem codimensao dois.

A teoria das subvariedades de posto dois esta relacionada com a teoria
intrinseca das variedades Riemannianas de posto dois, isto é, o nticleo do tensor
de curvatura tem codimensao dois em todo o ponto. Este assunto foi estudado
por Szabd ([Szl], [Sz2]) dentro do contexto das variedades semi-simétricas
iniciado por Cartan.

Neste trabalho, como em [DF2], vamos considerar subvariedades da esfera
e do espaco Euclidiano de posto dois em codimensao pelo menos dois. Neste
contexto, o primeiro espaco normal tem dimensao menor ou igual a trés. A
situacao em que a dimensao do primeiro espaco normal é um ou trés foi es-
tudada em [DT] e [DF1]. Quando o primeiro espago normal tem dimensao
dois, a subvariedade pode ser classificada como sendo eliptica, parabdlica ou
hiperbodlica. As subvariedades elipticas foram descritas parametricamente em
[DF1]. Vamos, neste trabalho, estudar o caso parabdlico. A rigidez destas sub-
variedades no caso Euclidiano com codimensao dois, foi estudado em [DF2],
onde se concluiu que somente as subvariedades parabdlicas regradas admitem
deformagoes genuinas.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma.

Na Secao 2 apresentamos algumas defini¢oes e discutimos fatos basicos da
teoria das subvariedades que usaremos ao longo das segoes seguintes.

Na Secao 3 estudamos as subvariedades de posto dois. O primeiro espaco
normal N; de uma subvariedade de posto dois satisfaz 1 < dim N; < 3. Se
dim N; = 1 em todo o ponto, sabemos que a subvariedade é uma hipersu-
perficie ([DFT]). Se dim N; = 3 em todo o ponto, entao a subvariedade é uma
superficie ou um cone a menos de um fator Euclidiano ([DF2]). As subva-
riedades parabdlicas, elipticas e hiperbdlicas surgem quando dim N; = 2.

Na Secao 4 definimos subvariedade parabdlica. Observamos que no caso
das subvariedades da esfera, o cone associado é uma subvariedade Euclidiana
parabdlica, o que permite restringir o nosso estudo ao caso Euclidiano. Em
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seguida estudamos as propriedades dos espagos normais destas subvariedades.
No caso eliptico todos os espagos normais a exce¢ao do ultimo, que depende da
codimensao da subvariedade, tém dimensao dois ([DF1]). No caso parabdlico
essa condicao nao é garantida a partida, o que motiva a definicao de indice
critico.

Na Secao 5 estudamos algumas propriedades intrinsecas das subvariedades
parabdlicas. Mostramos que estas subvariedades admitem uma folheagao de
codimensao um com folhas planas. Em seguida apresentamos uma caracte-
rizagao intrinseca das subvariedades parabdlicas que sao regradas.

Na Secao 6 comecamos por introduzir o conceito de regularidade com que
vamos trabalhar e em seguida apresentamos um exemplo de uma parabdlica
nao regular. O resultado principal desta secao afirma que as parabdlicas nao
regradas sao regulares.

Na Segao 7 estudamos as parabdlicas regradas. Comecamos por descrever
parametricamente estas subvariedades e em seguida mostramos que sao generi-
camente regulares. Isto permitird concluir que genericamente as parabdlicas
sao regulares. Terminamos a secao caracterizando as parabodlicas regradas
dentre as parabdlicas, aquelas que admitem imersoes isométricas como hiper-
superficies.

Na Segao 8 estudamos a rigidez das subvariedades parabdlicas em codi-
mensao dois. Dajczer e Florit ([DF2]) mostraram que as parabdlicas nao
regradas em codimensao dois sao genuinamente rigidas. Vamos mostrar que,
de fato, sao rigidas, obtendo assim os primeiros exemplos conhecidos de sub-
variedades de posto dois em codimensao dois localmente rigidas.

Na Segao 9 estudamos o caso particular das superficies parabdlicas, onde
mostramos que estas superficies podem ser obtidas através de solugoes de certas
equacoes as derivadas parciais parabdlicas.

Na Secao 10 mostramos que € possivel associar a cada subvariedade parabd-
lica uma superficie parabdlica, que chamaremos de superficie polar. Essencial-
mente, estas superficies parametrizam as subvariedades parabdlicas. A esta
parametrizacao chamaremos parametrizagao polar.

Na Secao 11 mostramos que existe uma parametrizacao alternativa, a
parametrizacao bipolar, que é mais conveniente que a parametrizagao polar
para subvariedades de codimensao grande.

Na Secao 12 estudamos as subvariedades parabdlicas completas. Comega-
mos por estudar as parabdlicas regradas, onde apresentamos uma condicao
para que sejam completas. O caso nao regrado reduz-se ao caso de dimensao
dois. De fato, veremos que as subvariedades parabdlicas completas que nao sao
regradas em nenhum aberto sao isométricas a um produto de uma superficie
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por um fator Euclidiano. Em seguida descrevemos as singularidades das sub-
variedades parabdlicas de dimensao n > 4, onde mostramos que o conjunto
das singularidades de uma subvariedade parabdlica M"™ é uma hipersuperficie
de M. Assim, as singularidades das parabdlicas sao abundantes, justificando
o caracter local do nosso estudo.
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2 Notacoes e resultados basicos

Nesta se¢ao fixamos algumas das notagoes que usaremos ao longo do trabalho.
Além disso, apresentamos alguns resultados basicos sobre imersoes isométricas
que achamos convenientes.

Denotamos por QY o espaco Euclidiano RY ou a esfera Euclidiana S¥,

consoante € = 0 ou € = 1. Sejam M"™ uma variedade diferenciavel conexa
de dimensao n e f: M — QY uma imersio com codimensio N —n > 0.
Representamos por f,: TM — TQN a aplicacao diferencial associada a f.
Considerando em M"™ a métrica induzida por f, isto é,

(X,Y)={(f.X, [.Y), XY e€TM,

f torna-se uma imersao isométrica.

Atendendo a natureza local de todos os resultados que vamos apresentar,
identificamos a variedade M™ com a sua imagem f(M) C QN. Assim, para
cada x € M™ temos a decomposi¢ao ortogonal

T,QN =T,M @ T+ M

onde TM é o complemento ortogonal de T,M em T,QYN. Considerando as
projecoes ortogonais nestes subespagos

e T,QN - T,M e nr:T,QN — T>M,

xT

temos

VXY = W(@Xy)

af(X,Y) = 1+ (VxY)

onde V é a conexao de Levi-Civita de QY. Entao, V ¢ a conexao de Levi-Civita
de M™ em relagao a métrica induzida por f e

ap: TM x TM — T M,

¢é o tensor bilinear simétrico chamado de seqgunda forma fundamental de f.
Dados X € TM e £ € T+M, denotamos

AlX = —n(Vx&).
Assim, obtemos o tensor linear
AL:TM —TM
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chamado de operador forma ou, por abuso de linguagem, de segunda forma
fundamental de f na dire¢cao normal £ pois

(AIX)Y) = (o (X,Y),8).
A componente normal do vetor Vx¢, isto ¢,
Vxé =1 (Vx§)

define uma conexao compativel com a métrica induzida no fibrado vetorial
normal T+ M. Podemos escrever assim a férmula de Weingarten

Vxé=—A[X + Vi
O gradiente de h € C*°(M) é o campo vetorial Vh de M™ definido por
(Vh, X) = X(h).
A Hessiana de h € C*°(M) é o tensor bilinear simétrico definido por
Hessp(X,Y) = (VxVh,Y) = XY (h) — (VxY)h.
O tensor de curvatura da variedade M™ esta definido por
R(X,)Y)Z =VxVyZ = VyVxZ —Vixy1Z.
De forma analoga, o tensor de curvatura normal da imersao f é definido por
RH(X,Y)E = VyVy€ = Vi Vi€ — Vixy.
Para a subvariedade M™ C QY sdo vélidas as seguintes equacoes:
Equacao de Gauss

(R(X,Y)Z,W) = e((X, W)Y, Z) = (X, Z)(Y, W) + {a, (X, W), ay (Y, Z))
_<af<X7 Z)uoéf(Y; W)>

Equacao de Codazzi
(Vxap)(Y,2) = (Vyag)(X, 2).
Equacao de Ricci
RH(X,Y)E = ap(X, ALY) — ap(ALX,)Y).

Notemos por Q" a variedade Riemanniana de dimensao n + p completa
e simplesmente conexa de curvatura seccional constante ¢, isto é, o espago
Euclidiano R"*?_ a esfera Euclidiana S”*? ou o espago hiperbélico H'P.

O seguinte resultado é o chamado Teorema Fundamental das Subvariedades.

14



Teorema 1.

(i) Sejam M™ uma variedade Riemanniana simplesmente conera, ™ : E —
M™ um fibrado vetorial Riemanniano de posto p munido de uma conexdo V'
compativel, e o uma se¢cao simétrica do fibrado vetorial Hom(TM x TM, E).
Para cada segao local § € E, defina o tensor A¢ : TM — T'M por

(AcX,Y) = (a(X,Y),§).

Se a e V' satisfazem as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci para o caso de
curvatura seccional ¢, entao existe uma imersao isométrica f: M™ — QP
e um isomorfismo de fibrados f: E — T+M ao longo de f, tal que para todo
X, Y € TM e todas as secoes locais £, de F,

{f©. F) = (&)
fla(X,¥)) = 6(x.Y)
F(V€) = Vx f(6),
onde & e V* sio a sequnda forma fundamental e a conexdo normal de f,
respectivamente.

(i1) Suponha que f e g sao imersdes isométricas de uma variedade conexa M"
em QP Sejam TfLM7 af e V]% o fibrado normal, a sequnda forma funda-
mental e a conexdo normal de f, respectivamente. Sejam TgLM, Qg e VgL 0S
correspondentes objetos relativos a g. Se existir um isomorfismo de fibrados
gz~5 : TfLM — TglM tal que para cada X,Y € T'M e todas as secoes &,n € TfLM

(0(€), ¢(n)) = (&, m)
o(as(X,Y)) = ay(X,Y)

(Vl*xg) = Vixfa

entao existe uma isometria T: Q" — QP tal que g = Tof e T*]T#M = ¢.

O primeiro espago normal le de uma imersdo isométrica f: M"™ — QN
esta definido, para cada x € M™, por

N/ (z) = ger{as(X,Y): XY € T,M}.
De forma analoga se define k-espaco normal N,f de f por
N}f(x) = geI‘{Oék+1(X1, s 7Xk+1) : X17 B 7Xk+1 € Tl‘M}7

onde
Qs TMx...xTM — T*+M, s> 2,
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¢ o tensor multilinear simétrico chamado s-forma fundamental definido por
o’ (X1,..., Xs) =77 (Vy, ... Vy,ap( X2, X1))
onde denotamos 7t = Ignic e 7° a projecao ortogonal normal
' TFM — (N] @ ... N )™

Observe que o?

= ay. Convencionamos ainda que o' = I em TM.

Se cada um dos N ,{ tem dimensao constante ao longo de M"™ entao cada NV, ,{
¢ um subfibrado vetorial de T+ M. Observe que para toda a imersao isométrica
f: M™ — QY existe um aberto denso de M™ onde esta propriedade é vélida

em cada uma das suas componentes conexas.

O subespaco de nulidade relativa Ag(x) C T,M da imersao f, em z € M"
¢ o nucleo de oy, isto ¢, o subespaco vetorial definido por

Ap(x) ={XeT,M:apX,Y)=0,Y €T, M}

A distribuicao Ay é integravel em qualquer aberto onde tenha dimensao cons-
tante e as folhas sao subvariedades totalmente geodésicas tanto na variedade
como no espago ambiente ([Da]). Convencionamos que N, I — AL, o comple-

mento ortogonal de Ay em T'M. Com freqiiéncia escreveremos simplesmente
Ae At em vez de Ay e Ay

3 Subvariedades de posto 2

Nesta se¢ao, primeiro argumentamos que no contexto do nosso trabalho é
suficiente estudar as subvariedades do espaco Euclidiano. Observamos depois
que as subvariedades de posto 2 tém o primeiro espago normal de dimensao nao
superior a 3. Em seguida caracterizamos as subvariedades que tem o primeiro
espaco normal de dimensao 1 e 3 em todo ponto. No caso de dimensao 2
surgem as subvariedades parabdlicas, elipticas e hiperbdlicas.

Comecamos por definir as subvariedade de posto 2.

Definigao 2. Dizemos que a imersdo isométrica f: M™ — QY tem posto 2,
e escrevemos rank; = 2, se x € M" — A'(z) é um subfibrado do fibrado
tangente de posto 2.

Observe que se € = 1, entao o cone

Cf: M" xR, — RNTH
(z,1)  +— tf(x)
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sobre uma subvariedade f: M™ — S¥ de posto 2 tem o mesmo posto. Basta
ter em conta que se (X,a), (Y,b) € T(if;)]\/[ x Ry =T, M x R, entao
acy (X, a), (Y,0)) = tay, (X, Y).

Concluimos que, para o estudo das subvariedades de posto 2 do espaco Eu-
clidiano e da esfera é suficiente considerar o caso Euclidiano. A relacao entre
as segundas formas fundamentais permite concluir ainda que os espagos nor-
mais de f e Cf em RY*! 530 iguais a menos de transporte paralelo, isto é,
N/ = N7

A simetria da segunda forma fundamental de f e a hipdtese sobre o posto da
imersao permitem concluir que o primeiro espago normal satisfaz dim le <3,
uma vez que

le - ger{af(X’X)7af(X7 Z)7af(Z’ Z)}

onde {X, Z} é qualquer base de A+,
Se dim N/ = 1 temos o seguinte resultado de [DT] que caracteriza por
completo estas subvariedades.

Proposigao 3. Seja f: M™ — QN n > 2, uma imersdo isométrica. Supo-
nhamos que dim N/ =1 em todo ponto e que o subfibrado normal le nao €
paralelo em nenhum ponto. Entao M™ tem curvatura seccional constante € e
existem imersoes isométricas

. n N-1 . T N-1 N
M — L, e F: L7 —Q,

onde i € uma inclusao totalmente geodésica e F' nao tem pontos totalmente
geodésicos, tal que f = Foi.

Nestas condicoes a subvariedade f é a restricao da hipersuperficie F' a uma
subvariedade totalmente geodésica M™ de LV,

Associado a folheacao de nulidade relativa da subvariedade temos o tensor
de splitting C' definido da seguinte forma: A cada vetor T € A associa o
endomorfismo Cr de A+ definido por

CTX - — (VXT>AJ_ .

As seguintes propriedades sobre o tensor C' sao bem conhecidas e podem
ser encontrados em [DG2| e [DFT].

Proposicao 4. Seja f: M™ — RY uma imersdao isométrica com rank; = 2.

(i) A distribuicio A+ € integrdvel se, e sé se, Cr é autoadjunto para todo o
T e A.
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(i) O tensor C é identicamente nulo se, e sé se, cada ponto de M™ tem
uma vizinhanca V tal que f(V) C L?* x R"2, onde L? é uma superficie
em RP+2,

(i1i) Se Cp = p(T)I para todo o T € A, entdo cada ponto admite uma vizi-
nhanca V tal que f(V) C CL?> x R"3, onde CL* C RP™3 € o cone sobre
a superficie esférica L* C SP*2.

(iv) Se T € A e& € THM, entio em At temos
VALl = Al 0 Cr + Agy,.
Em particular, Ag o Cr € simétrico.
(v) Para todo XY € A+ eT € A temos
(VR Cr)Y = (V$ Cr)X = CigymaY = Clgyrpa X,
de acordo com a decomposicao TM = A & A+,

(vi) Se M™ é completa, entao codimker C <1 sendo que para cada S € A(x)
o unico valor proprio real possivel para Cs € 0. Além disso, ker C's €
paralelo ao longo do campo velocidade S da linha x + tS.

Suponhamos agora que dim le = 3. Sejam {X,Z} uma base ortonormal
de At eT € A. Da equacao de Codazzi, temos

ap(Z,VxT) =ap(X,VT).
Obtemos,
(VxT, X)—(V /T, Z))as(Z, X )V xT, Z)ag(Z, Z)—(V 1T, X yay(X, X) = 0,
e portanto

(VxT,Z) = (V,T,X)=0

(VxT, X) = (V,T, 7).

Assim, Cr = pul onde p = (VxT, X). Por outro lado, por uma questao de
dimensao é facil concluir que codimker C' = 1. Do item (v) da Proposigao 4
podemos concluir que Y (u) = 0 para todo Y € At e logo u = u(T). Pela
Proposicao 4 f é uma superficie em R3 ou um cone sobre uma superficie
esférica em S* C R* a menos de um fator Euclidiano. Podemos assim concluir:
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Proposicao 5. Seja f: M" — R"™ uma imersao isométrica com ranky = 2
e dim le = 3 em todo o ponto, entio f é uma superficie em RPY2 ou um cone
sobre uma superficie esférica em SP* C RPT a menos de fator Euclidiano.

No restante caso, dim le = 2 em todo o ponto, dada uma base X,Y €
At(x), entdo existem a, b, c € R tais que

acs (X, X) +2cap(X,Y) + bas(Y,Y) = 0.

Neste contexto temos a seguinte definicao que faz sentido uma vez que inde-
pende da base.

Defini¢ao 6. Dizemos que a subvariedade f: M™ — R"*? é parabdlica (resp.,
eliptica ou hiperbdlica) se ab — ¢* = 0 (resp., ab — ¢ > 0 ou ab — ¢* < 0) em
toda a parte.

E facil verificarmos que:
- M™ é parabdlica se, e s6 se, existe Z € T'M nao nulo tal que

Oéf(Z, Z) = 0,

- M™ ¢ eliptica se, e s6 se, existe uma base {X,Y} de At tal que

ap(X,X) +ap(Y,Y) =0,

- M™ é hiperbdlica se, e s6 se, existe uma base {X,Y} de At tal que

CYf(X,X) — Oéf(Y,Y) =0.

As subvariedades elipticas foram estudadas em [DF1] e [DF2]. O estudo das
subvariedades hiperbdlicas permanece em aberto.

4 Fatos basicos

Nesta secao estudamos os espacgos normais de uma subvariedade parabdlica.
Comecgamos por observar que todos os espagos normais tém dimensao majorada
por dois. Em seguida estudamos algumas das suas propriedades basicas.

Atendendo a natureza local do estudo que vamos realizar, vamos assumir
ao longo de todo o trabalho que M™ é conexa e que f: M"™ — Q¥ ¢ substan-
cial, isto é, que f(M) nado estd contida em nenhuma subvariedade totalmente
geodésica de QY.

Vamos supor ainda que todos os espagos N,f tém dimensao constante ao
longo de M™. Logo os N,f formam subfibrados do fibrado normal.

19



Definigao 7. Dizemos que a subvariedade f: M™ — Q¥ é parabdlica se:
(i) rank; = 2,
(i) dim N{ = 2,
(iii) Existe um campo nao singular Z € A+ assintético, isto é, ay(Z, Z) = 0.
O cone sobre uma subvariedade esférica f: M™ — S¥ parabdlica (resp.,
eliptica ou hiperbdlica) é também parabdlica (resp., eliptica ou hiperbdlica).
Assim, para o estudo das subvariedades parabdlicas (resp., elipticas ou hiperbé-
licas) do espago Euclidiano e da esfera, basta considerar o caso Euclidiano.

Observe ainda que do item (i) é claro que as subvariedades parabdlicas nao
podem ser hipersuperficies, isto é, N —n > 2.

O seguinte resultado ([DF1]) diz-nos que a dimensao dos k-espagos normais
das subvariedades parabdlicas, elipticas e hiperbdlicas nao é superior a dois.

Proposicao 8. Se f: M™ — RY satisfaz rank; = 2 e dim le = 2, entao
temos que dim N,f < 2, para todo k > 1.

Demonstracdo: Suponhamos, em primeiro lugar, que existem diregoes conju-
gadas linearmente independentes, isto é, uma base {X;, X5} de At tal que

O_/f(Xl,Xl) :|: Oéf(Xg,Xg) = 0
Entao,
ak—‘rl(Xla Xla }/la s 7Yk,’—1) + ak+1(X27X27 1/17 s 7Yk—1)

= 7" (Vy_, .- Vi, (ap (X1, X1) £ 0p(X3, X3)))
= 0.

Logo, N,f é gerado por o Xy, X1,..., X)) e o Xy, X1,..., X1) e con-
cluimos que dim N,f < 2.
No caso de existir uma direcao assintética Z € A+ é facil concluirmos que

oMNZ, 27, ... Y) = 0. (1)

Portanto, considerando X € At tal que {X, Z} forme uma base de A+, obte-
mos que
N} = ger{a"(X,...,X), (2, X,....X)}. 1

Atendendo a hipotese de f ser substancial, podemos decompor o fibrado
normal de f como soma direta dos k-espacos normais

TiM=N{&...® N/, (2)
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o que, em particular, define o indice 7.

Sejam f: M" — R uma subvariedade parabdlica, Z € A+ um campo
assintético e X € TM tal que {X, Z} seja uma base de At. Consideremos
para 1 < k < 77 os vetores normais

k+1 k

—— ——
r=of(X,.. . X) e &="(2X, . . . X)

que geram, como observamos acima, os subespagos NN, ,f . Usando (1) é facil ver
que o subespaco gerado pelo campo &5 nao depende da base { X, Z} desde que
Z seja assintotico.

Proposicao 9. Para 1<k <7/ -1, temos:
N (E = k
(i) (Vz ff)NI{H = (Vx €§)N1£+1 = 2+17
(ii) (Tx &)y =&,
(iii) (Vz&5)ys, =0.

Demonstracdao: A definicao dos k-espagos normais permite concluir facilmente
que, dado 1 € N/ temos

V)L”? € sz—1 @ sz D Nz{u (3)

onde assumimos aqui que N({ =0=N f f1-
Por definicao,

37 = (VZVx .. Vxap(X, X)) s

k+1

= (v%(v)l( . "V)L(O‘f(X7X))N{)NgH
- (@Z ff)NIfH’

k+2

Tendo agora em conta a simetria do tensor multilinear o= temos

ML= MXZ,. X))
= (V)L(Vév)l(af(X,X))Ngﬂ

= (VJ)Z(VJZ_ . "VJ)EO‘f(XaX))Nf)Nf

kN1
_ (v k
- (VX 52)N15+1'
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Fica assim provado o item (7). O item (i) obtém-se de forma andloga,

= (VxVx . Vxop (X, X))y

k+1

(VAT V(X X)) )

k41
- (VX dg)NI{_H'

Para o item (iii), atendendo a que o campo Z é assintético,

k+1 k+1
= o"(X,...,2,2)
= (VxVx...Vyas(Z, 2wy,
= 0.1

(Vz&)ys = (VZ(Vx ... Vxap(X, 2)) ) ns
1

O seguinte resultado foi provado em [DF1].

Proposicao 10. Seja f: M™ — RY uma subvariedade parabdlica. Entdo os
subfibrados Nkf, 1 <k <77, sio paralelos em RN ao longo de A.

Demonstracao: Sejam X,Y € At e T € A. Segue da equacao de Codazzi que

(Vrap(X,Y) e = (Vxap(T,Y)) 0 =0,

Nt N{*

e portanto concluimos que le é paralelo ao longo de A.

Por inducao suponha que N,f . 1 <k <7l —1, éparalelo ao longo de A.
Derivando (55“,5;?) =0, 1 <i,j <2, obtemos (V%ﬁf“,ﬁf} = 0, ou seja,

(v%ngﬂ)N’{ = 0.
Por outro lado,

(V& )y, = "I X X) =0
(v;g“)wﬁ =T, 2,X...,X)=0.
Daqui concluimos que

(V%fgﬁ_l)]\ff =0.

k+2

Atendendo a (3) segue que o subfibrado N/ 41 ¢ paralelo ao longo de A. g
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Seja V), C le X N,f o subespago vetorial definido por

Vi ={(t, o) € N{ x N ¢ (o, €5) = 0 e (2, ) = (1, €5)}.

E facil verificar que o subespago Uy independe da base {X, Z}. Observe
ainda que o fato de £F = 0 implica a nulidade do subespaco V.

Lema 11. Para 1 <k <7/, temos:

(i) dimVy =2 se, e 56 se, dim N} =2,

(1) dimVy =1 se, e s se, dimN,{ =1 et =0,
(iii) dim Vy = 0 se, e s6 se, dim N} =1 e &5 #0.

Demonstragao: Se dim V), = 2, entao podemos tomar (u1, fio) € IV com ambas
as componentes nao nulas. Facilmente se conclui que p1 e py sao linearmente
independentes e assim dim /V, ,f = 2.

Suponhamos agora que dim N,f = 2. Sejam u,v € N,f nao nulos tais que

&

<U7§§> =0eu= <U7£f>H 55 ”2

Entao u, v sao linearmente independentes e portanto formam uma base de NV, ,f .
Além disso, os vetores (u,v), (u + v,v) € v, sdo linearmente independentes.
Logo dim VVy, = 2 e portanto (i) é verificado.

Os itens (i7) e (i) sdo conseqiiéncia imediata da defini¢ao de V. i

Definigao 12. Sejam f: M" — QY C RY*¢ uma subvariedade parabdlica e
1 <k < 7/. Dizemos que 8 € C®°(M", RN*¢) é uma k-secdo de f se

B(TM)C N @...® N/,
em cada ponto a menos de transporte paralelo em RN+,
Consideremos o tensor Py: C(M™ RV+¢) — N/ x N/ definido por
Pr(B) = ((@Xﬁ)]\/]{’ (@Zﬁ)]\%‘) = ((&X)Ng, (ﬁ*Z)le), 1<k<7/ (4)
Lema 13. Py(0) € Vi, para toda a k-se¢ao [ de f. Em particular, o tensor
Pk|N,f+13 N,fﬂ — V4
€ injetivo quando 1 < k < T —1.
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Demonstracao: Tendo em conta a definicao de k-secao, temos

(VxB.5) = (VxB,a*N(Z,X,. .., X))
= (VxB,ViV% ... Veas(X, X))
(VxB,Vz(Vk .. Viap(X, X))
= Z(VxB,V%...Vxas(X, X)) — (VzVxB, V... Viap(X, X))
= <_@Xﬁzﬁ+€[x,z}ﬁ,vj)z...VJ)}Oéf(X,X»
= —(VxV283,Vx...Vias(X, X))
(V2B,Vx(Vi ... Vxay(X, X))
= (V23,V%Vx%...Vxas(X, X))
(V2B.£}).

Analogamente, tendo em conta a simetria de o/**!

temos

(VzB,E5 = (V23,"(X, 2, X ..., X))
= —(VxV23,ViVx.. Vias(X, X))
= —(V;VxB3,ViVx.. Vias(X, X))
= (VxB,Vz(ViV% ... Vias(X, X)))
= (VxB,VzV;Vx ... Vxas(X, X))
= (VxB,0"* N2, 2, X,..., X))
=0

atendendo a que Z é uma direcao assintotica de f.
Para concluir basta observar que, se n € N,f 41 € tal que Py(n) = 0, entao

0= (Vx, &) = —(n, Vx€l) = —(n, &), j=1,2
Logon=0.1

Proposicao 14. Seja f: M"™ — RY uma subvariedade parabélica. Entdo para
cada 1 <k <7f—1, temos:

(i) & # 0,
(ii) €5 =0 se, e s6 se, dimN,{ =1,
(iii) Se & =0 entdo & = 0 para todo j > k.

Demonstragdo: Para provar o item (i), suponhamos por absurdo que & = 0.
Da definicao de I/} concluimos que V/, = 0. Assim, pelo Lema 13, temos que
le+1 =0, o que é uma contradi¢ao. Logo &F # 0 para todo 0 < k < 7/ — 1.
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Para demonstrar o item (i¢), suponhamos que dim N,f =1le& #0. Do
Lema 11 concluimos que V, = 0, o que atendendo ao Lema 13 é uma con-
tradicao. A implicacao inversa é ébvia.

Para o item (4ii), suponhamos que ¢&§ = 0. Entdo, usando (3) podemos
escrever

§+1 _ ozk+2(Z X,...X)
= "X, Z,X,... X)
:wwvxww Vyxas(X, X))
= 1N (Vx(r"(VzVx ... Vxas(X, X))
= 7Tk+1(vX52)
= 0.1

Definigao 15. Dizemos que a subvariedade parabdlica f: M™ — QY tem
7
indice critico 7§ € {1,...,7/ —1} se £ #0 e €8 = 0, para todo k > 7 + 1.

Veremos mais a frente que as subvariedades parabdlicas, genericamente,
nao possuem indice critico.

Corolario 16. Suponha que f possui indice critico. Entao temos:
(i) dim N/ =2, 1 <k <7,

(i) dim N/ =1, 7 +1 <k <7/,
(11i) O tensor, Pk|Nf ; ,fﬂ — Uy, € um isomorfismo para k < 7 — 1.

Demonstracao: Segue da Proposicao 14. 1

5 Propriedades intrinsecas

Uma vez que pretendemos obter uma descrigao paramétrica das subvarie-
dades parabdlicas, torna-se importante obter uma caracterizacao das que sao
regradas. Nesta secao apresentamos uma caracterizagao intrinseca destas sub-
variedades.

Veremos em seguida que a propriedade extrinseca de uma subvariedade ser
parabdlica induz uma propriedade intrinseca na variedade. Por uma variedade
Riemanniana ser plana entendemos que todas as curvaturas seccionais sao
nulas.
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Proposicao 17. Se a subvariedade f: M™ — RN € parabdlica entdo a dis-
tribuicao F = gerZDA € integrdvel em M™ e as suas folhas sao hipersuperifices
planas.

Demonstragdo: Comecemos por mostrar que o campo &2 gera um subfibrado
paralelo ao longo das folhas da nulidade relativa. Da Proposi¢ao 10 temos
que le é paralelo ao longo de A. Sejan € le um campo unitario normal a
&1, Atendendo ao fato de dim le = 2, o campo 7 ¢ Unico a menos de sinal.
Por outro lado, sendo 7 normal a £&1 e Z uma direcao assintética, temos que
AJ;Z = 0. Assim, podemos concluir que n é o Unico campo normal unitario
em le (a menos de sinal) ao longo do qual a segunda forma fundamental de f
tem posto 1. Vamos mostrar que 7 é paralelo ao longo de A, o que permitird
concluir que & gera um subfibrado paralelo ao longo de A como pretendido.
Seguimos o argumento do Teorema 5.7 de [Dal. Sejam z € M™ e v uma
geodésica de M™ com 7(0) = x contida na correspondente folha de A. Seja
d; o transporte paralelo de 7, ao longo de . Tendo em conta o item (iv) da
Proposicao 4, concluimos que em A+ ¢ valida a equacao diferencial

I _ 7t
V., Ay, = Az 0 C,y.
Logo,
ot
AL = af S

e conseqlientemente A(J;t tem posto 1. Atendendo a unicidade do campo n
conclufmos que 7,y = 6; e assim 7 é paralelo ao longo de A.

Vejamos agora que F ¢é integravel em M"™ com folhas planas. Atendendo
ao fato do campo 7 ser paralelo ao longo de A, para todo o T' € A temos

VrAl = Al o Cy.
Tendo em conta que a aplicagao linear VTA{; ¢ simétrica obtemos
AloCp = Cho Al

Assim

AlCrZ = CLAlZ =0,

e portanto CrZ € ger{Z}. Vamos assumir até ao final da prova que a base
{X,Z} de A+ é ortonormal. Logo,

(VZT,X)=0. (5)
Por outro lado, usando a equacao de Codazzi e (5) obtemos

0 = Va2, X) —ap(VrZ,X) — ap(Z,VrX) + oy (VT X)
Viar(Z,X) = (VrZ, X)ap(X, X) + (VT, Z)as(Z, X).
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Tendo em conta que dim le = 2 e que o subfibrado gerado por &1 é paralelo
ao longo de A, obtemos
(VrZ,X) =0. (6)

De (5) e (6) concluimos que F ¢é integravel. Assim, para cada xz € M" existe
uma subvariedade U, (a folha maximal de F em z) de M"™ com dimensao n— 1
tal que T,U, = ger{Z,} & A, para todo o y € U,. Desta forma, a segunda
forma fundamental de U, em M" na direcao do campo normal X é dada por

=100 )

onde A = (VzZ, X). Temos entao da equagdo de Gauss que as folhas de F
sao hipersuperficies planas. 1

Lembremos a seguinte defini¢ao geral:

Definigao 18. Dizemos que f: M™ — QN & regrada se M™ admite uma
folheacao por folhas de codimensao 1 que sao aplicadas por f em subvariedades
totalmente geodésicas de QY.

Exemplo 19. As subvariedades regradas de posto 2 sem pontos planos em
codimensao substancial maior ou igual a dois sao parabdlicas. Observe que
neste caso le tem sempre dimensao 2, uma vez que se dim le = 1 entao
N seria paralelo (veja Coroldrio 4.7 em [Da]) e assim reduziria a codimensio
contrariando o fato de ser substancial.

Da prova da Proposicao 17 segue o seguinte resultado:

Corolario 20. Seja f: M™ — RY wuma subvariedade parabélica regrada.
Entao F € integravel e as folhas sao totalmente geodésicas em M™.

De seguida apresentamos uma caracterizacao das subvariedades parabdlicas
que sao regradas. Comecamos com uma definicao.

Definicao 21. Seja f: M™ — RY uma subvariedade parabdlica. Dizemos
que f é de tipo superficie se f(M) C L*> x R"2 onde L? C RY"*2 ou
f(M)Cc CL?x R*3 onde CL*> C RN~ & o cone sobre uma superficie
esférica L? C SVN—"+2,

Temos a seguinte caracterizagao intrinseca para as parabdlicas regradas.

Proposicao 22. Suponha que a subvariedade parabdlica f: M™ — RN ndo é
do tipo superficie. Entdo, f € regrada se, e somente se, com a métrica induzida
M™ carrega uma folheacdo de codimensao 1 com folhas totalmente geodésicas.
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Demonstra¢ao: Suponhamos que M"™ com a métrica induzida carrega uma
folheacao G de codimensao 1 totalmente geodésica. Se f nao é regrada, entao as
folhas de G e F nao coincidem. Portanto, por razoes de dimensao, GNF = A.
Seja Y € At tal que G = ger{Y} ® A. Temos que Y e Z sio linearmente
independentes. Nestas condi¢oes, vamos mostrar que f é do tipo superficie
conduzindo assim a um absurdo.

Consideremos a base ortonormal {n; = £1/||€2]|, 7.} de N{. Nesta base

a b c 0
A£1|AL:|:[) 0:| e A£2’AL:|:0 0:| (8)

Sabemos, da prova da Proposicao 17, que os campos 7, e 12 sao paralelos ao
longo de A. Para cada T" € A consideremos o tensor de splitting dado por

m o
e[ o]
Atendendo a simetria de A,, o Cr obtemos o = 0. Por outro lado, a simetria
de

7 _[am+bn bp
Ay 0 Cr = . m 0
e b # 0 permitem concluir que m = p. Logo,
'm0
=m0 ] )

Como G ¢ totalmente geodésico temos que CrY € ger{Y}. Por outro lado, de
CrYy =mY +n(Y, X)Z

obtemos que n = 0, isto é, Cr = mlI. Concluimos da Proposicao 4 que f é
do tipo superficie, o que foi excluido. Logo G = F. Portanto, as folhas de F
sao totalmente geodésicas em M" se, e somente se, a sua imagem por f sao
subvariedades totalmente geodésicas em RY. g

6 Regularidade

Na descrigao paramétrica das subvariedades elipticas em [DF1], um ingrediente
que a fez possivel foi a regularidade dos k-espagos normais. De fato, toda
imersao eliptica f satisfaz dim N - 2,1 <k <7f—1, ficando a dimensao
de N f ; entao determinada pela codimensao da subvariedade. Neste trabalho,
diremos que uma subvariedade parabdlica é regular, se a propriedade anterior
for satisfeita. O resultado principal desta secao afirma que as subvariedades
parabdlicas nao regradas sao regulares.
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Definicao 23. Dizemos que a subvariedade parabdlica f: M"™ — RY é reqular,
se dimN,f =2paratodol1 <k <7/ —1.

Do Corolério 16 temos o seguinte:
fé regular se e s6 se dimNTff =2 & #0, se N—n épa
dim fo_l =2 <— ggf—l #0, se N—n éimpar.

Observando que as superficies regradas com dim N; = 2 sao parabdlicas,
apresentamos um exemplo de uma superficie parabdlica nao regular.

Exemplo 24. Seja ¢: I ¢ R — RS uma curva suave, parametrizada por
comprimento de arco com curvaturas constantes nao nulas k;,1 < 5 < 5, e

seja F, ..., Fg, o seu referencial de Frenet. Sao validas as formulas
dc
E, = —
YT ds
e

D .
%Ej =—kj1E;j 1+ kiEi, 1<j<6,

onde ko = kg = 0.
Consideremos a aplicacao X: R? — RS dada por

X(s,t) = c(s) +tEy(s)

que define uma superficie substancial, completa e parabdlica fora de t = 0.
Temos

Xs = (1 —thky)Ey + thoEs,

Xi = En,

Xgs = (k1 — t(k} + k3)) Ea + thoks Ey,
Xt = —ki1Ey + ko B3,

Xy = 0.

Assim, se t # 0 temos
TX ® N;* = ger{E\, Ey, B3, E,}.
Logo X é parabdlica para t # 0. Por outro lado,
Xiss = — (kT 4+ k3)Ea + koksEy € TX & Ny,

e portanto &5 = 0, isto é, 7;* = 1. Logo, dim N5* = 1 e assim temos que X
nao é regular. Além disso, N5* = ger{Es}, que nao depende do parametro t.
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Por uma subvariedade parabdlica ser nao regrada entendemos que nenhuma
das folhas de F é totalmente geodésica em M™ ou, equivalentemente, em RY.

Teorema 25. As subvariedades parabolicas f: M™ — RY ndo regradas sao
requlares.

A prova do Teorema 25 vai ser uma conseqiiéncia de dois resultados sobre
subvariedades parabdlicas. Comecamos por dar uma condicao suficiente para
que uma parabdlica em codimensao impar seja regrada.

Proposicao 26. Seja f: M™ — RN uma subvariedade parabdlica reqular tal
que ggf =0 em todo o ponto. Entao f € uma subvariedade parabdlica regrada.

Demonstracao: Continuamos a fazer uso da notacao da secao anterior. Se f
¢é regrada, entao a nulidade relativa em cada ponto é um hiperplano na régua
passando pelo ponto. Portanto, o campo Z é tangente as retas perpendiculares
aos hiperplanos paralelos da nulidade relativa em cada régua. Concluimos que
a subvariedade é regrada se, e somente se, V27 = 0.

Vamos provar que a subvariedade f é regrada se, e somente se, o subfibrado
normal ger{¢1} é paralelo ao longo de F. Como em (8), consideremos uma
base ortonormal {n;, 75} de Ni tal que

a b c 0
A{]1|Al:|:b 0:| eAgzlAJ-:|:0 0:|

Com esta notacao temos que provar que
VzZ =0 se,eso se, (v%nl)le = 0. (10)
Desenvolvendo a equacao de Codazzi
(VxA])Z - (VzA] )X, Z) =0,

obtemos

_ ! f

0 = (A,VxZ + AG,, Z+ VA X - A VX - AL, X, 7)
= C<VZX7 Z> - b<v?72> 771>

Uma vez que f é parabdlica temos que b e ¢ sdo ndao nulos. Obtemos (10), uma
vez que VzZ = 0 é equivalente a (VzZ, X) = 0. A conclusdo segue da prova
da Proposigao 17.

Comecamos por considerar o caso de codimensao N — n = 3. Portanto,
temos dim le =2, dim NI =1 e ainda &2 = 0. Basta mostrar que o campo
11 € paralelo ao longo de Z.
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Como Ni ¢ gerado pelos campos &}, €} e atendendo ao fato de &2 = 0,
podemos concluir da Proposicao 9 que le e NQf sao paralelos ao longo de Z.
Desta forma, da equacao de Codazzi obtemos

f — Af —
AL 2= AL X =0

onde § € NJ é unitario. Conclufmos, tendo em conta (8), que
(V§5)N{ € ger{ne}. (11)
De X (n,6) =0 e (11) obtemos
(Vxm) v =0. (12)
Pela equacao de Ricci temos
(RH(X, Z)m, ) = 0.
Usando (11), (12) e o paralelismo de Ni ao longo de Z, obtemos

0 = (VxVzm — VzVxm — Vix.zm, )
= (VxVym,0)
= —<V%U1;V§5>
= <V§771,772><V)L<772,5>-

Como f é substancial, entdo N/ nao é paralelo e portanto (Vu,,8) # 0.
Logo,

(vénl)]\flf - O)
e assim concluimos que o campo 7; ¢ paralelo ao longo de Z.

Consideremos agora o caso geral N —n > 5. Tomemos bases ortonormais
{nF,nk} de N/ para cada 1 < k < 7/ — 1 tais que

& =amf + oy e & = by

Da Proposicao 9, obtemos
1.k _ 1.k _ 1k
(VZ771)N£+1 =0 e ¢ (VZUQ)N,{+1 = by, (VX771)N£Jrl . (13)
Como por hipétese dim N,{ =2,1<k <7/ ~1,de (13) podemos concluir
N/ = ger{ (Vi) gy (V™) 1) (14)
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Atendendo A hipétese &7 = 0 e (13), temos

o rfo o
(Vi s, = (Viny s = (VEE Dy =0, (15)

T

Em particular, concluimos que le D...P fo_l e fo sao paralelos ao longo

de Z. Da equacao de Ricci para § € fo, tendo em conta (15), obtemos

0= (RYX, 27" ~",8) = (ViVinT ' —vivin] V[inlf )
= (VxVzni ~.0)
= ~(Vzni . Vxd)
= (Veni Lng T (VR L 6).

Como f é substancial, entao o subfibrado le ®...& N ’;_, nao é paralelo, e
logo (Vn3' =", 8) # 0. Portanto,

Para concluir novamente que (V4ni,ni) = 0, basta mostrar que se
(Vg =0 1<t<7/ -2, (16)

entao
(Vzni)n, = 0. (17)

Sendo 7{ colinear com &5 e ni*t* com &7, entdo temos que it e (Vin!) Nl

sao colineares. De (16), temos

(VZ(Vxm)ys m) =0. (18)

Consideremos a equacgdo de Ricci (R+(X, Z)n{,n5™") = 0. Tendo em conta

(13) e (18), obtemos

0= <Vl VZ771 Vlvxm v[XZ 771#75“)
<VX<VZ771a772>772777§+1> <VL<VX771)Nf 77£+1> <VXZ X><VX771>77§+1>
= ((Vzni, ) Vxns — (Vxning) Vs, —(Vx 2, X)Vxn, iyt

Logo, temos que

(<VZ7717772>VX772 (Vxni, m5)Vgms — <VXZ’X>V)L(77€)NZJ‘+1 € ger{n;t'}.

De (13) e (14), obtemos (17). 1
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Tendo em conta a decomposigao (2) do espaco normal de f, definimos

Tt se N —n épar
/' —1, se N—n ¢éimpar.

Na prova da Proposigao 26 obtivemos de (16) e (17) que a existéncia de
um fndice 1 < ¢ < 77 — 2 tal que (V%n{“)Ng = 0 ¢ suficiente para garantir
+1

que f é regrada. Podemos concluir assim:

Corolario 27. Seja f: M™ — RY uma subvariedade parabélica regqular. Se
eviste 1 < s < 71, tal que o vetor i = &/|&5|| € N satisfaz (Vgn;)n.= 0,
entao f € uma subvariedade parabdlica regrada.

Seja f: M™ — RY uma subvariedade parabdlica nao regular. O resulta-
do seguinte afirma que, com a métrica induzida, M™ admite uma imersao
isométrica f, parabdlica regular em codimensao menor, de forma que podemos
identificar os espagos normais N/ e N7 por uma isometria de fibrados paralela.

Proposicao 28. Seja f: M" — RY wuma subvariedade parabélica simples-
mente conexa. Suponha que dim N,fo_l = 2 e dim Nkfo =1 para um certo ky,
2 < ko <7l —1. Entdo existe uma imersao isométrica

f: M" — ]Rn+2k0_1

parabdlica reqular tal que os subfibrados normais st e NI, 1 < s < ko, sdo
1sométricos por uma isometria de fibrados paralela com respeito as conexoes
induzidas em cada subfibrado.

Demonstracao: Consideremos o subfibrado normal
T=N/&..oN]/
com a conexao V7 induzida pela conexao normal de f, isto é,
Vi = (Vin)r.

Vamos mostrar que esta conexao, juntamente com a segunda forma funda-
mental o de f, satisfazem as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci. A equacao
de Gauss é trivialmente satisfeita. Uma vez que para a equacao de Codazzi sé é
relevante a componente em le da conexao normal, ela é claramente satisfeita.
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Pelas Proposicoes 9 e 14 os subfibrados 7 e 7+ sao paralelos na conexio
original ao longo de Z. Portanto, dado € 7 podemos escrever

ViV = VxVzn— (VxVzn) .
ViV = Vz (Vin)y = Vs (Vxn) = VzVxn — Vz (Vi)
V[lx,zm - V{LXZ]” B (V[JXZ]H)TL .

TL?

Subtraindo a primeira equagao as outras duas obtemos
RY(X, Zm— RN(X, Z)n = = (VxVzn) o + V5 (Vxn) 1o+ (Viszm) . -

Uma vez que pela equacao de Ricci R+ (X, Z)n € T, obtemos que o lado direito
se anula e assim

RH(X, Z)y = RM(X, Z)n.

Tendo em conta a Proposicao 10 e a igualdade anterior, concluimos que a
conexao induzida juntamente com a segunda forma fundamental de f, satis-
fazem a equagao de Ricci. O resultado segue agora do Teorema 1. 1

Finalmente, estamos em condigoes de provar o Teorema 25.

Demonstra¢ao: Suponhamos por absurdo que f nao é regular. Entao, pela
Proposicao 14, existe kg < 7/ — 1 tal que 550 = 0. Pela Proposicao 28, existe
uma subvariedade parabélica regular f: M™ — R**2h=1 com ¢k = 0. Segue,
da Proposigao 26, que f seria regrada. i

7 As regradas

Nesta secao estudamos a regularidade das parabdlicas regradas. Comegamos
por apresentar uma descricao paramétrica destas subvariedades. Em seguida,
estudamos o comportamento dos espagos normais que nos vai permitir concluir
que, genericamente, as parabodlicas regradas sao regulares. Depois caracteriza-
mos as regradas, dentre as parabdlicas, como as que admitem imersoes isomé-
tricas como hipersuperficies.

Seja v: I — RY uma curva suave definida num intervalo e parametrizada
por comprimento de arco. Sejam e; = dv/ds ees, ..., e, 1 campos ortonormais
normais ao longo de v = v(s) e paralelos na conexao normal de v em RY. Entao

dej

E:bjela 2<j<n-—1, (19)

onde b; € C*(I). Sejam A = ger{es,...,e,-1} € At o complementar ortogo-
nal no fibrado normal da curva. Seja ey € A+ um campo unitério ao longo de
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v tal que
P = {60, (d@l/dS)AL} C AJ'

satisfaca
dim P =2 (20)

e P nao seja paralelo em A+ ao longo de v, isto é,

ger{(deg/ds) sz, (d*e1/ds*)ar} & P. (21)

Parametrizamos agora uma subvariedade regrada M™ por
n—1
Fs,t, o) = c(s) + > tie;(s) (22)
j=1

onde (ti,...,t,1) € R" ! e ¢(s) satisfaz dc/ds = e;. Vejamos que f é
parabodlica. Temos

T™ = ger{(fs)(A@ ger{el})L} s> ger{el} oA

onde q
e
fs =eo+ tld—; + thbjﬁ
Jj=2
Considerando a projecao ortogonal
de
(d_sl)AJ— = a1ep + 7). (23)

Temos de (20) que 7(s) # 0 para todo s € I. Obtemos
TM = ger{eg + t1(ar1eqg + 1)} & ger{e;} & A, (24)

o que permite concluir que f é regular em todos os pontos.
De
fstj :bjel GTM, QSJSTL—L

vemos que A C Ay. De (23) e (24), temos que
d€1
fstl - % € TM

se, e somente se, n = 0, o que nao pode acontecer por hipotese. Por outro
lado, é facil verificar que a condicdo fi, ¢ ger{ fs, } & TM, isto é, dim NY = 2

¢é equivalente a
d@o d2€1
— t | — P.
<dS)Al+ ' (d52>ai ?
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Segue de (20) que Ay = A e dim le = 2 para quase todo valor de t,...,t,_1,
isto é, f é parabdlica em um aberto denso de M™.
Reciprocamente, sejam f: M™ — RY uma subvariedade parabdlica regrada
e {es,...,e,_1} um referencial ortonormal de Ay ao longo da uma curva in-
tegral ¢ = ¢(s), s € I, do campo unitério X ortogonal as réguas. Sem perda
de generalidade (veja Lema 2.2 em [BDJ]), podemos escolher o referencial de
modo que
dej
ds
Parametrizamos agora f por (22), onde tomamos eg = X e e; = Z, sendo a
base {X, Z} de A]% ortonormal. Como fg, € TM, 2 < j < n — 1, temos,
tendo em conta (25) e tomando t; = 0, de;/ds € ger{eg, €1}, isto é,

LA, 2<j<n—1. (25)

de.
%:ajeﬁbjel, 2<j<n—1, (26)
onde a;j,b; € C*°(I). Por outro lado, (25) permite concluir que
de.
% € gerfen, (f)ar}, 2<j<n—1 (27)
Denotamos d
e
d_sl = ai€eg + (d@l/dS)Af + n (28)

onde 1 L ger{eq, e;} & Ay também satisfaz n(s) # 0, para todo s € I. De fato,
se n(s) = 0, entao terfamos que fy, = aieg + (dei/ds)a, € TM, e portanto
dim N{ < 1. De (26) e (27) concluimos que
ajep € ger{(1 +tia1 +... +tp_1ap1)eo+tin}, 2<j<n-1
Temos assim que a; = 0, e de (26) segue que
dej
ds
Podemos entao concluir o seguinte resultado.

:bjel, 2§j§n—1

Proposicao 29. Sejac: I CR — RN, N —n > 2, uma curva suave. Sejam
{eg = dc/ds,e1(s),...,en_1(8)} campos ortonormais satisfazendo (19) e (20)
em todo o ponto. Entdao, a subvariedade parametrizada por

Fls,ty, .o taoy) = cs) + thej(s) (29)

onde (ti,...,tn_1) € R define uma subvariedade regrada, que € parabdlica
em um aberto denso de M™.

Reciprocamente, toda a subvariedade parabolica regrada pode ser parame-
trizada como em (29).
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Seja entdao f uma subvariedade parabdlica regrada parametrizada por (29).
Suponha que f possui indice critico &k — 1 = A condicao dim N,f =1é
equivalente a
dF {dz_lel d“ e, dle,

€1
e € TM & ger Gl 1 el +t e

2§€§k} (30)

onde T'M esta dado em (24). Em particular, para t; = 0 e usando (28) temos

{dﬂQ(aleg + 77) déileg

e ,dﬂq,zgegk} (31)

sendo que agora T'M = ger{eg,e1} ® A.

E facil ver que (30) e (31) sio equivalentes. De fato, em (31), tomando
¢ = 2 obtemos que 1 pertence ao subespago. Segue que, se (31) é satisfeita,
entao o subespaco em (30) nao depende do parametro ¢;. Em particular, isto
mostra novamente o fato que dim V. ,f =1 ¢ equivalente a £&§ = 0. Finalmente,
temos que (31) é equivalente a

dkfl d dkfl dk72
n € €o n}@A

——— € GET S €0, ey 1]
dsi—1 = 8 {0 ds dst—1 " dsk—2

E agora claro que (30) nao sera satisfeita em geral. Neste sentido, podemos
afirmar que as subvariedades parabdlicas regradas sao genericamente regu-
lares. Tendo em vista o Teorema 25, podemos afirmar que genericamente as
subvariedades parabdlicas sao regulares.

Observacao 30. A condicao para que uma subvariedade parabdlica regrada
. ., . s . :
regular em codimensao impar satisfaca ¢° = 0 é a seguinte:

d‘rffl d drf72 drff2
nEger{eo,ﬂ,.. —60,7],.. S D A.

ds™ 1 ds’ 7 dsT' 2 W dsm! 2

As subvariedades parabdlicas regradas em codimensao dois foram carac-
terizadas por Dajczer e Florit ([DF2]). Nesta segdo caracterizamos as subva-
riedades parabdlicas regradas em codimensao arbitraria.

Comegamos por apresentar a caracterizacao feita em [DF2]. Precisamos da
seguinte defini¢ao.

Definicao 31. Seja f: M™ — RY uma subvariedade com rank; = 2. Dizemos
que f nao tem pontos planos, se a curvatura seccional de A+ C T'M é ndo nula
em todos os pontos.
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Observe que, se f: M™ — RN ¢ parabdlica, entdao f nao tem pontos planos.
De fato, (R(X,2)Z,X) = ||&||* # 0 pela equacao de Gauss.

Proposigao 32. Seja g: M"™ — R™ uma hipersuperficie regrada, simples-
mente conexa sem pontos planos. Entao, a familia de subvariedades parabdlicas
regradas f: M™ — R"™2 € parametrizada pelo conjunto {1, o2, ps} onde o,
1=1,2,3, sao funcoes diferencidveis definidas num intervalo.

Reciprocamente, seja f: M™ — R"*2 uma subvariedade parabdlica, regrada
e simplesmente conexa. Entao M™ admite uma imersao isométrica como uma
hipersuperficie regrada.

Para o caso geral temos o seguinte resultado.

Teorema 33. Seja f: M™ — RY uma subvariedade parabdlica regrada sim-
plesmente conexa. Entao M"™ admite uma imersao isométrica como hipersu-
perficie regrada de R™™ e com as mesmas réquas.

Reciprocamente, se f nao € do tipo superficie em nenhum aberto e M™
admite uma imersao como hipersuperficie de R"* entdo f é regrada.

Demonstra¢ao: Comecemos por provar a reciproca. Como em (8), seja {n;, 72}
uma base ortonormal de le tal que

a b c 0
A51|AJ_:|:b O:| € A£2’AJ_:|:0 O:|

Suponhamos que existe uma imersao g: M™ — R""1. Denotamos por N a sua
aplicagao normal de Gauss. Vamos em primeiro lugar mostrar que

Ay = Ay (32)
Considere a aplicacao bilinear simétrica
B: ToM x TyM — R(n;) @ R(N) = R?

dada por
BY,V) = ((A],Y, V), (AL Y. V).

Pela equacao de Gauss é facil verificar que [ é flat em relacdo a métrica
Lorentziana em R? definida por

In]* =1=—[NI* e (m,N)=0.

Isto é,

(B(X,Y), B(V,IW)) = (B(X, W), 3(V,Y)) = 0.
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Se (32) nao ¢ satisfeita, e como dim A, < n — 2, segue facilmente que
S(B) =ger{BY,V): Y,V eT, M}
satisfaz S(3) = R?. Atendendo ao Coroldrio 1 em [Mo], concluimos que
NQ@B)={Y eT.M:pY,V)=0, VeT,M}

satisfaz dim N () = n — 2. Mas como

N(B) =A, N Ay,
segue que a condicao (32) é satisfeita.
Seja agora B
a b
s =g 7]
De (9) sabemos que
m 0
=[]
para T € A. Por outro lado,
g [ am+bn bm
Ayolr= { bm+¢cn em |’

A simetria de A%, o Cr permite concluir que én = 0. Como estamos a supor
que f nao é do tipo superficie em nenhum aberto, da Proposicao 4 obtemos
que n # 0 para algum 7' € A, em um aberto denso de M". Logo,

0 (33)

c
e assim, atendendo a equacgao de Gauss, podemos supor que
b=b. (34)
Da equagao de Codazzi
Vx A Z— Al NxZ — AL 7= VAL X+ AJ VX + AL X =0
para A{;l, obtemos

VxbX —(VxZ, X (aX+bZ)=V z(aX+bZ)+(V 2z X, Z)bX +(V7n1, n2)cX = 0.
(35)
Multiplicando por Z, temos

2(VxX,Z) —al(VX,Z) — Z(b) = 0. (36)
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Da equagao de Codazzi
Vx(A%5Z) — A\ VxZ — V(AL X) + A9V2X =0

para g, atendendo a (33) e a (34), obtemos

VxbX — (VxZ, X)(aX +bZ) —Vz(aX +bZ) + (V2 X, Z)bX =0. (37)
Multiplicando por Z, temos

W(Vx X, Z) — alV X, Z) — Z(b) = 0. (38)
Subtraindo (36) a (38), obtemos
(a —a)(VzZ,X)=0.
Se (VzZ,X) =0, entao f é regrada. Suponhamos entao que
a = a.

Tomando agora a componente em X em (35) e (37), temos

X(b) —a(VxZ,X) = Z(a) +2b(VzX,Z) + c(Vyn,m) = 0.

X)) —alVxZ,X) — Z(a) + 2b(V X, Z) = 0.

Destas duas tltimas equagoes segue que
<v§771; n2) = 0, (39)

e concluimos de (10) que f ¢ regrada.

Provemos agora a afirmagao direta. Tendo em conta (8), considere o tensor
A:TM — TM onde KerA=Ae

a b
)

Atendendo a que por hipétese (39) é valida, é imediato verificar que o tensor A
satisfaz as equacoes de Gauss e Codazzi como hipersuperficie. Pelo Teorema 1,
existe uma hipersuperficie regrada g: M — R"™! como querfamos. §

Observacao 34. Na prova da reciproca, a hipdtese de f nao ser do tipo
superficie é usada apenas para provar que a hipersuperficie g é regrada, isto é,
que ¢ = 0. Assim, se supusermos a partida que f admite uma imersao como
hipersuperficie regrada, esta hipotese nao é necessaria.
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Como conseqiiéncia do resultado anterior temos.

Corolario 35. Seja f: M™ — RY uma subvariedade parabdlica simplesmente
coneza. Suponhamos que existe 2 < kg < 7/ — 1 tal que dim N,fo = 1. FEntao,
f € regrada e M™ admite uma imersao como hipersuperficie regrada.

Demonstracao: Pela Proposicao 28, sabemos que existe uma imersao iso-
métrica f: M" — R*2ko-1 parabélica regular tal que f§° = 0. Segue do
Teorema 26 que f é regrada. Do Teorema 33 concluimos que M"™ admite uma
imersao isométrica como hipersuperficie regrada.

Terminamos esta se¢ao com o seguinte resultado, que permite aumentar
a codimensao das subvariedades parabdlicas (necessariamente regradas) que
. s
satisfazem &7 = 0.

Proposicao 36. Seja f: M" — RY wuma subvariedade parabélica regular tal
que 5;’” = 0. Se M™ ¢ simplesmente conexa, entdo exriste uma imersao isomé-
trica parabdlica f: M™ — RN*' com N} e N, 1 < k < 7/, isométricos, por
uma 1sometria de fibrados paralela com respeito as conexoes induzidas em cada

subfibrado, e §2Tf = 0.

Demonstragdo: Seja 6 = exy, € RV Vamos definir uma conexao V+ em
T+M @ ger{d} e mostrar que esta conexao, juntamente com a segunda forma
fundamental oy de f, satisfazem a equagao de Ricci.

Seja n = €7 /|1€7)| € fo. Como por hipétese &5 = 0, ¢ facil verificarmos
que 7 é paralelo ao longo da direcao assintética. Atendendo a (3) e ao fato dos
espagos NN, ,f serem paralelos ao longo de A pela Proposicao 10, definimos V+
da seguinte forma:

L ) , _ 1
(V )Nlj@'"@Nv{f—l =V y

Vzn=Vzn=0, Vin=Vin-— o,
onde ¢, € C*°(M). Atendendo a (3) e & definigao de V* ¢ suficiente analisar

a equacao de Ricci para os vetores normais 1 e 9. Comegamos com o vetor 7.
Tendo em conta o fato dos vetores X, Z serem ortonormais, podemos escrever

RY(X,Z)n = VxVyn—VyzVxn—Vixn
= —V;(Vxn— ¢10) — (Vx Z, X)(Vxn — ¢10)
= —V;Vxn+ Z(¢1)6 — (VxZ, X)(Vxn — $10).
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Observando agora que

uma vez que n € N Tf ; e 7/ > 2 concluimos que Ricci para 7 é vdlida para a
nova conexao se, e so se,

Z(¢1) = (VxX, Z)¢r. (40)
Para ¢ temos,

RY(X,Z)6 = VxV36 —V;Vx0 — Vix 50
= —Z(1)n — (VxZ, X) ¢,

ou seja, a equacao de Ricci neste caso reduz-se a (40).
Atendendo & definicao de V*, temos que as equacoes de Ricci ndo triviais
que envolvem vetores T' € A obtém-se de (40) substituindo Z por T, isto é,

T(¢1) = (VxX,T)¢1. (41)

Concluimos assim que a existéncia de f é equivalente a integrabilidade do sis-
tema formado por (40) e (41). Por outro lado, pelo Teorema 26, f é regrada
e assim pelo Teorema 33, sabemos que f admite uma imersao como hipersu-
perficie regrada de R"*!. Usando agora o Teorema 3 em [DFT] concluimos
que o sistema formado por (40) e (41) é integrdavel. Logo, escolhendo uma
solugao nao nula obtemos do Teorema 1 uma imersao isométrica substancial
f : M™ — R¥*! com as propriedades desejadas. 1

8 Rigidez em codimensao dois

Em [DF2] foi estudado o problema de rigidez genuina das subvariedade elipticas
e parabodlicas em codimensao dois. Para as elipticas concluiu-se que, aque-
las que nao admitem imersoes isométricas locais como hipersuperficies sao
genuinamente rigidas. No caso parabdlico foi mostrado que as subvariedades
nao regradas também sao genuinamente rigidas. Nesta secao generalizamos
este resultado mostrando que as subvariedades parabdlicas nao regradas sao,
de fato, isometricamente rigidas.

Recordemos que uma imersao isométrica f: M™ — Q¥ ¢ isometricamente
rigida se dada outra imersao isométrica g: M™ — QY existe uma isometria do
ambiente p: QY — QY tal que g = po f.

O seguinte resultado para subvariedades de posto 2 foi provado em [DF2].
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Proposigao 37. Seja f: M™ — R""? uma subvariedade com rank; = 2 que
nao é plana em nenhum aberto, e seja g: M™ — R"2 uma outra imersao
1sométrica. Entao, existe um subconjunto aberto e denso de M™ tal que, ao
longo de cada componente conexa V', temos:

(1) rank, =2 e Ay = Ay, ou
(1) dim Ay =n — 3 e g|v € uma composicao de imersoes isométricas
gly =koh: V — R""?

onde h: V — U C R* ¢ k: U — R*+2,

O seguinte resultado generaliza o provado em [DF2], para subvariedades
parabdlicas. Além disso, apresenta os primeiros exemplos de subvariedades de
posto 2 em codimensao 2 localmente rigidas.

Teorema 38. Sejam f: M™ — R""2 n > 3, uma subvariedade parabdlica
que nao € do tipo superficie nem regrada em nenhum aberto de M"™. Entao f
¢ localmente rigida.

Demonstragao: Seja g: M™ — R™"2 uma imersao isométrica. Como f nao é
regrada em nenhum aberto, segue da reciproca no Teorema 33 que M™ nao
admite imersao isométrica local como hipersuperficie em R"*!. Concluimos da
Proposigao 37 que g tem posto 2 e que A, = Ay,

Como em (8), tomamos bases ortonormais {X, Z} de At e {n;,n.} de N/

tais que
f i a b f i c 0
ATH’AL— |:b 0:| (§] Ang’Al_ |:0 01

Lembramos também que para qualquer T' € A temos

CTz[m 0].

n - -m

Do item (iv) da Proposigao 4 obtemos que AjoCr é simétrico para qualquer
n e TgLM . Segue que Z também é um campo assintético de g. Portanto,
podemos fixar uma base {7, 72} ortonormal de TgLM tal que

a b ¢ 0
A%1|AJ_={bO:| eAfm]AL:[OO]

De fato, temos da equacgao de Gauss que podemos tomar

b="b.

43



Considere a componente Z da diferenga das equagoes de Codazzi dos opera-
dores Af e A7 . Obtemos

(a—a){VzZ,X)=0.
Assim, como f nao é regrada, concluimos que
a = a.
Por outro lado, tomando a componente em X obtemos

(Vgni,ma) = (N5, ). (42)

Consideremos agora a componente Z da diferenca das equagoes de Codazzi
dos operadores Aé e AJ,. Obtemos

AV, 1) = (V5 72). (43)
Como f nao é regrada e ¢ # 0, concluimos agora de (10) que
c=¢ e (Vgm,m)= (V)
Tomando agora a componente X temos que

<V)L(Th> N2) = <V)L(T_]1> 72).

Concluimos assim do Teorema 1 que f é rigida. &

9 Superficies parabdlicas

Nesta se¢ao vamos estudar as superficies parabdlicas. Comecamos por observar
que podem ser construidas através de solugoes de certas equacgoes as derivadas
parciais. Mostramos em seguida que, como no caso eliptico, é possivel obter um
processo recursivo para a construcao das suas r-segoes. Este resultado é fun-
damental para a parametrizacao das subvariedades parabdlicas nao regradas
que vamos construir mais a frente.

As superficies parabdlicas regradas ja foram caracterizadas. Por esta razao,
nesta secao vamos considerar superficies parabdlicas regulares.

Sejam L? uma variedade Riemanniana e (z, z) um sistema de coordenadas
em L2 Seja f: [? — QN Cc RV™ onde € = 0,1 e N > 4, uma superficie da
esfera ou do espaco Euclidiano cujas fungoes coordenadas sao solugoes linear-
mente independentes (de comprimento 1, se € = 1) da equagao parabdlica

0%u

ﬁ + W(u) +edu=0 (44)
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onde W € TL e A € C®(L?).
A equagao (44) no caso € = 0, é equivalente a

VzfZ + W =0
onde Z = 0/0z. Logo af(Z,Z) =0. Se € = 1 temos
ViliZ + W+ A =0

e novamente ay(Z,Z) = 0. Assim, em ambas as situagoes, temos que f é
parabdlica com direcao assintética Z. Reciprocamente, dada uma superficie
parabdlica f: L? — QY com campo assintético Z, munida da métrica induzida
e coordenadas (z, z) tal que 0/0z = Z, a condigao de Z ser assintética significa
que as fungoes coordenadas de f satisfazem (44) com W = -V zZ e X = || Z||.

Na Secao 4 definimos a nocao de r-secao associada a uma subvariedade
parabdlica (veja Definigdo 12). Vamos mostrar que no caso das superficies é
possivel caracterizar por completo as suas r-segoes.

Sejam ¢: L? — QY uma superficie parabdlica e ¥ o espaco vetorial for-
mado pelas classes das fungoes u € C*°(L) que satisfazem (44), onde para
e = 0 identificamos duas funcoes quando diferem de uma constante. Quando
consideramos em L? a métrica induzida por g, entao (44) toma a forma

Hess,(Z,Z) + eu=0 (45)

onde Z € T'L é um campo assintotico unitario.

Seja I',, 1 < r < 79, 0 espaco vetorial das classes das r-secoes de L? onde
identificamos duas secoes se, a menos de constante, a sua diferenca for uma
secao de N2, @ ... & N7,.

Seja [h] € comr <1f9el <r<s<7d SejaP.(h)= (u,p2) € V,.
Pelo Corolario 16, existe uma tnica se¢ao v,+1 € N7, tal que

Pr(h> = Pr<_%+1)-

Logo A1 = h + 7,41 satisfaz

hr+1 =h+ Yr+1 € FT+1-

Continuando este processo, concluimos que existem secoes tnicas v; € Nf ,
r+1< 5 <s, tais que

h:h+7r+1+~--+f>/s (46)

satisfaz [71] el
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Como em [DF1], vamos mostrar que todos os espacos I, sdo isomorfos a
>, 0 que nos vai permitir caracterizar por completo as r-secoes das superficies
parabdlicas.

Dado [h] € I, escrevemos

h=epg+W+46
onde WeTL, 6§ €T+LepeC®(L)see=1. DadoY € TL, temos

h(Y) =

(Y(p)g + Y ) + Vy W + Vy6
(Y(@) = (Y, W))g + oY) + VyW + a, (Y, W) — AL(Y) + V6.

€
€
Atendendo a que a componente em T'L de h,(Y') é nula, obtemos

epY + VyW = AJY. (47)

Em particular, a aplicagao (Y,U) — (VyW,U) é simétrica. Assim, se e =0, a
1-forma W* é fechada uma vez que
dAW*(Y,U)=YW"* — UW*(Y) = W*([Y,U])
= 0.

Logo W = Vy, para alguma funcio ¢ € C*°(L?). No caso em que ¢ = 1,
usando o fato da componente de h,(Y) em ger{g} ser zero, obtemos

Y(p) = (Y, W),
e novamente W = V. Assim, em qualquer dos casos, de (47) obtemos
Hess, + epl = Af. (48)

Observe que estamos a usar a mesma notacao, tanto para a forma bilinear
simétrica Hess, : TL x TL — R, como para a aplicacao linear simétrica
associada, isto é,

Hess,(X,Y) = (Hess, X, Y).

Atendendo agora ao fato de g ser parabdlica, concluimos que ¢ satisfaz (45) e
portanto satisfaz (44). Logo ¢ € ¥.
Consideremos a aplicagao linear T: I', — 3, definida por

Vamos mostrar que T é um isomorfismo. Suponhamos que Y([A]) = 0. Entao
(W), = Vp = 0. De (48) obtemos A = 0, o que significa que (h)ys = 0.
Agora, fazendo uso do item (iiz) do Coroldrio 16, concluimos facilmente que
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h e N, ®...®NJ. Assim, atendendo a definicao de I';, temos que T ¢é
injetivo.
Sejam p € ¥ e

S ={t) € Ly(TL, TL) : (WZ,Z) = 0}.

Seja ®: N{ — S a aplicagao linear injetiva definida por, ®(v) = A2. De (45) e
dim NY = 2 temos que ® é um isomorfismo. Concluimos que existe um tnico
71 € Ny tal que

A7 = Hess, + epl.

Definimos

~

h=epg+Veo+m.

Entao,
hX = eX(9)g+ €pX + ViV + Vxn = ay(X, Vo) + Vi,

e assim [h] € T'y. Concluimos de (46) que T é um isomorfismo. Obtemos
desta forma o seguinte procedimento recursivo para a construcao de r-segoes
para as superficies parabdlicas.

Proposigao 39. Seja g: L? — QN uma superficie parabdlica reqular. Entdo,
qualquer r-secao, 1 < r < 19, pode ser escrita como

h, =epg+g.Vo+v+m+ -+, (49)

onde ¢ satisfaz (44) e € unica (a menos de constante se € =0), vy € qualquer
se¢ao de N, @ ... ® Ny, y1 € N{ € a dnica solugao de AJ = Hess, +epl e
v s 2<j <, sao as unicas segoes dadas por (46). Reciprocamente, qualquer
fungao hy, com a forma de (49), € uma r-se¢ao de g.

10 Parametrizacao Polar

Nesta secao vamos descrever parametricamente as subvariedade parabdlicas
com vetor normal g;f nao nulo em todo o ponto, sendo entao regulares. Nos
comecamos por observar que esta hipétese nao ¢ restritiva no contexto do nosso
trabalho, uma vez que as parabdlicas que nao satisfazem esta propriedades sao
regradas, estando portanto caracterizadas (veja Segao 6). Esta parametrizacao,
a que chamaremos parametrizacao polar, é determinada por uma superficie
parabdlica e por uma solucao de uma equacao diferencial parabdlica. Dada
uma subvariedade parabdlica, a superficie parabdlica que a parametriza serd
chamada superficie polar.
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Vamos mostrar que podemos associar a cada subvariedade parabdlica
f: M™ — RY, com gf sem singularidades, uma superficie do espaco Eu-
clidiano ou da esfera, cujo espaco tangente pode ser identificado com o ltimo
subfibrado de dimensao 2 da decomposigao (2) do espaco normal de f.

Para motivar a construcao da parametrizagao que pretendemos, vamos
considerar inicialmente uma superficie parabdlica g: L? — QY. cujo vetor
normal 527‘9 ¢ nao nulo em todo o ponto e 1 < s < 79. Vamos mostrar que
usando g podemos construir uma subvariedade parabélica regular de RV*< (de
fato, um cone) de dimensao N — 2(s — 1).

Denotamos por A, o subfibrado normal dado por

AS:N§+1@...@N59
e seja W: A, — RN*€ a aplicacao definida por
U(d) = 4.

Proposicao 40. Fora dos pontos singulares, M™ = W(Ay) € uma subvariedade
parabdlica reqular. Mais, se g nao é regrada entao M™ = V(Ay) ndo € regrada.

Faremos uso do seguinte resultado geral.

Lema 41. Seja f: M™ — RY uma subvariedade parabélica. Entdao temos:

(1) Se dim N,fﬂ = 2, entdo existe n € N,fﬂ tal que as componentes de Py (n)

formam uma base de N,f.

(ii) Suponha que N —n € impar, que dim fo_l =2 e que 0 campo ggf ¢ nao
nulo em todo o ponto. Entio P,s_1(£5) € uma base de foq'
¢ um

Demonstragao: Vamos provar (7). Do Coroldrio 16 temos que Py| N
+1

isomorfismo, e do Lema 11 concluimos que dim /V, — Assim, como N,f tem
dimensao 2, existe pelo menos um vetor (py, pe) € Vy com ps # 0. Nestas
condicoes i1 e iy sao linearmente independentes e logo formam uma base de

N
k
Para (ii), tendo em conta o argumento feito na demonstragao de (7), é
suficiente mostrar que (V3 ;f)Nf # 0. Suponha que o campo é nulo. Da
f-1

definicao de I/ ,s_; obtemos
(V&6 ) =0,

. , f . .
Da Proposigao 9 concluimos que &7 = 0, o que ¢ uma contradigao. i
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Vamos agora provar a Proposigao 40.

Demonstragdo: Tomemos um sistema de coordenadas (z,z) de L2, tal que
Z = 0/0z seja uma dire¢ao assintética de g. Seja {ny,...,n,} um referencial
ortonormal de A;. Podemos parametrizar M" da forma

k
\Il(x, Z,tl, e ,tk) = thﬁJ'(iL', Z)
j=1

onde k= N —2se (ty,...,t;) € R
Atendendo as propriedades dos espacos normais e ao Lema 41 temos que
TM = As1 e que Ay = A;. Vamos mostrar que V,(Z) é uma dire¢ao
assintotica, ou seja,
ﬁZ\I’*(Z) e TM.

Atendendo a (3) basta mostrar que
(VzU,(Z),0) =0, veN’,.
Seja X = 0/0x € TL. Observe que,

(VU (2),0°(X,..., X)) = —(U,(2),Vza*(X,..., X))

k
= —th<@z77j,043+1(z,X, R ,X)>

j=1

k
= —th@yj,@zoﬁ“(Z,X, 5 X))

j=1

= 0,

atendendo a simetria do tensor o, as propriedades dos espagos normais e ao
fato do vetor Z ser assintético. De forma andloga se prova que

(VU,(2),0%(Z,X,..., X)) =0.

Uma vez que os vetores o®(X,..., X),a*(Z,X,...,X) geram o subespago
NY_ ., concluimos que ¥,(Z) é um vetor assintético. Portanto, nos pontos
regulares, ¥ define uma subvariedade parabdlica de RV*¢.

Suponhamos agora que g nao ¢ regrada. Comecemos por observar que a
definicao de I/, permite concluir que a direcao assintotica de ¢ é ortogonal a
&;. Fixemos entdo um campo 7, € Ag = NY unitdrio assintético. Assim, M™
¢é regrada se, e s0 se, (@Zns>N§7 = 0. Logo, como g nao ¢é regrada, atendendo
ao Corolario 27, M™ nao é regrada. 1
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Proposicao 42. A aplicacio V: Ay — RN*€ dada por
d — h(x)+9,

onde h € uma s-secao de g, define fora dos pontos singulares uma subvariedade
parabdlica reqular. Mais, se g ndo € regrada, entdo V(Ag) ndo € regrada.

A demonstracao do resultado precedente é uma consequéncia imediata dos
seguintes lemas.

Lema 43. Seja 3: M"™ — RN*€ uma s-secdo de f para 1 < s < 7/. Entao,

(V2B.(2)) 5+ =0

Demonstragio: Para s > 2, derivando (3.(Z),£5 ') = 0 na diregdao de Z,

temos

(8.(2),Vz &™)

0 = (Vz8.(2),&7") + (B
(B(2),a" (2,2, X,...,X))

= <?Zﬁ*(z)a 5_1>
= <vZﬁ*(Z)7 5_1>‘

+
+

Da mesma forma, derivando {3,(Z),&;7!) = 0 na direcdo de Z, obtemos

0 = (VaB.(2),67) +(0.(2), V5 &7
= <YZ6*<Z>7 f71> + <5*<Z)7£§>
= <VZﬁ*(Z)> ig_1>

atendendo ao Lema 13. Logo (@Zﬁ*(Z))Nf_1 =0.

Quando s = 1, tendo em conta que N/ = AL, €0 = X ¢ &0 = Z, a prova ¢
analoga. 1

Lema 44. Os espagos normais de M™ satisfazem dim Ny = 2,1 <k < 7Y.

Demonstragao: Atendendo as propriedades do tensor Py definido em (4), a
definicao dos s-espacos normais e a definicao da funcao W, é facil concluir que
N =N

Seja f: M™ — QY uma subvariedade parabdlica. Como estamos a traba-
lhar localmente vamos assumir que M™ é saturacao de uma secao transversal
L? de A. Observe que, pelo Lema 10, os subespacos normais N, associa-
dos a subvariedades parabdlicas, podem ser vistos como fibrados ao longo da
superficie L2
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Definigao 45. Sejam f: M"™ — QY~¢ uma subvariedade parabdlica regular e
L? a superficie descrita acima. Definimos superficie polar associada a f, como
sendo uma imersao g definida por:

(i) Se N—n—e¢ é fmpar, entdo g: L*> — S¥~! é dada por ger{g(z)} = N/, ().
(i) Se N —n — € é par, entdao g: L? — RY é qualquer imersdo que satisfaca

TywL = N7, (2).

Em seguida vamos mostrar que todas as parabélicas que satisfazem &7 ! #0
em todo o ponto, em particular as parabdlicas regulares nao regradas, ad-
mitem uma superficie polar, e que esta superficie a parametriza no sentido da
Proposicao 42.

Proposigao 46. Toda subvariedade f: M™ — QY parabélica, regular e com
vetor normal gf nao nulo em todo o ponto, admite, pelo menos localmente,
uma superficie polar g. Além disso, g nao € regrada e € substancial, se f nao
€ regrada e nao tem fator Fuclidiano, respectivamente.

Para a prova da proposi¢ao anterior precisamos do seguinte resultado.

Lema 47. Suponha que a codimensao de f é par. Sejam n € fo e [y =
(VX77>fo , Mo = (Vzn)fo tal que o # 0. Entao,
7)1 T) —1

V.1 ={(ap + busg,aps) : a,b € C(M)}.

Demonstracao: Atendendo a definicao de V,.;_; e ao Lema 9, temos que
(p2,0) € V,5_;, uma vez que ((VZT])fo L&YY = (), V€571 = 0. Tendo
T -1

em conta a dimensdo de NY concluimos que os vetores (p1,2), (f2,0)

-1’
formam uma base de V_s_;. i

Observacao 48. Observe que o campo normal n = & /||€27|| € NTff sa-
tisfaz (Vzn) N, # 0. De fato, atendendo a Proposicao 9 é fécil concluir que

T7J -1

(Von, &' # 0.

Demonstracao: No caso de codimensao impar, a existéncia da superficie polar
segue do item (ii) do Lema 41. Suponhamos entao que dim NTf = 2. Dada

uma base {n;, 2} de N f ; constante ao longo de A, vamos provar que existem
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1—formas diferenciais 61, 05 linearmente independentes que fazem com que a
equacao diferencial
dg = O + Oampn (50)

seja integravel.
Fixemos Z € A assintético. Sejam U € T'L tal que
Z=U+

onde §; € A. Tomemos (u,v) um sistema de coordenadas em L? tal que

Ou=:0/0u="U.

Consideremos o campo V € T'L definido por,

V =0/0v:= Jv.

Seja X € At definido por, X =V + 6§, onde §, € A
Tomemos em L? a métrica que torna a base {U,V} ortonormal e a ori-
entacao definida por esta base. Sejam 7,17, € N f ; campos linearmente in-
dependentes constantes ao longo de A. Sem perda de generalidade podemos
supor que 3
po = (Vzm)fo # 0.

TJ -1

Pelo Lema 47, existem a,b € C*°(M), com b # 0, tais que

Prioalm) = (u, p2) e Prr_a(ne) = (apn + buz, aps). (51)
Consideremos as formas diferenciais
0) = a'du+a’dv e 0y =b'du+ b*dv, (52)

onde a', a? b, b* € C*(L?). Vamos mostrar que existem funcoes a', a?, b!, b* €
C>(L?) que tornam (50) integravel.
A condicao de integrabilidade de (50) é

0 = dbym + dbane + 601 A dny + 02 A dna
= dfym1 + dbany + (a'On1 /Ov — aOn1 /Ou)dV + (b*Ony/Ov — b*Omy ) Ou)dV
= dbym + dbans + (Vargv—a2ou M + Virtae—i2ou 12)dV =0

onde dV é o elemento de volume em L% Entao, para que (50) seja integrdvel
é necessario que as funcoes a', a?, b* e b? satisfacam

(Vatop—azou m + Voioo_t20u 772)fo—1 =0.
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Observando que,

Voulli = Vzn; e Vo =Vxn;, j=1,2,
atendendo a (51) e ao fato dos vetores p; e ug serem linearmente independentes,
deve-se verificar

a' +ab' =0 53)
a? + ab* — bb' = 0.

Nestas condigoes, sejam e, ¢ € C*°(L) tais que

Vatgv—azou M + Viige_y2au 2 = —(em + ).

Assim, temos que provar que existem funcoes a',a? b',b* € C®(L) de tal
forma que as 1-formas diferenciais em (52) satisfagam o sistema (53) e

A, = edV
dfy = (dV,

ou seja,

az—al =e
bl = L. 59

u

De (53) e (54) obtemos

at = —ab*

a* = bb! — al?

b,bt + bb: — a,b* — a(b?2 —bl) +abt =e
b2 — bl = (.

Das duas ultimas equagoes temos

b,b' + bb: — a,b* + a,bt = e+ al
(55)

B2 bl =0

Atendendo a arbitrariedade do campo 7, podemos supor sem perda de genera-
lidade que a,, # 0. Desta forma, da primeira equagao de (55) obtemos

B = — (et al— (by + an)b' — bbL). (56)

Qy

Substituindo na segunda equagao de (55), obtemos uma equagao parabdlica
linear. Assim, sendo b' uma solugao nao nula dessa equagao (veja pag. 367 de
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[Ev]) obtemos através de (56) a funcao b%, ficando assim provada a existéncia
das 1-formas diferenciais que tornam (50) integravel.

Suponhamos agora por absurdo que g nao é substancial. Entao existiria
um subfibrado de T+L paralelo, contendo o primeiro espaco normal de g.
Atendendo a construcao de g, concluiamos que existiria um subfibrado de Ay
paralelo e logo f teria um fator Euclidiano. Portanto g sera substancial sempre
que f nao contenha fator Euclidiano. De forma andloga se prova a reciproca
desta afirmagao. A conclusao da prova é conseqiiéncia do seguinte resultado. &

Proposicao 49. Nas condigoes anteriores,
: _ Nt
(Z) NY _Nrf—s’ 0<s Sﬁ{,
(ii) g € parabdlica e, além disso, g nao € regrada se f ndao € regrada.

Demonstracdo: Atendendo a definicao de superficie polar é facil concluirmos

que N{ = N U I Vejamos agora que g admite uma direcao assintdtica, que
Ty —

serd tnica uma vez que dim Ny = 2. No caso de codimensao par, usando as

notagoes da demonstracao da Proposi¢ao 46, vamos mostrar que o vetor g,0u
é assintdtico. De (50) e (53), obtemos

9:0u = a'ny + by = —ab'n + b'ny. (57)

Por outro lado, de (51) e atendendo a que os fibrados N, ,f sao paralelos ao
longo de Ay, temos

(@Zg*au)fo = —ab'py + ab'py = 0.
TJ -1
No caso de codimensao impar, o resultado sai do Lema 43. Concluimos assim
que g é parabdlica.

Suponhamos agora que f nao é regrada. Para mostrar que g nao é regrada
comecemos por considerar o caso em que f tem codimensao impar. Como

o , = orf = rf

£ # 0 o espago tangente T'L é gerado por {(Vx&] )fo, (V& )fo}, sendo

= el s X .
(Vz&5 ) ys. um campo assintético. Atendendo a definicao do subespaco V_;
Tf *

concluimos que o campo 7, unitario, assintético (inico a menos de sinal) ao

’ f o~ s
longo de A é normal a &*. Nestas condigdes g é regrada se, e somente se,

(@Z”)/)fo =0.

T

Portanto, tendo em conta o fato de f nao ser regrada e o Corolario 27, g nao
¢é regrada.
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Consideremos agora o caso de codimensao par. Para tornar mais clara a
notacao, sempre que seja necessario distinguir os objetos de f e g, escreveremos
em Indice o simbolo correspondente. Usando as notagoes da Proposicao 46
podemos escrever Ny = ger{(@zm)fo E (@Xm)fo 1}. Atendendo a (51) e

L e

(57) é facil concluir que
&7 =buy =b(Vzm)n,, . (58)

Seja A = Hb(ﬁznl)NTf71H_1' Atendendo a (10), g serd regrada se, e somente
se, (VU)‘(VZUI)NTf,l)fo = 0. Tendo em conta o fato de 7; ser constante ao
T -1

longo de Af, podemos escrever

0= (6U>‘<@Z771>fo_ )Nf = U()‘)(@Zm)]vf + )\<@Z(@Z7h)fo )Nf )

1 fa rf-1

e portanto

(@Z(@an){\hf,l)l\fff S (@an)fo

-1 ) -1

f

=~ , f1 .
Portanto, como (Vzm)n _ é normal a & , podemos concluir que
i

v rf-1 rf-1
(Vz & f/Hfé f“)fo_1 = 0.
Assim, pelo Corolario 27, f seria regrada.
O item (i) é agora consequéncia de g ser parabdlica e regular. §

. e . f - .
Assim, as parabdlicas cujo vetor £]° normal é nao nulo, em particular as
parabdlicas regulares nao regradas, admitem a seguinte descricao paramétrica.

Teorema 50. Sejam g: L? — QY uma superficie parabélica com vetor normal
&7 ndo nulo em todo o ponto, 1 < s < 79 e U: Ay, — RY a funcio definida
por,

V() = h(z)+6, 0€ As(x), (59)

onde Ay = NJ, .. BNY eh € uma s-se¢ao arbitrdria de g. Entdo, nos pontos
requlares, M™ = W(A;) € uma subvariedade parabolica reqular com superficie
polar g. Além disso, se g nao € regrada entao M"™ = V(Ay) ndo € regrada.

Reciprocamente, qualquer subvariedade parabolica f: M™ — RN com §2Tf
nao nulo em todo o ponto e sem fator Euclidiano, admite uma parametrizacao
local na forma de (59), onde g € uma superficie polar de f.

Demonstragdo: Seja g: L? — QY uma superficie polar associada a f. Pela
Proposigao 49 temos Ay = A s e TM = A_;_, ao longo de L?. Logo, a secio
h = f,, ¢ uma 7/-secdo de g.
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Observe que variando vy em (49) obtemos apenas uma reparametrizagao
de W(A;). Por esta razdo é conveniente tomar 79 = 0 no processo recursivo
descrito na Proposicao 39 para gerar s-se¢oes. Observe ainda que este tipo de
parametrizacao ¢ mais adequada para subvariedades com codimensao baixa,
uma vez que nesta situacao o processo recursivo tem menos iteracoes. Por
exemplo, em codimensao 2 é suficiente tomar uma 1-secao da forma

h(,D = VSO_'_fyla

onde vy, € le ¢ o tinico vetor que satisfaz A, = Hess, para uma dada solucao
@ de (44).

11 Parametrizacao bipolar

Introduzimos agora a superficie bipolar associada as subvariedades parabdlicas
nao regradas. Ao contrario da superficie polar, a superficie bipolar sé estd
bem definida no caso nao regrado. Comecamos por justificar este fato. Em
seguida mostramos que, como no caso polar, estas superficies permitem des-
crever parametricamente as subvariedades parabdlicas nao regradas. A esta
parametrizacao chamaremos parametriza¢ao bipolar. Esta parametrizacao é
mais util em relacao a parametrizagao polar, quando a codimensao da subvarie-
dade parabdlica é grande, atendendo ao processo iterativo de construcao de s-
segoes. Em [DF1] esta parametrizacao foi definida para subvariedades elipticas,
e foi provado que toda a subvariedade eliptica podia ser parametrizada desta
forma.

Comecamos por definir superficie bipolar.

Definicao 51. Chamamos superficie bipolar associada a uma subvariedade
parabdlica nao regrada f a qualquer superficie polar associada a uma superficie
polar de f.

Observagao 52. O fato de f ser nao regrada permite concluir, como vimos
na se¢ao anterior, que f admite uma superficie polar g nao regrada, e portanto
7’ # 0 em todo o ponto. Fica assim garantida a existéncia da superficie
bipolar.

Faremos uso da seguinte nocao.

Definigao 53. Seja ¢g: L?* — QY um superficie parabdlica e 0 < s < 79 — 1.
Dizemos que h € C*®(L?, RN*€) é uma s-se¢do dual de g se

ho (TL) Ceger{g} ® Nj @& ...® NY.
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Observe que uma 0-secao dual de uma superficie parabdlica Euclidiana é
uma superficie bipolar de g.

Proposigao 54. Seja g: L* — QN wuma superficie parabdlica com superficie
polar g. Uma s-se¢do dual de g é uma ([N/2] — s — 1)-secao de g.

Demonstragdo: Basta observar que 77 = 79 = [N/2] — 1. O resultado segue
agora da Proposicao 49. &

A parametrizacao bipolar é da seguinte forma.

Teorema 55. Dada uma superficie parabdlica g: L* — QN com &’ nao nulo
em todo o ponto e 0 < s < 19 — 1, considere a aplicagao U: A, — RY definida
por
U(0)=h(z)+4d, €A, (60)
onde Ay = eger{g} ® N @ ... ® N? | e h é qualquer s-se¢io dual de g.
Entao, nos pontos requlares, M™ = \i’([\s) ¢ uma subvariedade parabdlica nao
regrada com superficie bipolar g.
Reciprocamente, qualquer subvariedade parabolica f: M™ — RN com 527f
nao nulo em todo o ponto e sem fator Fuclidiano, pode ser parametrizada

localmente da forma (60), onde g € uma superficie bipolar de f.

Demonstracao: Tendo em conta o fato de qualquer subvariedade parabdlica
nao regrada admitir uma superficie polar, basta ter em conta a proposi¢ao
anterior, a Proposicao 49 e o Teorema 50. 1

Apresentamos de seguida uma forma alternativa para a construcao de
parametrizacoes para as subvariedades parabdlicas.

Considere ¢g: L? — QN uma superficie parabdlica nao regrada simples-
mente conexa munida da métrica induzida por g, Z € T'L um vetor assintotico
unitario de g e X € T'L tal que {X, Z} seja uma base ortonormal de T'L. Seja
J € End (TL) definido por

JX)=Z e J(Z)=0
e seja R € End(TL) a reflexdo dada por
R(X)=X e R(Z)=—-Z.
Consideremos o operador parabdlico
L(p)=ZZ () +T2X (¢) ~T1Z(p) +(X(T2) = Z(T1) +(I1)* — (T2)* —€), (61)

onde Y = [X,Z] = I'h'Z — T X. Sejam ¢ € C*(L) solucao de (61) e ¢ a
1-forma tal que

dv(X,Z) = —p.
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Lema 56. A equacdo diferencial
df =dpoJ+ Y o R+ ey
€ integrdvel.
Demonstracao: Temos,
d*0(X, 7)
— X(=gTs + e¥(2)) — Z(dp(Z) — ¢T1 + (X)) + dp(I12)
—p((T1)? = (M9)?) — (D Z — ', X)
= —X(p)l2 = oX(Is) + X (P(2)) = ZZ(p) + I'1Z(p) + ¢Z(T)
—eZ(P(X)) + eI (2) — ‘P((Fl)Z - (F2)2) — elo(Z) + el (X)
= —ZZ(p) + T1Z(p) — TeX (@) — (X (Ty) — Z(Ty) + (T1)% — (T9)? — €)p
= —L(p).
Logo a equacao ¢ integravel. g
Lema 57. A equacdo diferencial
dh = ehg + dg o (01 + pJ) (62)
€ integrdvel.
Demonstracao: Temos,
d*h(X, Z)
= X(ep(Z2)g+07Z) — Z(ep(X)g+ 0X + oZ) —ep(Y)g — 0Y — pJY
= e(X(W(2)g+Y(2)X)+X(0)Z+0(VxZ +a(X,Z))
—e(Z(Y(X))g+v(X)Z) - Z(0)X = 0(VzX + (X, Z))
—2(p)Z —p(VzZ —eg) —eb(Y)g = 0Y — pJY
= (X (W(2)) = Z((X)) = (Y))g + e(P(Z2)X —D(X)Z) + epg
+d0(X)Z —dO(2)X — Z(p)Z
= €(dY(X, Z) + ¢)g + (d(X) + Iy — Z(p) — (X)) Z
—(d0(Z) + ¢T'2 — e(2)) X.
Atendendo as hipéteses feitas sobre 6 e ) obtemos d?h = 0. 1

Teorema 58. Sejam g: L> — QN=¢ uma superficie parabdlica ndio regrada e
simplesmente coneza, p € C*°(L) satisfazendo L(¢) = 0 e h: L? — RN uma
solugao de (62). Consideremos a aplicagdo

U [P x R*C - RY
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definida por,

s

&g &g
\I/(l’,t) = h(l’) + 67509(1’) + Z (tle + tQj%) (iL‘),

Jj=1

onde 0 < s < [(N —¢€)/2] —2 e (u,v) € um sistema de coordenadas de L* tal
que 0/0v seja uma dire¢do assintdtica. Entdo, nos pontos onde € ndo singular,
a aplicagao ¥ parametriza uma subvariedade parabdlica.

Reciprocamente, qualquer subvariedade parabdlica ndao regrada sem fator
Fuclidiano que admita uma superficie bipolar pode ser parametrizada desta
forma.

Demonstracao: Por definicao dos espagos Nf os vetores,

ajJrlg 8j+1g O < ] < Tg
8uj81) va auj-H N.’ — — %

J

formam uma base de N]“‘-’ . Por outro lado, pela definicao da parametrizacao

em (60) podemos tomar h como sendo uma 0-secio dual de g sem perda de
generalidade. Para concluir vamos mostrar que qualquer 0-secao dual de g é
obtida através de uma solugao de (62). Suponhamos entao que h é uma 0-secéo
dual de ¢g. Assim, por definicdo, terd que existir uma 1-forma ¥ e uma secao
S € End(TL) tal que

dh = €Wg+dgoS.

Usando as notagoes anteriores temos,
Ph(X,Z) = eX(P(2))g+ e(Z)X +VxSZ — eZ()(X))g — eh(X)Z

—V25X — e)[X, Z]lg— S(VxZ — VzX)

= e(X(¥(2)) — Z(V(X)) —¥[X, Z])g + e(V(2) X — (X)Z)
+VxSZ 4+ ay(X,52) —e(X,52)g — V25X —ay(Z,5X)
+e(Z,5X)g — S(VxZ) + S(VzX)

= «(dp(X,Z) —(X,S8Z) + (Z,SX))g + (VxS)Z + ay(X,SZ)
—(V28)X — ay(Z,5X) + e(b(2) X — ¥(X)2Z).

A condigao de integrabilidade reduz-se assim as equagoes
ay(X,87) = o,(Z,5X) (63)
(VxS)Z — (V29X = e((X)Z —¢(Z2)X). (64)

99



Quando € = 1 obtemos ainda
dv(X,Z) =(SZ,X) — (SX, Z). (65)

De (63), tendo em conta que os vetores ay(X, X) e o, (X, Z) sao linearmente
independentes, concluimos que existem 6, € C*°(L) tais que

S =01+ ¢lJ.

Desenvolvendo o lado esquerdo de (64), tendo em conta a estrutura do
endomorfismo S, obtemos

Vx0Z — V20X + ¢Z) +T15X — [,57
= d0(X)Z + OV xZ — dO(2)X — OV 2 X — dp(Z2)Z — oV 27
+T1(0X + ¢Z) —T20Z
= (dO(X) + Ty — dp(2))Z — (d(Z) + ¢T) X.

Logo (64) é equivalente a

{ dO(X) = —T1p+do(Z) + ep(X)
do(Z) = (Y, =Z)p + e(Z).

Logo,
df =dpoJ+ Y o R+ e,

De (65) e tendo em conta mais uma vez a estrutura de S, obtemos facilmente
dp(X,Z) = —¢.

A conclusao segue agora do Lema 57 e do Teorema 55. 1

12 Singularidades

Nesta segao comegamos por estudar as parabdlicas regradas completas. Em
seguida, mostramos que as subvariedades parabdlicas completas que nao sao
regradas em nenhum aberto, sao de tipo superficie, isto é, isométricas a um pro-
duto L? x R"2. Recordemos que as elipticas completas sao isométricas a um
produto L3 xR"~3 ([DF1]). Em seguida descrevemos as singularidades das sub-
variedades parabdlicas nao regradas de dimensao superior a 4, onde mostramos
que o conjunto das singularidades contém uma subvariedade parabdlica de di-
mensao n — 2. Logo, as singularidades das parabdlicas sao abundantes, justi-
ficando assim o caracter local do nosso estudo.
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As subvariedades completas f: M™ — R com rank; < 2 foram estudadas
em [DG2], onde se mostrou que, se M™ nao contém um aberto L3 x R"™3
com L3 nao limitado, entao as seguintes condicoes sao verificadas no conjunto
aberto M* C M" onde rank; = 2.

(i) M* é a unido de faizas regradas suaves.

(ii) Se f é completamente regrada em M*, entdo é completamente regrada
em toda a parte e é um cilindro em cada componente do complementar
do fecho de M™.

Recordemos que uma subvariedade regrada se diz completamente regrada se
cada folha é um espago afim completo ([DG2]). A cada componente conexa
chamamos faiza regrada, sendo um fibrado afim sobre uma curva com ou sem
pontos finais.

Dada f: M™ — RY parabélica regrada, denotamos por M™ a subvariedade
(incluindo possiveis singularidades) obtida estendendo cada régua de f(M™) a
um subespaco afim de RY. No caso particular das subvariedades parabdlicas
regradas temos o seguinte resultado onde usamos a notagao da Segao 6.

Proposigao 59. Seja f: M" — RY wuma subvariedade parabdlica regrada.
Entao M™ € uma faiza regrada. Além disso, se a curva c¢ é completa e a
fungdo ay definida em (23) satisfaz |ai(s)] < K < 400, entao M"™ é completa.

Demonstragao: Consideremos M™ parametrizada por (29), isto é,

Fls,t, o tnr) = c(s) + > tie;(s).

Jjz1
Recorde que

deq de;
_ 5 I —p, 2<7<n-1
dS = Q1€ n, dS ]617 =N 9

onde 0 = (de;/ds)a e n L ger{eg,e1} & A é nao singular para todo s € I.
Atendendo a

TM = ger{(1 + tia1)eo + tin} ® ger{ey, ..., en_1},

é simples concluir que f é nao singular e assim M" é uma faixa regrada.
Suponhamos agora que a curva c¢ é completa. Observe que

I£:l1* > (1 + trar(s)* + [l (s)II*.
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Nestas condices vamos mostrar que se |a;(s)] < K < oo entdo M" é completa.
Se |t1| £ M < oo, a condigao |ai(s)| < K < oo garante que ||fs]|* > L > 0.
Por outro lado, qualquer curva divergente y(u) = f(s(u), t1(w), ..., t,—1(u)),u €
[0, +00[, em M"™ com pelo menos um ¢;,1 < i < n — 1 ilimitado tem compri-
mento infinito. Assim todas as curvas divergente de M"™ tém comprimento
infinito, logo M™ é completa. §

Seja f: M™ — RY uma parabdlica regrada parametrizada por (29). Aten-
dendo a que fy, = bje; podemos concluir que se b; = 0 em todo o ponto,
2 <j<n-—1entdo M" = L? x R"2. Por outro lado, se existe um b; # 0 em
todo o ponto entao M™ nao contém nenhum aberto da forma L? x R"2,

No caso geral temos o seguinte resultado.

Teorema 60. Seja f: M"* — RY, n > 3, uma subvariedade completa nao
regrada em nenhum aberto e parabolica num aberto denso O de M™. Entao,
em cada componente conera de O a subvariedade € isométrica a L? x R"™2 e

f=hxlI

Demonstragao: Pelo item (vi) da Proposigao 4 temos

C=0 ou CT:[SL 8] (66)

onde T' | ker C'. Consideremos agora a uniao disjunta
O = MO U Ml,

onde M ¢é o conjunto fechado onde C' = 0. Queremos mostrar que o conjunto
aberto M; é vazio e o resultado segue da Proposicao 4. Pelo item (vi) da
Proposicao 4 os dois conjuntos sao saturados, isto é, sao a uniao das folhas
completas de A.

Vamos mostrar que f é regrada em M;. Pelo item (v) da Proposigao 4 e
(66), podemos concluir que

0= (VxCr)Z —(VzCOr)X
= —CrVxZ = V;Cr X 4+ CrVzX
= n(VxZ,X)Z — Z(n)Z — n{V 22, X)X (67)

onde T' L ker C' é um campo unitario. Portanto (VzZ, X)X = 0, e logo f é
regrada em M;. Logo temos que M; = (). &

Observe que se f: M™ — RY é parabdlica, completa e simplesmente conexa,
entao M™ é difeomorfa a R™, uma vez que a sua curvatura seccional satisfaz
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Ky < 0. No caso regrado, pelo Teorema 33, a variedade M™ admite uma
imersao isométrica como hipersuperficie regrada com as mesmas réguas.

Existem muitos exemplos de hipersuperficies regradas completas ([DG2]).
Uma parametrizagao simples pode ser obtida da seguinte forma: considere
c: I ¢ R — R""! uma curva suave, parametrizada por comprimento de arco,
e seja Ey = dc/ds, Ey, ..., E, um referencial de Frenet. Entao, é facil verificar
que a hipersuperficie regrada

n—1
(3, t]_, Ce 7tn—1) — C(S) + Z tjE]+1
j=1

é completa.

Para concluir vamos descrever o conjunto de singularidades das parabdlicas
nao regradas de dimensao superior a quatro.

Teorema 61. Seja f: M" — RN uma subvariedade parabélica com n > 4.
Entio o conjunto dos pontos singulares de M™ ¢é a hipersuperficie de M™
definida por,

{)\GM“'( s+1>_0}

Demonstracao: Consideremos a parametrizacao
U(5) = h(z) + 0, § € A(x),

dada pelo Teorema 50, onde h é uma s-se¢ao de g. Sem perda de generalidade,
podemos considerar h uma 79-secao. Este fato segue de (46), uma vez que a
diferenca entre uma s-se¢ao e uma 77-segao ¢ um elemento de Aj.

Sendo (z, z) um sistema de coordenadas de g com Z = 0/0z assintético e
{m, ..., nx} um referencial ortonormal de A,, podemos escrever

k
U(z, z,ty,...,t,) = h(x,z) + thnj(:c, z)

J=1

onde k = N — 2s e (t1,...,t;) € R*. Recordemos que se tem TM = A, ; e
A = A,. Assim, sendo X = 0/0z, um ponto é singular se, e somente se, 0s
campos

ti(Vxm)n, +ta(Vxm)n, e t(Vzm)n, +t2(Vzm)n,

sao linearmente dependentes. Atendendo as propriedades dos subespacos Vg,
temos que

< Z7717£2> < ZT727£2> (68)
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Concluimos daqui que t1 (V0 )y, +t2(VZn2) n. é normal a £5. Logo, os campos
atras sao linearmente dependentes se, e so se,

(1 (Vxm)n, + t2(Vxme)n,, &) = 0. (69)

Tendo em conta a Proposicao 9, é facil verificar que (69) é equivalente a

(tim + tana, SH) = 0.

Concluimos assim que A € M™ é um ponto singular se e s6 se (X, &) = 0. 1
q 2
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