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1 Introdução

O estudo das subvariedades dos espaços forma, isto é, as subvariedades da
esfera Euclidiana, do espaço Euclidiano ou do espaço hiperbólico, é usualmente
feito analisando as equações de Gauss, Codazzi e Ricci, uma vez que elas
determinam completamente uma subvariedade. No entanto estas equações são
na maioria dos casos bastante complicadas. Uma descrição paramétrica das
subvariedades torna-se assim útil e importante, não só porque permite de uma
forma mais clara compreender a sua geometria, mas também pelas aplicações
que dáı advém ([DG1], [DFT]).

Algumas restrições impostas na geometria das subvariedades implicam a
existência de uma distribuição chamada de nulidade relativa. Fazendo uso das
propriedades desta distribuição é posśıvel construir uma parametrização ([FL])
que generaliza a parametrização de Gauss ([DG1]) para hipersuperf́ıcies. No
entanto, existem propriedades adicionais na estrutura destas subvariedades
que permitem construir parametrizações mais simples, e assim entender de
forma mais clara a sua geometria ([DF1]). Como exemplo dessas propriedades
podemos citar a rigidez das hipersuperf́ıcies ([DG1]).

O estudo da rigidez das subvariedades dos espaços forma tem motivado o
trabalho de muitos matemáticos. Um dos resultados clássicos é o teorema de
Allendoerfer ([Al]) que afirma que uma subvariedade é localmente ŕıgida se o
seu número tipo ([Da]) é maior ou igual a três, ou seja, se a sua segunda forma
fundamental não é muito degenerada. O conceito de s-nulidade, definido em
[CD] por Do Carmo e Dajczer, deu origem a uma condição (Teorema 1.4 em
[CD]) que garante, com algumas restrições na dimensão e codimensão, a rigidez
das subvariedades Euclidianas. Ambos os resultados anteriores generalizam o
teorema de Beez-Killing para hipersuperf́ıcies, que afirma que uma hipersu-
perf́ıcie é ŕıgida se o número de curvaturas principais não nulas em cada ponto
é pelo menos três. Sbrana e Cartan estudaram o caso das hipersuperf́ıcies que
têm precisamente duas curvaturas não nulas e conclúıram que, genericamente,
estas subvariedades também são localmente ŕıgidas. No entanto, mostraram
que existem quatro classes de subvariedades localmente deformáveis, chamadas
hipersuperf́ıcies de Sbrana-Cartan ([DFT]).

Para codimensão maior que um, o problema de classificar as subvariedades
localmente deformáveis é muito dif́ıcil. Em particular, basta observar que
qualquer hipersuperf́ıcie de uma hipersuperf́ıcie de Sbrana-Cartan é também
deformável e assim pertence à classe das subvariedades com codimensão dois
deformáveis. Atendendo a este fato, foi definido em [DF2] um conceito de de-
formação isométrica mais apropriado chamado de deformação genúına. Dizer
que uma deformação isométrica é genúına, significa que a subvariedade não está
inclúıda numa subvariedade de dimensão maior, de forma que a deformação
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inicial seja dada pela deformação da subvariedade que a contém.
Em [DF2] foi estudado o problema da rigidez genúına local para subva-

riedades Euclidianas com codimensão dois pertencentes à classe das subva-
riedades eĺıpticas e parabólicas. Dizer que uma subvariedade f : Mn → Rn+2

é genuinamente ŕıgida significa que, dada outra imersão isométrica f̂ : Mn →
Rn+2 existe um aberto denso de Mn tal que, restritas a cada componente
conexa U , f |U e f̂ |U são congruentes ou existem um mergulho isométrico
j: U ↪→ Nn+1 para uma variedade RiemannianaNn+1 e hipersuperf́ıcies, planas
ou de Sbrana-Cartan, F, F̂ : Nn+1 → Rn+2 tal que f |U = F ◦ j e f̂ |U = F̂ ◦ j.

As subvariedades eĺıpticas, parabólicas e hiperbólicas estão contidas na
classe das subvariedades de posto dois, isto é, a distribuição de nulidade relativa
tem codimensão dois.

A teoria das subvariedades de posto dois está relacionada com a teoria
intŕınseca das variedades Riemannianas de posto dois, isto é, o núcleo do tensor
de curvatura tem codimensão dois em todo o ponto. Este assunto foi estudado
por Szabó ([Sz1], [Sz2]) dentro do contexto das variedades semi-simétricas
iniciado por Cartan.

Neste trabalho, como em [DF2], vamos considerar subvariedades da esfera
e do espaço Euclidiano de posto dois em codimensão pelo menos dois. Neste
contexto, o primeiro espaço normal tem dimensão menor ou igual a três. A
situação em que a dimensão do primeiro espaço normal é um ou três foi es-
tudada em [DT] e [DF1]. Quando o primeiro espaço normal tem dimensão
dois, a subvariedade pode ser classificada como sendo eĺıptica, parabólica ou
hiperbólica. As subvariedades eĺıpticas foram descritas parametricamente em
[DF1]. Vamos, neste trabalho, estudar o caso parabólico. A rigidez destas sub-
variedades no caso Euclidiano com codimensão dois, foi estudado em [DF2],
onde se concluiu que somente as subvariedades parabólicas regradas admitem
deformações genúınas.

Este trabalho está organizado da seguinte forma.

Na Seção 2 apresentamos algumas definições e discutimos fatos básicos da
teoria das subvariedades que usaremos ao longo das seções seguintes.

Na Seção 3 estudamos as subvariedades de posto dois. O primeiro espaço
normal N1 de uma subvariedade de posto dois satisfaz 1 ≤ dimN1 ≤ 3. Se
dimN1 = 1 em todo o ponto, sabemos que a subvariedade é uma hipersu-
perf́ıcie ([DFT]). Se dimN1 = 3 em todo o ponto, então a subvariedade é uma
superf́ıcie ou um cone a menos de um fator Euclidiano ([DF2]). As subva-
riedades parabólicas, eĺıpticas e hiperbólicas surgem quando dimN1 = 2.

Na Seção 4 definimos subvariedade parabólica. Observamos que no caso
das subvariedades da esfera, o cone associado é uma subvariedade Euclidiana
parabólica, o que permite restringir o nosso estudo ao caso Euclidiano. Em
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seguida estudamos as propriedades dos espaços normais destas subvariedades.
No caso eĺıptico todos os espaços normais à exceção do último, que depende da
codimensão da subvariedade, têm dimensão dois ([DF1]). No caso parabólico
essa condição não é garantida à partida, o que motiva a definição de ı́ndice
cŕıtico.

Na Seção 5 estudamos algumas propriedades intŕınsecas das subvariedades
parabólicas. Mostramos que estas subvariedades admitem uma folheação de
codimensão um com folhas planas. Em seguida apresentamos uma caracte-
rização intŕınseca das subvariedades parabólicas que são regradas.

Na Seção 6 começamos por introduzir o conceito de regularidade com que
vamos trabalhar e em seguida apresentamos um exemplo de uma parabólica
não regular. O resultado principal desta seção afirma que as parabólicas não
regradas são regulares.

Na Seção 7 estudamos as parabólicas regradas. Começamos por descrever
parametricamente estas subvariedades e em seguida mostramos que são generi-
camente regulares. Isto permitirá concluir que genericamente as parabólicas
são regulares. Terminamos a seção caracterizando as parabólicas regradas
dentre as parabólicas, aquelas que admitem imersões isométricas como hiper-
superf́ıcies.

Na Seção 8 estudamos a rigidez das subvariedades parabólicas em codi-
mensão dois. Dajczer e Florit ([DF2]) mostraram que as parabólicas não
regradas em codimensão dois são genuinamente ŕıgidas. Vamos mostrar que,
de fato, são ŕıgidas, obtendo assim os primeiros exemplos conhecidos de sub-
variedades de posto dois em codimensão dois localmente ŕıgidas.

Na Seção 9 estudamos o caso particular das superf́ıcies parabólicas, onde
mostramos que estas superf́ıcies podem ser obtidas através de soluções de certas
equações às derivadas parciais parabólicas.

Na Seção 10 mostramos que é posśıvel associar a cada subvariedade parabó-
lica uma superf́ıcie parabólica, que chamaremos de superf́ıcie polar. Essencial-
mente, estas superf́ıcies parametrizam as subvariedades parabólicas. A esta
parametrização chamaremos parametrização polar.

Na Seção 11 mostramos que existe uma parametrização alternativa, a
parametrização bipolar, que é mais conveniente que a parametrização polar
para subvariedades de codimensão grande.

Na Seção 12 estudamos as subvariedades parabólicas completas. Começa-
mos por estudar as parabólicas regradas, onde apresentamos uma condição
para que sejam completas. O caso não regrado reduz-se ao caso de dimensão
dois. De fato, veremos que as subvariedades parabólicas completas que não são
regradas em nenhum aberto são isométricas a um produto de uma superf́ıcie
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por um fator Euclidiano. Em seguida descrevemos as singularidades das sub-
variedades parabólicas de dimensão n ≥ 4, onde mostramos que o conjunto
das singularidades de uma subvariedade parabólica Mn é uma hipersuperf́ıcie
de Mn. Assim, as singularidades das parabólicas são abundantes, justificando
o carácter local do nosso estudo.
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2 Notações e resultados básicos

Nesta seção fixamos algumas das notações que usaremos ao longo do trabalho.
Além disso, apresentamos alguns resultados básicos sobre imersões isométricas
que achamos convenientes.

Denotamos por QN
ε , o espaço Euclidiano RN ou a esfera Euclidiana SN,

consoante ε = 0 ou ε = 1. Sejam Mn uma variedade diferenciável conexa
de dimensão n e f : Mn → QN

ε uma imersão com codimensão N − n > 0.
Representamos por f∗: TM → TQN

ε a aplicação diferencial associada a f .
Considerando em Mn a métrica induzida por f , isto é,

〈X, Y 〉 = 〈f∗X, f∗Y 〉, X, Y ∈ TM,

f torna-se uma imersão isométrica.
Atendendo à natureza local de todos os resultados que vamos apresentar,

identificamos a variedade Mn com a sua imagem f(M) ⊂ QN
ε . Assim, para

cada x ∈Mn temos a decomposição ortogonal

TxQN
ε = TxM ⊕ T⊥x M

onde T⊥x M é o complemento ortogonal de TxM em TxQN
ε . Considerando as

projeções ortogonais nestes subespaços

πx : TxQN
ε → TxM e π⊥x : TxQN

ε → T⊥x M,

temos
∇XY = π(∇̃XY )

e
αf (X, Y ) = π⊥(∇̃XY )

onde ∇̃ é a conexão de Levi-Civita de QN
ε . Então, ∇ é a conexão de Levi-Civita

de Mn em relação à métrica induzida por f e

αf : TM × TM → T⊥f M,

é o tensor bilinear simétrico chamado de segunda forma fundamental de f .
Dados X ∈ TM e ξ ∈ T⊥M, denotamos

AfξX = −π(∇̃Xξ).

Assim, obtemos o tensor linear

Afξ : TM → TM
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chamado de operador forma ou, por abuso de linguagem, de segunda forma
fundamental de f na direção normal ξ pois

〈AfξX, Y 〉 = 〈αf (X, Y ), ξ〉.

A componente normal do vetor ∇̃Xξ, isto é,

∇⊥Xξ = π⊥(∇̃Xξ)

define uma conexão compat́ıvel com a métrica induzida no fibrado vetorial
normal T⊥M . Podemos escrever assim a fórmula de Weingarten

∇̃Xξ = −AfξX +∇⊥Xξ.

O gradiente de h ∈ C∞(M) é o campo vetorial ∇h de Mn definido por

〈∇h,X〉 = X(h).

A Hessiana de h ∈ C∞(M) é o tensor bilinear simétrico definido por

Hessh(X, Y ) = 〈∇X∇h, Y 〉 = XY (h)− (∇XY )h.

O tensor de curvatura da variedade Mn está definido por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

De forma análoga, o tensor de curvatura normal da imersão f é definido por

R⊥(X, Y )ξ = ∇⊥X∇⊥Y ξ −∇⊥Y∇⊥Xξ −∇⊥[X,Y ]ξ.

Para a subvariedade Mn ⊂ QN
ε são válidas as seguintes equações:

Equação de Gauss

〈R(X, Y )Z,W 〉 = ε(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉) + 〈αf (X,W ), αf (Y, Z)〉
−〈αf (X,Z), αf (Y,W )〉.

Equação de Codazzi

(∇Xαf )(Y, Z) = (∇Y αf )(X,Z).

Equação de Ricci

R⊥(X, Y )ξ = αf (X,A
f
ξY )− αf (AfξX, Y ).

Notemos por Qn+p
c a variedade Riemanniana de dimensão n+ p completa

e simplesmente conexa de curvatura seccional constante c, isto é, o espaço
Euclidiano Rn+p, a esfera Euclidiana Sn+p

c ou o espaço hiperbólico Hn+p
c .

O seguinte resultado é o chamado Teorema Fundamental das Subvariedades.
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Teorema 1.

(i) Sejam Mn uma variedade Riemanniana simplesmente conexa, π : E →
Mn um fibrado vetorial Riemanniano de posto p munido de uma conexão ∇′
compat́ıvel, e α uma seção simétrica do fibrado vetorial Hom(TM × TM,E).
Para cada seção local ξ ∈ E, defina o tensor Aξ : TM → TM por

〈AξX, Y 〉 = 〈α(X, Y ), ξ〉.

Se α e ∇′ satisfazem as equações de Gauss, Codazzi e Ricci para o caso de
curvatura seccional c, então existe uma imersão isométrica f : Mn → Qn+p

c ,
e um isomorfismo de fibrados f̃ : E → T⊥M ao longo de f , tal que para todo
X, Y ∈ TM e todas as seções locais ξ, η de E,

〈f̃(ξ), f̃(η)〉 = 〈ξ, η〉
f̃(α(X, Y )) = α̃(X, Y )

f̃(∇′Xξ) = ∇⊥X f̃(ξ),

onde α̃ e ∇⊥ são a segunda forma fundamental e a conexão normal de f ,
respectivamente.

(ii) Suponha que f e g são imersões isométricas de uma variedade conexa Mn

em Qn+p
c . Sejam T⊥f M,αf e ∇⊥f o fibrado normal, a segunda forma funda-

mental e a conexão normal de f , respectivamente. Sejam T⊥g M,αg e ∇⊥g os
correspondentes objetos relativos a g. Se existir um isomorfismo de fibrados
φ̃ : T⊥f M → T⊥g M tal que para cada X, Y ∈ TM e todas as seções ξ, η ∈ T⊥f M

〈φ̃(ξ), φ̃(η)〉 = 〈ξ, η〉
φ̃(αf (X, Y )) = αg(X, Y )

φ̃(∇⊥f∗Xξ) = ∇⊥g∗Xξ,

então existe uma isometria τ : Qn+p
c → Qn+p

c tal que g = τof e τ∗|T⊥f M = φ̃.

O primeiro espaço normal N f
1 de uma imersão isométrica f : Mn → QN

ε

está definido, para cada x ∈Mn, por

N f
1 (x) = ger{αf (X, Y ) : X, Y ∈ TxM}.

De forma análoga se define k-espaço normal N f
k de f por

N f
k (x) = ger{αk+1(X1, . . . , Xk+1) : X1, . . . , Xk+1 ∈ TxM},

onde
αs: TM × . . .× TM → T⊥M, s ≥ 2,
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é o tensor multilinear simétrico chamado s-forma fundamental definido por

αs(X1, . . . , Xs) = πs−1
(
∇⊥Xs . . .∇

⊥
X3
αf (X2, X1)

)
,

onde denotamos π1 = IRN+ε e πs a projeção ortogonal normal

πs: T⊥f M → (N f
1 ⊕ . . .⊕N

f
s−1)⊥.

Observe que α2 = αf . Convencionamos ainda que α1 = I em TM .

Se cada um dos N f
k tem dimensão constante ao longo de Mn então cada N f

k

é um subfibrado vetorial de T⊥M . Observe que para toda a imersão isométrica
f : Mn → QN

ε existe um aberto denso de Mn onde esta propriedade é válida
em cada uma das suas componentes conexas.

O subespaço de nulidade relativa ∆f (x) ⊂ TxM da imersão f , em x ∈Mn

é o núcleo de αf , isto é, o subespaço vetorial definido por

∆f (x) = {X ∈ TxM : αf (X, Y ) = 0, Y ∈ TxM}.

A distribuição ∆f é integrável em qualquer aberto onde tenha dimensão cons-
tante e as folhas são subvariedades totalmente geodésicas tanto na variedade
como no espaço ambiente ([Da]). Convencionamos que N f

0 = ∆⊥f , o comple-
mento ortogonal de ∆f em TM . Com freqüência escreveremos simplesmente
∆ e ∆⊥ em vez de ∆f e ∆⊥f .

3 Subvariedades de posto 2

Nesta seção, primeiro argumentamos que no contexto do nosso trabalho é
suficiente estudar as subvariedades do espaço Euclidiano. Observamos depois
que as subvariedades de posto 2 têm o primeiro espaço normal de dimensão não
superior a 3. Em seguida caracterizamos as subvariedades que tem o primeiro
espaço normal de dimensão 1 e 3 em todo ponto. No caso de dimensão 2
surgem as subvariedades parabólicas, eĺıpticas e hiperbólicas.

Começamos por definir as subvariedade de posto 2.

Definição 2. Dizemos que a imersão isométrica f : Mn → QN
ε tem posto 2,

e escrevemos rankf = 2, se x ∈ Mn 7→ ∆⊥(x) é um subfibrado do fibrado
tangente de posto 2.

Observe que se ε = 1, então o cone

Cf : Mn × R+ → RN+1,

(x, t) 7→ tf(x)
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sobre uma subvariedade f : Mn → SN de posto 2 tem o mesmo posto. Basta
ter em conta que se (X, a), (Y, b) ∈ TCf(x,t)M × R+ = TxM × R, então

αCf (x,t)((X, a), (Y, b)) = tαf (x)(X, Y ).

Conclúımos que, para o estudo das subvariedades de posto 2 do espaço Eu-
clidiano e da esfera é suficiente considerar o caso Euclidiano. A relação entre
as segundas formas fundamentais permite concluir ainda que os espaços nor-
mais de f e Cf em RN+1 são iguais a menos de transporte paralelo, isto é,
N f
k = NCf

k .

A simetria da segunda forma fundamental de f e a hipótese sobre o posto da
imersão permitem concluir que o primeiro espaço normal satisfaz dimN f

1 ≤ 3,
uma vez que

N f
1 = ger{αf (X,X), αf (X,Z), αf (Z,Z)}

onde {X,Z} é qualquer base de ∆⊥.
Se dimN f

1 = 1 temos o seguinte resultado de [DT] que caracteriza por
completo estas subvariedades.

Proposição 3. Seja f : Mn → QN
ε , n ≥ 2, uma imersão isométrica. Supo-

nhamos que dimN f
1 = 1 em todo ponto e que o subfibrado normal N f

1 não é
paralelo em nenhum ponto. Então Mn tem curvatura seccional constante ε e
existem imersões isométricas

i: Mn
ε → LN−1

ε e F : LN−1
ε → QN

ε ,

onde i é uma inclusão totalmente geodésica e F não tem pontos totalmente
geodésicos, tal que f = Fo i.

Nestas condições a subvariedade f é a restrição da hipersuperf́ıcie F a uma
subvariedade totalmente geodésica Mn de LN−1.

Associado à folheação de nulidade relativa da subvariedade temos o tensor
de splitting C definido da seguinte forma: A cada vetor T ∈ ∆ associa o
endomorfismo CT de ∆⊥ definido por

CTX = − (∇XT )∆⊥ .

As seguintes propriedades sobre o tensor C são bem conhecidas e podem
ser encontrados em [DG2] e [DFT].

Proposição 4. Seja f : Mn → RN uma imersão isométrica com rankf = 2.

(i) A distribuição ∆⊥ é integrável se, e só se, CT é autoadjunto para todo o
T ∈ ∆.

17



(ii) O tensor C é identicamente nulo se, e só se, cada ponto de Mn tem
uma vizinhança V tal que f(V ) ⊂ L2 × Rn−2, onde L2 é uma superf́ıcie
em Rp+2.

(iii) Se CT = µ(T )I para todo o T ∈ ∆, então cada ponto admite uma vizi-
nhança V tal que f(V ) ⊂ CL2×Rn−3, onde CL2 ⊂ Rp+3 é o cone sobre
a superf́ıcie esférica L2 ⊂ Sp+2.

(iv) Se T ∈ ∆ e ξ ∈ T⊥M , então em ∆⊥ temos

∇TA
f
ξ = Afξ ◦ CT + A∇⊥T ξ.

Em particular, Afξ ◦ CT é simétrico.

(v) Para todo X, Y ∈ ∆⊥ e T ∈ ∆ temos

(∇∆⊥

X CT )Y − (∇∆⊥

Y CT )X = C(∇XT )∆Y − C(∇Y T )∆X,

de acordo com a decomposição TM = ∆⊕∆⊥.

(vi) Se Mn é completa, então codim kerC ≤ 1 sendo que para cada S ∈ ∆(x)
o único valor próprio real posśıvel para CS é 0. Além disso, kerCS é
paralelo ao longo do campo velocidade S da linha x+ tS.

Suponhamos agora que dimN f
1 = 3. Sejam {X,Z} uma base ortonormal

de ∆⊥ e T ∈ ∆. Da equação de Codazzi, temos

αf (Z,∇XT ) = αf (X,∇ZT ).

Obtemos,

(〈∇XT,X〉−〈∇ZT, Z〉)αf (Z,X)+〈∇XT, Z〉αf (Z,Z)−〈∇ZT,X〉αf (X,X) = 0,

e portanto
〈∇XT, Z〉 = 〈∇ZT,X〉 = 0

e
〈∇XT,X〉 = 〈∇ZT, Z〉.

Assim, CT = µI onde µ = 〈∇XT,X〉. Por outro lado, por uma questão de
dimensão é fácil concluir que codim kerC = 1. Do item (v) da Proposição 4
podemos concluir que Y (µ) = 0 para todo Y ∈ ∆⊥ e logo µ = µ(T ). Pela
Proposição 4 f é uma superf́ıcie em R3 ou um cone sobre uma superf́ıcie
esférica em S3 ⊂ R4 a menos de um fator Euclidiano. Podemos assim concluir:
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Proposição 5. Seja f : Mn → Rn+p uma imersão isométrica com rankf = 2

e dimN f
1 = 3 em todo o ponto, então f é uma superf́ıcie em Rp+2 ou um cone

sobre uma superf́ıcie esférica em Sp+2 ⊂ Rp+3 a menos de fator Euclidiano.

No restante caso, dimN f
1 = 2 em todo o ponto, dada uma base X, Y ∈

∆⊥(x), então existem a, b, c ∈ R tais que

aαf (X,X) + 2cαf (X, Y ) + bαf (Y, Y ) = 0.

Neste contexto temos a seguinte definição que faz sentido uma vez que inde-
pende da base.

Definição 6. Dizemos que a subvariedade f : Mn → Rn+p é parabólica (resp.,
eĺıptica ou hiperbólica) se ab − c2 = 0 (resp., ab − c2 > 0 ou ab − c2 < 0) em
toda a parte.

É fácil verificarmos que:

- Mn é parabólica se, e só se, existe Z ∈ TM não nulo tal que

αf (Z,Z) = 0,

- Mn é eĺıptica se, e só se, existe uma base {X, Y } de ∆⊥ tal que

αf (X,X) + αf (Y, Y ) = 0,

- Mn é hiperbólica se, e só se, existe uma base {X, Y } de ∆⊥ tal que

αf (X,X)− αf (Y, Y ) = 0.

As subvariedades eĺıpticas foram estudadas em [DF1] e [DF2]. O estudo das
subvariedades hiperbólicas permanece em aberto.

4 Fatos básicos

Nesta seção estudamos os espaços normais de uma subvariedade parabólica.
Começamos por observar que todos os espaços normais têm dimensão majorada
por dois. Em seguida estudamos algumas das suas propriedades básicas.

Atendendo à natureza local do estudo que vamos realizar, vamos assumir
ao longo de todo o trabalho que Mn é conexa e que f : Mn → QN

ε é substan-
cial, isto é, que f(M) não está contida em nenhuma subvariedade totalmente
geodésica de QN

ε .
Vamos supor ainda que todos os espaços N f

k têm dimensão constante ao

longo de Mn. Logo os N f
k formam subfibrados do fibrado normal.
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Definição 7. Dizemos que a subvariedade f : Mn → QN
ε é parabólica se:

(i) rankf = 2,

(ii) dimN f
1 = 2,

(iii) Existe um campo não singular Z ∈ ∆⊥ assintótico, isto é, αf (Z,Z) = 0.

O cone sobre uma subvariedade esférica f : Mn → SN parabólica (resp.,
eĺıptica ou hiperbólica) é também parabólica (resp., eĺıptica ou hiperbólica).
Assim, para o estudo das subvariedades parabólicas (resp., eĺıpticas ou hiperbó-
licas) do espaço Euclidiano e da esfera, basta considerar o caso Euclidiano.
Observe ainda que do item (ii) é claro que as subvariedades parabólicas não
podem ser hipersuperf́ıcies, isto é, N − n ≥ 2.

O seguinte resultado ([DF1]) diz-nos que a dimensão dos k-espaços normais
das subvariedades parabólicas, eĺıpticas e hiperbólicas não é superior a dois.

Proposição 8. Se f : Mn → RN satisfaz rankf = 2 e dimN f
1 = 2, então

temos que dimN f
k ≤ 2, para todo k ≥ 1.

Demonstração: Suponhamos, em primeiro lugar, que existem direções conju-
gadas linearmente independentes, isto é, uma base {X1, X2} de ∆⊥ tal que

αf (X1, X1)± αf (X2, X2) = 0.

Então,

αk+1(X1, X1, Y1, . . . , Yk−1) ± αk+1(X2, X2, Y1, . . . , Yk−1)

= πk(∇⊥Yk−1
. . .∇⊥Y 1

(αf (X1, X1)± αf (X2, X2)))

= 0.

Logo, N f
k é gerado por αk+1(X1, X1, . . . , X1) e αk+1(X2, X1, . . . , X1) e con-

clúımos que dimN f
k ≤ 2.

No caso de existir uma direção assintótica Z ∈ ∆⊥ é fácil concluirmos que

αk+1(Z,Z, Y1, . . . , Yk−1) = 0. (1)

Portanto, considerando X ∈ ∆⊥ tal que {X,Z} forme uma base de ∆⊥, obte-
mos que

N f
k = ger{αk+1(X, . . . , X), αk+1(Z,X, . . . , X)}.

Atendendo à hipótese de f ser substancial, podemos decompor o fibrado
normal de f como soma direta dos k-espaços normais

T⊥f M = N f
1 ⊕ . . .⊕ N f

τf
(2)
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o que, em particular, define o ı́ndice τ f .
Sejam f : Mn → RN uma subvariedade parabólica, Z ∈ ∆⊥ um campo

assintótico e X ∈ TM tal que {X,Z} seja uma base de ∆⊥. Consideremos
para 1 ≤ k ≤ τ f os vetores normais

ξk1 = αk+1(

k+1︷ ︸︸ ︷
X, . . . , X) e ξk2 = αk+1(Z,

k︷ ︸︸ ︷
X, . . . , X)

que geram, como observamos acima, os subespaços N f
k . Usando (1) é fácil ver

que o subespaço gerado pelo campo ξk2 não depende da base {X,Z} desde que
Z seja assintótico.

Proposição 9. Para 1 ≤ k ≤ τ f − 1, temos:

(i) (∇̃Z ξ
k
1 )Nf

k+1
= (∇̃X ξ

k
2 )Nf

k+1
= ξk+1

2 ,

(ii) (∇̃X ξ
k
1 )Nf

k+1
= ξk+1

1 ,

(iii) (∇̃Z ξ
k
2 )Nf

k+1
= 0.

Demonstração: A definição dos k-espaços normais permite concluir facilmente
que, dado η ∈ N f

l temos

∇⊥Y η ∈ N
f
l−1 ⊕N

f
l ⊕N

f
l+1 (3)

onde assumimos aqui que N f
0 = 0 = N f

τf+1
.

Por definição,

ξk+1
2 = (∇⊥Z∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X))Nf

k+1

= (∇⊥Z(∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X))Nf
k
)Nf

k+1

= (∇̃Z ξ
k
1 )Nf

k+1
.

Tendo agora em conta a simetria do tensor multilinear αk+2 temos

ξk+1
2 = αk+2(X,Z, . . . , X)

= (∇⊥X∇⊥Z . . .∇⊥Xαf (X,X))Nf
k+1

= (∇⊥X(∇⊥Z . . .∇⊥Xαf (X,X))Nf
k
)Nf

k+1

= (∇̃X ξ
k
2 )Nf

k+1
.
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Fica assim provado o item (i). O item (ii) obtém-se de forma análoga,

ξk+1
1 = (∇⊥X∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X))Nf

k+1

= (∇⊥X(∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X))Nf
k
)Nf

k+1

= (∇̃X ξ
k
1 )Nf

k+1
.

Para o item (iii), atendendo a que o campo Z é assintótico,

(∇̃Z ξ
k
2 )Nf

k+1
= (∇⊥Z(∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,Z))Nf

k
)Nf

k+1

= αk+2(X, . . . , Z, Z)

= (∇⊥X∇⊥X . . .∇⊥Xαf (Z,Z))Nf
k+1

= 0.

O seguinte resultado foi provado em [DF1].

Proposição 10. Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica. Então os
subfibrados N f

k , 1 ≤ k ≤ τ f , são paralelos em RN ao longo de ∆.

Demonstração: Sejam X, Y ∈ ∆⊥ e T ∈ ∆. Segue da equação de Codazzi que

(∇⊥Tαf (X, Y ))
Nf

1

⊥ = (∇⊥Xαf (T, Y ))
Nf

1

⊥ = 0,

e portanto conclúımos que N f
1 é paralelo ao longo de ∆.

Por indução suponha que N f
k , 1 ≤ k ≤ τ f − 1, é paralelo ao longo de ∆.

Derivando 〈ξk+1
i , ξkj 〉 = 0, 1 ≤ i, j ≤ 2, obtemos 〈∇⊥T ξk+1

i , ξkj 〉 = 0, ou seja,

(∇⊥T ξk+1
i )Nf

k
= 0.

Por outro lado,

(∇⊥T ξk+1
1 )Nf

k+2
= αk+3(T,X, . . . , X) = 0

e
(∇⊥T ξk+1

2 )Nf
k+2

= αk+3(T, Z,X . . . , X) = 0.

Daqui conclúımos que
(∇⊥T ξk+1

i )Nf
k+2

= 0.

Atendendo a (3) segue que o subfibrado N f
k+1 é paralelo ao longo de ∆.
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Seja νk ⊂ N f
k ×N

f
k o subespaço vetorial definido por

νk = {(µ1, µ2) ∈ N f
k ×N

f
k : 〈µ2, ξ

k
2 〉 = 0 e 〈µ2, ξ

k
1 〉 = 〈µ1, ξ

k
2 〉}.

É fácil verificar que o subespaço νk independe da base {X,Z}. Observe
ainda que o fato de ξk1 = 0 implica a nulidade do subespaço νk.

Lema 11. Para 1 ≤ k ≤ τ f , temos:

(i) dimνk = 2 se, e só se, dimN f
k = 2,

(ii) dimνk = 1 se, e só se, dimN f
k = 1 e ξk2 = 0,

(iii) dimνk = 0 se, e só se, dimN f
k = 1 e ξk2 6= 0.

Demonstração: Se dimνk = 2, então podemos tomar (µ1, µ2) ∈ νk com ambas
as componentes não nulas. Facilmente se conclui que µ1 e µ2 são linearmente
independentes e assim dimN f

k = 2.

Suponhamos agora que dimN f
k = 2. Sejam u, v ∈ N f

k não nulos tais que

〈v, ξk2 〉 = 0 e u = 〈v, ξk1 〉
ξk2
‖ ξk2 ‖2

.

Então u, v são linearmente independentes e portanto formam uma base de N f
k .

Além disso, os vetores (u, v), (u + v, v) ∈ νk são linearmente independentes.
Logo dimνk = 2 e portanto (i) é verificado.

Os itens (ii) e (iii) são conseqüência imediata da definição de νk.

Definição 12. Sejam f : Mn → QN
ε ⊂ RN+ε uma subvariedade parabólica e

1 ≤ k ≤ τ f . Dizemos que β ∈ C∞(Mn,RN+ε) é uma k-seção de f se

β∗(TM) ⊂ N f
k ⊕ . . .⊕ N f

τf

em cada ponto a menos de transporte paralelo em RN+ε.

Consideremos o tensor Pk: C∞(Mn,RN+ε)→ N f
k ×N

f
k definido por

Pk(β) = ((∇̃Xβ)Nf
k
, (∇̃Zβ)Nf

k
) = ((β∗X)Nf

k
, (β∗Z)Nf

k
), 1 ≤ k ≤ τ f . (4)

Lema 13. Pk(β) ∈ νk para toda a k-seção β de f . Em particular, o tensor

Pk|Nf
k+1

: N f
k+1 → νk

é injetivo quando 1 ≤ k ≤ τ f − 1.
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Demonstração: Tendo em conta a definição de k-seção, temos

〈∇̃Xβ, ξ
k
2 〉 = 〈∇̃Xβ, α

k+1(Z,X, . . . , X)〉
= 〈∇̃Xβ,∇⊥Z∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X)〉
= 〈∇̃Xβ, ∇̃Z(∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X))〉
= Z〈∇̃Xβ,∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X)〉 − 〈∇̃Z∇̃Xβ,∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X)〉
= 〈−∇̃X∇̃Zβ + ∇̃[X,Z]β,∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X)〉
= −〈∇̃X∇̃Zβ,∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X)〉
= 〈∇̃Zβ, ∇̃X(∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X))〉
= 〈∇̃Zβ,∇⊥X∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X)〉
= 〈∇̃Zβ, ξ

k
1 〉.

Analogamente, tendo em conta a simetria de αk+1 temos

〈∇̃Zβ, ξ
k
2 〉 = 〈∇̃Zβ, α

k+1(X,Z,X . . . , X)〉
= −〈∇̃X∇̃Zβ,∇⊥Z∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X)〉
= −〈∇̃Z∇̃Xβ,∇⊥Z∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X)〉
= 〈∇̃Xβ, ∇̃Z(∇⊥Z∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X))〉
= 〈∇̃Xβ,∇⊥Z∇⊥Z∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X)〉
= 〈∇̃Xβ, α

k+1(Z,Z,X, . . . , X)〉
= 0

atendendo a que Z é uma direção assintótica de f .
Para concluir basta observar que, se η ∈ N f

k+1 é tal que Pk(η) = 0, então

0 = 〈∇̃Xη, ξ
k
j 〉 = −〈η, ∇̃Xξ

k
j 〉 = −〈η, ξk+1

j 〉, j = 1, 2.

Logo η = 0.

Proposição 14. Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica. Então para
cada 1 ≤ k ≤ τ f − 1, temos:

(i) ξk1 6= 0,

(ii) ξk2 = 0 se, e só se, dimN f
k = 1,

(iii) Se ξk2 = 0 então ξj2 = 0 para todo j ≥ k.

Demonstração: Para provar o item (i), suponhamos por absurdo que ξk1 = 0.
Da definição de νk conclúımos que νk = 0. Assim, pelo Lema 13, temos que
N f
k+1 = 0, o que é uma contradição. Logo ξk1 6= 0 para todo 0 ≤ k ≤ τ f − 1.
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Para demonstrar o item (ii), suponhamos que dimN f
k = 1 e ξk2 6= 0. Do

Lema 11 conclúımos que νk = 0, o que atendendo ao Lema 13 é uma con-
tradição. A implicação inversa é óbvia.

Para o item (iii), suponhamos que ξk2 = 0. Então, usando (3) podemos
escrever

ξk+1
2 = αk+2(Z,X, . . . X)

= αk+2(X,Z,X, . . . X)

= πk+1(∇⊥X∇⊥Z∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X))

= πk+1(∇⊥X(πk(∇⊥Z∇⊥X . . .∇⊥Xαf (X,X)))

= πk+1(∇⊥Xξk2 )

= 0.

Definição 15. Dizemos que a subvariedade parabólica f : Mn → QN
ε tem

ı́ndice cŕıtico τ f0 ∈ {1, . . . , τ f − 1} se ξ
τf0
2 6= 0 e ξk2 = 0, para todo k ≥ τ f0 + 1.

Veremos mais à frente que as subvariedades parabólicas, genericamente,
não possuem ı́ndice cŕıtico.

Corolário 16. Suponha que f possui ı́ndice cŕıtico. Então temos:

(i) dimN f
k = 2, 1 ≤ k ≤ τ f0 ,

(ii) dimN f
k = 1, τ f0 + 1 ≤ k ≤ τ f ,

(iii) O tensor, Pk|Nf
k+1

: N f
k+1 → νk é um isomorfismo para k ≤ τ f0 − 1.

Demonstração: Segue da Proposição 14.

5 Propriedades intŕınsecas

Uma vez que pretendemos obter uma descrição paramétrica das subvarie-
dades parabólicas, torna-se importante obter uma caracterização das que são
regradas. Nesta seção apresentamos uma caracterização intŕınseca destas sub-
variedades.

Veremos em seguida que a propriedade extŕınseca de uma subvariedade ser
parabólica induz uma propriedade intŕınseca na variedade. Por uma variedade
Riemanniana ser plana entendemos que todas as curvaturas seccionais são
nulas.
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Proposição 17. Se a subvariedade f : Mn → RN é parabólica então a dis-
tribuição F = gerZ⊕∆ é integrável em Mn e as suas folhas são hipersupeŕıfices
planas.

Demonstração: Comecemos por mostrar que o campo ξ1
2 gera um subfibrado

paralelo ao longo das folhas da nulidade relativa. Da Proposição 10 temos
que N f

1 é paralelo ao longo de ∆. Seja η ∈ N f
1 um campo unitário normal a

ξ1
2 . Atendendo ao fato de dimN f

1 = 2, o campo η é único a menos de sinal.
Por outro lado, sendo η normal a ξ1

2 e Z uma direção assintótica, temos que
AfηZ = 0. Assim, podemos concluir que η é o único campo normal unitário

em N f
1 (a menos de sinal) ao longo do qual a segunda forma fundamental de f

tem posto 1. Vamos mostrar que η é paralelo ao longo de ∆, o que permitirá
concluir que ξ1

2 gera um subfibrado paralelo ao longo de ∆ como pretendido.
Seguimos o argumento do Teorema 5.7 de [Da]. Sejam x ∈ Mn e γ uma

geodésica de Mn com γ(0) = x contida na correspondente folha de ∆. Seja
δt o transporte paralelo de ηx ao longo de γ. Tendo em conta o item (iv) da
Proposição 4, conclúımos que em ∆⊥ é válida a equação diferencial

∇γ′A
f
δt

= Afδt ◦ Cγ′ .

Logo,

Afδt = Afηxe
∫ t
0 Cγ′dτ ,

e conseqüentemente Afδt tem posto 1. Atendendo à unicidade do campo η
conclúımos que ηγ(t) = δt e assim η é paralelo ao longo de ∆.

Vejamos agora que F é integrável em Mn com folhas planas. Atendendo
ao fato do campo η ser paralelo ao longo de ∆, para todo o T ∈ ∆ temos

∇TA
f
η = Afη ◦ CT .

Tendo em conta que a aplicação linear ∇TA
f
η é simétrica obtemos

Afη ◦ CT = Ct
T ◦ Afη .

Assim
AfηCTZ = Ct

TA
f
ηZ = 0,

e portanto CTZ ∈ ger{Z}. Vamos assumir até ao final da prova que a base
{X,Z} de ∆⊥ é ortonormal. Logo,

〈∇ZT,X〉 = 0. (5)

Por outro lado, usando a equação de Codazzi e (5) obtemos

0 = ∇⊥Tαf (Z,X)− αf (∇TZ,X)− αf (Z,∇TX) + αf (∇ZT,X)

= ∇⊥Tαf (Z,X)− 〈∇TZ,X〉αf (X,X) + 〈∇ZT, Z〉αf (Z,X).
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Tendo em conta que dimN f
1 = 2 e que o subfibrado gerado por ξ1

2 é paralelo
ao longo de ∆, obtemos

〈∇TZ,X〉 = 0. (6)

De (5) e (6) conclúımos que F é integrável. Assim, para cada x ∈ Mn existe
uma subvariedade Ux (a folha máximal de F em x) de Mn com dimensão n−1
tal que TyUx = ger{Zy} ⊕ ∆y para todo o y ∈ Ux. Desta forma, a segunda
forma fundamental de Ux em Mn na direção do campo normal X é dada por

AUX =

[
λ 0
0 0

]
(7)

onde λ = 〈∇ZZ,X〉. Temos então da equação de Gauss que as folhas de F
são hipersuperf́ıcies planas.

Lembremos a seguinte definição geral:

Definição 18. Dizemos que f : Mn → QNε é regrada se Mn admite uma
folheação por folhas de codimensão 1 que são aplicadas por f em subvariedades
totalmente geodésicas de QN

ε .

Exemplo 19. As subvariedades regradas de posto 2 sem pontos planos em
codimensão substancial maior ou igual a dois são parabólicas. Observe que
neste caso N f

1 tem sempre dimensão 2, uma vez que se dimN f
1 = 1 então

N f
1 seria paralelo (veja Corolário 4.7 em [Da]) e assim reduziria a codimensão

contrariando o fato de ser substancial.

Da prova da Proposição 17 segue o seguinte resultado:

Corolário 20. Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica regrada.
Então F é integrável e as folhas são totalmente geodésicas em Mn.

De seguida apresentamos uma caracterização das subvariedades parabólicas
que são regradas. Começamos com uma definição.

Definição 21. Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica. Dizemos
que f é de tipo superf́ıcie se f(M) ⊂ L2 × Rn−2 onde L2 ⊂ RN−n+2 ou
f(M) ⊂ CL2 × Rn−3 onde CL2 ⊂ RN−n+3 é o cone sobre uma superf́ıcie
esférica L2 ⊂ SN−n+2.

Temos a seguinte caracterização intŕınseca para as parabólicas regradas.

Proposição 22. Suponha que a subvariedade parabólica f : Mn → RN não é
do tipo superf́ıcie. Então, f é regrada se, e somente se, com a métrica induzida
Mn carrega uma folheação de codimensão 1 com folhas totalmente geodésicas.
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Demonstração: Suponhamos que Mn com a métrica induzida carrega uma
folheação G de codimensão 1 totalmente geodésica. Se f não é regrada, então as
folhas de G e F não coincidem. Portanto, por razões de dimensão, G ∩F = ∆.
Seja Y ∈ ∆⊥ tal que G = ger{Y } ⊕ ∆. Temos que Y e Z são linearmente
independentes. Nestas condições, vamos mostrar que f é do tipo superf́ıcie
conduzindo assim a um absurdo.

Consideremos a base ortonormal {η1 = ξ1
2/‖ξ1

2‖, η2} de N f
1 . Nesta base

Afη1
|∆⊥ =

[
a b
b 0

]
e Afη2

|∆⊥ =

[
c 0
0 0

]
. (8)

Sabemos, da prova da Proposição 17, que os campos η1 e η2 são paralelos ao
longo de ∆. Para cada T ∈ ∆ consideremos o tensor de splitting dado por

CT =

[
m o
n p

]
.

Atendendo à simetria de Aη2 ◦ CT obtemos o = 0. Por outro lado, a simetria
de

Afη1
◦ CT =

[
am+ bn bp
bm 0

]
e b 6= 0 permitem concluir que m = p. Logo,

CT =

[
m 0
n m

]
. (9)

Como G é totalmente geodésico temos que CTY ∈ ger{Y }. Por outro lado, de

CTY = mY + n〈Y,X〉Z

obtemos que n = 0, isto é, CT = mI. Conclúımos da Proposição 4 que f é
do tipo superf́ıcie, o que foi exclúıdo. Logo G = F . Portanto, as folhas de F
são totalmente geodésicas em Mn se, e somente se, a sua imagem por f são
subvariedades totalmente geodésicas em RN .

6 Regularidade

Na descrição paramétrica das subvariedades eĺıpticas em [DF1], um ingrediente
que a fez posśıvel foi a regularidade dos k-espaços normais. De fato, toda
imersão eĺıptica f satisfaz dimN f

k = 2, 1 ≤ k ≤ τ f − 1, ficando a dimensão

de N f
τf

então determinada pela codimensão da subvariedade. Neste trabalho,
diremos que uma subvariedade parabólica é regular, se a propriedade anterior
for satisfeita. O resultado principal desta seção afirma que as subvariedades
parabólicas não regradas são regulares.
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Definição 23. Dizemos que a subvariedade parabólica f : Mn→ RN é regular,
se dimN f

k = 2 para todo 1 ≤ k ≤ τ f − 1.

Do Corolário 16 temos o seguinte:

f é regular se e só se

{
dimN f

τf
= 2 ⇐⇒ ξτ

f

2 6= 0, se N − n é par

dimN f
τf−1

= 2 ⇐⇒ ξτ
f−1

2 6= 0, se N − n é ı́mpar.

Observando que as superf́ıcies regradas com dimN1 = 2 são parabólicas,
apresentamos um exemplo de uma superf́ıcie parabólica não regular.

Exemplo 24. Seja c: I ⊂ R → R6 uma curva suave, parametrizada por
comprimento de arco com curvaturas constantes não nulas kj, 1 ≤ j ≤ 5, e
seja E1, . . . , E6, o seu referencial de Frenet. São válidas as fórmulas

E1 =
dc

ds

e
D

ds
Ej = −kj−1Ej−1 + kjEj+1, 1 ≤ j ≤ 6,

onde k0 = k6 = 0.
Consideremos a aplicação X: R2 → R6 dada por

X(s, t) = c(s) + tE2(s)

que define uma superf́ıcie substancial, completa e parabólica fora de t = 0.
Temos

Xs = (1− tk1)E1 + tk2E3,

Xt = E2,

Xss = (k1 − t(k2
1 + k2

2))E2 + tk2k3E4,

Xst = −k1E1 + k2E3,

Xtt = 0.

Assim, se t 6= 0 temos

TX ⊕NX
1 = ger{E1, E2, E3, E4}.

Logo X é parabólica para t 6= 0. Por outro lado,

Xtss = −(k2
1 + k2

2)E2 + k2k3E4 ∈ TX ⊕NX
1 ,

e portanto ξ2
2 = 0, isto é, τX0 = 1. Logo, dimNX

2 = 1 e assim temos que X
não é regular. Além disso, NX

2 = ger{E5}, que não depende do parâmetro t.
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Por uma subvariedade parabólica ser não regrada entendemos que nenhuma
das folhas de F é totalmente geodésica em Mn ou, equivalentemente, em RN .

Teorema 25. As subvariedades parabólicas f : Mn → RN não regradas são
regulares.

A prova do Teorema 25 vai ser uma conseqüência de dois resultados sobre
subvariedades parabólicas. Começamos por dar uma condição suficiente para
que uma parabólica em codimensão ı́mpar seja regrada.

Proposição 26. Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica regular tal
que ξτ

f

2 = 0 em todo o ponto. Então f é uma subvariedade parabólica regrada.

Demonstração: Continuamos a fazer uso da notação da seção anterior. Se f
é regrada, então a nulidade relativa em cada ponto é um hiperplano na régua
passando pelo ponto. Portanto, o campo Z é tangente às retas perpendiculares
aos hiperplanos paralelos da nulidade relativa em cada régua. Conclúımos que
a subvariedade é regrada se, e somente se, ∇ZZ = 0.

Vamos provar que a subvariedade f é regrada se, e somente se, o subfibrado
normal ger{ξ1

2} é paralelo ao longo de F . Como em (8), consideremos uma
base ortonormal {η1, η2} de N f

1 tal que

Afη1
|∆⊥ =

[
a b
b 0

]
e Afη2

|∆⊥ =

[
c 0
0 0

]
.

Com esta notação temos que provar que

∇ZZ = 0 se, e só se, (∇⊥Zη1)Nf
1

= 0. (10)

Desenvolvendo a equação de Codazzi

〈(∇XA
f
η2

)Z − (∇ZA
f
η2

)X,Z〉 = 0,

obtemos

0 = 〈Afη2
∇XZ + Af∇⊥Xη2

Z +∇ZA
f
η2
X − Afη2

∇ZX − Af∇⊥Zη2
X,Z〉

= c〈∇ZX,Z〉 − b〈∇⊥Zη2, η1〉.

Uma vez que f é parabólica temos que b e c são não nulos. Obtemos (10), uma
vez que ∇ZZ = 0 é equivalente a 〈∇ZZ,X〉 = 0. A conclusão segue da prova
da Proposição 17.

Começamos por considerar o caso de codimensão N − n = 3. Portanto,
temos dimN f

1 = 2, dimN f
2 = 1 e ainda ξ2

2 = 0. Basta mostrar que o campo
η1 é paralelo ao longo de Z.
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Como N f
1 é gerado pelos campos ξ1

1 , ξ
1
2 e atendendo ao fato de ξ2

2 = 0,
podemos concluir da Proposição 9 que N f

1 e N f
2 são paralelos ao longo de Z.

Desta forma, da equação de Codazzi obtemos

Af∇⊥Xδ
Z = Af∇⊥Z δ

X = 0

onde δ ∈ N f
2 é unitário. Conclúımos, tendo em conta (8), que(

∇⊥Xδ
)
Nf

1
∈ ger{η2}. (11)

De X〈η1, δ〉 = 0 e (11) obtemos(
∇⊥Xη1

)
Nf

2
= 0. (12)

Pela equação de Ricci temos

〈R⊥(X,Z)η1, δ〉 = 0.

Usando (11), (12) e o paralelismo de N f
1 ao longo de Z, obtemos

0 = 〈∇⊥X∇⊥Zη1 −∇⊥Z∇⊥Xη1 −∇⊥[X,Z]η1, δ〉
= 〈∇⊥X∇⊥Zη1, δ〉
= −〈∇⊥Zη1,∇⊥Xδ〉
= 〈∇⊥Zη1, η2〉〈∇⊥Xη2, δ〉.

Como f é substancial, então N f
1 não é paralelo e portanto 〈∇⊥Xη2, δ〉 6= 0.

Logo,
(∇⊥Zη1)Nf

1
= 0,

e assim conclúımos que o campo η1 é paralelo ao longo de Z.

Consideremos agora o caso geral N − n ≥ 5. Tomemos bases ortonormais
{ηk1 , ηk2} de N f

k para cada 1 ≤ k ≤ τ f − 1 tais que

ξk1 = akη
k
1 + ckη

k
2 e ξk2 = bkη

k
1 .

Da Proposição 9, obtemos(
∇⊥Zηk1

)
Nf
k+1

= 0 e ck
(
∇⊥Zηk2

)
Nf
k+1

= bk
(
∇⊥Xηk1

)
Nf
k+1

. (13)

Como por hipótese dimN f
k = 2, 1 ≤ k ≤ τ f − 1, de (13) podemos concluir

N f
k = ger{

(
∇⊥Xηk−1

1

)
Nf
k

,
(
∇⊥Xηk−1

2

)
Nf
k

}. (14)
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Atendendo à hipótese ξτ
f

2 = 0 e (13), temos

(∇⊥Zητ
f−1

1 )Nf

τf
= (∇⊥Xητ

f−1
1 )Nf

τf
= (∇⊥Zητ

f−1
2 )Nf

τf
= 0. (15)

Em particular, conclúımos que N f
1 ⊕ . . .⊕N

f
τf−1

e N f
τf

são paralelos ao longo

de Z. Da equação de Ricci para δ ∈ N f
τf

, tendo em conta (15), obtemos

0 = 〈R⊥(X,Z)ητ
f−1

1 , δ〉 = 〈∇⊥X∇⊥Zητ
f−1

1 −∇⊥Z∇⊥Xητ
f−1

1 −∇⊥[X,Z]η
τf−1
1 , δ〉

= 〈∇⊥X∇⊥Zητ
f−1

1 , δ〉
= −〈∇⊥Zητ

f−1
1 ,∇⊥Xδ〉

= 〈∇⊥Zητ
f−1

1 , ητ
f−1

2 〉〈∇⊥Xητ
f−1

2 , δ〉.

Como f é substancial, então o subfibrado N f
1 ⊕ . . . ⊕ N

f
τf−1

não é paralelo, e

logo 〈∇⊥Xητ
f−1

2 , δ〉 6= 0. Portanto,

(∇⊥Zητ
f−1

1 )Nf

τf−1

= 0.

Para concluir novamente que 〈∇⊥Zη1
1, η

1
2〉 = 0, basta mostrar que se

(∇⊥Zη`+1
1 )Nf

`+1
= 0, 1 ≤ ` ≤ τ f − 2, (16)

então
(∇⊥Zη`1)N` = 0. (17)

Sendo η`1 colinear com ξ`2 e η`+1
1 com ξ`+1

2 , então temos que η`+1
1 e (∇⊥Xη`1)Nf

`+1

são colineares. De (16), temos

〈∇⊥Z(∇⊥Xη`1)Nf
`+1
, η`+1

2 〉 = 0. (18)

Consideremos a equação de Ricci 〈R⊥(X,Z)η`1, η
`+1
2 〉 = 0. Tendo em conta

(13) e (18), obtemos

0 = 〈∇⊥X∇⊥Zη`1 −∇⊥Z∇⊥Xη`1 −∇⊥[X,Z]η
`
1, η

`+1
2 〉

= 〈∇⊥X〈∇⊥Zη`1, η`2〉η`2, η`+1
2 〉 − 〈∇⊥Z(∇⊥Xη`1)Nf

`
, η`+1

2 〉 − 〈∇XZ,X〉〈∇⊥Xη`1, η`+1
2 〉

= 〈〈∇⊥Zη`1, η`2〉∇⊥Xη`2 − 〈∇⊥Xη`1η`2〉∇⊥Zη`2,−〈∇XZ,X〉∇⊥Xη`1, η`+1
2 〉.

Logo, temos que(
〈∇⊥Zη`1, η`2〉∇⊥Xη`2 − 〈∇⊥Xη`1, η`2〉∇⊥Zη`2 − 〈∇XZ,X〉∇⊥Xη`1

)
Nf
`+1

∈ ger{η`+1
1 }.

De (13) e (14), obtemos (17).
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Tendo em conta a decomposição (2) do espaço normal de f , definimos

τ f∗ =

{
τ f , se N − n é par

τ f − 1, se N − n é ı́mpar.

Na prova da Proposição 26 obtivemos de (16) e (17) que a existência de
um ı́ndice 1 ≤ ` ≤ τ f − 2 tal que (∇⊥Zη`+1

1 )Nf
`+1

= 0 é suficiente para garantir

que f é regrada. Podemos concluir assim:

Corolário 27. Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica regular. Se
existe 1 ≤ s ≤ τ f∗ , tal que o vetor ηs1 = ξs2/‖ξs2‖ ∈ N f

s satisfaz (∇⊥Zηs1)Ns= 0,
então f é uma subvariedade parabólica regrada.

Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica não regular. O resulta-
do seguinte afirma que, com a métrica induzida, Mn admite uma imersão
isométrica f̃ , parabólica regular em codimensão menor, de forma que podemos
identificar os espaços normais N f̃

s e N f
s por uma isometria de fibrados paralela.

Proposição 28. Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica simples-
mente conexa. Suponha que dimN f

k0−1 = 2 e dimN f
k0

= 1 para um certo k0,
2 ≤ k0 ≤ τ f − 1. Então existe uma imersão isométrica

f̃ : Mn → Rn+2k0−1

parabólica regular tal que os subfibrados normais N f̃
s e N f

s , 1 ≤ s ≤ k0, são
isométricos por uma isometria de fibrados paralela com respeito às conexões
induzidas em cada subfibrado.

Demonstração: Consideremos o subfibrado normal

T = N f
1 ⊕ . . .⊕N

f
k0

com a conexão ∇̂⊥ induzida pela conexão normal de f , isto é,

∇̂⊥Y η = (∇⊥Y η)T .

Vamos mostrar que esta conexão, juntamente com a segunda forma funda-
mental αf de f , satisfazem as equações de Gauss, Codazzi e Ricci. A equação
de Gauss é trivialmente satisfeita. Uma vez que para a equação de Codazzi só é
relevante a componente em N f

1 da conexão normal, ela é claramente satisfeita.
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Pelas Proposições 9 e 14 os subfibrados T e T ⊥ são paralelos na conexão
original ao longo de Z. Portanto, dado η ∈ T podemos escrever

∇̂⊥X∇̂⊥Zη = ∇⊥X∇⊥Zη −
(
∇⊥X∇⊥Zη

)
T ⊥ ,

∇̂⊥Z∇̂⊥Xη = ∇̂⊥Z
(
∇⊥Xη

)
T = ∇⊥Z

(
∇⊥Xη

)
T = ∇⊥Z∇⊥Xη −∇⊥Z

(
∇⊥Xη

)
T ⊥ ,

∇̂⊥[X,Z]η = ∇⊥[X,Z]η −
(
∇⊥[X,Z]η

)
T ⊥

.

Subtraindo à primeira equação as outras duas obtemos

R̂⊥(X,Z)η −R⊥(X,Z)η = −
(
∇⊥X∇⊥Zη

)
T ⊥ +∇⊥Z

(
∇⊥Xη

)
T ⊥ +

(
∇⊥[X,Z]η

)
T ⊥

.

Uma vez que pela equação de Ricci R⊥(X,Z)η ∈ T , obtemos que o lado direito
se anula e assim

R̂⊥(X,Z)η = R⊥(X,Z)η.

Tendo em conta a Proposição 10 e a igualdade anterior, conclúımos que a
conexão induzida juntamente com a segunda forma fundamental de f, satis-
fazem a equação de Ricci. O resultado segue agora do Teorema 1.

Finalmente, estamos em condições de provar o Teorema 25.

Demonstração: Suponhamos por absurdo que f não é regular. Então, pela
Proposição 14, existe k0 ≤ τ f − 1 tal que ξk0

2 = 0. Pela Proposição 28, existe
uma subvariedade parabólica regular f̃ : Mn → Rn+2k0−1 com ξk0

2 = 0. Segue,
da Proposição 26, que f seria regrada.

7 As regradas

Nesta seção estudamos a regularidade das parabólicas regradas. Começamos
por apresentar uma descrição paramétrica destas subvariedades. Em seguida,
estudamos o comportamento dos espaços normais que nos vai permitir concluir
que, genericamente, as parabólicas regradas são regulares. Depois caracteriza-
mos as regradas, dentre as parabólicas, como as que admitem imersões isomé-
tricas como hipersuperf́ıcies.

Seja v: I → RN uma curva suave definida num intervalo e parametrizada
por comprimento de arco. Sejam e1 = dv/ds e e2, . . . , en−1 campos ortonormais
normais ao longo de v = v(s) e paralelos na conexão normal de v em RN . Então

dej
ds

= bje1, 2 ≤ j ≤ n− 1, (19)

onde bj ∈ C∞(I). Sejam ∆ = ger{e2, . . . , en−1} e ∆⊥ o complementar ortogo-
nal no fibrado normal da curva. Seja e0 ∈ ∆⊥ um campo unitário ao longo de
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v tal que
P = {e0, (de1/ds)∆⊥} ⊂ ∆⊥

satisfaça
dimP = 2 (20)

e P não seja paralelo em ∆⊥ ao longo de v, isto é,

ger{(de0/ds)∆⊥ , (d
2e1/ds

2)∆⊥} 6⊂ P. (21)

Parametrizamos agora uma subvariedade regrada Mn por

f(s, t1, . . . , tn−1) = c(s) +
n−1∑
j=1

tjej(s) (22)

onde (t1, . . . , tn−1) ∈ Rn−1 e c(s) satisfaz dc/ds = e0. Vejamos que f é
parabólica. Temos

TM = ger{(fs)(∆⊕ ger{e1})⊥} ⊕ ger{e1} ⊕∆

onde

fs = e0 + t1
de1

ds
+
∑
j≥2

tjbje1.

Considerando a projeção ortogonal

(
de1

ds
)∆⊥ = a1e0 + η. (23)

Temos de (20) que η(s) 6= 0 para todo s ∈ I. Obtemos

TM = ger{e0 + t1(a1e0 + η)} ⊕ ger{e1} ⊕∆, (24)

o que permite concluir que f é regular em todos os pontos.
De

fstj = bje1 ∈ TM, 2 ≤ j ≤ n− 1,

vemos que ∆ ⊂ ∆f . De (23) e (24), temos que

fst1 =
de1

ds
∈ TM

se, e somente se, η = 0, o que não pode acontecer por hipótese. Por outro
lado, é fácil verificar que a condição fss /∈ ger{fst1} ⊕ TM , isto é, dimN f

1 = 2
é equivalente a (

de0

ds

)
∆⊥

+ t1

(
d2e1

ds2

)
∆⊥
6∈ P.
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Segue de (20) que ∆f = ∆ e dimN f
1 = 2 para quase todo valor de t1, . . . , tn−1,

isto é, f é parabólica em um aberto denso de Mn.
Reciprocamente, sejam f :Mn → RN uma subvariedade parabólica regrada

e {e2, . . . , en−1} um referencial ortonormal de ∆f ao longo da uma curva in-
tegral c = c(s), s ∈ I, do campo unitário X ortogonal às réguas. Sem perda
de generalidade (veja Lema 2.2 em [BDJ]), podemos escolher o referencial de
modo que

dej
ds
⊥ ∆f , 2 ≤ j ≤ n− 1. (25)

Parametrizamos agora f por (22), onde tomamos e0 = X e e1 = Z, sendo a
base {X,Z} de ∆⊥f ortonormal. Como fstj ∈ TM, 2 ≤ j ≤ n − 1, temos,
tendo em conta (25) e tomando t1 = 0, dej/ds ∈ ger{e0, e1}, isto é,

dej
ds

= aje0 + bje1, 2 ≤ j ≤ n− 1, (26)

onde aj, bj ∈ C∞(I). Por outro lado, (25) permite concluir que

dej
ds
∈ ger{e1, (fs)∆⊥f

}, 2 ≤ j ≤ n− 1. (27)

Denotamos
de1

ds
= a1e0 + (de1/ds)∆f

+ η (28)

onde η ⊥ ger{e0, e1}⊕∆f também satisfaz η(s) 6= 0, para todo s ∈ I. De fato,
se η(s) = 0, então teŕıamos que fst1 = a1e0 + (de1/ds)∆f

∈ TM , e portanto

dimN f
1 ≤ 1. De (26) e (27) conclúımos que

aje0 ∈ ger{(1 + t1a1 + . . .+ tn−1an−1)e0 + t1η}, 2 ≤ j ≤ n− 1.

Temos assim que aj = 0, e de (26) segue que

dej
ds

= bje1, 2 ≤ j ≤ n− 1.

Podemos então concluir o seguinte resultado.

Proposição 29. Seja c : I ⊂ R→ RN , N − n ≥ 2, uma curva suave. Sejam
{e0 = dc/ds, e1(s), . . . , en−1(s)} campos ortonormais satisfazendo (19) e (20)
em todo o ponto. Então, a subvariedade parametrizada por

f(s, t1, . . . , tn−1) = c(s) +
∑
j≥1

tjej(s) (29)

onde (t1, . . . , tn−1) ∈ Rn−1, define uma subvariedade regrada, que é parabólica
em um aberto denso de Mn.

Reciprocamente, toda a subvariedade parabólica regrada pode ser parame-
trizada como em (29).
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Seja então f uma subvariedade parabólica regrada parametrizada por (29).
Suponha que f possui ı́ndice cŕıtico k − 1 = τ f0 . A condição dimN f

k = 1 é
equivalente a

dke1

dsk
∈ TM ⊕ ger

{
d`−1e1

ds`−1
,
d`−1e0

ds`−1
+ t1

d`e1

ds`
, 2 ≤ ` ≤ k

}
(30)

onde TM está dado em (24). Em particular, para t1 = 0 e usando (28) temos

dk−1(a1e0 + η)

dsk−1
∈ TM ⊕ ger

{
d`−2(a1e0 + η)

ds`−2
,
d`−1e0

ds`−1
, 2 ≤ ` ≤ k

}
(31)

sendo que agora TM = ger{e0, e1} ⊕∆.
É fácil ver que (30) e (31) são equivalentes. De fato, em (31), tomando

` = 2 obtemos que η pertence ao subespaço. Segue que, se (31) é satisfeita,
então o subespaço em (30) não depende do parâmetro t1. Em particular, isto
mostra novamente o fato que dimN f

k = 1 é equivalente a ξk2 = 0. Finalmente,
temos que (31) é equivalente a

dk−1η

dsk−1
∈ ger

{
e0,

de0

ds
, . . . ,

dk−1e0

dsk−1
, η, . . . ,

dk−2η

dsk−2

}
⊕∆.

É agora claro que (30) não será satisfeita em geral. Neste sentido, podemos
afirmar que as subvariedades parabólicas regradas são genericamente regu-
lares. Tendo em vista o Teorema 25, podemos afirmar que genericamente as
subvariedades parabólicas são regulares.

Observação 30. A condição para que uma subvariedade parabólica regrada
regular em codimensão ı́mpar satisfaça ξτ

f

2 = 0 é a seguinte:

dτ
f−1η

dsτf−1
∈ ger

{
e0,

de0

ds
, . . . ,

dτ
f−2e0

dsτf−2
, η, . . . ,

dτ
f−2η

dsτf−2

}
⊕∆.

As subvariedades parabólicas regradas em codimensão dois foram carac-
terizadas por Dajczer e Florit ([DF2]). Nesta seção caracterizamos as subva-
riedades parabólicas regradas em codimensão arbitrária.

Começamos por apresentar a caracterização feita em [DF2]. Precisamos da
seguinte definição.

Definição 31. Seja f : Mn → RN uma subvariedade com rankf = 2. Dizemos
que f não tem pontos planos, se a curvatura seccional de ∆⊥ ⊂ TM é não nula
em todos os pontos.
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Observe que, se f : Mn → RN é parabólica, então f não tem pontos planos.
De fato, 〈R(X,Z)Z,X〉 = ‖ξ1

2‖2 6= 0 pela equação de Gauss.

Proposição 32. Seja g: Mn → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie regrada, simples-
mente conexa sem pontos planos. Então, a famı́lia de subvariedades parabólicas
regradas f : Mn → Rn+2 é parametrizada pelo conjunto {ϕ1, ϕ2, ϕ3} onde ϕi,
i = 1, 2, 3, são funções diferenciáveis definidas num intervalo.

Reciprocamente, seja f : Mn → Rn+2 uma subvariedade parabólica, regrada
e simplesmente conexa. Então Mn admite uma imersão isométrica como uma
hipersuperf́ıcie regrada.

Para o caso geral temos o seguinte resultado.

Teorema 33. Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica regrada sim-
plesmente conexa. Então Mn admite uma imersão isométrica como hipersu-
perf́ıcie regrada de Rn+1 e com as mesmas réguas.

Reciprocamente, se f não é do tipo superf́ıcie em nenhum aberto e Mn

admite uma imersão como hipersuperf́ıcie de Rn+1 então f é regrada.

Demonstração: Comecemos por provar a rećıproca. Como em (8), seja {η1, η2}
uma base ortonormal de N f

1 tal que

Afη1
|∆⊥ =

[
a b
b 0

]
e Afη2

|∆⊥ =

[
c 0
0 0

]
.

Suponhamos que existe uma imersão g: Mn → Rn+1. Denotamos por N a sua
aplicação normal de Gauss. Vamos em primeiro lugar mostrar que

∆g = ∆f . (32)

Considere a aplicação bilinear simétrica

β: TxM × TxM → R〈η1〉 ⊕ R〈N〉 = R2

dada por
β(Y, V ) = (〈Afη1

Y, V 〉, 〈AgN Y, V 〉).

Pela equação de Gauss é fácil verificar que β é flat em relação à métrica
Lorentziana em R2 definida por

‖η1‖2 = 1 = −‖N‖2 e 〈η1, N〉 = 0.

Isto é,
〈β(X, Y ), β(V,W )〉 − 〈β(X,W ), β(V, Y )〉 = 0.
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Se (32) não é satisfeita, e como dim ∆g ≤ n− 2, segue facilmente que

S(β) = ger{β(Y, V ) : Y, V ∈ TxM}

satisfaz S(β) = R2. Atendendo ao Corolário 1 em [Mo], conclúımos que

N(β) = {Y ∈ TxM : β(Y, V ) = 0, V ∈ TxM}

satisfaz dimN(β) = n− 2. Mas como

N(β) = ∆g ∩∆f ,

segue que a condição (32) é satisfeita.
Seja agora

AgN |∆⊥ =

[
ā b̄
b̄ c̄

]
.

De (9) sabemos que

CT =

[
m 0
n m

]
para T ∈ ∆. Por outro lado,

AgN ◦ CT =

[
ām+ bn b̄m
b̄m+ c̄n c̄m

]
.

A simetria de AgN ◦ CT permite concluir que c̄n = 0. Como estamos a supor
que f não é do tipo superf́ıcie em nenhum aberto, da Proposição 4 obtemos
que n 6= 0 para algum T ∈ ∆, em um aberto denso de Mn. Logo,

c̄ = 0 (33)

e assim, atendendo à equação de Gauss, podemos supor que

b̄ = b. (34)

Da equação de Codazzi

∇XA
f
η1
Z − Afη1

∇XZ − Af∇⊥Xη1
Z −∇ZA

f
η1
X + Afη1

∇ZX + Af∇⊥Zη1
X = 0

para Afη1
, obtemos

∇XbX−〈∇XZ,X〉(aX+bZ)−∇Z(aX+bZ)+〈∇ZX,Z〉bX+〈∇⊥Zη1, η2〉cX = 0.
(35)

Multiplicando por Z, temos

2b〈∇XX,Z〉 − a〈∇ZX,Z〉 − Z(b) = 0. (36)
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Da equação de Codazzi

∇X(AgNZ)− AgN∇XZ −∇Z(AgNX) + Ag∇ZX = 0

para g, atendendo a (33) e a (34), obtemos

∇XbX − 〈∇XZ,X〉(āX + bZ)−∇Z(āX + bZ) + 〈∇ZX,Z〉bX = 0. (37)

Multiplicando por Z, temos

2b〈∇XX,Z〉 − ā〈∇ZX,Z〉 − Z(b) = 0. (38)

Subtraindo (36) a (38), obtemos

(a− ā)〈∇ZZ,X〉 = 0.

Se 〈∇ZZ,X〉 = 0, então f é regrada. Suponhamos então que

a = ā.

Tomando agora a componente em X em (35) e (37), temos

X(b)− a〈∇XZ,X〉 − Z(a) + 2b〈∇ZX,Z〉+ c〈∇⊥Zη1, η2〉 = 0.

e
X(b)− a〈∇XZ,X〉 − Z(a) + 2b〈∇ZX,Z〉 = 0.

Destas duas últimas equações segue que

〈∇⊥Zη1, η2〉 = 0, (39)

e conclúımos de (10) que f é regrada.

Provemos agora a afirmação direta. Tendo em conta (8), considere o tensor
A : TM → TM onde KerA = ∆ e

A|∆⊥ =

[
a b
b 0

]
.

Atendendo a que por hipótese (39) é válida, é imediato verificar que o tensor A
satisfaz as equações de Gauss e Codazzi como hipersuperf́ıcie. Pelo Teorema 1,
existe uma hipersuperf́ıcie regrada g: M → Rn+1 como queŕıamos.

Observação 34. Na prova da rećıproca, a hipótese de f não ser do tipo
superf́ıcie é usada apenas para provar que a hipersuperf́ıcie g é regrada, isto é,
que c̄ = 0. Assim, se supusermos à partida que f admite uma imersão como
hipersuperf́ıcie regrada, esta hipótese não é necessária.
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Como conseqüência do resultado anterior temos.

Corolário 35. Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica simplesmente
conexa. Suponhamos que existe 2 ≤ k0 ≤ τ f − 1 tal que dimN f

k0
= 1. Então,

f é regrada e Mn admite uma imersão como hipersuperf́ıcie regrada.

Demonstração: Pela Proposição 28, sabemos que existe uma imersão iso-
métrica f̃ : Mn → Rn+2k0−1 parabólica regular tal que ξk0

2 = 0. Segue do
Teorema 26 que f é regrada. Do Teorema 33 conclúımos que Mn admite uma
imersão isométrica como hipersuperf́ıcie regrada.

Terminamos esta seção com o seguinte resultado, que permite aumentar
a codimensão das subvariedades parabólicas (necessariamente regradas) que
satisfazem ξτ

f

2 = 0.

Proposição 36. Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica regular tal
que ξτ

f

2 = 0. Se Mn é simplesmente conexa, então existe uma imersão isomé-

trica parabólica f̃ : Mn → RN+1 com N f
k e N f̃

k , 1 ≤ k ≤ τ f , isométricos, por
uma isometria de fibrados paralela com respeito às conexões induzidas em cada

subfibrado, e ξτ
f̃

2 = 0.

Demonstração: Seja δ = eN+1 ∈ RN+1. Vamos definir uma conexão ∇̄⊥ em
T⊥M ⊕ ger{δ} e mostrar que esta conexão, juntamente com a segunda forma
fundamental αf de f , satisfazem a equação de Ricci.

Seja η = ξτ
f

1 /‖ξτf1 ‖ ∈ N
f
τf

. Como por hipótese ξτ
f

2 = 0, é fácil verificarmos
que η é paralelo ao longo da direção assintótica. Atendendo a (3) e ao fato dos
espaços N f

k serem paralelos ao longo de ∆ pela Proposição 10, definimos ∇̄⊥
da seguinte forma:

(∇̄⊥)Nf
1⊕...⊕N

f

τf−1

= ∇⊥,

∇̄⊥Zη = ∇⊥Zη = 0, ∇̄⊥Xη = ∇⊥Xη − φ1δ,

∇̄⊥Zδ = 0 e ∇̄⊥Xδ = φ1η

onde φ1 ∈ C∞(M). Atendendo a (3) e à definição de ∇̄⊥ é suficiente analisar
a equação de Ricci para os vetores normais η e δ. Começamos com o vetor η.
Tendo em conta o fato dos vetores X,Z serem ortonormais, podemos escrever

R̄⊥(X,Z)η = ∇̄⊥X∇̄⊥Zη − ∇̄⊥Z∇̄⊥Xη − ∇̄⊥[X,Z]η

= −∇̄⊥Z(∇⊥Xη − φ1δ)− 〈∇XZ,X〉(∇⊥Xη − φ1δ)

= −∇⊥Z∇⊥Xη + Z(φ1)δ − 〈∇XZ,X〉(∇⊥Xη − φ1δ).
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Observando agora que

R⊥(X,Z)η = −∇⊥Z∇⊥Xη − 〈∇XZ,X〉∇⊥Xη = 0,

uma vez que η ∈ N f
τf

e τ f ≥ 2, conclúımos que Ricci para η é válida para a
nova conexão se, e só se,

Z(φ1) = 〈∇XX,Z〉φ1. (40)

Para δ temos,

R̄⊥(X,Z)δ = ∇̄⊥X∇̄⊥Zδ − ∇̄⊥Z∇̄⊥Xδ − ∇̄⊥[X,Z]δ

= −Z(φ1)η − 〈∇XZ,X〉φ1η,

ou seja, a equação de Ricci neste caso reduz-se à (40).
Atendendo à definição de ∇̄⊥, temos que as equações de Ricci não triviais

que envolvem vetores T ∈ ∆ obtém-se de (40) substituindo Z por T , isto é,

T (φ1) = 〈∇XX,T 〉φ1. (41)

Conclúımos assim que a existência de f̃ é equivalente à integrabilidade do sis-
tema formado por (40) e (41). Por outro lado, pelo Teorema 26, f é regrada
e assim pelo Teorema 33, sabemos que f admite uma imersão como hipersu-
perf́ıcie regrada de Rn+1. Usando agora o Teorema 3 em [DFT] conclúımos
que o sistema formado por (40) e (41) é integrável. Logo, escolhendo uma
solução não nula obtemos do Teorema 1 uma imersão isométrica substancial
f̃ : Mn → RN+1 com as propriedades desejadas.

8 Rigidez em codimensão dois

Em [DF2] foi estudado o problema de rigidez genúına das subvariedade eĺıpticas
e parabólicas em codimensão dois. Para as eĺıpticas concluiu-se que, aque-
las que não admitem imersões isométricas locais como hipersuperf́ıcies são
genuinamente ŕıgidas. No caso parabólico foi mostrado que as subvariedades
não regradas também são genuinamente ŕıgidas. Nesta seção generalizamos
este resultado mostrando que as subvariedades parabólicas não regradas são,
de fato, isometricamente ŕıgidas.

Recordemos que uma imersão isométrica f : Mn → QN
c é isometricamente

ŕıgida se dada outra imersão isométrica g: Mn → QN
c , existe uma isometria do

ambiente ρ: QN
c → QN

c , tal que g = ρ ◦ f .

O seguinte resultado para subvariedades de posto 2 foi provado em [DF2].
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Proposição 37. Seja f : Mn → Rn+2 uma subvariedade com rankf = 2 que
não é plana em nenhum aberto, e seja g: Mn → Rn+2 uma outra imersão
isométrica. Então, existe um subconjunto aberto e denso de Mn tal que, ao
longo de cada componente conexa V , temos:

(i) rankg = 2 e ∆g = ∆f , ou

(ii) dim ∆g = n− 3 e g|V é uma composição de imersões isométricas

g|V = k ◦ h: V → Rn+2

onde h: V → U ⊂ Rn+1 e k: U → Rn+2.

O seguinte resultado generaliza o provado em [DF2], para subvariedades
parabólicas. Além disso, apresenta os primeiros exemplos de subvariedades de
posto 2 em codimensão 2 localmente ŕıgidas.

Teorema 38. Sejam f : Mn → Rn+2, n ≥ 3, uma subvariedade parabólica
que não é do tipo superf́ıcie nem regrada em nenhum aberto de Mn. Então f
é localmente ŕıgida.

Demonstração: Seja g: Mn → Rn+2 uma imersão isométrica. Como f não é
regrada em nenhum aberto, segue da rećıproca no Teorema 33 que Mn não
admite imersão isométrica local como hipersuperf́ıcie em Rn+1. Conclúımos da
Proposição 37 que g tem posto 2 e que ∆g = ∆f .

Como em (8), tomamos bases ortonormais {X,Z} de ∆⊥ e {η1, η2} de N f
1

tais que

Afη1
|∆⊥ =

[
a b
b 0

]
e Afη2

|∆⊥ =

[
c 0
0 0

]
.

Lembramos também que para qualquer T ∈ ∆ temos

CT =

[
m 0
n m

]
.

Do item (iv) da Proposição 4 obtemos que Agη̄◦CT é simétrico para qualquer
η̄ ∈ T⊥g M . Segue que Z também é um campo assintótico de g. Portanto,
podemos fixar uma base {η̄1, η̄2} ortonormal de T⊥g M tal que

Agη̄1
|∆⊥ =

[
ā b̄
b̄ 0

]
e Agη̄2

|∆⊥ =

[
c̄ 0
0 0

]
.

De fato, temos da equação de Gauss que podemos tomar

b̄ = b.
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Considere a componente Z da diferença das equações de Codazzi dos opera-
dores Afη1

e Agη̄1
. Obtemos

(a− ā)〈∇ZZ,X〉 = 0.

Assim, como f não é regrada, conclúımos que

a = ā.

Por outro lado, tomando a componente em X obtemos

c〈∇⊥Zη1, η2〉 = c̄〈∇⊥Z η̄1, η̄2〉. (42)

Consideremos agora a componente Z da diferença das equações de Codazzi
dos operadores Afη2

e Agη̄2
. Obtemos

c̄〈∇⊥Zη1, η2〉 = c〈∇⊥Z η̄1, η̄2〉. (43)

Como f não é regrada e c 6= 0, conclúımos agora de (10) que

c = c̄ e 〈∇⊥Zη1, η2〉 = 〈∇⊥Z η̄1, η̄2〉.

Tomando agora a componente X temos que

〈∇⊥Xη1, η2〉 = 〈∇⊥X η̄1, η̄2〉.

Conclúımos assim do Teorema 1 que f é ŕıgida.

9 Superf́ıcies parabólicas

Nesta seção vamos estudar as superf́ıcies parabólicas. Começamos por observar
que podem ser constrúıdas através de soluções de certas equações às derivadas
parciais. Mostramos em seguida que, como no caso eĺıptico, é posśıvel obter um
processo recursivo para a construção das suas r-seções. Este resultado é fun-
damental para a parametrização das subvariedades parabólicas não regradas
que vamos construir mais à frente.

As superf́ıcies parabólicas regradas já foram caracterizadas. Por esta razão,
nesta seção vamos considerar superf́ıcies parabólicas regulares.

Sejam L2 uma variedade Riemanniana e (x, z) um sistema de coordenadas
em L2. Seja f : L2 → QN

ε ⊂ RN+ε onde ε = 0, 1 e N ≥ 4, uma superf́ıcie da
esfera ou do espaço Euclidiano cujas funções coordenadas são soluções linear-
mente independentes (de comprimento 1, se ε = 1) da equação parabólica

∂2u

∂z2
+W (u) + ελu = 0 (44)
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onde W ∈ TL e λ ∈ C∞(L2).
A equação (44) no caso ε = 0, é equivalente a

∇̃Zf∗Z + f∗W = 0

onde Z = ∂/∂z. Logo αf (Z,Z) = 0. Se ε = 1 temos

∇̃Zf∗Z + f∗W + λf = 0

e novamente αf (Z,Z) = 0. Assim, em ambas as situações, temos que f é
parabólica com direção assintótica Z. Reciprocamente, dada uma superf́ıcie
parabólica f : L2 → QN

ε com campo assintótico Z, munida da métrica induzida
e coordenadas (x, z) tal que ∂/∂z = Z, a condição de Z ser assintótica significa
que as funções coordenadas de f satisfazem (44) com W = −∇ZZ e λ = ‖Z‖2.

Na Seção 4 definimos a noção de r-seção associada a uma subvariedade
parabólica (veja Definição 12). Vamos mostrar que no caso das superf́ıcies é
posśıvel caracterizar por completo as suas r-seções.

Sejam g: L2 → QN
ε uma superf́ıcie parabólica e Σ o espaço vetorial for-

mado pelas classes das funções u ∈ C∞(L) que satisfazem (44), onde para
ε = 0 identificamos duas funções quando diferem de uma constante. Quando
consideramos em L2 a métrica induzida por g, então (44) toma a forma

Hessu(Z,Z) + εu = 0 (45)

onde Z ∈ TL é um campo assintótico unitário.
Seja Γr, 1 ≤ r ≤ τ g∗ , o espaço vetorial das classes das r-seções de L2 onde

identificamos duas seções se, a menos de constante, a sua diferença for uma
seção de N g

r+1 ⊕ . . .⊕N
g
τg .

Seja [h ] ∈ Γr com r < τ g∗ e 1 ≤ r < s ≤ τ g∗ . Seja Pr(h) = (µ1, µ2) ∈ νr.
Pelo Corolário 16, existe uma única seção γr+1 ∈ N g

r+1 tal que

Pr(h) = Pr(−γr+1).

Logo h̄r+1 = h+ γr+1 satisfaz

h̄r+1 = h+ γr+1 ∈ Γr+1.

Continuando este processo, conclúımos que existem seções únicas γj ∈ N g
j ,

r + 1 ≤ j ≤ s, tais que

h̄ = h+ γr+1 + . . .+ γs (46)

satisfaz
[
h̄
]
∈ Γs.
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Como em [DF1], vamos mostrar que todos os espaços Γr são isomorfos a
Σ, o que nos vai permitir caracterizar por completo as r-seções das superf́ıcies
parabólicas.

Dado [h ] ∈ Γr, escrevemos

h = εϕg +W + δ

onde W ∈ TL, δ ∈ T⊥L e ϕ ∈ C∞(L) se ε = 1. Dado Y ∈ TL, temos

h∗(Y ) = ε(Y (ϕ)g + ϕY ) + ∇̃YW + ∇̃Y δ

= ε((Y (ϕ)− 〈Y,W 〉)g + ϕY ) +∇YW + αg(Y,W )− Agδ(Y ) +∇⊥Y δ.

Atendendo a que a componente em TL de h∗(Y ) é nula, obtemos

εϕY +∇YW = AgδY. (47)

Em particular, a aplicação (Y, U) 7→ 〈∇YW,U〉 é simétrica. Assim, se ε = 0, a
1-forma W ∗ é fechada uma vez que

dW ∗(Y, U) = YW ∗ − UW ∗(Y )−W ∗([Y, U ])

= 0.

Logo W = ∇ϕ, para alguma função ϕ ∈ C∞(L2). No caso em que ε = 1,
usando o fato da componente de h∗(Y ) em ger{g} ser zero, obtemos

Y (ϕ) = 〈Y,W 〉,

e novamente W = ∇ϕ. Assim, em qualquer dos casos, de (47) obtemos

Hessϕ + εϕI = Agδ . (48)

Observe que estamos a usar a mesma notação, tanto para a forma bilinear
simétrica Hessϕ : TL × TL → R, como para a aplicação linear simétrica
associada, isto é,

Hessϕ(X, Y ) = 〈HessϕX, Y 〉.

Atendendo agora ao fato de g ser parabólica, conclúımos que ϕ satisfaz (45) e
portanto satisfaz (44). Logo ϕ ∈ Σ.

Consideremos a aplicação linear Υ: Γr → Σ, definida por

Υ([h]) = [ϕ].

Vamos mostrar que Υ é um isomorfismo. Suponhamos que Υ([h]) = 0. Então
(h)TgL = ∇ϕ = 0. De (48) obtemos Agδ = 0, o que significa que (h)Ng

1
= 0.

Agora, fazendo uso do item (iii) do Corolário 16, conclúımos facilmente que
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h ∈ N g
r+1 ⊕ . . . ⊕ N g

τg . Assim, atendendo à definição de Γr, temos que Υ é
injetivo.

Sejam ϕ ∈ Σ e

S = {ψ ∈ Lsim(TL, TL) : 〈ψZ,Z〉 = 0}.

Seja Φ: N g
1 → S a aplicação linear injetiva definida por, Φ(υ) = Agυ. De (45) e

dimN g
1 = 2 temos que Φ é um isomorfismo. Conclúımos que existe um único

γ1 ∈ N g
1 tal que

Agγ1
= Hessϕ + εϕI.

Definimos
ĥ = εϕg +∇ϕ+ γ1.

Então,

ĥ∗X = εX(ϕ)g + εϕX + ∇̃X∇ϕ+ ∇̃Xγ1 = αg(X,∇ϕ) +∇⊥Xγ1,

e assim [ ĥ ] ∈ Γ1. Conclúımos de (46) que Υ é um isomorfismo. Obtemos
desta forma o seguinte procedimento recursivo para a construção de r-seções
para as superf́ıcies parabólicas.

Proposição 39. Seja g: L2 → QN
ε uma superf́ıcie parabólica regular. Então,

qualquer r-seção, 1 ≤ r ≤ τ g∗ , pode ser escrita como

hϕ = εϕg + g∗∇ϕ+ γ0 + γ1 + · · ·+ γr, (49)

onde ϕ satisfaz (44) e é única (a menos de constante se ε = 0), γ0 é qualquer
seção de N g

r+1 ⊕ . . .⊕N
g
τg , γ1 ∈ N g

1 é a única solução de Agγ1
= Hessϕ + εϕI e

γj , 2 ≤ j ≤ r, são as únicas seções dadas por (46). Reciprocamente, qualquer
função hϕ com a forma de (49), é uma r-seção de g.

10 Parametrização Polar

Nesta seção vamos descrever parametricamente as subvariedade parabólicas
com vetor normal ξτ

f

2 não nulo em todo o ponto, sendo então regulares. Nos
começamos por observar que esta hipótese não é restritiva no contexto do nosso
trabalho, uma vez que as parabólicas que não satisfazem esta propriedades são
regradas, estando portanto caracterizadas (veja Seção 6). Esta parametrização,
a que chamaremos parametrização polar, é determinada por uma superf́ıcie
parabólica e por uma solução de uma equação diferencial parabólica. Dada
uma subvariedade parabólica, a superf́ıcie parabólica que a parametriza será
chamada superf́ıcie polar.
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Vamos mostrar que podemos associar a cada subvariedade parabólica
f : Mn → RN , com ξτ

f

2 sem singularidades, uma superf́ıcie do espaço Eu-
clidiano ou da esfera, cujo espaço tangente pode ser identificado com o último
subfibrado de dimensão 2 da decomposição (2) do espaço normal de f .

Para motivar a construção da parametrização que pretendemos, vamos
considerar inicialmente uma superf́ıcie parabólica g: L2 → QN

ε , cujo vetor
normal ξτ

g

2 é não nulo em todo o ponto e 1 ≤ s ≤ τ g∗ . Vamos mostrar que
usando g podemos construir uma subvariedade parabólica regular de RN+ε (de
fato, um cone) de dimensão N − 2(s− 1).

Denotamos por Λs o subfibrado normal dado por

Λs = N g
s+1 ⊕ . . .⊕N

g
τg

e seja Ψ: Λs → RN+ε a aplicação definida por

Ψ(δ) = δ.

Proposição 40. Fora dos pontos singulares, Mn = Ψ(Λs) é uma subvariedade
parabólica regular. Mais, se g não é regrada então Mn = Ψ(Λs) não é regrada.

Faremos uso do seguinte resultado geral.

Lema 41. Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica. Então temos:

(i) Se dimN f
k+1 = 2, então existe η ∈ N f

k+1 tal que as componentes de Pk(η)

formam uma base de N f
k .

(ii) Suponha que N −n é ı́mpar, que dimN f
τf−1

= 2 e que o campo ξτ
f

2 é não

nulo em todo o ponto. Então Pτf−1(ξτ
f

2 ) é uma base de N f
τf−1

.

Demonstração: Vamos provar (i). Do Corolário 16 temos que Pk|Nf
k+1

é um

isomorfismo, e do Lema 11 conclúımos que dimN f
k = 2. Assim, como N f

k tem
dimensão 2, existe pelo menos um vetor (µ1, µ2) ∈ νk com µ2 6= 0. Nestas
condições µ1 e µ2 são linearmente independentes e logo formam uma base de
N f
k .

Para (ii), tendo em conta o argumento feito na demonstração de (i), é
suficiente mostrar que (∇⊥Zξτ

f

2 )Nf

τf−1

6= 0. Suponha que o campo é nulo. Da

definição de ντf−1 obtemos

〈∇⊥Xξτ
f

2 , ξτ
f−1

2 〉 = 0.

Da Proposição 9 conclúımos que ξτ
f

2 = 0, o que é uma contradição.
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Vamos agora provar a Proposição 40.

Demonstração: Tomemos um sistema de coordenadas (x, z) de L2, tal que
Z = ∂/∂z seja uma direção assintótica de g. Seja {η1, . . . , ηk} um referencial
ortonormal de Λs. Podemos parametrizar Mn da forma

Ψ(x, z, t1, . . . , tk) =
k∑
j=1

tjηj(x, z)

onde k = N − 2s e (t1, . . . , tk) ∈ Rk.
Atendendo às propriedades dos espaços normais e ao Lema 41 temos que

TM = Λs−1 e que ∆δ = Λs. Vamos mostrar que Ψ∗(Z) é uma direção
assintótica, ou seja,

∇̃ZΨ∗(Z) ∈ TM.

Atendendo a (3) basta mostrar que

〈∇̃ZΨ∗(Z), υ〉 = 0, υ ∈ N g
s−1.

Seja X = ∂/∂x ∈ TL. Observe que,

〈∇̃ZΨ∗(Z), αs(X, . . . , X)〉 = −〈Ψ∗(Z), ∇̃Zα
s(X, . . . , X)〉

= −
k∑
j=1

tj〈∇̃Zηj, α
s+1(Z,X, . . . , X)〉

= −
k∑
j=1

tj〈ηj, ∇̃Zα
s+1(Z,X, . . . , X)〉

= 0,

atendendo à simetria do tensor αs, às propriedades dos espaços normais e ao
fato do vetor Z ser assintótico. De forma análoga se prova que

〈∇̃ZΨ∗(Z), αs(Z,X, . . . , X)〉 = 0.

Uma vez que os vetores αs(X, . . . , X), αs(Z,X, . . . , X) geram o subespaço
N g
s−1, conclúımos que Ψ∗(Z) é um vetor assintótico. Portanto, nos pontos

regulares, Ψ define uma subvariedade parabólica de RN+ε.
Suponhamos agora que g não é regrada. Comecemos por observar que a

definição de νs permite concluir que a direção assintótica de ψ é ortogonal a
ξs2. Fixemos então um campo ηs ∈ ∆⊥Ψ = N g

s unitário assintótico. Assim, Mn

é regrada se, e só se, (∇̃Zηs)Ng
s

= 0. Logo, como g não é regrada, atendendo
ao Corolário 27, Mn não é regrada.
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Proposição 42. A aplicação Ψ: Λs → RN+ε dada por

δ 7→ h(x) + δ,

onde h é uma s-seção de g, define fora dos pontos singulares uma subvariedade
parabólica regular. Mais, se g não é regrada, então Ψ(Λs) não é regrada.

A demonstração do resultado precedente é uma conseqüência imediata dos
seguintes lemas.

Lema 43. Seja β: Mn → RN+ε uma s-seção de f para 1 ≤ s ≤ τ f . Então,

(∇̃Zβ∗(Z))Nf
s−1

= 0.

Demonstração: Para s ≥ 2, derivando 〈β∗(Z), ξs−1
2 〉 = 0 na direção de Z,

temos

0 = 〈∇̃Zβ∗(Z), ξs−1
2 〉+ 〈β∗(Z),∇⊥Z ξs−1

2 〉
= 〈∇̃Zβ∗(Z), ξs−1

2 〉+ 〈β∗(Z), αs+1(Z,Z,X, . . . , X)〉
= 〈∇̃Zβ∗(Z), ξs−1

2 〉.

Da mesma forma, derivando 〈β∗(Z), ξs−1
1 〉 = 0 na direção de Z, obtemos

0 = 〈∇̃Zβ∗(Z), ξs−1
1 〉+ 〈β∗(Z),∇⊥Z ξs−1

1 〉
= 〈∇̃Zβ∗(Z), ξs−1

1 〉+ 〈β∗(Z), ξs2〉
= 〈∇̃Zβ∗(Z), ξs−1

1 〉

atendendo ao Lema 13. Logo (∇̃Zβ∗(Z))Nf
s−1

= 0.

Quando s = 1, tendo em conta que N f
0 = ∆⊥, ξ0

1 = X e ξ0
2 = Z, a prova é

análoga.

Lema 44. Os espaços normais de Mn satisfazem dimNΨ
k = 2, 1 ≤ k ≤ τΨ

∗ .

Demonstração: Atendendo às propriedades do tensor Pk definido em (4), à
definição dos s-espaços normais e à definição da função Ψ, é fácil concluir que
NΨ
k = N g

s−k.

Seja f : Mn → QN
ε uma subvariedade parabólica. Como estamos a traba-

lhar localmente vamos assumir que Mn é saturação de uma seção transversal
L2 de ∆. Observe que, pelo Lema 10, os subespaços normais Nk, associa-
dos a subvariedades parabólicas, podem ser vistos como fibrados ao longo da
superf́ıcie L2.
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Definição 45. Sejam f : Mn → QN−ε
ε uma subvariedade parabólica regular e

L2 a superf́ıcie descrita acima. Definimos superf́ıcie polar associada a f , como
sendo uma imersão g definida por:

(i) Se N−n−ε é ı́mpar, então g: L2 → SN−1 é dada por ger{g(x)} = N f
τf

(x).

(ii) Se N − n− ε é par, então g: L2 → RN é qualquer imersão que satisfaça

Tg(x)L = N f
τf

(x).

Em seguida vamos mostrar que todas as parabólicas que satisfazem ξτ
f

2 6= 0
em todo o ponto, em particular as parabólicas regulares não regradas, ad-
mitem uma superf́ıcie polar, e que esta superf́ıcie a parametriza no sentido da
Proposição 42.

Proposição 46. Toda subvariedade f : Mn → QN
ε parabólica, regular e com

vetor normal ξτ
f

2 não nulo em todo o ponto, admite, pelo menos localmente,
uma superf́ıcie polar g. Além disso, g não é regrada e é substancial, se f não
é regrada e não tem fator Euclidiano, respectivamente.

Para a prova da proposição anterior precisamos do seguinte resultado.

Lema 47. Suponha que a codimensão de f é par. Sejam η ∈ N f
τf

e µ1 =

(∇̃Xη)Nf

τf−1

, µ2 = (∇̃Zη)Nf

τf−1

tal que µ2 6= 0. Então,

ντf−1 = {(aµ1 + bµ2, aµ2) : a, b ∈ C∞(M)}.

Demonstração: Atendendo à definição de ντf−1 e ao Lema 9, temos que

(µ2, 0) ∈ ντf−1, uma vez que 〈(∇̃Zη)Nf

τf−1

, ξτ
f−1

2 〉 = 〈η, ∇̃Zξ
τf−1
2 〉 = 0. Tendo

em conta a dimensão de N f
τf−1

, conclúımos que os vetores (µ1, µ2), (µ2, 0)
formam uma base de ντf−1.

Observação 48. Observe que o campo normal η = ξτ
f

2 /‖ξτf2 ‖ ∈ N f
τf

sa-

tisfaz (∇̃Zη)Nf

τf−1

6= 0. De fato, atendendo à Proposição 9 é fácil concluir que

〈∇̃Zη, ξ
τf−1
1 〉 6= 0.

Demonstração: No caso de codimensão ı́mpar, a existência da superf́ıcie polar
segue do item (ii) do Lema 41. Suponhamos então que dimN f

τf
= 2. Dada

uma base {η1, η2} de N f
τf

constante ao longo de ∆, vamos provar que existem
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1−formas diferenciais θ1, θ2 linearmente independentes que fazem com que a
equação diferencial

dg = θ1η1 + θ2η2 (50)

seja integrável.
Fixemos Z ∈ ∆⊥ assintótico. Sejam U ∈ TL tal que

Z = U + δ1

onde δ1 ∈ ∆. Tomemos (u, v) um sistema de coordenadas em L2 tal que

∂u =: ∂/∂u = U.

Consideremos o campo V ∈ TL definido por,

V = ∂/∂v := ∂v.

Seja X ∈ ∆⊥ definido por, X = V + δ2, onde δ2 ∈ ∆
Tomemos em L2 a métrica que torna a base {U, V } ortonormal e a ori-

entação definida por esta base. Sejam η1, η2 ∈ N f
τf

campos linearmente in-
dependentes constantes ao longo de ∆. Sem perda de generalidade podemos
supor que

µ2 = (∇̃Zη1)Nf

τf−1

6= 0.

Pelo Lema 47, existem a, b ∈ C∞(M), com b 6= 0, tais que

Pτf−1(η1) = (µ1, µ2) e Pτf−1(η2) = (aµ1 + bµ2, aµ2). (51)

Consideremos as formas diferenciais

θ1 = a1du+ a2dv e θ2 = b1du+ b2dv, (52)

onde a1, a2, b1, b2 ∈ C∞(L2). Vamos mostrar que existem funções a1, a2, b1, b2 ∈
C∞(L2) que tornam (50) integrável.

A condição de integrabilidade de (50) é

0 = dθ1η1 + dθ2η2 + θ1 ∧ dη1 + θ2 ∧ dη2

= dθ1η1 + dθ2η2 + (a1∂η1/∂v − a2∂η1/∂u)dV + (b1∂η2/∂v − b2∂η2/∂u)dV

= dθ1η1 + dθ2η2 + (∇̃a1∂v−a2∂u η1 + ∇̃b1∂v−b2∂u η2)dV = 0

onde dV é o elemento de volume em L2. Então, para que (50) seja integrável
é necessário que as funções a1, a2, b1 e b2 satisfaçam

(∇̃a1∂v−a2∂u η1 + ∇̃b1∂v−b2∂u η2)N
τf−1

= 0.
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Observando que,

∇̃∂uηj = ∇̃Zηj e ∇̃∂vηj = ∇̃Xηj, j = 1, 2,

atendendo a (51) e ao fato dos vetores µ1 e µ2 serem linearmente independentes,
deve-se verificar {

a1 + ab1 = 0

a2 + ab2 − bb1 = 0.
(53)

Nestas condições, sejam e, ` ∈ C∞(L) tais que

∇̃a1∂v−a2∂u η1 + ∇̃b1∂v−b2∂u η2 = −(eη1 + `η2).

Assim, temos que provar que existem funções a1, a2, b1, b2 ∈ C∞(L) de tal
forma que as 1-formas diferenciais em (52) satisfaçam o sistema (53) e{

dθ1 = e dV

dθ2 = ` dV,

ou seja, {
a2
u − a1

v = e

b2
u − b1

v = `.
(54)

De (53) e (54) obtemos
a1 = −ab1

a2 = bb1 − ab2

bub
1 + bb1

u − aub2 − a(b2
u − b1

v) + avb
1 = e

b2
u − b1

v = `.

Das duas últimas equações temos{
bub

1 + bb1
u − aub2 + avb

1 = e+ a`

b2
u − b1

v = `.
(55)

Atendendo à arbitrariedade do campo η2, podemos supor sem perda de genera-
lidade que au 6= 0. Desta forma, da primeira equação de (55) obtemos

b2 = − 1

au
(e+ a`− (bu + av)b

1 − bb1
u). (56)

Substituindo na segunda equação de (55), obtemos uma equação parabólica
linear. Assim, sendo b1 uma solução não nula dessa equação (veja pag. 367 de
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[Ev]) obtemos através de (56) a função b2, ficando assim provada a existência
das 1-formas diferenciais que tornam (50) integrável.

Suponhamos agora por absurdo que g não é substancial. Então existiria
um subfibrado de T⊥L paralelo, contendo o primeiro espaço normal de g.
Atendendo à construção de g, conclúıamos que existiria um subfibrado de ∆f

paralelo e logo f teria um fator Euclidiano. Portanto g será substancial sempre
que f não contenha fator Euclidiano. De forma análoga se prova a rećıproca
desta afirmação. A conclusão da prova é conseqüência do seguinte resultado.

Proposição 49. Nas condições anteriores,

(i) N g
s = N f

τf∗−s
, 0 ≤ s ≤ τ f∗ ,

(ii) g é parabólica e, além disso, g não é regrada se f não é regrada.

Demonstração: Atendendo à definição de superf́ıcie polar é fácil concluirmos
que N g

1 = N f

τf∗−1
. Vejamos agora que g admite uma direção asśıntótica, que

será única uma vez que dimN g
1 = 2. No caso de codimensão par, usando as

notações da demonstração da Proposição 46, vamos mostrar que o vetor g∗∂u
é assintótico. De (50) e (53), obtemos

g∗∂u = a1η1 + b1η2 = −ab1η1 + b1η2. (57)

Por outro lado, de (51) e atendendo a que os fibrados N f
k são paralelos ao

longo de ∆f , temos

(∇̃Zg∗∂u)Nf

τf−1

= −ab1µ2 + ab1µ2 = 0.

No caso de codimensão ı́mpar, o resultado sai do Lema 43. Conclúımos assim
que g é parabólica.

Suponhamos agora que f não é regrada. Para mostrar que g não é regrada
comecemos por considerar o caso em que f tem codimensão ı́mpar. Como
ξτ

f

2 6= 0 o espaço tangente TL é gerado por {(∇̃Xξ
τf

2 )Nf

τ
f
∗

, (∇̃Zξ
τf

2 )Nf

τ
f
∗

}, sendo

(∇̃Zξ
τf

2 )Nf

τ
f
∗

um campo assintótico. Atendendo à definição do subespaço ντf∗
conclúımos que o campo γ, unitário, assintótico (único a menos de sinal) ao

longo de ∆ é normal a ξτ
f
∗

2 . Nestas condições g é regrada se, e somente se,

(∇̃Zγ)Nf

τ
f
∗

= 0.

Portanto, tendo em conta o fato de f não ser regrada e o Corolário 27, g não
é regrada.
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Consideremos agora o caso de codimensão par. Para tornar mais clara a
notação, sempre que seja necessário distinguir os objetos de f e g, escreveremos
em ı́ndice o śımbolo correspondente. Usando as notações da Proposição 46
podemos escrever N g

1 = ger{(∇̃Zη1)Nf

τf−1

, (∇̃Xη1)Nf

τf−1

}. Atendendo a (51) e

(57) é fácil concluir que

ξ1 g
2 = bµ2 = b(∇̃Zη1)N

τf−1
. (58)

Seja λ = ‖b(∇̃Zη1)N
τf−1
‖−1. Atendendo a (10), g será regrada se, e somente

se, (∇̃Uλ(∇̃Zη1)N
τf−1

)Nf

τf−1

= 0. Tendo em conta o fato de η1 ser constante ao

longo de ∆f , podemos escrever

0 = (∇̃Uλ(∇̃Zη1)Nf

τf−1

)Nf

τf−1

= U(λ)(∇̃Zη1)Nf

τf−1

+ λ(∇̃Z(∇̃Zη1)Nf

τf−1

)Nf

τf−1

,

e portanto
(∇̃Z(∇̃Zη1)fN

τf−1
)Nf

τf−1

∈ (∇̃Zη1)Nf

τf−1

.

Portanto, como (∇̃Zη1)N
τf−1

é normal a ξτ
f−1 f

2 , podemos concluir que

(∇̃Z ξ
τf−1 f
2 /‖ξτ

f−1 f
2 ‖)Nf

τf−1

= 0.

Assim, pelo Corolário 27, f seria regrada.
O item (i) é agora consequência de g ser parabólica e regular.

Assim, as parabólicas cujo vetor ξτ
f

2 normal é não nulo, em particular as
parabólicas regulares não regradas, admitem a seguinte descrição paramétrica.

Teorema 50. Sejam g: L2 → QN
ε uma superf́ıcie parabólica com vetor normal

ξτ
g

2 não nulo em todo o ponto, 1 ≤ s ≤ τ g∗ e Ψ: Λs → RN a função definida
por,

Ψ(δ) = h(x) + δ, δ ∈ Λs(x), (59)

onde Λs = N g
s+1⊕. . .⊕N g

τg e h é uma s-seção arbitrária de g. Então, nos pontos
regulares, Mn = Ψ(Λs) é uma subvariedade parabólica regular com superf́ıcie
polar g. Além disso, se g não é regrada então Mn = Ψ(Λs) não é regrada.

Reciprocamente, qualquer subvariedade parabólica f : Mn → RN com ξτ
f

2

não nulo em todo o ponto e sem fator Euclidiano, admite uma parametrização
local na forma de (59), onde g é uma superf́ıcie polar de f .

Demonstração: Seja g: L2 → QN
ε uma superf́ıcie polar associada a f . Pela

Proposição 49 temos ∆f = Λτf∗
e TM = Λτf∗−1 ao longo de L2. Logo, a seção

h = f|L2 é uma τ f∗ -seção de g.
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Observe que variando γ0 em (49) obtemos apenas uma reparametrização
de Ψ(Λs). Por esta razão é conveniente tomar γ0 = 0 no processo recursivo
descrito na Proposição 39 para gerar s-seções. Observe ainda que este tipo de
parametrização é mais adequada para subvariedades com codimensão baixa,
uma vez que nesta situação o processo recursivo tem menos iterações. Por
exemplo, em codimensão 2 é suficiente tomar uma 1-seção da forma

hϕ = ∇ϕ+ γ1,

onde γ1 ∈ N f
1 é o único vetor que satisfaz Aγ1 = Hessϕ para uma dada solução

ϕ de (44).

11 Parametrização bipolar

Introduzimos agora a superf́ıcie bipolar associada às subvariedades parabólicas
não regradas. Ao contrário da superf́ıcie polar, a superf́ıcie bipolar só está
bem definida no caso não regrado. Começamos por justificar este fato. Em
seguida mostramos que, como no caso polar, estas superf́ıcies permitem des-
crever parametricamente as subvariedades parabólicas não regradas. A esta
parametrização chamaremos parametrização bipolar. Esta parametrização é
mais útil em relação à parametrização polar, quando a codimensão da subvarie-
dade parabólica é grande, atendendo ao processo iterativo de construção de s-
seções. Em [DF1] esta parametrização foi definida para subvariedades eĺıpticas,
e foi provado que toda a subvariedade eĺıptica podia ser parametrizada desta
forma.

Começamos por definir superf́ıcie bipolar.

Definição 51. Chamamos superf́ıcie bipolar associada a uma subvariedade
parabólica não regrada f a qualquer superf́ıcie polar associada a uma superf́ıcie
polar de f .

Observação 52. O fato de f ser não regrada permite concluir, como vimos
na seção anterior, que f admite uma superf́ıcie polar g não regrada, e portanto
ξτ

g

2 6= 0 em todo o ponto. Fica assim garantida a existência da superf́ıcie
bipolar.

Faremos uso da seguinte noção.

Definição 53. Seja g: L2 → QN
ε um superf́ıcie parabólica e 0 ≤ s ≤ τ g∗ − 1.

Dizemos que h ∈ C∞(L2,RN+ε) é uma s-seção dual de g se

h∗(TL) ⊂ ε ger{g} ⊕N g
0 ⊕ . . .⊕N g

s .

56



Observe que uma 0-seção dual de uma superf́ıcie parabólica Euclidiana é
uma superf́ıcie bipolar de g.

Proposição 54. Seja g: L2 → QN
ε uma superf́ıcie parabólica com superf́ıcie

polar ĝ. Uma s-seção dual de g é uma ([N/2]− s− 1)-seção de ĝ.

Demonstração: Basta observar que τ g∗ = τ ĝ∗ = [N/2] − 1. O resultado segue
agora da Proposição 49.

A parametrização bipolar é da seguinte forma.

Teorema 55. Dada uma superf́ıcie parabólica g: L2 → QN
ε com ξτ

g

2 não nulo
em todo o ponto e 0 ≤ s ≤ τ g∗ − 1, considere a aplicação Ψ̃: Λ̃s → RN definida
por

Ψ̃(δ̃) = h̃(x) + δ̃, δ̃ ∈ Λ̃s, (60)

onde Λ̃s = ε ger{g} ⊕ N g
0 ⊕ . . . ⊕ N g

s−1 e h̃ é qualquer s-seção dual de g.

Então, nos pontos regulares, Mn = Ψ̃(Λ̃s) é uma subvariedade parabólica não
regrada com superf́ıcie bipolar g.

Reciprocamente, qualquer subvariedade parabólica f : Mn → RN com ξτ
f

2

não nulo em todo o ponto e sem fator Euclidiano, pode ser parametrizada
localmente da forma (60), onde g é uma superf́ıcie bipolar de f .

Demonstração: Tendo em conta o fato de qualquer subvariedade parabólica
não regrada admitir uma superf́ıcie polar, basta ter em conta a proposição
anterior, a Proposição 49 e o Teorema 50.

Apresentamos de seguida uma forma alternativa para a construção de
parametrizações para as subvariedades parabólicas.

Considere g: L2 → QN
ε uma superf́ıcie parabólica não regrada simples-

mente conexa munida da métrica induzida por g, Z ∈ TL um vetor assintótico
unitário de g e X ∈ TL tal que {X,Z} seja uma base ortonormal de TL. Seja
J ∈ End (TL) definido por

J(X) = Z e J(Z) = 0

e seja R ∈ End (TL) a reflexão dada por

R(X) = X e R(Z) = −Z.

Consideremos o operador parabólico

L(ϕ)=ZZ(ϕ)+Γ2X(ϕ)−Γ1Z(ϕ)+(X(Γ2)−Z(Γ1)+(Γ1)2−(Γ2)2−ε)ϕ, (61)

onde Y = [X,Z] = Γ2Z − Γ1X. Sejam ϕ ∈ C∞(L) solução de (61) e ψ a
1-forma tal que

dψ(X,Z) = −ϕ.
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Lema 56. A equação diferencial

dθ = dϕ ◦ J + ϕY ∗ ◦R + εψ

é integrável.

Demonstração: Temos,

d2θ(X,Z)

= X(−ϕΓ2 + εψ(Z))− Z(dϕ(Z)− ϕΓ1 + εψ(X)) + dϕ(Γ1Z)

−ϕ((Γ1)2 − (Γ2)2)− εψ(Γ2Z − Γ1X)

= −X(ϕ)Γ2 − ϕX(Γ2) + εX(ψ(Z))− ZZ(ϕ) + Γ1Z(ϕ) + ϕZ(Γ1)

−εZ(ψ(X)) + ϕΓ1(Z)− ϕ((Γ1)2 − (Γ2)2)− εΓ2ψ(Z) + εΓ1ψ(X)

= −ZZ(ϕ) + Γ1Z(ϕ)− Γ2X(ϕ)− (X(Γ2)− Z(Γ1) + (Γ1)2 − (Γ2)2 − ε)ϕ
= −L(ϕ).

Logo a equação é integrável.

Lema 57. A equação diferencial

dh = εψg + dg ◦ (θI + ϕJ) (62)

é integrável.

Demonstração: Temos,

d2h(X,Z)

= X(εψ(Z)g + θZ)− Z(εψ(X)g + θX + ϕZ)− εψ(Y )g − θY − ϕJY
= ε(X(ψ(Z))g + ψ(Z)X) +X(θ)Z + θ(∇XZ + α(X,Z))

−ε(Z(ψ(X))g + ψ(X)Z)− Z(θ)X − θ(∇ZX + α(X,Z))

−Z(ϕ)Z − ϕ(∇ZZ − εg)− εψ(Y )g − θY − ϕJY
= ε(X(ψ(Z))− Z(ψ(X))− ψ(Y ))g + ε(ψ(Z)X − ψ(X)Z) + εϕg

+dθ(X)Z − dθ(Z)X − Z(ϕ)Z

= ε(dψ(X,Z) + ϕ)g + (dθ(X) + ϕΓ1 − Z(ϕ)− εψ(X))Z

−(dθ(Z) + ϕΓ2 − εψ(Z))X.

Atendendo às hipóteses feitas sobre θ e ψ obtemos d2h = 0.

Teorema 58. Sejam g: L2 → QN−ε
ε uma superf́ıcie parabólica não regrada e

simplesmente conexa, ϕ ∈ C∞(L) satisfazendo L(ϕ) = 0 e h: L2 → RN uma
solução de (62). Consideremos a aplicação

Ψ: L2 × R2s−ε → RN
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definida por,

Ψ(x, t) = h(x) + ε t0g(x) +
s∑
j=1

(
t2j−1

∂jg

∂v∂uj−1
+ t2j

∂jg

∂uj

)
(x),

onde 0 ≤ s ≤ [(N − ε)/2] − 2 e (u, v) é um sistema de coordenadas de L2 tal
que ∂/∂v seja uma direção assintótica. Então, nos pontos onde é não singular,
a aplicação Ψ parametriza uma subvariedade parabólica.

Reciprocamente, qualquer subvariedade parabólica não regrada sem fator
Euclidiano que admita uma superf́ıcie bipolar pode ser parametrizada desta
forma.

Demonstração: Por definição dos espaços N g
j os vetores,(

∂j+1g

∂uj∂v

)
Nj

,

(
∂j+1g

∂uj+1

)
Nj

, 0 ≤ j ≤ τ g∗ ,

formam uma base de N g
j . Por outro lado, pela definição da parametrização

em (60) podemos tomar h̃ como sendo uma 0-seção dual de g sem perda de
generalidade. Para concluir vamos mostrar que qualquer 0-seção dual de g é
obtida através de uma solução de (62). Suponhamos então que h̃ é uma 0-seção
dual de g. Assim, por definição, terá que existir uma 1-forma Ψ e uma seção
S ∈ End (TL) tal que

dh̃ = εΨg + dg ◦ S.

Usando as notações anteriores temos,

d2h̃(X,Z) = εX(ψ(Z))g + εψ(Z)X + ∇̃XSZ − εZ(ψ(X))g − εψ(X)Z

−∇̃ZSX − εψ[X,Z]g − S(∇XZ −∇ZX)

= ε(X(ψ(Z))− Z(ψ(X))− ψ[X,Z])g + ε(ψ(Z)X − ψ(X)Z)

+∇XSZ + αg(X,SZ)− ε〈X,SZ〉g −∇ZSX − αg(Z, SX)

+ε〈Z, SX〉g − S(∇XZ) + S(∇ZX)

= ε(dψ(X,Z)− 〈X,SZ〉+ 〈Z, SX〉)g + (∇XS)Z + αg(X,SZ)

−(∇ZS)X − αg(Z, SX) + ε(ψ(Z)X − ψ(X)Z).

A condição de integrabilidade reduz-se assim às equações

αg(X,SZ) = αg(Z, SX) (63)

e
(∇XS)Z − (∇ZS)X = ε(ψ(X)Z − ψ(Z)X). (64)
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Quando ε = 1 obtemos ainda

dψ(X,Z) = 〈SZ,X〉 − 〈SX,Z〉. (65)

De (63), tendo em conta que os vetores αg(X,X) e αg(X,Z) são linearmente
independentes, conclúımos que existem θ, ϕ ∈ C∞(L) tais que

S = θI + ϕJ.

Desenvolvendo o lado esquerdo de (64), tendo em conta a estrutura do
endomorfismo S, obtemos

∇XθZ − ∇Z(θX + ϕZ) + Γ1SX − Γ2SZ

= dθ(X)Z + θ∇XZ − dθ(Z)X − θ∇ZX − dϕ(Z)Z − ϕ∇ZZ

+Γ1(θX + ϕZ)− Γ2θZ

= (dθ(X) + ϕΓ1 − dϕ(Z))Z − (dθ(Z) + ϕΓ2)X.

Logo (64) é equivalente a{
dθ(X) = −Γ1ϕ+ dϕ(Z) + εψ(X)

dθ(Z) = 〈Y,−Z〉ϕ+ εψ(Z).

Logo,
dθ = dϕ ◦ J + ϕY ∗ ◦R + εψ,

De (65) e tendo em conta mais uma vez a estrutura de S, obtemos facilmente

dψ(X,Z) = −ϕ.

A conclusão segue agora do Lema 57 e do Teorema 55.

12 Singularidades

Nesta seção começamos por estudar as parabólicas regradas completas. Em
seguida, mostramos que as subvariedades parabólicas completas que não são
regradas em nenhum aberto, são de tipo superficie, isto é, isométricas a um pro-
duto L2 × Rn−2. Recordemos que as eĺıpticas completas são isométricas a um
produto L3×Rn−3 ([DF1]). Em seguida descrevemos as singularidades das sub-
variedades parabólicas não regradas de dimensão superior a 4, onde mostramos
que o conjunto das singularidades contém uma subvariedade parabólica de di-
mensão n− 2. Logo, as singularidades das parabólicas são abundantes, justi-
ficando assim o carácter local do nosso estudo.
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As subvariedades completas f : Mn → RN com rankf ≤ 2 foram estudadas
em [DG2], onde se mostrou que, se Mn não contém um aberto L3 × Rn−3

com L3 não limitado, então as seguintes condições são verificadas no conjunto
aberto M∗ ⊂Mn onde rankf = 2.

(i) M∗ é a união de faixas regradas suaves.

(ii) Se f é completamente regrada em M∗, então é completamente regrada
em toda a parte e é um cilindro em cada componente do complementar
do fecho de M∗.

Recordemos que uma subvariedade regrada se diz completamente regrada se
cada folha é um espaço afim completo ([DG2]). A cada componente conexa
chamamos faixa regrada, sendo um fibrado afim sobre uma curva com ou sem
pontos finais.

Dada f : Mn → RN parabólica regrada, denotamos por M̃n a subvariedade
(incluindo posśıveis singularidades) obtida estendendo cada régua de f(Mn) a
um subespaço afim de RN . No caso particular das subvariedades parabólicas
regradas temos o seguinte resultado onde usamos a notação da Seção 6.

Proposição 59. Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica regrada.
Então M̃n é uma faixa regrada. Além disso, se a curva c é completa e a
função a1 definida em (23) satisfaz |a1(s)| ≤ K < +∞, então M̃n é completa.

Demonstração: Consideremos Mn parametrizada por (29), isto é,

f(s, t1, . . . , tn−1) = c(s) +
∑
j≥1

tjej(s).

Recorde que

de1

ds
= a1e0 + δ + η,

dej
ds

= bje1, 2 ≤ j ≤ n− 1,

onde δ = (de1/ds)∆ e η ⊥ ger{e0, e1} ⊕ ∆ é não singular para todo s ∈ I.
Atendendo a

TM = ger{(1 + t1a1)e0 + t1η} ⊕ ger{e1, . . . , en−1},

é simples concluir que f é não singular e assim M̃n é uma faixa regrada.
Suponhamos agora que a curva c é completa. Observe que

‖fs‖2 ≥ (1 + t1a1(s))2 + t21‖η(s)‖2.

61



Nestas condições vamos mostrar que se |a1(s)| ≤ K <∞ então M̃n é completa.
Se |t1| ≤ M < ∞, a condição |a1(s)| ≤ K < ∞ garante que ‖fs‖2 ≥ L > 0.
Por outro lado, qualquer curva divergente γ(u) = f(s(u), t1(u), ..., tn−1(u)), u ∈
[0,+∞[, em M̃n com pelo menos um ti, 1 ≤ i ≤ n − 1 ilimitado tem compri-
mento infinito. Assim todas as curvas divergente de M̃n têm comprimento
infinito, logo M̃n é completa.

Seja f : Mn → RN uma parabólica regrada parametrizada por (29). Aten-
dendo a que fstj = bje1 podemos concluir que se bj = 0 em todo o ponto,
2 ≤ j ≤ n− 1 então Mn = L2 ×Rn−2. Por outro lado, se existe um bj 6= 0 em
todo o ponto então Mn não contém nenhum aberto da forma L2 × Rn−2.

No caso geral temos o seguinte resultado.

Teorema 60. Seja f : Mn → RN , n ≥ 3, uma subvariedade completa não
regrada em nenhum aberto e parabólica num aberto denso O de Mn. Então,
em cada componente conexa de O a subvariedade é isométrica a L2 × Rn−2 e
f = f1 × I.

Demonstração: Pelo item (vi) da Proposição 4 temos

C = 0 ou CT =

[
0 0
n 0

]
(66)

onde T ⊥ kerC. Consideremos agora a união disjunta

O = M0 ∪ M1,

onde M0 é o conjunto fechado onde C = 0. Queremos mostrar que o conjunto
aberto M1 é vazio e o resultado segue da Proposição 4. Pelo item (vi) da
Proposição 4 os dois conjuntos são saturados, isto é, são a união das folhas
completas de ∆.

Vamos mostrar que f é regrada em M1. Pelo item (v) da Proposição 4 e
(66), podemos concluir que

0 = (∇XCT )Z − (∇ZCT )X

= −CT∇XZ −∇ZCTX + CT∇ZX

= n〈∇XZ,X〉Z − Z(n)Z − n〈∇ZZ,X〉X (67)

onde T ⊥ kerC é um campo unitário. Portanto 〈∇ZZ,X〉X = 0, e logo f é
regrada em M1. Logo temos que M1 = ∅.

Observe que se f : Mn → RN é parabólica, completa e simplesmente conexa,
então Mn é difeomorfa a Rn, uma vez que a sua curvatura seccional satisfaz
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KM ≤ 0. No caso regrado, pelo Teorema 33, a variedade Mn admite uma
imersão isométrica como hipersuperf́ıcie regrada com as mesmas réguas.

Existem muitos exemplos de hipersuperf́ıcies regradas completas ([DG2]).
Uma parametrização simples pode ser obtida da seguinte forma: considere
c: I ⊂ R → Rn+1 uma curva suave, parametrizada por comprimento de arco,
e seja E0 = dc/ds, E1, . . . , En um referencial de Frenet. Então, é fácil verificar
que a hipersuperf́ıcie regrada

(s, t1, . . . , tn−1) 7→ c(s) +
n−1∑
j=1

tjEj+1

é completa.

Para concluir vamos descrever o conjunto de singularidades das parabólicas
não regradas de dimensão superior a quatro.

Teorema 61. Seja f : Mn → RN uma subvariedade parabólica com n ≥ 4.
Então o conjunto dos pontos singulares de M̃n é a hipersuperf́ıcie de M̃n

definida por,
{λ ∈ M̃n : 〈λ, ξs+1

2 〉 = 0}.

Demonstração: Consideremos a parametrização

Ψ(δ) = h(x) + δ, δ ∈ Λs(x),

dada pelo Teorema 50, onde h é uma s-seção de g. Sem perda de generalidade,
podemos considerar h uma τ g∗ -seção. Este fato segue de (46), uma vez que a
diferença entre uma s-seção e uma τ g∗ -seção é um elemento de Λs.

Sendo (x, z) um sistema de coordenadas de g com Z = ∂/∂z assintótico e
{η1, . . . , ηk} um referencial ortonormal de Λs, podemos escrever

Ψ(x, z, t1, . . . , tk) = h(x, z) +
k∑
j=1

tjηj(x, z)

onde k = N − 2s e (t1, . . . , tk) ∈ Rk. Recordemos que se tem TM = Λs−1 e
∆ = Λs. Assim, sendo X = ∂/∂x, um ponto é singular se, e somente se, os
campos

t1(∇⊥Xη1)Ns + t2(∇⊥Xη2)Ns e t1(∇⊥Zη1)Ns + t2(∇⊥Zη2)Ns

são linearmente dependentes. Atendendo às propriedades dos subespaços νs,
temos que

〈∇⊥Zη1, ξ
s
2〉 = 〈∇⊥Zη2, ξ

s
2〉 = 0. (68)
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Conclúımos daqui que t1(∇⊥Zη1)Ns+t2(∇⊥Zη2)Ns é normal a ξs2. Logo, os campos
atrás são linearmente dependentes se, e só se,

〈t1(∇⊥Xη1)Ns + t2(∇⊥Xη2)Ns , ξ
s
2〉 = 0. (69)

Tendo em conta a Proposição 9, é fácil verificar que (69) é equivalente a

〈t1η1 + t2η2, ξ
s+1
2 〉 = 0.

Concluimos assim que λ ∈ M̃n é um ponto singular se e só se 〈λ, ξs+1
2 〉 = 0.
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