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TESE DE DOUTORADO EM MATEMÁTICA
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Resumo

Neste trabalho, introduzimos uma estrutura para o estudo de problemas de homogenização não-
lineares no contexto de processos estacionários cont́ınuos em espaços compactos. Os últimos são
funções f ◦ T : RN × Q → Q com f ◦ T (x, ω) = f(T (x)ω) onde Q é um espaço topológico com-
pacto de Hausdorff, f ∈ C(Q) e T (x) : Q → Q, x ∈ RN é um sistema dinâmico N -dimensional
cont́ınuo com uma medida de probabilidade de Radon invariante. Damos uma aplicação onde essa
estrutura é usada. Essa aplicação é nova mesmo no contexto clássico da homogenização periódica.
Basicamente, ela trata da homogenização de uma equação dos meios porosos em RN com um pro-
cesso estacionário cont́ınuo como uma fonte externa oscilatória. Introduzimos também uma nova
álgebra com valor médio ergódica que contém estritamente a álgebra das funções quase-periódicas.
Mostramos algumas de suas propriedades. Por exemplo, ela é invariante pelo fluxo gerado por
campos vetoriais Lipschitz áı pertecentes. Concluimos com uma aplicação a homogenização de leis
de conservação escalares, a equações dos meios porosos sobre domı́nios limitados e a um sistema de
equações do mesmo tipo acopladas por um termo não-linear de ordem zero.

Palavras Chaves: Homogenização Estocástica, Processos Ergódicos Estacionários, Medidas de
Young várias Escalas, Álgebras com Valor Médio, Álgebras Ergódicas, Ágebra de Fourier-Stieltjes,
Equações dos Meios Porosos.
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variados temas na hora do chá. À amiga Celizete que me suportou por longos 4 anos. Não posso
deixar de agradecer ao amigo Elias Ramos pelas inesqueciveis conversas na hora do almoço e que,
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3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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fumaça quando vê fogo , só arrisca
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humildade e modéstia , coragem e
bravura , fidalguia e elegância . Ser
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da lua , é ouvir o cantar dos pássaros e o
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Introdução

O estudo da homogenização é motivado por diversas aplicações em mecânica, f́ısica, qúımica e
engenharia. Por exemplo, quando se estuda a condutividade térmica ou elétrica em materiais hete-
rogêneos, as propriedades macroscópicas de cristais ou a estrutura de poĺımeros, somos levados ao
estudo de equações diferenciais parciais lineares ou não-lineares que descrevem meios com estrutura
periódica, quase periódica, ou mais geralmente estocástica. Um exemplo clássico bastante simples
é fornecido pelo problema

{
−div (A(x

ε
)∇uε) = f, x ∈ Ω ⊆ RN

uε|∂Ω = 0.

No contexto de condutividade térmica ou elétrica, uε é a temperatura ou potencial elétrico, x é a
variável lenta ou macroscópica, x/ε é a variável rápida ou microscópica, a matriz periódica A(x

ε
)

representa a condutividade térmica ou elétrica do meio e f é o termo fonte. Para se ter uma idéia das
dificuldades matemáticas envolvidas em um problema de homogenização simples como o de acima,
note que pela desigualdade de Poincaré, tem-se que ∇uε é uniformemente limitada em L2(Ω)N e
dáı o mesmo vale para uε em H1

0 (Ω). Assim, a menos de uma subsequência, existe u ∈ H1
0 (Ω) tal

que uε converge para u fracamente em H1
0 (Ω). Além disso, da limitação de ∇uε e da matriz A(x

ε
),

deduzimos que o fluxo σε := A(x
ε
)∇uε é uma sequência limitada em L2(Ω)N . Dáı, a menos de uma

subsequência, há um σ ∈ L2(Ω)N tal que σε converge para σ na topologia fraca de L2(Ω)N e que
satisfaz a equação −divσ = f em Ω. Assim, resumidamente, concluimos que:


uε ⇀ u, fracamente em H1

0 (Ω)

σε ⇀ σ, fracamente em L2(Ω)N

−divσ = f, em Ω.

As principais questões que podem ser levantadas nesse momento são:

• Qual é a relação entre σ e u ?

• Que equação u satisfaz ?

• Como os coeficientes dessa equação limite se relaciona com A( ·
ε
) ?

• Os resultados dependem do domı́nio Ω, da condição de fronteira, do termo fonte f ou da
escolha da subsequência de ε ?



A natureza da dificuldade matemática que está por trás da primeira questão pode ser percebida
da seguinte forma: Observemos que a limitação uniforme da matriz A( ·

ε
) em L∞(Ω; RN2

) em relação
a ε nos dá, novamente a menos de uma subsequência, a existência de uma matriz Ā tal que A( ·

ε
)

converge na topologia fraco-? para Ā. Então, podeŕıamos pensar em tomar o limite na equação
σε = A( ·

ε
)∇uε uma vez que ambos os termos do seu lado direito convergem fracamente. No entanto,

não é sempre verdade que o produto de sequências fracamente convergentes converge para o produto
dos limites fracos e, assim, σ 6= Ā∇u em geral. Essa dificuldade é contornada pela teoria da H-
convergência introduzida por De Giorgi em [30, 31].

A primeira prova de um teorema sobre homogenização foi dada por De Giorgi e Spagnolo [30,
31, 32, 63, 64]. Um pouco depois, de forma independente, Bakhavalov e Lions estabeleceram o
mesmo resultado usando um outro método que hoje é conhecido como expansão assintótica(veja
[12, 13, 48]). Outro enfoque foi dado a teoria de homogenização com os trabalhos de Murat [50] e
Tartar [65] com o uso da teoria da compacidade compensada desenvolvida por estes autores.

Em 1989, Nguetseng [53] introduziu a noção de convergência duas-escalas que forneceu uma
nova maneira de tratar problemas de homogenização em meios com estrutura periódica. Essa
noção, mais tarde desenvolvida por Allaire [1], é mais eficiente em tratar problemas de estrutura
mais complexa do que os métodos de que dispunha a teoria até então. Mais tarde, a convergência
duas-escalas foi estendida para o contexto quase periódico e, mais geralmente, para espaços de
Besicovitch generalizados em [28](veja também [53, 54]).

No contexto estocástico, numerosos trabalhos sobre a homogenização de operadores com coefi-
cientes aleatórios tem sido publicados (para um exemplo, veja [56]). Na teoria de homogenização,
apenas a estacionariedade de tais campos são usados. A noção de um campo aleatório estacionário
é formulada de uma maneira tal que ela cobre vários objetos cuja natureza não é probabiĺıstica,
como por exemplo, operadores com coeficientes periódicos ou quase periódicos. Assim, dado um
espaço de probabilidade (Ω,M(F), P ), um campo a : RN × Ω → R é dito estacionário se a dis-
tribuição da variável aleatória a(y, ·) : Ω → R é independente de y, isto é, se para todo t ∈ R,
P ({ω : a(y, ω) > t}) é independente de y. Fixando algumas condições, é posśıvel mostrar(veja
Doob [33]) que existe um novo espaço de probabilidade (Q,M(Q), µ), uma função f ∈ L2(Q) e
uma transformação T (x) : Q → Q que preserva a medida µ sobre Q, chamada sistema dinâmico,
de tal forma que o campo a pode ser representado na forma

a(x, ω) = f(T (x)ω).

Aqui, a igualdade é no sentido de que para cada x fixo, as variáveis aleatórias a(x, ·) e f(T (x)·) tem
a mesma distribuição. Nesse trabalho, nos restringiremos a processos estacionários cont́ınuos, isto
é, a aplicações (x, ω) 7→ f(T (x)ω) onde f ∈ C(Q) e {T (x)}x∈RN é um sistema dinâmico cont́ınuo
sobre o espaço compacto Q com a medida de probabilidade invariante µ. Mais especificamente,
seja Q um espaço compacto de Hausdorff e T (x) : Q → Q, x ∈ RN um sistema dinâmico cont́ınuo
N -dimensional, isto é, T (0)ω = ω, T (x+y)ω = T (x)T (y)ω e a aplicação T : RN ×Q → Q dada por
T (x, ω) = T (x)ω é cont́ınua. Um resultado clássico de Krylov e Bogulyubov [46] estabelece a ex-
istência de uma medida de probabilidade invariante µ sobre Q para T (x), isto é, µ(T (x)E) = µ(E)
para todo boreliano E. Assim, pode-se assumir que sobre Q há uma medida de probabilidade invari-
ante. Um sistema dinâmico é dito ser ergódico se quando f ∈ L2(Q) satisfaz f(T (x)ω) = f(ω) para
µ-q.t.p. ω ∈ Q e para todo x ∈ RN , então, f é equivalente a uma constante. Sistemas dinâmicos
cont́ınuos em espaços compactos constituem assuntos clássicos vindos de trabalhos pioneiros de
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Birkhoff, Von Neumann, Khintchine, Markov, Hopf, Krylov e Bogolyubov, entre outros, durante
década de 30 do século passado. Eles fornecem um contexto natural para problemas de homog-
enização estocástica que estendem o conjunto de funções periódicas e quase periódicas e também
combinam feições topológicas e da teoria da medida que usualmente permitem um melhor entendi-
mento das questões envolvidas. Seguindo uma série de trabalhos importantes sobre homogenização
estocástica de operadores lineares [68, 69, 70], Zhikov e Krivenko [71] introduziram a noção de
álgebras com valor médio que captura as propriedades essenciais de realizações t́ıpicas de processos
estacionários cont́ınuos definidos por sistemas dinâmicos cont́ınuos agindo sobre espaços compactos
com uma medida invariante µ.

Dado f ∈ C(Q) e V ⊆ C(Q) um subspaço separável, pelo teorema ergódico de Birkhoff,
temos que para µ-q.t.p. ω ∈ Q, o conjunto de realizações {f(T (·)ω)}f∈V pertence a um subespaço

A ⊆ BUC(RN), onde BUC(RN) é o espaço das funções uniformemente cont́ınuas e limitadas, com
as seguintes propriedades:

(i) A é uma álgebra de funções.

(ii) Se f ∈ A, então, as translações {f(·+ t)}t∈RN ⊆ A.

(iii) Qualquer f ∈ A possui um valor médio.

Assim, um subespaço de BUC(RN) satisfazendo essas três condições é chamado de álgebra com
valor médio(c.v.m., por simplicidade). As álgebras com valor médio deram uma nova direção para o
desenvolvimento da teoria de homogenização, como pode ser notado nos trabalhos [28, 41, 71]. Para
isso, seguindo o caso das funções quase periódicas, introduziu-se o espaço de Besicovitch generalizado
B2 associado a uma álgebra c.v.m. A, que é o completamento de A com relação a semi-norma dada
pela ráız quadrada do valor médio de |f |2 com f ∈ A. Dessa maneira, o conceito de ergodicidade
se transfere a A dizendo simplesmente que toda f ∈ B2 tal que f(· + t) = f em B2 ∀ t ∈ RN é
equivante a uma constante. Uma propriedade interessante é que quase toda realização f(T (·)ω)
pertence a uma álgebra c.v.m. ergódica mesmo se o sistema dinâmico não é ergódico.

Como a maioria das equações diferenciais parciais que surgem em mecânica do cont́ınuo e em
f́ısica são não lineares, um objeto extremamente útil na análise de tais equações são as medidas
de Young introduzidas por L. C. Young (veja [67]). Medidas de Young em duas escalas foram
introduzidas em problemas de homogenização periódica por W. E. em [37] como uma ferramenta
mais geral que estende o conceito de convergência duas escalas introduzido por Nguetseng e depois
melhorado por Allaire. Ela traz para análise duas escalas o conceito clássico de medidas de Young tão
fundamentalmente útil, especialmente depois de suas estritas aplicações em conexão com problemas
referentes a compacidade de operadores soluções de equações diferenciais parciais não lineares feitas
por Tartar [65], Murat [50], DiPerna [34, 35, 36] etc.

Esse trabalho é organizado em 4 caṕıtulos. No caṕıtulo 1, recordamos alguns conceitos necessários
para estabelecer o teorema ergódico de Birkhoff, a definição de sistemas dinâmicos cont́ınuos, o teo-
rema clássico de Krylov e Bogolyubov. Recordamos também a noção de álgebras com valor médio
introduzidas em [71] e damos alguns exemplos elementares. Nesse caṕıtulo é mostrado também
que, associados a cada álgebra c.v.m. A, há um espaço compacto K tal que cada f ∈ A pode ser
vista como um elemento de C(K). Tal compacto fornece um parâmetro adicional para as medidas
de Young. Com isso, seguindo [4], definimos álgebras vetoriais com valor médio e estabelecemos a
existência de medida de Young duas escalas associadas a tais álgebras.
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O caṕıtulo 2 é dedicado à boa colocação da equação: ∂tu + div b(u) − ∆f(u) = h, (x, t) ∈
RN × (0,+∞) e u(x, 0) = u0(x), onde b : R → RN e f : R → R são localmente Lipschitz, f
não-decrescente e h, u0 ∈ L∞(RN). Grande parte dele é guiado pelo trabalho de Carrillo [22] onde
é considerado o problema de Dirichlet com condição de fronteira ”f(u) = 0”. Assim, começamos
definindo a noção de solução entrópica e provamos uma versão de um lema importante presente em
[22]. Equipados com essa versão do lema do Carrillo e usando seu método de prova que se baseia
em uma aplicação elegante do método de duplicação de variáveis à equações parabólicas e num
completamento de quadrados, somos capazes de obter resultados de comparação e unicidade. Em
particular, obtemos o item (i) do teorema 2.1 que tem papel fundamental em nossa aplicação do
caṕıtulo 3. A parte final do caṕıtulo é referente a questão da existência. Mostramos a existência
de solução entrópica por mostrando que a famı́lia formada pelas soluções da equação regularizada
é equi-uniformemente cont́ınua em L1

loc(R
N+1
+ ).

O Caṕıtulo 3 refere-se a um problema de homogenização de equações do tipo meio poroso.
Em 1992, Weinan E e Serre [39] provaram um resultado de corretor, isto é, um perfil oscilatório
dependente da variável rápida x/ε e da variável lenta x que corrige a convergência fraca de uε
para L1

loc, para leis de conservação escalar com força externa periódica com média nula: ∂tuε +
∂xf(uε) = ε−1h(ε−1x), x ∈ R e u0,ε(x, 0) = u0(x, ε

−1x) onde u0 é adaptada à microestrutura.
Recentemente em [4], Ambrosio e Frid provaram o mesmo resultado para a lei de conservação
escalar com força externa quase periódica com média nula: ∂tuε +

∑N
k=1 ∂kfk(uε) = ε−1h(ε−1x1),

x ∈ RN e u0,ε(x, 0) = u0(x, ε
−1x) onde u0 também é adaptada à microestrutura. Tanto em [39]

quanto em [4] é usado o método de Diperna [36] e uma propriedade de medidas de Young duas-
escalas obtida primeiro por W. E em [37]. Nesse caṕıtulo, usando uma variação do método de
Diperna, a estrutura desenvolvida nos dois primeiros caṕıtulos e as propriedades das medidas de
Young multi-escala, provamos o mesmo resultado de corretor para equações dos meios porosos com
força externa oscilatória: ∂tuε −∆f(uε) = −ε−2∆zV (T (ε−1x)ω), x ∈ RN e u0,ε = u0(x, T (ε−1x)ω),
com u0 novamente adaptado à microestrutura. Assumimos que o termo oscilatório é dado pela
função V (T (x)ω), onde V ∈ C(Q) e T (x), x ∈ RN é um sistema dinâmico cont́ınuo e ergódico
agindo sobre o espaço compacto Q.

Finalmente, no caṕıtulo 4, introduzimos a álgebra FS(RN) e estabelecemos algumas de suas pro-
priedades importantes. Analisamos fluxos de campos vetoriais Lipschtitz em FS(RN) estabelecendo
alguns resultados básicos que são interessantes por si só e que serão necessários em nosso estudo da
homogenização de equações de transporte não linear. Essa aplicação à homogenização de equações
de transporte não linear melhora e estende para o contexto da álgebra FS(RN) um resultado de [4],
no contexto quase periódico, e o trabalho pioneiro de W. E [37] no contexto periódico. Finalizamos
o caṕıtulo dando aplicações às equações do tipo meio poroso sobre domı́nios limitados com força
externa oscilatória e dados iniciais em FS(RN) com relação a variável oscilatória. O mesmo é feito
com um sistema de equações do mesmo tipo acoplados por um termo não linear de ordem zero.
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Nada há de encoberto que não seja
revelado, e nada há de escondido que não
seja conhecido.

Mateus 10, 26
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Caṕıtulo 1

Processos Estacionários

Sistems dinâmicos cont́ınuos agindo sobre espaços compactos constituem um assunto clássico
vindo de trabalhos pioneiros de Birkhoff, von Neumann, Khintchine, Kolmogorov, Markov, Hopf,
Krylov e Bogolyubov, entre outros, durante a década de 30 do século passado. Eles fornecem
um contexto natural para problemas de homogenização estocástica que estendem o conjunto de
funções periódicas e quase-periódicas e também combinam caracteŕısticas topológicas e anaĺıticas
que usualmente permitem um melhor entendimento das questões envolvidas. Seguindo uma série
de artigos importantes sobre homogenização estocástica de operadores diferenciais lineares escritos
por Zhikov, Koslov e Oleinik [68, 69, 70], Zhikov e Krivenko [71] introduziram a noção de álgebra
com valor médio que captura as propriedades essenciais das realizações de processos estacionários
cont́ınuos definidos por sistemas dinâmicos cont́ınuos em espaços compactos com uma medida de
probabilidade invariante.

Nesse caṕıtulo, recordaremos os ingredientes básicos da teoria de álgebras com valor médio.
Iniciaremos recordando a noção de valor médio de uma função definida em RN e a definição de um
sistema dinâmico N -dimensional T (x) sobre espaços de probabilidade (veja [41] e [5]).

1.1 Valor Médio e Sistemas Dinâmicos

Definição 1.1. Seja f ∈ L1
loc(RN). O número M(f) é chamado valor médio de f se

lim
ε→0

∫
A

f(ε−1x) dx = |A|M(f) (1.1)

para qualquer conjunto limitado Lebesgue mensurável A ⊆ RN , onde |A| é a medida de Lebesgue
de A. Equivalentemente, se At := {x ∈ RN ; t−1x ∈ A} para t > 0 e |A| 6= 0, (1.1) pode ser escrita
como

lim
t→∞

1

tN |A|

∫
At

f(x) dx = M(f). (1.2)

Se a famı́lia de funções f(ε−1x) é limitada em L1
loc(RN), que é o caso, quando, por exemplo,

f ∈ L∞(RN), (1.1) pode ser substitúıda por

f(ε−1x) ⇀M(f) em L1
loc(RN). (1.3)



Definição 1.2. Seja (Q,M(Q), µ) um espaço de probabilidade. Um sistema dinâmicoN -dimensional
sobre Q é uma famı́lia de aplicações T (x) : Q → Q, x ∈ RN , que satisfazem as seguintes condições:

(i) (Propriedade de Grupo) T (0) = I, onde I é a aplicação identidade sobre Q,

T (x+ y) = T (x)T (y), ∀x, y ∈ RN ;

(ii) (Mensurabilidade) Dado qualquer F ∈ M(Q) o conjunto {(x, ω) ∈ RN × Q : T (x)ω ∈
F} ⊆ RN × Q é mensurável com relação a σ-álgebra produto LN ⊗ M(Q), onde LN é a
σ-álgebra dos conjuntos Lebesgue mensuráveis.

(iii) (Invariância) As aplicações T (x) : Q → Q preservam a medida µ sobre Q, ou seja, para
todo x ∈ RN e todo E ∈ M(Q), temos

µ(T (x)E) = µ(E).

Como usual, para p ≥ 1 definimos por Lp(Q) o espaço das (classes de equivalência de) funções
mensuráveis f : Q → R tais que |f |p é µ-integrável sobre Q, e por L∞(Q) o espaço das funções
mensuráveis que são µ-essencialmente limitadas. Para f ∈ Lp(Q) e f ∈ L∞(Q) denotamos, respec-
tivamente,

‖f‖p :=

(∫
Q
|f |p dµ

)1/p

, ‖f‖∞ := ess sup
ω∈Q

|f(ω)|.

Um sistema dinâmico N -dimensional T (x) : Q → Q induz um grupo de transformações de
N -parâmetros T (x) : L2(Q) → L2(Q) definido por

(T (x)f)(ω) := f(T (x)ω), f ∈ L2(Q).

Segue que o operador T (x) : L2(Q) → L2(Q) é unitário para cada x ∈ RN . Além disso, é uma
consequência do teorema da convergência dominada (veja [41], p. 223) que o grupo T (x) é fortemente
cont́ınuo, isto é,

lim
x→0

‖T (x)f − f‖2 = 0, ∀f ∈ L2(Q). (1.4)

Definição 1.3 (Sistema Dinâmico Ergódico). Seja (Q,M(Q), µ) um espaço de probabilidade e
T (x) : Q → Q, x ∈ RN , um sistema dinâmico N -dimensional sobre Q. Uma função M(Q)-
mensurável f : Q → R é dita invariante se f(T (x)ω) = f(ω) µ-q.t.p. em Q, para todo x ∈ RN . Um
sistema dinâmico é dito ser ergódico se toda função invariante é µ-equivalente a uma constante em
Q.

Se f é uma função mensurável em Q, para cada ω ∈ Q fixado, a função x 7→ f(T (x)ω), x ∈ RN ,
é chamada uma realização de f . O teorema de Fubini implica que se f ∈ Lp(Q), então, quase toda
realização pertence a Lploc(RN). Além disso, a convergência em Lp(Q) resulta que (passando para
uma subsequência, se necessário) quase toda realização correspondente converge em Lploc(RN) . Um
fato interessante é que quase toda trajetória de um sistema dinâmico é essencialmente invariante
por conjuntos de medida totais. Isso é importante uma vez que funções em L1(Q) estão definidas
somente sobre tais conjuntos. Isso também é uma consequência do teorema de Fubini (veja [41], p.
224).

Abaixo, recordamos o teorema ergódico de Birkhoff. Essencialmente, ele diz que quase toda
realização possui um valor médio. Para uma prova, veja [29].
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Teorema 1.1 (Teorema Ergódico de Birkhoff). Seja f ∈ Lp(Q), p ≥ 1. Então para quase todo
ω ∈ Q a realização f(T (x)ω) possui um valor médio no sentido de (1.3). Além disso, o valor médio
M(f(T (x)ω)), visto como função de ω, é invariante e∫

Q
f(ω) dµ =

∫
Q
M(f(T (x)ω)) dµ.

Em particular, se o sistema T (x) é ergódico, então

M(f(T (x)ω)) =

∫
Q
f dµ para quase todo ω ∈ Q.

Nesse trabalho, estamos interessados em sistemas dinâmicos N -dimensionais cont́ınuos T (x)
sobre espaços topológicos compactos cuja definição, é recordada abaixo.

Definição 1.4. Seja Q um espaço topológico compacto. Um sistema dinâmico cont́ınuo N-
dimensional sobre Q é uma famı́lia de aplicações T (x) : Q → Q, x ∈ RN , que satisfaz as seguintes
condições:

(i) T (0) = I, onde I é a aplicação identidade sobre Q, e

T (x+ y) = T (x)T (y), ∀x, y ∈ RN ;

(ii) A aplicação (x, ω) 7→ T (x)ω é cont́ınua em RN ×Q para Q.

Daqui em diante, por espaço compacto sempre entenderemos um espaço topológico compacto
e de Hausdorff. Além disso, em espaços compactos Q, sempre consideraremos medidas de Radon.
Dizemos que µ é uma medida de Radon quando ela está definida sobre a σ-álgebra B(Q) dos
conjuntos borelianos, é σ-aditiva e regular, no sentido que

µ(B) = inf{µ(A) : A ⊃ B, A aberto}, para todo B ∈ B(Q),

e
µ(B) = sup{µ(K) : K ⊆ B, K compacto}, para todo B ∈ B(Q).

Recordemos que para uma medida de probabilidade de Radon µ sobre um espaço compacto Q, o
espaço C(Q) é denso nos espaços Lp(Q, µ) das funções borelianas cuja p-ésima potência de seu valor
absoluto é µ-integrável, 1 ≤ p <∞ (veja [59], p.69).

Um fato bem conhecido, o teorema de Krylov e Bogolyubov [46] (veja também [55]) assegura,
para qualquer sistema dinâmico cont́ınuo T (x) : Q → Q, x ∈ RN , a existência de uma medida
de probabilidade invariante quando Q é um espaço métrico compacto e separável. No entanto, o
mesmo resultado é verdade em geral quando Q é um espaço topológico compacto e de Hausdorff e
sua prova é essencialmente a mesma dada por Bogolyubov e Krylov com pequenas modificações.

Teorema 1.2 (Krylov-Bogolyubov). Seja Q um espaço de Hausdorff compacto e T (x) : Q → Q,
x ∈ RN , um sistema dinâmico N-dimensional cont́ınuo sobre Q. Então, existe uma medida de
probabilidade µ sobre Q invariante por T (x), x ∈ RN .

Definição 1.5 (Processo Estacionário Cont́ınuo). Dado um espaço compactoQ, um sistema dinâmico
N -dimensional cont́ınuo T (x) : Q → Q, x ∈ RN , e uma medida de probabilidade invariante µ em
Q, por um processo estacionário cont́ınuo entendemos qualquer aplicação (x, ω) 7→ f(T (x)ω) com
f ∈ C(Q).
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1.2 Três Exemplos Básicos

Nessa seção são dados alguns exemplos que materializam os objetos e conceitos até agora
definidos.

Funções Periódicas

Seja Q = TN := S1 × · · · × S1 o Toro N - dimensional. Representando cada ω ∈ Q por ω =
(eiλ1 , · · · , eiλN ) e definindo T (x) : Q → Q por T (x)ω := (ei(λ1+x1), · · · , ei(λN+xN )), podemos verificar
que T (x) é um sistema dinâmico cont́ınuo. A medida de Haar induzida pelo Toro é invariante e
o sistema dinâmico T (x) é ergódico. Observe que C(Q) é isométrico com o espaço das funções
cont́ınuas, periódicas com peŕıodo 2π em cada coordenada.

Funções Cont́ınuas que Anulam no Infinito

Seja C0(RN) o espaço das funções cont́ınuas reais sobre RN satisfazendo lim|x|→∞ f(x) = 0. Seja
Q = RN ∪ {∞} a compacificação de Alexandrov obtida por acrescentando a RN o ponto ∞ e
tomando os complementares dos conjuntos compactos de RN como sendo a famı́lia de vizinhanças
abertas do ponto ∞. Definindo T (x) : Q → Q por T (x)ω = x + ω se ω ∈ RN e T (x)ω = ∞
se ω = ∞, então, vemos facilmente que T (x) é um sistema dinâmico N -dimensional cont́ınuo. A
medida de Dirac concentrado no ponto ∞, δ∞, é invariante pelo sistema dinâmico T (x) e T (x) é
ergódico com relação a essa medida uma vez que L2

δ∞
(Q) = R. Observe que C0(RN) é isométrico

com C0(Q), onde f ∈ C0(Q) se e somente se ∀ε > 0 existe um compacto K ⊆ Q tal que |f(x)| < ε
∀x /∈ K.

Funções Quase Periódicas

Este é o exemplo mais importante. Ele foi bastante estudado em [4]. O espaço da funções quase
periódicas, denotado por AP(RN), é definido como o fecho na morma L∞ do subespaço gerado pelas
combinações lineares das funções do conjunto {cos(λ · x), sin(λ · x) : λ ∈ RN}. Em [29], Teorema
XI.2.2, é mostrado que o espaço RN , com a operação usual de adição, pode ser mergulhado como um
subgrupo denso de um grupo topológico Abeliano compacto GN de tal maneira que torna AP(RN)
a famı́lia de todas as restrições f |RN para RN das funções f em C(GN). A operação f 7→ f |RN é
uma isometria-∗ de C(GN) sobre AP(RN). Além disso, a operação de adição + : RN × RN → RN

estende-se unicamente para uma operação de grupo cont́ınua de GN , + : GN ×GN → GN . O grupo
GN é chamado a compacificação de Bohr de RN . Assim, sobre GN , temos a medida de Haar que
é invariante com relação as translações T (x) : GN → GN , T (x)ω = ω + x. Em [4] é mostrado que
T (x) é um sistema dinâmico cont́ınuo N -dimensional que é ergódico.

1.3 Álgebras com Valor Médio

O Conceito de álgebra com valor médio foi introduzido em [71] e depois desenvolvido em [41]
como uma generalização do conceito de funções quase periódicas AP(RN) e os espaços de Besicovitch
correspondentes BAPp(RN), 1 ≤ p ≤ ∞ motivados pela redução dos problemas de homogenização
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estocástica à problemas de homogenização individuais, isto é, a problemas de homogenização com
coeficientes pertecentes a alguma álgebra com valor médio, conforme dito em [71].
NOTAÇÃO: Denotamos por BUC(RN) o espaço das funções reais limitadas e uniformemente
cont́ınuas sobre RN .

Definição 1.6. Seja A um subespaço vetorial de BUC(RN). Dizemos que A é uma álgebra com
valor médio se as seguintes condições são satisfeitas:

1. Se as funções f e g pertecem a A, então, o produto fg também pertence a A.

2. A é invariante com relação as translações τy de RN .

3. Toda f ∈ A possui um valor médio.

4. A é fechada em BUC(RN) e contém a unidade, isto é, a função e(x) := 1 ∀x ∈ RN .

Para o desenvolvimento da teoria de homogenização em álgebras com valor médio, como feito em
[41, 71] (veja também [28]), em similaridade com o caso das funções quase periódicas, é introduzido
o espaço Bp com 1 ≤ p <∞, o fecho de A na semi-norma de Besicovitch

|f |pp := lim sup
L→∞

1

(2L)N

∫
[−L,L]N

|f |p dx.

Os operadores translação e valor médio se estendem continuamente para Bp e, por essa razão,
manteremos a mesma notação τy e M(f) mesmo se f ∈ Bp e y ∈ RN . Em [41] é provado que o
espaço quociente de Bp com o espaço nulo induzido pela seminorma correspondente é um espaço de
Banach. Desso modo, como no caso de funções quase periódicas é mostrado que B2 é um espaço
de Hilbert com relação ao produto interno M(fg). Quando falarmos em igualdade nesses espaços
estará subentendido mesma classe de equivalência.

Observação 1.1. Um argumento clássico originado de Besicovitch(veja por exemplo [41], p.239)
mostra que os elementos de Bp podem ser representados por funções em Lploc(RN), 1 ≤ p <∞.

Definição 1.7. Uma função f ∈ B2 é dita ser invariante se

M{|τyf − f |2} = 0, ∀y ∈ RN .

O conceito de álgebra ergódica é introduzido como a seguir.

Definição 1.8. Uma álgebra com valor médio é chamada ergódica se qualquer função invariante
pertecente ao espaço correspondente B2 é equivalente (em B2) a uma constante.

Em seguida, daremos um exemplo de álgebra com valor médio que não é ergódica.

(Álgebra não-ergódica). Seja f(x) := cos 3
√
x. A função f é invariante uma vez que a função

f(·+ t)− f(·) se anula no infinito para todo t ∈ R. Agora, vamos calcular o seu valor médio. Para
isso, tome ϕ ∈ C∞

c (R) e observe, usando integração por partes, que∫
R

cos
3
√
ε−1xϕ(x) dx = 3ε

∫
R

{
3
√

(ε−1x)2 sin
3
√
ε−1x+ 2

3
√
ε−1x cos

3
√
ε−1x

−2 sin
3
√
ε−1x

}
ϕ′(x) dx→ 0
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quando ε→ 0. Portanto, por (1.3), temos que M(f) = 0. Além disso, note que:

M(f 2) = M(cos2 3
√
x) =

1

2
M(1− cos 2 3

√
x) =

1

2
.

Assim, a função f não pode ser equivalente (no sentido de B2) a uma constante, pois caso contrário,
deveŕıamos ter M(f 2) = 0. Portanto, basta exibirmos uma a.v.m. que contém f . Para isso,
observemos que um argumento de indução mostra que qualquer potência de f pertence ao espaço
gerado pelas funções {1, sin(k 3

√
·), cos(l 3

√
·)}k,l∈N. Consequentemente, qualquer potência de f possui

valor médio. O candidato natural a tal a.v.m. é o fecho uniforme do conjunto {f(·+y)}y∈R. O item
não claro da definição 1.6 a ser verificado é que qualquer produto finito de translações de f possui
valor médio. Pela definição de valor médio, é fácil ver o valor médio de f(·+ t1)f(·+ t2) é o mesmo
que f(·)f(·+ t2 − t1). Basta então consideramos f(·)f(·+ t) com t ∈ R. Note que f(·)f(·+ t)− f 2

é cont́ınua e se anula no infinito. Portanto, tem média nula e, assim, M(f(·+ t)f) = M(f 2) = 1/2.
Suponhamos que f(· + t1) · · · f(· + tn) − fn é uma função cont́ınua que se anula no infinito para
todo t1, · · · , tn ∈ R. Como no caso anterior, podemos observar que

M(f(·+ t1) · · · f(·+ tn+1)) = M(f(·)f(·+ t2 − t1) · · · f(·+ tn+1 − t1)).

Além disso,

f(·)f(·+ t2 − t1) · · · f(·+ tn+1 − t1)− fn+1 = f(·)(f(·+ t2 − t1) · · · f(·+ tn+1 − t1)− fn),

e, por hipótese, f(· + t2 − t1) · · · f(· + tn+1 − t1) − fn é cont́ınua e se anula no infinito. Com isso,
temos que M(f(· + t1) · · · f(· + tn+1)) = M(fn+1). Verificamos assim, por indução, que a média
de qualquer produto finito de translações de f é igual a média da potência correspondente de f .
Portanto, a a.v.m. gerada pelo conjunto {f(·+ y)}y∈R não é ergódica.

Abaixo é dado uma definição equivalente de álgebra ergódica. Essa equivalência é posśıvel graças
ao Teorema ergódico de Von Neuman(veja [60],p.57). Isso é provado em [41], p.247.

Lema 1.1. Seja A uma álgebra com valor médio. Então A é uma álgebra ergódica se e somente se
para qualquer f ∈ A vale que

lim
t→∞

My

(
| 1

|B(0; t)|

∫
|x|≤t

f(x+ y) dx−M(f)|2
)

= 0. (1.5)

Já vimos que o teorema de Birkhoff nos garante que quase toda realização de uma função em
Lp com p ≥ 1 possui um valor médio. O próximo teorema vai um pouco além: A menos de
um conjunto de medida nula, o conjunto das realizações das funções cont́ınuas de um subespaço
separável pertence a uma álgebra ergódica mesmo se o sistema dinâmico em questão não é ergódico.
Isso é um passo importante na redução do problema de homogenização estocástica para um problema
de homogenização individual. Uma afirmação mais geral é feita em [41] mas sem uma prova.

Teorema 1.3. Seja Q um espaço compacto, T (x) : Q → Q, x ∈ RN , um sistema dinâmico
cont́ınuo, µ uma medida de probabilidade invariante e V ⊆ C(Q) um subespaço separável. Então,
para µ-q.t.p. ω ∈ Q, existe uma álgebra ergódica contendo as realizações {f(T (·)ω); f ∈ V }.
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Prova. 1. Primeiro, observemos que a realização f(T (·)ω) ∈ BUC(RN) para qualquer f ∈ C(Q).
Para isso, pela propriedade de grupo do sistema dinâmico T , basta provar que dado ε > 0, existe
δ > 0 tal que |f(T (h)ω)− f(ω)| < ε para todo |h| < δ e ω ∈ Q. Assim, dado ω ∈ Q, defina Aω :=
{x ∈ Q; |f(x) − f(ω)| < ε

2
}. Pela compacidade de Q, há ω1, · · · , ωk ∈ Q tais que Q = ∪kj=1Aωj

.
Como T ({0} × Aωj

) ⊆ Aωj
, a continuidade de T nos garante a existência de δj > 0 tais que Bδj ×

Aωj
⊆ T−1(Aωj

), onde Bδj é a bola aberta de RN centrada na origem e raio δj. Se δ := min1≤j≤k{δj}
então, Bδ ×Aωj

⊆ T−1(Aωj
) para todo j. Dado ω ∈ Q existe j tal que ω ∈ Aωj

. Dáı, T (h)ω ∈ Aωj

para qualquer |h| < δ, o que fornece |f(T (h)ω)− f(ω)| ≤ |f(T (h)ω)− f(ωj)|+ |f(ω)− f(ωj)| < ε.
2. Seja A(ω) a álgebra fechada gerada pela famı́lia {f(T (·+y)ω); y ∈ RN , f ∈ V }. O objetivo é

mostrar que para µ-q.t.p. ω ∈ Q, A(ω) é uma álgebra com valor médio ergódica. Para esse objetivo,
seja {fn}n≥1 um conjunto enumerável e denso em V e denote por B o conjunto enumerável de todas
as funções h ∈ C(Q) que são combinações lineares finitas com coeficientes racionais da forma
fn1(T (y1)ω)fn2(T (y2)ω) · · · fnk

(T (yk)ω), n1, · · · , nk ≥ 1 e y1, . . . , yk ∈ QN . Assim, o conjunto

A′ := {h(T (·)ω); h ∈ B}

é uma subálgebra enumerável e densa em A(ω). Agora, defina

g(ω) := fn1(T (y1)ω)fn2(T (y2)ω) · · · fnk
(T (yk)ω)

e observe que pelo teorema ergódico de Birkhoff, quase toda realização de g possui um valor médio.
Desse modo, qualquer combinação linear finita de fn1(T (·+ y1)ω)fn2(T (·+ y2)ω) · · · fnk

(T (·+ yk)ω)
com y1, · · · , yk ∈ RN possui um valor médio para µ-q.t.p. ω. Consequetemente, o mesmo vale para
qualquer função em A′ e, por densidade, para A(ω).

3. Agora, mostraremos que, escolhendo ω fora de um conjunto de medida nula, a álgebra A(ω)
é, de fato, ergódica. Para isso, note que por um argumento de densidade é suficiente verificar o
Lema 1.1 apenas para g ∈ A′. Portanto, dado h ∈ C(Q), basta verificar que

lim
t→∞

My

(
| 1

|B(0; t)|

∫
B(0;t)

h(T (x+ y)ω) dx−M(h(T (·)ω))|2
)

= 0

Defina

γt(ω) := | 1

|B(0; t)|

∫
B(0;t)

h(T (x)ω) dx−M(h(T (·)ω))|2,

e coloque Γt(ω) := My(γt(T (y)ω)). Pelo Teorema ergódico de Birkhoff, a função M(h(T (·)ω)) é
invariante. Isso é importante para nos garantir que

Γt(ω) = My

(
| 1

|B(0; t)|

∫
B(0;t)

h(T (x+ y)ω) dx−M(h(T (·)ω))|2
)

Pelo Teorema Ergódico de Von Neumann(veja [60]), temos que limt→∞ Γt(ω) existe, para cada ω
fixo. Dáı, pelo teorema ergódico de Birkhoff e da convergência dominada, segue que:∫

Q
lim
t→∞

Γt(ω) dµ(ω) = lim
t→∞

∫
Q

Γt(ω) dµ(ω) = lim
t→∞

∫
Q
γt(ω) dµ(ω) = 0.

Portanto, limt→∞ Γt(ω) = 0 para µ-q.t.p. ω ∈ Q. Assim, passando para um subconjunto menor de
medida 1 se necessário, a álgebra A(ω) como constrúıda no passo 1 é ergódica.
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O próximo resultado é estabelecido e provado em [71] (veja também [41]). Ele fornece a principal
propriedade das álgebras ergódicas e será usado na prova do próximo lema. Além disso, é usado
também na prova de um resultado de homogenização de uma equação do tipo meio poroso com
fonte externa oscilante.

Teorema 1.4 (Zhikov & Kozlov [71]). Seja A uma álgebra ergódica em BUC(RN). Então, o
conjunto de funções em A cuja transformada de Fourier tem suporte compacto não contendo 0 ∈ RN

é denso no espaço V = {f ∈ B2 : M(f) = 0}.

Lema 1.2. Seja A uma álgebra ergódica e h ∈ B2 tal que M(h∆f) = 0 ∀f ∈ A; ∆f ∈ A. Então,
h é equivalente a uma constante.

Prova. É suficiente verificar que M(hf) = 0 ∀f ∈ B2; M(f) = 0. Assim, isso segue do fato de que
o conjunto Y das funções limitadas cuja transformada de Fourier tem suporte compacto separado
da origem é denso em V := {f ∈ B2,M(f) = 0}. Dado f ∈ Y , há g ∈ A; ∆g = f(veja [41], p.246).
Portanto, M(hf) = M(h∆g) = 0 e isso conclui a prova do lema.

1.4 Espaços Compactos Associados a Álgebras Com Valor

Médio e Álgebras Com Valores Vetoriais

O principal fato dessa seção é que qualquer álgebra com valor médio pode ser vista como uma
álgebra de funções cont́ınuas definidas sobre um espaço topológico compacto K. Mostra-se também
que sobre tal compacto age um sistema dinâmico cont́ınuo N-dimensional T (x) : K → K com uma
medida de probabilidade invariante m. Faremos uso do seguinte lema que é uma generalização de
um lema em [4] e cuja prova é essencialmente a mesma.

Lema 1.3. Seja X1, X2 espaços compactos , R1 um subconjunto denso de X1 e W : R1 → X2.
Suponha que para toda g ∈ C(X2) a função g ◦W é a restrição para R1 de uma única g1 ∈ C(X1).
Então, W pode ser unicamente estendida para uma função cont́ınua W : X1 → X2.
Além disso, se R2 é um conjunto denso de X2, W é uma bijeção de R1 em R2 e para toda f ∈ C(X1),
f ◦W−1 é a restrição para R2 de uma única f2 ∈ C(X2). Então, W pode ser unicamente estentida
para um homeomorfismo W : X1 → X2.

Assim, podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 1.5. Seja A ⊆ BUC(RN) uma álgebra com valor médio. Então:

(i) Há um espaço topológico compacto K e um isomorfismo isométrico identificando A com a
álgebra de funções cont́ınuas sobre K, C(K)(denotado por f → f).

(ii) K é uma compacificação de Tj ×Rk, para naturais j, k tais que j + k ≤ N , onde Tj é o Toro
j-dimensional S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸

j vezes

.

(iii) As translações T (y) : RN → RN , T (y)x = x+y, estendem para um grupo de homeomorfismos
T (y) : K → K, y ∈ RN .
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(iv) O valor médio M(f) definido para funções em A é representado por
∫
K fdm para alguma

medida de probabilidade m sobre K que é invariante pelo grupo de transformações T (y), y ∈
RN .

(v) A famı́lia T (y), y ∈ RN , é um sistema dinâmico N-dimensional cont́ınuo sobre K.

Prova. 1. Se S é um conjunto qualquer, denote por B(S) o conjunto das funções reais limitadas
sobre S com a norma do sup. Quando S é um espaço topológico normal, um teorema de Stone
(veja [29], teorema IV.6.18, p.274) diz que se U é uma subalgebra de B(S) que contém a unidade,
então existe um espaço de Hausdorff compacto S1 e um isomorfismo isométrico entre as álgebras
U e C(S1). Em particular, existe um espaço topológico compacto K e um isomorfismo isométrico
entre a álgebra A e a álgebra C(K). Se as funções da álgebra U também separam pontos em S, isto
é, se x 6= y então f(x) 6= f(y) para alguma f ∈ U , então um corolário do teorema de Stone citado
acima (veja [29], corolário IV.6.19, p.276) afirma que há uma imersão de S como um subconjunto
denso do espaço topológico compacto K tal que f ∈ U tem uma única extensão cont́ınua f para K
e tal correspondência f → f é exatamente o isomorfismo isométrico entre U e C(K).

2. Como, em geral, as funções de A não separam pontos em RN , podemos introduzir em
RN a relação de equivalência x ∼ y se e só se f(x) = f(y) para toda f ∈ A. Afirmamos que
RN/ ∼≡ Cj,k := Tj × Rk, para naturais j, k com j + k ≤ N . De fato, se x 6= y e x ∼ y, então, pela
invariância de A em relação as translações, 0 ∼ x− y e assim,

T := {t ∈ R : 0 ∼ t(x− y)}

é um subgrupo aditivo e não trivial de R. Assim, T = R ou T é um subgrupo discreto τZ para
algum τ > 0. No primeiro caso, as funções de A são constantes ao longo das retas paralelas à x− y.
No segundo caso, todas funções de A são periódicas com periódo τ , isto é, f(z + τ(x− y)) = f(z)
para qualquer z ∈ RN e qualquer f ∈ A. Continuando esse procedimento, obtemos um conjunto
maximal de vetores independentes v1, . . . , vj, com j ≤ N , tais que todas as funções de A são
periódicas na direção vi com peŕıodo τi. Também, seja l a dimensão do espaço gerado por todas as
direções ao longo das quais, todas as funções deA são constantes. Dáı, RN/ ∼ pode ser naturalmente
identificado com Cj,k, com k = N− l−j. Em particular, todas funções de A podem ser identificadas
com as funções uniformemente cont́ınuas e limitadas sobre Cj,k.

3. Olhando A como uma subalgebra de B(Cj,k), as funções de A separam pontos em Cj,k. Dáı,
há uma imersão de Cj,k como um subconjunto denso do espaço compacto K tal que qualquer função
de A pode ser vista como uma restrição a Cj,k de uma única função pertencendo a C(K).

4. Desde que Cj,k é o produto de dois grupos aditivos, há uma operação de adição natural em
Cj,k que também o torna um grupo aditivo. Também, para cada y ∈ RN , a ação da translação
T (y) : x 7→ x+ y sobre RN pode ser levada para o espaço quociente Cj,k. Aplicando o lema 1.3 com
X1 = X2 = K, R1 = R2 = Cj,k ⊆ K conclúımos que, para cada y ∈ RN , T (y) pode ser estentida
para um homeomorfismo T (y) : K → K, e manteremos a notação x + y para T (y)(x), x ∈ K.

Para cada y ∈ RN , T (y) induz uma isometria em A que também denotamos por T (y), definida por
[T (y)f ](x) = f(x + y). Dáı, essa isometria estende-se para uma isometria T (y) : C(K) → C(K)
dada por [T (y)f ](z) = f(z + y).

5. Se yk → y em RN , então as isometrias T (yk) : A → A convergem pontualmente para a
isometria T (y) : A → A, como uma consequência da continuidade uniforme das funções de A.
Como A é isometricamente isomorfo a C(K), a sequência de isometrias correspondentes T (yk) :

21



C(K) → C(K) converge também para a isometria correspondente T (y) : C(K) → C(K). Dáı,
para qualquer função f ∈ C(K) temos que f(z + yk) → f(z + y) uniformemente em z ∈ K.
Em particular, isso implica que, dada uma rede (zd)d∈D em K convergindo para z ∈ K, e uma
sequência (yk) ⊆ RN convergindo para y, temos que f(T (yk)zd) → f(T (y)z) para todo f ∈ C(K),
porque f(zd + y) → f(z + y). Como C(K) separa pontos em K, isso é o mesmo que dizer que
T (yk)zd → T (y)z em K, de modo que a aplicação (y, z) 7→ T (y)z é cont́ınua. Dáı, T (y), y ∈ RN , é
um sistema dinâmico cont́ınuo sobre K.

6. O fato que as funções de A possuem um valor médio nos fornece o funcional linear f 7→M(f)
definido sobre C(K). Esse funcional linear é limitado e não-negativo. Portanto, pelo teorema de
Riesz-Markov, M(f) é representado por uma integração em relação a uma medida de Radon m

sobre K. Além disso, como o valor médio é invariante por translações, m é uma medida invariante
em relação ao sistema dinâmico T (y), y ∈ RN .

Como uma consequência imediata do teorema 1.5, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.6. Seja A uma álgebra com valor médio em RN e seja K o espaço compacto dado pelo
teorema 1.5, tal que A é isométrico a C(K), e m a medida invariante correspondente. Então,
para 1 ≤ p < ∞, o espaço de Besicovitch generalizado Bp é isométrico a Lpm(K). A famı́lia T (y),
y ∈ RN , é ergódica se e somente se A é ergódica.

Álgebras Com Valores Vetoriais Com Valor Médio

Nessa seção, estendemos a noção de álgebra com valor médio para funções com valores vetoriais.
Para isso, começaremos com a seguinte definição:

Definição 1.9. Seja A ⊆ BUC(RN) uma álgebra com valor médio e E um espaço de Banach.
Denotamos porA(RN ;E) o espaço das funções f ∈ BUC(RN ;E) satisfazendo as seguintes condições:

(i) Para todo L ∈ E∗, Lf := 〈L, f〉 pertence a A;

(ii) A famı́lia {Lf : L ∈ E∗, ‖L‖ ≤ 1} ; é relativamente compacta em A.

Para conjuntos borelianos limitados Q ⊆ RN e f ∈ BUC(RN ;E), pode-se checar facilmente que
L 7→

∫
Q
〈L, f〉 dx define um funcional linear sobre E∗ que é cont́ınuo na topologia fraca-∗. Dáı,

existe um único elemento de E, que também denotaremos por
∫
Q
f dx, satisfazendo

〈L,
∫
Q

f dx〉 =

∫
Q

〈L, f〉 dx ∀L ∈ E∗.

Por razões análogas, se f ∈ A(RN ;E) as integrais
∫
Qt
f dx convergem fracamente em E, quando

t→ +∞, para um vetor, denotado também por
∫

RN f dx, caracterizado por

〈L,
∫

RN

f dx〉 =

∫
RN

〈L, f〉 dx ∀L ∈ E∗.

Como em [4], temos o seguinte teorema.
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Teorema 1.7. Seja A ⊆ BUC(RN) uma álgebra com valor médio. Seja E um espaço de Banach e
K o espaço compacto associado com A. Há um isomorfismo isométrico entre A(RN ;E) e C(K;E).
Denotando por g 7→ g a aplicação canônica de A para C(K), o isomorfismo associa a f ∈ A(RN ;E)

a aplicação f̃ ∈ C(K;E) satisfazendo

〈L, f〉 = 〈L, f̃〉 ∈ C(K) ∀L ∈ E∗. (1.6)

Além disso, para cada f ∈ A(RN ;E) vale que ‖f‖E ∈ A.

Prova. 1. Para qualquer z ∈ K, consideremos a aplicação L 7→ Lf (z). Essa é uma aplicação linear
sobre E∗; afirmamos que a propriedade de compacidade presente na definição 1.9 implica que essa
aplicação é cont́ınua em relação a toplogia σ(E∗, E).

2. De fato, pelo teorema de Krein-Šmulian (veja, [29], p. 429) é suficiente checar a continuidade
desse funcional linear quando o restringimos a bolas fechadas limitadas. Agora, se Li → L na
topologia w∗, então as aplicações Lif convergem para Lf pontualmente e propriedade de compacidade
fornece que elas convergem em A. Como uma consequência, Lif converge uniformemente em K para

Lf .

3. Dáı, para qualquer z ∈ K podemos encontrar um elemento de E, que denotamos por f̃(z),
tal que Lf (z) = 〈L, f̃(z)〉 para qualquer L ∈ E∗. Isso prova (1.6) e resta mostrar que f̃ é cont́ınua.

Isso é novamente um argumento baseado na propriedade de compacidade da famı́lia F := {Lf :

L ∈ E∗, ‖L‖ ≤ 1}: Se zi → z então, pela compacidade de F , Lf (zi) → Lf (z) uniformemente em

relação a L na bola unitária de E∗. Como uma consequência f̃(zi) → f̃(z) em E.
4. Agora, provemos que f 7→ f̃ é uma isometria entre A(RN ;E) e C(K;E). Essa aplicação

é claramente um isomorfismo. Além disso, para cada x ∈ RN obtemos de (1.6) que ‖f̃(x)‖E =
‖f(x)‖E. Como ‖f̃‖E ∈ C(K) temos que ‖f‖E ∈ A e assim ‖f̃‖E = ‖f‖E. Consequentemente,

f 7→ f̃ é uma isometria.

Definição 1.10. Dado um espaço compacto K, uma medida de probabilidade m sobre K e um
espaço de Banach E, para 1 ≤ p < ∞, definimos o espaço Lp(K;E) como o completamento de
C(K;E) com relação a norma ‖ · ‖p, definida por:

‖f‖p :=

(∫
K
‖f‖pE dm

)1/p

.

Como de prática, identificamos funções em Lp com valores em E que coincidem m-q.t.p. em K.

Definição 1.11. Seja A(RN) uma álgebra com valor médio, E um espaço de Banach e 1 ≤ p <∞.
O espaço de Besicovitch generalizado de valor vetorial Bp(RN ;E) é definido como o espaço quociente
entre o completamento de A(RN ;E) em relação a semi-norma

|f |p :=
(

lim sup
L→+∞

∫
[−L,L]N

‖f‖pE dx
) 1

p

e o seu núcleo.
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Do teorema 1.7 segue a seguinte consequência do teorema 1.6.

Teorema 1.8. Seja A(RN) uma álgebra com valor médio em RN , E um espaço de Banach e
K o espaço compacto dado pelo teorema 1.5, tal que A(RN) é isométrico a C(K). Então, para
1 ≤ p < ∞, o espaço de Besicovitch generalizado de valor vetorial Bp(RN ;E) é isométrico a
Lp(K;E).

1.5 As Medidas de Young Geradas por uma Álgebra Com

Valor Médio

Medidas de Young foram introduzidas por L.C. Young(veja [67]) para lidar com problemas
variacionais não-convexos em teoria de controle onde minimizantes clássicos não existem. Assim,
um estudo mais profundo do comportamento das seqüências minimizantes que ali aparecem se faz
necessário. Medidas de Young tem se mostrado útil no estudo de equações diferenciais parciais
não-lineares. Isso pode ser notado, por exemplo, em leis de conservação, na teoria de homoge-
nização(veja, por exemplo, [3, 10, 36, 37, 39, 50, 57]) e na análise da microestrutura de materiais
compostos. Além disso, são as bases da teoria de varifold em problemas variacionais geométricos.
A utilidade e a necessidade de se introduzir as medidas de Young podem ser vistas no seguinte
problema: Seja {uε}ε>0 ⊆ L∞(Q) uma seqüência uniformemente limitada em ε e queremos uma
maneira de computar o limite fraco-∗ de {f(uε)}ε>0, onde f : R → R é uma função cont́ınua qual-
quer. O conhecimento do limite fraco-∗ de {uε}ε>0 não é suficiente para isso, uma vez que f pode
não ser linear. O que se faz então é associar a cada uε a medida concentrada sobre o seu gráfico

µε(A) := LN(gε
−1(A)),

onde LN é a medida de Lebesgue N -dimensional e gε : Q → RN × R é a função gráfico gε(x) :=
(x, uε(x)). Como {µε}ε>0 é uma seqüência limitada de medidas de Radon positivas sobre Q × R,
segue que a menos de uma subrede, ela converge na topologia fraca-∗ para uma medida de Radon
positiva µ. Dáı, aplicamos o teorema da desintegração (veja teorema 2.28 de [7]) para fatorar µ
como um produto das medidas parametrizadas sobre os borelianos de R {µx}x∈Q com a medida LN .
Disso, obtém-se que, a menos de uma subrede, {f(uε)}ε>0 converge na topologia fraco-∗ de L∞(Q)
para a função

γ(x) :=

∫
R
f(y) dµx(y).

Essa famı́lia de medidas µx é o que é chamado de medidas de Young ou medidas parametrizadas.
Seja (F,F) um espaço mensurável e seja K um espaço métrico compacto. Dizemos que uma

famı́lia de medidas de probabilidades sobre K, {νx}x∈F , é fracamente F -mensurável se x 7→ 〈νx, h〉
é F -mensurável para qualquer h ∈ C(K). Também, é fácil mostrar (veja seção 2.5 em [7]) que a
função

x 7→
∫
K

f(x, y) dνx(y)

é F -mensurável para qualquer função não-negativa f mensurável em relação a σ-álgebra produto
F ⊗ B(K), onde B(K) é a σ-algebra Borel de K.
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O próximo teorema diz respeito a existência de medidas de Young duas escalas em álgebras com
valor médio. A sua prova segue o mesmo roteiro da correspondente em [4] referente a classe das
funções quase periódicas.

Teorema 1.9. Seja A(RN) ⊆ BUC(RN) uma álgebra com valor médio e K o espaço compacto
associado tal que A ∼ C(K). Seja Q ⊆ RN um conjunto aberto limitado e {uε(x)}ε>0 uma famı́lia
de funções em L∞(Q;K), para algum espaço métrico compacto K. Então, dado qualquer seqüência
{uεi

}i∈N, com εi → 0 quando i → ∞, há uma subrede {uεi(d)
}d∈D, indexada por um conjunto

direcionado D, e uma famı́lia de medidas de probabilidade sobre K, {νz,x}z∈K,x∈Q, fracamente
mensuráveis com relação aos borelianos da σ-álgebra produto de K e RN , tal que para qualquer
Φ ∈ A

(
RN ;C0(Q×K)

)
temos:

lim
D

∫
Q

Φ(
x

εi(d)
, x, uεi(d)

(x)) dx =

∫
Q

∫
K
〈νz,x,Φ(z, x, ·)〉 dm(z) dx, (1.7)

onde Φ ∈ C (K;C0(Q×K)) denota a única estensão de Φ. Além disso, a igualdade 1.7 pode ser
estendida para funções Φ nos seguintes espaços:

(1) B1(RN ;C0(Q×K));

(2) Bp(RN ;C(Q̄×K)) com p > 1;

(3) L1(Q;A(RN ;C(K))).

Prova. 1.(Construção de νz,x) Dado Φ ∈ A(RN ;C0(Q×K)) ∼ C(K;C0(Q×K)) ≡ C0(K×Q×K),
defina:

〈µi,Φ〉 :=

∫
Q

Φ(
x

εi
, x, uεi

(x)) dx.

Note que |〈µi,Φ〉| ≤ |Q| ‖Φ‖∞, onde |Q| denota a medida de Lebesgue de Q. Pelo teorema da
representação de Riez, podemos ver {µi} como uma sequência de medidas de Radon limitadas
sobre K × Q × K. Pelo teorema de Banach-Alaoglu há µ ∈ M(K × Q × K) que é um ponto de
acumulação de {µi} e dáı, existe um subrede {µi(d)}d∈D tal que

〈µ,Φ〉 = lim
D
〈µi(d),Φ〉, para qualquer Φ ∈ C0(K ×Q×K). (1.8)

Agora, dado F ∈ C(K), definimos a medida de Radon µF sobre K ×Q dado por

〈µF , φ〉 := 〈µ, Fφ〉, para toda φ ∈ C0(K ×Q).

Para qualquer f ∈ A(RN) e qualquer ϕ ∈ C0(Q), com supp ϕ ⊆ R ⊆ Q para algum retângulo R,
temos

|〈µF , fϕ〉| ≤ ‖F‖∞ lim sup
D

∫
Q

|ϕ(x)||f(
x

εi(d)
)| dx

≤ ‖F‖∞‖ϕ‖∞ lim sup
D

∫
R

|f(
x

εi(d)
)| dx

= ‖F‖∞‖ϕ‖∞ lim sup
D

εNi(d)

∫
1

εi(d)
R

|f(x)| dx

= ‖F‖∞‖ϕ‖∞|R|
∫

RN

|f(x)| dx.
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Agora, dado x0 ∈ Q e L > 0 tal que x0 + (0, L]N ⊆ Q, existe retângulo Rj ⊆ Q e ϕj ∈ Cc(Rj)
tal que 0 ≤ ϕj ≤ 1, |Rj| ↓ LN e ϕj → χ{x0+(0,L]N} pontualmente. Como

|〈µF , fϕj〉| ≤ ‖F‖∞‖ϕj‖∞|Rj|
∫
K
|f(z)| dm(z) ≤ ‖F‖∞|Rj|

∫
K
|f(z)| dm(z).

Quando j →∞, temos:

|〈µF , fχ{x0+(0,L]N}〉| ≤ ‖F‖∞LN
∫
K
|f(z)| dm(z) = ‖F‖∞

∫
K

∫
Q

|f(z)|χ{x0+(0,L]N}(x) dx dm(z)

Agora, dada qualquer ϕ ∈ C0(Q), podemos definir uma sequência de funções gj com suporte em Q

da forma gj :=
∑Nj

i=1 a
i
jχ{xi

j+(0,Li
j ]

N}, tal que gj(x) → ϕ(x) para todo x ∈ Q, ‖gj‖∞ ≤ ‖ϕ‖∞ e esses

retângulos são 2-2 disjuntos. Dáı, |gj(x)| = |aij| se e somente se x ∈ xij + (0, Lij]
N , o que nos dá

|gj| =
Nj∑
i=1

|aij|χ{xi
j+(0,Li

j ]
N}.

Assim, verifica-se diretamente que gj satisfaz

|〈µF , fgj〉| ≤ ‖F‖∞
∫
K

∫
Q

|f(z)| |gj| dx dm(z),

tomando o limite quando j → ∞ e usando o teorema da convergência dominada de Lebesgue em
ambos os lados da desigualdade acima, chegamos a

|〈µF , fϕ〉| ≤ ‖F‖∞
∫
K

∫
Q

|f(z)| |ϕ(x)| dx dm(z).

Um argumento de densidade implica que

|〈µF ,W 〉| ≤ ‖F‖∞
∫
K

∫
Q

W (z, x) dx dm(z), (1.9)

para qualquer 0 ≤ W ∈ C0(K ×Q). A equação (1.9) mostra que

|µF | ≤ ‖F‖∞ dm dx.

Se ψF (z, x) é a função boreliana representando a derivada de Radon-Nikodym de µF em relação a
dm dx, então, temos

|ψF (z, x)| ≤ ‖F‖∞, para q.t.p. (z, x) ∈ K ×Q.

Como K é compacto, existe um conjunto D ⊆ C(K) enumerável e denso. Defina S como sendo o
espaço das combinações lineares racionais e finitas de D. Dáı, vemos que S é um subespaço Q-linear
denso em C(K). Pela unicidade da derivada de Radon-Nikodym e a monotonicidade da dependência
de µF em relação a F , podemos encontrar um conjunto boreliano de medida nula N ⊆ K × Q tal
que F 7→ ψF (z, x) é Q-linear e satisfaz sobre S

|ψF (z, x)| ≤ ‖F‖∞ (1.10)
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para qualquer (z, x) ∈ K × Q \ N . Dáı, o funcional Q-linear F 7→ ψF (z, x) é cont́ınuo e pode ser
unicamente estentido para C(K). Pelo teorema da representação de Riez, existe νz,x ∈ M(K) tal
que 〈νz,x, F 〉 = ψF (z, x) para todo (z, x) ∈ K × Q \ N . Além disso, o mesmo argumento usado
acima mostra que

〈µ1, f χR〉 = |R|
∫
K
f(z) dm(z),

para todo retângulo R ⊆ Q e f ∈ A(RN). Dáı, por um argumento de densidade, temos que

〈µ1, φ〉 =

∫
K×Q

φ(z, x) dm(z) dx,

para toda φ ∈ C0(K × Q). Portanto, temos ψ1(z, x) ≡ 1 para q.t.p. (z, x) ∈ K × Q e conclúımos
que 〈νz,x, 1〉 = 1 para q.t.p. (z, x) ∈ K×Q \N , que significa que νz,x são medidas de probabilidade
sobre K para q.t.p. (z, x). A mensurabilidade fraca de νz,x com relação a (z, x) ∈ K × Q segue
diretamente do fato de que 〈νz,x, F 〉 = ψF (z, x) para qualquer F ∈ C(K) e (z, x) /∈ N . Recordando
a definição de µF , isso prova que

〈µ,Φ〉 =

∫
K×Q

〈νz,x,Φ(z, x, λ)〉 dm(z) dx

para todas funções testes Φ da forma F (λ)ϕ(z, x) com F ∈ C(K) e ϕ ∈ C0(K × Q). Como
uma medida é unicamente determinada sobre a classe de funções testes acima, temos que a última
igualdade vale para qualquer Φ ∈ C0(K ×Q×K). Considerando (1.8), temos provado (1.7).

2. Agora, provaremos que (1.7) pode ser estentida para Φ ∈ B1(RN ;C0(Q×K)). Para Φ1, Φ2 ∈
B1(RN ;C0(Q×K)), temos

lim sup
D

∣∣∣∫
Q

(
Φ1(

x

εi(d)
, x, uεi(d)

)− Φ2(
x

εi(d)
, x, uεi(d)

)

)
dx
∣∣∣

≤ lim sup
D

∫
Q

‖Φ1(
x

εi(d)
, ·, ·)− Φ2(

x

εi(d)
, ·, ·)‖C0(Q×K) dx

≤ lim sup
D

∫
{[−L,L]N}

‖Φ1(
x

εi(d)
, ·, ·)− Φ2(

x

εi(d)
, ·, ·)‖C0(Q×K) dx

≤ (2L)N‖Φ1 − Φ2‖B1(RN ;C0(Q×K)),

onde L > 0 é tal que Q ⊆ [−L,L]N . Por outro lado, temos

∣∣∣∣∫
Q

∫
K
〈νz,x, (Φ1 − Φ2)(z, x, λ)〉 dm(z) dx

∣∣∣∣ ≤ |Q|
∫
K
‖Φ1(z, ·, ·)− Φ2(z, ·, ·)‖C0(Q×K) dm(z)

= |Q|‖Φ1 − Φ2‖B1(RN ;C0(Q×K)).

Dáı, como já sabemos que (1.7) vale para Φ ∈ A(RN ;C0(Q × K)), e que qualquer função em
B1(RN ;C0(Q×K)) pode ser aproximada por funções emA(RN ;C0(Q×K)) na norma B1(RN ;C0(Q×
K)), obtemos a validade de (1.7) das estimativas acima e tomando o limite.
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3. Para o caso em que Φ ∈ Bp(RN ;C(Q̄ × K)) com p > 1, procedemos da seguinte maneira.
Seja ϕ ∈ C0(Q). Temos, para q = p/(p− 1) e ψ = 1− ϕ,∣∣∣∣∫

Q

ψ(x)Φ(
x

εi(d)
, x, uεi(d)

(x)) dx

∣∣∣∣ ≤ ‖ψ‖q
(∫

Q

|Φ(
x

εi(d)
, x, uεi(d)

(x))|p dx
)1/p

≤ ‖ψ‖q

(
εNi(d)

∫
[−L/εi(d),L/εi(d)]

N}
‖Φ(z, ·, ·)‖p

C(Q̄×K)
dz

)1/p

,

e assim, tomando o lim supD, obtemos

lim sup
D

∣∣∣∣∫
Q

ψ(x)Φ(
x

εi(d)
, x, uεi(d)

(x)) dx

∣∣∣∣ ≤ (2L)N/p‖ψ‖q‖Φ‖Bp(RN ;C(Q̄×K)).

Também, temos que∣∣∣∣∫
Q

∫
K
〈νz,x,Φ(z, x, λ)〉ψ(x) dz dx

∣∣∣∣ ≤ ‖ψ‖q‖Φ‖Bp(RN ;C(Q̄×K)).

Dáı, podemos estender (1.7) para Φ ∈ Bp(RN ;C(Q̄×K)) simplesmente multiplicando Φ por ϕn ∈
C0(Q), com ϕn → 1 em Lq(Q), e tomando o limite quando n→∞ na fórmula (1.7) para Φϕn, que
é válida desde que Φϕn ∈ B1(RN ;C0(Q×K)).

4. Finalmente, provemos a afirmação para Φ ∈ L1(Q;A(RN ;C(K))). De fato, como∣∣∣∣∫
Q

Φ1(
x

εi(d)
, x, uεi(d)

(x)) dx−
∫
Q

Φ2(
x

εi(d)
, x, uεi(d)

(x)) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Q

‖Φ1(·, x, ·)− Φ2(·, x, ·)‖A(RN ;C(K)) dx

e∣∣∣∣∫
Q

∫
K
〈νz,x,Φ1(z, x, λ)〉 dz dx−

∫
Q

∫
K
〈νz,x,Φ2(z, x, λ)〉 dz dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Q

‖Φ1(·, x, ·)−Φ2(·, x, ·)‖A(RN ;C(K)) dx,

a validade de (1.7) para funções Φ ∈ L1(Q;A(RN ;C(K))) segue pela densidade de C0(Q;A(RN ;C(K))).

Como na teoria clássica de medidas de Young, temos a seguinte consequência do teorema 1.9.

Teorema 1.10. Seja Q ⊆ RN um conjunto aberto limitado, e {uε} ⊆ L∞(Q; Rm) ser uniforme-
mente limitada e seja νz,x a medida de Young duas-escala gerada por uma sub-rede {uε(d)}d∈D, de
acordo com o teorema 1.9. Suponha que U pertença a L1(Q;A(RN ; Rm))) ou a Bp(RN ;C(Q̄; Rm))
para algum p > 1. Então,

νz,x = δU(z,x) se e somente se lim
D
‖uε(d)(x)− U(

x

ε(d)
, x)‖L1(Q) = 0. (1.11)

Prova. Se νz,x = δU(z,x) para algum U ∈ Bp(RN ;C(Q̄; Rm)), podemos tomar Φ(z, x, λ) = |λ −
U(z, x)| em (1.7) uma vez que {uε}ε>0 ⊆ BR para algum R > 0 e concluir que ‖uε(d)(x) −
U( x

ε(d)
, x)‖L1(Q) → 0. Reciprocamente, se ‖uε(d)(x) − U( x

ε(d)
, x)‖L1(Q) → 0, devemos ter 〈νz,x, |λ −

U(z, x)|〉 = 0 para q.t.p. (z, x), o que nos dá νz,x = δU(z,x). O Caso em que U ∈ L1(Q;A(RN ; Rm))
é análogo.
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Caṕıtulo 2

Uma Equação dos Meios Porosos: Boa
Colocação

2.1 Introdução

Nesse caṕıtulo, provaremos alguns resultados de existência, unicidade e estabilidade de soluções
entrópicas do problema de Cauchy{

∂tu+ divb(u)−∆f(u) = h, (x,t) ∈ RN × (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ RN
(2.1)

com b : R → RN e f : R → R localmente Lipschitz, f não-decrescente e h, u0 ∈ L∞(RN), que serão
necessários no caṕıtulo seguinte.

Para motivarmos o estudo das equações do tipo (2.1), façamos o seguinte: Consideremos um gás
ideal fluindo isotropicamente em um meio poroso homogêneo. O fluxo é governado, basicamente,
por três leis.
Equação de Estado: p = p0u

α,
onde p = p(x, t) é a pressão, u = u(x, t) é a densidade, α ∈ [1,+∞) e p0 > 0 são constantes. Aqui,
x ∈ RN .
Conservação da Massa: κ∂tu+ div(u~v) = 0,
onde ~v = ~v(x, t) é o vetor velocidade e κ > 0 é a porosidade do meio (isto é, a porcentagem do
volume dispońıvel para o gás).
Lei de Darcy: ν~v = −µ∇p,
onde ν > 0 é a viscosidade do gás e µ > 0 é a permeabilidade do meio. Note que a lei de Darcy é
uma lei obtida empiricamente(veja [24]) que substitui a conservação do momento usual na descrição
do fluxo do gás(Navier-Stokes).

Se eliminarmos p e ~v das equações acima, uma pequena manipulação algébrica nos fornece a
equação do meio poroso:

∂tu− c∆(um) = 0 (2.2)

onde c > 0 e m = α+ 1 ≥ 2. A quantidade u representa uma densidade e assim, é natural assumir
que u ≥ 0.



Equações do tipo (2.2) surgem em muitas outras aplicações, por exemplo, na teoria de gases
ionizados em alta temperatura [72] para valores de m > 1, e em vários modelos em f́ısica de plasma
[11] para valores de m < 1. O caso quando m = 1 é a clássica equação de condução de calor. Outros
modelos fornecem equações similares a (2.2) mas com cum substitúıdo por um termo não-linear mais
geral f(u) e, em muitos casos, com termos fontes e fluxos , fornecendo equações da forma

∂tu−∆f(u)− A · ∇g(u) = h(u, x).

Exemplos ocorrem em problemas de águas profundas e em dinâmica de populações. Mais in-
formações podem ser encontradas em [9] e [58].

Observe que se o problema (2.1) é não-degenerado, isto é, f ′(u) > 0 ∀u ∈ R e h e u0 são suaves,
é sabido que ele admite uma única solução clássica(veja [49]). No entando, em (2.1) é permitido
a existência de pontos degenerados, isto é, pontos u tais que f ′(u) = 0. Assim, as soluções não
são necessariamente suaves e soluções fracas devem ser procuradas. Além disso, se f ′(u) ≡ 0
sobre um intervalo (a, b), soluções fracas podem ser descont́ınuas e podem não ser unicamente
determinadas pelos seus dados iniciais. Consequentemente, uma condição entrópica deve ser imposta
para selecionar aquelas soluções que são fisicamente corretas.

A noção de solução entrópica para equações hiperbólicas-parabólicas foi introduzida no paper
clássico de Vol’pert e Hudjaev [66], que foram os primeiros a estudar profundamente equações
parabólicas degeneradas. Esses autores também mostraram a existência de uma solução entrópica
BV usando o método da viscosidade anulante e obteram alguns resultados de unicidade parciais
na classe BV, isto é, quando as primeiras derivadas parciais de u são medidas finitas. Em [66] é
exigida mais regularidade do termo fluxo b, do termo de difusão f , do termo fonte h, e dos dados
iniciais. Um passo importante para se resolver o caso em que f é apenas não-decrescente foi dado
por Carrillo em [22], que mostrou a unicidade da solução entrópica para o problema de Dirichlet
com a condição de fronteira “f(u)=0”. Seu método de prova é um análogo elegante do então famoso
“método de duplicação de variavéis”introduzido por Kruzkov em [45]. Em [22], o autor mostrou
também a existência de uma solução entrópica usando o método de semi-grupo. Para obter a boa
colocação de (2.1) iremos combinar dois métodos existentes: um em [51] e outro em [47] e pondera-
los por uma função peso introduzida em [66].

NOTAÇÕES: Para δ > 0, consideremos a seguinte aproximação da função sinal(denotada aqui
por sign):

Hδ(t) =


1, se t > δ
t
δ
, se |t| ≤ δ

−1, se t < −δ

Observe que limδ→0Hδ(t) = sign(t),∀t ∈ R.
Para qualquer α > 0 estaremos interessados na seguinte função peso, introduzida em [66]:

Λα(x) := e−α
√

1+|x|2 . Quando α = 1, denotaremos Λ1 simplesmente por Λ. Seja Im(f) o conjunto
imagem da função f e defina f−1 : Im(f) → R de tal maneira que f−1(r) é o elemento de menor
valor absoluto do conjunto {s ∈ R; f(s) = r}.

Agora, definindo o conjunto E como sendo o conjunto dos pontos r ∈ R tais que f−1 é des-
cont́ınua em r, vemos que f−1(f(u)) = u para todo u tal que f(u) /∈ E. Finalmente, usaremos
RN+1

+ para denotar RN × (0,+∞).
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2.2 Algumas Propriedades de Soluções Entrópicas

Iniciemos essa seção recordando a noção de solução entrópica para (2.1).

Definição 2.1. Uma função u ∈ L∞(RN+1
+ ) é uma solução entrópica do problema (2.1) se valem

as seguintes condições:

(i) f(u) ∈ L2
loc(R+;H1

loc(RN)).

(ii) Para todo 0 ≤ ϕ ∈ C∞
c (RN+1) e para todo (η, r, q) ∈ C2(R)2 × C2(R; RN) com η convexa,

r′(u) = η′(u)f ′(u) e q′(u) = η′(u)b′(u) vale:∫
RN+1

+

{
η(u)ϕt + q(u) · ∇ϕ+ r(u)∆ϕ+ η′(u)hϕ

}
dx dt+

∫
RN

η(u0)ϕ(x, 0) dx ≥ 0.

Por um argumento de aproximação, podemos notar que toda solução entrópica de (2.1) satisfaz:

∫
RN+1

+

{
− |u− k|ϕt − sign(u− k)[b(u)− b(k)] · ∇ϕ

−|f(u)− f(k)|∆ϕ− sign(u− k)hϕ
}
dx dt−

∫
RN

|u0 − k|ϕ(x, 0) dx ≤ 0,

e também:

∫
RN+1

+

{
− (u− k)+ϕt − sign+(u− k)[b(u)− b(k)] · ∇ϕ

−(f(u)− f(k))+∆ϕ− sign+(u− k)hϕ
}
dx dt−

∫
RN

(u0 − k)+ϕ(x, 0) dx ≤ 0,

para todo k ∈ R e para todo 0 ≤ ϕ ∈ C∞
c (RN+1).

Além disso, pode-se mostrar que toda solução entrópica de (2.1) satisfaz:

lim
h→0

1

h

∫ h

0

∫
RN

|u(x, t)− u0(x)|ψ(x) dx dt = 0,

para todo ψ ∈ L1(RN).
Seja u uma solução entrópica. Como u é também uma solução fraca, temos que∫

RN+1
+

{uϕt + (b(u)−∇f(u)) · ∇ϕ+ h(x)ϕ} dx dt = 0 (2.3)

vale para todo ϕ ∈ C∞
c (RN+1

+ ). Denotando por 〈·, ·〉 a ação usual entre H−1(U) e H1
0 (U) quando

U ⊆ RN é aberto, podemos concluir de (2.3) que

∂tu ∈ L2
loc(R+;H−1

loc (R
N)),
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de modo que a iqualdade (2.3) é equivalente

−
∫ ∞

0

〈∂tu, ϕ〉 dt+

∫
RN+1

+

{(b(u)−∇f(u)) · ∇ϕ+ h(x)ϕ} dx dt = 0, (2.4)

para qualquer ϕ ∈ C∞
c (RN+1

+ ).
Seja ϑ : R → R uma função Lipschitz não-decrescente. Dado k ∈ R, defina:

Bk
ϑ(λ) :=

∫ λ

k

ϑ(f(r))dr.

Os três próximos lemas são inspirados no que fez Carrillo em [22] para o caso de domı́nios
limitados. Essencialmente, esses são os seus análogos em RN .

Lema 2.1. Seja u ∈ L∞(RN+1
+ ) uma solução entrópica do problema (2.1). Então, para q.t.p.

t ∈ (0,+∞), temos:∫ t

0

∫
RN

Bk
ϑ(u)ϕs ds dx+

∫
RN

Bk
ϑ(u0)ϕ(x, 0) dx−

∫
RN

Bk
ϑ(u)ϕdx

= −
∫ t

0

〈∂su, ϑ(f(u))ϕ〉 ds

∀k ∈ R, ∀ϕ ∈ C∞
c (RN+1); ϕ ≥ 0.

A prova desse lema é, basicamente, a mesma de Carrillo com pequenas modificações. Por uma
questão de completamento, ela será dada abaixo.

Prova. Como Bk
ϑ é convexa, temos:

Bk
ϑ(u(x, s))−Bk

ϑ(u(x, s− τ)) ≤ (u(x, s)− u(x, s− τ))ϑ(f(u(x, s))),

com u(s) := u0 para s ∈ (−τ, 0). Multiplicando por ϕ, temos:

Bk
ϑ(u(x, s))ϕ(x, s) − Bk

ϑ(u(x, s− τ))ϕ(x, s− τ) +Bk
ϑ(u(x, s− τ))(ϕ(x, s− τ)− ϕ(x, s))

= Bk
ϑ(u(x, s))ϕ(x, s)−Bk

ϑ(u(x, s− τ))ϕ(x, s)

≤ (u(x, s)− u(x, s− τ))ϑ(f(u(x, s)))ϕ(x, s)

Como Bk
ϑ(u0) ∈ L∞(RN) e Bk

ϑ(u) ∈ L∞(RN+1
+ ), podemos integrar a desigualdade anterior em

RN × (0, t) e dividir por τ para obter:

1

τ

∫ t

0

∫
RN

{
Bk
ϑ(u(x, s))ϕ(x, s)−Bk

ϑ(u(x, s− τ))ϕ(x, s− τ)

+ Bk
ϑ(u(x, s− τ))(ϕ(x, s− τ)− ϕ(x, s))

}
ds dx

=
1

τ

∫ t

t−τ

∫
RN

Bk
ϑ(u(x, s))ϕ(x, s) ds dx− 1

τ

∫ 0

−τ

∫
RN

Bk
ϑ(u0(x))ϕ(x, s) ds dx

+
1

τ

∫ t

0

∫
RN

Bk
ϑ(u(x, s− τ))(ϕ(x, s− τ)− ϕ(x, s)) ds dx

≤ 1

τ

∫ t

0

∫
RN

(u(x, s)− u(x, s− τ))ϑ(f(u(x, s)))ϕ(x, s) ds dx
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Usando o fato de que ϑ(f(u))ϕ ∈ L2
loc((0,+∞);H1

0 (RN)) e que ∂tu ∈ L2
loc((0,+∞);H−1

loc (RN)),
temos quando τ → 0 na desigualdade anterior:∫

RN

{
Bk
ϑ(u(x, t))ϕ(x, t)−Bk

ϑ(u0(x))ϕ(x, 0)
}
dx −

∫ t

0

∫
RN

Bk
ϑ(u(x, s))ϕs(x, s) ds dx

≤
∫ t

0

〈∂su, ϑ(f(u(x, s)))ϕ〉 ds dx, (2.5)

para q.t.p. t ∈ (0,+∞).
Invocando a convexidade de Bk

ϑ novamente, obtemos:

Bk
ϑ(u(x, s))−Bk

ϑ(u(x, s− τ)) ≥ (u(x, s)− u(x, s− τ))ϑ(f(u(x, s− τ)))

Multiplicando por ϕ(x, s− τ), temos:

Bk
ϑ(u(x, s))ϕ(x, s) − Bk

ϑ(u(x, s− τ))ϕ(x, s− τ) +Bk
ϑ(u(x, s))(ϕ(x, s− τ)− ϕ(x, s))

= Bk
ϑ(u(x, s))ϕ(x, s− τ)−Bk

ϑ(u(x, s− τ))ϕ(x, s− τ)

≥ (u(x, s)− u(x, s− τ))ϑ(f(u(x, s− τ)))ϕ(x, s− τ)

Integrando sobre RN × (τ, t) e dividindo por τ , segue que:

1

τ

∫ t

t−τ

∫
RN

Bk
ϑ(u(x, s))ϕ(x, s) dx ds− 1

τ

∫ τ

0

∫
RN

Bk
ϑ(u(x, s))ϕ(x, s) dx ds

+
1

τ

∫ t

τ

∫
RN

Bk
ϑ(u(x, s))(ϕ(x, s− τ)− ϕ(x, s)) dx ds

=
1

τ

∫ t

τ

∫
RN

{
Bk
ϑ(u(x, s))ϕ(x, s)−Bk

ϑ(u(x, s− τ))ϕ(x, s− τ)

+ Bk
ϑ(u(x, s))(ϕ(x, s− τ)− ϕ(x, s))

}
ds dx

≥ 1

τ

∫ t

τ

∫
RN

(u(x, s)− u(x, s− τ))ϑ(f(u(x, s− τ)))ϕ(x, s− τ) ds dx.

Como em (2.5), quando τ → 0 temos:∫
RN

{
Bk
ϑ(u(x, t))ϕ(x, t)−Bk

ϑ(u0(x))ϕ(x, 0)
}
dx −

∫ t

0

∫
RN

Bk
ϑ(u(x, s))ϕs ds dx

≥
∫ t

0

〈∂su, ϑ(f(u))ϕ〉 ds

Isso com (2.5) prova o lema.

Lema 2.2. Seja u uma solução entrópica de (2.1). Então:

(i) Se b ≡ 0 , então, para todo k ∈ R, 0 ≤ ϕ ∈ C∞
c (RN+1

+ ); e ϑδ(λ) = Hδ(λ− f(k)), temos:∫
RN+1

+

{
−Bk

ϑδ
(u)ϕt +Hδ(f(u)− f(k))∇f(u) · ∇ϕ−Hδ(f(u)− f(k))hϕ

}
dx dt

= −
∫

RN+1
+

|∇f(u)|2H ′
δ(f(u)− f(k))ϕdx dt
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(ii) Se k ∈ R é tal que f(k) /∈ E, então, para todo 0 ≤ ϕ ∈ C∞
c (RN+1

+ ), temos:∫
RN+1

+

{
− |u− k|ϕt − sign(u− k)[b(u)− b(k)] · ∇ϕ+ sign(u− k)∇f(u) · ∇ϕ

−sign(u− k)hϕ
}
dx dt = − lim

δ→0

∫
RN+1

+

|∇f(u)|2H ′
δ(f(u)− f(k))ϕdx dt

Observação 2.1. Se substituirmos Hδ por H+
δ , o item (ii) acima vale com |u − k| substitúıdo por

(u− k)+ e a função sinal sign substitúıda por sign+.

Prova. Pelo lema 2.1, temos:

−
∫ +∞

0

〈∂tu,Hδ(f(u)− f(k))ϕ〉 dt =

∫
RN+1

+

Bk
ϑδ

(u)ϕt dx dt

Como u é solução fraca e Hδ(f(u)− f(k))ϕ é uma função teste, temos:

−
∫ +∞

0

〈∂tu,Hδ(f(u)− f(k))ϕ〉 dt+

∫
RN+1

+

{
[b(u)− b(k)−∇f(u)] · ∇[Hδ(f(u)− f(k))ϕ]

−Hδ(f(u)− f(k))hϕ
}
dx dt = 0

Essa igualdade com a anterior fornece:∫
RN+1

+

{
Bk
ϑδ

(u)ϕt + [b(u)− b(k)−∇f(u)] · ∇[Hδ(f(u)− f(k))ϕ]

−Hδ(f(u)− f(k))hϕ
}
dx dt = 0

Como k é tal que f(k) /∈ E, segue do teorema da convergência dominada que:

lim
δ→0

∫
RN+1

+

Bk
ϑδ

(u)ϕt dx dt =

∫
RN+1

+

|u− k|ϕt dx dt

Além disso, observe que:∫
RN+1

+

{
[b(u)− b(k)−∇f(u)] · ∇[Hδ(f(u)− f(k))ϕ]

}
dx dt

= −
∫

RN+1
+

|∇f(u)|2H ′
δ(f(u)− f(k))ϕdx dt+

∫
RN+1

+

{
Hδ(f(u)− f(k))[b(u)− b(k)−∇f(u)]

·∇ϕ
}
dx dt+

∫
RN+1

+

H ′
δ(f(u)− f(k))[b(u)− b(k)] · ∇f(u)ϕdx dt (2.6)

Agora, seja Iδ o último termo do lado direito da igualdade anterior. Tendo em mente que

∇f(u) = 0 q.t.p. em {(x, t) ∈ RN+1
+ ; f(u(x, t)) ∈ E}
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uma simples computação mostra que

Iδ =

∫
RN+1

+

divFδ(f(u))ϕdx dt,

onde

Fδ(z) :=

∫ z

0

H ′
δ(r − f(k))[b(f−1(r))− b(k)] dr

=
1

δ

∫ min(z,f(k)+δ)

min(z,f(k)−δ)
[b(f−1(r))− b(f−1(f(k)))] dr

Sendo b cont́ınua e k tal que f(k) /∈ E, então, f−1 é cont́ınua em f(k). Dáı,

lim
δ→0

Fδ(z) = 0

para todo z na imagem de f . Assim, pelo teorema da convergência dominada, Iδ → 0 quando
δ → 0. Usando isso e o fato de que para todo k tal que f(k) /∈ E vale

sign(u− k) = sign(f(u)− f(k)),

a igualdade (2.6) fornece a prova do lema.

O próximo teorema é um resultado de comparação de soluções entrópicas. O item (i) será
importante no nosso resultado de homogenização do próximo caṕıtulo. Já os items (ii) e (iii) tem
como principal papel estabelecer a unicidade e a monotonicidade do operador solução de (2.1).

Teorema 2.1 (Comparação). Seja ui com i = 1, 2 soluções entrópicas de{
∂tui + divb(ui)−∆f(ui) = hi, (x,t) ∈ RN+1

+

ui(x, 0) = u0,i(x), x ∈ RN

com b e f localmente Lipschitz, f não-descrescente e hi, u0,i ∈ L∞(RN). Vale as seguintes pro-
priedades:

(i) Se b ≡ 0 e u2 é estacionária, então, ∀ 0 ≤ φ ∈ C∞
c ((RN+1

+ )2), temos:∫
(RN+1

+ )2

{
−B

u2(y)
ϑδ

(u1(x, t))(φt + φs)−Hδ(f(u1(x, t))− f(u2(y)))(h1(x)− h2(y))φ

+Hδ(f(u1(x, t))− f(u2(y)))(∇x +∇y)[f(u1(x, t))− f(u2(y))] · (∇x +∇y)φ
}

= −
∫

(RN+1
+ )2

|(∇x +∇y)[f(u1(x, t))− f(u2(y))]|2H ′
δ(f(u1(x, t))− f(u2(y)))φ

(ii) Para todo 0 ≤ ϕ ∈ C∞
c (RN+1

+ ), temos:∫
RN+1

+

{
− |u1 − u2|ϕt − sign(u1 − u2)[b(u1)− b(u2)] · ∇ϕ

−|f(u1)− f(u2)|∆ϕ− (h1 − h2)sign(u1 − u2)ϕ
}
dx dt ≤ 0
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(iii) Nas mesmas condições do item (ii), temos:∫
RN+1

+

{
− (u1 − u2)

+ϕt − sign+(u1 − u2)[b(u1)− b(u2)] · ∇ϕ

−(f(u1)− f(u2))
+∆ϕ− (h1 − h2)sign+(u1 − u2)ϕ

}
dx dt ≤ 0

Prova. Aqui, u1 e u2 serão para nós funções apenas de x, t e y, s, respectivamente, e 0 ≤ φ ∈
C∞
c ((RN+1

+ )2). Seja E1 := {(x, t) ∈ RN+1
+ ; f(u1(x, t)) ∈ E} e E2 := {(y, s) ∈ RN+1

+ ; f(u2(y, s)) ∈
E}. Observe que

sign(u1 − u2) = sign(f(u1)− f(u2)) (2.7)

para todo (x, t, y, s) ∈ {(RN+1
+ − E1)× RN+1

+ } ∪ {RN+1
+ × (RN+1

+ − E2)}.
Além disso, vale que:

∇xf(u1) = 0 q.t.p. em E1, (2.8)

∇yf(u2) = 0 q.t.p. em E2. (2.9)

Usando a definição de solução entrópica para u1, fazendo k = u2 e em seguida integrando sobre
E2, temos: ∫

RN+1
+ ×E2

{
− |u1 − u2|φt − sign(u1 − u2)[b(u1)− b(u2)] · ∇xφ

+sign(u1 − u2)∇xf(u1) · ∇xφ− sign(u1 − u2)h1φ
}
dx dt dy ds ≤ 0. (2.10)

Aplicando o lema 2.2 para u1, fazendo k = u2(y, s) tal que (y, s) /∈ E2 e integrando sobre
RN+1

+ − E2, obtemos:

∫
RN+1

+ ×(RN+1
+ −E2)

{
− |u1 − u2|φt − sign(u1 − u2)[b(u1)− b(u2)] · ∇xφ

+sign(u1 − u2)∇xf(u1) · ∇xφ− sign(u1 − u2)h1φ
}
dx dt dy ds

= − lim
δ→0

∫
(RN+1

+ −E1)×(RN+1
+ −E2)

|∇xf(u1)|2H ′
δ(f(u1)− f(u2))φ dx dt dy ds. (2.11)

Somando (2.10) e (2.11), temos:∫
(RN+1

+ )2

{
− |u1 − u2|φt − sign(u1 − u2)[b(u1)− b(u2)] · ∇xφ

+sign(u1 − u2)∇xf(u1) · ∇xφ− sign(u1 − u2)h1φ
}
dx dt dy ds

≤ − lim
δ→0

∫
(RN+1

+ −E1)×(RN+1
+ −E2)

|∇xf(u1)|2H ′
δ(f(u1)− f(u2))φ dx dt dy ds. (2.12)
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Como u2 é solução entrópica de{
∂tu+ divb(u)−∆f(u) = h2, (x,t) ∈ RN+1

+

u(x, 0) = u0,2(x), x ∈ RN

Então, −u2 é solução entrópica de{
∂tu+ divb̃(u)−∆f̃(u) = −h2, (x,t) ∈ RN+1

+

u(x, 0) = −u0,2(x), x ∈ RN

onde b̃(λ) := −b(−λ) e f̃(λ) := −f(−λ).
Usando a definição de solução entrópica para −u2, temos:∫

RN+1
+

{
− | − u2 − k|φs − sign(−u2 − k)[b(−k)− b(u2)] · ∇yφ

−sign(−u2 − k)∇yf(u2) · ∇yφ+ sign(−u2 − k)h2φ
}
dy ds ≤ 0.

Agora, faça −k = u1 e integre sobre E1 para obter:∫
RN+1

+ ×E1

{
− |u1 − u2|φs − sign(u1 − u2)[b(u1)− b(u2)] · ∇yφ

−sign(u1 − u2)∇yf(u2) · ∇yφ+ sign(u1 − u2)h2φ
}
dx dt dy ds ≤ 0. (2.13)

Aplicando o lema 2.2 para −u2, temos:

∫
RN+1

+

{
− | − u2 − k|φs − sign(−u2 − k)[b(−k)− b(u2)] · ∇yφ

−sign(−u2 − k)∇yf(u2) · ∇yφ+ sign(−u2 − k)h2φ
}
dy ds

= − lim
δ→0

∫
RN+1

+

|∇yf(u2)|2H ′
δ(f(−k)− f(u2))φ dy ds,

para todo k ∈ R tal que f(−k) /∈ E.
Fazendo −k = u1(x, t) e integrando em RN+1

+ − E1, temos:

∫
RN+1

+ ×(RN+1
+ −E1)

{
− |u1 − u2|φs − sign(u1 − u2)[b(u1)− b(u2)] · ∇yφ

−sign(u1 − u2)∇yf(u2) · ∇yφ+ sign(u1 − u2)h2φ
}
dx dt dy ds

= − lim
δ→0

∫
(RN+1

+ −E2)×(RN+1
+ −E1)

|∇yf(u2)|2H ′
δ(f(u1)− f(u2))φ dx dt dy ds. (2.14)

A soma de (2.13) e (2.14) dá:
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∫
(RN+1

+ )2

{
|u1 − u2|φs + sign(u1 − u2)[b(u1)− b(u2)] · ∇yφ

+sign(u1 − u2)∇yf(u2) · ∇yφ− sign(u1 − u2)h2φ
}
dx dt dy ds

≥ lim
δ→0

∫
(RN+1

+ −E2)×(RN+1
+ −E1)

|∇yf(u2)|2H ′
δ(f(u1)− f(u2))φ dx dt dy ds. (2.15)

Agora, note que:

0 =

∫
RN+1

+

∇yf(u2) · ∇x[Hδ(f(u1)− f(u2))φ] dx dt

=

∫
RN+1

+

{
∇yf(u2) · ∇xf(u1)H

′
δ(f(u1)− f(u2))φ dx dt+Hδ(f(u1)− f(u2))∇yf(u2) · ∇xφ

}
dx dt.

Fazendo δ → 0 e observando (2.7) e (2.8), temos:∫
(RN+1

+ )2
sign(u1 − u2)∇yf(u2) · ∇xφ dx dt dy ds

= − lim
δ→0

∫
(RN+1

+ −E2)×(RN+1
+ −E1)

∇yf(u2) · ∇xf(u1)H
′
δ(f(u1)− f(u2))φ dx dt dy ds. (2.16)

Analogamente, ∫
RN+1

+

∇xf(u1) · ∇y[Hδ(f(u1)− f(u2))φ] dy ds = 0,

o quê também fornece:

∫
(RN+1

+ )2
sign(u1 − u2)∇xf(u1) · ∇yφ dx dt dy ds

= lim
δ→0

∫
(RN+1

+ −E2)×(RN+1
+ −E1)

∇yf(u2) · ∇xf(u1)H
′
δ(f(u1)− f(u2))φ dx dt dy ds. (2.17)

A soma de (2.12) e (2.17) dá:

∫
(RN+1

+ )2

{
− |u1 − u2|φt − sign(u1 − u2)[b(u1)− b(u2)] · ∇xφ

+sign(u1 − u2)∇xf(u1) · (∇x +∇y)φ− sign(u1 − u2)h1φ
}
dx dt dy ds ≤

− lim
δ→0

∫
(RN+1

+ −E2)×(RN+1
+ −E1)

{(
|∇xf(u1)|2 −∇yf(u2) · ∇xf(u1)

)
H ′
δ(f(u1)− f(u2))φ

}
dx dt dy ds. (2.18)
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Já a soma de (2.15) e (2.16) mostra que:∫
(RN+1

+ )2

{
|u1 − u2|φs + sign(u1 − u2)[b(u1)− b(u2)] · ∇yφ

+sign(u1 − u2)∇yf(u2) · (∇x +∇y)φ− sign(u1 − u2)h2φ
}
dx dt dy ds ≥

lim
δ→0

∫
(RN+1

+ −E2)×(RN+1
+ −E1)

{(
|∇yf(u2)|2 −∇yf(u2) · ∇xf(u1)

)
H ′
δ(f(u1)− f(u2))φ

}
dx dt dy ds. (2.19)

Finalmente, (2.18)− (2.19) fornece:

∫
(RN+1

+ )2

{
− |u1 − u2|(φt + φs)− sign(u1 − u2)[b(u1)− b(u2)] · (∇x +∇y)φ

+sign(u1 − u2)(∇x +∇y)(f(u1)− f(u2)) · (∇x +∇y)φ

−sign(u1 − u2)(h1 − h2)φ
}
dx dt dy ds ≤

− lim
δ→0

∫
(RN+1

+ −E2)×(RN+1
+ −E1)

|(∇x +∇y)(f(u1)− f(u2))|2H ′
δ(f(u1)− f(u2))φ dx dt dy ds ≤ 0.

Agora, tomamos φ(x, t, y, s) := ϕ(x+y
2
, t+s

2
)ρn(

x−y
2

)θn(
t−s
2

), onde 0 ≤ ϕ ∈ C∞
c (RN+1

+ ), e ρn, θn são
aproximações clássicas da identidade em RN e R, respectivamente, como no método de duplicação
de variavéis e fazendo n → ∞, temos provado (ii). A prova dos itens (i) e (ii) seguem mais ou
menos o mesmo roteiro com pequenas modificações.

O próximo teorema estabelece a unicidade de soluções entrópicas.

Teorema 2.2 (Unicidade). Seja ui com i = 1, 2 soluções entrópicas de{
∂tui + divb(ui)−∆f(ui) = hi, (x,t) ∈ RN+1

+

ui(x, 0) = u0,i(x), x ∈ RN

com b e f localmente Lipschitz, f não-descrescente e hi, u0,i ∈ L∞(RN). Então:∫
RN

|u1(t)− u2(t)|Λ(x) dx ≤ C

∫
RN

{
|u0,1(x)− u0,2(x)|+ |h1(x)− h2(x)|

}
Λ(x) dx. (2.20)

Além disso, se b = (b1, . . . , bN) é tal que cada bj é monotóna não-decrescente, então, também
vale:

∫
RN

(u1(t)− u2(t))
+Λ(x) dx ≤ CeCt

∫
RN

{
(u0,1(x)− u0,2(x))

+

+

∫ t

0

(h1(x)− h2(x)) sign+(u1 − u2) ds

+

∫ t

0

∫ s

0

e−Cs(h1(x)− h2(x)) sign+(u1(x, τ)− u2(x, τ)) dτ ds
}

Λ(x) dx. (2.21)
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para q.t.p. 0 ≤ t ≤ T . A constante C só depende de T , N e da constante de Lipschtiz de b e f
sobre um compacto dependente das normas em L∞ de hi e u0,i.

Prova. Tomando ϕ(x, t) = δh(t)Λ(x), com 0 ≤ δh ∈ C∞
c ((0,+∞)) no item (ii) do teorema 2.1

temos:

∫
RN+1

+

{
− |u1 − u2|δ′h(t)Λ(x)− sign(u1 − u2)δh(t)[b(u1)− b(u2)] · ∇Λ

−|f(u1)− f(u2)|δh(t)∆Λ− (h1 − h2)sign(u1 − u2)δhΛ(x)
}
dx dt ≤ 0.

Agora, observe que:

−
∫

RN+1
+

|u1 − u2|δ′h(t)Λ(x) dx dt ≤
∫

RN+1
+

{
|b(u1)− b(u2)|δh(t)|∇Λ|

+ |f(u1)− f(u2)|δh(t)|∆Λ|+ |h1 − h2|δh(t)Λ(x)
}
dx dt

≤ C

∫
RN+1

+

{
|u1 − u2|+ |h1 − h2|

}
δh(t)Λ(x) dx dt.

Defina

β(s) :=

∫
RN

|u1(x, s)− u2(x, s)|Λ(x) dx

Dado t ∈ (0,+∞) um ponto de Lebesgue de β, considere δh(s) := s
h
χ[0,h)(s)+χ[h,t)(s)− s−t−h

h
χ[t,t+h)(s)

e note que

δ′h =
1

h
χ(0,h) −

1

h
χ(t,t+h).

Da substituição de β e δh na última desigualdade e fazendo h→ 0, temos:

β(t) ≤
∫

RN

|u0,1(x)− u0,2(x)|Λ(x) dx+

∫ t

0

β(s) ds+ T

∫
RN

|h1(x)− h2(x)|Λ(x) dx.

Portanto, a prova de (2.20) segue do lema de Gronwall. A prova de (2.21) é semelhante, obser-
vando que (f(u1)− f(u2))

+ ≤ C(u1−u2)
+ e sign+(u1−u2)[bj(u1)− bj(u2)] ≤ C(u1−u2)

+, ∀j.

Como uma consequência direta do teorema 2.2, temos o seguinte corolário.

Corolário 2.1 (Monotonicidade). Suponha que cada bj é não-decrescente e que ui com i = 1, 2 é
como no teorema 2.2. Se h1 ≤ h2 e u0,1 ≤ u0,2 q.t.p., então, u1 ≤ u2 q.t.p.

2.3 Lemas Auxiliares

Começaremos essa seção com uma observação que será usada na prova do próximo lema.

Observação 2.2. Podemos ver facilmente que existe 0 < α < 1 tal que 1+|x+y|2
1+|x|2 ≥ α2 ∀x ∈ RN e

|y| ≤ 2.
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Usando a observação acima, temos o seguinte lema.

Lema 2.3. Se f ∈ L∞(RN), então, dado ε > 0 existe 0 < δ < 1 tal que para qualquer |t| ≤ 2 e
|s| ≤ 2 satisfazendo |t− s| < δ, vale que∫

RN

|f(x+ t)− f(x+ s)|Λ(x) dx < ε.

Prova. Seja ε > 0 e α da observação 2.2. Existe g ∈ Cc(RN);∫
RN

|f(x)− g(x)|Λα(x) dx <
ε

3
.

Como g é uniformemente cont́ınua, existe 0 < δ < 1 tal que |g(x+ t)− g(x+ s)| < ε
3‖Λα‖1

para

qualquer t, s satisfazendo |t− s| < δ. Dáı,∫
RN

|g(x+ t)− g(x+ s)|Λα(x) dx <
ε

3
.

Portanto,∫
RN

|f(x+ t)− f(x+ s)|Λ(x) dx ≤
∫

RN

{
|f(x+ t)− g(x+ t)|+ |g(x+ t)− f(x+ s)|

}
Λ(x) dx

≤
∫

RN

{
|f(x+ t)− g(x+ t)|+ |g(x+ t)− g(x+ s)|

+ |g(x+ s)− f(x+ s)|
}

Λ(x) dx

=

∫
RN

{
|f(x)− g(x)|Λ(x− t) + |g(x+ t)− g(x+ s)|Λ(x)

+ |f(x)− g(x)|Λ(x− s)
}
dx

≤
∫

RN

{
|f(x)− g(x)|Λα(x) + |g(x+ t)− g(x− s)|Λ(x)

+ |g(x)− f(x)|Λα(x)
}
dx < ε.

Observação 2.3. Se definirmos

ωf (δ) = sup
|t−s|<δ

|t|,|s|≤2

{∫
RN

|f(x+ t)− f(x+ s)|Λ(x) dx
}
,

pelo lema 2.3, temos que limδ→0 ωf (δ) = 0.

O próximo lema é um resultado de compacidade no espaço L1. O seu principal papel será na
prova da existência de soluções entrópicas. Se s é um número real positivo, Bs ⊆ RN é a bola
fechada centrada na origem e raio s e ρδ é uma sequência de aproximações da identidade em RN .
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Lema 2.4. Seja r > 0 e F ⊆ L1
loc(RN) uma famı́lia uniformemente limitada em L1(B2r) tal que

para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que para qualquer |y| < δ temos que∫
Br

|u(x+ y)− u(x)| dx < ε, ∀u ∈ F.

Então, F é pré-compacto em L1(Br).

Prova. Seja ε > 0 fixo. Por hipótese, existe δ0 > 0 tal que para qualquer |y| < δ0∫
Br

|u(x+ y)− u(x)| dx < ε

3
, ∀u ∈ F.

Logo, ∫
Br

|u(x)− (u ∗ ρδ0)(x)| dx ≤
∫

RN

(∫
Br

|u(x− δ0z)− u(x)| dx
)
ρ(z)dz <

ε

3
(2.22)

∀u ∈ F
Além disso, observemos que:∫

Br

|∇(u ∗ ρδ0)(x)| dx ≤
∫
Br

∫
RN

|u(z) 1

δ0
N+1

|∇ρ(x− z

δ0
)| dz dx

=
1

δ0

∫
Br

∫
RN

|u(x− δ0z||∇ρ(z)| dz dx

≤
‖u‖L1(B2r)‖∇ρ‖L1(RN )

δ0
≤ c(δ0),

pois F é uniformemente limitada.
Analogamente, ∫

Br

|(u ∗ ρδ0)(x)| dx ≤ ‖u‖L1(B2r) ≤ c

Assim, {u ∗ ρδ0}u∈F ⊆ W 1,1(Br) é totalmente limitado em L1(Br) pelo teorema da compacidade
de Rellich-Kondrachov(veja, por exemplo, [38]). Dáı, existe u1, · · · , un ∈ F; ∀u ∈ F ∃ j ∈
{1, · · · , n};

‖u ∗ ρδ0 − uj ∗ ρδ0‖L1(Br) <
ε

3
(2.23)

Disso, segue de (2.22) e (2.23) que:

‖u− uj‖L1(Br) ≤ ‖u− u ∗ ρδ0‖L1(Br) + ‖u ∗ ρδ0 − uj ∗ ρδ0‖L1(Br) + ‖uj − uj ∗ ρδ0‖L1(Br) < ε

Portanto, F é totalmente limitado em L1(Br).
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2.4 Existência

Nesta seção é provada a existência de uma solução entrópica para o problema (2.1). Para isso,
consideremos o seu análogo regularizado:{

∂tuε + div bε(uε)−∆fε(uε) = hε, (x,t) ∈ RN+1
+

uε(x, 0) = u0,ε(x), x ∈ RN
(2.24)

onde fε(λ) := (f ∗ θε)(λ) + ελ, hε := h ∗ ρε, bε := b ∗ ρε e u0,ε := u0 ∗ ρε.
A existência de uma solução suave do problema (2.24) tendo derivadas limitadas é provada, por

exemplo, em [49]. Observe que existe K > 0 tal que |hε|, |u0,ε| ≤ K para todo ε > 0. Assim, pela
teoria clássica, {uε}ε>0 é uniformemente limitada em relação a ε. Dáı, existe M > 0 satisfazendo
|fε(uε)| ≤M e |bε(uε)| ≤M ∀ ε > 0.

Lema 2.5. Se {uε}ε>0 são soluções de (2.24), então, ∀ 0 < ε < 1, |y| < δ < 1 e t ∈ [0, T ], temos
que:

∫
RN

|uε(x+ y, t)− uε(x, t)|Λ(x) dx ≤ c(T )(ωu0(δ) + ωh(δ)), (2.25)

∫
RN

|uε(x, t+ s)− uε(x, t)|Λ(x) dx ≤ min
0<δ<1

{
ω(δ) +

(
‖h‖∞ +

M

δ2
+ 3

M

δ
+M

)
‖Λ‖1s

}
s→0−→ 0. (2.26)

Prova. Aplicando o teorema 2.2 com u1(x, t) = uε(x+ y, t) e u2(x, t) = uε(x, t), temos:

∫
RN

|uε(x+ y, t)− uε(x, t)|Λ(x) dx ≤ c(T )
{∫

RN

|u0,ε(x+ y)− u0,ε(x)|Λ(x) dx

+

∫
RN

|hε(x+ y)− hε(x)|Λ(x) dx
}
.

Agora, observe que:

∫
RN

|u0,ε(x+ y)− u0,ε(x)|Λ(x) dx =

∫
RN

∣∣∣ ∫
RN

u0(z)ρε(x+ y − z) dz −
∫

RN

u0(z)ρε(x− z)dz
∣∣∣Λ(x) dx

=

∫
RN

∣∣∣ ∫
RN

u0(x+ y − εz)ρ(z) dz −
∫

RN

u0(x− εz)ρ(z)dz
∣∣∣Λ(x) dx

≤
∫

RN

∫
RN

|u0(x+ y − εz)− u0(x− εz)|ρ(z)Λ(x) dx dz

=

∫
RN

(∫
RN

|u0(x+ y − εz)− u0(x− εz)|Λ(x) dx
)
ρ(z) dz

≤
∫

RN

ωu0(δ)ρ(z) dz = ωu0(δ).

Analogamente,
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∫
RN

|hε(x+ y)− hε(x)|Λ(x) dx ≤ ωh(δ)

Para provar 2.26, fixe t, s, ε e coloque w(x) := uε(x, t + s) − uε(x, t). Dado ϕ ∈ W 2,∞(RN),
obtemos que:

∫
RN

w(x)ϕ(x)Λ(x) dx =

∫
RN

∫ t+s

t

∂tuε(x, τ)ϕΛ dτ dx =

∫
RN

∫ t+s

t

[hε + ∆fε(uε)− divbε(uε)]ϕΛ dτ dx

=

∫
RN

∫ t+s

t

{
hεϕΛ + fε(uε)∆(ϕΛ) + bε(uε) · ∇(ϕΛ)

}
dτ dx

=

∫
RN

∫ t+s

t

{
hεϕΛ + fε(uε)∆ϕΛ

+ 2fε(uε)∇ϕ · ∇Λ + fε(uε)ϕ∆Λ + bε(uε) · ∇ϕΛ + bε(uε) · ∇Λϕ
}
dτ dx,

o que fornece:

∣∣∣ ∫
RN

w(x)ϕ(x)Λ(x) dx
∣∣∣ ≤ {‖h‖∞‖ϕ‖∞ + M‖∆ϕ‖∞ + 3M‖∇ϕ‖∞

+ M‖ϕ‖∞
}
‖Λ‖1s. (2.27)

Tomando ϕ = (signw) ∗ ρδ e observando que ‖∇ϕ‖∞ ≤ c
δ
, ‖∆ϕ‖∞ ≤ c

δ2
e ‖ϕ‖∞ ≤ 1, obtemos:∫

RN

|w(x)|Λ(x) dx =
(∫

RN

w(x) sign(w(x)) Λ(x) dx
)∫

RN

ρ(y) dy

=

∫
RN×RN

w(x− δy) sign(w(x− δy)) Λ(x− δy)ρ(y) dx dy

e ∫
RN

w(x)ϕ(x)Λ(x) dx =

∫
RN

w(x)Λ(x)
(∫

RN

sign(w(y)) ρδ(x− y) dy
)
dx

=

∫
RN

w(x)Λ(x)
(∫

RN

sign(w(x− δy))ρ(y) dy
)
dx

=

∫
RN×RN

w(x) Λ(x) sign(w(x− δy)) ρ(y) dx dy.

Dáı,∫
RN

|w(x)|Λ(x) dx−
∫

RN

w(x)ϕ(x)Λ(x) dx =

∫
RN×RN

{
w(x− δy) sign(w(x− δy)) Λ(x− δy)

− w(x) Λ(x) sign(w(x− δy))
}
ρ(y) dx dy

=

∫
RN×RN

{
[w(x− δy)− w(x)] sign(w(x− δy))Λ(x)

+ [Λ(x− δy)− Λ(x)] sign(w(x− δy))w(x− δy)
}
ρ(y) dx dy.
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Portanto,∣∣∣ ∫
RN

|w(x)|Λ(x) dx−
∫

RN

w(x)ϕ(x)Λ(x) dx
∣∣∣ ≤ c(T )[ωu0(δ) + ωh(δ) + ωΛ(δ)]

:= c(T )ω(δ). (2.28)

Assim, (2.28) com (2.27) dá:

∫
RN

|w(x)|Λ(x) dx ≤ cω(δ) +
{
‖h‖∞ +

M

δ2
+ 3

M

δ
+M

}
‖Λ‖1s

∀ 0 < δ < 1.

Teorema 2.3 (Existência). Existe u ∈ L∞(RN+1
+ ); a menos de uma subseqüência, uε → u q.t.p.

em RN+1
+ quando ε→ 0. Além disso, u é a única solução entrópica de (2.1).

Prova. 1. Pelo lema 2.5, {uε}ε>0 é eqüi-uniformemente cont́ınua em L1((0, T )×BR) e uniformemente
limitada. Como T e R são arbitrários, segue pelo lema 2.4 que existe u ∈ L∞(RN+1

+ ) tal que a menos
de uma subseqüência, uε → u em L1

loc(R
N+1
+ ). Portanto, u satisfaz (ii) da definição 2.1.

2. Multiplicando (2.24) por fε(uε)Λ e integrando por partes, temos:

∫ T

0

∫
RN

{
∂tuεfε(uε)Λ + (∇fε(uε)− bε(uε)) · ∇(fε(uε)Λ)

}
dx dt =

∫ T

0

∫
RN

hεfε(uε)Λ dx dt.

Isso fornece a igualdade:∫ T

0

∫
RN

Λ ∂t

[ ∫ uε

0

fε(s)ds
]
dx dt+

∫ T

0

∫
RN

{
|∇fε(uε)|2Λ

+∇fε(uε) · ∇Λfε(uε)− bε(uε) · ∇fε(uε)Λ− bε(uε) · ∇Λfε(uε)
}
dx dt

=

∫ T

0

∫
RN

hεfε(uε)Λ dx dt,

que por sua vez fornece:

∫ T

0

∫
RN

|∇fε(uε)|2Λ dx dt =

∫ T

0

∫
RN

{
hεfε(uε)Λ−∇fε(uε) · ∇Λfε(uε)

+ bε(uε) · ∇Λfε(uε) + bε(uε) · ∇fε(uε)Λ
}
dt dx

−
∫

RN

Λ(x)

∫ uε(T )

0

fε(s) ds dx+

∫
RN

Λ(x)

∫ uε,0

0

fε(s) ds dx

≤
∫ T

0

∫
RN

{
|hε||fε(uε)|Λ + |∇fε(uε)||fε(uε)|Λ dx dt

+ |bε(uε)||fε(uε)|Λ + |bε(uε)||∇fε(uε)|Λ
}
dx dt

+

∫
RN

Λ(x)
∣∣∣ ∫ uε(T )

0

fε(s) ds
∣∣∣ dx+

∫
RN

Λ(x)
∣∣∣ ∫ uε,0(x)

0

fε(s) ds
∣∣∣ dx,
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onde usamos que |∇Λ| ≤ Λ. A desigualdade de Cauchy com δ dá:

∫ T

0

∫
RN

|∇fε(uε)|2Λ dx dt ≤
∫ T

0

∫
RN

{
|hε||fε(uε)|Λ + 2δ|∇fε(uε)|2Λ

+
1

4δ
(f 2
ε (uε) + |bε(uε)|2)Λ

}
dx dt+

∫
RN

Λ(x)
∣∣∣ ∫ uε(T )

0

fε(s) ds
∣∣∣ dx

+

∫
RN

Λ(x)
∣∣∣ ∫ uε,0(x)

0

fε(s) ds
∣∣∣ dx.

Tomando δ = 1
4

na desigualdade anterior, temos:

1

2

∫ T

0

∫
RN

|∇fε(uε)|2Λ dx dt ≤
∫ T

0

∫
RN

{
|hε||fε(uε)|+ (f 2

ε (uε) + |bε(uε)|2)
}

Λ dx dt

+

∫
RN

Λ(x)
∣∣∣ ∫ uε(T )

0

fε(s) ds
∣∣∣ dx+

∫
RN

Λ(x)
∣∣∣ ∫ uε,0(x)

0

fε(s) ds
∣∣∣ dx.

Portanto,∫ T

0

∫
RN

|∇fε(uε)|2Λ dx dt ≤ c(‖h‖∞, ‖u0‖∞, T )

∫
RN

Λ(x) dx ∀ 0 < ε < 1.

Dado R > 0 fixo, segue que:

Λ(R)

∫ T

0

∫
BR

|∇fε(uε)|2 dx dt ≤
∫ T

0

∫
BR

|∇fε(uε)|2Λ(x) dx dt ≤ c

∫
RN

Λ(x) dx⇒∫ T

0

∫
BR

|∇fε(uε)|2 dx dt ≤
c

Λ(R)

∫
RN

Λ(x) dx,

∀ 0 < ε < 1.
Logo,

‖fε(uε)‖L2(0,T ;H1(BR)) ≤ c(R, T, ‖u0‖∞, ‖h‖∞) ∀ 0 < ε < 1.

Dáı, existe v ∈ L2
loc(R+;H1

loc(RN)); fε(uε) → v fracamente. Como fε(uε) → f(u) q.t.p., então,
v = f(u), donde conclui que f(u) ∈ L2

loc(R+;H1
loc(RN)).
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Caṕıtulo 3

Homogenização de Equações dos Meios
Porosos Com Força Externa Oscilatória

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, vamos expor um dos principais resultados desse trabalho. Mostraremos como a
teoria de medidas de Young associadas a álgebras com valor médio pode ser aplicada na homoge-
nização de equações diferenciais parciais não-lineares. Consideraremos uma equação do tipo meio
poroso com um processo estacionário cont́ınuo como uma força externa oscilatória. Nesse contexto
geral, precisaremos impor que os dados iniciais satisfaçam a equação estacionária associada em
relação a variável oscilatória. Esse caṕıtulo é inspirado em [4] no qual é considerado leis de con-
servação com forças oscilantes quase-periódicas. Aqui, consideraremos equações do tipo parabólico
onde a força externa oscilatória é a realização por uma função cont́ınua de um sistema dinâmico
N -dimensional cont́ınuo e ergódico. Em [4], a existência de uma comparação entre duas famı́lias de
medidas parametrizadas(teorema 4.3) toca um ponto fundamental. No presente caso, a ausência
dessa comparação é contornada por argumentos que foram inspirados no que fez Carrillo em [22].

SejaQ um espaço compacto e seja T (x) : Q → Q um sistema dinâmicoN -dimensional cont́ınuo e
ergódico sobre Q com uma medida de probabilidade invariante µ sobre Q. Consideremos o seguinte
problema de homogenização estocástica:{

∂tu−∆f(u) = − 1
ε2
h(T (x

ε
)ω), (x, t, ω) ∈ RN+1

+ ×Q
u(x, 0) = u0(T (x

ε
)ω, x), (x, ω) ∈ RN ×Q

onde h ∈ C(Q) e u0 ∈ L∞(RN ;C(Q)). Suponha também que exista V ∈ C(Q) tal que a função
definida por Ṽ (x, ω) := V (T (x)ω) satisfaz ∆Ṽ (x, ω) = h(T (x)ω) para todo x e q.t.p. ω ∈ Q.
Como usual, ∆ =

∑N
i=1 ∂

2
xi

é o laplaciano e denotamos ∆z =
∑N

i=1 ∂
2
zi
, onde z representa a variável

oscilatória x/ε.
Como, pelo teorema 1.3, quase todas realizações em C(Q) pertecem a uma álgebra ergódica, por

simplicidade de notação, daqui em diante, consideraremos o problema de homogenização individual
equivalente com funções oscilatórias pertencendo a uma álgebra ergódica, que nesse caso reduz ao
problema {

∂tu−∆f(u) = − 1
ε2

∆zV (x
ε
), (x, t) ∈ RN+1

+

u(x, 0) = u0(
x
ε
, x), x ∈ RN .

(3.1)



Assim, seja A(RN) ⊆ BUC(RN) uma álgebra ergódica, K o espaço compacto dado pelo teorema 1.5
tal que A(RN) ∼ C(K), e m a medida de probabilidade invariante associada ao espaço compacto
K.

3.2 Comportamento Assintótico

Comecemos essa seção fazendo as seguintes suposições:

(A1) A função f em (3.1) satisfaz:

f ∈ Liploc(R) , f é crescente e g ∈ Cλ(R) para algum 0 < λ < 1,

com g := f−1.

(A2) V ∈ A(RN) e
u0(z, x) = g(ϕ0(x) + V (z)), (3.2)

para algum ϕ0 ∈ L∞(RN). Em particular, u0 ∈ L∞(RN ;A(RN)).

(A3) ∆V ∈ A(RN).

Observação 3.1. Observemos que a suposição (A2) é equivalente a exigir que o dado inicial u0(
x
ε
, x)

seja uma solução estacionária de (3.1) na variável oscilatória.

Seja f̄ a função definida implicitamente pela equação

p =

∫
RN

g(f̄(p) + V (z)) dz. (3.3)

Abaixo, identificaremos a função V com a função V ∈ C(K).
Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Suponha que (A1), (A2) e (A3) valem e deixe uε denotar a única solução entrópica
de (3.1). Seja ū a única solução entrópica de{

∂tū−∆f̄(ū) = 0, (x, t) ∈ RN+1
+

ū(x, 0) =
∫

RN u0(z, x) dz, x ∈ RN
(3.4)

e defina
U(z, x, t) := g(f̄(ū(x, t)) + V (z)). (3.5)

Então, quando ε→ 0, temos que uε → ū na topologia fraca-? de L∞(RN+1
+ ) e

lim
ε→0

‖uε − U(
x

ε
, x, t)‖L1

loc(R
N+1
+ ) = 0. (3.6)
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Prova. 1. Comecemos observando que as soluções uε, ε > 0, de (3.1) são uniformemente limitadas
com relação a ε em L∞(RN+1

+ ). Para isso, notemos que para todo α ∈ R, a função definida por
ψα(z) := g(V (z) + α) é tal que ψα(

x
ε
) é uma solução estacionária de (3.1). Dáı, se α1, α2 são tais

que α1 ≤ ϕ0(x) ≤ α2 para x ∈ R, temos que

g(V (
x

ε
) + α1) ≤ u0(

x

ε
, x) ≤ g(V (

x

ε
) + α2), para todo x ∈ RN .

Pela monotonicidade do operador solução de (3.1) (veja corolário 2.1), obtemos que

g(V (
x

ε
) + α1) ≤ uε(x, t) ≤ g(V (

x

ε
) + α2) para todo (x, t) ∈ RN+1

+ .

Desse modo, denotemos por K um intervalo fechado contendo a imagem de todas funções uε, ε > 0.
Seja νz,x,t ∈ M(K), com (z, x, t) ∈ K × RN+1

+ , a medida de Young 2-escala associada com uma
sub-rede de {uε}ε>0 com funções teste oscilante apenas na variável espacial. Seguindo [39] e [4],
o teorema será provado por adaptando o método de DiPerna em [36], isto é, mostrando que νz,x,t
é uma delta de Dirac para quase todo (z, x, t) ∈ K × RN+1

+ . Uma vez que mostraremos que νz,x,t
não depende da sub-rede escolhida, por simplicidade notacional, usaremos a notação limε→0, não
denotando a sub-rede. Como no teorema 2.1 temos que, para todo α ∈ R, as soluções entrópicas uε
e ψα(

x
ε
) satisfazem:∫

RN+1
+

|uε(x, t)−ψα(
x

ε
)|φt+ |f(uε(x, t))−f(ψα(

x

ε
))|∆φ dx dt+

∫
RN

|u0(
x

ε
, x)−ψα(

x

ε
)|φ(x, 0) dx ≥ 0,

(3.7)
para toda 0 ≤ φ ∈ C∞

c (RN+1). Em (3.7), tomemos φ(x, t) = ε2ϕ(x
ε
)ψ(x, t) com 0 ≤ ψ ∈ C∞

c (RN+1
+ ),

ϕ, ∆ϕ ∈ A(RN) e ϕ ≥ 0. Observe que

∆φ = ∆ϕ(
x

ε
)ψ(x, t) + 2ε∇ϕ(

x

ε
) · ∇ψ(x, t) + ε2ϕ(

x

ε
)∆ψ(x, t).

Fazendo ε→ 0 e usando o teorema 1.9, obtemos∫
RN+1

+

∫
K
ψ(x, t)〈νz,x,t, |f(·)− f(ψα(z)|〉∆ϕ(z) dm(z) dx dt ≥ 0.

Agora, aplicamos a desigualdade acima para ‖ϕ‖∞ ± ϕ e obtemos que∫
RN+1

+

∫
K
ψ(x, t)〈νz,x,t, |f(·)− V (z)− α|〉∆ϕ(z) dm(z) dx dt = 0 (3.8)

para toda ϕ tal que ϕ,∆ϕ ∈ A(RN) e toda 0 ≤ ψ ∈ C∞
c (RN+1

+ ).
2. Como em [39], definimos uma nova famı́lia de medidas parametrizadas µz,x,t suportadas sobre

um conjunto compacto K ′ ⊃ {f(λ)− V (z) : (λ, z) ∈ K ×K} dadas por:

〈µz,x,t, θ〉 := 〈νz,x,t, θ(f(·)− V (z))〉, θ ∈ C(R). (3.9)

Dessa maneira, a equação (3.8) pode ser reescrita como∫
RN+1

+

∫
K
ψ(x, t)〈µz,x,t, θ〉∆ϕ(z) dm(z) dx dt = 0, (3.10)
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onde θ(λ) = |λ− α|.
Além disso, usando a equação integral que define a solução fraca de (3.1) com as mesmas funções

teste acima, uma computação direta mostra que quando ε → 0, (3.10) vale quando θ é qualquer
função afim. Portanto, deduzimos que (3.10) vale para qualquer combinação linear de funções afim
e funções da forma | ·−α|, α ∈ R. Como essas combinações geram as funções afim por partes, temos
que (3.10) vale para toda θ ∈ C(R).

Coloque F (z) :=
∫

RN+1
+

ψ(x, t)〈µz,x,t, θ〉 dx dt e observe que
∫
K F (z)∆ϕ(z) dm(z) = 0, para toda

ϕ tal que ϕ, ∆ϕ ∈ A(RN). Então, aplicando o lema 1.2, obtemos que F é equivalente a uma
constante. Usando esse fato e definindo

µx,t :=

∫
K
µz,x,t dm(z) ∈M(K ′),

temos, em particular∫
RN+1

+

ψ(x, t)〈µz,x,t, θ〉 dx dt =

∫
K

∫
RN+1

+

ψ(x, t)〈µz,x,t, θ〉 dx dt dm(z) =

∫
RN+1

+

ψ(x, t)〈µx,t, θ〉 dx dt,

para q.t.p. z ∈ K.
Dáı, ∫

RN+1
+

〈µx,t,
∫
K
W (z, ·) dm(z)〉ψ(x, t) dx dt =

∑
i

m(Ki)

∫
RN+1

+

〈µx,t, θi〉ψ(x, t) dx dt (3.11)

=
∑
i

m(Ki)

∫
RN+1

+

〈µz,x,t, θi〉ψ(x, t) dx dt =
∑
i

∫
K

∫
RN+1

+

〈µz,x,t, θi〉χKi
(z)ψ(x, t) dx dt dm(z)

=

∫
RN+1

+

∫
K
〈µz,x,t,W (z, ·)〉ψ(x, t) dm(z) dx dt

para qualquer W (λ, z) =
∑

i θi(λ)χKi
(z), onde θi ∈ C(K ′), Ki é qualquer subconjunto boreliano de

K, e χKi
é a função caracteŕıstica de Ki. Por aproximação, (3.11) vale para qualquerW ∈ C(K×K ′).

3. De (3.7), tomando o limite quando ε→ 0, obtemos∫
RN+1

+

∫
K
〈νz,x,t, | · −ψα(z)|〉ϕt + 〈νz,x,t, |f(·)− f(ψα(z))|〉∆ϕdm(z) dx dt

+

∫
RN

∫
K
|u0(z, x)− ψα(z)|ϕ(x, 0) dm(z) dx ≥ 0

para toda α ∈ R e para toda 0 ≤ ϕ ∈ C∞
c (RN+1).

Defina I(ρ, α) e G(ρ, α) por

I(ρ, α) :=

∫
K
|g(ρ+ V (z))− g(α+ V (z))| dm(z), (3.12)

G(ρ, α) := |ρ− α|. (3.13)

Agora, definindo θ(ρ) = |g(ρ+ V (z))− g(α+ V (z))|, temos∫
RN+1

+

∫
K
〈νz,x,t, | · −ψα(z)|〉ϕt dm(z) dx dt =

∫
RN+1

+

∫
K
〈νz,x,t, θ(f(·)− V (z))〉ϕt dm(z) dx dt

=

∫
RN+1

+

∫
K
〈µz,x,t, |g(·+ V (z))− g(α+ V (z))|〉ϕt dm(z) dx dt.
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Usando (3.11), obtemos que∫
RN+1

+

∫
K
〈νz,x,t, | · −ψα(z)|〉ϕt dm(z) dx dt (3.14)

=

∫
RN+1

+

∫
K
〈µz,x,t, |g(·+ V (z))− g(α+ V (z))|〉ϕt dm(z) dx dt

=

∫
RN+1

+

〈µx,t,
∫
K
|g(·+ V (z))− g(α+ V (z))| dm(z)〉ϕt dx dt

=

∫
RN+1

+

〈µx,t, I(·, α)〉ϕt dx dt.

Analogamente,∫
RN+1

+

∫
K
〈νz,x,t, |f(·)− f(ψα(z))|〉∆ϕ(x, t) dm(z) dx dt =

∫
RN+1

+

〈µx,t, G(·, α)〉∆ϕ(x, t) dx dt. (3.15)

Usando (3.14) e (3.15) em (3.12), temos∫
RN+1

+

〈µx,t, I(·, α)〉ϕt + 〈µx,t, G(·, α)〉∆ϕdx dt

+

∫
RN

∫
K
|u0(z, x)− ψα(z)|ϕ(x, 0) dm(z) dx ≥ 0, (3.16)

para toda 0 ≤ ϕ ∈ C∞
c (RN+1) e qualquer α ∈ R.

Agora, escolhendo ϕ(x, t) = δh(t)φ(x), com δh(t) = max {h−|t|
h
, 0} para 0 ≤ φ ∈ C∞

c (RN) e h > 0
em (3.16), chegamos a

lim
h→0

1

h

∫ h

0

∫
RN

〈µx,t, I(·, α)〉φ dx dt ≤
∫

RN

∫
K
|u0(z, x)− ψα(z)|φ dm(z) dx. (3.17)

Usando a flexibilidade fornecida por φ em (3.17), deduzimos que a mesma desigualdade vale se
α ∈ L∞(RN).

Observemos que ϕ0(x) := f(u0(z, x)) − V (z) é independente de z. Tomando α(x) = ϕ0(x)
e tendo em mente que u0(z, x) = g(α(x) + V (z)), temos que α(x) = f̄(ū(x, 0)). Usando isso e
ψα(z) = g(α+ V (z)) em (3.17), obtemos que

lim
h→0

1

h

∫ h

0

∫
RN

〈µx,t, I(·, f̄(ū(x, 0)))〉φ dx dt = 0, (3.18)

para qualquer 0 ≤ φ ∈ L1(RN).
4. Aplicando o teorema 2.1 com u1 = uε e u2(y) = ψα(

y
ε
), temos∫

(RN+1
+ )2

{
−B

ψα( y
ε
)

ϑδ
(uε(x, t))(φt + φs)−

1

ε2
[h(

x

ε
)− h(

y

ε
)]Hδ(f(uε(x, t)− f(ψα(

y

ε
))φ

+Hδ(f(uε(x, t))− f(ψα(
y

ε
)))(∇x +∇y)[f(uε(x, t))− f(ψα(

y

ε
))] · (∇x +∇y)φ

}
dx dt dy ds

= −
∫

(RN+1
+ )2

{
|(∇x +∇y)[f(uε(x, t))− f(ψα(

y

ε
))]|2

H ′
δ(f(uε(x, t))− f(ψα(

y

ε
)))φ

}
dx dt dy ds (3.19)
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∀ 0 ≤ φ ∈ C∞
c ((RN+1

+ )2) e ∀α ∈ R. Usando funções teste como no método de duplicação de variavéis
e tomando o limite, obtemos

−
∫

RN+1
+

B
ψα(x

ε
)

ϑδ
(uε(x, t))ϕt dx dt (3.20)

+

∫
RN+1

+

Hδ(f(uε(x, t))− f(ψα(
x

ε
)))∇[f(uε(x, t))− f(ψα(

x

ε
))] · ∇ϕdx dt

= −
∫

RN+1
+

|∇[f(uε(x, t))− f(ψα(
x

ε
))]|2H ′

δ(f(uε(x, t))− f(ψα(
x

ε
)))ϕdx dt.

Agora, façamos α = ξ(y, s) := f̄(ū(y, s)), tomemos 0 ≤ φ ∈ C∞
c ((RN+1

+ )2), integremos em y, s e,
finalmente, façamos δ → 0 para obter∫

(RN+1
+ )2

−|uε(x, t)− ψξ(y,s)(
x

ε
)|φt +∇x|f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))| · ∇xφ dx dt dy ds

= − lim
δ→0

∫
(RN+1

+ )2
|∇x[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))]|2H ′

δ(f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(
x

ε
)))φ dx dt dy ds.

Então, usemos o teorema 1.9 sobre medida de Young multi-escala para ter, quando ε→ 0,∫
(RN+1

+ )2
−〈µx,t, I(·, ξ(y, s))〉φt − 〈µx,t, G(·, ξ(y, s))〉∆xφ dx dt dy ds

= − lim
ε→0

lim
δ→ 0

∫
(RN+1

+ )2

{
|∇x[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))]|2

H ′
δ(f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
)))φ

}
dx dt dy ds. (3.21)

5. Observemos que ∇y[f(ψξ(y,s)(
x
ε
))] = ∇y[V (x

ε
) + ξ(y, s)] = ∇yξ(y, s). Dáı,

0 =

∫
RN+1

+

∇y[f(ψξ(y,s)(
x

ε
))] · ∇x[Hδ(f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))φ] dx dt,

que nos dá∫
RN+1

+

{
∇y[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))] · ∇x[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))]

H ′
δ(f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
)))φ

}
dx dt

= −
∫

RN+1
+

∇y[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(
x

ε
))] · ∇xφHδ(f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))) dx dt.

Integrando em y, s e deixando δ → 0, temos∫
(RN+1

+ )2
|f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))|div y∇xφ dx dt dy ds

= lim
δ→0

∫
(RN+1

+ )2

{
∇y[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))] · ∇x[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))]

H ′
δ(f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
)))φ

}
dx dt dy ds.
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Pelo teorema 1.9, quando ε→ 0, temos∫
(RN+1

+ )2
〈µx,t, G(·, ξ(y, s))〉div y∇xφ dx dt dy ds

= lim
ε→0

lim
δ→0

∫
(RN+1

+ )2

{
∇y[f(uε)− f(ψξ(

x

ε
))] · ∇x[f(uε)− f(ψξ(

x

ε
))]

H ′
δ(f(uε)− f(ψξ(

x

ε
)))φ

}
dx dt dy ds. (3.22)

Similarmente, temos que f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(
x
ε
)) = f(uε(x, t))− V (x

ε
)− ξ(y, s) e assim

∇x[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(
x

ε
))] = ∇x[f(uε(x, t))− V (

x

ε
)].

Usando a última igualdade e procedendo como acima para obter (3.22), chegamos a∫
(RN+1

+ )2
〈µx,t, G(·, ξ(y, s))〉div x∇yφ dx dt dy ds

= lim
ε→0

lim
δ→0

∫
(RN+1

+ )2

{
∇x[f(uε)− f(ψξ(

x

ε
))] · ∇y[f(uε)− f(ψξ(

x

ε
))]

H ′
δ(f(uε)− f(ψξ(

x

ε
)))φ

}
dx dt dy ds. (3.23)

onde uε e ξ são funções de x, t e y, s, respectivamente.
6. Seja ū a solução entrópica de (3.4). Do lema 2.2, temos que∫

RN+1
+

|l − ū(y, s)|φs + sign(f̄(l)− f̄(ū(y, s)))∇yf̄(ū) · ∇yφ dy ds

= lim
δ→0

∫
RN+1

+

|∇yf̄(ū)|2H ′
δ(f̄(l)− f̄(ū(y, s)))φ dy ds, para todo l ∈ R. (3.24)

Agora, tomemos k := f̄(l) e notemos que l =
∫
K g(f̄(l)+V (z)) dm(z) e que ū(y, s) =

∫
K g(ξ(y, s)+

V (z)) dm(z). Assim,∫
RN+1

+

|l − ū(y, s)|φs dy ds =

∫
RN+1

+

∣∣∣ ∫
K
(g(k + V (z))− g(ξ(y, s) + V (z)) dm(z)

∣∣∣φs dy ds
=

∫
RN+1

+

(∫
K
|g(k + V (z))− g(ξ(y, s) + V (z))| dm(z)

)
φs dy ds =

∫
RN+1

+

I(k, ξ(y, s))φs dy ds.

Também, ∫
RN+1

+

sign(f̄(l)− f̄(ū(y, s)))∇yf̄(ū) · ∇yφ dy ds

= −
∫

RN+1
+

∇y|f̄(l)− f̄(ū(y, s))| · ∇yφ dy ds =

∫
RN+1

+

|k − ξ(y, s)|∆yφ dy ds

=

∫
RN+1

+

G(k, ξ(y, s))∆yφ dy ds.
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Paralelamente, como ∇yξ(y, s) = ∇y[f(ψξ(y,s)(
x
ε
))], temos∫

RN+1
+

|∇yf̄(ū)|2H ′
δ(f̄(l)− f̄(ū(y, s)))φ dy ds =

∫
RN+1

+

|∇yξ(y, s)|2H ′
δ(k − ξ(y, s))φ dy ds

=

∫
RN+1

+

|∇yf(ψξ(y,s)(
x

ε
))|2H ′

δ(k − ξ(y, s))φ dy ds.

Usando as duas últimas igualdades em (3.24), obtemos∫
RN+1

+

I(k, ξ(y, s))φs +G(k, ξ(y, s))∆yφ dy ds = lim
δ→0

∫
RN+1

+

|∇yf(ψξ(y,s)(
x

ε
))|2H ′

δ(k − ξ(y, s))φ dy ds.

para todo k ∈ R e qualquer 0 ≤ φ ∈ C∞
c ((RN+1

+ )2).
Façamos k = f(uε(x, t))− V (x

ε
) na igualdade acima e integremos em x, t para ter∫

(RN+1
+ )2

I(f(uε(x, t))− V (
x

ε
), ξ(y, s))φs +G(f(uε(x, t))− V (

x

ε
), ξ(y, s))∆yφ dx dt dy ds

= lim
δ→0

∫
(RN+1

+ )2

{
|∇y[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))]|2

H ′
δ(f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
)))φ

}
dx dt dy ds. (3.25)

Aplicando o teorema 1.9 e fazendo ε→ 0, temos

lim
ε→0

∫
(RN+1

+ )2
I(f(uε(x, t))− V (

x

ε
), ξ(y, s))φs dx dt dy ds

=

∫
(RN+1

+ )2

∫
K
〈νz,x,t, I(f(·)− V (z), ξ(y, s))〉φs dm(z) dx dt dy ds

=

∫
(RN+1

+ )2

∫
K
〈µz,x,t, I(·, ξ(y, s))〉φs dm(z) dx dt dy ds

=

∫
(RN+1

+ )2
〈µx,t, I(·, ξ(y, s))〉φs dx dt dy ds

Similarmente,

lim
ε→0

∫
(RN+1

+ )2
G(f(uε(x, t))− V (

x

ε
), ξ(y, s))∆yφ dx dt dy ds

=

∫
(RN+1

+ )2
〈µx,t, G(·, ξ(y, s))〉∆yφ dx dt dy ds.

Usando as duas últimas igualdades em (3.25), obtemos∫
(RN+1

+ )2

{
〈µx,t, I(·, ξ(y, s))〉φs + 〈µx,t, G(·, ξ(y, s))〉∆yφ

}
dx dt dy ds

= lim
ε→0

lim
δ→0

∫
(RN+1

+ )2

{
|∇y[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))]|2

H ′
δ(f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
)))φ

}
dx dt dy ds. (3.26)
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7. Agora, provaremos que∫
RN+1

+

{
〈µx,t, I(·, ξ(x, t))〉ϕt + 〈µx,t, G(·, ξ(x, t))〉∆ϕ

}
dx dt ≥ 0, (3.27)

para toda 0 ≤ ϕ ∈ C∞
c (RN+1

+ ).
Subtraindo (3.21) de (3.22), deduzimos que∫

(RN+1
+ )2

{
− 〈µx,t, I(·, ξ(y, s))〉φt − 〈µx,t, G(·, ξ(y, s))〉(∆xφ+ div y∇xφ)

}
dx dt dy ds

= − lim
ε→0

lim
δ→0

∫
(RN+1

+ )2

{
|∇x[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))]|2

+∇y[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(
x

ε
))] · ∇x[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))]
}

H ′
δ(f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))φ dx dt dy ds. (3.28)

A soma de (3.26) e (3.23) dá∫
(RN+1

+ )2

{
〈µx,t, I(·, ξ(y, s))〉φs + 〈µx,t, G(·, ξ(y, s))〉(∆yφ+ div x∇yφ)

}
dx dt dy ds

= lim
ε→0

lim
δ→0

∫
(RN+1

+ )2

{
|∇y[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))]|2

+∇y[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(
x

ε
))] · ∇x[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))]
}

H ′
δ(f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))φ dx dt dy ds. (3.29)

Finalmente, tomando a diferença entre (3.28) e (3.29) obtemos∫
(RN+1

+ )2

{
− 〈µx,t, I(·, ξ(y, s))〉(φt + φs)

−〈µx,t, G(·, ξ(y, s))〉(∆x + div y∇x + div x∇y + ∆y)φ
}
dx dt dy ds

= − lim
ε→0

lim
δ→0

∫
(RN+1

+ )2

{
|∇x[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(

x

ε
))]

+∇y[f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(
x

ε
))]|2H ′

δ(f(uε(x, t))− f(ψξ(y,s)(
x

ε
)))φ

}
dx dt dy ds ≤ 0. (3.30)

Agora, tomemos φ(x, t, y, s) := ϕ(x+y
2
, t+s

2
)ρn(

x−y
2

)θn(
t−s
2

), onde 0 ≤ ϕ ∈ C∞
c (RN+1

+ ), e ρn, θn são
aproximações clássicas da identidade em RN and R, respectivamente, como no metódo de duplicação
de variáveis, e observemos que

(∆x + div y∇x + div x∇y + ∆y)φ = ρn(
x− y

2
)θn(

t− s

2
)∆xϕ(

x+ y

2
,
t+ s

2
).

Substituindo tais funções testes na desigualdade (3.30) e fazendo n→∞, obtemos (3.27), provando
a afirmação.
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8. Seja ϕ(x, t) = δh(t)Λ(x), com δh ∈ C∞
c (R+); δh(t) ≥ 0 no passo anterior. Recordando que

|∆Λ| ≤ (N + 1)Λ, segue que

−
∫

RN+1
+

〈µx,t, I(·, ξ(x, t))〉δ′h(t)Λ(x) dx dt ≤
∫

RN+1
+

〈µx,t, G(·, ξ(x, t))〉δh(t)∆Λ(x) dx dt

≤ (N + 1)

∫
RN+1

+

〈µx,t, G(·, ξ(x, t))〉δh(t)Λ(x) dx dt

≤ C

∫
RN+1

+

〈µx,t, I(·, ξ(x, t))〉δh(t)Λ(x) dx dt (3.31)

onde usamos que G(·, ·) ≤ CI(·, ·).
Defina γ(t) =

∫
RN 〈µx,t, I(·, ξ(x, t))〉Λ(x) dx e usando (3.31), temos

−
∫ ∞

0

γ(s)δ′h(s) ds ≤ C

∫ ∞

0

γ(s)δh(s) ds.

Seja t ≥ 0 um ponto de Lebesgue da função γ e δh(s) = s−h
h
χ[h,2h](s)− s−t−h

h
χ(t,t+h](s) + χ(2h,t](s) e

note que δ′h = 1
h
χ[h,2h] − 1

h
χ[t,t+h].

Dáı,
1

h

∫ t+h

t

γ(s) ds− 1

h

∫ 2h

h

γ(s) ds ≤ C

∫ ∞

0

γ(s)δh(s) ds (3.32)

Além disso,

γ(s) =

∫
RN

〈µx,s, I(·, ξ(x, s))〉Λ(x) dx =

∫
RN

{
〈µx,s, I(·, ξ(x, 0))〉+

〈µx,s, I(·, ξ(x, s))− I(·, ξ(x, 0))〉
}

Λ(x) dx

≤
∫

RN

{
〈µx,s, I(·, ξ(x, 0))〉+ C|ū(x, s)− ū(x, 0)|λ

}
Λ(x) dx.

Agora, definindo a medida dµ(x) := Λ(x)
‖Λ‖1dx e aplicando a desigualdade de Jessen para funções

côncovas, temos: ∫
RN

|ū(x, s)− ū(x, 0)|λ dµ(x) ≤
{∫

RN

|ū(x, s)− ū(x, 0)| dµ(x)
}λ

Analogamente, temos que

1

h

∫ h

0

{∫
RN

|ū(x, s)− ū(x, 0)| dµ(x)
}λ

ds ≤
{1

h

∫ h

0

∫
RN

|ū(x, s)− ū(x, 0)| dµ(x) ds
}λ
,

que implica

1

h

∫ h

0

γ(s) ds ≤ 1

h

∫ h

0

∫
RN

〈µx,s, I(·, ξ(x, 0))〉Λ dx ds+ C
{1

h

∫ h

0

∫
RN

|ū(x, s)− ū(x, 0)| dµ(x) ds
}λ
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Fazendo h→ 0, levando em conta (3.18) e que ū é uma solução entrópica, vemos que

lim
h→0

1

h

∫ h

0

γ(s) ds = 0

Assim, fazendo h→ 0 em (3.32), obtemos

γ(t) ≤ C

∫ t

0

γ(s) ds

para q.t.p. t ≥ 0. Dáı, pelo lema de Gronwall γ(t) = 0 para q.t.p. t ≥ 0 e, pela definição de
γ, 〈µx,t, I(·, ξ(x, t))〉 = 0 para q.t.p. (x, t). Assim, 〈µx,t, G(·, ξ(x, t))〉 = 0 para q.t.p. (x, t) e,
finalmente, µx,t é uma medida de Dirac concentrada em ξ(x, t) para q.t.p. (x, t). Recordando a
definição de µx,t, temos também que µz,x,t é uma medida de Dirac concentrada em ξ(x, t) para
q.t.p. (z, x, t), e assim, νz,x,t é uma medida de Dirac concentrada em g(f̄(ū(x, t))+V (z)) para q.t.p.
(z, x, t). Dáı, podemos aplicar o teorema 1.7 para obter (3.6).

Finalmente, o fato de que a seqüência inteira uε converge na topologia fraca estrela de L∞(RN+1
+ )

para ū segue de (3.6) observando que, para qualquer ϕ ∈ Cc(RN+1
+ ), temos

lim
ε→0

∫
RN+1

+

U(
x

ε
, x, t)ϕ(x, t) dx dt =

∫
RN+1

+

∫
K
U(z, x, t)ϕ(x, t)dm(z) dx dt

=

∫
RN+1

+

(∫
K
g(f̄(ū(x, t)) + V (z) )dm(z)

)
ϕ(x, t) dx dt

=

∫
RN+1

+

ū(x, t)ϕ(x, t) dx dt,

pelas definições de f̄ e U .
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Caṕıtulo 4

Homogenização na Álgebra de
Fourier-Stieltjes

4.1 Introdução

Nesse caṕıtulo, vamos introduzir uma álgebra com valor médio importante para as propostas
desse trabalho. Ela contém estritamente as funções quase-periódicas e servirá para estudarmos o
problema de homogenização de algumas equações diferenciais parciais não-lineares com coeficientes
oscilatórios pertencendo a mesma. Essa álgebra, denotada por FS(RN), é definida como sendo o
fecho na norma do sup do espaço das funções em BUC(RN) cuja transformada de Fourier é uma
medida complexa. É mostrado que essa álgebra tem muitas propriedades importantes em comum
com as funções quase-periódicas. Em particular, ela é uma álgebra ergódica que também contém as
pertubações das funções quase-periódicas por funções cont́ınuas que se anulam no infinito. Assim,
consideramos problemas de homogenização de certas EDP’s. Mais especificamente, começamos
estudando o problema de homogenização para uma equação de transporte não-linear com um campo
velocidade autônomo e incomprenśıvel. Mais precisamente, é assumido que a ∈ FS(RN ; RN) ∩
W 1,∞(RN ; RN) e que div a = 0. Mostraremos um resultado de homogenização que melhora e
estende o resultado correspondente em [4] no contexto quase-periódico para a equação{

∂tuε + div(a(x
ε
)f(uε)) = 0, (x,t) ∈ RN × (0,+∞)

uε(x, 0) = U0(
x
ε
, x), x ∈ RN

(4.1)

com U0 ∈ L1
loc(RN ; FS(RN)) e f ∈ C1(R) tal que o conjunto de zeros de f ′ tenha medida de Lebesgue

unidimensional nula. Como em [4], o primeiro passo nessa direção é dado através da prova de que
o fluxo gerado pelo campo a preserva FS(RN).

Em seguida, consideramos o problema de homogenização para uma equação do tipo meio poroso
sobre um domı́nio limitado com uma fonte externa oscilatória em FS(RN). Diferentemente do que
foi feito no caṕıtulo 3 onde foi considerado domı́nios não limitados e fontes oscilatótias pertencendo
a álgebras ergódicas mais gerais, a restrição a FS(RN) nos permitirá considerar dados iniciais mais
gerais que não são necessariamente bem preparados, isto é, soluções da equação estacionária associ-
ada em relação a variável oscilatória. Finalmente, terminamos o caṕıtulo considerando o problema
de homogenização para um sistema de duas equações do mesmo tipo acopladas por um termo
não-linear de ordem zero.



Nesse caṕıtulo, K será o espaço compacto com a medida de probabilidade m tal que FS(RN) ∼
C(K) dado pelo teorema 1.5. Além disso, denotaremos L2

m(K) simplesmente por L2(K).

4.2 A álgebra de Fourier-Stieltjes FS(RN)

Antes de entrarmos na definição precisa, recordemos a noção de transformada de Fourier de uma
função em L∞(RN).

Dada f ∈ L∞(RN), a transformada de Fourier de f , denotada por f̂ , é definida por:

〈f̂ , φ〉 :=

∫
RN

f(x)φ̂(x) dx, para todo φ ∈ C∞
c (RN),

onde φ̂ denota a transformada de Fourier usual de φ, isto é,

φ̂(x) :=
1

(2π)
N
2

∫
RN

φ(y)e−iy·x dy.

A seguir, damos a definição de FS(RN):

Definição 4.1. Denotamos por FS(RN) o fecho em BUC(RN) do espaço das funções com medida
espectral finita, FS∗(RN), definida por

FS∗(RN) :=

{
f : RN → R : f(x) =

∫
RN

eix·y dν(y) para algum ν ∈M∗(RN)

}
, (4.2)

onde por M∗(RN) denotamos o espaço das medidas de valor complexo µ : B(RN) → C com variação
total finita, isto é, |µ|(RN) <∞.

O seguinte lema refere-se a funções em FS∗(RN) e sua principal conseqüência reside no fato
de funções em FS(RN) com média nula podem ser uniformemente aproximadas por funções em
FS∗(RN) cujas transformadas de Fourier tem suporte compacto e não intercepta a origem.

Lema 4.1. Seja f ∈ FS∗(RN) e F ⊆ RN tal que |µ|(F ) = 0, onde µ := f̂ . Então, existe {fn}n≥1 ⊆
FS∗(RN); fn → f uniformemente, f̂n tem suporte compacto e supp f̂n ∩ F = ∅ para todo n.

Prova. Dado ε > 0, existe aberto V ⊃ F e R > 0 tais que

|µ|({x : |x| > R}) < ε

2
e |µ|(V ) <

ε

2
.

Defina µ1 := µb{x : |x| > R}, µ2 := µb{V ∩ {x : |x| < R}} e µ3 := µ− µ1 − µ2. Tome fε := µ̌3 e
observe que

f − fε = µ̌1 + µ̌2 =

∫
RN

e−ix·y dµ1(y) +

∫
RN

e−ix·y dµ2(y)

o quê dá ‖f − fε‖∞ < ε.
Além disso, o suporte de f̂ε está contido em {x : |x| ≤ R} − {V ∩ {x : |x| < R}} e não

intercepta F.
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Recordemos que uma subalgebra de B ⊆ A é chamado um ideal de A se para qualquer f ∈ A
e g ∈ B, temos que fg ∈ B. Além disso, C0(RN) é o fecho na norma do sup de C∞

c (RN). Assim,
temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1. FS(RN) ⊆ BUC(RN) é uma álgebra com valor médio contendo C0(RN) como um
ideal. Além disso, FS(RN) é uma álgebra ergódica e o espaço PAP(RN) das funções quase periódicas
pertubadas, definidas como o fecho em BUC(RN) de

PAP∗(RN) := {f ∈ BUC(RN) : f = g + ψ, g ∈ AP(RN), ψ ∈ C0(RN)},

é uma subalgebra de FS(RN).

Prova. 1. Claramente, FS∗(RN) ⊆ BUC(RN) e a medida ν em 4.2 é a transformada de Fourier de f .
O fato de FSM∗(RN) e dáı FS(RN) ser uma álgebra, segue do fato de que a tranformada de Fourier
do produto é a convolução da transformada de Fourier de cada fator eM∗(RN) é estável com relação
a convolução. A invariância por translações segue do fato de a transformada de Fourier de f(·+ t)
ser igual a e−ityf̂(y). Finalmente, a propriedade da média segue do fato de se f ∈ FS∗(RN), então
a sua média existe e é igual a f̂({0}). A última afirmação é devido ao fato de f̂ ser uma medida
complexa com variação total finita e o valor médio de

∫
y 6=0

eix·ydf̂(y) ser igual a zero pelo teorema
de Fubini e da convergência dominada.

2. Como a transformada de Fourier preserva o espaço de Schwartz, segue que C∞
c (RN) ⊆

FS∗(RN). Dáı, o seu fecho, isto é, C0(RN), é um ideal de FS(RN). Quanto ao fato de AP(RN)
ser uma subalgebra de FS(RN) segue facilmente do fato de a transformada de Fourier de eiλ·x é δλ,
onde δλ é a medida de Dirac concentrada em λ, e pelo fato de o espaço vetorial gerado por essas
funções ser denso em AP(RN) com relação a norma do sup(teorema de Bohr).

3. Já o fato de FS(RN) ser uma álgebra ergódica é provado como a seguir. Pelo lema 4.1,
qualquer função em FS(RN) tal que M(f) = 0 pode ser uniformemente aproximada por funções
φ ∈ FS∗(RN) tais que o suporte de φ̂ é compacto e com distância positiva da origem. Para tais φ
é posśıvel provar que Mx(φ(x + y)) = 0 uniformemente com relação a y ∈ RN (veja [41], p.246).
Como f −M(f) tem média nula, basta verificar (1.5) supondo que M(f) = 0. Dáı, tomando φ
como acima tal que ‖f − φ‖∞ <

√
ε/2 e tomando t0 > 0 suficientemente grande de modo que

1

|B(0; t)|

∣∣∣∣∫
B(0;t)

φ(x+ y) dx

∣∣∣∣ < √
ε

2
, para t > t0,

uniformemente com relação a y ∈ RN , obtemos que

My

(
| 1

|B(0; t)|

∫
B(0;t)

f(x+ y) dx|2
)
< ε, para t > t0,

que prova a ergodicidade de FS(RN).

No próximo lema, B2 denotará o espaço de Besicovitch associado à FS(Rn).

Lema 4.2. Seja

E1 := {ϕ ∈ FS∗(RN) : supp ϕ̂ ⊆ {x : xN = 0}},
E2 := {ϕ ∈ FS∗(RN) : supp ϕ̂ ⊆ {x : xN 6= 0} e é compacto }.
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Então, temos a seguinte decomposição ortogonal para B2:

B2 = E1 ⊕ E2, (4.3)

onde é o fecho em B2.

Prova. 1. Dado ψ ∈ FS∗(RN), existe ψ1, ψ2 ∈ FS∗(RN) tal que supp ψ̂1 ⊆ {x; xN = 0}, supp ψ̂2 ⊆
{x; xN 6= 0} e ψ = ψ1 + ψ2. Para ver isso, seja µ := ψ̂ e note que µ = µb{x : xN = 0} + µb{x :
xN 6= 0} = ν1 + ν2. Defina ψ1 := ν̌1 e ψ2 := ν̌2.

2. Pelo lema 4.1, ψ2 pode ser uniformemente aproximado por funções {ψ(j)
2 }j≥1 ⊆ FS∗(RN) tal

que supp ψ̂
(j)
2 é compacto e supp ψ̂

(j)
2 ∩ {x; xN = 0} = ∅. As funções ψ1 e ψ2 são ortogonais como

elementos de B2. Precisamente, tomando νj2 = ψ̂
(j)
2 , temos 〈ψ1, ψ

j
2〉 = ψ̂1ψ

j
2{0} = ν1 ∗ νj2{0} = 0,

pois os suportes de ν1 e νj2 são disjuntos. Fazendo j →∞ obtemos que 〈ψ1, ψ2〉 = 0.
3. Agora, dado qualquer v ∈ B2, há uma sequência (ψj)j∈N ⊆ FS∗(RN) tal que ψj → v em B2.

Para cada ψj, temos a decomposição ψj = ψj1 + ψj2, com ψj1 ∈ E1 e ψj2 ∈ E2. Pela ortogonalidade
entre ψj1 e ψj2 e a limitação de ψj em B2, deduzimos que as funções ψj1 e ψj2 são uniformemente
limitadas em B2. Dáı, passando para uma subsequência se necessário, existe v1, v2 ∈ B2 tais que
ψj1 ⇀ v1 e ψj2 ⇀ v2, onde ⇀ significa convergência fraca em B2. Como E1 e E2 são convexos, temos
que v1 ∈ E1 e v2 ∈ E2. É imediado ver que v1 é ortogonal a E2 e o mesmo para v2 e E1. Dáı, v1

e v2 são ortogonais. Por ortogonalidade, deduzimos também que a decomposição v = v1 + v2 com
v1 ∈ E1 e v2 ∈ E2 é única e isso conclui a prova da decomposição ortogonal afirmada para B2.

O seguinte fato referente a funções em FS(RN) será usado em nossa aplicação na homogenização
de equações do tipo meio poroso na parte final desse caṕıtulo.

Lema 4.3. Se f ∈ FS(RN) e M(f) = 0, então para qualquer ε > 0 existe uma função suave
limitada uε satisfazendo as desigualdades

f − ε ≤ ∆uε ≤ f + ε. (4.4)

Prova. Claramente, a propriedade estabelecida é estável em relação a aproximação uniforme. Dáı,
podemos assumir que f ∈ FS∗(RN). Seja µ = f̂ . Nesse caso, a suposição queM(f) = 0 é equivalente
a µ({0}) = 0 como foi visto na prova do teorema 4.1.

Agora, dado qualquer ε > 0, para R > 0 suficientemente grande e para r > 0 suficientemente
pequeno, temos

|µ|({x : |x| > R}) < ε

2
e |µ|({x : |x| < r}) < ε

2
,

sendo a última desigualdade porque µ({0}) = 0. Seja ν1 := µb{x : |x| > R} e ν2 := µb{x : |x| < r}.
Podemos verificar que ‖ν̌1‖∞ < ε/2 e ‖ν̌2‖∞ < ε/2.
Agora, ponhamos ν := µ− ν1 − ν2 e definamos g := ν̌. Afirmamos que g e todas as suas derivadas
pertencem a BUC(RN) e há uma solução suave limitada para a equação ∆u = g em RN . De fato,
isso segue imediatamente do fato de que ĝ tem suporte compacto separado da origem. Assim, temos
g = g ∗ φ onde φ ∈ S(RN) satisfaz φ̂ ∈ C∞

c (RN), φ̂ = 1 sobre supp ν e φ̂ = 0 em uma vizinhança da
origem. Além disso, defina h por ĥ(ξ) = −φ̂(ξ)/|ξ|2 e u = g∗h. Então ∆(g∗h) = g∗∆h = g∗φ = g
(veja. [41], p.246). Isso prova a afirmação e conclui a prova.
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4.3 O Fluxo Gerado por um Campo Lipschtiz em FS(RN ; RN)

O próximo teorema mostra que apesar de FS(RN) ser estritamente maior que AP(RN), ela possui
a mesma propriedade dessa no que se refere aos fluxos correspondentes. Mais precisamente, temos
o seguinte teorema, onde a função t 7→ X(z, t) é denotada por Xt(z) e a função X t : BUC(RN) →
BUC(RN) é definida por ϕ 7→ ϕ ◦Xt:

Teorema 4.2. Seja a ∈ FS(RN ; RN) ∩ W 1,∞(RN ; RN). Consideremos o seguinte problema de
Cauchy: {

dX
dt

(z, t) = a(X(z, t)),

X(z, 0) = z.
(4.5)

Então:

(i) ∀ϕ ∈ FS(RN), temos que ϕ ◦Xt ∈ FS(RN) para todo t.

(ii) Se diva = 0, então, para todo ϕ ∈ FS(RN), temos que∫
RN

|ϕ(X(z, t))|2 dz =

∫
RN

|ϕ(z)|2 dz. (4.6)

Assim, se B2 é o espaço de Besicovitch correspondente a FS(RN), então, X t pode ser estendido
para um operador em B2 satisfazendo∫

RN

|X t(ϕ)|2 dz =

∫
RN

|ϕ(z)|2 dz ∀ϕ ∈ B2. (4.7)

Prova. 1. Suponha que b ∈ FS∗(RN ; RN) e que ϕ ∈ FS∗(RN) é tal que o suporte de µ := ϕ̂ é
compacto.

Defina

γ(x) := ϕ(x+ b(x)) =

∫
RN

eix·yeib(x)·y dµ(y)

Disso, obtemos que

〈γ̂, ψ〉 = 〈γ, ψ̂〉 =

∫
RN

γ(x)ψ̂(x) dx =

∫
RN

{∫
RN

eix·yeib(x)·y dµ(y)
}
ψ̂(x) dx

=

∫
RN

{∫
RN

eix·yeib(x)·yψ̂(x) dx
}
dµ(y) =

∫
RN

〈ey (ey ◦ b), ψ̂〉 dµ(y)

=

∫
RN

〈δy ∗ êy ◦ b, ψ〉 dµ(y)

onde ey(x) := eix·y. Além disso, êy ◦ b é uma medida complexa com variação total |êy ◦ b|(RN) ≤
e|y||b̂|(R

N ). Como o suporte de µ é compacto, temos que existe
∫

RN δy ∗ êy ◦ b dµ(y) que também é
uma medida complexa. Assim, γ ∈ FS∗(RN).

2. Agora, tomemos ϕ ∈ FS(RN) e observemos que existe {ϕn}n≥1 ⊆ FS∗(RN) tal que o suporte
de ϕ̂n é compacto e ϕn → ϕ uniformemente. Assim, ϕn(· + b(·)) → ϕ(· + b(·)) uniformemente e,
pelo passo 1, ϕn(·+ b(·)) ∈ FS∗(RN) para qualquer n, o que fornece que ϕ(·+ b(·)) ∈ FS(RN).
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3. Seja b ∈ FS(RN ; RN).
Invocando novamente a definição de FS, existe bn ∈ FS∗(RN ; RN) tal que bn → b uniformemente.

Dáı, ϕ(· + bn(·)) → ϕ(· + b(·)) uniformemente. Pelo passo 2, ϕ(· + bn(·)) ∈ FS(RN) para qualquer
n. Desse modo, temos provado que ϕ(·+ b(·)) ∈ FS(RN) para todo ϕ ∈ FS(RN) e b ∈ FS(RN ; RN).

4. Defina Y := {f ∈ C(RN ; RN); f(x) − x ∈ L∞(RN ; RN)}. Note que se f, g ∈ Y , então,
f − g ∈ L∞(RN ; RN). Considere em Y a métrica dY (f, g) := ‖f − g‖∞ e observe que (Y, dY ) é
um espaço métrico completo. Fixe T > 0 e seja X := C([−T, T ];Y ) com a métrica d(ϕ1, ϕ2) :=
supt∈[−T,T ] dY (ϕ1(t), ϕ2(t)). O espaço (X, d) é um espaço métrico completo e defina F : X → X
por:

F (ϕ)(t, z) := z +

∫ t

0

a(ϕ(s, z))ds.

Usando um procedimento padrão, vemos que há um único ponto fixo Xt(z) de F que é a única
solução de (4.5). Além disso, ∀Φ ∈ X, temos que F (n)(Φ) → Xt(z) em X. Portanto, para cada
t fixo, F (n)(Φ)(t) → Xt uniformemente em z. Agora, tomamos Φ(t, z) = z e X(n) := F (n)(Φ) =
F (F (n−1)(Φ)) = F (X(n−1)) e notemos que X(1)(t, z) = z + ta(z) e é uniformemente cont́ınua em
[−T, T ]× RN . Pelo passo 3, ϕ ◦X(1)(t, ·) = ϕ(·+ ta(·)) ∈ FS(RN) para qualquer ϕ ∈ FS(RN).

Suponha que para todo ϕ ∈ FS(RN), vale que ϕ(X(n−1)(t, ·)) ∈ FS(RN) para cada t ∈ [−T, T ]
fixo e X(n−1) é uniformemente cont́ınua em [−T, T ]× RN . Observemos que,

ϕ(X(n)(z, t)) = ϕ(F (X(n−1)(z, t))) = ϕ
(
z +

∫ t

0

a(X(n−1)(z, s)) ds
)
.

Como X(n−1) é uniformemente cont́ınua, então as somas de Riemann de
∫ t

0
a(X(n−1)(z, s)) ds

convergem uniformemente em z. Portanto,
∫ t

0
a(X(n−1)(z, s)) ds ∈ FS(RN ; RN) e, pelo passo 3,

ϕ(X(n)(t, ·)) ∈ FS(RN). Além disso, é fácil ver que X(n) é uniformemente cont́ınua em [−T, T ]×RN .
Assim, temos provado por indução que ϕ(X(n)(t, ·)) ∈ FS(RN) para todo n. Dáı, a convergência
uniforme de X(n)(t, ·) para Xt(·) fornece a prova do item (i).

5. Agora, provemos o item (ii). A suposição da incompressibilidade do campo a nos dá que o
Jacobiano de Xt é igual a 1 q.t.p. e dáı, temos que

1

LN

∫
[0,L]N

|ϕ(X(z, t))|2 dz =
1

LN

∫
Xt([0,L]N )

|ϕ(w)|2 dw

=
1

LN

∫
[0,L]N

|ϕ(w)|2 dw − 1

LN

∫
[0,L]N\Xt([0,L]N )

|ϕ(w)|2 dw

+
1

LN

∫
Xt([0,L]N )\[0,L]N

|ϕ(w)|2 dw.

Tomando o limite quando L→∞ e observando que os dois últimos termos na igualdade acima
vão a 0 quando L→∞ devido ao fato de

[‖a‖∞t, L− ‖a‖∞t]N ⊆ Xt([0, L]N) ⊆ [−‖a‖∞t, L+ ‖a‖∞t]N

obtemos (4.6). A relação (4.6) implica que X t pode ser estendido para um operador em B2, e que
X t satisfaz (4.7). Isso prova (ii).

Disso decorre o seguinte corolário.
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Corolário 4.1. Dado t ∈ R, o fluxo Xt pode ser unicamente estendido para um homeomorfismo
X t de K e X t(ϕ) = ϕ(X t) para qualquer ϕ ∈ L2(K).

Prova. Como C(K) é isomorfo a FS(RN), o corolário é uma conseqüência direta da invariância de
FS(RN) por Xt e do lema 1.3 com R1 = R2 = RN , X1 = X2 = K e W = Xt.

Agora, deixe S ser o espaço fechado de B2 definido abaixo. Consideremos a equação

div (av) = 0. (4.8)

Definamos o espaço de funções teste

T := {v ∈ FS(RN) ∩W 1,∞(RN) : ∇av := a · ∇v ∈ FS(RN)}. (4.9)

e então definimos

S :=

{
v ∈ B2 :

∫
RN

v(z)∇aϕ(z) dz = 0, para todo ϕ ∈ T
}
. (4.10)

Agora, consideremos os seguintes subespaços de S:

S∗ :=
{
v ∈ FS(RN) ∩W 1,∞(RN) : ∇av = 0 q.t.p.

}
, (4.11)

S† :=

{
v ∈ S : ∃ (vk)k∈N ⊆ T , vk

B2∩L2
loc−→ v e ∇avk

B2∩L2
loc−→ 0

}
. (4.12)

e

S[ :=
{
v ∈ S : ∃ (vk)k∈N ⊆ T , vk

B2

−→ v e ∇avk
B2

−→ 0
}
. (4.13)

Claramente, temos que S∗ ⊆ S† ⊆ S[. Também será considerado nesse caṕıtulo a questão de
quando S† é denso em S em virtude do problema de homogenização considerado aqui. No caso
de funções periódicas, os analógos de S† e S[ coincidem uma vez que a convergência em L2

loc e em
B2 são equivalentes nesse caso. Veremos na próxima proposição que de fato S[ = S. O resultado
análogo no caso periódico implica que S† = S. Ainda no contexto periódico, a última igualdade
foi obtida em [25] através de um outro argumento que faz uso de convoluções com aproximações da
identidade. No entanto, esse argumento é fortemente apoiado na equivalência entre as convergências
em L2

loc e em B2 no caso periódico e desse modo, sequer pode ser estendido para o contexo quase
periódico. Aqui, como em [4], ao invés de considerarmos a questão da densidade de S† em S, vamos
considerar a questão mais forte de quando S∗ é denso em S.

Consideremos o grupo unitário a 1-parâmetro X t : B2 → B2 definido por X tv = v ◦ Xt, onde
Xt é o fluxo gerado pelo campo vetorial a. Denotemos também por B2 e por X t as respectivas
complexificações dos seus análogos. Pelo Teorema de Stone (veja, e.g., [60], pag. 266) há um
operador auto-adjunto A sobre B2 de modo que X t = eitA. Temos o seguinte resultado.

Proposição 4.1. O operador auto-adjunto A tal que X t = eitA é essencialmente auto-adjunto sobre
T e A|T = 1

i
∇a. Além disso, S é um espaço invariante por X t e S[ = S.
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Prova. 1. A prova segue as idéias da prova do Teorema de Stone. Denote por 〈·, ·〉 o produto
interno em B2:

〈u, v〉 :=

∫
RN

u(z)v̄(z) dz, para u, v ∈ B2.

Seja φ ∈ C∞
c (R) e para cada v ∈ T defina

vφ :=

∫ ∞

−∞
φ(t)X tv dt =

∫ ∞

−∞
φ(t)v ◦Xt dt.

Seja T ∗ o conjunto das combinações lineares finitas de todas tais vφ para v ∈ T e φ ∈ C∞
c (R).

Afirmamos que T ∗ ⊆ T e que T ∗ é denso em T na topologia uniforme e dáı é também denso em
B2.

2. Primeiro, notemos que vφ ∈ FS ∩ W 1,∞(RN). O fato de que vφ ∈ FS(RN) segue da con-
vergência uniforme das somas de Riemann e da invariância de FS pelo fluxo Xt dado pelo Teorema
4.2. Já o fato de vφ ∈ W 1,∞(RN) segue do fato de que v ∈ W 1,∞(RN) e da continuidade Lipschitz
de Xt em relação aos dados iniciais que, por sua vez, seque da continuidade Lipschtiz do campo
vetorial a junto com a fórmula de Duhamel e com a desigualdade de Grönwall. Finalmente, o fato
de que ∇avφ ∈ FS(RN) é visto como a seguir. Pela continuidade Lipschtiz de vφ deduzimos que

∇avφ(x) = lim
h→0

vφ ◦Xh(x)− vφ(x)

h
,

onde o limite existe para q.t.p. x ∈ RN . De outra maneira, temos(
Xh − I

h

)
vφ =

∫ ∞

−∞
φ(t)

(
X t+h −X t

h

)
v dt

=

∫ ∞

−∞

φ(t− h)− φ(t)

h
X tv dt

B2

−→ −
∫
φ′(t)X tv dt

= v−φ′ .

Dáı, ∇avφ = v−φ′ e assim ∇avφ ∈ T ∗, que dá, em particular, que T ∗ ⊆ T . A densidade de T ∗

em T segue quando se toma uma sequência de aproximações da identidade ϕε(t) = ε−1ϕ(ε−1t),
com 0 ≤ ϕ ∈ C∞

c (R),
∫
ϕdt = 1, e notando que vϕε converge uniformemente para v para qualquer

v ∈ T . Como T é denso em B2, concluimos que T ∗ é denso em B2.
3. Para vφ ∈ T ∗ definamos Bvφ := i−1∇avφ = i−1v−φ′ . Notemos que X t : T ∗ → T ∗, B : T ∗ →

T ∗ e X tBvφ = BX tvφ, para vφ ∈ T ∗. Também, dado v1, v2 ∈ T ∗ claramente temos que

〈Bv1, v2〉 = lim
s→0

〈(
Xs − I

is

)
v1, v2

〉
= lim

s→0

〈
v1,

(
I −X−s

is

)
v2

〉
= 〈v1, Bv2〉,

e, assim, B é simétrico.
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4. A prova de que B é essencialmente auto-adjunto usa o critério que diz que esse fato é
equivalente a Ker(B∗ ± i) = {0} (veja [60], p. 257) e segue o mesmo argumento de uma afirmação
similar feita na prova do Teorema de Stone. O argumento é o seguinte. Suponha que há u ∈ D(B∗)
tal que B∗u = iu. Então, para cada v ∈ D(B) = T ∗,

d

dt
〈X tv, u〉 = 〈iBX tv, u〉 = −i〈X tv,B

∗u〉 = −i〈X tv, iu〉

= 〈X tv, u〉.

Assim, a função de valor complexo f(t) = 〈X tv, u〉 satisfaz a equação diferencial ordinária f ′ = f o
que fornece f(t) = f(0)et e, sendo f limitada, concluimos que f(0) = 〈v, u〉 = 0. Como T ∗ é denso,
u = 0. Um argumento similar mostra que Ker(B∗ + i) = {0}, que completa a prova de que B é
essencialmente auto-adjunto. Em particular, A = B̄.

5. Agora, observemos que T ⊆ D(A). De fato, isso segue se pudermos mostrar que lim
t→0

X tv − v

t
existe em B2 para todo v ∈ T (veja, por exemplo, Theorem VIII.7 em [60]). Mas da definição de
T temos que esse limite existe no sentido da convergência uniforme e assim, também no sentido de
B2, e é igual a ∇av. Em particular, A|T = i−1∇a.

6. Mostraremos agora que S ⊆ D(A) e que S é o espaço invariante por X t. O fato que S ⊆ D(A)
segue da definição de S pois essa implica que S ⊆ D(B∗) = D(A). Agora, para cada u ∈ S, dado
qualquer v ∈ T , a função g(t) := 〈X tu, v〉 = 〈u,X−tv〉 satisfaz g′(t) = 0 e assim, g(t) = g(0). Dáı,
X tu = u para todo u ∈ S. Reciprocamente, se u ∈ B2 é invariante por X t temos

0 = 〈(X t − I)u, v〉 = 〈u, (X−t − I)v〉.

Dividindo por t e fazendo t→ 0, obtemos que u ∈ S.
7. Finalmente, o fato de que S[ = S é uma consequência do fato de A ser essencialmente

auto-adjunto quando restrito a T ∗ e de S ⊆ D(A). Para ver isso, dado u ∈ S e v ∈ T temos que
〈Au, v〉 = 〈u,Av〉 = i−1〈u,∇av〉 = 0, onde a última igualdade é por causa de A|T = i−1∇a e da
definição de S. Como a última igualdade vale para qualquer v ∈ T e T é denso em B2, segue que
Au = 0 e assim, (u, 0) pertence ao gráfico de A. Dáı, temos uma sequência vα ∈ T ∗ tal que vα → u
em B2 e ∇avα → 0 em B2. Isso significa que u ∈ S[ e assim S[ = S.

Recordando o isomorfismo canônico entre B2 e L2(K) estabelecido no teorema 1.6, quando
olhamos v como uma função em L2(K), podemos dizer que v ∈ S se∫

K
v(z)∇aϕ(z) dm(z) = 0 para toda ϕ ∈ T , (4.14)

onde, por simplicidade, usamos a mesma notação para uma função g in FS(RN) ou B2 e sua extensão
g para C(K) ou L2(K).

Dado g ∈ B2, usaremos a notação g̃ ∈ S para representar a sua projeção ortogonal sobre S.
Denotamos por ã o campo vetorial cujas componentes ãi são as projeções sobre S de ai.

Usando as propriedades das projeções ortogonais, é claro que g̃ é caracterizado por∫
K
gh dm =

∫
K
g̃h dm, g ∈ L2(K), h ∈ S. (4.15)
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O próximo resultado melhora uma proposição similar em [4] para o caso das funções quase
periódicas. A prova é semelhante ao resultado correspondente em [4] com uma ressalva, aqui
dispensamos a propriedade da densidade de S∗ em S em razão da igualdade S[ = S fornecida pela
Proposição 4.1.

Proposição 4.2. S ∩ L∞(K) é uma álgebra e

g̃r = gr̃ ∀g ∈ S ∩ L∞(K), r ∈ L2(K). (4.16)

Prova. Dado g ∈ S ∩ L∞(K), seja (gk)k∈N ⊆ T tal que gk → g e ∇agk → 0 em L2(K), que existe
graças ao fato de que S = S[. Como g ∈ L∞(K), podemos escolher (gk) ser uniformemente limitada,
através da substituição de gk por ρ◦gk onde ρ ∈ C∞

c (R) é tal que ρ(s) = s para s ∈ [−‖g‖∞, ‖g‖∞].
Agora, dado r ∈ S, como gk ∈ T , temos a identidade:

rgk∇aϕ+ rϕ∇agk = r∇a(ϕgk) = 0,

para todo ϕ ∈ T . Integrando, obtemos

〈rgk,∇aϕ〉 = −〈rϕ,∇agk〉,

e fazendo k →∞ temos que 〈rg,∇aϕ〉 = 0, para todo ϕ ∈ T , que significa que rg ∈ S.
Finalmente, seja g, r como em (4.16). Para qualquer h ∈ S temos∫

K
hg̃r dm =

∫
K
h(gr) dm =

∫
K
hgr̃ dm

uma vez que hg ∈ S. Como gr̃ ∈ S e h ∈ S é arbitrário, temos provado que g̃r = gr̃.

Além disso, o Teorema Ergódico Médio (veja [29], teorema VIII.7.1), que é aplicável graças a
(4.6) e ao fato de S ser um espaço invariante por X t (veja proposição 4.1 acima) implica que

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

Xsg(z) ds = g̃(z) ∀g ∈ B2, (4.17)

no sentido da convergência em B2, e essa igualdade dá uma relação mais expĺıcita entre g̃ e g.
No restante dessa seção, estaremos interessados na questão da densidade de S∗ em S que clara-

mente implica a densidade de S† em S e isso é motivado pela aplicação a equações de transporte
não-linear que será considerada adiante. Mais especificamente, estamos interessados em estabelecer
condições sobre o campo vetorial a tal que a densidade de S∗ em S vale.

Abaixo, estabelecemos o seguinte lema cuja prova baseia-se em cálculos simples e, por isso, a
omiteremos.

A seguir, será discutido algumas situações em que S∗ é denso em S.

Lema 4.4. Seja W : RN 7→ RN uma função bi-Lipschitz, Φ := W−1 e b : RN 7→ RN um campo
vetorial. Os dois itens abaixo são equivalentes:

(i) b · ∇(ϕ ◦W ) = (DNϕ) ◦W para todo ϕ ∈ C1(RN).
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(ii) (DNΦ) ◦W = b.

onde DN é a N-ésima derivada parcial. Assim, Φ satisfaz a e.d.o. dΦ
dyN

= b(Φ).

O primeiro resultado que estabelecemos abaixo dá condições suficientes para a densidade de
S∗ em S e é o análogo de um lema estabelecido em [4] para o contexto quase periódico. A prova
segue as mesmas idéias da prova do resultado análogo correspondente em [4] com a exceção de que
aqui, temos substitúıdo a famı́lia ortogonal {cosλ · x, sinλ · x : λ ∈ RN} geradora de AP(RN)
pela decomposição dada pelo lema 4.2. A sua prova será omitida porque ela é similar a prova do
lema 4.6 cujos detalhes serão dados.

Lema 4.5. Suponha que W : RN → RN é uma aplicação bi-Lipschtitz tal que g ◦W e g ◦W−1 ∈
FS(RN) para toda g ∈ FS(RN). Seja J := |∂W

∂z
| e assuma que J possui um valor médio e que

k1 ≤ J ≤ k2 para certas constantes 0 < k1 ≤ k2. Suponha também que o campo a satisfaça

a · ∇(ϕ ◦W ) = J(DNϕ) ◦W, ∀ϕ ∈ C1(RN).

Então, S∗ é denso em S.

O próximo lema é uma ferramenta mais eficiente em fornecer exemplos concretos onde S∗ é
denso em S.

Lema 4.6. Se a = (a1, · · · , aN) é um campo vetorial e x = (x1, · · · , xN), então usaremos a notação
ā = (a1, · · · , aN−1) e x̄ = (x1, · · · , xN−1). Suponha que as seguintes hipóteses valem:

(H1) a ∈ FS ∩W 1,∞(RN ; RN), div a = 0 e |aN | ≥ δ > 0;

(H2) A função definida por Φ(x) := (ΦxN
(x̄), xN), onde ΦxN

(x̄) é o fluxo associado ao problema de
Cauchy {

dX
dxN

(x̄, xN) = ā(X(x̄,xN ),xN )
aN (X(x̄,xN ),xN )

,

X(x̄, 0) = x̄,
(4.18)

é tal que Φ : RN 7→ RN é uma aplicação bi-Lipschitz e g ◦Φ, g ◦Φ−1 ∈ FS(RN) para qualquer
g ∈ FS(RN).

Então, S∗ é denso em S.

Prova. 1. Note que

divx̄

( a

aN

)
=

1

aN
divx̄ā−

1

a2
N

ā · ∇x̄aN = − 1

aN
DNaN −

1

a2
N

ā · ∇x̄aN

= − 1

a2
N

a · ∇aN

onde a penúltima igualdade é devida ao fato de diva = 0. Por causa do lema 4.4, a · ∇aN =
aNDN(aN ◦ Φ) ◦ Φ−1. Assim,

divx̄

( a

aN

)
(Φ) =

−1

aN ◦ Φ
DN(aN ◦ Φ) =

DN((aN ◦ Φ)−1)

(aN ◦ Φ)−1
.
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Por outro lado, pela fórmula de Euler temos que

DNJ = divx̄

( a

aN

)
(Φ)J,

onde J é o determinante jacobiano de Φ. Portanto, a combinação das duas últimas igualdades
fornece:

J(x) =
aN(x̄, 0)

aN(Φ(x))
. (4.19)

Em particular, J ∈ FS(RN).
2. Seja E1 e E2 como no lema 4.2. Dado ψ ∈ E2, existe ϕ ∈ FS∗(RN) tal que DNϕ = ψ

aN (x̄,0)
.

De fato, consideremos a função f ∈ C∞
0 (RN) tal que f̂ = 1 sobre supp ψ̂ e f̂ = 0 em uma

vizinhança de {x : xN = 0}. Ponhamos ĥ := f̂
ixN

e defina ϕ := 1
aN (x̄,0)

ψ ∗ h. Observe que

DN(ψ ∗ h) = ψ ∗DNh = ψ ∗ f = ψ.
3. Seja W := Φ−1. Usando o fato de

[−L/C,L/C]N ⊆ W ([−L,L]N) ⊆ [−LC,LC]N ,

para alguma constante C, é fácil ver que g ◦W ∈ B2 se e somente se g ∈ B2. Agora, se f, g ∈
FS∗(RN), então, a seguinte relação importante vale:

lim
L→+∞

1

(2L)N

∫
W ([−L,L]N )

f(x)g(x) dx = M(fg)M(J−1). (4.20)

De fato, seja µ = f̂g. Dáı, temos

1

(2L)N

∫
W ([−L,L]N )

f(x)g(x) dx =
1

(2L)N

∫
[−L,L]N

f ◦Wg ◦WJ−1(x) dx

=
1

(2L)n

∫
[−L,L]N

∫
RN

eiW (x)·y dµ(y)J−1(x) dx

= µ({0}) 1

(2L)N

∫
[−L,L]N

J−1(x) dx

+
1

(2L)N

∫
[−L,L]N

∫
RN\{0}

eiW (x)·y dµ(y)J−1(x) dx

= µ({0}) 1

(2L)N

∫
[−L,L]N

J−1(x) dx

+

∫
RN\{0}

1

(2L)N

∫
W ([−L,L]N )

eix·y dx dµ(y)

→ M(fg)M(J−1) quando L→∞,

onde a última integral é devido ao fato de que para y 6= 0 a integral interior é O(LN−1). Assim,
(4.20) vale se f e g pertecem a B2.

Dado v ∈ S, temos que:
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0 =

∫
RN

v(z)∇aϕ(z) dz; para toda ϕ ∈ T

Trocando ϕ por ϕ ◦W na igualdade acima e levando em conta o lema 4.4, nota-se que:

a · ∇(ϕ ◦W ) = (aN(x̄, 0) ◦W ) (DNϕ) ◦W J−1,

Dáı:

0 =

∫
RN

v(x)a(x) · ∇(ϕ ◦W )(x) dx = lim
L→+∞

1

(2L)N

∫
[−L,L]N

v(x)(aN(x̄, 0) ◦W ) (DNϕ) ◦W J−1 dx

= lim
L→+∞

1

(2L)N

∫
W ([−L,L]N )

v ◦W−1aN(x̄, 0)DNϕdx = 〈v ◦W−1, aN(x̄, 0)DNϕ〉M(J−1),

onde 〈·, ·〉 é o produto interno usual de B2. Pelo passo 2,

〈v ◦W−1, ψ〉 = 0, ∀ψ ∈ E2.

Como B2 = E1 ⊕ E2, temos que v ◦W−1 ∈ E1 e disso segue que existe {ϕn}n≥1 ⊆ E1 tal que
ϕn → v ◦W−1 no sentido de B2. Usando (4.20) e o fato de que 0 < k1 ≤ J−1 ≤ k2 para certas
constantes k1 e k2, vê-se que

‖ϕn ◦W − v‖2 ≤ k2

k1

‖ϕn − v ◦W−1‖2,

onde ‖ · ‖ é a norma induzida pelo produto interno de B2. Portanto, ϕn ◦W → v em B2 e como
{ϕn ◦W}n≥1 ⊆ S∗, segue a prova do lema.

O próximo objetivo é dar exemplos de campos satisfazendo (H1) e (H2). Para isso, será
necessário o seguinte lema:

Lema 4.7. Consideremos o seguinte problema de Cauchy:{
dX
dt

(z, t) = ᾱ(X(z, t))θ(t),

X(z, 0) = z.
(4.21)

onde ᾱ ∈ FS ∩ W 1,∞(RN−1; RN−1) e θ é tal que %(t) :=
∫ t

0
θ(s) ds ∈ FS(R). Seja Xt(z) o fluxo

gerado pelo campo vetorial ᾱ(z). Então, Φ(x, t) := (X%(t)(x), t) satisfaz ϕ ◦ Φ, ϕ ◦ Φ−1 ∈ FS(RN)
para qualquer ϕ ∈ FS(RN).

A prova desse lema é bastante similar a do teorema 4.2 e, por isso, será feito apenas um esboço
dessa.

Prova. 1. ϕ(x+ β(x, t), t) ∈ FS(RN) para qualquer ϕ ∈ FS(RN) e β ∈ FS(RN ; RN−1).
2. Usando o mesmo ambiente e notação do passo 4 do teorema 4.2 com T := ‖%‖∞, temos que

X%(·)(·) é limite uniforme em x, t da seqüência X(n)(·, %(·)). Além disso, ϕ(X(1)(·, %(·)), ·) ∈ FS(RN)
para qualquer ϕ nesse espaço.
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3. Suponha que X(n−1) é uniformemente cont́ınua em RN−1×[−T, T ] e que ϕ(X(n−1)(·, %(·)), ·) ∈
FS(RN). Observe que

ϕ(X(n)(x, %(t)), t) = ϕ(x+

∫ %(t)

0

ᾱ(X(n−1)(x, s)) ds, t)

e que, pela continuidade uniforme de ᾱ(X(n−1)(x, s)) e %(t), as somas de Riemann correspondente

a integral
∫ %(t)

0
ᾱ(X(n−1)(x, s)) ds convergem uniformemente em x, t. Dáı, essa integral também

pertence a FS(RN) e basta invocar o passo 1 para que a função do lado esquerdo da igualdade
acima também pertença. Desse modo, isso vale para todo n e a convergência uniforme fornece a
prova do lema.

Corolário 4.2. Seja a um campo vetorial da forma a(x̄, xN) :=
(
α1(x̄)θ(xN), · · · , αN−1(x̄)θ(xN), αN(x̄)

)
,

onde αi ∈ FS ∩W 1,∞(RN−1), i = 1, . . . , N , |αN | ≥ δ > 0, θ ∈ FS ∩W 1,∞(R),
∫ xN

0
θ(y) dy ∈ FS(R)

e divx̄ ᾱ = 0. Então, S∗ é denso em S.

Prova. Basta observarmos que a satisfaz as suposições (H1) e (H2) do lema 4.6, que é imediato do
lema 4.7.

Observação 4.1. Qualquer uma das alternativas abaixo é suficiente para garantir que a primitiva de
uma função θ está em FS(R):

(i) θ ∈ FS∗(R) é tal que 1
y
∈ L1

|θ̂|(R).

(ii) θ ∈ FS(R) é tal que supp θ̂ é compacto e separado de 0.

4.4 A Homogenização de Equações de Transporte Não-Linear

Nessa seção, aplicaremos os resultados da seção 4.3 para mostrar que o problema (4.1) admite
uma homogenização. Para isso, para cada z ∈ K, consideremos o problema de Cauchy auxiliar:{

∂tU + div(ã(z)f(U)) = 0, (x,t) ∈ RN × (0,+∞)

U(z, x, 0) = U0(z, x), x ∈ RN
(4.22)

Aqui, será mantida a mesma notação da seção 4.3 e denotaremos RN+1
+ por RN × (0,+∞).

Também, será necessário o seguinte teorema, que fornece uma comparação entre duas famı́lias de
medidas parametrizadas satisfazendo certa equação diferencial na forma conservação e que estende
um teorema de Diperna [36]. Para uma prova, veja [4].

Teorema 4.3. Seja {µix,t}, (x, t) ∈ RN+1
+ , i = 1, 2, duas famı́lias parametrizadas de medidas

de probabilidade sobre um espaço métrico compacto K fracamente mensuravéis. Seja {µix,0}x∈RN ,
i = 1, 2, duas famı́lias parametrizadas de medidas de probabilidade sobre K satisfazendo

lim
t→0

1

t

∫ t

0

∫
RN

〈µ1
x,s, g〉φ(x) dx ds =

∫
RN

〈µ1
x,0, g〉φ(x) dx,

lim
t→0

∫
{|x|<R}

|〈µ2
x,s, g〉 − 〈µ2

x,0, g〉| dx = 0, (4.23)
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para todo g ∈ C(K), φ ∈ Cc(RN) e R > 0. Seja I : K × K → R, G : K × K → RN funcões
cont́ınuas com I ≥ 0 e |G(ρ, λ)| ≤ C I(ρ, λ), para algum C > 0. Assuma que

∂t〈µ1
x,t, I(·, λ)〉+∇x · 〈µ1

x,t, G(·, λ)〉 ≤ 0,

∂t〈µ2
x,t, I(ρ, ·)〉+∇x · 〈µ2

x,t, G(ρ, ·)〉 ≤ 0, (4.24)

no sentido das distribuições em RN+1
+ . Então, para q.t.p. t > 0, temos:∫

{|x|<R}
〈µ1

x,t ⊗ µ2
x,t, I(·, ·)〉 dx ≤

∫
{|x|<R+Ct}

〈µ1
x,0 ⊗ µ2

x,0, I(·, ·)〉 dx. (4.25)

No seguinte teorema, estendemos para o contexto da álgebra FS um resultado de W. E [37],
relativo ao caso periódico. Aqui, relaxamos a restrição f ′ > 0 imposta em [37], pedindo apenas que
o conjunto de zeros de f ′ tenha medida nula. Caracterizamos o limite fraco de uε e, considerando
U suficientemente regular, provamos uma fórmula de corretor, isto é, um perfil oscilatório U(x

ε
, x, t)

que corrige a convergência fraca de uε para uma forte em L1
loc.

Teorema 4.4. Seja {uε}ε>0 a seqüência de soluções entrópicas de (4.1). Assuma que o conjunto
E = {u ∈ R : f ′(u) = 0} tenha medida nula, que U0 é limitado e satisfaz

U0(·, x) ∈ S para q.t.p. x ∈ RN , com S definida por (4.10) (4.26)

e finalmente que o conjunto S† definido em (4.12) é denso em S.
Então uε converge na topologia fraca estrela de L∞(RN+1

+ ) para

u(x, t) :=

∫
K
U(z, x, t) dm(z), (4.27)

onde U é a solução de (4.22). Suponha também que

U ∈ L1
loc(RN × [0, T ];C(K)) ou U ∈

⋂
R>0

L2(K;C(BR(0)× [0, T ])) (4.28)

para algum T > 0. Então

lim
ε→0

uε(x, t)− U(
x

ε
, x, t) = 0 em L1

loc(RN × [0, T ]). (4.29)

Prova. Pelas Propriedades de soluções entrópicas, vemos que as soluções uε de (4.1) são uniforme-
mente limitadas em L∞(RN+1

+ ). Assim, usando o teorema 1.10, basta mostrar que qualquer medida
de Young gerada por uma subrede de {uε}ε>0 satisfaz

νz,x,t = δU(z,x,t), (4.30)

para q.t.p. (z, x, t) ∈ K × RN+1
+ .

Seja νz,x,t a medida de Young gerada por uma subrede de {uε}ε>0 que, por simplicidade notacional,
será denotada apenas por {uε}. Dado 0 ≤ ψ ∈ L1(RN+1

+ ), definamos a medida auxiliar

σψz :=

∫
RN+1

+

ψ(x, t)νz,x,t dxdt. (4.31)
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Usaremos o teorema 4.3 para provar (4.30). Assim, consideremos a famı́lia de entropias de
Kruzkhov

η(λ, k) = |λ− k|, q(λ, k) = sign(λ− k)(f(λ)− f(k)), (4.32)

de modo que a solução entrópica de (4.1) satisfaça

∂tη(uε, k) + div(a(
x

ε
)q(uε, k)) ≤ 0 ∀k ∈ R, (4.33)

no sentido das distribuições, isto é, para toda 0 ≤ φ ∈ C∞
c (RN+1) vale∫

RN+1
+

{η(uε, k)φt + q(uε, k)(a(
x

ε
) · ∇xφ)} dx dt+

∫
RN

η(U0(
x

ε
, x), k)φ(x, 0) dx ≥ 0. (4.34)

Em (4.34), tomamos φ(x, t) = εϕ(x
ε
)ψ(x, t), onde ϕ ∈ T e ψ ∈ C∞

c (RN+1) são não-negativos e
façamos ε→ 0 para obter: ∫

K
〈σψz , q(·, k)〉∇aϕdm(z) ≥ 0. (4.35)

Usando a desigualdade acima para C±ϕ, com C = ‖ϕ‖∞, e usando a arbitrariedade de ϕ, obtemos
que (tendo em mente (4.14))

z 7→ 〈σψz , q(·, k)〉 ∈ S. (4.36)

Agora, a relação (4.36) vale também para os fluxos entrópicos s+(u, k), s−(u, k) associados as
entropias convexas r+(u, k) = max{0, u−k}, r−(u, k) = max{0, k−u}. Por linearidade, deduzimos
que (4.36) vale para qualquer fluxo entrópico q associado a entropia Lipschitz η satisfazendo η′ =
χI , onde χI é a função caracteŕıstica de qualquer intervalo I ⊆ R. Dáı, segue que a relação
(4.36) é satisfeita para pares de fluxos da forma η(λ) :=

∫ λ
0
g(s) ds, q′ = f ′g, onde g é apenas

limitada. De fato, existe uma sequência de funções {gi}i≥1 que são combinações lineares finitas de
funções caracteŕısticas de intervalos e que converge localmente no sentido L1 para g. Definindo
ηi :=

∫ λ
0
gi(s) ds e q′i := f ′gi vemos que (ηi, qi) → (η, q) localmente uniformemente e a relação (4.36)

é satisfeita para o fluxo entrópico qi para todo i. Sendo S fechado, o mesmo vale para g. Agora,
tomemos g := χI/f

′ onde Ī ⊆ R \ E. Então, o fluxo entrópico correspondente qI satisfaz q′I = χI .
Assim,

z 7→ 〈σψz , qI〉 ∈ S, (4.37)

para qualquer intervalo I tal que Ī ⊆ R \E. Além disso, dado um intervalo qualquer I, temos que

I \ E =
∞⋃
j=1

Ij, sendo a união disjunta. Usando o fato de E ter medida nula, segue:

qI(λ) =

∫ λ

0

χI(s) ds =

∫ λ

0

χI\E(s) ds =

∫ λ

0

∞∑
j=1

χIj(s) ds = lim
m→∞

m∑
j=1

∫ λ

0

χIj(s) ds

= lim
m→∞

m∑
j=1

qIj(λ)

onde a convergência é uniforme localmente. Por linearidade, deduzimos que (4.37) vale para qual-
quer intervalo I. Usando novamente o fato de que qualquer função Lipschitz pode ser localmente
uniformemente aproximada por combinações lineares finitas de tais funções qI , conclúımos que

z 7→ 〈σψz , g〉 ∈ S para qualquer função cont́ınua g : R → R. (4.38)
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Por aproximação, deduzimos que (4.38) vale para qualquer ψ ∈ L1(RN+1
+ ).

Agora, seja φ(x, t) = ϕ(x
ε
)ψ(x, t), onde 0 ≤ ϕ ∈ S† e 0 ≤ ψ ∈ C∞

c (RN+1). Pela definição de S†,
existe (ϕk)k∈N ⊆ T , onde T é definida por (4.9), tal que ϕk → ϕ e ∇aϕk → 0, ambos em B2 e em
L2

loc. Primeiro, consideremos (4.34) com φ(x, t) substitúıdo por φk(x, t) = ϕk(
x
ε
)ψ(x, t) e façamos

k →∞. Então, passamos o limite quando ε→ 0 para obter:

∫
RN+1

+

∫
K
{〈νz,x,t, η(·, k)〉ϕψt + 〈νz,x,t, q(·, k)〉ϕ(a · ∇xψ)} dm(z) dx dt

+

∫
RN

∫
K
η(U0(z, x), k)ϕ(z)ψ(x, 0) dm(z) dx ≥ 0. (4.39)

Pela proposição (4.2) e (4.36) as funções z 7→ ϕ(z)〈σ∂iψ
z , q(·, k)〉 pertencem a S. Dáı, con-

siderando (4.15), (4.39) pode ser escrita como∫
RN+1

+

∫
K
{〈νz,x,t, η(·, k)〉ϕψt + 〈νz,x,t, q(·, k)〉ϕ(ã · ∇xψ)} dm(z) dx dt

+

∫
RN

∫
K
η(U0(z, x), k)ϕ(z)ψ(x, 0) dm(z) dx ≥ 0, (4.40)

para toda 0 ≤ ϕ ∈ S† e 0 ≤ ψ ∈ C∞
c (RN+1). Assim, usando o fato de que z 7→ 〈σψt

z , η(·, k)〉
(veja (4.38)) e ãi〈σ∂iψ

z , q(·, k)〉 pertencem a S e a hipótese (4.26) sobre U0, obtemos que (4.40) vale
para toda 0 ≤ ϕ ∈ L2(K) (aqui é usada a densidade de S† em S). Em particular, para cada
0 ≤ ψ ∈ C∞

c (RN+1), a desigualdade (4.40) pode ser fortalecida para uma desigualdade q.t.p. sobre
z ∈ K. Um argumento de densidade sobre a classe de funções teste ψ nos dá que para q.t.p. z ∈ K
a seguinte propriedade é satisfeita:∫

RN+1
+

{〈νz,x,t, η(·, k)〉ψt + 〈νz,x,t, q(·, k)〉(ã(z) · ∇xψ)} dx dt

+

∫
RN

η(U0(z, x), k)ψ(x, 0) dx ≥ 0, (4.41)

para qualquer 0 ≤ ψ ∈ C∞
c (RN+1).

Esse é o ponto onde teremos que invocar o teorema 4.3 para mostrar que νz,x,t é uma medida de
Dirac para q.t.p. (z, x, t) ∈ K × RN+1

+ . Para isso, será necessário observarmos que (4.41) implica
que

lim
t→0

1

t

∫ t

0

∫
RN

〈νz,x,τ , g〉φ(x) dx dτ =

∫
RN

〈δU0(z,x), g〉φ(x) dx, (4.42)

para qualquer g ∈ C(R) e φ ∈ Cc(RN). Para ver isso, tome ψ(x, t) = δh(t)φ(x), com δh(t) =
max{h−1(h− t), 0}, para t ≥ 0, h > 0, 0 ≤ φ ∈ C∞

c (RN) em (4.41), para obter:

lim sup
h→0

1

h

∫ h

0

∫
RN

〈νz,x,t, | · −k|〉φ(x) dx dt ≤
∫

RN

|U0(z, x)− k|φ(x) dx, (4.43)

para qualquer 0 ≤ φ ∈ C∞
c (RN), e assim, para qualquer 0 ≤ φ ∈ L1(RN). Tirando proveito da

flexibilidade dada pela presença da φ ∈ L1(RN) em (4.43), pode-se substituir k por qualquer função
k(x) em L∞(RN) e, então, tomar k(x) = U0(z, x) para concluir (4.42).

74



Agora, seja U(z, x, t) a solução de (4.22). A condição entrópica estabelece que

∂tη(λ, U) + div (ã(z)q(λ, U)) ≤ 0 para todo λ ∈ R, z ∈ K. (4.44)

e

lim
t→0

∫
{|x|<R}

|U(z, x, t)− U0(z, x)| dx = 0, para todo R > 0. (4.45)

Portanto, podemos usar o teorema 4.3 com µ1
x,t = νz,x,t, µ

2
x,t = δU(z,x,t), I = η e G = ã(z)q, para

q.t.p. z ∈ K. Disso, vemos facilmente que νz,x,t = δU(z,x,t), para q.t.p. (z, x, t) ∈ K × RN × [0, T ].
Para provar a convergência fraca de uε ⇀ u, com u(x, t) dado por (4.27), argumentaremos como

a seguir. Seja U δ ∈ C(K × RN+1
+ ) uma função limitada. Usando (1.7) com função teste

Φ(λ, z, x, t) := |λ− U δ(z, x, t)|ψ(x, t)

com 0 ≤ ψ ∈ Cc(RN+1
+ ), obtemos:

lim sup
ε→0

∫
RN+1

+

ψ(x, t)|uε(x)− U δ(
x

ε
, x, t)| dx dt =

∫
RN+1

+

∫
K
|Uψ − U δψ| dm(z) dx dt.

Além disso, a continuidade de Uδ nos dá:

lim
ε→0

∫
RN+1

+

U δ(
x

ε
, x, t)ψ(x, t) dx dt =

∫
RN+1

+

∫
K
U δ(z, x, t) dm(z)ψ(x, t) dx dt.

Assim, combinando as duas últimas igualdades, temos:

lim sup
ε→0

∣∣∣∣∣
∫

RN+1
+

uε(x)ψ(x, t)− Ū δ(x, t)ψ(x, t) dx dt

∣∣∣∣∣ ≤ ‖U δψ − Uψ‖L1 ,

com Ū δ(x, t) :=
∫
K U

δ(z, x, t) dm(z). Um argumento de densidade nos fornece a convergência
fraca desejada de uε para limδ Ū

δ, isto é,
∫
K U(z, x, t) dm(z). Finalmente, o fato de que uε(x, t) −

U(x
ε
, x, t) → 0 in L1

loc(RN × [0, T ]) quando ε → 0, quando se supõe (4.28), segue diretamente do
teorema 1.10.

Referente a (4.28) que permite a existência de corretores fortes, observamos que a primeira
condição é trivialmente satisfeita se U0 e ã não dependem de z, e nesse caso podemos tomar qualquer
T > 0. Um simples exemplo é dado, quando N = 2, pelo campo vetorial a(z) = (g(z2), β) com
g ∈ FS(R) ∩W 1,∞(R) and β 6= 0. Nesse caso ã(z) = (

∫
g, β), que segue diretamente de (4.17). O

seguinte lema dá condições suficientes para que a segunda condição presente em (4.28) seja satisfeita.
A sua prova nesse contexto é idêntica ao resutado correspondente em [4] no contexto quase peŕıodico
e, por isso, indicamos [4] para uma prova.

Lema 4.8. Se a imagem de a está contida em um conjunto fechado e convexo P, então U ∈
L2(K;C(B(0, R)× [0, T ])) para qualquer R > 0 e para qualquer T > 0 tal que as soluções entrópicas
Vb de

∂tVb +∇x · (bf(Vb)) = 0, t > 0, x ∈ RN , (4.46)

Vb(x, 0) = U0(z, x), x ∈ RN , (4.47)

tem constante de Lipschtiz uniformemente limitadas localmente em RN×[0, T ], com relação a b ∈ P
e z ∈ RN .

75



Um exemplo onde o lema 4.8 se aplica é obtido quando se considera um campo a que possui
todas as componentes não-negativas, f ′′(u) ≥ 0 para todo u ∈ R e ∂U0

∂xi
(z, x) ≥ 0 para todo (z, x) ∈

RN × RN , i = 1, . . . , N . Nesse caso, se b ∈ P = [0,M ]N para algum M > 0, então é sabido que
a solução entrópica Ub of (4.22), pode ser constrúıda pelo método das caracteŕısticas de maneira
que Ub ∈ W 1,∞

loc (RN+1
+ )) caso o dado inicial seja uma função Lipschtiz. Recordemos que, em geral,

soluções entrópicas são descont́ınuas.

4.5 Equações dos Meios Porosos Com Fontes Externas Os-

cilatórias Sobre Domı́nios Limitados

Seja Ω um conjunto aberto limitado de RN com fronteira suave. Consideremos o seguinte problema

∂tu = ∆f(u)−∆G(x,
x

ε
) (x, t) ∈ Ω× (0,∞), (4.48)

u|∂Ω = p0, (4.49)

u(x, 0) = u0(x,
x

ε
) := ϕ0(x,

x

ε
) + p0. (4.50)

A principal meta aqui é aplicar a teoria desenvolvida nas seções anteriores e não resolver o problema
(4.48)-(4.50) em sua grande generalidade. Portanto, no que segue, seremos bastantes generosos em
nossas suposições sobre regularidade sem nos preocupar com posśıveis extensões quando hipóteses
menos regulares são assumidas. Para evitar confusão, estabelecemos explicitamente que ∆G(x, x

ε
) :=∑N

i=1

(
Gxixi

(x, y) + 1
ε
Gxiyi

(x, y) + 1
ε2
Gyiyi

(x, y)
)

com y = x
ε
.

Notação: Denotemos por Cγ(Ω̄) o espaço das funções Hölder cont́ınuas em Ω̄ com expoente de
Hölder γ ∈ (0, 1). Por Cγ

0 (Ω) denotamos as funções em Cγ(Ω̄) que anulam em ∂Ω. Também,
denotaremos por C2+γ(Ω̄) as funções em C2(Ω̄) cujas segundas derivadas estão em Cγ(Ω̄) e por
C2+γ

0 (Ω) as funções em C2+γ(Ω̄) ∩ Cγ
0 (Ω) cujas derivadas até a segunda ordem estão em Cγ

0 (Ω).

Faremos as seguintes hipóteses sobre f , G, p0 e ϕ0:

(H3) A função f está definida e é suave sobre um intervalo (a, b) ⊆ R sobre o qual satisfaz f ′ > 0.

(H4) A função G(x, y) satisfaz G ∈ C2+γ(Ω̄× RN) ∩ FS(RN ;C2+γ
0 (Ω)), para algum 0 < γ < 1;

(H5) ϕ0 ∈ C2+γ(Ω̄× RN) ∩ FS(RN ;C2+γ
0 (Ω));

(H6) p0 ∈ (a, b) e há q1, q2 ∈ f((a, b)) tais que q1 < f(p0) < q2 e

α < q1 +G(x, y) < f(u0(x, y)) < q2 +G(x, y) < β, para todo (x, y) ∈ Ω× RN ,

com [α, β] ⊆ f((a, b)). Em particular, temos

a < Φq1(x,
x

ε
) < u0(x,

x

ε
) < Φq2(x,

x

ε
) < b, (4.51)

onde, para q ∈ f((a, b)),
Φq(x, y) := f−1 (G(x, y) + q) . (4.52)
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Para q ∈ [q1, q2] defina
ḡ(x, q) := My

(
f−1(G(x, y) + q)

)
.

Para cada x ∈ Ω, p ∈ [ḡ(x, q1), ḡ(x, q2)], definimos f̄(x, p) implicitamente pela fórmula

p = My

(
f−1(G(x, y) + f̄(x, p))

)
. (4.53)

Claramente, temos que ḡ(x, f̄(x, p)) = p e f̄(x, ḡ(x, q)) = q.
Notemos que para todo q ∈ R tal que G(x, y) + q ∈ f((a, b)), para (x, y) ∈ Ω × RN , a função

Φq(x, y) definida em (4.52) é tal que Φq(x,
x
ε
) é uma solução estacionária de (4.48).

Assumindo as hipóteses (H3)-(H6), temos o seguinte resultado.

Teorema 4.5. Seja uε a (clássica) solução do problema (4.48)-(4.50). Então uε é uniformemente

limitada em L∞(Ω× (0,∞)) e uε
∗
⇀ ū em L∞(Ω× (0,∞)) onde ū ∈ C2,1(Ω̄× [0,∞)) é a (clássica)

solução do problema

∂tū = ∆f̄(x, ū), (4.54)

ū|∂Ω = p0, (4.55)

ū(x, 0) = p0 +My (ϕ0(x, y)) , (4.56)

onde para cada x ∈ Ω, f̄(x, ·) é implicitamente definida sobre [ḡ(x, q1), ḡ(x, q2)] pela equação (4.53).
Além disso, se f ′′(u) 6= 0 para todo a < u < b então

uε(x, t)− Φf̄(x,ū(x,t))(x,
x

ε
) → 0 em L1

loc(Ω× (0,∞)). (4.57)

Prova. 1. Existência, unicidade e suavidade das soluções de (4.48)-(4.50) seguem da teoria clássica
desenvolvida em [49]. O fato de que a sequência de soluções de (4.48) − (4.50) ser uniformemente
limitada em L∞(Ω × (0,∞)) segue das considerações: Seja 0 ≤ θ ∈ C∞

c (R) e v2(x,
x
ε
) := Φq2(x,

x
ε
)

para q2 como em (4.51). Agora, observemos que

∂t(u− v2)H
+
δ (f(u)− f(v2))θ −∆(f(u)− f(v2))H

+
δ (f(u)− f(v2))θ = 0.

Como H+
δ (f(u)− f(v2))θ é uma função teste, usando integração por partes, temos:

∫ ∞

0

∫
Ω

∂t(u−v2)H
+
δ (f(u)−f(v2))θ dx dt = −

∫ ∞

0

∫
Ω

(H+
δ )′(f(u)−f(v2))|∇(f(u)−f(v2))|2θ dx dt ≤ 0.

Fazendo δ → 0 e usando a monotonicidade de f na desigualdade anterior, temos:

−
∫ ∞

0

∫
Ω

(u− v2)
+θ′(t) dx dt =

∫ ∞

0

∫
Ω

∂t(u− v2)
+θ dx dt ≤ 0.

Agora, um procedimento padrão mostra que∫
Ω

(u− v2)
+ dx ≤

∫
Ω

(u0 − v2)
+ dx ≤ 0,
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por (4.51). Dáı, u ≤ v2. Analogamente, mostra-se também que v1 ≤ u. Portanto, chegamos às
desigualdades

a < v1(x,
x

ε
) ≤ uε(x, t) ≤ v2(x,

x

ε
) < b. (4.58)

2. Agora, definimos Uε(x, t) em Ω× [0,∞) como a solução suave limitada do problema

∆U = uε(x, t), (4.59)

U |∂Ω = 0. (4.60)

Dáı, notamos que Uε é a solução (viscosidade) de

∂tU − f(∆U) = −G(x,
x

ε
)− f(p0), (4.61)

U |∂Ω = 0, (4.62)

U(x, 0) = U0,ε(x), (4.63)

onde U0,ε é a solução suave limitada de (4.59)-(4.60) para t = 0. Para uma exposição auto-contida
sobre a teoria de soluções de viscosidade para equações eĺıticas fully-nonlinear, recomendamos a
leitura de [23] e de [18] para a teoria de regularidade correspondente. Em seguida, estudaremos a
homogenização de (4.61)-(4.63) usando um método motivado por [40].

3. Como uε(x, t) é uniformemente limitada em L∞(Ω × [0,∞)), podemos ver que Uε(x, t)
forma uma sequência uniformemente limitada em L∞([0,∞);W 2,p(Ω)) para todo p ∈ (1,∞) (veja
[19, 43]). Além disso, da equação (4.61), temos também que Uε é uniformemente limitada em
W 1,∞([0, T ], L∞(Ω)) para T > 0. Essas observações implicam que Uε é uniformemente limitada
no espaço de Hölder Cβ(Ω̄ × [0, T ]), para algum 0 < β < 1, para T > 0. Em particular, existe
uma subsequência Uεi

de Uε convergindo localmente uniformemente em Ω̄× [0,∞) para uma função
Ū ∈ Cβ(Ω̄× [0, T ]) para todo T > 0.

4. Afirmamos que Ū(x, t) é a solução de viscosidade do problema

Ut − f̄(x,∆U) = −f(p0), (4.64)

U |∂Ω = 0, (4.65)

U(x, 0) = Ū0(x), (4.66)

onde Ū0 é a solução de

∆U = p0 +My (ϕ0(x, y)) , (4.67)

U |∂Ω = 0. (4.68)

5. De fato, seja (x̂, t̂) ∈ Ω × (0,∞) um ponto de máximo local único de Ū − ϕ, onde ϕ ∈
C2(Ω× (0,∞)) e vδ ∈ FS(RN) suave e limitada tal que

∆yvδ ≤ f−1
(
G(x̂, y) + f̄(x̂, p)

)
− p+ δ, (4.69)

∆yvδ ≥ f−1
(
G(x̂, y) + f̄(x̂, p)

)
− p− δ, (4.70)

com p = ∆ϕ(x̂, t̂), cuja existência é dada pelo lema 4.3. Em particular, dado qualquer δ′ > 0,
podemos encontrar δ > 0 suficientemente pequeno tal que

f(∆ϕ(x̂, t̂) + ∆vδ(y)) ≤ G(x̂, y) + f̄(x̂,∆ϕ(x̂, t̂)) + δ′,

f(∆ϕ(x̂, t̂) + ∆vδ(y)) ≥ G(x̂, y) + f̄(x̂,∆ϕ(x̂, t̂))− δ′.
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Tome ρ > 0, e seja xj ∈ Ω um ponto de máximo de

Uj(x, t̂)− ϕ(x, t̂)− ε2
jvδ(

x

εj
)− ρ|x− x̂|2 + ρ,

que existe desde que vδ é limitada. Aqui, denotamos Uj = Uεj
. Como a função anterior converge

uniformemente em Ω para
Ū(x, t̂)− ϕ(x, t̂)− ρ|x− x̂|2 + ρ,

que possui x̂ como único ponto de máximo local, segue que xj → x̂ quando j →∞. Dáı, segue que

ϕt(xj, t̂)− f

(
∆ϕ(xj, t̂) + ∆vδ(

xj
εj

) + ρ

)
≤ −G(xj,

xj
εj

)− f(p0),

e

f

(
∆ϕ(x̂, t̂) + ∆vδ(

xj
εj

)

)
≤ G(x̂,

xj
εj

) + f̄(x̂,∆ϕ(x̂, t̂)) + δ′,

que, depois de uma soma membro a membro, dá

ϕt(xj, t̂)− f̄(x̂,∆ϕ(x̂, t̂)) ≤ −f(p0) +O(|xj − x̂|) +O(ρ) + δ′.

Dáı, fazendo j →∞ e, em seguida, fazendo ρ, δ′ → 0, obtemos

ϕt(x̂, t̂)− f̄(x̂,∆ϕ(x̂, t̂)) ≤ −f(p0).

A desigualdade oposta segue de maneira similar e assim, a afirmação está provada.
6. Pela unicidade da solução de viscosidade de (4.64)-(4.66), concluimos que toda a sequência

Uε(x, t) converge uniformemente para Ū(x, t). Consequentemente, uε(x, t) converge na topologia
fraca-∗ de L∞(Ω × (0,∞)) para ū = ∆Ū(x, t), que é a solução clássica de (4.54)-(4.56), e isso
conclui a prova da primeira parte do teorema.

7. Agora, vamos provar (4.57) com a hipótese adicional de que f ′′(u) 6= 0 para todo u ∈ (a, b).
Consideremos a identidade

∂tUε − f(∆Uε) = −G(x,
x

ε
)− f(p0).

Multiplicando-a por φ(x, t)ϕ(x
ε
) com φ ∈ C∞

0 (Ω × (0,∞)) e ϕ ∈ FS(RN), então integrando em
Ω× (0,∞) e, em seguida, tomando o limite de uma sub-rede adequada ε(d), d ∈ D, obtemos pelo
teorema 1.9 ∫ ∞

0

∫
Ω

∫
K
{〈νx,t,z, f(·)〉 −G(x, z)− f̄(x,∆Ū)}φ(x, t)ϕ(z) dm(z) dx dt = 0,

onde K é a compacificação de RN associada a FS(RN). Como φ e ϕ são arbitrários, temos

〈νx,t,z, f(·)〉 = G(x, z)+f̄(x,∆Ū) = f
(
f−1(G(x, z) + f̄(x,∆Ū))

)
, para q.t.p. (x, t, z) ∈ Ω× (0,∞)×K.

Como f ′′ 6= 0, concluimos que

νx,t,z = δ
f−1(G(x,z)+f̄(x,∆Ū)), para q.t.p. (x, t, z) ∈ Ω× (0,∞)×K.

e isso implica que (4.57) vale.
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4.6 Um Sistema de Equações do Tipo Meio Poroso Com

Fonte Externa Oscilatória

Como na seção anterior, seja Ω um subconjunto aberto de RN com fronteira suave. Consideremos
o seguinte sistema de equações dos meios porosos:{

ut = ∆f1(u) + h(v)−∆G1(x,
x
ε
),

vt = ∆f2(v)−∆G2(x,
x
ε
).

(4.71)

Como podemos observar, a equação de u tem um termo fonte adicional h(v) que a acopla com
a equação de v. Consideraremos os seguintes dados iniciais e de fronteira:

u|∂Ω = p01, v|∂Ω = p02, (4.72)

u(x, 0) = u0(x,
x

ε
) := ϕ01(x,

x

ε
) + p01, v(x, 0) = v0(x,

x

ε
) := ϕ02(x,

x

ε
) + p02. (4.73)

Assumimos aqui que as suposições (H3)–(H6) são satisfeitas com f , G e ϕ0 substitúıdas por
f1, f2, G1, G2 e ϕ01, ϕ02, respectivamente. Por simplicidade, assumimos que (a, b) = (0,+∞), como
é o caso no modelo de meios porosos onde u, v representam densidades. Em relação a função h,
assumiremos o seguinte:

(H7) A função h é suave.

Também, assumimos que

(H8) A função f2 satisfaz f ′′2 (v) 6= 0 qualquer que seja v ∈ (0,∞).

Referente ao problema (4.71)–(4.73), com as suposições (H3)–(H8), temos o seguinte resultado.

Teorema 4.6. As soluções (clássicas) (uε, vε) do problema (4.71)-(4.73) formam uma sequência

uniformemente limitada em L∞(Ω× (0, T ))2 e (uε, vε)
∗
⇀ (ū, v̄) em L∞(Ω× (0, T )) para todo T > 0

onde (ū, v̄) é a solução (clássica) do problema{
∂tu = ∆f̄1(x, u) + h̄(x, v),

∂tv = ∆f̄2(x, v),
(4.74)

(u, v)|∂Ω = (p01, p02), (4.75)

(u(x, 0), v(x, 0)) = (p01 +My(ϕ01(x, y)), p02 +My(ϕ02(x, y))) , (4.76)

onde para cada x ∈ Ω, f̄1(x, ·), f̄2(x, ·) são implicitamente definidas sobre [ḡ1(x, q11), ḡ1(x, q12)] e
[ḡ2(x, q21), ḡ2(x, q22)], respectivamente, pela relação (4.53) com f substitúıda por f1, f2, onde ḡ1 e ḡ2

são as inversas correspondentes. A função h̄(x, v) é definida por

h̄(x, v) = My

(
h(f−1

2 (G2(x, y) + f̄2(x, v)))
)
.

Além disso,

vε(x, t)− Φ2
f̄2(x,v̄(x,t))(x,

x

ε
) → 0 em L1

loc(Ω× (0,∞)), (4.77)
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onde
Φ2
q(x, y) = f−1

2 (G2(x, y) + q).

Também, se f ′′1 (u) 6= 0 temos

uε(x, t)− Φ1
f̄1(x,ū(x,t))(x,

x

ε
) → 0 em L1

loc(Ω× (0,∞)), (4.78)

onde
Φ1
q(x, y) = f−1

1 (G1(x, y) + q).

Prova. 1. Pelo teorema 4.5, temos imediatamente as afirmações referentes a vε.
2. O fato de que uε são uniformemente limitadas em L∞(Ω×(0, T )) para todo T é provado como

no passo 1 do teorema 4.5. Considere as funções testes H+
δ (f1(uε)−f1(Φ

1
q12

))θ, onde 0 ≤ θ ∈ C∞
c (R).

Procedendo de maneira analóga como no teorema 4.5, temos:

∫ ∞

0

∫
Ω

∂t(uε − Φ1
q12

)+θ dx dt =

∫ ∞

0

∫
Ω

h(vε)(uε − Φ1
q12

)+θ dx dt

−
∫ ∞

0

∫
Ω

(H+
δ )′(f1(uε)− f1(Φ

1
q12

))|∇(f1(uε)− f1(Φ
1
q12

))|2θ dx dt

≤ c

∫ ∞

0

∫
Ω

(uε − Φ1
q12

)+θ dx dt,

pois já sabemos que {vε}ε>0 são uniformemente limitadas em ε. Procedendo de maneira padrão e
usando o lema de Grönwall, temos:

uε ≤ Φ1
q12
.

Argumento inteiramente analógo pode ser usado para mostrar que

Φ1
q11
≤ uε,

completando assim a prova de que {uε}ε>0 é uniformemente limitada em ε.
3. Agora, denotemos por ∆−1g a solução do problema

∆w = g, x ∈ Ω, (4.79)

w|∂Ω = 0. (4.80)

Como h(vε(x, t))− h(Φ2
f̄2(x,v̄(x,t))

(x, x
ε
)) → 0 em L1

loc(Ω× (0,∞)), obtemos que

∆−1
(
h(vε(x, t))− h(Φ2

f̄2(x,v̄(x,t))(x,
x

ε
))
)
→ 0, uniformemente em Ω para q.t.p. t ∈ (0, T ),

para todo T > 0. Como h(Φ2
f̄2(x,v̄(x,t))

(x, x
ε
)) convergente fracamente para My

(
h(Φ2

f̄2(x,v̄(x,t))
(x, y))

)
,

obtemos

∆−1h(Φ2
f̄2(x,v̄(x,t))(x,

x

ε
)) → ∆−1My

(
h(Φ2

f̄2(x,v̄(x,t))(x, y))
)
, uniformemente em Ω para q.t.p. t ∈ (0, T ),
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para todo T > 0. Dáı, conclúımos que

∆−1h(vε(x, t)) → ∆−1My

(
h(Φ2

f̄2(x,v̄(x,t))(x, y))
)
, uniformemente em Ω para q.t.p. t ∈ (0, T ),

para todo T > 0. Denotemos

ψ(x, t) := ∆−1My

(
h(Φ2

f̄2(x,v̄(x,t))(x, y))
)

= ∆−1h̄(x, v̄(x, t)).

4. Agora, seja U ε := ∆−1uε. Dáı, U ε é uma solução de viscosidade do problema

Ut − f1(∆U) = −G1(x,
x

ε
) + ψ(x, t) + f(p01) +Ot(ε), (4.81)

U |∂Ω = 0, (4.82)

U(x, 0) = ∆−1u0(x,
x

ε
), (4.83)

onde

Ot(ε) := ∆−1h(vε(x, t))− ψ(x, t) → 0, uniformemente em Ω para q.t.p. t ∈ (0,∞).

5. Afirmamos que U ε(x, t) converge uniformemente em Ω para q.t.p. t ∈ (0,∞) para Ū(x, t),
onde Ū(x, t) é a solução de viscosidade

Ut − f̄1(x,∆U) = ψ(x, t) + f1(p01), (4.84)

U |∂Ω = 0, (4.85)

U(x, 0) = ∆−1My(u0(x, y)). (4.86)

6. De fato, seja (x̂, t̂) ∈ Ω×(0,∞), onde t̂ é tal que Ot̂(ε) → 0 uniformemente em Ω, e vδ satisfaz
(4.69) e (4.70), com f, f̄ , G substitúıdos por f1, f̄1, G1. Procedendo exatamente como na prova do
teorema 4.5, provamos a afirmação, observando agora que a presença do termo Ot̂(ε) não afeta a
validade dos argumentos.

7. Como uε = ∆U ε é uma sequência uniformemente limitada em L∞(Ω × (0, T )), conclúımos
que a sequência uε converge na topologia fraca-∗ de L∞(Ω× (0, T )) para a solução (clássica) ū(x, t)
de

ut −∆f̄1(x, u) = h̄(x, v̄(x, t)), (4.87)

u|∂Ω = p0, (4.88)

u(x, 0) = My(u0(x, y)). (4.89)

8. A afirmação final do teorema é provado exatamente da mesma maneira que o seu análogo no
teorema 4.5.
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