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Resumo

Neste trabalho, introduzimos uma estrutura para o estudo de problemas de homogenizacao nao-
lineares no contexto de processos estacionarios continuos em espacos compactos. Os ultimos sao
fungoes foT : RY x Q — Q com foT(z,w) = f(T(x)w) onde Q é um espago topolégico com-
pacto de Hausdorff, f € C(Q) e T(z) : Q@ — Q, x € RY é um sistema dinamico N-dimensional
continuo com uma medida de probabilidade de Radon invariante. Damos uma aplicacao onde essa
estrutura ¢é usada. Essa aplicacao é nova mesmo no contexto classico da homogenizacao periddica.
Basicamente, ela trata da homogenizacao de uma equaciao dos meios porosos em RY com um pro-
cesso estaciondrio continuo como uma fonte externa oscilatoria. Introduzimos também uma nova
algebra com valor médio ergddica que contém estritamente a algebra das fungoes quase-periddicas.
Mostramos algumas de suas propriedades. Por exemplo, ela é invariante pelo fluxo gerado por
campos vetoriais Lipschitz ai pertecentes. Concluimos com uma aplicagao a homogenizacao de leis
de conservacao escalares, a equacoes dos meios porosos sobre dominios limitados e a um sistema de
equagoes do mesmo tipo acopladas por um termo nao-linear de ordem zero.

Palavras Chaves: Homogenizacao Estocastica, Processos Ergédicos Estacionarios, Medidas de
Young varias Escalas, Algebras com Valor Médio, Algebras Ergddicas, Agebra de Fourier-Stieltjes,
Equagoes dos Meios Porosos.
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”Ser mineiro é nao dizer o que faz , nem o
que vai fazer , é fingir que nao sabe aquilo
que sabe , é falar pouco e escutar muito ,
é passar por bobo e ser inteligente , é
vender queijos e possuir bancos . Um
bom mineiro nao laga boi com imbira ,
nao d& rasteira no vento , nao pisa no
escuro , nao anda no molhado , nao estica
conversa com estranhos , s6 acredita na
fumaca quando vé fogo , s6 arrisca
quando tem certeza , nao troca um
péassaro na mao por dois voando . Ser
mineiro é dizer "uai”, é ser diferente , é
ter marca registrada , é ter histéria . Ser
mineiro € ter simplicidade e pureza ,
humildade e modéstia , coragem e
bravura , fidalguia e elegancia . Ser
mineiro é ver o nascer do sol e o brilhar
da lua , é ouvir o cantar dos passaros e o
mugir do gado , é sentir o despertar do
tempo e o amanhecer da vida . Ser
mineiro € ser religioso e conservador , é
cultivar as letras e artes é ser poeta e
literato , é gostar de politica , é amar a
liberdade , é viver nas montanhas , é ter a
vida interior , é ser gente ”.

Fernando Sabino



Introducao

O estudo da homogenizacao é motivado por diversas aplicagoes em mecanica, fisica, quimica e
engenharia. Por exemplo, quando se estuda a condutividade térmica ou elétrica em materiais hete-
rogéneos, as propriedades macroscopicas de cristais ou a estrutura de polimeros, somos levados ao
estudo de equacgoes diferenciais parciais lineares ou nao-lineares que descrevem meios com estrutura
periddica, quase periddica, ou mais geralmente estocastica. Um exemplo cléssico bastante simples
é fornecido pelo problema

—div (A(%)Vu) =f, ze€QCRV

Uelan = 0.

No contexto de condutividade térmica ou elétrica, u. é a temperatura ou potencial elétrico, = é a
varidvel lenta ou macroscépica, x/e é a varidvel rdpida ou microscopica, a matriz periédica A(%)
representa a condutividade térmica ou elétrica do meio e f é o termo fonte. Para se ter uma idéia das
dificuldades matemaéticas envolvidas em um problema de homogenizacao simples como o de acima,
note que pela desigualdade de Poincaré, tem-se que Vu, é uniformemente limitada em L2(Q)Y e
daf 0 mesmo vale para u, em H}(€). Assim, a menos de uma subsequéncia, existe v € H}(Q) tal
que u, converge para u fracamente em Hj(€2). Além disso, da limitagao de Vu, e da matriz A(%),
deduzimos que o fluxo o, := A(%£)Vu, é uma sequéncia limitada em L*(Q)". Dai, a menos de uma
subsequéncia, hd um o € L?(Q)" tal que 0. converge para o na topologia fraca de L*(Q)" e que
satisfaz a equacao —divo = f em 2. Assim, resumidamente, concluimos que:

Ue — u, fracamente em H; ()
o — 0, fracamente em L?(Q)Y
—dive = f, em ().

As principais questoes que podem ser levantadas nesse momento sao:

Qual é a relacao entre o e u ?
e Que equacao u satisfaz 7

e Como os coeficientes dessa equacao limite se relaciona com A(:) 7

Os resultados dependem do dominio 2, da condicao de fronteira, do termo fonte f ou da
escolha da subsequéncia de € ?



A natureza da dificuldade matematica que esta por tras da primeira questao pode ser percebida
da seguinte forma: Observemos que a limitagao uniforme da matriz A(:) em L*°(Q; RY *) em relacio
a € nos da, novamente a menos de uma subsequéncia, a existéncia de uma matriz A tal que A(%)
converge na topologia fraco-x para A. Entao, poderiamos pensar em tomar o limite na equagao
0. = A(:)Vu, uma vez que ambos os termos do seu lado direito convergem fracamente. No entanto,
nao é sempre verdade que o produto de sequéncias fracamente convergentes converge para o produto
dos limites fracos e, assim, 0 # AVu em geral. Essa dificuldade é contornada pela teoria da H-
convergeéncia introduzida por De Giorgi em [30, 31].

A primeira prova de um teorema sobre homogenizagao foi dada por De Giorgi e Spagnolo [30,
31, 32, 63, 64]. Um pouco depois, de forma independente, Bakhavalov e Lions estabeleceram o
mesmo resultado usando um outro método que hoje é conhecido como expansao assintética(veja
[12, 13, 48]). Outro enfoque foi dado a teoria de homogenizacao com os trabalhos de Murat [50] e
Tartar [65] com o uso da teoria da compacidade compensada desenvolvida por estes autores.

Em 1989, Nguetseng [53] introduziu a nogao de convergéncia duas-escalas que forneceu uma
nova maneira de tratar problemas de homogenizacao em meios com estrutura periddica. Essa
no¢ao, mais tarde desenvolvida por Allaire [1], é mais eficiente em tratar problemas de estrutura
mais complexa do que os métodos de que dispunha a teoria até entao. Mais tarde, a convergeéncia
duas-escalas foi estendida para o contexto quase periddico e, mais geralmente, para espacos de
Besicovitch generalizados em [28](veja também [53, 54]).

No contexto estocéstico, numerosos trabalhos sobre a homogenizacao de operadores com coefi-
cientes aleatérios tem sido publicados (para um exemplo, veja [56]). Na teoria de homogenizagao,
apenas a estacionariedade de tais campos sao usados. A nocao de um campo aleatoério estacionario
¢ formulada de uma maneira tal que ela cobre varios objetos cuja natureza nao é probabilistica,
como por exemplo, operadores com coeficientes periddicos ou quase periddicos. Assim, dado um
espago de probabilidade (Q, M (F), P), um campo a : RY x 0 — R ¢ dito estaciondrio se a dis-
tribuicao da varidvel aleatéria a(y,-) : @ — R é independente de y, isto é, se para todo t € R,
P({w : a(y,w) > t}) é independente de y. Fixando algumas condigoes, é possivel mostrar(veja
Doob [33]) que existe um novo espago de probabilidade (Q, M(Q), i), uma fungao f € L*(Q) e
uma transformacao 7'(x) : @ — Q que preserva a medida u sobre Q, chamada sistema dinamico,
de tal forma que o campo a pode ser representado na forma

a(z,w) = f(T'(z)w).

Aqui, a igualdade é no sentido de que para cada x fixo, as varidveis aleatérias a(z,-) e f(T(x)-) tem
a mesma distribui¢ao. Nesse trabalho, nos restringiremos a processos estacionarios continuos, isto
é, a aplicacoes (z,w) — f(T'(z)w) onde f € C(Q) e {T(z)},cpy ¢ um sistema dinamico continuo
sobre o espaco compacto Q com a medida de probabilidade invariante . Mais especificamente,
seja @ um espaco compacto de Hausdorff e T'(z) : @ — Q, z € RY um sistema dinamico continuo
N-dimensional, isto é, T(0)w = w, T'(z +y)w = T(2)T(y)w e a aplicagao T : RN x Q — Q dada por
T(z,w) = T(x)w é continua. Um resultado cldssico de Krylov e Bogulyubov [46] estabelece a ex-
isténcia de uma medida de probabilidade invariante p sobre Q para T'(z), isto é, u(T(x)E) = u(E)
para todo boreliano E. Assim, pode-se assumir que sobre Q ha uma medida de probabilidade invari-
ante. Um sistema dinamico é dito ser ergddico se quando f € L*(Q) satisfaz f(T(z)w) = f(w) para
p-q.t.p. w € Q e para todo z € RV, entdo, f é equivalente a uma constante. Sistemas dinamicos
continuos em espacos compactos constituem assuntos classicos vindos de trabalhos pioneiros de



Birkhoff, Von Neumann, Khintchine, Markov, Hopf, Krylov e Bogolyubov, entre outros, durante
década de 30 do século passado. Eles fornecem um contexto natural para problemas de homog-
enizacao estocdstica que estendem o conjunto de funcgoes peridédicas e quase periddicas e também
combinam fei¢des topoldgicas e da teoria da medida que usualmente permitem um melhor entendi-
mento das questoes envolvidas. Seguindo uma série de trabalhos importantes sobre homogenizacao
estocdstica de operadores lineares [68, 69, 70], Zhikov e Krivenko [71] introduziram a nogao de
algebras com valor médio que captura as propriedades essenciais de realizagoes tipicas de processos
estacionarios continuos definidos por sistemas dinamicos continuos agindo sobre espagos compactos
com uma medida invariante .

Dado f € C(Q) e V C (C(Q) um subspago separavel, pelo teorema ergdédico de Birkhoff,
temos que para p-q.t.p. w € Q, o conjunto de realizagoes {f(T(-)w)}fev pertence a um subespaco
A C BUC(RY), onde BUC(RY) é o espago das fungoes uniformemente continuas e limitadas, com
as seguintes propriedades:

(i) A é uma algebra de fungoes.
(ii) Se f € A, entao, as translacoes {f(- +)},cgnv C A.
(iii) Qualquer f € A possui um valor médio.

Assim, um subespago de BUC(RY) satisfazendo essas trés condigoes é chamado de dlgebra com
valor médio(c.v.m., por simplicidade). As dlgebras com valor médio deram uma nova dire¢ao para o
desenvolvimento da teoria de homogenizagao, como pode ser notado nos trabalhos [28, 41, 71]. Para
isso, seguindo o caso das fungoes quase periddicas, introduziu-se o espaco de Besicovitch generalizado
B? associado a uma dlgebra c.v.m. A, que é o completamento de A com relacao a semi-norma dada
pela raiz quadrada do valor médio de |f|* com f € A. Dessa maneira, o conceito de ergodicidade
se transfere a A dizendo simplesmente que toda f € B? tal que f(-+t) = f em B2Vt € RV ¢
equivante a uma constante. Uma propriedade interessante é que quase toda realizagdo f(7T'(-)w)
pertence a uma algebra c.v.m. ergddica mesmo se o sistema dinamico nao ¢é ergddico.

Como a maioria das equacoes diferenciais parciais que surgem em mecanica do continuo e em
fisica sao nao lineares, um objeto extremamente util na analise de tais equacoes sao as medidas
de Young introduzidas por L. C. Young (veja [67]). Medidas de Young em duas escalas foram
introduzidas em problemas de homogenizagao periddica por W. E. em [37] como uma ferramenta
mais geral que estende o conceito de convergéncia duas escalas introduzido por Nguetseng e depois
melhorado por Allaire. Ela traz para andlise duas escalas o conceito classico de medidas de Young tao
fundamentalmente 1til, especialmente depois de suas estritas aplicagoes em conexao com problemas
referentes a compacidade de operadores solugoes de equacoes diferenciais parciais nao lineares feitas
por Tartar [65], Murat [50], DiPerna [34, 35, 36] etc.

Esse trabalho é organizado em 4 capitulos. No capitulo 1, recordamos alguns conceitos necesséarios
para estabelecer o teorema ergddico de Birkhoff, a defini¢ao de sistemas dinamicos continuos, o teo-
rema classico de Krylov e Bogolyubov. Recordamos também a nocao de algebras com valor médio
introduzidas em [71] e damos alguns exemplos elementares. Nesse capitulo é mostrado também
que, associados a cada algebra c.v.m. A, hd um espaco compacto K tal que cada f € A pode ser
vista como um elemento de C'(K). Tal compacto fornece um parametro adicional para as medidas
de Young. Com isso, seguindo [4], definimos dlgebras vetoriais com valor médio e estabelecemos a
existéncia de medida de Young duas escalas associadas a tais algebras.



O capitulo 2 é dedicado a boa colocagao da equagao: O + divb(u) — Af(u) = h, (z,t) €
RY x (0,4+0) e u(z,0) = ug(z), onde b : R — RY e f : R — R sao localmente Lipschitz, f
nao-decrescente e h,ug € L®(R"Y). Grande parte dele é guiado pelo trabalho de Carrillo [22] onde
é considerado o problema de Dirichlet com condigao de fronteira ” f(u) = 0”. Assim, comec¢amos
definindo a nocao de solugao entropica e provamos uma versao de um lema importante presente em
[22]. Equipados com essa versdo do lema do Carrillo e usando seu método de prova que se baseia
em uma aplicagao elegante do método de duplicacao de variaveis a equacgoes parabdlicas e num
completamento de quadrados, somos capazes de obter resultados de comparacao e unicidade. Em
particular, obtemos o item (i) do teorema 2.1 que tem papel fundamental em nossa aplica¢ao do
capitulo 3. A parte final do capitulo é referente a questao da existéncia. Mostramos a existéncia
de solugao entropica por mostrando que a familia formada pelas solugoes da equacao regularizada
é equi-uniformemente continua em L} (RY™).

O Capitulo 3 refere-se a um problema de homogenizacao de equacoes do tipo meio poroso.
Em 1992, Weinan E e Serre [39] provaram um resultado de corretor, isto é, um perfil oscilatério
dependente da varidvel rapida z/e e da varidvel lenta z que corrige a convergéncia fraca de u.
para Li ., para leis de conservagao escalar com forga externa periddica com média nula: dyu. +
Ouf(us) = e th(e™'z), z € R e uge(z,0) = up(z,e 'x) onde ug é adaptada & microestrutura.
Recentemente em [4], Ambrosio e Frid provaram o mesmo resultado para a lei de conservacao
escalar com forca externa quase periddica com média nula: Oyu. + ij:l Ok fr(us) = s_lh(e_lxl),
r € RY e ug(r,0) = ug(x, e x) onde uy também é adaptada & microestrutura. Tanto em [39]
quanto em [4] é usado o método de Diperna [36] ¢ uma propriedade de medidas de Young duas-
escalas obtida primeiro por W. E em [37]. Nesse capitulo, usando uma variagdo do método de
Diperna, a estrutura desenvolvida nos dois primeiros capitulos e as propriedades das medidas de
Young multi-escala, provamos o mesmo resultado de corretor para equacoes dos meios porosos com
forga externa oscilatéria: dyu. — Af(u.) = —e 2A V(T (e 'z)w), x € RY e up. = uo(x, T(e ™ z)w),
com ug novamente adaptado a microestrutura. Assumimos que o termo oscilatorio é dado pela
fungdo V(T'(z)w), onde V € C(Q) e T(z), x € RY é um sistema dinamico continuo e ergédico
agindo sobre o espaco compacto Q.

Finalmente, no capitulo 4, introduzimos a dlgebra FS(RY) e estabelecemos algumas de suas pro-
priedades importantes. Analisamos fluxos de campos vetoriais Lipschtitz em FS(RY) estabelecendo
alguns resultados basicos que sao interessantes por si s6 e que serao necessarios em nosso estudo da
homogenizacao de equagoes de transporte nao linear. Essa aplicacao a homogenizagao de equagoes
de transporte nio linear melhora e estende para o contexto da dlgebra FS(R™) um resultado de [4],
no contexto quase periédico, e o trabalho pioneiro de W. E [37] no contexto periddico. Finalizamos
o capitulo dando aplicagoes as equacoes do tipo meio poroso sobre dominios limitados com forga
externa oscilatéria e dados iniciais em FS(RY) com relagao a varidvel oscilatéria. O mesmo ¢é feito
com um sistema de equacoes do mesmo tipo acoplados por um termo nao linear de ordem zero.
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Nada héa de encoberto que nao seja
revelado, e nada ha de escondido que nao
seja conhecido.

Mateus 10, 26
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Capitulo 1

Processos Estacionarios

Sistems dinamicos continuos agindo sobre espagos compactos constituem um assunto classico
vindo de trabalhos pioneiros de Birkhoff, von Neumann, Khintchine, Kolmogorov, Markov, Hopf,
Krylov e Bogolyubov, entre outros, durante a década de 30 do século passado. Eles fornecem
um contexto natural para problemas de homogenizacao estocastica que estendem o conjunto de
fungoes periddicas e quase-peridédicas e também combinam caracteristicas topoldgicas e analiticas
que usualmente permitem um melhor entendimento das questoes envolvidas. Seguindo uma série
de artigos importantes sobre homogenizacao estocastica de operadores diferenciais lineares escritos
por Zhikov, Koslov e Oleinik [68, 69, 70], Zhikov e Krivenko [71] introduziram a nogao de algebra
com valor médio que captura as propriedades essenciais das realizagoes de processos estacionarios
continuos definidos por sistemas dinamicos continuos em espacos compactos com uma medida de
probabilidade invariante.

Nesse capitulo, recordaremos os ingredientes bésicos da teoria de algebras com valor médio.
Iniciaremos recordando a nocao de valor médio de uma funcao definida em R” e a definicdo de um
sistema dinamico N-dimensional T'(z) sobre espacos de probabilidade (veja [41] e [5]).

1.1 Valor Médio e Sistemas Dinamicos

Definicao 1.1. Seja f € L (RY). O nimero M(f) é chamado valor médio de f se

loc
lin% fle7te)dw = |A|M(f) (1.1)
E— A

para qualquer conjunto limitado Lebesgue mensurdvel A C RY, onde |A| é a medida de Lebesgue
de A. Equivalentemente, se A; := {z € RY;t7'z € A} parat > 0e |A| # 0, (1.1) pode ser escrita
como

1
lim

i e /. (z)dz = M(f). (1.2)

1

LRM), que é o caso, quando, por exemplo,

Se a familia de fungoes f(e~'z) é limitada em L
f € L*(RY), (1.1) pode ser substituida por

fe™ta) = M(f) em L, (RY). (1.3)



Definicao 1.2. Seja (Q, M(Q), 1) um espago de probabilidade. Um sistema dindmico N-dimensional
sobre @ é uma familia de aplicagoes T'(z) : @ — Q, x € RY, que satisfazem as seguintes condicoes:

(i) (PROPRIEDADE DE GRUPO) T'(0) = I, onde I ¢ a aplicagao identidade sobre Q,

T(x+y)=T(x)T(y), Ve, y € RY;

(ii) (MENSURABILIDADE) Dado qualquer F' € M(Q) o conjunto {(z,w) € RYN x Q : T(z)w €
F} C RY x Q ¢é mensurdvel com relagdo a o-algebra produto Ly ® M(Q), onde Ly é a
o-algebra dos conjuntos Lebesgue mensuraveis.

(iii) (INVARIANCIA) As aplicagoes T'(z) : Q — Q preservam a medida p sobre Q, ou seja, para
todo x € RY e todo E € M(Q), temos

Como usual, para p > 1 definimos por LP(Q) o espago das (classes de equivaléncia de) fungoes
mensuraveis f : @ — R tais que |f|P é p-integravel sobre Q, e por L>*(Q) o espaco das fungoes
mensuraveis que sao p-essencialmente limitadas. Para f € LP(Q) e f € L*™(Q) denotamos, respec-
tivamente,

1/p
Iy = (L) " Wl = essup

Um sistema dinamico N-dimensional T'(z) : @ — Q induz um grupo de transformagoes de
N-parametros T'(z) : L*(Q) — L?*(Q) definido por

(T(2)f)(w) = f(T(x)w),  [feLYQ).

Segue que o operador T'(z) : L*(Q) — L2(Q) é unitdrio para cada z € RY. Além disso, é uma
consequéncia do teorema da convergéncia dominada (veja [41], p. 223) que o grupo T'(z) é fortemente
continuo, isto é,

lim [ 7(0)f — fla =0, Vf € IXQ) (1.4)

Definicao 1.3 (Sistema Dinamico Ergédico). Seja (Q,M(Q), ) um espago de probabilidade e
T(z) : @ — Q, z € RY, um sistema dindmico N-dimensional sobre Q. Uma funcio M(Q)-
mensuravel f : Q@ — R é dita invariante se f(T(z)w) = f(w) p-q.t.p. em Q, para todo z € RY. Um
sistema dinamico ¢é dito ser ergddico se toda fungao invariante é u-equivalente a uma constante em

Q.

Se f ¢ uma fungao mensurdvel em Q, para cada w € Q fixado, a funcio x — f(T(z)w), v € RY,
é chamada uma realizagao de f. O teorema de Fubini implica que se f € LP(Q), entao, quase toda
realizagao pertence a Lf (RY). Além disso, a convergéncia em LP(Q) resulta que (passando para
uma subsequéncia, se necesséario) quase toda realizagio correspondente converge em LP (RY) . Um
fato interessante é que quase toda trajetéria de um sistema dinamico é essencialmente invariante
por conjuntos de medida totais. Isso ¢ importante uma vez que funcgoes em L'(Q) estao definidas
somente sobre tais conjuntos. Isso também é uma consequéncia do teorema de Fubini (veja [41], p.
224).

Abaixo, recordamos o teorema ergddico de Birkhoff. Essencialmente, ele diz que quase toda
realizagdo possui um valor médio. Para uma prova, veja [29].
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Teorema 1.1 (Teorema Ergédico de Birkhoff). Seja f € LP(Q), p > 1. Entdo para quase todo
w € Q a realizacao f(T(x)w) possui um valor médio no sentido de (1 3) Além disso, o valor médio
M(f(T(z)w)), visto como fun¢ao de w, € invariante e

/f ) dp = /M w)) d.

Em particular, se o sistema T(z) é ergddico, entdo
M(f(T(r)w)) = / fdu para quase todo w € Q.
Q

Nesse trabalho, estamos interessados em sistemas dinamicos N-dimensionais continuos 7'(z)
sobre espacos topoldgicos compactos cuja definicao, é recordada abaixo.

Definicao 1.4. Seja Q um espaco topoldgico compacto. Um sistema dinamico continuo N -
dimensional sobre @ é uma familia de aplicacoes T'(x) : @ — Q, x € RY, que satisfaz as seguintes
condicoes:

(i) T(0) = I, onde I ¢ a aplicacao identidade sobre Q, e
T(x+y) =T@)T(y), Vo,yeRY

(ii) A aplicacdo (z,w) — T'(z)w é continua em RY x Q para Q.

Daqui em diante, por espaco compacto sempre entenderemos um espaco topolégico compacto
e de Hausdorff. Além disso, em espacos compactos Q, sempre consideraremos medidas de Radon.
Dizemos que p é uma medida de Radon quando ela estd definida sobre a o-algebra B(Q) dos
conjuntos borelianos, é og-aditiva e regular, no sentido que

wu(B) = inf{u(A) : A D B, A aberto}, para todo B € B(Q),

wu(B) =sup{u(K) : K C B, K compacto}, para todo B € B(Q).

Recordemos que para uma medida de probabilidade de Radon p sobre um espaco compacto Q, o
espago C(Q) é denso nos espacos LP(Q, u) das fungoes borelianas cuja p-ésima poténcia de seu valor
absoluto é u-integravel, 1 < p < oo (veja [59], p.69).

Um fato bem conhecido, o teorema de Krylov e Bogolyubov [46] (veja também [55]) assegura,
para qualquer sistema dinamico continuo 7'(z) : @ — Q, # € RY, a existéncia de uma medida
de probabilidade invariante quando Q é um espaco métrico compacto e separavel. No entanto, o
mesmo resultado é verdade em geral quando Q é um espaco topolégico compacto e de Hausdorff e
sua prova € essencialmente a mesma dada por Bogolyubov e Krylov com pequenas modificagoes.

Teorema 1.2 (Krylov-Bogolyubov). Seja Q um espa¢o de Hausdorff compacto e T'(z) : Q — Q,
x € RN, um sistema dindmico N -dimensional continuo sobre Q. Entdo, existe uma medida de
probabilidade p sobre Q invariante por T(x), v € RY.

Definigao 1.5 (Processo Estacionario Continuo). Dado um espago compacto Q, um sistema dindmico
N-dimensional continuo T'(z) : @ — Q, = € R¥ e uma medida de probabilidade invariante [t em
Q, por um processo estaciondrio continuo entendemos qualquer aplica¢do (z,w) — f(T(z)w) com

feC(Q).
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1.2 Trés Exemplos Basicos

Nessa secao sao dados alguns exemplos que materializam os objetos e conceitos até agora
definidos.

Funcoes Periddicas

Seja @ = TV := S! x .- x S' 0 Toro N- dimensional. Representando cada w € Q por w =
(e, ) e definindo T'(x) : Q — Q por T(x)w := (e!M1F71) ... iAn+2n)) podemos verificar
que T'(z) é um sistema dinamico continuo. A medida de Haar induzida pelo Toro é invariante e
o sistema dinamico T'(z) é ergddico. Observe que C(Q) é isométrico com o espaco das fungoes
continuas, periédicas com periodo 27 em cada coordenada.

Funcgoes Continuas que Anulam no Infinito

Seja Co(RY) o espaco das fungoes continuas reais sobre RY satisfazendo limy o f(z) = 0. Seja
Q = RY U {00} a compacificacio de Alexandrov obtida por acrescentando a RY o ponto oo e
tomando os complementares dos conjuntos compactos de RY como sendo a familia de vizinhancas
abertas do ponto oco. Definindo T'(z) : @ — Q por T(z)w = v +w se w € RY e T(z)w = o0
se w = 00, entao, vemos facilmente que T'(x) é um sistema dinamico N-dimensional continuo. A
medida de Dirac concentrado no ponto 0o, 0, é invariante pelo sistema dinamico T'(x) e T'(z) é
ergédico com relagao a essa medida uma vez que Lj (Q) = R. Observe que Co(R"Y) é isométrico
com Cy(Q), onde f € Cy(Q) se e somente se Ve > 0 existe um compacto K C Q tal que |f(x)| <€
Ve ¢ K.

Funcoes Quase Periédicas

Este é o exemplo mais importante. Ele foi bastante estudado em [4]. O espago da fungoes quase
periédicas, denotado por AP(RY), é definido como o fecho na morma L* do subespaco gerado pelas
combinacoes lineares das funcoes do conjunto {cos(\ - z), sin(A-z) : A € RV}, Em [29], Teorema
X1.2.2, é mostrado que o espaco RY, com a operacao usual de adicao, pode ser mergulhado como um
subgrupo denso de um grupo topolégico Abeliano compacto GV de tal maneira que torna AP(RY)
a familia de todas as restricoes f|RY para RY das fungoes f em C(G"). A operacio f — f|RY &
uma isometria-+ de C(GY) sobre AP(R"). Além disso, a operagao de adi¢ao + : RY x RY — RN
estende-se unicamente para uma operacao de grupo continua de GV, + : G x G¥ — G". O grupo
GV ¢ chamado a compacificacao de Bohr de RY. Assim, sobre G, temos a medida de Haar que
¢ invariante com relacio as translagoes T'(z) : G — GV, T(z)w = w + . Em [4] é mostrado que
T'(x) é um sistema dinamico continuo N-dimensional que é ergddico.

1.3 Algebras com Valor Médio

O Conceito de algebra com valor médio foi introduzido em [71] e depois desenvolvido em [41]
como uma generalizacao do conceito de funcoes quase periédicas AP(RY) e os espacos de Besicovitch
correspondentes BAPP(RY), 1 < p < oo motivados pela redugao dos problemas de homogenizagao
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estocdstica a problemas de homogenizacao individuais, isto é, a problemas de homogenizagao com
coeficientes pertecentes a alguma algebra com valor médio, conforme dito em [71].

NOTAQAO: Denotamos por BUC(RY) o espaco das funcoes reais limitadas e uniformemente
continuas sobre R¥.

Definigao 1.6. Seja A um subespaco vetorial de BUC(RY). Dizemos que A é uma dlgebra com
valor médio se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. Se as fungoes f e g pertecem a A, entao, o produto fg também pertence a A.

2. A ¢ invariante com relagao as translagoes 7, de R™.

3. Toda f € A possui um valor médio.

4. A é fechada em BUC(RY) e contém a unidade, isto é, a fungdo e(x) := 1 Vo € R".

Para o desenvolvimento da teoria de homogenizacao em algebras com valor médio, como feito em
[41, 71] (veja também [28]), em similaridade com o caso das fungdes quase periddicas, é introduzido
o espaco BP com 1 < p < oo, o fecho de A na semi-norma de Besicovitch

1
fl2 .= hmsup / flPdx.
/15 GLY )y s |/

Os operadores translagao e valor médio se estendem continuamente para B” e, por essa razao,
manteremos a mesma notagao 7, e M(f) mesmo se f € B? e y € RY. Em [41] é provado que o
espaco quociente de BP com o espaco nulo induzido pela seminorma correspondente é um espaco de
Banach. Desso modo, como no caso de funcoes quase periédicas é mostrado que B? é um espaco
de Hilbert com relagao ao produto interno M(fg). Quando falarmos em igualdade nesses espacos
estara subentendido mesma classe de equivaléncia.

Observagao 1.1. Um argumento cldssico originado de Besicovitch(veja por exemplo [41], p.239)
mostra que os elementos de B” podem ser representados por fungoes em Li, (RY), 1 < p < oco.

Definicao 1.7. Uma funcao f € B? é dita ser invariante se
M{|r,f - fI’} =0, VyeR".
O conceito de dlgebra ergddica é introduzido como a seguir.

Definicao 1.8. Uma dlgebra com valor médio é chamada ergddica se qualquer funcao invariante
pertecente ao espaco correspondente B2 é equivalente (em 82) a uma constante.

Em seguida, daremos um exemplo de dlgebra com valor médio que nao ¢é ergddica.
(Algebra nao-ergédica). Seja f(z) := cos /x. A fungdo f é invariante uma vez que a fungao

f(-+1t) — f(-) se anula no infinito para todo ¢t € R. Agora, vamos calcular o seu valor médio. Para
isso, tome ¢ € C°(R) e observe, usando integragao por partes, que

cos Velrp(z)dr = 36/ {\3/ (e-12)2sin Ve lo 4+ 2Ve 1z cos Vel
R
—2sin V e—lx}w’(x) dr — 0

R
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quando € — 0. Portanto, por (1.3), temos que M(f) = 0. Além disso, note que:

M(f?) = M(cos® /x) = %M(l —cos2¢/x) = %

Assim, a funcdo f nao pode ser equivalente (no sentido de B%) a uma constante, pois caso contrario,
deverfamos ter M(f?) = 0. Portanto, basta exibirmos uma a.v.m. que contém f. Para isso,
observemos que um argumento de inducao mostra que qualquer poténcia de f pertence ao espago
gerado pelas fungoes {1, sin(k+/*), cos(1/-)} rien- Consequentemente, qualquer poténcia de f possui
valor médio. O candidato natural a tal a.v.m. ¢ o fecho uniforme do conjunto {f(-+y)},cg- O item
nao claro da definicao 1.6 a ser verificado é que qualquer produto finito de translacoes de f possui
valor médio. Pela defini¢ao de valor médio, é facil ver o valor médio de f(-+t1)f(-+t2) é o mesmo
que f(-)f(- 4ty —t;). Basta entao consideramos f(-)f(-+t) com t € R. Note que f(-)f(- +1) — f>
é continua e se anula no infinito. Portanto, tem média nula e, assim, M (f(-+¢)f) = M(f?) = 1/2.
Suponhamos que f(-+t1)--- f(- +t,) — f™ é uma fungao continua que se anula no infinito para
todo t1,---,t, € R. Como no caso anterior, podemos observar que

M(FC )+ b)) = MO+t = 1) o F( s — 1),

Além disso,

FOUCHt—t) - e tupr =) = " = FOfC 2 —t) o (- tngn — 1) = ),

e, por hipétese, f(-+ta —t1) - f(- +tnp1 — t1) — f™ é continua e se anula no infinito. Com isso,
temos que M(f(-+t1) - f(- + tnr1)) = M(f"). Verificamos assim, por indugao, que a média
de qualquer produto finito de translagoes de f ¢é igual a média da poténcia correspondente de f.
Portanto, a a.v.m. gerada pelo conjunto {f(- + y)}yeR nao ¢é ergodica.

Abaixo é dado uma definicao equivalente de algebra ergddica. Essa equivaléncia é possivel gracas
ao Teorema ergddico de Von Neuman(veja [60],p.57). Isso é provado em [41], p.247.

Lema 1.1. Seja A uma dlgebra com valor médio. Entio A € uma dlgebra ergddica se e somente se
para qualquer f € A vale que

. 1 2
i 4, (I L Az =210 ) o (15

J&4 vimos que o teorema de Birkhoff nos garante que quase toda realizagao de uma fungao em
LP com p > 1 possui um valor médio. O préximo teorema vai um pouco além: A menos de
um conjunto de medida nula, o conjunto das realizacoes das fungoes continuas de um subespago
separavel pertence a uma algebra ergédica mesmo se o sistema dinamico em questao nao é ergodico.
Isso é um passo importante na reducao do problema de homogenizacao estocastica para um problema
de homogenizagao individual. Uma afirmagao mais geral é feita em [41] mas sem uma prova.

Teorema 1.3. Seja Q um espaco compacto, T(z) : Q@ — Q, x € RN, um sistema dindmico
continuo, p uma medida de probabilidade invariante e V. C C(Q) um subespago separdvel. Entdo,
para j1-q.t.p. w € Q, existe uma dlgebra ergddica contendo as realizagoes {f(T()w); f € V}.
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Prova. 1. Primeiro, observemos que a realizagao f(T(-)w) € BUC(RY) para qualquer f € C(Q).
Para isso, pela propriedade de grupo do sistema dinamico 7', basta provar que dado ¢ > 0, existe
d > 0 tal que |f(T'(h)w) — f(w)| < € para todo |h| < § e w € Q. Assim, dado w € Q, defina A, :=
{r € Q; |f(z) — f(w)] < §}. Pela compacidade de Q, hd wy,---,w; € Q tais que Q = U_ A, .
Como T'({0} x A,;) € A,,, a continuidade de 7" nos garante a existéncia de J; > 0 tais que Bs, x
A,, €T (A.,), onde Bs, é abola aberta de RY centrada na origem e raio ;. Se § := minj<;<x{d;}
entao, Bs x Ay, C Tfl(ij) para todo j. Dado w € Q existe j tal que w € A,,,. Dai, T'(h)w € Ay,
para qualquer |h| < ¢, o que fornece |f(T'(h)w) — f(w)| < [f(T(h)w) — f(w;)| + | f(w) — f(w;)] <e.

2. Seja A(w) a dlgebra fechada gerada pela familia { f(T(-+y)w); y € RN, f € V}. O objetivo é
mostrar que para p-q.t.p. w € Q, A(w) é uma algebra com valor médio ergédica. Para esse objetivo,
seja { fn},>; um conjunto enumerével e denso em V' e denote por B o conjunto enumeréavel de todas
as funcoes h € C(Q) que sdo combinacdes lineares finitas com coeficientes racionais da forma

For (T(y1)w) frn (T (y2)w) -+« [ (T (W )w), na, -y > 1 ey, ..., yx € QY. Assim, o conjunto
A= {W(T(")w); h € B}
é uma subédlgebra enumeravel e densa em A(w). Agora, defina

9(W) = foy (T(y2)w) fr (T (y2)w) - -+ fo, (T (1))

e observe que pelo teorema ergédico de Birkhoff, quase toda realizacao de g possui um valor médio.
Desse modo, qualquer combinagao linear finita de f,,, (7(- +y1)w) fuo (T'(- +y2)w) - - - frr (T(- + yr)w)
com ¥y, -,y € RY possui um valor médio para u-q.t.p. w. Consequetemente, o mesmo vale para
qualquer func¢do em A’ e, por densidade, para A(w).

3. Agora, mostraremos que, escolhendo w fora de um conjunto de medida nula, a dlgebra A(w)
é, de fato, ergddica. Para isso, note que por um argumento de densidade é suficiente verificar o
Lema 1.1 apenas para g € A’. Portanto, dado h € C(Q), basta verificar que

t—o0

) 1 2\
i M, (| | BTG+ ) do = MR () )-

Defina
1

) =BG oon

e coloque I'y(w) = M,(%(T(y)w)). Pelo Teorema ergédico de Birkhoff, a funcao M(h(T(-)w)) é
invariante. Isso é importante para nos garantir que

WT (2)w) dx — M(W(T(-)w))[",

Lw) = M, ('W%m RCCEREE M<h<T<->w>>|2)

Pelo Teorema Ergédico de Von Neumann(veja [60]), temos que lim;_, I't(w) existe, para cada w
fixo. Dai, pelo teorema ergddico de Birkhoff e da convergéncia dominada, segue que:

/ lim I'y(w) du(w) = lim | Ty(w) dp(w) = tlirgo/ Ye(w) dp(w) = 0.
Q Q Q

t—o0 t—o0

Portanto, lim; . I't(w) = 0 para pu-q.t.p. w € Q. Assim, passando para um subconjunto menor de
medida 1 se necessario, a algebra A(w) como construida no passo 1 é ergodica. O
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O proéximo resultado é estabelecido e provado em [71] (veja também [41]). Ele fornece a principal
propriedade das dlgebras ergddicas e serd usado na prova do préximo lema. Além disso, é usado
também na prova de um resultado de homogenizacao de uma equacao do tipo meio poroso com
fonte externa oscilante.

Teorema 1.4 (Zhikov & Kozlov [71]). Seja A uma dlgebra ergédica em BUC(RY). Entdo, o
conjunto de funcoes em A cuja transformada de Fourier tem suporte compacto nao contendo 0 € RN
¢ denso no espago V= {f € B> : M(f)=0}.

Lema 1.2. Seja A uma dlgebra ergddica e h € B? tal que M(hAf) =0Vf € A; Af € A. Entao,
h € equivalente a uma constante.

Prova. E suficiente verificar que M(hf) =0Vf e B?* M(f)=0. Assim, isso segue do fato de que
o conjunto Y das funcoes limitadas cuja transformada de Fourier tem suporte compacto separado
da origem é denso em V := {f € B>, M(f) =0}. Dado f € Y, hd g € A; Ag = f(veja [41], p.246).
Portanto, M (hf) = M(hAg) =0 e isso conclui a prova do lema. O

1.4 Espacos Compactos Associados a Algebras Com Valor
Médio e Algebras Com Valores Vetoriais

O principal fato dessa segao é que qualquer dlgebra com valor médio pode ser vista como uma
algebra de fungoes continuas definidas sobre um espaco topolégico compacto . Mostra-se também
que sobre tal compacto age um sistema dinamico continuo N-dimensional T'(z) : K — K com uma
medida de probabilidade invariante m. Faremos uso do seguinte lema que é uma generalizacao de
um lema em [4] e cuja prova é essencialmente a mesma.

Lema 1.3. Seja Xy, Xy espacos compactos , Ry um subconjunto denso de X1 e W : Ry — Xs.
Suponha que para toda g € C(X3) a fungdo go W € a restrigao para Ry de uma inica g1 € C(X7).
Entao, W pode ser unicamente estendida para uma func¢ao continua W : X; — Xs.

Além disso, se Ry é um conjunto denso de Xo, W € uma bije¢ao de Ry em Ry e para toda f € C(X4),
foW™L € a restrigao para Ry de uma tnica fo € C(Xs5). Entao, W pode ser unicamente estentida
para um homeomorfismo W : X; — Xs.

Assim, podemos provar o seguinte resultado.
Teorema 1.5. Seja A C BUC(RY) uma dlgebra com valor médio. Entao:

(i) Hd um espago topolégico compacto K e um isomorfismo isométrico identificando A com a
dlgebra de fungoes continuas sobre K, C(K)(denotado por f — f).

(ii) K é uma compacificagcdo de T4 x R*, para naturais j, k tais que j +k < N, onde T? € o Toro
j-dimensional S* x -+ x St.
——

J vezes

(iii) As translagoes T(y) : RN — RN T(y)x = x+y, estendem para um grupo de homeomorfismos
T(y):K—K, yeRN.
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(iv) O walor médio M(f) definido para fungoes em A é representado por fK fdm para alguma
medida de probabilidade m sobre KC que € invariante pelo grupo de transformacées T'(y), y €
RN,

(v) A familia T(y), y € RN, é um sistema dinamico N-dimensional continuo sobre K.

Prova. 1. Se S é um conjunto qualquer, denote por B(S) o conjunto das fungoes reais limitadas
sobre S com a norma do sup. Quando S é um espaco topolégico normal, um teorema de Stone
(veja [29], teorema IV.6.18, p.274) diz que se U é uma subalgebra de B(S) que contém a unidade,
entao existe um espaco de Hausdorff compacto S; e um isomorfismo isométrico entre as algebras
U e C(S1). Em particular, existe um espago topoldgico compacto K e um isomorfismo isométrico
entre a algebra A e a dlgebra C'(K). Se as fungoes da dlgebra U também separam pontos em S, isto
é, se x # y entdo f(z) # f(y) para alguma f € U, entdao um coroldrio do teorema de Stone citado
acima (veja [29], coroldrio IV.6.19, p.276) afirma que hd uma imersao de S como um subconjunto
denso do espaco topolégico compacto K tal que f € U tem uma unica extensao continua f para K
e tal correspondéncia f — f ¢ exatamente o isomorfismo isométrico entre U e C(K). B

2. Como, em geral, as funcoes de A nao separam pontos em RY, podemos introduzir em
RY a relagao de equivaléncia x ~ y se e s6 se f(x) = f(y) para toda f € A. Afirmamos que
RN/ ~=C;;, := TV x R¥, para naturais j, k com j + k < N. De fato, se z # y e x ~ y, entdo, pela
invariancia de A em relacao as translacoes, 0 ~ x — y e assim,

T:={teR:0~tlx—vy)}

é um subgrupo aditivo e nao trivial de R. Assim, 7 = R ou 7 é um subgrupo discreto 77 para
algum 7 > 0. No primeiro caso, as fungoes de A sao constantes ao longo das retas paralelas a x —y.
No segundo caso, todas funges de A sao peridédicas com periddo 7, isto é, f(z + 7(x —y)) = f(2)
para qualquer z € RV e qualquer f € A. Continuando esse procedimento, obtemos um conjunto
maximal de vetores independentes vy,...,v;, com j < N, tais que todas as funcoes de A sao
periddicas na direcao v; com periodo 7;. Também, seja [ a dimensao do espaco gerado por todas as
direcoes ao longo das quais, todas as fungoes de A sdo constantes. Daf, RY / ~ pode ser naturalmente
identificado com C;;, com kK = N —[—j. Em particular, todas fungoes de A podem ser identificadas
com as funcoes uniformemente continuas e limitadas sobre C; .

3. Olhando A como uma subalgebra de B(C; ), as fungoes de A separam pontos em C; ;. Dali,
hé uma imersao de C;; como um subconjunto denso do espaco compacto K tal que qualquer funcao
de A pode ser vista como uma restri¢ao a C;j;, de uma tnica funcao pertencendo a C'(K).

4. Desde que C;; é o produto de dois grupos aditivos, ha uma operacao de adicao natural em
Cjx que também o torna um grupo aditivo. Também, para cada y € RY, a agao da translagao
T(y) :  — z +y sobre RY pode ser levada para o espaco quociente Cj . Aplicando o lema 1.3 com
X1 =Xy =K, Rl = Ry = C;;, C K concluimos que, para cada y € RY, T'(y) pode ser estentida
para um homeomorfismo T'(y) : K — K, e manteremos a notacao = + y para T(y)(z), z € K.

Para cada y € RV, T(y) induz uma isometria em A que também denotamos por T'(y), definida por
T(y)fl(x) = f(z +y). Dali, essa isometria estende-se para uma isometria 7'(y) : C(K) — C(K)
dada por [T'(y) f](2) = f(z +y).

5. Se yp — y em RY entdo as isometrias T'(yz) : A — A convergem pontualmente para a
isometria T'(y) : A — A, como uma consequéncia da continuidade uniforme das fungdes de A.
Como A ¢ isometricamente isomorfo a C'(K), a sequéncia de isometrias correspondentes T'(yy) :
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C(K) — C(K) converge também para a isometria correspondente T'(y) : C(K) — C(K). Dali,
para qualquer fungdo f € C(K) temos que f(z 4+ yr) — f(z + y) uniformemente em z € K.
Em particular, isso implica que, dada uma rede (z4)qep em K convergindo para z € K, e uma
sequéncia (y;) € RY convergindo para y, temos que f(T(yx)za) — f(T(y)z) para todo f € C(K),
porque f(zq +y) — f(z+y). Como C(K) separa pontos em K, isso é o mesmo que dizer que
T (yx)za — T(y)z em K, de modo que a aplicagdo (y, z) — T'(y)z é continua. Dai, T'(y), y € RV, ¢
um sistema dinamico continuo sobre K.

6. O fato que as fungoes de A possuem um valor médio nos fornece o funcional linear f +— M (f)
definido sobre C(K). Esse funcional linear é limitado e nao-negativo. Portanto, pelo teorema de
Riesz-Markov, M(f) é representado por uma integracao em relagdo a uma medida de Radon m
sobre K. Além disso, como o valor médio é invariante por translacées, m é uma medida invariante
em relacao ao sistema dinamico T'(y), y € RY.

]
Como uma consequéncia imediata do teorema 1.5, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.6. Seja A uma dlgebra com valor médio em RN e seja K o espaco compacto dado pelo
teorema 1.5, tal que A € isométrico a C(K), e m a medida invariante correspondente. FEntao,
para 1 < p < 00, o espago de Besicovitch generalizado BP € isométrico a L2 (K). A familia T(y),
y € RN, ¢ ergddica se e somente se A é ergddica.

Algebras Com Valores Vetoriais Com Valor Médio

Nessa secao, estendemos a nogao de algebra com valor médio para fungoes com valores vetoriais.
Para isso, comecaremos com a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.9. Seja A C BUC(RY) uma 4lgebra com valor médio e £ um espago de Banach.
Denotamos por A(RY; E) o espaco das fungoes f € BUC(RY; E) satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) Para todo L € E*, Ly := (L, f) pertence a A,
(ii) A familia {Ly : L € E*, ||L|| < 1} ; é relativamente compacta em A.

Para conjuntos borelianos limitados Q@ C RY e f € BUC(RY; E), pode-se checar facilmente que
L~ [ Q(L, f) dz define um funcional linear sobre E* que é continuo na topologia fraca-x. Dai,

existe um unico elemento de E, que também denotaremos por |, 0 f dx, satisfazendo

(L,/Qfdx>:/Q<L,f)dx VL € E".

Por razoes analogas, se f € A(RY; E) as integrais f O f dx convergem fracamente em FE, quando
t — 400, para um vetor, denotado também por J%@N f dx, caracterizado por

(L, ]I[RNfd@: ]][RN(L,f>dm VL € E*.

Como em [4], temos o seguinte teorema.
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Teorema 1.7. Seja A C BUC(RY) uma dlgebra com valor médio. Seja E um espago de Banach e
K o espago compacto associado com A. Hd um isomorfismo isométrico entre ARY; E) e C(K; E).
Denotando por g — g a aplicagdo canonica de A para C(K), o isomorfismo associa a f € ARYN; E)

a aplicagio f € C(K; E) satisfazendo

(L, fy=(L,f) e C(K) VL e E". (1.6)

Além disso, para cada f € A(RN; E) vale que || f||z € A.

Prova. 1. Para qualquer z € K, consideremos a aplicacdo L — L¢(z). Essa é uma aplicac@o linear
sobre E*; afirmamos que a propriedade de compacidade presente na definicdo 1.9 implica que essa
aplicacdo é continua em relagao a toplogia o(E*, F).

2. De fato, pelo teorema de Krein-Smulian (veja, [29], p. 429) é suficiente checar a continuidade
desse funcional linear quando o restringimos a bolas fechadas limitadas. Agora, se L! — L na
topologia w*, entao as aplicagoes L’} convergem para Ly pontualmente e propriedade de compacidade
fornece que elas convergem em .A. Como uma consequéncia, L converge uniformemente em K para
Ly. o

3. Dal, para qualquer z € K podemos encontrar um elemento de E, que denotamos por f (2),
tal que L¢(z) = (L, f(z)> para qualquer L € E*. Isso prova (1.6) e resta mostrar que f é continua.
Isso é novamente um argumento baseado na propriedade de compacidade da familia F := {L; :
L € E*, |L|| <1}: Se 2z — z entdo, pela compacidade de F, Ly(z;) — Ls(z) uniformemente em

relagio a L na bola unitaria de £*. Como uma consequéncia f(z;) — f(z) em E.

4. Agora, provemos que f — f é uma isometria entre ARYN; E) e C(K; E). Essa aplicagio
é claramente um isomorfismo. Além disso, para cada z € RY obtemos de (1.6) que | f@)|e =
| f(z)||z. Como ||f]|gp € C(K) temos que ||f|lg € A e assim || f||g = ||f|lg. Consequentemente,

f— f é uma isometria.

]

Definicao 1.10. Dado um espago compacto K, uma medida de probabilidade m sobre K e um
espago de Banach E, para 1 < p < oo, definimos o espago LP(K; E) como o completamento de
C(K; E) com relagao a norma || - ||,, definida por:

1/p
1l = ( / ||fr|§;dm) |

Como de pratica, identificamos fun¢oes em LP com valores em E que coincidem m-q.t.p. em K.

Definigao 1.11. Seja A(R”Y) uma 4lgebra com valor médio, £ um espaco de Banach e 1 < p < oo.
O espaco de Besicovitch generalizado de valor vetorial BP(R”; E) é definido como o espago quociente
entre o completamento de A(RY; E) em relacio a semi-norma

= (timsupf o)’
L—+o0 J [-L,L]N

e o seu nucleo.
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Do teorema 1.7 segue a seguinte consequéncia do teorema 1.6.

Teorema 1.8. Seja A(RY) uma dlgebra com wvalor médio em RY, E um espaco de Banach e
K o espago compacto dado pelo teorema 1.5, tal que A(RYN) € isométrico a C(K). Entdo, para
1 < p < o0, o espago de Besicovitch generalizado de wvalor vetorial BP(RY; E) € isométrico a

LP(KC; E).

1.5 As Medidas de Young Geradas por uma Algebra Com
Valor Médio

Medidas de Young foram introduzidas por L.C. Young(veja [67]) para lidar com problemas
variacionais nao-convexos em teoria de controle onde minimizantes classicos nao existem. Assim,
um estudo mais profundo do comportamento das seqiiéncias minimizantes que ali aparecem se faz
necessario. Medidas de Young tem se mostrado 1til no estudo de equacgoes diferenciais parciais
nao-lineares. Isso pode ser notado, por exemplo, em leis de conservacao, na teoria de homoge-
nizac¢ao(veja, por exemplo, [3, 10, 36, 37, 39, 50, 57]) e na andlise da microestrutura de materiais
compostos. Além disso, sao as bases da teoria de varifold em problemas variacionais geométricos.
A utilidade e a necessidade de se introduzir as medidas de Young podem ser vistas no seguinte
problema: Seja {uc}.., € L*(Q) uma seqiiéncia uniformemente limitada em e e queremos uma
maneira de computar o limite fraco-x de {f(uc)}..,, onde f: R — R é uma funcdo continua qual-
quer. O conhecimento do limite fraco-* de {u.},., nao é suficiente para isso, uma vez que f pode
nao ser linear. O que se faz entao é associar a cada u. a medida concentrada sobre o seu grafico

pe(A) == Ly (g (A)),

onde Ly é a medida de Lebesgue N-dimensional e g, : Q — RY x R é a funcio grafico g.(x) :=
(z,uc(z)). Como {j} ., ¢ uma seqiiéncia limitada de medidas de Radon positivas sobre @ x R,
segue que a menos de uma subrede, ela converge na topologia fraca-* para uma medida de Radon
positiva u. Dali, aplicamos o teorema da desintegracao (veja teorema 2.28 de [7]) para fatorar pu
como um produto das medidas parametrizadas sobre os borelianos de R {ux}er com a medida L.
Disso, obtém-se que, a menos de uma subrede, {f(u)}.., converge na topologia fraco-+ de L*(Q)
para a funcao

v(z) = /Rf(y) dps(y).

Essa familia de medidas p, é o que é chamado de medidas de Young ou medidas parametrizadas.

Seja (F,F) um espago mensuravel e seja K um espa¢o métrico compacto. Dizemos que uma
familia de medidas de probabilidades sobre K, {v,}.cr, é fracamente F-mensurdvel se x +— (v, h)
é F-mensuravel para qualquer h € C(K). Também, é facil mostrar (veja segao 2.5 em [7]) que a
funcao

- /K F(@,y) dva(y)

é F-mensuravel para qualquer funcao nao-negativa f mensuravel em relagao a o-algebra produto
F ®@B(K), onde B(K) é a o-algebra Borel de K.
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O préximo teorema diz respeito a existéncia de medidas de Young duas escalas em algebras com
valor médio. A sua prova segue o mesmo roteiro da correspondente em [4] referente a classe das
funcoes quase periddicas.

Teorema 1.9. Seja ARY) C BUC(RY) uma dlgebra com valor médio e K o espago compacto
associado tal que A ~ C(K). Seja Q@ C RY um conjunto aberto limitado e {u.(z)}.s0 uma familia
de fungoes em L= (Q; K), para algum espagco métrico compacto K. Entao, dado qualquer seqiiéncia
{uc, Yien, com €; — 0 quando i — oo, hd uma subrede {ugi<d)}dep, indexada por um conjunto
direcionado D, e uma familia de medidas de probabilidade sobre K, {v,.}.exzeq, fracamente
mensurdveis com relagdo aos borelianos da o-dlgebra produto de K e RY, tal que para qualquer
P € A(RY;Co(Q x K)) temos:

hm/ 51 xuaw da:—// Vew, @(2,2,-)) dm(2) dz, (1.7)

onde & € C(K;Co(Q x K)) denota a unica estensao de ®. Além disso, a igualdade 1.7 pode ser
estendida para funcoes ® nos sequintes espacgos:

(1) BY(RY; Co(Q x K));
(2) BP(RY:C(Q x K)) com p > 1;
(3) LHQ; ARY; C(K))).

Prova. 1.(Construgao de v, ,) Dado ® € A(RY; Co(Q x K)) ~ C(K; Co(Q x K)) = Co(K x Q x K),
defina:

(1, ) = /Q B2 oy, (a)) do

Note que |[{i;, @)| < |Q] |||, onde |@| denota a medida de Lebesgue de Q. Pelo teorema da
representagdo de Riez, podemos ver {y;} como uma sequéncia de medidas de Radon limitadas
sobre K x @ x K. Pelo teorema de Banach-Alaoglu hd p € M(K x @ x K) que é um ponto de
acumulacao de {y;} e dai, existe um subrede {4 }aep tal que

(u, @) = 1%11(#1'(61),@), para qualquer ® € Cp(K x Q x K). (1.8)
Agora, dado F' € C(K), definimos a medida de Radon pp sobre K x @ dado por

(i, ¢) = (u, Fg),  para toda ¢ € Co(K x Q).

Para qualquer f € A(RY) e qualquer ¢ € Cy(Q), com supp ¢ € R C @ para algum retangulo R,
temos

(e, f2)] < ||Flloo limsup / (@)1 F(=)] de
D Q i(d)

IA

[ ][oo [l ]l oo Tim sup
D

Il <X [ | 17601z

€i(d)

1F ]l R] ][ )| d.
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Agora, dado g € Q e L > 0 tal que z¢ + (0, L]V C @, existe retangulo R; C Q e p; € C.(R;)
tal que 0 < ; < 1, |Rj| | LY e ¢; — X{wo+(0,z)v} Pontualmente. Como

(e, fos)] < |!F||oo\|s0j||oo|Rj|/K!i(Z)!dm(Z) < ||FHoo|Rj|/K|i(Z)|dm(Z)-

Quando j — oo, temos:

s s 0] < I F ool / (2)] dm(z) = | Fllx / /Q () Xqwor 0. (&) iz din(2)

Agora, dada qualquer ¢ € Cy(Q), podemos definir uma sequéncia de fungdes g; com suporte em )
da forma g; := Zf\ﬁl aéx{z§+(07L§]N}, tal que g;(z) — ¢(z) para todo = € @, ||gj]lco < ||¢]lcc € esses
retangulos sao 2-2 disjuntos. Daf, |g;(x)| = |a}| se e somente se x € % 4 (0, L]", o que nos da

N

J
951 = D lai X qai 40,1117y
=1

Assim, verifica-se diretamente que g; satisfaz

(s Fo)] < |1l / /Q ()] 5] de dm(2),

tomando o limite quando j — oo e usando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue em
ambos os lados da desigualdade acima, chegamos a

(s £ < 1l / /Q ()] [(2)] da dim(z).

Um argumento de densidade implica que
i W < 1Pl [ [ W(e,0)da i), (19

para qualquer 0 < W € Cy(K x Q). A equagao (1.9) mostra que
p] < | F e din da.

Se Y (z,z) é a fungado boreliana representando a derivada de Radon-Nikodym de pp em relagao a
dmdz, entao, temos

Ve (z,2)| < || F]so, para q.t.p. (z,2) € K x Q.

Como K é compacto, existe um conjunto I C C'(K) enumeravel e denso. Defina S como sendo o
espaco das combinagoes lineares racionais e finitas de ID. Dai, vemos que S é um subespaco Q-linear
denso em C(K). Pela unicidade da derivada de Radon-Nikodym e a monotonicidade da dependéncia
de pup em relacao a F, podemos encontrar um conjunto boreliano de medida nula NV C K x @ tal
que F +— tp(z,x) é Q-linear e satisfaz sobre S

ez, 2)] < [[Flleo (1.10)
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para qualquer (z,z) € K x Q \ M. Dali, o funcional Q-linear F' — 9 p(z,z) é continuo e pode ser
unicamente estentido para C'(K). Pelo teorema da representacao de Riez, existe v, , € M(K) tal
que (V,., F) = Yp(z,z) para todo (z,2) € K x Q \ N. Além disso, o mesmo argumento usado
acima mostra que

(o L) = IR| [ 1) dm(2)
para todo retangulo R C Q e f € A(RY). Dai, por um argumento de densidade, temos que

<:u17¢> = ¢(Z,$) dm(z) dz,
KxQ

para toda ¢ € Co(K x Q). Portanto, temos ¢;(z,z) = 1 para q.t.p. (z,2) € K X @ e concluimos
que (v, ., 1) = 1 para q.t.p. (z,2) € K x Q \ NV, que significa que v, , sdo medidas de probabilidade
sobre K para q.t.p. (z,z). A mensurabilidade fraca de v,, com relagdo a (z,2) € K x Q) segue
diretamente do fato de que (v, ., F') = ¥p(z, z) para qualquer F' € C(K) e (z,2) ¢ N. Recordando
a definicao de g, isso prova que

(u, <I>>:/}C Q(Vz,x,cb(z,x,)\»dm(z) dx

para todas funcoes testes ® da forma F(A)p(z,x2) com F € C(K) e ¢ € Cy(K x Q). Como
uma medida é unicamente determinada sobre a classe de fungoes testes acima, temos que a ltima
igualdade vale para qualquer ® € Cy(K x @ x K). Considerando (1.8), temos provado (1.7).

2. Agora, provaremos que (1.7) pode ser estentida para ® € BY(RY; Cy(Q x K)). Para ®;, ®, €
BY{(RY; Cy(Q x K)), temos

. x m
hmsup‘/ (@1(—@’“@(@) - @2(—,m,u5i(d))> dm)
D Q €i(d) €i(d)
. x x
< limsup [ [|®q( v) = Po(——, ) leo@xr) dx
D Q €i(d) €i(d)

. T Xz
< timsup [ () = B loni do
b =Ly €i(d) Ci(d)

< L)V @1 — Pollp®¥ic0(@x K

onde L > 0 é tal que Q C [—L, L]". Por outro lado, temos

/Q /,C<”m’ (@1 — P9)(2,2,A)) dm(2) d

< 10 / 1812, ) — Balzr ) lewions) dm(2)

= |Q[l|P1 — Pallpr@yico@xk))-

Dai, como j& sabemos que (1.7) vale para ® € A(RY;Cy(Q x K)), e que qualquer fungao em
B'(RY; Cy(Qx K)) pode ser aproximada por fungoes em A(RY; Cy(Qx K)) nanorma B (RY; Cy(Q x

K)), obtemos a validade de (1.7) das estimativas acima e tomando o limite.
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3. Para o caso em que ® € BP(RY;C(Q
Seja p € Cp(Q). Temos, parag=p/(p—1) e

‘ / Jxyu.,, () do

K)) com p > 1, procedemos da seguinte maneira.
=1-

X
b

1/p
< w¢nq( " u@wxw>npdx)
s|wm<

1/p
&€ HCI)(Z’:)HP 9 dz )
@ [—L/eiay,L/eiay) N} ClQxK)

e assim, tomando o lim supp, obtemos

g | | (0 (1) da| < LI asciarir

€i(d)

Também, temos que

’/Q /,C<Vz,x,@(z’ x, \)Y(x) dz dx

Dai, podemos estender (1.7) para ® € BP(RY; C(Q x K)) simplesmente multiplicando ® por ¢, €
Co(Q), com ¢, — 1 em L(Q), e tomando o limite quando n — oo na férmula (1.7) para ®¢,,, que
é valida desde que ®p,, € BYRY; Cp(Q x K)).

4. Finalmente, provemos a afirmacio para ® € L*(Q; A(RY; C(K))). De fato, como

< [[9llall @l 50 ryic@xi):

/W@ Do, 2, )l uge e de

<I>1(—,x,u5i(d)(x))dx—/<1>2( Ty Uy, () d
Q i

(Vz,x,g(z,x,)\))dzdx—//(VZ@,&(z,x,)\)}dzdx g/ 101 (-2, )= B (2, )L ages oy
K Q

a validade de (1.7) para fungoes ® € L'(Q; A(RY; C(K))) segue pela densidade de Cy(Q; A(RY; C(K))).
[

Como na teoria classica de medidas de Young, temos a seguinte consequéncia do teorema 1.9.

Teorema 1.10. Seja Q C RY wum conjunto aberto limitado, e {u.} C L®(Q;R™) ser uniforme-
mente limitada e seja v, , a medida de Young duas-escala gerada por uma sub-rede {ug(d)}dED; de
acordo com o teorema 1.9. Suponha que U pertenca a L'(Q; ARYN;R™))) ou a BP(RY; C(Q; R™))
para algum p > 1. Entao,

x
e(d)’
Prova. Se v,, = dy(.» para algum U € BY(RY;C(Q;R™)), podemos tomar ®(z,z,\) = |\ —
U(z,z)| em (1.7) uma vez que {uc}eo C Bp para algum R > 0 e concluir que |[u¥®?(x) —
U(? z)||lz1@@) — 0. Reciprocamente, se ||u*@(z) — U(E(d z)| 1@y — 0, devemos ter (v, 4, |\ —
U(z,z)|) = 0 para q.t.p. (z,2), 0 que nos dd v, , = dy(zm). O Caso em que U € LY(Q; A(RY;R™))
é analogo. n

Vez = O0u(zz) S€ € somente se ligl | teay(z) — U( )| 1) = 0. (1.11)
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Capitulo 2

Uma Equacao dos Meios Porosos: Boa
Colocacao

2.1 Introducao

Nesse capitulo, provaremos alguns resultados de existéncia, unicidade e estabilidade de solucoes
entréopicas do problema de Cauchy

u(z,0) = uo(x), < € RN (2.1)

{ Byu + divb(u) — Af(u) = h, (x,t) € RN x (0, 400)
comb:R — RN e f: R — R localmente Lipschitz, f nao-decrescente e h,uy € L>(RY), que serao
necessarios no capitulo seguinte.

Para motivarmos o estudo das equagoes do tipo (2.1), fagamos o seguinte: Consideremos um gas
ideal fluindo isotropicamente em um meio poroso homogéneo. O fluxo é governado, basicamente,
por treés leis.

Equacao de Estado: p = pyu®,

onde p = p(z,t) é a pressao, u = u(z,t) é a densidade, a € [1,4+00) e pg > 0 sdo constantes. Aqui,
r € RV,

Conservagao da Massa: »0;u + div(ut) = 0,

onde ¥ = ¥(x,t) é o vetor velocidade e > > 0 é a porosidade do meio (isto é, a porcentagem do
volume disponivel para o gas).

Lei de Darcy: vv' = —uVp,

onde v > 0 é a viscosidade do gas e u > 0 é a permeabilidade do meio. Note que a lei de Darcy é
uma lei obtida empiricamente(veja [24]) que substitui a conservagao do momento usual na descrigao
do fluxo do gas(Navier-Stokes).

Se eliminarmos p e U das equagoes acima, uma pequena manipulagao algébrica nos fornece a
equacao do meio poroso:

O — cA(u™) =0 (2.2)

onde ¢c>0em=a-+12>2. A quantidade u representa uma densidade e assim, é natural assumir
que u > 0.



Equagoes do tipo (2.2) surgem em muitas outras aplicagoes, por exemplo, na teoria de gases
ionizados em alta temperatura [72| para valores de m > 1, e em varios modelos em fisica de plasma
[11] para valores de m < 1. O caso quando m = 1 é a cléssica equagao de condugao de calor. Outros
modelos fornecem equagoes similares a (2.2) mas com cu™ substituido por um termo nao-linear mais
geral f(u) e, em muitos casos, com termos fontes e fluxos , fornecendo equagoes da forma

Ou— Af(u) —A-Vg(u) = h(u,z).

Exemplos ocorrem em problemas de aguas profundas e em dinamica de populacoes. Mais in-
formagoes podem ser encontradas em [9] e [58].

Observe que se o problema (2.1) é nao-degenerado, isto é, f'(u) > 0 Vu € R e h e ug s@o suaves,
¢ sabido que ele admite uma tnica solucao classica(veja [49]). No entando, em (2.1) é permitido
a existéncia de pontos degenerados, isto é, pontos u tais que f’'(u) = 0. Assim, as solugbes nao
sdo necessariamente suaves e solugoes fracas devem ser procuradas. Além disso, se f'(u) = 0
sobre um intervalo (a,b), solugdes fracas podem ser descontinuas e podem nao ser unicamente
determinadas pelos seus dados iniciais. Consequentemente, uma condicao entropica deve ser imposta
para selecionar aquelas solucoes que sao fisicamente corretas.

A nocao de solucao entropica para equacoes hiperbélicas-parabdlicas foi introduzida no paper
classico de Vol'pert e Hudjaev [66], que foram os primeiros a estudar profundamente equagoes
parabodlicas degeneradas. Esses autores também mostraram a existéncia de uma solucao entropica
BV usando o método da viscosidade anulante e obteram alguns resultados de unicidade parciais
na classe BV, isto é, quando as primeiras derivadas parciais de u sdo medidas finitas. Em [66] é
exigida mais regularidade do termo fluxo b, do termo de difusao f, do termo fonte h, e dos dados
iniciais. Um passo importante para se resolver o caso em que f é apenas nao-decrescente foi dado
por Carrillo em [22], que mostrou a unicidade da solu¢ao entrépica para o problema de Dirichlet
com a condigao de fronteira “f(u)=0". Seu método de prova é um andlogo elegante do entao famoso
“método de duplicagao de variavéis”introduzido por Kruzkov em [45]. Em [22], o autor mostrou
também a existéncia de uma solugao entrépica usando o método de semi-grupo. Para obter a boa
colocagao de (2.1) iremos combinar dois métodos existentes: um em [51] e outro em [47] e pondera-
los por uma fungao peso introduzida em [66].

NOTACOES: Para § > 0, consideremos a seguinte aproximacao da fungao sinal(denotada aqui
por sign):

1, se t>9
Hs(t) = £ ose [t| <o
-1, se t< =9

Observe que lims_g Hs(t) = sign(t), vt € R.

Para qualquer o > 0 estaremos interessados na seguinte fungdo peso, introduzida em [66]:
Ao(z) := e=V*H2° - Quando o = 1, denotaremos A; simplesmente por A. Seja Im(f) o conjunto
imagem da fungao f e defina f~! : Im(f) — R de tal maneira que f~!(r) é o elemento de menor
valor absoluto do conjunto {s € R; f(s) =r}.

Agora, definindo o conjunto E como sendo o conjunto dos pontos r € R tais que f~! é des-
continua em r, vemos que f~!(f(u)) = w para todo u tal que f(u) ¢ E. Finalmente, usaremos
RY*! para denotar RN x (0, +00).
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2.2 Algumas Propriedades de Solucoes Entrdpicas

Iniciemos essa se¢ao recordando a nogao de solucdo entrépica para (2.1).

Definigdo 2.1. Uma funcio u € L=®(RY ™) é uma solugdo entrépica do problema (2.1) se valem
as seguintes condigoes:

(i) f(u) € L (Ry; H]

loc loc

(RY)).

(ii) Para todo 0 < ¢ € C®°(RN*1) e para todo (n,7,q) € C?*(R)? x C?(R;RY) com 7 convexa,
r'(u) =n'(w) f'(u) e ¢'(u) = n'(Wb'(u) vale:

RN

/RNH {W(U)% +q(u) - Vo +r(u)Ap + n’(u)hso} dz dt + / n(uo)p(z,0) dz > 0.

Por um argumento de aproximagao, podemos notar que toda solugao entrépica de (2.1) satisfaz:

[ { = 1u =kl = sienu = bt - 006 v

| () — f(k)| Ay — sign(u — k:)mp} de dt — /RN luo — E|op(x,0) dz < 0,

e também:

Lo {0 —sion* (= Blb - 00 - v

—(f(u) — f(k))TAp — sign™ (u — k)hgp} dx dt — / (up — k) o(z,0)dx <0,

RN

para todo k € R e para todo 0 < ¢ € C®(RNF1).
Além disso, pode-se mostrar que toda soluc¢ao entrépica de (2.1) satisfaz:

I 1
hli%h

/Oh /RN |u(z,t) — ug(x)|p(x) do dt = 0,

para todo ¢ € L'(RY).
Seja u uma solugao entrépica. Como u é também uma solugao fraca, temos que

/RN'H {up; + (b(u) = Vf(u)) - Vo + h(z)ptdrdt =0 (2.3)

vale para todo ¢ € C2°(RY™). Denotando por (-,-) a acdo usual entre H~'(U) e H}(U) quando
U C RY ¢ aberto, podemos concluir de (2.3) que

8tu € leoc(R+; H_I(RN))7

loc
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de modo que a iqualdade (2.3) é equivalente

— /Ooo@tu, @) dt + /RN+1 {(b(u) = Vf(u)) - Vo + h(x)p}drdt =0, (2.4)

para qualquer ¢ € C®(RYH).
Seja ¥ : R — R uma funcao Lipschitz nao-decrescente. Dado k € R, defina:

A
B0 = [ o)

Os trés préximos lemas sao inspirados no que fez Carrillo em [22] para o caso de dominios
limitados. Essencialmente, esses sdo os seus andlogos em RV,

Lema 2.1. Seja u € L®(RY') uma solugdo entrépica do problema (2.1). Entdo, para q.t.p.
€ (0, +00), temos:

/Ot /RN Bj(u)ps ds dz + /RN B (uo)p(x,0) dv — /RN B (u)p da
- [ @ atrne) as

Vk € R, Vp € CX(RNTY); ¢ > 0.

A prova desse lema é, basicamente, a mesma de Carrillo com pequenas modificagbes. Por uma
questao de completamento, ela sera dada abaixo.

Prova. Como B} é convexa, temos:

Bj(u(z,s)) — By(u(z,s — 7)) < (u(z,s) —u(w, s — 7))9(f (u(z, 5))),

com u(s) := ug para s € (—7,0). Multiplicando por ¢, temos:

By(u(z,s))p(x,s) — Bylu(z,s —7))p(x,s — 1)+ Bj(ul(z, s — 7))(¢(z,s — 7) — ¢(x,5))
= By(u(z,)p(x,s) — By(u(z,s — 7))p(z, )
< (u(z,s) —u(z,s = 7)I(f(ulz, 5)))p(z, 5)

Como Bf(ug) € L®(RY) e B(u) € L=*(RY*), podemos integrar a desigualdade anterior em
RN x (0,t) e dividir por 7 para obter:

1 /t /RN {Bg(u(w, s))(z,s) — Bi(u(z,s —7))po(z,s — 7)

+ BX u(z,s — 7)) ((x,s — 1) — @(x, }dsda:

o (u
= / / Bl (u(z, 8))¢(w, s) dsda:——/ / Bl (ug(x))p(x, s) ds dx
t—r JRN —r JRN

+ —/ /RN Bi(u(z, s — 1)) (p(x,s — 7) — oz, s)) ds dx
/ /RN z,8) —u(z,s — 7))I(f(u(z,s)))p(z, s)ds dx

IN
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Usando o fato de que 9(f(u))p € L2 ((0,+00); HY(RN)) e que dyu € L2 ((0,+00); H,,!
temos quando 7 — 0 na desigualdade anterior:

L, {Bitute.oppta) = Bituwipw 0} e — [ [ Bt s)e.tas) s
< [udtrus))edsds, (25)

0

(RY)),

para q.t.p. ¢t € (0, +00).
Invocando a convexidade de BE novamente, obtemos:

Bj(u(z,s)) = Bj(u(z,s — 7)) > (u(z,s) —u(z,s — 7))I(f(u(z,s — 7)))
Multiplicando por ¢(z,s — 7), temos:

Bj(u(z,s))¢(x,s) — Bj(u(z,s—1))p(r,s — )+ Bj(u (907 s)(p(z,s =7) = p(z,5))
= Bj(u(w,9)p(w,s —7) — By(u(z,s — 7))p(z,s — 7)
= (u(:z: s) —u(z,s = 7))I(f(ulz,s - T)))@O(fc §—T)

Integrando sobre RY x (7,t) e dividindo por 7, segue que:

//Bﬂ u(z, s) azsdxds——// Bt (u(x, 5))p(z, s) dx ds
t—r JRN RN

+ ;/T /RNBﬂ u(z, s))(e(x,s — 1) — @(x,s)) drds
= L[ {Bbatesetes) — Blfute.s - et -7
+ Bilu(w,9) (s — 1)~ ple,s)) | dsde
> L[] o) = e =) = ), =) ds
Como em (2.5), quando 7 — 0 temos:
[ (Bt e - Biewo}de [ [ Bt sedsds
> [[areas

0

Isso com (2.5) prova o lema. O

Lema 2.2. Seja u uma solugdo entrépica de (2.1). Entdo:

(i) Se b =0, entdo, para todo k € R, 0 < ¢ € C?(Rf“); e U5(\) = Hs(\ — f(k)), temos:
/RNH { — By, (w)ps + Hs(f(u) — f(k))V f(u) - Vo — Hs(f(u) — f(k;))zw} dz dt

= [ IVI@PH ) = f(h)pdads
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(i) Se k € R € tal que f(k) & E, entdo, para todo 0 < ¢ € C*(RY™), temos:
[ o= 1= Hloe = sign(u = Blb(w) ~ b)) - T -+ sign(u - )V (w) - T
RY*!

—sign(u — k:)hgo} drdt = — lim IV f(w)PH}(f(v) — f(k))pdxdt

d—0 RN+1
+

Observagdo 2.1. Se substituirmos Hs por Hj , o item (ii) acima vale com |u — k| substituido por
(u— k)T e a fungao sinal sign substituida por sign*.

Prova. Pelo lema 2.1, temos:
+00
- [t i)~ sy = [ B (wpdede
0 RYT!

Como u é solugao fraca e Hs(f(u) — f(k))¢ é uma fungao teste, temos:

+o00
- [ @ttt — rwyerar+ [ {0 =) = V0] - VI 0 - )]

—Hy(f(u) = (k)i } dwdt =0

Essa igualdade com a anterior fornece:
Lo (Bt ) = o) = 9 0] - VIHs( (00 - £0)9]
o
~Hy(F(u) = (K)o} dodt = 0
Como k é tal que f(k) ¢ E, segue do teorema da convergéncia dominada que:

lim By, (u)py dv dt = / lu — k| dz dt
Ry

6%0 R$+l

Além disso, observe que:

/ {1b(w) = b(k) = V()] - VIH(f(w) = F(R)¢] | da e

_ / o IVFPH (@) = () dodt + / . {Hy(£ ()~ F0)[b(w) — b(E) — ¥ F(u)

Vedrdtt [ H(f) - F)[b() ~ bE)] -V Fu)o o 26)
Agora, seja I5 o ﬁl’:imo termo do lado direito da igualdade anterior. Tendo em mente que

Vi) =0 gqtp. em {(z,t) € RV f(u(z,t) € E}
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uma simples computagao mostra que
Is = / divEs(f(u))e dz dt,
RYT!

onde

Fs(z) = | Hi(r— f(R)B(f(r)) — b(k)] dr
0
1 min(z, f(k)+6) . .
-5/ (7)) — b7 (FCR))]
min(z, f(k)—d)
Sendo b continua e k tal que f(k) ¢ E, entao, f~! é continua em f(k). Dali,
(lslir(l) Fs5(z) =0

para todo z na imagem de f. Assim, pelo teorema da convergéncia dominada, Iy — 0 quando
9 — 0. Usando isso e o fato de que para todo k tal que f(k) ¢ E vale

sign(u — k) = sign(f(u) — f(k)),
a igualdade (2.6) fornece a prova do lema. O

O préximo teorema é um resultado de comparacao de solugoes entrépicas. O item (i) serd
importante no nosso resultado de homogenizac¢ao do préximo capitulo. J& os items (ii) e (i77) tem
como principal papel estabelecer a unicidade e a monotonicidade do operador solugao de (2.1).

Teorema 2.1 (Comparagao). Seja u; com i = 1,2 solugoes entropicas de

8tui + leb(UZ) - Af(uz) = hi’ (.’L',t) S R_]i\_[-%l
ui(x,0) = ug,(x), z e RN

com b e f localmente Lipschitz, f nao-descrescente e hi,ug; € L®(RY). Vale as sequintes pro-
priedades:

(i) Seb=0 euy € estaciondria, entdo, V0 < ¢ € CX((RYT1)?), temos:
/M“)? { = By na(@,0) (60 + 64) = Hal(f (wi(w,1)) = F(u2(y)) (b (@) = ha(y)o
FHy(f (ur (1) = F(a() (Vo + Ty [ 1 (2,0)) = f(ua(y))] - (Vo + V)6 |
=- /(MH)Q (Vo + V) (wal, 1) = f o)) PH(f (s (2, 8)) = [ (uz())o
(ii) Para todo 0 < ¢ € CX(RY™) | temos:
/ ol =l S b)) -V

—[f(u1) — f(u2)|Ap — (hy — ho)sign(u; — Uz)@} dx dt <0
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(7ii) Nas mesmas condig¢oes do item (ii), temos:
[ o L= = ) = sign (s =)o) — b)) - ¥
RY*!
—(f(ur) = f(u2))"Ap — (1 — ha)sign™ (us — U2)90} dxdt <0

Prova. Aqui, u; e uy serao para nds fungoes apenas de x,t e y, s, respectivamente, e 0 < ¢ €
CE(RYT?). Seja By = {(z,t) € RYYY f(ui(z,1)) € B} e By := {(y,5) € RY™ f(ua(y,s)) €
E}. Observe que

sign(ui — up) = sign(f(w1) — f(u2)) (2.7)

para todo (.T,t, Y, 5) < {(Rf—i_l - El) X Rﬁ—i_l} U {R%]Y—H X (Rf-ﬁ-l - EQ)}
Além disso, vale que:
Vof(u1) =0 gq.t.p. em Ey, (2.8)

Vyf(uz) =0 gq.t.p. em Es. (2.9)

Usando a definicao de solucao entrépica para uq, fazendo k = us e em seguida integrando sobre
Es, temos:

Lo = o sl = signtus = w)ptun) - bluw)] - 7.0
RY T x By
+sign(u; — u2)Vyf(ur) - Vo — sign(ug — ug)hlgb} dx dtdyds < 0. (2.10)

Aplicando o lema 2.2 para u;, fazendo k = us(y,s) tal que (y,s) ¢ FE, e integrando sobre
RY* — E, obtemos:

/ { = I = walo: — sign(us — ua)lbu) = blus)] - V.0
RY T x (R —By)

+sign(uy — u2)Vaf(uy) - Vo — sign(u; — u2)h1¢} dx dt dy ds

= —lim ) (Vo f (u)) PHS(f(u1) — f(uz))é do dt dy ds. (2.11)

=0 SN+ B ) x(®RY 1 -E

Somando (2.10) e (2.11), temos:
o = = vl = sgntas = w)blan) — bu)] - V.o
(RY+1)2

+sign(u; — u2)Vyf(u1) - Vo — sign(ug — ug)hlgb} dx dtdy ds

< —lim (Vo f (u) PHS(f(uy) — f(u2))¢ dz dt dy ds. (2.12)

0=0 J®NH _ By ) x (RY !~ B»)
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Como uy é solugao entrépica de

Opu + divb(u) — Af(u) = ha, (x,t) € RYH!
u(z,0) = ug2(z), x € RN

Entao, —uy é solucao entrépica de

Oyu + divb(u) — Af(u) = —hy, (x,t) € RYH!
u(z,0) = —ug2(z), x € RY

onde b(\) := —b(=\) e f(\) :== —f(=N).
Usando a defini¢ao de solucao entrépica para —usq, temos:

Lo {17 = Hlo. = sign(—ua = b(-B) ~ b(u)]- 9,0
RYT!
—sign(—us — k)V, f(uz) - Vy¢ + sign(—uy — k)hgqb} dyds < 0.
Agora, faca —k = u; e integre sobre E; para obter:
Lo { = o = signtun = w)lb(u) ~ b(u)] - V,0
RY T x By
—sign(uy — u2)Vy f(uz) - V¢ + sign(u; — ug)h2¢} drdtdyds < 0.

Aplicando o lema 2.2 para —us, temos:

/RN+1 { — | — up — Ek|ps — sign(—uy — k)[b(—=k) — b(uz)] - Vy¢
—Sign(—u2 o k>vyf(u2> ) vy¢ + sign(—u2 — k?)h2¢} dy ds

= —lim IV f (u2) PH5(f(—k) — f(us2))¢ dy ds,

5*>0 Rf+l

para todo k € R tal que f(—k) ¢ E.
Fazendo —k = u;(,t) e integrando em RY™ — ;| temos:

/ [ — sl — sign(en — ) [b(ur) — (o) - V0
RY T x(RY T — )

—sign(u; — u2)Vy, f(u2) - V¢ + sign(u; — uz)h2¢} dx dt dy ds

~ —lim IV, s PH(f (ur) — f(u2)) o it dy dis.

0=0 JRNH By ) x RY T —Ey)

A soma de (2.13) e (2.14) da:
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/( - Ly — ol +- sigm(an — ) [b(ur) — b(w2)] - V6
RY+2

+sign(uy; — u2)V, f(uz) - Vyo — sign(u; — u2)h2¢} dx dt dy ds

> lim Vo f(uz) PHG(f (wr) = f(u2)) da dt dy ds. (2.15)

C 0 RN ) (R —By)

Agora, note que:

0 = Vyf(uz) - ValHs(f (1) = [(uz))g] d dt

N+1
Ry

_ /RNH {Vyf(uQ) Vo f (u)Hy(f(ur) — fluz))pdzdt + Hs(f(ur) — f(u2))Vyf(ug) - ngzﬁ} de dt.

Fazendo 6 — 0 e observando (2.7) e (2.8), temos:
/ sign(uy — ug)Vy, f(ug) - Voo dr dt dy ds
RY+1)2

= —lim Vyf(ug) - Vo f(u)Hs(f(ur) — fuz))pdedtdyds. (2.16)

6—0 (R{;H_l —E2)>< (Rf+1 —El)
Analogamente,

Ve f(ur) - Vy[HcS(f(Ul) — f(u2))¢] dy ds = 0,

N+1
R

o qué também fornece:

/ sign(uy — ug)Vyf(ur) - Vyodr dt dyds
(R )2

= lim Vyf(us) - Vo f () Hy(f (1) — f(uz))pdx dtdyds.  (2.17)

6—0 (R$+I—E2) X(R§+1—E1)

A soma de (2.12) e (2.17) da:

/( - { = = waloy = sign(un — ua)[b(m) = b(un)] - V.0

R++1 2

+sign(uy; — u2)Vuf(ur) - (Ve + Vy)o — sign(u; — ug)hlgb} drdtdyds <
~lim {(192F @D = 9, f(uz) - Vo f ()

0=0 SN+ _ By ) x RN+~ By)

Hj(f(un) — f(u2))6 } do dt dy ds. (2.18)
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Ja a soma de (2.15) e (2.16) mostra que:
oo {in = el stgnus = wn)iun) = )] - V0
(RY+1)2
+sign(ug — u2)Vy f(u2) - (Vy + Vy) o — sign(uy — uz)hggb} dx dt dy ds >

lmm {(190f ()2 = () - Vo )

0=0 J®NH ) x (RY 1 — 1)
Hj(f(wn) = f(u2))o} da dt dy d. (2.19)

Finalmente, (2.18) — (2.19) fornece:

/(RN+1)2 { — |ug — ua|(¢r + ¢s) — sign(uy — ug)[b(ur) — b(uz)] - (Vo + Vy)o
+sign(ur — u2) (Ve + V) (f (1) = f(uz)) - (Vo + V)¢
—sign(uy — ug)(hy — hg)cb} dx dtdyds <

~lim (Vi + V) (f () — f(u2))PH(f () = F () da dt dy ds < 0.

0=0 J®YH By ) x RY T —Ey)

Agora, tomamos @(z,t,y, s) := o2, B2)p,(£2)0,(52), onde 0 < ¢ € CX(RYT), e p,, 0, sd0
aproximacoes classicas da identidade em RY e R, respectivamente, como no método de duplicacao
de variavéis e fazendo n — oo, temos provado (ii). A prova dos itens (i) e (i) seguem mais ou
menos o0 mesmo roteiro com pequenas modificagoes. O

O préximo teorema estabelece a unicidade de solugoes entrépicas.

Teorema 2.2 (Unicidade). Seja u; com i = 1,2 solugdes entropicas de

Oyu; + leb(ul) — Af(”z) = hi7 (f,t) c R1+1
ui(z,0) = ug;(z), r€ RN

com b e f localmente Lipschitz, f nao-descrescente e h;,ug; € L®(RY). Entdo:

/RN s (t) — us(£)|A(2) dar < O/RN {]um(az) — pa()| + | (z) — hQ(a:)\}A(x) dr.  (2.20)

Além disso, se b = (by,...,by) € tal que cada b; € monotdna nao-decrescente, entdo, também
vale:

/]RN (uy(t) — ug(t))TA(z) do < Ce“* /]RN {(uoﬁl(x) — g (x))"
+ /Ot(fh(w) — ho(x))sign™ (u; — ug) ds

+/O /o e~ (hy(z) — ho(x)) sign™ (uy (2, 7) — ug(z, 7)) dr ds}A(x) dzx. (2.21)
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para q.t.p. 0 <t < T. A constante C so depende de T', N e da constante de Lipschtiz de b e f
sobre um compacto dependente das normas em L> de h; e ug,;.

Prova. Tomando ¢(x,t) = 6,(t)A(z), com 0 < §, € C((0,400)) no item (i7) do teorema 2.1
temos:
/R Al l (1A () — signuy — ) (1) blus) — ()] - VA
—|f(uy) — f(u2)|on(t)AA — (hy — hg)sign(u; — u2)6hA(a;)} dx dt < 0.
Agora, observe que:
- /N+1 |ug — ug|d, () A(x) dedt < /N+1 {|b(u1) — b(ug)|0n(t)[VA|
RY RY
o 1fn) — Fun) B OIAN] + [y~ haldn()A(2) }dr ds
¢ 1= Us 1= ha| pon(t)A :
< /M“ {|u us| + |hy — I \} W(OA (@) dr dt

Defina
B(s) := /RN |u (z, 8) — us(x, )|A(z) de

Dadot € (0, +00) um ponto de Lebesgue de 3, considere 6,(s) := £x(0.n)(8)+X[n.t) () = L X (1,041 ()
e note que

, 1 1
5h = EX(O,h) - EX(t,t—i—h)-

Da substituicao de 3 e d;, na ultima desigualdade e fazendo h — 0, temos:

B(t) < /R toa () ~ woa(@)A(r) d + /0 B(s)ds + T /R i) = hal@)AG) da

Portanto, a prova de (2.20) segue do lema de Gronwall. A prova de (2.21) é semelhante, obser-
vando que (f(u1) — f(u2))™ < Cluy —u2)t e signt(ug — ug)[bj(ur) — bj(usg)] < Clug —ug)t, V5. O

Como uma consequéncia direta do teorema 2.2, temos o seguinte corolario.

Corolario 2.1 (Monotonicidade). Suponha que cada b; € ndo-decrescente e que u; com i = 1,2 €
como no teorema 2.2. Se hy < hy e up1 < up2 ¢.t.p., entao, u; < ug q.t.p.

2.3 Lemas Auxiliares

Comecaremos essa secao com uma observacao que sera usada na prova do préximo lema.

Observagao 2.2. Podemos ver facilmente que existe 0 < a < 1 tal que IJ{J‘:;%P >a? VreRNe
lyl < 2.
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Usando a observagao acima, temos o seguinte lema.

Lema 2.3. Se f € L>®(RY), entdo, dado ¢ > 0 existe 0 < § < 1 tal que para qualquer |t| < 2 e
|s| < 2 satisfazendo |t — s| < ¢, vale que

/RN 1f(z+1t) — flz+9)|A@)de < e

Prova. Seja € > 0 e a da observacao 2.2. Existe g € C.(RY);

[ 1@ = g@raaydo < 5.

Como ¢ é uniformemente continua, existe 0 < § < 1 tal que |g(z +1t) — g(z + s)| < AL, Para

qualquer ¢, s satisfazendo |t — s| < §. Dal,

/RN lg(x +t) — gz + s)|Au(x) d < g

Portanto,

IN

[+ -rersin@dr < [ {5 -gr 0]+ o+ 0 - o+ )| A do

IN

[ Alrte+0 - g+ 01+ 1o+ )~ gla+ )
gl +8) = fla+ )| PA() do
= [ 1@ = gl = +lala + 0 = gla + A
+1f(2) = g(@)|A(w — 5) } do
< [ 5@ = s@ltato) + lote+ 0 - glo — @)

+g(z) — f(ﬂ?)IAa(as)} dr < €.

Observagao 2.3. Se definirmos

or(@) = swp { [ 1#+0) = fla+ s)lAG) do},

[t—s|<é
[t],[s]<2

pelo lema 2.3, temos que lims_ows(d) = 0.

O préximo lema é um resultado de compacidade no espaco L'. O seu principal papel serd na
prova da existéncia de solucoes entrépicas. Se s é um ntimero real positivo, B, C RY é a bola
fechada centrada na origem e raio s e p; é uma sequéncia de aproximacoes da identidade em RY.
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Lema 2.4. Sejar > 0 e F C L] _(RY) uma familia uniformemente limitada em L'(Bs,) tal que
para todo € > 0, existe § > 0 tal que para qualquer |y| < & temos que

lu(x +y) —u(x)|dr <e, Vuel.
By

Entao, F ¢é pré-compacto em L*(B,).

Prova. Seja e > 0 fixo. Por hipétese, existe dy > 0 tal que para qualquer |y| < dg
€

lu(x +y) — u(x)| dx < 3 VueF.

Br

Logo,

/ lulz) — (u* ps,)(x )|da:</RN / ule — 002) — (o) de)ple)dz < S (2.22)

Vuel
Além disso, observemos que:

V(s @)l do < / | O Vo dz o

= / / lu(x — 602||Vp(2)| dz dx
50 RN

\V4
||U||L1 Bzr(|5| PHLl (RN) < 0(50)7
0

By

<

pois F é uniformemente limitada.
Analogamente,

|(u* ps,) ()| dx < |ul|L1(m,,) < c
B,

Assim, {u* ps, },ep © WH(B,) é totalmente limitado em L'(B,) pelo teorema da compacidade
de Rellich-Kondrachov(veja, por exemplo, [38]). Dai, existe uy,---,u, € F; VYu € F 3Jj €

{17...,71};

€
| * psy — w; * psyllL1(s,) < 3 (2.23)

Disso, segue de (2.22) e (2.23) que:

lw —wjllpis,) < llw—w*psyllLsy + 1w * ps, — wj * psy ||,y + lug — w5 % psyl| 1B,y < €

Portanto, F é totalmente limitado em L(B,). ]
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2.4 Existéncia

Nesta se¢ao é provada a existéncia de uma solugao entrépica para o problema (2.1). Para isso,
consideremos o seu analogo regularizado:

{ Qe + divbe(uc) — Afe(uc) = he, (x,t) € RYH (2.24)

ue(x,0) = ug (), x € RV

onde fo(A) := (f *0)(N) + €\, he := h* pe, be :=b* pe € uge 1= ug * pe.

A existéncia de uma solugao suave do problema (2.24) tendo derivadas limitadas é provada, por
exemplo, em [49]. Observe que existe K > 0 tal que |h|, |ug| < K para todo € > 0. Assim, pela
teoria classica, {uc} ., ¢ uniformemente limitada em relacao a e. Dai, existe M > 0 satisfazendo

|fe(ud)| < M e |b(u)| < M Ve>0.

Lema 2.5. Se {uc} ., sdo solugoes de (2.24), entdo, VO < e <1, |y <d <1 et € [0,T], temos
que:

/RN [ue(x + y,t) — ue(x, t)|A(z) de < e(T) (W (9) + wr(9)), (2.25)

, M M s—0
— < _— _ _—
/RN |ue(z, t+8) — ue(z, t)|A(x) de < nin {w(é) + <HhHOO + 52 +3 5 —i—M) HAHls} 0. (2.26)

Prova. Aplicando o teorema 2.2 com uy(z,t) = u(x + y,t) e ug(z,t) = u(z,t), temos:

/R a4y t) — M@ < (T /R toelr +) = o (@) A(e) da
+ /RN he(z +y) = helw)|A(x) do }.

Agora, observe que:

/RN [uo,e(z +y) — uge(z)|A(r)dr = /RN ’ /RN up(2)pe(r +y — 2)dz — /RN o (2)pe( — z)dz‘A(a:) de

_ /]RN’/RNuox—i-y—ez) (2 )dz—/ oz — €2)p(2)d

< /RN/RNruox+y—ez>—uo<x—ez>\p<> () do dz

= /RN </RN lup(z +y — €2) — ug(x — €z)|A(x) dx)p(z) dz
< /RN Wy (0)p(2) dz = Wy, ().

A(z)dx

Analogamente,
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/ el + ) — he(2)|A(z) d < wn(6)

Para provar 2.26, fixe ¢, s,¢ e coloque w(z) = u(z,t + s) — u.(x,t). Dado ¢ € W2(RY),
obtemos que:

/RN w(z)p(x)A(x)de = /}RN /t+8 Ouc(z, T)pNdr dx = /RN /tHS[h6 + Af(ue) — divhe (ue) A dr dx

_ /RN / heph + o (u) A(pA) + be(u) - V() | dr da

= / / heo N + fo(u) ApA
]RN

+ 2f(ue)V - VA + fo(ue)pAN + b (ue) - VoA + be(u,) - VAgp} dr dux,

o que fornece:

| [ w@e@r@de] < {Ihlaliel + MIAGle +3M14l
+ Mlploo flIA N5, (2.27)
Tomando ¢ = (signw) * p; e observando que ||[Vo| < §,[[Aplle < 55 € [[¢]loc < 1, obtemos:

w@)A)de = / L wla)sign(u() A do) [ pla)dy

RN

N /RN W = dy)sign(u(z —dy)) Mz — oy)oly) dw dy

RN

[ w@e@n@dr = [ wea@( [ sewm)ome-dy)da
= [ w@n@( [ sttt - 50)oto) dy) do
= [ () A sl — ) ply) dody.
Dai,
wea@ de [ w@p@a) s = [ {ule -5 sientute - 59)) A — )
(@) M) sign(w(e — 5y)) boly) dz dy
= [, A=) - w@sin( - a)re)

+ A —dy) — A@)] sign(w(x — dy) w(e = oy) bp(y) dr dy.

RN
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Portanto,

| [ o@A@ e = [ w@e@a@ds] < oT)en(6) + n(®) +on(0)
Assim, (2.28) com (2.27) da:

M M
[ w@iaw s < a@)+ {Ihlle+ 55 +35 + ML
RN 52 (5

Vo< d<l.
OJ

Teorema 2.3 (Existéncia). Eziste u € L°(RY™); a menos de uma subsegiiéncia, u — u q.t.p.
m ]Rf“ quando € — 0. Além disso, u é a unica solugdo entrdpica de (2.1).

Prova. 1. Pelolema 2.5, {u.},. , é eqiti-uniformemente continua em L'((0,T') x Bg) e uniformemente
limitada. Como 1" e R sao arbitrarios, segue pelo lema 2.4 que existe u € L‘X’(Rf 1) tal que a menos

de uma subseqiiéncia, u, — u em L}OC(RJX“). Portanto, u satisfaz (ii) da definigao 2.1.

2. Multiplicando (2.24) por f.(u.)A e integrando por partes, temos:

/OT /RN {&uefe(ue)/\ + (V fe(ue) — be(ue)) - V(fe(ue)A)} dz dt = /OT /RN hef.(u)A da dt.

Isso fornece a igualdade:

/T/RNAat[/uefe(s d:zcdt+/ /RN IV £ (ud) PA

V() - VAL () = be(ue) - Vf(w)A = bo(u) - VAL (u) b da

//thUGAd$dt
RN

que por sua vez fornece:

/OT/]RN‘Vf€<UE)|2Adxdt _ /OT/RN {hefe(ue)A—er(ue)~VAf6(u6)

4 bo(u) - VAL (u) + be(ul) - V fe(ue)A} dt dz

- /IR A@) /0 o fo(s) ds dx + /R A@) /0 o fe(s) dsdx

T
: /o /RN{lh€|’f€(ue>|A+’vfe(uﬁ)HfE(ue)lAde’dt

+ b (ue>er(ue)!A (b IV folue)|A } do dt

ueo(x
+ / ‘/ ds‘dxnt/ ]/ (s) ds| dz,
RN
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onde usamos que |[VA| < A. A desigualdade de Cauchy com ¢ da:

/OT/RN IV fo(u)PAde dt < /OT/RN{\here(ue)M+25er(ue)!2/\
+ 4—15(f3(ue)+\be(ue)P)A}dxdtJr/ ‘/ ds‘dx

+ /R AW) /0 o dsld

Tomando § = }1 na desigualdade anterior, temos:

Z.

%ATAN|VfE(“E>|2Ad$dt < /T/ |he||fs(us)|+(ff(us)+|bg(u5)|2)}/\dxdt

UE(T ueO
/ ‘/ ds)der/ ]/ s)ds| da.
]RN

Portanto,

T
/ / IV fo(ue) PAdx dt < c(]|h| oo, Hu0||oo,T)/ A(z)dx VO<e<l
0 RN RN

Dado R > 0 fixo, segue que:

/T/BRIer(uE)Idedt < /T/BR|VfE(uE)|2A(x) dr dt < C/RN A(z)dz =
/ /BR IV elud) AR )/RN A(z) dz,

[fe(uollzzr:m By < (BT [[uolloo, [[Alle) ¥V 0 << 1.

Dai, existe v € L} (R, ; H. (RY)); fg( ¢) — v fracamente. Como f.(u.) — f(u) q.t.p., entao,
v = f(u), donde conclui que f(u) € L (R.; H. (RY)).

loc

VO<e<l.
Logo,

]
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Capitulo 3

Homogenizacao de Equacoes dos Meios
Porosos Com Forca Externa Oscilatéria

3.1 Introducao

Neste capitulo, vamos expor um dos principais resultados desse trabalho. Mostraremos como a
teoria de medidas de Young associadas a algebras com valor médio pode ser aplicada na homoge-
nizacao de equagoes diferenciais parciais nao-lineares. Consideraremos uma equacao do tipo meio
poroso com um processo estaciondrio continuo como uma forga externa oscilatéria. Nesse contexto
geral, precisaremos impor que os dados iniciais satisfacam a equagao estacionaria associada em
relagdo a varidvel oscilatéria. Esse capitulo é inspirado em [4] no qual é considerado leis de con-
servacao com forgas oscilantes quase-periodicas. Aqui, consideraremos equagoes do tipo parabdlico
onde a forca externa oscilatoria é a realizacao por uma funcao continua de um sistema dinamico
N-dimensional continuo e ergédico. Em [4], a existéncia de uma comparagao entre duas familias de
medidas parametrizadas(teorema 4.3) toca um ponto fundamental. No presente caso, a auséncia
dessa comparagao é contornada por argumentos que foram inspirados no que fez Carrillo em [22].

Seja Q um espago compacto e seja T'(x) : @ — Q um sistema dinamico N-dimensional continuo e
ergddico sobre Q com uma medida de probabilidade invariante p sobre Q. Consideremos o seguinte
problema de homogenizacao estocastica:

du—Af(u) = —ShT(%w), (z,t,w) R xQ
u(x,0) = up(T(%)w, ), (r,w) € RN x Q

onde h € C(Q) e ug € L¥(RY;C(Q)). Suponha também que exista V € C(Q) tal que a funcio
definida por V(z,w) := V(T(z)w) satisfaz AV (z,w) = h(T(z)w) para todo = e q.t.p. w € Q.
Como usual, A = Zf\il 92 ¢é o laplaciano e denotamos A, = Zf\il 92, onde z representa a varidvel
oscilatéria x/¢.

Como, pelo teorema 1.3, quase todas realiza¢oes em C'(Q) pertecem a uma algebra ergédica, por
simplicidade de notacao, daqui em diante, consideraremos o problema de homogenizacao individual
equivalente com fungoes oscilatorias pertencendo a uma algebra ergddica, que nesse caso reduz ao
problema

Ou — Af(u) = —E%AZV(‘”), (z,t) € R -
u(z,0) = uo(2, z), r e RV, (3:1)



Assim, seja A(RY) C BUC(RY) uma algebra ergédica, K o espaco compacto dado pelo teorema 1.5
tal que A(RY) ~ C(K), e m a medida de probabilidade invariante associada ao espaco compacto

K.

3.2 Comportamento Assintdético
Comecemos essa se¢ao fazendo as seguintes suposigoes:
(A1) A fungao f em (3.1) satisfaz:
f € Lip,.(R) , f é crescente e g € C*(R) para algum 0 < A < 1,

com g = fL.

(A2) V € ARY) e
uo(2, ) = glpo(w) +V(2)), (3:2)
para algum ¢y € L>°(RY). Em particular, uy € L>(RY; A(RY)).

(A3) AV € ARN).

Observagdo 3.1. Observemos que a suposicao (A2) é equivalente a exigir que o dado inicial uo(%, r)
seja uma solucao estaciondria de (3.1) na varidvel oscilatéria.

Seja f a funcdo definida implicitamente pela equacio

p=f o)+ V) 33

Abaixo, identificaremos a fun¢ao V' com a funcao V € C'(K).
Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Suponha que (A1), (A2) e (A3) valem e deize u. denotar a tinica solugdo entrdpica
de (3.1). Seja u a inica solugdo entropica de

o — Af(u) =0, (z,t) € RYH
B N (3.4)
u(x,0) = fon uo(z, ) dz, reR
e defina B
Uz 2,8) = g(F(az, 1) + V(2)). (3.5)
Entao, quando € — 0, temos que u. — u na topologia fraca-x de LOO(RfH) e
. x
ll_rf% lue — U(gaxatmL}oc(Ri’H) =0. (3.6)
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Prova. 1. Comecemos observando que as solugoes u., € > 0, de (3.1) sdo uniformemente limitadas

com relagao a € em LOO(]RT“I). Para isso, notemos que para todo a € R, a funcao definida por
T

VYa(z) == g(V(2) + ) é tal que ¥o(%) ¢ uma solucao estaciondria de (3.1). Dai, se ai, ay sao tais

que a1 < () < ag para x € R, temos que

g(V(g) +aq) < uo(g, x) < g(V(g) + ag), para todo z € RV,
Pela monotonicidade do operador solucao de (3.1) (veja coroldrio 2.1), obtemos que

g(V(g) + 1) < ue(z,t) < g(V(g) +as)  para todo (z,t) € RY T

Desse modo, denotemos por K um intervalo fechado contendo a imagem de todas funcoes u., € > 0.

Seja v, . € M(K), com (z,z,t) € K x RY™ | a medida de Young 2-escala associada com uma
sub-rede de {u.}_.., com fungoes teste oscilante apenas na variavel espacial. Seguindo [39] e [4],
o teorema sera provado por adaptando o método de DiPerna em [36], isto é, mostrando que v, , ;
é uma delta de Dirac para quase todo (z,z,t) € K X Rf“. Uma vez que mostraremos que v, ;;
nao depende da sub-rede escolhida, por simplicidade notacional, usaremos a notacao lim._y, nao
denotando a sub-rede. Como no teorema 2.1 temos que, para todo o € R, as solucoes entropicas u,
e o (%) satisfazem:

[ st = (Dot sl ) = Fal DN AG o+ [ Jul D)= Dloa.0)da =0,

N
(3.7)
para toda 0 < ¢ € C°(RN*!). Em (3.7), tomemos ¢(z,t) = e%p(£)p(z,t) com 0 < ) € C>(RY*),
o0, Ap € A(RY) e ¢ > 0. Observe que
A = Ap(2)(a,1) + 2V (2) - Vile, t) + %p(2) M(a, 1)

Fazendo € — 0 e usando o teorema 1.9, obtemos
Lo [0 00500, 150) = Pl Aip(a) d(z) o > 0.
RYTEJK
Agora, aplicamos a desigualdade acima para ||¢||« & ¢ e obtemos que
Lo [ 000l £0) = V) = ah Ag(e) dmz) dwdt =0 (39
rYT JK

para toda ¢ tal que p, Ap € A(RY) e toda 0 < ¢p € C(RY ™).
2. Como em [39], definimos uma nova familia de medidas parametrizadas p. .+ suportadas sobre
um conjunto compacto K’ D {f(\) —V(z) : (A 2) € K x K} dadas por:
(B, 0) = V2w, 0(f() =V (2))), 0 €CR). (3.9)

Dessa maneira, a equagao (3.8) pode ser reescrita como

/R vt /;c V(@ 1) (pzwr, 0) Ap(2) dm(z) dz dt = 0, (3.10)
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onde O(\) = |\ — «af.

Além disso, usando a equacao integral que define a solugao fraca de (3.1) com as mesmas fungoes
teste acima, uma computacdo direta mostra que quando ¢ — 0, (3.10) vale quando 6 é qualquer
fungao afim. Portanto, deduzimos que (3.10) vale para qualquer combinagao linear de fungoes afim

e fungoes da forma |- —a|, @ € R. Como essas combinagoes geram as fungoes afim por partes, temos
que (3.10) vale para toda 6 € C(R).
Coloque F(z) := [pns1 (2, 1) (s 24, 0) dz dt e observe que [ F(2)Ap(z) dm(z) = 0, para toda
+

¢ tal que o, Ap € A(RY). Entdo, aplicando o lema 1.2, obtemos que F é equivalente a uma
constante. Usando esse fato e definindo

Pt i= / fowrdm(z) € M(K'),
K

temos, em particular

(1) (a0, 0) do dt = / v U(@, ) e, 0) dv dt dm(2) = (@, ) s, ) dov dt,

N+1 N+1
RY RY

para q.t.p. z € K.
Dai,

/RNH <ux,t,/KW(z,-)dm( N(x,t) dv dt = Zm /RNH (fas, 0)p(z, t) dudt  (3.11)
= Zm /N szt>9> (.%’,t) dx dt = Z/}C/{Rf*‘l </J/Z,I,t79i>X’Ci(Z)w(x7t) da:dtdm(z)

_ /wa o, W (2, )0, £) dm(2) do dt

para qualquer W (A, z) = . 0:(A\)xk,(2), onde 6, € C(K'), K; é qualquer subconjunto boreliano de
IC, e xx, ¢ a fungao caracteristica de IC;. Por aproximagao, (3.11) vale para qualquer W € C(Kx K').
3. De (3.7), tomando o limite quando € — 0, obtemos

/RNJ,-l/ szt, : 'Qboa )|>S0t+ <I/th’ |f() ( (Z’))|>A90dm(z) de dt
_'_/RN [C |U0(Z,(1;) o wa(z)‘90<£lj',0) dm(z) dr >0

para toda a € R e para toda 0 < ¢ € C®(RNV*H1).
Defina I(p, ) e G(p, ) por

a) I/IC\9(0+V(Z)) —gla+V(z))]dm(2), (3.12)

G(p, @) = [p —al. (3.13)
Agora, definindo 0(p) = |g(p+ V (2)) — g(a + V (2))], temos

/RNH/ Vet |+ —Va(2)]) o dm(z) do dt = /RNH/ AN — V() dm(z) da di
- /RNH /sz,m l9( + V(2)) — gl + V(2)))or dm(z) da dt.

20



Usando (3.11), obtemos que

RN+ / <VZ’$’t’| ) _¢a(z)|>90t dm(z> dl‘ dt (314)
/RNH/ (Hzwt: 90+ V(2)) — g(a + V(2)[) e dm(z) du dt
_/wa ““’/ 19(- + V(2)) — gla+ V(2))| dm(2))p, dz dt

= / (o, I(-, a))ypr d dt.
RYT!
Analogamente,

Lo [ ae 10 = Faloh ety ame) ot = [ (o G a) Spant) dode. (3.15)
Usando (3.14) e (3.15) em (3.12), temos

[ e Tl + (s G ) A s
RYH!

+/RN /’C luo(z, ) — Ya(2)|p(z,0) dm(z) dz > 0, (3.16)

para toda 0 < ¢ € C°(RVT!) e qualquer a € R.
Agora, escolhendo p(z,t) = 0,(t)d (), com §;(t) = max{h_TM, 0} para0 < ¢ € CX(RN) e h > 0
m (3.16), chegamos a

T / /RN Yo I( gbdwdt</RN/|uozx — (2| ¢ dm(2) da (3.17)

Usando a flexibilidade fornecida por ¢ em (3.17), deduzimos que a mesma desigualdade vale se
a € L=(RY).

Observemos que ¢o(z) = f(uo(z,x)) — V(z) é independente de z. Tomando a(x) = ¢o(x)
e tendo em mente que uy(z,7) = g(a(z) + V(2)), temos que a(x) = f(u(x,0)). Usando isso e
Va(z) = g(a+ V(2)) em (3.17), obtemos que

lim, + / /RN o 1, Fa(,0)))) da it = 0, (3.18)

h—0 h

para qualquer 0 < ¢ € L'(RY).
4. Aplicando o teorema 2.1 com u; = u, e ux(y) = a(¥), temos

) = W H(f (ule,t) = fba(D)o

T

/(RN+1)2 { - ngs(%)(UJCU, t))(¢t + gbs) — é[h( -
HH(f (1)) = FWalDD)(Te + V) el ) = FWa(D)] - (T + 9,)0 } du by ds
o /(RN+1)2 {|(VI + V)l f (ue(z, 1)) — f(@ba(%))]IQ

Hi(f (e, ) = F(Va(2))0} dw dt dy ds (3.19)
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V0 < ¢ € OF((RY™)?) e Va € R. Usando fungdes teste como no método de duplicagao de variavéis
e tomando o limite, obtemos

- / B el ) prdr dt (3.20)
RN 1

+

[ HolF 1) = J@a O VIS (el ) = F@alD)] - Vipdedt

= /RNH VIf (ue(,t)) — f(%(f))]IQHS(f(ue(w,t)) - f(@/)a(g)))cp da dt.

Agora, facamos a = £(y, s) := f(u(y, s)), tomemos 0 < ¢ € CX((RY™)?2), integremos em y, s e,
finalmente, facamos 6 — 0 para obter

/() e, 8) = e (D)6 + Vil f () = F(Wet(2))] - Vi v dt dy ds

= —lim |Vx[f(ua(l‘7t)) - f(¢§ (y,s) ( ))H H(S( (ua(xat)) - f<¢§(y,s)(§>))¢dx dt dy ds.

6—0 (anLl)z

Entao, usemos o teorema 1.9 sobre medida de Young multi-escala para ter, quando £ — 0,

/(RN+1)2 _<:U/m,t, I<7 g(yv S>>>¢t - <,U/m,t7 G(7 §(y7 S))>Az§b dx dt dy ds

=l [ {1Vl (e, 1)) = f (e (D]
Hj(f(uc(,)) = (e (2)))0 | der di dy ds. (3.21)
5. Observemos que V,[f (Ve(£))] = V[V (£) + €(y, )] = V,£(y, 5). Dai,
0= [ . Vuld Ve (2] - ValHalf (e, 1) = f (Ve ()6 dr

N+1
R-‘r

que nos da

/le {Vy[f(us(x7t)) - f(¢£(y,s)(§))] -Vl f(u(z,t)) — f(@pé(w)(g))]

Hj(f(ue(, 1) — f(teys) (f)))a)} du dt
== [ Vi) = F ety ()] Ve Hi(f (e(,8)) = (e (D))) dv di.

N+1
R+

Integrando em vy, s e deixando § — 0, temos

/( Rz |fuc(x,t)) — f (¢g<y,5)(§))|divyvz¢ dx dt dy ds
- (151—r>r(1) RN +1y2 {Vy[f(ug(l‘,t)) - fﬁbf@ﬁ)(g))] : vx[f(ua(ﬁ, t)) — f(¢§(y,s)(§))]

Hj(f (e (@,)) = (e (2)))0 | dar dit dy d.
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Pelo teorema 1.9, quando € — 0, temos
[ oo e GO )l Vo dy s
(RY)2

—timlim [ {900 = (D) Valf () — F(we(2)

e—06—0 (Rf"'l)?
Hj(f(u.) = f(¥e(2)))6 } da dt dy ds. (3.22)
Similarmente, temos que f(uc(z,t)) — f(Vey,s) () = fluc(z,t)) — V(Z) — £(y, s) e assim

Vx[f(ua(xv t)) - f(wﬁ(yzs)(

T T

D] = Valf(ue(z, 1)) = V()]

9 £

Usando a tltima igualdade e procedendo como acima para obter (3.22), chegamos a

/ (pat, G(+,&(y, s)))div , Vo da dt dy ds
(RY+1)z2

=timliny | {V,[7() ~ (D)) Vol () = (WD)

e—05—0 (Rf+1)2

Hj(f(u.) = F(0e(2))o } du dt dy ds. (3.23)

onde u, e £ sao funcgoes de x,t e y, s, respectivamente.
6. Seja u a solugao entrépica de (3.4). Do lema 2.2, temos que

[ = 000.5) 10+ sign( (D) = Faly ), F(0) - ¥,y s

= lim \V, f@)PH(f(1) — f(u(y,s)))odyds, para todo [ € R. (3.24)

d—0 RNJrl
+

Agora, tomemos k := f(I) enotemos que ! = [ g(f(1)+V (z)) dm(z) e que u(y, s) = [, g(&(y, )+
V(z)) dm(z). Assim,

L=t olo.dyds= [
= [ (Ll VD) = a6t + VD () o dyds = [ 100,600, 5)0udy s,

/K (9(k + V(2)) — 9(E(y, 8) + V(2)) dm(2)| s dy ds

Também,
/RNH sign(f(1) — f(u(y, )V, f(a) - V,odyds
== [ V) = Fal )| Vyodyds = [ k= €y 9)]8,0dyds
R-‘-H R_‘J\_’Jrl

= [, GUE ) A0y ds.

23



Paralelamente, como V,£(y, s) = V[ f(Yey,6(%))], temos

Lo IV @R Q) = Fatr ) dyds = [ 19,60 9) PH: = € 5))o dy ds

+

N /IRN-H [V f(Vey.s) ( NIPHj(k — &(y, s))¢ dy ds.

+

Usando as duas tultimas igualdades em (3.24), obtemos

[ 106005000, + Gk €00, )y dy s = i / 1V, Wt (DN H — &y, ) dy ds.

para todo k € R e qualquer 0 < ¢ € C=((RY11)?).
Facamos k = f(u(,t)) — V(%) na igualdade acima e integremos em z,t para ter

/() I(f(ucle, 1)) = V(2),€(9, )0 + G (e, 1)) = V(D). 6y, ) A0 do dt dy ds

19
= o, T (00) = FO 0 O
Hy(f (e 8)) = (W0 ()6 | do dt dy ds. (3.25)
Aplicando o teorema 1.9 e fazendo € — 0, temos
lim I(f(uc(x,1) = V(2),E(y, )by da dt dy ds
e—0 (RN+1 g
/ / Vewi [(F() = V(2), £, 5))) 60 dm(2) der dit dy dis
(RN+1
/ / /'szta >¢sdm( )dwdtdyds
RN+1

[ e Tl ))ondodrdyds
RY*1)?

Similarmente,

lim G (ucla, 1)) = V(2),€(y. 5)) Ay do dt dy ds

e—0 (Rﬁ+1)2
[ s GO0 5)) D dndrdyds.
(RY+1)2
Usando as duas ultimas igualdades em (3.25), obtemos

/(RN+1)2 {(uw,t, I(-,&(y, 8)))bs + (e, G+, (Y, S))>Ay¢} dx dt dy ds

— lim lim {1V, f (el ) = F (e NI

e—05—0 (RN+1)2
+

Hj(f(ue(w,0)) = f(ey (D)0} dadtdyds.  (3.26)

T
9
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7. Agora, provaremos que

/]RNJrl {<:U’as,t7 I(’ g(l‘7 t)))SOt + <:ux,t7 G(7 5(1’, t>)>A§0} dx dt Z 07 (327)

para toda 0 < p € C°(RY ™).
Subtraindo (3.21) de (3.22), deduzimos que

/() { = s T €0.5))01 = (s G 6y, ) (Bt + div, V.6) f dwdt dy ds

= —timlim [ VLI () = S (I

e—06—0 (R_‘J\_”rl)g

HY(f(us(a,t)) — f(wg(y,s)(g))(p du dt dy ds. (3.28)

A soma de (3.26) e (3.23) da
o L0 T )6 (s GOl ) (B + v 9,0) | e ey

=timlim [ {9, [, 0) ~ (e (D)

e—05—0 (Rf-u)g

V[ (e, 8) = (W (D)) - Vil (ue,8)) = (et (5] |
Hj(f (w2, 1)) = () (2))6 da dt dy ds. (3.29)

Finalmente, tomando a diferenca entre (3.28) e (3.29) obtemos

/(RN+1)2 { - <Mz,t; ](7 §(y7 s))>(¢t + st)
s G, (s )N (A 4 div Vo o+ div oV, + A6 b dw dtdy ds

= —lim lim {‘Vx[f(ua(x7t)) - f(¢£(y,8)(§))]

e—006—0 (Rf-&—l)g

x x
PV (1)) = F (DI HS (el 1)) = F (et (21))6 } dde dyds < 0. (3.30)

Agora, tomemos o(z, 1, , 5) i= p(25L, 52)p, (554)0, (55), onde 0 < p € C2(RYM), ¢ p,, 6, o
aproximacoes classicas da identidade em RY and R, respectivamente, como no metédo de duplicacao
de variaveis, e observemos que

: : - t— +y t+
(B + div, T+ div, ¥y + 8)6 = o) (D) A2 200,
Substituindo tais fungoes testes na desigualdade (3.30) e fazendo n — oo, obtemos (3.27), provando

a afirmacao.
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8. Seja p(z,t) = op(t)A(x), com §, € CX(R,); dn(t) > 0 no passo anterior. Recordando que
|AA| < (N 4+ 1)A, segue que

—/RN+1</Lx7t,[(-,f(l’,t)))(%(t)/\(x) dx dt < /RN_HOLI,UG('?&(x>t))>6h(t)AA($) dx di
< (N+1) /R e G 6 ) ()A () e
< eIt s oNmmAE dar (331)

onde usamos que G(-,-) < CI(-,-).
Defina v(t) = [on (tto, 1(,&(x,1)))A(z) dz e usando (3.31), temos

_ /OOO v(5)87,(s) ds < C/Ooofy(s)éh(s) ds.

Seja t > 0 um ponto de Lebesgue da fungao 7 e d,(s) = %X[hzh](S) — S_Z_hx(t7t+h](s) + X(2n,g(5) €

note que 0, = 5X[non — 5 X[te+h]-
Dai,

t+h 2h [e's)
l/t v(s)ds — %/h v(s)ds < C/o v(8)n(s) ds (3.32)

Além disso,

o) = [ (eI @ e = [ {1 0) +
(e 1€, 5)) = 1, €(2,0))) PA(2) da
< [ A TG00 + Clite.s) = i, 0 }A )

Agora, definindo a medida du(z) := mﬂ dx e aplicando a desigualdade de Jessen para funcoes

concovas, temos:

A
/ (e, ) — u(, 0) dpa) < { / jalz, 5) — ale,0)| dp(z) |
RN RN
Analogamente, temos que

. /O B /R ala,s) —a(e,0)|du(e) | ds < {7 /0 h /R i) (e, 0)| du(x) ds |

que implica

%/Ohy(s) ds < %/Oh /RNWx,S,I(-,g(x,O)))Adxds+C{%/Oh/RN la(z, s) — a(z, 0)| du(z) ds}A
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Fazendo h — 0, levando em conta (3.18) e que @ é uma solugao entrépica, vemos que

1 [P
illlg(l)ﬁ/o v(s)ds =0

Assim, fazendo h — 0 em (3.32), obtemos

e | (s) ds

para q.t.p. t > 0. Dai, pelo lema de Gronwall v(¢) = 0 para q.t.p. ¢ > 0 e, pela defini¢cdo de
Yy {pzs, I(+,&(z,t))) = 0 para q.t.p. (x,t). Assim, (g G(-,&(z,t))) = 0 para q.t.p. (z,t) e,
finalmente, p,: ¢ uma medida de Dirac concentrada em {(x,t) para q.t.p. (z,t). Recordando a
defini¢ao de 1,4, temos também que p, ., ¢ uma medida de Dirac concentrada em &(z,t) para
q.t.p. (z,7,t), e assim, v, ,; 6 uma medida de Dirac concentrada em g(f(u(z,t))+V(z)) para q.t.p.
(z,2z,t). Dai, podemos aplicar o teorema 1.7 para obter (3.6).

Finalmente, o fato de que a seqiiéncia inteira u, converge na topologia fraca estrela de LOO(Rf 1

para @ segue de (3.6) observando que, para qualquer ¢ € C.(RY ™), temos

li_r)r[l) o U(g,x,t)w(x,t) dedt = /RNH/ICU(Z,x,t)go(x,t)dm(z) dx dt
= /Rf“ (/}Cg(f(ﬂ(x,t)) +V(z) )dm(z))cp(x,t) dx dt
= /]RN+1 u(x,t)p(z,t) drdt,

pelas definicoes de f e U.
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Capitulo 4

Homogenizacao na Algebra de
Fourier-Stieltjes

4.1 Introducao

Nesse capitulo, vamos introduzir uma &algebra com valor médio importante para as propostas
desse trabalho. Ela contém estritamente as fungoes quase-periddicas e servird para estudarmos o
problema de homogenizacao de algumas equacoes diferenciais parciais nao-lineares com coeficientes
oscilatérios pertencendo a mesma. Essa dlgebra, denotada por FS(RY), ¢ definida como sendo o
fecho na norma do sup do espaco das fungoes em BUC(RY) cuja transformada de Fourier é uma
medida complexa. E mostrado que essa algebra tem muitas propriedades importantes em comum
com as funcoes quase-periddicas. Em particular, ela é uma algebra ergddica que também contém as
pertubacoes das funcgoes quase-peridédicas por funcoes continuas que se anulam no infinito. Assim,
consideramos problemas de homogenizacao de certas EDP’s. Mais especificamente, comecamos
estudando o problema de homogenizacao para uma equacao de transporte nao-linear com um campo
velocidade autéonomo e incomprensivel. Mais precisamente, é assumido que a € FS(RY;RY) N
Whee(RY; RY) e que diva = 0. Mostraremos um resultado de homogenizacao que melhora e
estende o resultado correspondente em [4] no contexto quase-periédico para a equagao

(4.1)

ue + div(a(®) f(ue)) =0, (x,t) € RV x (0, +00)
ue(r,0) = Up(%, z), x € RY

com Uy € L, (RY; FS(RY)) e f € C*(R) tal que o conjunto de zeros de f” tenha medida de Lebesgue
unidimensional nula. Como em [4], o primeiro passo nessa diregao é dado através da prova de que
o fluxo gerado pelo campo a preserva FS(RY).

Em seguida, consideramos o problema de homogenizacao para uma equacao do tipo meio poroso
sobre um dominio limitado com uma fonte externa oscilatéria em FS(RY). Diferentemente do que
foi feito no capitulo 3 onde foi considerado dominios nao limitados e fontes oscilatétias pertencendo
a 4lgebras ergédicas mais gerais, a restricio a FS(RY) nos permitird considerar dados iniciais mais
gerais que nao sao necessariamente bem preparados, isto €, solugoes da equacao estacionéria associ-
ada em relagao a variavel oscilatoria. Finalmente, terminamos o capitulo considerando o problema
de homogenizacao para um sistema de duas equagoes do mesmo tipo acopladas por um termo

nao-linear de ordem zero.



Nesse capitulo, K seré o espago compacto com a medida de probabilidade m tal que FS(RY) ~
C(K) dado pelo teorema 1.5. Além disso, denotaremos L2 (K) simplesmente por L?(K).

4.2 A algebra de Fourier-Stieltjes FS(RY)

Antes de entrarmos na definicdo precisa, recordemos a no¢ao de transformada de Fourier de uma
fungao em L*°(RY).
Dada f € L>®°(RY), a transformada de Fourier de f, denotada por f, ¢ definida por:

(f.¢) = [ f(x)d(z)dz,  paratodo ¢ € C=(RY),

onde ¢Z denota a transformada de Fourier usual de ¢, isto é,

~ 1 iy
= W dy.
) = e [ oy

A seguir, damos a definigao de FS(RY):

Definigao 4.1. Denotamos por FS(RY) o fecho em BUC(RY) do espaco das funcdes com medida
espectral finita, FS,(RY), definida por

FS,(RY) := {f RY R : f(z) = / e dy(y) para algum v € M*(RN)} , (4.2)
RN
onde por M, (RY) denotamos o espaco das medidas de valor complexo y : B(RY) — C com variagao

total finita, isto é, |u|(RY) < oco.

O seguinte lema refere-se a funcoes em FS,(RY) e sua principal conseqiiéncia reside no fato
de funcoes em FS(RY) com média nula podem ser uniformemente aproximadas por fungoes em
FS.(RY) cujas transformadas de Fourier tem suporte compacto e nao intercepta a origem.

Lema 4.1. Seja f € FS,(RY) e F CRY tal que |u|(F) =0, onde ju := f. Entao, existe {fntnst ©
FS,(RN); f, — f uniformemente, fn tem suporte compacto e supp fn N F =0 para todo n.

Prova. Dado € > 0, existe aberto VD F' e R > 0 tais que

ul({z : [z > R}) < e |ul(V) <

N
N |

Defina uy := p|{x : |z| > R}, po = pl{VN{z : |z| < R}} e u3 := p— 1 — pio. Tome f, := iz e
observe que

f—fe=ﬂ1+ﬂ2=/

RN

e duy (y) + / e dpiy(y)

RN
oqué da ||f — felleo <€ A

Além disso, o suporte de f. estd contido em {z : |z| < R} —{V n{zx : |z| < R}} e ndo
intercepta F. O
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Recordemos que uma subalgebra de B C A é chamado um ideal de A se para qualquer f € A
e g € B, temos que fg € B. Além disso, Co(RY) é o fecho na norma do sup de C>*(RY). Assim,
temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1. FS(RY) C BUC(RY) ¢ uma dlgebra com valor médio contendo Co(RY) como um
ideal. Além disso, FS(RY) é uma dlgebra ergédica e o espaco PAP(RY) das funcdoes quase periddicas
pertubadas, definidas como o fecho em BUC(RY) de

PAP.(RY) := {f € BUC(RY) : f=g+v, g€ AP(RY), ¢ € Co(R™)},
¢ uma subalgebra de FS(RY).

Prova. 1. Claramente, FS,(RY) C BUC(R") e a medida v em 4.2 é a transformada de Fourier de f.
O fato de FSM,.(RY) e dai FS(R") ser uma algebra, segue do fato de que a tranformada de Fourier
do produto é a convolucio da transformada de Fourier de cada fator e M, (RY) é estavel com relacao
a convolugdo. A invariancia por translagoes segue do fato de a transformada de Fourier de f(- + )
ser igual a e~ f(y). Finalmente, a propriedade da média segue do fato de se f € FS,(RN), entao
a sua média existe e é igual a f({0}). A tltima afirmaciio é devido ao fato de f ser uma medida
complexa com variacao total finita e o valor médio de fy 20 e yd f (y) ser igual a zero pelo teorema
de Fubini e da convergéncia dominada.

2. Como a transformada de Fourier preserva o espago de Schwartz, segue que C®(RY) C

FS.(RY). Dai, o seu fecho, isto é, Co(RY), é um ideal de FS(RY). Quanto ao fato de AP(RY)
ser uma subalgebra de FS(RY) segue facilmente do fato de a transformada de Fourier de ¢**® é 6,
onde 9§, é a medida de Dirac concentrada em A, e pelo fato de o espago vetorial gerado por essas
funcoes ser denso em AP(RY) com relacdo a norma do sup(teorema de Bohr).

3. Ja o fato de FS(RY) ser uma algebra ergédica é provado como a seguir. Pelo lema 4.1,
qualquer funcao em FS(RY) tal que M(f) = 0 pode ser uniformemente aproximada por fungoes
¢ € FS.(RY) tais que o suporte de (ﬁ ¢ compacto e com distancia positiva da origem. Para tais ¢
é possivel provar que M,(¢(z + y)) = 0 uniformemente com relagdo a y € RY (veja [41], p.246).
Como f — M(f) tem média nula, basta verificar (1.5) supondo que M (f) = 0. Dai, tomando ¢
como acima tal que || f — ¢|lw < v/€/2 e tomando 5 > 0 suficientemente grande de modo que

—|B((1); D /B(O;t) d(x+y)dr| < \/7%, para t > tg,
uniformemente com relacio a y € RY, obtemos que
M, (]; flz+y) d:c]Q) <€, para t > t,
|B(0;1)] B(0;t)
que prova a ergodicidade de FS(R™Y). ]

No préximo lema, B% denotard o espago de Besicovitch associado & FS(R™).

Lema 4.2. Seja

By = {p € FS,(RY) : suppp C {z : an = 0}},
Ey:={p € FS,(RY) : suppp C {x : xy # 0} e é compacto }.
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Entdo, temos a sequinte decomposicio ortogonal para B%:
B-Fah, (43)
onde € o fecho em B2.

Prova. 1. Dado ¢ € FS,(RY), existe ¢y, 13 € FS,(RN) tal que supp ¢y C {x; 2y = 0}, supp by C
{z: xx # 0} e b = 11 + 105. Para ver isso, seja p := 9 e note que u = pl{z : oy = 0} + pl{z :
xn # 0} = v1 + vo. Defina ¢y 1= 1y e ¢y := 1.

2. Pelo lema 4.1, 15 pode ser uniformemente aproximado por fungoes {w(j )} i>1 € FS. (RM) tal

/\

que supp wé é compacto e supp 1/}2 N{z; zy = O} = (. As funcoes wl e 1 sao ortogonais como

elementos de B2. Precisamente, tomando v = (]) , temos (1, 1)) = ¢1w7{0} = v x {0} = 0,
pois os suportes de v e 1/% sao disjuntos. Fazendo J — 00 obtemos que (11, 1) = 0.

3. Agora, dado qualquer v € B2, ha uma sequéncia (1) jen € FSL(RY) tal que ¢/ — v em B
Para cada 1)/, temos a decomposicao 1/ = ¢{ + 93, com ¢{ € E; e ¢ € E,. Pela ortogonalidade
entre 1] e 15 e a limitagao de 1/ em B?, deduzimos que as fungoes ¢! e 13 sdo uniformemente
limitadas em B2. Dai, passando para uma subsequéncia se necessério, existe vy, v, € B? tais que
w{ — e wg — vy, onde — significa convergéncia fraca em B2. Como E; e E, sdo convexos, temos
que v; € By e vy € Es. E imediado ver que vy € ortogonal a E5 e 0 mesmo para vy e Ey. Dai, vy
e vy sao ortogonais. Por ortogonalidade, deduzimos também que a decomposi¢ao v = vy + v, com
v € By e vy € Fy é tnica e isso conclui a prova da decomposicao ortogonal afirmada para B2. O

O seguinte fato referente a fungoes em FS(R?Y) sera usado em nossa aplicagao na homogenizagio
de equacgoes do tipo meio poroso na parte final desse capitulo.

Lema 4.3. Se f € FS(RY) e M(f) = 0, entdo para qualquer € > 0 existe uma func¢io suave
limitada u. satisfazendo as desigualdades

f—e<Au. < f+e. (4.4)

Prova. Claramente, a propriedade estabelecida é estavel em relacao a aproximacao uniforme. Dai,
podemos assumir que f € FS,(RY). Seja u = f. Nesse caso, a suposicao que M (f) = 0 é equivalente
a u({0}) = 0 como foi visto na prova do teorema 4.1.

Agora, dado qualquer € > 0, para R > 0 suficientemente grande e para r > 0 suficientemente
pequeno, temos

e s lel > R <5 el s el <) <3,

sendo a tltima desigualdade porque p({0}) = 0. Sejavy := pl{z : |z| > R} evs := pl{z : |z| <r}.
Podemos verificar que ||t ]| < €/2 € (|12l < £/2.

Agora, ponhamos v := u — v; — v, e definamos g := v. Afirmamos que g e todas as suas derivadas
pertencem a BUC(RY) e ha uma solugao suave limitada para a equagao Au = g em RY. De fato,
isso segue imediatamente do fato de que g tem suporte compacto separado da origem. Assim, temos
g = g*¢onde ¢ € S(RY) satisfaz b€ C’OO(]RN) ¢ = 1 sobre suppv e ¢ = 0 em uma vizinhanca da
origem. Além disso, defina h por h(g) H(E)/IE)? ew = g*h. Entao A(g*h) = gxAh=gxp =g
(veja. [41], p.246). Isso prova a aﬁrma@éo e conclui a prova. H
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4.3 O Fluxo Gerado por um Campo Lipschtiz em FS(RY; RY)

O préximo teorema mostra que apesar de FS(RY) ser estritamente maior que AP(RY), ela possui
a mesma propriedade dessa no que se refere aos fluxos correspondentes. Mais precisamente, temos
o seguinte teorema, onde a funcio t — X(z,t) é denotada por X,(2) e a funcao X, : BUC(RY) —
BUC(RY) ¢ definida por ¢ — ¢ o X;:

Teorema 4.2. Seja a € FS(RY;RY) N WLeo(RY;RY). Consideremos o sequinte problema de
Cauchy:

(4.5)

{ %(z,t) =a(X(2,1)),
X(z,0) = z.

Entao:
(i) Vo € FS(RY), temos que ¢ o X; € FS(RY) para todo t.

i1) Se diva = 0, entdo, para todo o € FS(RN), temos que

(ii) ; Y @ (RY), q
foeeopd= f je@Pd (4.6
RN RN

Assim, se B% € o espago de Besicovitch correspondente a FS(RY), entdo, X pode ser estendido
para um operador em B? satisfazendo

][ 1 X, (o)} dz = ][ lo(2)|* dz Yo € B2 (4.7)
RN RN
Prova. 1. Suponha que b € FS,(RY;RY) e que ¢ € FS,(RY) é tal que o suporte de p := ¢ é
compacto.

Defina

2(x) = pla + blz)) = / VY ()

RN
Disso, obtemos que

~

Gy = b= [ a@iyde= [ { [ e au b do

— /RN {/RN Y@V (1) dw} du(y) = /RN<€y (ey 0 b), %) dp(y)
= /RN<5y « e, 00,0 du(y)

onde e,(z) := ™. Além disso, go\b ¢ uma medida complexa com variagao total |<Zo\b|(RN ) <
eWIBI®Y)  Como o suporte de p é compacto, temos que existe f]RN 0y * <go\bdu(y) que também é
uma medida complexa. Assim, v € FS,(R").

2. Agora, tomemos ¢ € FS(RY) e observemos que existe {¢,},~; € FS.(RY) tal que o suporte

de 4, é compacto e @, — ¢ uniformemente. Assim, @, (- + b(-)) — (- + b(-)) uniformemente e,
pelo passo 1, ¢, (- + b(+)) € FS.(RY) para qualquer n, o que fornece que (- + b(-)) € FS(RY).
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3. Seja b € FS(RY; RY).

Invocando novamente a defini¢ao de FS, existe b, € FS,(RY;R"Y) tal que b,, — b uniformemente.
Dai, (- + b,(-)) — ¢(- + b(+)) uniformemente. Pelo passo 2, o(- + b,(+)) € FS(RY) para qualquer
n. Desse modo, temos provado que (- +b(+)) € FS(RY) para todo ¢ € FS(RY) e b € FS(RY; RY).

4. Defina Y := {f € C(RY;RY); f(z) —z € L>®(RY;RY)}. Note que se f,g € Y, entdo,
f—g € L*®RY;RY). Considere em Y a métrica dy(f,g) := ||f — glle € observe que (Y, dy) é
um espago métrico completo. Fixe T' > 0 e seja X := C([-T,T};Y) com a métrica d(p1,ps) :=
Supye_77) dy (#1(1), p2(t)). O espago (X,d) é um espago métrico completo e defina F': X — X
por:

F(o)(t,z) =z +/O a(p(s, z))ds.

Usando um procedimento padrao, vemos que ha um tdnico ponto fixo X;(z) de F' que é a tnica
solucdo de (4.5). Além disso, V® € X, temos que F™(®) — X,(z) em X. Portanto, para cada
t fixo, F™(®)(t) — X, uniformemente em 2. Agora, tomamos ®(¢,2) = z e X = F"(d) =
F(F(®)) = F(X" V) e notemos que XM (¢,2) = 2 + ta(z) e é uniformemente continua em
[—T,T] x RN. Pelo passo 3, ¢ o XW(t,-) = (- + ta(-)) € FS(RY) para qualquer ¢ € FS(RM).

Suponha que para todo ¢ € FS(RY), vale que o(X®™ Y(¢,.)) € FS(RY) para cada t € [T, T]
fixo e X"~V é uniformemente continua em [T, T] x RY. Observemos que,

t

PXO (e, ) = P (a0t) = oo+ [ (XD (z,9) ).

Como X1 ¢ uniformemente continua, entdo as somas de Riemann de fot a(X"V(z,s))ds
convergem uniformemente em z. Portanto, fot a(X™ V(2 5))ds € FS(RV;RY) e, pelo passo 3,
O(X™(¢,.)) € FS(RY). Além disso, é facil ver que X ™ é uniformemente continua em [T, T] x RY.
Assim, temos provado por inducdo que p(X™(t,-)) € FS(RY) para todo n. Dai, a convergéncia
uniforme de X (¢, -) para X,(-) fornece a prova do item (7).

5. Agora, provemos o item (ii). A suposi¢ao da incompressibilidade do campo a nos da que o
Jacobiano de X, é igual a 1 q.t.p. e dai, temos que

1 1
— lp(X (2,8)Pdz = — lp(w)|* dw
LN Jio. v LN Jx,0.™
1 1

= — lp(w)]? dw — — |p(w)]? dw
LN Jio,nw LY Ji0,0M\x (0,217
1

+ — lo(w)]? duw.

LN Jx, (0.8 [0,)%

Tomando o limite quando L — oo e observando que os dois tltimos termos na igualdade acima
vao a 0 quando L — oo devido ao fato de

lallsct, L = llalloot]™ € X([0, L}¥) € [=llallot, L + [lallt]™

obtemos (4.6). A relagao (4.6) implica que X; pode ser estendido para um operador em B2, e que
X, satisfaz (4.7). Isso prova (ii). O

Disso decorre o seguinte corolério.
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Corolario 4.1. Dado t € R, o fluro X; pode ser unicamente estendido para um homeomorfismo
X, de K e X(p) = ¢(X,) para qualquer p € L*(K).

Prova. Como C(K) é isomorfo a FS(RY), o coroldrio é uma conseqiiéncia direta da invariancia de
FS(RY) por X; edolema 1.3 com Ry = Ry =RY, X1 =X, =K e W = X,. O

Agora, deixe S ser o espaco fechado de B? definido abaixo. Consideremos a equacao

div (av) = 0. (4.8)
Definamos o espaco de funcoes teste
T :={v e FSRY)NnWH*(RY) : Vv :=a- Vv e FS(RY)}. (4.9)
e entao definimos
S = {v € B ][ v(2)Vap(2)dz = 0, para todo ¢ € ’T} . (4.10)
RN
Agora, consideremos os seguintes subespagos de S:
S i={veFSRY) NW"RY): Vao=0 q.t.p.}, (4.11)
ST = {U (- S = (Uk)keN g T, Vk Bm—Ll;)C Ve Vavk BO—LI;JC 0} . (412)
e
b B? B?
S’ = {UES : F(vk)ken €T, v — v e Voo, — } (4.13)

Claramente, temos que S* C St C §”. Também serd considerado nesse capitulo a questdo de
quando ST é denso em S em virtude do problema de homogenizacio considerado aqui. No caso
de fungoes periédicas, os analégos de ST e S’ coincidem uma vez que a convergéncia em L2 e em
B? sdo equivalentes nesse caso. Veremos na proxima proposicao que de fato S” = S. O resultado
analogo no caso periédico implica que ST = S. Ainda no contexto periédico, a tltima igualdade
foi obtida em [25] através de um outro argumento que faz uso de convolugoes com aproximagoes da
identidade. No entanto, esse argumento é fortemente apoiado na equivaléncia entre as convergéncias
em L2 e em B? no caso periddico e desse modo, sequer pode ser estendido para o contexo quase
periédico. Aqui, como em [4], ao invés de considerarmos a questdo da densidade de ST em S, vamos
considerar a questao mais forte de quando &* é denso em S.

Consideremos o grupo unitério a 1-parametro X, : B?> — B? definido por X, v = v o X;, onde
X, é o fluxo gerado pelo campo vetorial a. Denotemos também por B? e por X, as respectivas
complexificagoes dos seus analogos. Pelo Teorema de Stone (veja, e.g., [60], pag. 266) hd um
operador auto-adjunto A sobre B2 de modo que X; = 4. Temos o seguinte resultado.
Proposicao 4.1. O operador auto-adjunto A tal que X, = e € essencialmente auto-adjunto sobre
T e AT = %Va. Além disso, S € um espaco invariante por X, e S” = S.
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Prova. 1. A prova segue as idéias da prova do Teorema de Stone. Denote por (-,-) o produto
interno em B2

(u,v) = ][ u(2)v(z) dz, para u,v € B°.
RN

Seja ¢ € CX(R) e para cada v € 7 defina

Vg 1= /00 o) Xwdt = /OO o(t)v o X, dt.

Seja 7" o conjunto das combinacoes lineares finitas de todas tais vy para v € 7 e ¢ € CX(R).
Afirmamos que 7* C 7 e que 7* é denso em 7 na topologia uniforme e dai é também denso em
B2.

2. Primeiro, notemos que v, € FSNWL*(RY). O fato de que vy € FS(RY) segue da con-
vergéncia uniforme das somas de Riemann e da invariancia de F'S pelo fluxo X; dado pelo Teorema
4.2. J4 o fato de vy € WH(RYN) segue do fato de que v € WH*(RY) e da continuidade Lipschitz
de X; em relacao aos dados iniciais que, por sua vez, seque da continuidade Lipschtiz do campo
vetorial a junto com a férmula de Duhamel e com a desigualdade de Gronwall. Finalmente, o fato
de que V,vs € FS(RY) é visto como a seguir. Pela continuidade Lipschtiz de v, deduzimos que

X _
VQU¢(I) _ }Lli% Ug © h(xh) U¢(J}),

onde o limite existe para q.t.p. # € RY. De outra maneira, temos

(S0 = Lo (555
_ /: o(t — h})l — ¢(t)XtUdt

32

— —_/ ¢ () X dt

= U_qy.

Dai, Vovy = v_y € assim V,v, € T*, que dd, em particular, que 7* C 7. A densidade de 7~
em 7 segue quando se toma uma sequéncia de aproximagoes da identidade . (t) = e tp(e71t),
com 0 < ¢ € C*(R), [pdt =1, e notando que v, converge uniformemente para v para qualquer
v € T. Como T é denso em B?, concluimos que 7* é denso em B2

3. Para v, € T* definamos Bvg := i~ 'V,vs = i 'v_y. Notemos que X, : T* - T* B:T* —
T* e X Bvy, = BX vy, para vy € T*. Também, dado vy, v, € 7* claramente temos que

X,—1
(Buy,v9) = lim <( , ) 'Ul,U2>
s—0 18
| < ([ - Xs) >
= lim(v, | —— | v
50 is

- <U1, B/02>7

e, assim, B é simétrico.
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4. A prova de que B é essencialmente auto-adjunto usa o critério que diz que esse fato é
equivalente a Ker(B* £ i) = {0} (veja [60], p. 257) e segue o mesmo argumento de uma afirmagao
similar feita na prova do Teorema de Stone. O argumento é o seguinte. Suponha que hd u € D(B*)
tal que B*u = ju. Entdo, para cada v € D(B) =T,

i(Xtv,u> = (iBXw,u) = —i(Xw, B*u) = —i(X v, iu)

dt
= (X, u).

Assim, a funcao de valor complexo f(t) = (X v, u) satisfaz a equacao diferencial ordinéria f' = f o
que fornece f(t) = f(0)e’ e, sendo f limitada, concluimos que f(0) = (v,u) = 0. Como 7* é denso,
u = 0. Um argumento similar mostra que Ker(B* + i) = {0}, que completa a prova de que B é
essencialmente auto-adjunto. Em particular, A = B.

X v—v

—0 ¢

existe em B? para todo v € T (veja, por exemplo, Theorem VIIL.7 em [60]). Mas da definigao de
7T temos que esse limite existe no sentido da convergéncia uniforme e assim, também no sentido de
B2, e é igual a V,v. Em particular, A|7 =i~'V,.

6. Mostraremos agora que S C D(A) e que S é o espago invariante por X ;. O fato que S C D(A)
segue da definigdo de S pois essa implica que S C D(B*) = D(A). Agora, para cada u € S, dado
qualquer v € 7, a funcao ¢(t) := (Xu,v) = (u, X _4v) satisfaz ¢’(t) = 0 e assim, g(t) = ¢g(0). Dai,
X,u = u para todo u € S. Reciprocamente, se u € B? é invariante por X, temos

5. Agora, observemos que 7 C D(A). De fato, isso segue se pudermos mostrar que PI%

0= ((X:— Du,v) = (u,(X_y — I)v).

Dividindo por t e fazendo ¢t — 0, obtemos que u € S.

7. Finalmente, o fato de que &* = S é uma consequéncia do fato de A ser essencialmente
auto-adjunto quando restrito a 7* e de S C D(A). Para ver isso, dado u € S e v € T temos que
(Au,v) = (u, Av) = i Y{u, V,v) = 0, onde a tltima igualdade é por causa de A|T = i"'V, e da
definicao de S. Como a tltima igualdade vale para qualquer v € 7 e 7 é denso em B2, segue que
Au = 0 e assim, (u, 0) pertence ao grafico de A. Dai, temos uma sequéncia v, € 7* tal que v, — u
em B? e Vv, — 0 em B2, Isso significa que u € S” e assim S’ = S.

m

Recordando o isomorfismo canonico entre B? e L*(K) estabelecido no teorema 1.6, quando
olhamos v como uma fungiao em L?(K), podemos dizer que v € S se

/’Cv(z)vacp(z) dm(z) =0  paratoda p € 7T, (4.14)

onde, por simplicidade, usamos a mesma notacao para uma funcio g in FS(RY) ou B2 e sua extensao
g para C(K) ou L*(K).
~ Dado g € B?, usaremos a notacdo § € S para representar a sua projecao ortogonal sobre S.
Denotamos por a o campo vetorial cujas componentes a; sao as projecoes sobre S de a;.

Usando as propriedades das projecoes ortogonais, é claro que g é caracterizado por

/ghdm:/ghdm, ge LK), h€S. (4.15)
K K
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O préximo resultado melhora uma proposigao similar em [4] para o caso das fungoes quase
periddicas. A prova é semelhante ao resultado correspondente em [4] com uma ressalva, aqui
dispensamos a propriedade da densidade de S* em S em razdo da igualdade S” = S fornecida pela
Proposicao 4.1.

Proposicao 4.2. SN L>*(K) é uma dlgebra e
gr = gr Vg e SNL>(K), r € L*(K). (4.16)

Prova. Dado g € SN L*®(K), seja (gr)reny € 7 tal que gr — g e Vagr — 0 em L*(K), que existe
gracas ao fato de que S = S”. Como g € L>(K), podemos escolher (g) ser uniformemente limitada,
através da substitui¢ao de gi, por po gy onde p € C°(R) é tal que p(s) = s para s € [—|g]loo; |19/l s0)-
Agora, dado r € S, como g € 7, temos a identidade:

9V ap + 19Vagr = 1Va(pgr) = 0,
para todo ¢ € 7. Integrando, obtemos

<rgka Vago> = _<T<107 Vagk>7

e fazendo k — oo temos que (rg, V,p) = 0, para todo ¢ € 7, que significa que rg € S.
Finalmente, seja g,  como em (4.16). Para qualquer h € S temos

/hﬁ"dm:/h(gr)dm:/hgfdm
K K K

uma vez que hg € §S. Como gr € § e h € § é arbitrario, temos provado que gr = gr.
O

Além disso, o Teorema Ergédico Médio (veja [29], teorema VIII.7.1), que é aplicdvel gracas a
(4.6) e ao fato de S ser um espago invariante por X, (veja proposigao 4.1 acima) implica que
1 t
lim — [ X,g(2)ds = g(z) Vg € B (4.17)

t—o00 0

no sentido da convergéncia em B?, e essa igualdade d4 uma relacao mais explicita entre g e g.

No restante dessa secao, estaremos interessados na questao da densidade de §* em S que clara-
mente implica a densidade de ST em S e isso é motivado pela aplicacdao a equacoes de transporte
nao-linear que sera considerada adiante. Mais especificamente, estamos interessados em estabelecer
condicoes sobre o campo vetorial a tal que a densidade de §* em S vale.

Abaixo, estabelecemos o seguinte lema cuja prova baseia-se em calculos simples e, por isso, a
omiteremos.

A seguir, serd discutido algumas situagoes em que §* é denso em S.

Lema 4.4. Seja W : RY — RY uma funcdo bi-Lipschitz, ® := W=t e b : RN s RY um campo
vetorial. Os dois itens abaizo sdo equivalentes:

(i) b-V(poW) = (Dyy)oW para todo ¢ € C*(RY).
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(ii) (Dy®) oW =b.

onde Dy é a N-ésima derivada parcial. Assim, ® satisfaz a e.d.o. ;% = b(D).

O primeiro resultado que estabelecemos abaixo dé condigoes suficientes para a densidade de
S* em S e é 0 andlogo de um lema estabelecido em [4] para o contexto quase periédico. A prova
segue as mesmas idéias da prova do resultado andlogo correspondente em [4] com a excecao de que
aqui, temos substituido a familia ortogonal {cos\ -z, sinA-x : A € RV} geradora de AP(RY)
pela decomposicao dada pelo lema 4.2. A sua prova serda omitida porque ela é similar a prova do
lema 4.6 cujos detalhes serao dados.

Lema 4.5. Suponha que W : RN — RN ¢ uma aplicagdo bi-Lipschtitz tal que goW e go W=t €
FS(RY) para toda g € FS(RY). Seja J := |68—Vf| e assuma que J possui um valor médio e que
k1 < J < kg para certas constantes 0 < ki < ko. Suponha também que o campo a satisfaca

a-V(poW)=J(Dyyp)oW, Vo e CHRY).
Entdo, S* € denso em S.

O proximo lema é uma ferramenta mais eficiente em fornecer exemplos concretos onde S&* é
denso em S.

Lema 4.6. Sea = (ay,---,ayn) € um campo vetorial e x = (x1,--+,xN), entdo usaremos a notagao
a=(ay, - ,any_1) e = (1, -+, xNn_1). Suponha que as sequintes hipdteses valem:

(H1) a € FSNWE2(RY;RY), diva=0 e |ay| > 0 > 0;
(H2) A fungao definida por ®(z) := (P, (Z),zn), onde ®,,(Z) é o fluro associado ao problema de
Cauchy
dX (=~ _a(X(ZxN),xN)
dzpn (.:U,.TN) - aN(X(.f,INN),;VN)7 (418)
X(z,0) =z,

é tal que ® : RN — RN € uma aplicagdo bi-Lipschitz e go ®, go &1 € FS(RY) para qualquer
g € FS(RY).

Entao, S* € denso em S.

Prova. 1. Note que

1 1 1 1
le5<i> = —diviEL—T&-ViaN:——DNaN——Qd-VjaN
an an a7 an Q7
1
= ——2G'VCLN
an

onde a penultima igualdade é devida ao fato de diva = 0. Por causa do lema 4.4, a - Vay =
anDy(ay o ®) o d~1. Assim,

divs (%) (®) = aN_j(b Dy (ay o ®) = DN(EL(;”Z ;;D)l_ ).
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Por outro lado, pela formula de Euler temos que

DyJ = divg—c(—

an

)(@),

onde J é o determinante jacobiano de ®. Portanto, a combinacao das duas tultimas igualdades
fornece:

aN<j7 0)
J(r) = ————. 4.19
(z) n (B(2) (4.19)
Em particular, J € FS(RY).
2. Seja Ey e By como no lema 4.2. Dado ¢ € E,, existe ¢ € FS,(RY) tal que Dyp = GO

De fato, consideremos a funcao f € COO(]RN ) tal que f = 1 sobre suppw e f = 0 em uma
———=1 x h. Observe que

vizinhanca de {z : 2y = 0}. Ponhamos h : m e defina ¢ :

Dn(pxh) =9 * Dyh =1 % f = 1.
3. Seja W := ®~!. Usando o fato de

mO)

[-L/C,L/C)N C W([-L,L)") C [-LC, LCTY,

para alguma constante C, é ficil ver que g o W € B? se e somente se g € B%. Agora, se f, g €
FS,(RY), entao, a seguinte relagao importante vale:

1
lim / f(x)g(z)de = M(fg)M(J ). 4.20
G o T e = MM (1.20)
De fato, seja u = }?q Dai, temos

(QLl)N /W([_LL]N)f(x)g(:v) dz = / FoWgoWJ\(z)dz
/

2
+ / / e @Y du(y)J Nz d
2L Lo~ JRV\{0}

= u({0}) N/[—LL]N J N (x)dx

+ / / eV da du(y
ev\oy (L)Y Jw(r.om )
— M(fg)M(J ™)

onde a tltima integral é devido ao fato de que para y # 0 a integral interior ¢ O(LN~1). Assim,
(4.20) vale se f e g pertecem a B2.
Dado v € §, temos que:

2L

—~

quando L — oo,
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0= ][ v(2)Vap(2) dz; para toda ¢ € T
RN

Trocando ¢ por ¢ o W na igualdade acima e levando em conta o lema 4.4, nota-se que:

a-V(poW) = (an(z,0) 0 W) (Dyg)o W JL,

Dali:
1
0 = ]éNv(:v)a(x)-V(@oW)(x)dszErfw—(QL)N /[—L,L]N o(@)(an(F,0) 0 W) (Dyg) o W I~ da
1
= lim ooy Wlan(Z,0) Dy dr = (v o W=, an(7,0) D) M(J !
Lillloo (QL)N /W([LL}N)UO CLN(% ) NP ax (vo ,CLN(x, ) NS0> ( )7

onde (-,-) é o produto interno usual de B%. Pelo passo 2,
(vo W™t 9) =0, Vi) € E,.

Como B? = E, @ E,, temos que vo W~ € E; e disso segue que existe {gon}@l C E; tal que
0, — vo W~ no sentido de B2. Usando (4.20) e o fato de que 0 < k; < J~! < ky para certas
constantes k; e ko, vé-se que

k _
ln o W —o|* < k,—j lon —vo W,
onde || - || ¢ a norma induzida pelo produto interno de B?. Portanto, ¢, o W — v em B? e como

{on oW}, o, C 8%, segue a prova do lema. ]

O préximo objetivo é dar exemplos de campos satisfazendo (H1) e (H2). Para isso, serd
necessario o seguinte lema:

Lema 4.7. Consideremos o sequinte problema de Cauchy:

(2 1) = a(X (2, 0))0(1),
X(2,0) = z.

(4.21)

t

onde & € FSNWL(RNLRNY) ¢ 0 € tal que o(t) == [, 0(s)ds € FS(R). Seja Xy(2) o fluzo
gerado pelo campo vetorial &(z). Entio, ®(x,t) := (X4 (2),t) satisfaz po ®, p o @t € FS(RY)
para qualquer ¢ € FS(RY).

A prova desse lema é bastante similar a do teorema 4.2 e, por isso, sera feito apenas um esbogo
dessa.

Prova. 1. ¢(z + B(x,t),t) € FS(RY) para qualquer ¢ € FS(RY) e 8 € FS(RY; RN 1).

2. Usando o mesmo ambiente e notagao do passo 4 do teorema 4.2 com T := |||, temos que
X,(y(+) ¢ limite uniforme em z, ¢ da seqiiéncia X ™ (-, o(+)). Além disso, o(XM (-, o(-)),) € FS(RY)
para qualquer ¢ nesse espaco.
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3. Suponha que X =Y ¢ uniformemente continua em RY ' x [T, T] e que p(X™ V(- o(-)),-) €
FS(RY). Observe que

o(t)
DX (2, o(t)), 1) = pla + / (XD (z, 5)) ds, 1)

e que, pela continuidade uniforme de @(X ™V (x,s)) e o(t), as somas de Riemann correspondente

a integral fog(t) a(X ™V (z,s))ds convergem uniformemente em z,¢. Dai, essa integral também
pertence a FS(RY) e basta invocar o passo 1 para que a funcao do lado esquerdo da igualdade
acima também pertenca. Desse modo, isso vale para todo n e a convergéncia uniforme fornece a
prova do lema. O

Corolario 4.2. Seja a um campo vetorial da forma a(Z,xy) = (al(f)ﬁ(xN), s an_1(T)0(xy), aN(J_c)> ,
onde a; € FSNWH(RN) i =1,...,N, Jan| >0 >0, 0 e FSNWH(R), [V 0(y) dy € FS(R)
e divz;a = 0. Entdo, §* ¢ denso em S.

Prova. Basta observarmos que a satisfaz as suposi¢oes (H1) e (H2) do lema 4.6, que é imediato do
lema 4.7. O

Observagao 4.1. Qualquer uma das alternativas abaixo ¢ suficiente para garantir que a primitiva de
uma fungao 0 estd em FS(R):

(i) 0 € FS.(R) é tal que ; € L|10\(R)

(ii) 6 € FS(R) é tal que supp 0 é compacto e separado de 0.

4.4 A Homogenizacao de Equacoes de Transporte Nao-Linear

Nessa secao, aplicaremos os resultados da segao 4.3 para mostrar que o problema (4.1) admite
uma homogenizacao. Para isso, para cada z € IC, consideremos o problema de Cauchy auxiliar:

{ AU +div(@(z) (1) = 0, (xt) € RY x (0, +00) (4.22)

U(z,z,0) = Uy(z, ), x € RY
Aqui, serd mantida a mesma notacao da secao 4.3 e denotaremos ]Rf+1 por RY x (0, 4+00).
Também, serd necessario o seguinte teorema, que fornece uma comparacao entre duas familias de

medidas parametrizadas satisfazendo certa equacao diferencial na forma conservacao e que estende
um teorema de Diperna [36]. Para uma prova, veja [4].

Teorema 4.3. Seja {u;t}, (z,t) € RYM 4 = 1,2, duas familias parametrizadas de medidas
de probabilidade sobre um espago métrico compacto K fracamente mensuravéis. Seja {Ni,o}xeRN;
1= 1,2, duas familias parametrizadas de medidas de probabilidade sobre K satisfazendo

lim — // (5 9)0 dwds—/ (2,0, 9)0() d,
t—0 { RN RN ’

%11’% ‘</’l’z,svg> - <Mz,079>| dr = 07 (423)
Y J{jz|<R}
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para todo g € C(K), ¢ € C.(R¥) e R > 0. Sejal : Kx K - R, G: Kx K — RY funcées
continuas com I >0 e |G(p, \)| < CI(p,\), para algum C > 0. Assuma que

at(”gls,ta ]('a )‘>> + VI ’ <:u§:,t7G('> /\)> < 07

O(hze: 1(p, ) + Va - (74, G(p, ) <0, (4.24)

no sentido das distribuicoes em Rf“. Entao, para q.t.p. t >0, temos:

/ (WL, @12, I(- ) da < / (ko ® 120, 1)) d. (4.25)
{lz|<R} {|z|<R+Ct}

No seguinte teorema, estendemos para o contexto da dlgebra FS um resultado de W. E [37],
relativo ao caso periédico. Aqui, relaxamos a restrigao f' > 0 imposta em [37], pedindo apenas que
o conjunto de zeros de f’ tenha medida nula. Caracterizamos o limite fraco de u. e, considerando
U suficientemente regular, provamos uma férmula de corretor, isto ¢, um perfil oscilatério U(Z, x,t)

. A~ . 1
que corrige a convergeéncia fraca de u. para uma forte em L.

Teorema 4.4. Seja {u.}e~o a seqiéncia de solugoes entrdpicas de (4.1). Assuma que o conjunto
E={ueR: f'(u) =0} tenha medida nula, que Uy é limitado e satisfaz

Us(-,z) €S para q.t.p. x € RN, com S definida por (4.10) (4.26)

e finalmente que o conjunto ST definido em (4.12) € denso em S.
Entao u. converge na topologia fraca estrela de L”(Rf“) para

u(x,t) == / U(z,z,t)dm(z), (4.27)
K
onde U € a solugao de (4.22). Suponha também que
U € L, (RY x [0,T];C(K)) ouU € () L*(K; C(Br(0) x [0,T7)) (4.28)
R>0

para algum T > 0. Entao

lim u.(x,t) — U(§,$,t) =0 em L (RY x [0,7)). (4.29)

250 loc

Prova. Pelas Propriedades de solugbes entrdpicas, vemos que as solugoes u, de (4.1) sdo uniforme-
mente limitadas em L (Rﬂr 1), Assim, usando o teorema 1.10, basta mostrar que qualquer medida
de Young gerada por uma subrede de {u.}.~o satisfaz

Veyaxt = 5U(z,x,t)a (430)

para q.t.p. (z,7,t) € K x RYTL,
Seja v, ,+ a medida de Young gerada por uma subrede de {u.}.~o que, por simplicidade notacional,
serd denotada apenas por {u.}. Dado 0 < ¢ € LY(RY ™), definamos a medida auxiliar

oV = (2, )V, 44 dadt. (4.31)

N+1
R+

72



Usaremos o teorema 4.3 para provar (4.30). Assim, consideremos a familia de entropias de
Kruzkhov

n(A k) =X=k[, q(A k) = sign(A = k)(f(A) = f(k)), (4.32)
de modo que a solugao entropica de (4.1) satisfaca
Bm(ue, k) + div(a(g)q(ua, ) <0  VkeR, (4.33)
no sentido das distribuigoes, isto é, para toda 0 < ¢ € C°(RN 1) vale
/RN+ {n(ue, K)o + q(ue, k)(a(f) V) }dvdt +/ (Uoé ), k)p(z,0)dr > 0. (4.34)
N

Em (4.34), tomamos ¢(x,t) = ep(L)ih(z,t), onde p € T e ¢ € CX(R¥™!) sdo nao-negativos e
facamos ¢ — 0 para obter:

[ ¥ a6 1) Vapdm(z) = 0 (435)

Usando a desigualdade acima para C'+¢, com C' = ||¢||~, € usando a arbitrariedade de ¢, obtemos
que (tendo em mente (4.14))

Agora, a relagao (4.36) vale também para os fluxos entrépicos s (u, k), s_(u, k) associados as
entropias convexas 74 (u, k) = max{0,u—k}, r_(u, k) = max{0, k —u}. Por linearidade, deduzimos
que (4.36) vale para qualquer fluxo entrépico ¢ associado a entropia Lipschitz n satisfazendo 1’ =
X7, onde y; ¢ a funcao caracteristica de qualquer 1ntervalo I C R Dai, segue que a relagao
(4.36) é satisfeita para pares de fluxos da forma n(\) = fo s)ds, ¢ = f'g, onde g é apenas
limitada. De fato, existe uma sequéncia de fungoes { gz}p1 que sao combinagoes lineares finitas de
fungoes caracteristicas de intervalos e que converge localmente no sentido L' para ¢g. Definindo

fo gi(s)ds e ¢} := f'g; vemos que (1;,¢;) — (1, q) localmente uniformemente e a rela¢ao (4.36)

é satlsfelta para o fluxo entrépico ¢; para todo i. Sendo S fechado, o mesmo vale para g. Agora,

tomemos ¢ := x;/f onde I C R\ E. Entdo, o fluxo entrépico correspondente g; satisfaz ¢y = x;.
Assim,

2 (ol q) €S, (4.37)

para qualquer intervalo I tal que ] C R\ E. Além disso, dado um intervalo qualquer I, temos que

I\E= U I;, sendo a uniao disjunta. Usando o fato de E ter medida nula, segue:

A A mo A
qI()\):/ xr(s)ds = / xne(s ds—/ ZXI )ds = lim Z/ Xz, (s) ds
0 0 et Jo
= Jim > a0

j=1

onde a convergéncia é uniforme localmente. Por linearidade, deduzimos que (4.37) vale para qual-
quer intervalo I. Usando novamente o fato de que qualquer funcao Lipschitz pode ser localmente
uniformemente aproximada por combinacoes lineares finitas de tais funcoes ¢y, concluimos que

2 (ol g) €S para qualquer fungao continua g : R — R. (4.38)
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Por aproximagcio, deduzimos que (4.38) vale para qualquer ¢ € L'(RY ™).

Agora, seja ¢(x,t) = p(£)Y(x,t), onde 0 < p € 8T e 0 < ¢ € CX(RNT). Pela defini¢ao de ST,
existe (¢x)reny € 7, onde 7 é definida por (4.9), tal que ¢, — ¢ e Vap, — 0, ambos em B% e em
L3},.. Primeiro, consideremos (4.34) com ¢(z,t) substituido por ¢y(z,t) = @r(£)Y(x,t) e facamos
k — oco. Entao, passamos o limite quando € — 0 para obter:

/RN+1 /{ Vewity <P¢t <Vz,ac,t> Q<'7 k)>£<g ) Vz¢)} dm(z) dz dt
# [ th(es) K)o, 0) dme) > 0. )

Pela proposi¢ao (4.2) e (4.36) as fungoes z — ¢(2)(c2%, ¢(-,k)) pertencem a S. Dai, con-
siderando (4.15), (4.39) pode ser escrita como

/RN-H / { Vet T\ Wﬂt <Vz,x,t7 Q('7 k)>£((~l ) Vﬂ/})} dm(z) dx dt
+ /R Ny / n(Uo(z, @), k)p(2)¢ (2, 0) dm(z) dz > 0, (4.40)

para toda 0 < ¢ € STe0 <y e CX(RN). Assim, usando o fato de que z — (a¥t,n(-, k))
(veja (4.38)) e @;{c%¥ q(-, k)) pertencem a S e a hipétese (4.26) sobre Uy, obtemos que (4.40) vale
para toda 0 < ¢ € L*(K) (aqui é usada a densidade de ST em §). Em particular, para cada
0 < € C*(RN*1) a desigualdade (4.40) pode ser fortalecida para uma desigualdade q.t.p. sobre
z € K. Um argumento de densidade sobre a classe de fungoes teste ¥ nos da que para q.t.p. z € K
a seguinte propriedade é satisfeita:

o a0+ (vl D) - T.0)) d

n /R (U=, ), k) (. 0) o > 0, (4.41)

para qualquer 0 < ¢ € C®(RN*1).

Esse ¢ o ponto onde teremos que invocar o teorema 4.3 para mostrar que v, ,; ¢ uma medida de
Dirac para q.t.p. (z,7,t) € K x RYT. Para isso, serd necessério observarmos que (4.41) implica
que

lim & / / Vrars 9)0(2) da dr = / (Bus(onmrs 9)0(2) o (4.42)
RN RN

t—0 t

para qualquer ¢ € C(R) e ¢ € C.(RY). Para ver isso, tome (x,t) = 6,(t)¢(z), com &,(t) =
max{h~'(h —t),0}, parat >0, h > 0,0 < ¢ € C=(RY) em (4.41), para obter:

hr}r;sgp / / Veat,| - —k])o(z) dedt < /]RN \Uo(z, ) — k|o(z) dx, (4.43)

para qualquer 0 < ¢ € C®°(RY), e assim, para qualquer 0 < ¢ € L'(RY). Tirando proveito da
flexibilidade dada pela presenca da ¢ € L'(RY) em (4.43), pode-se substituir k& por qualquer fungao
k(z) em L®(RY) e, entao, tomar k(x) = Uy(z, ) para concluir (4.42).
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Agora, seja U(z,x,t) a solugao de (4.22). A condigao entrdpica estabelece que

om(\,U) +div(a(z)g(A\,U)) <0  paratodo A € R, ze K. (4.44)
e

lim \U(z,z,t) — Uy(z,x)|dz = 0, para todo R > 0. (4.45)

70 Jlal<R)

Portanto, podemos usar o teorema 4.3 com /L;t = Vsaits ,uit = 0u(zar), I =1 e G =a(z)q, para
q.t.p. z € K. Disso, vemos facilmente que v, ;. = 0y(z.2,), Para q.t.p. (z,z,t) € K x RY x [0, T7.

Para provar a convergéncia fraca de u. — wu, com u(x,t) dado por (4.27), argumentaremos como
a seguir. Seja U° € C(K x RY™) uma fungao limitada. Usando (1.7) com funcio teste

DN, z,2,t) i= [N = U(2,2,t)|1(x, t)

com 0 < ¢ € C.(RYT), obtemos:

lim sup wmmww—W€mmwﬁ_/ /ﬁw—me@mm.
RYTEJK

e—0 Rf*l

Além disso, a continuidade de Us nos da:

lim U‘S(g,x,t)@/)(x,t)dxdt:/}Rfﬂ/]CUé(z,x,t)dm(z)z/z(x,t) dx dt.

e—0 N+1
R
+

Assim, combinando as duas tultimas igualdades, temos:

lhnsupl/1 w () (w, ) — U (2, ), £) da | < | U°0 — U,
e—0 Rf*l
com U’(z,t) = [ U’(z,x,t)dm(z). Um argumento de densidade nos fornece a convergéncia

fraca desejada de u. para lims U?, isto é, f/c U(z,x,t)dm(z). Finalmente, o fato de que u.(z,t) —
U(%,z,t) — 0in L (RY x [0,T]) quando ¢ — 0, quando se supoe (4.28), segue diretamente do

loc

teorema 1.10. O

Referente a (4.28) que permite a existéncia de corretores fortes, observamos que a primeira
condicao ¢ trivialmente satisfeita se Uy e a nao dependem de z, e nesse caso podemos tomar qualquer
T > 0. Um simples exemplo é dado, quando N = 2, pelo campo vetorial a(z) = (g(22),5) com
g € FS(R) N Wh>(R) and 3 # 0. Nesse caso a(z) = (fg,3), que segue diretamente de (4.17). O
seguinte lema da condigoes suficientes para que a segunda condigao presente em (4.28) seja satisfeita.
A sua prova nesse contexto é idéntica ao resutado correspondente em [4] no contexto quase periodico
e, por isso, indicamos [4] para uma prova.

Lema 4.8. Se a imagem de a estd contida em um conjunto fechado e convezo P, entao U €
L3(K; C(B(0, R) x [0,T1)) para qualquer R > 0 e para qualquer T > 0 tal que as solugoes entrdpicas
Vy, de
OV + V- (bf(Vy) =0, t>0, v €RY, (4.46)
Vi(x,0) = Up(2, ), r eRY, (4.47)
tem constante de Lipschtiz uniformemente limitadas localmente em RY x [0,T], com relag¢do a b € P
ez € RV,
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Um exemplo onde o lema 4.8 se aplica é obtido quando se considera um campo a que possui
todas as componentes nao-negativas, f”(u) > 0 para todo u € R e %—gﬁ’(z, x) > 0 para todo (z,z) €
RY x RN i =1,...,N. Nesse caso, se b € P = [0, M]" para algum M > 0, entdo ¢ sabido que
a solugao entrépica U, of (4.22), pode ser construida pelo método das caracteristicas de maneira

que Uy € W/ZIO’COO(R]X“)) caso o dado inicial seja uma funcao Lipschtiz. Recordemos que, em geral,

solugoes entrépicas sao descontinuas.

4.5 Equacoes dos Meios Porosos Com Fontes Externas Os-
cilatorias Sobre Dominios Limitados

Seja 2 um conjunto aberto limitado de RY com fronteira suave. Consideremos o seguinte problema

O = Af(u) — AG(x, f) (z,1) € Q2 x (0,00), (4.48)
u|0Q2 = po, (4.49)
u(, 0) = un(r, 7) = go(x. 2) +po. (450)

A principal meta aqui é aplicar a teoria desenvolvida nas secoes anteriores e nao resolver o problema
(4.48)-(4.50) em sua grande generalidade. Portanto, no que segue, seremos bastantes generosos em
nossas suposicoes sobre regularidade sem nos preocupar com possiveis extensoes quando hipoteses
menos regulares sao assumidas. Para evitar confusdo, estabelecemos explicitamente que AG(z, %) :=

S (G () + LG (2, y) + 2Gy(,y)) com y = 2.

NOTAGAO: Denotemos por C7(Q) o espaco das funcdes Holder continuas em € com expoente de

Hélder v € (0,1). Por Cj(€2) denotamos as fungdes em C7(€2) que anulam em 0. Também,
denotaremos por C?T7(Q) as fungoes em C?(Q) cujas segundas derivadas estao em C7(€)) e por
C2H(Q) as funcoes em C27(Q) N CJ(Q) cujas derivadas até a segunda ordem estao em Cy (€2).

Faremos as seguintes hipoteses sobre f, G, pg e @o:
(H3) A fungao f estd definida e é suave sobre um intervalo (a,b) C R sobre o qual satisfaz f’ > 0.
(H4) A funcio G(z,y) satisfaz G € C**7(Q x RN) N FS(RY; C577(Q)), para algum 0 < v < 1;
(H5) ¢y € C*7(Q x RY)NFS(RY; C2T7(Q));
(H6) po € (a,b) e hd ¢1,q2 € f((a,b)) tais que ¢1 < f(po) < q2 €
a<q+Gxy) < flup(z,y)) < ¢+ G(z,y) < S, para todo (z,7) € Q x R,

com [a, B8] C f((a,b)). Em particular, temos
a < q)q1(x7 g) < uO(xu g) < CI)qQ(xa g) < b, (4.51)

onde, para g € f((a,b)),
Oy (x,y) == [ (G(z,y) +q). (4.52)
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Para q € [q1, o] defina
g(x,q) == M, (f1(G(z,y) + ).
Para cada z € Q, p € [§(x, q1), §(x, ¢2)], definimos f(x,p) implicitamente pela férmula

p=M,(f(G(z,y) + f(z,p))). (4.53)

Claramente, temos que g(z, f(x,p)) =p e f(z,g(x,q)) = q.

Notemos que para todo ¢ € R tal que G(x,y) + ¢ € f((a,b)), para (z,y) € 2 x RY, a funcao
®y(z,y) definida em (4.52) ¢ tal que @ (z, £) é uma solugao estaciondria de (4.48).

Assumindo as hipéteses (H3)-(H6), temos o seguinte resultado.

Teorema 4.5. Seja u. a (cldssica) solu¢iao do problema (4.48)-(4.50). Entdo u. € uniformemente
limitada em L>(Q x (0,00)) e u. — @ em L>®(Q x (0,00)) onde @ € C**(Q x [0,00)) ¢ a (cldssica)
solucao do problema

o = Af(x,u), (4.54)
u|0Q = po, (4.55)
u(z,0) = po + M, (o(x,9)), (4.56)

onde para cada x € Q, f(x,-) € implicitamente definida sobre [g(x, q1), §(z, q2)] pela equacio (4.53).
Além disso, se f"(u) # 0 para todo a < u < b entao

Ua(xv t) - (I)f(;v,ﬁ(ac,t))<xa g) —0 em Ll

loc

(2 x (0, 00)). (4.57)
Prova. 1. Existéncia, unicidade e suavidade das solugoes de (4.48)-(4.50) seguem da teoria classica
desenvolvida em [49]. O fato de que a sequéncia de solugbes de (4.48) — (4.50) ser uniformemente

limitada em L*(£2 x (0,00)) segue das consideragoes: Seja 0 < 0 € C°(R) e va(z, 2) := Py, (2, 2)
para ¢, como em (4.51). Agora, observemos que

Dulu — va) Hy (F(u) = F(02))0 — A(f(u) — F(v2)) Hy (f(u) = F(02))6 = 0.

Como Hj (f(u) — f(v2))0 é uma fungao teste, usando integragao por partes, temos:

| [ ottty (=ptannpande = = [ [ (¥ (-1~ fo)Poda it < .
0 Q

Fazendo 6 — 0 e usando a monotonicidade de f na desigualdade anterior, temos:

—/ /(u —vo) "0 (t) dw dt = / / Or(u —vy) "0 dxdt <O0.
0 Q 0 Q

Agora, um procedimento padrao mostra que

/(u—vg)+dx§ /(uo—vg)+dx§(),
Q Q
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por (4.51). Dai, u < vy. Analogamente, mostra-se também que v; < u. Portanto, chegamos as

desigualdades

a < vz, 2) < ula, t) < va(z, 2) < b, (4.58)
£ £

2. Agora, definimos U.(z,t) em € x [0, 00) como a solucao suave limitada do problema

AU = u.(x,t), (4.59)
UloQ2 = 0. (4.60)
Dai, notamos que U. é a solugao (viscosidade) de
x
UloQ =0, (4.62)
U(Q}, O) = UO,€<5C>7 (463)

onde Uy é a solugdo suave limitada de (4.59)-(4.60) para t = 0. Para uma exposigao auto-contida
sobre a teoria de solugoes de viscosidade para equacoes eliticas fully-nonlinear, recomendamos a
leitura de [23] e de [18] para a teoria de regularidade correspondente. Em seguida, estudaremos a
homogenizagao de (4.61)-(4.63) usando um método motivado por [40].

3. Como u.(z,t) é uniformemente limitada em L>(2 x [0,00)), podemos ver que U.(z,t)
forma uma sequéncia uniformemente limitada em L*(]0, c0); W??(2)) para todo p € (1,00) (veja
[19, 43]). Além disso, da equacdo (4.61), temos também que U. é uniformemente limitada em
Whee([0,T], L>°(2)) para T > 0. Essas observagoes implicam que U. é uniformemente limitada
no espago de Holder CP(Q x [0,T]), para algum 0 < § < 1, para T > 0. Em particular, existe
uma subsequéncia U., de U, convergindo localmente uniformemente em € x [0, 00) para uma fungao
U e CP(Q % [0,T)) para todo T > 0.

4. Afirmamos que U(x,t) é a solucao de viscosidade do problema

Ur — f(z, AU) = = f(po), (4.64)

Ulo2 = 0, (4.65)

U(z,0) = Up(x), (4.66)
onde Up ¢ a solucao de

AU = po+ My (po(z,y)) (4.67)

Ulo2 = 0. (4.68)

5. De fato, seja (#,1) € Q x (0,00) um ponto de maximo local tinico de U — ¢, onde ¢ €
C?*(Q2 x (0,00)) e vs € FS(RY) suave e limitada tal que

Ayvé < f_l (G(ia y) + f('%ap)> —p+ 57 (469)
Ayvs > f7H(G(2,y) + f(&,p) —p =, (4.70)

com p = Ap(,1), cuja existéncia é dada pelo lema 4.3. Em particular, dado qualquer §' > 0,
podemos encontrar d > 0 suficientemente pequeno tal que

F(A@(E,1) + Avs(y)) < G(E,y) + f(&, Ap(d,1) + ¢,
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Tome p > 0, e seja x; € {2 um ponto de maximo de
A T R
Uj(x7t> - gO(LU,t) - 8?®5(;) - p‘SC - ‘T|2 + P,
j

que existe desde que v; € limitada. Aqui, denotamos U; = U,,. Como a funcao anterior converge
uniformemente em () para

U(l‘,tA) - 90@:7{) - p‘ﬂ? - j|2 + P,
que possui & como tnico ponto de maximo local, segue que x; — & quando 7 — oo. Dali, segue que

A

lond) = £ (Bt )+ Aus(2) 1) < =Gy, ) = o)

J

f(AsO(:%,f)JrA’Ua(g >)<G< ) 4 f Ap(i D) + .

J
que, depois de uma soma membro a membro, da

pu(y,t) = f(@, Ap(,4)) < —f(po) + O(Jz; — &[) + O(p) + 7.

Dali, fazendo j — oo e, em seguida, fazendo p, " — 0, obtemos

pe(,1) = (2, Ap(@, 1) < —f(po).

A desigualdade oposta segue de maneira similar e assim, a afirmacao esta provada.

6. Pela unicidade da solugao de viscosidade de (4.64)-(4.66), concluimos que toda a sequéncia
U.(x,t) converge uniformemente para U(x,t). Consequentemente, u.(z,t) converge na topologia
fraca-x de L>®(Q x (0,00)) para & = AU(xz,t), que é a solucio cldssica de (4.54)-(4.56), e isso
conclui a prova da primeira parte do teorema.

7. Agora, vamos provar (4.57) com a hipétese adicional de que f”(u) # 0 para todo u € (a,b).
Consideremos a identidade

OU. — f(AUL) = ~G(r.Z) — f(po).

Multiplicando-a por ¢(z,t)p(%) com ¢ € C5( x (0,00)) e ¢ € FS(RY), entao integrando em
Q x (0,00) e, em seguida, tomando o limite de uma sub-rede adequada £(d), d € D, obtemos pelo
teorema 1.9

/‘X’/ /{<V$,t,za fO)) = G(x,2) — f(z, AU)Yp(z, 1) p(2) dm(z) dx dt = 0,

onde K é a compacificacao de RY associada a FS(R Como ¢ e ¢ sao arbitrarios, temos

V).
Vot f()) = Gz, 2)+ f(z, AU) = f (f_l( (z,2) + f(x, AU))) ,  para q.t.p. (z,t,2) € Q2 x (0,00) x K.
Como f” # 0, concluimos que

Vgt = (Sf para q.t.p. (z,t,2) € Q x (0,00) x K.

-1 (G(w,z)+f(x,AU)) ?

e isso implica que (4.57) vale.
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4.6 Um Sistema de Equacoes do Tipo Meio Poroso Com
Fonte Externa Oscilatéria

Como na secao anterior, seja {2 um subconjunto aberto de RY com fronteira suave. Consideremos
o seguinte sistema de equagoes dos meios porosos:

{ up = Afi(u) + h(v) — AGi(z, 2), (4.71)

Vs = Afg(?)) — AGQ(%, %)

Como podemos observar, a equagao de u tem um termo fonte adicional h(v) que a acopla com
a equagao de v. Consideraremos os seguintes dados iniciais e de fronteira:

u\@Q = Po1, U‘aQ = Po2, (472)
x x x x
u(z,0) = ug(x, g) = o1 (, g) +po1,  v(z,0) = vy(z, g) = @oa(z, E> + Po2. (4.73)

Assumimos aqui que as suposi¢oes (H3)—(HG6) sao satisfeitas com f, G e ¢ substituidas por
f1, f2, G1, G2 € o1, po2, respectivamente. Por simplicidade, assumimos que (a, b) = (0, +00), como
¢ o caso no modelo de meios porosos onde u, v representam densidades. Em relacao a funcao h,
assumiremos o seguinte:

(H7) A fungao h é suave.
Também, assumimos que
(H8) A fungao f, satisfaz f(v) # 0 qualquer que seja v € (0, 00).
Referente ao problema (4.71)—(4.73), com as suposigoes (H3)—(HS8), temos o seguinte resultado.

Teorema 4.6. As solugoes (classicas) (ue,v:) do problema (4.71)-(4.73) formam uma sequéncia
uniformemente limitada em L>(Q x (0,T))? e (ue,v.) — (@,0) em L®(Q x (0,T)) para todo T > 0
onde (u,v) € a solugdo (cldssica) do problema

O = Afi(z,u) + hz,v),
{ o = Afy(z,v), (4.74)
(u, v)|0Q = (po1, po2), (4.75)
(u(z,0),v(x,0)) = (por + My(po1(,y)), po2 + My(po2(,y))) (4.76)

onde para cada v € Q, fi(z,-), fo(z,-) sdo implicitamente definidas sobre [g1(z,q11), G1(7, q12)] e
[92(7, q21), G2 (7, q22)], respectivamente, pela relagdo (4.53) com f substituida por fi, fo, onde g1 e go
sao as inversas correspondentes. A fungdo h(x,v) € definida por

B(xvv) = My (h<f2_1(G2(x’y) + f2($av)))) :

Além disso,
x
1

ve(z,t) — @3;2(%5(%”)(3:, g) — 0 em L;,.(2 x (0,00)), (4.77)

loc
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onde
Também, se fi(u) # 0 temos

X

(z,a(z, t))(x _) —0 em Ll

@1
( ) c loc

hi (22 x (0,00)), (4.78)

onde

O4(x,y) = fi ' (Gilz,y) + ).

Prova. 1. Pelo teorema 4.5, temos imediatamente as afirmagoes referentes a v..

2. O fato de que u, sao uniformemente limitadas em L>(£2x (0, 7)) para todo T é provado como
no passo 1 do teorema 4.5. Considere as fungoes testes Hy (f1(uc)— fi(®],,))0, onde 0 < 6 € C*(R).
Procedendo de maneira analéga como no teorema 4.5, temos:

/ /8,5 —(ID}M Y Odrdt = / /h(vg)(uE @;12)+9dxdt
0o Jo

/ / (Y (fi () — Fr(®L )V (fi(u) — fi(DL )20 da dt

<c/ /u6—®1 )"0 dx dt,

pois ja sabemos que {v,}e~o sdo uniformemente limitadas em e. Procedendo de maneira padrao e
usando o lema de Gronwall, temos:
ue < P!

q12°

Argumento inteiramente analégo pode ser usado para mostrar que

1
Dgy, < Ue,

q11 —

completando assim a prova de que {u}e~o é uniformemente limitada em e.
3. Agora, denotemos por A~'g a solucao do problema

Aw = g, x € Q, (4.79)
w|0Q = 0. (4.80)
Como h(v.(x,t)) — h((bfcz(x o(a, t))( 2)) — 0 em Ly, (€ x (0,00)), obtemos que

A (h(vg(:v,t)) - h((I)fCQ(x o) (T g))) — 0, uniformemente em §) para q.t.p. t € (0,7,

para todo 7' > 0. Como h(P2

e t))(x, f)) convergente fracamente para M, <h(<I>% ) (z, y))),

f2 (I,”L}(l‘,t))
obtemos

(, y))) ,  uniformemente em () para q.t.p. t € (0,7),

1 2 r -1 2
A” h(q)b (z,0(z, t))( g)> —A My (h<q)f2(m (@.t)
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para todo T' > 0. Dai, concluimos que
A h(vo(z,t)) — ATIM, (h(q)%(w,ﬁ(m’t))(x,y)» , uniformemente em € para q.t.p. t € (0,7),
para todo T" > 0. Denotemos
U, 1) = AT, (BB, 0 (29)) ) = A7 R 5(a, 1),

4. Agora, seja U¢ := A~'u,. Dai, U¢ é uma solucao de viscosidade do problema

U, — fi(AU) = —Gi(, §> (2, t) + flpor) + Oy(e), (4.81)
U)o = 0, (4.82)
U(z,0) = A ug(z, g), (4.83)

onde
Oi(e) := A h(v.(z,t)) — (2, t) — 0, uniformemente em € para q.t.p. t € (0, 00).

5. Afirmamos que U®(z,t) converge uniformemente em ) para q.t.p. ¢ € (0,00) para Ul(z,t),
onde U(x,t) é a solugao de viscosidade

Uy — fi(z, AU) = ¢(x,t) + fi(por), (4.84)
Ulo2 =0, (4.85)
U(x,0) = A M, (uo(z,y)). (4.86)

6. De fato, seja (#,1) € 2x (0,00), onde £ é tal que O;(¢) — 0 uniformemente em Q, e vs satisfaz
(4.69) e (4.70), com f, f,G substituidos por fi, fi, Gi. Procedendo exatamente como na prova do
teorema 4.5, provamos a afirmagao, observando agora que a presenca do termo O;(¢) ndo afeta a
validade dos argumentos.

7. Como u. = AU® é uma sequéncia uniformemente limitada em L>(€2 x (0,7)), concluimos
que a sequéncia u, converge na topologia fraca-* de L>°(Q x (0,T')) para a solucao (cléssica) a(z,t)
de

uy — Afi(z,u) = h(z,v(x,t)), (4.87)
w02 = po, (4.88)
u(z,0) = My(uo(z,y)). (4.89)

8. A afirmacao final do teorema é provado exatamente da mesma maneira que o seu analogo no
teorema 4.5.

]
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