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e Paulo Sad que com seus valiosos ensinamentos ajudaram a minha formação na área.
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compañ́ıa en estos dos últimos años que me ayudaron a estar más tranquila lejos de mi
familia.
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Resumo

O trabalho é motivado pela questão dada por Poincaré em 1891:

“É posśıvel decidir se uma folheação em P2 tem integral primeira racional?”.

Trataremos de responder esta pergunta no contexto das famı́lias lineares de folheações.
Para isto, seja P := {Fα}α∈C uma famı́lia linear de folheações em uma superf́ıcie com-
plexa compacta X. Logo podemos associar uma 2-forma meromorfa Θ(P) denominada
curvatura do pencil. No caso em que Θ(P) ≡ 0, diremos que o pencil é flat. Seja

Ip(P) := {α ∈ C : Fα possui uma integral primeira meromorfa em X}.

Assim, basicamente estudaremos o seguinte problema:

“Dado um pencil flat P, descrever o conjunto Ip(P)”.

Abordaremos o problema estudando o conjunto de singularidades do pencil P. Assim,
definimos o conjunto de tangência de um pencil P , denotado por ∆(P). Na primeira
parte do trabalho estudaremos Ip(P) no caso em que ∆(P) é vaźıo. Por outro lado o caso
em que ∆(P) não é vaźıo é dividida no caso em que ∆(P) é invariante e no caso ∆(P)
não invariante, neste caso somente trabalharemos em P2.

Palavras - chave: Folheações Holomorfas. Pencil de Folheações. Integral primeira
Meromorfa.





Prefácio

Um dos principais problemas na teoria dos campos vetoriais no plano é caracterizar os
campos integráveis, ou seja, campos que admitem uma integral primeira.

Desde 1878, ano em que Darboux encontrou conexões entre curvas algébricas e a exis-
tência de integrais primeiras de campos vetoriais polinomiais em C2, as curvas algébricas
invariantes são objetos centrais na teoria da integrabilidade de campos. Assim, a primeira
questão relacionada com a existência de integrais primeiras, é saber se um campo veto-
rial polinomial tem ou não curvas algébricas invariantes. O seguinte teorema, dado por
Darboux-Jounalou, responde parcialmente a esta questão.

Teorema ([22]). Um campo vetorial polinomial em P2 de grau m, que tem pelo menos
m(m+ 1)

2
+ 1 curvas algébricas invariantes, possui uma integral primeira racional.

Uma generalização do teorema anterior foi dado em 2000 por E. Ghys.

Teorema ([14]). Seja X uma superf́ıcie complexa compacta e seja F uma folheação singular
em X. Se F admite uma infinidade de curvas anaĺıticas invariantes então F admite uma
integral primeira meromorfa.

As melhorias mais ressaltantes dos resultados de Darboux para campos vetoriais
planares, foram dadas por Poincaré em 1891. Ele tentou responder à seguinte questão:

“É posśıvel decidir se uma folheação em P2 tem integral primeira racional?”.

Em [36], ele observa que é suficiente acotar o grau de uma posśıvel solução algebrica.
De fato, impondo condições sobre as singularidades da folheação, apresentou condições
necessárias que garantem a existência de uma integral primeira racional. O problema de
Poincaré a ser discutida no trabalho consiste em acotar o grau de uma curva algebrica
invariante em termos do grau da folheação.

Em 2002, Lins Neto em [26], construiu algumas famı́lias notáveis de folheações em P2,
onde o conjunto de parâmetros com integral primeira é denso e enumerável. Além disso,
os graus das integrais primeiras podem ser tomados arbitrariamente grandes, e assim estas
famı́lias fornecem contra-exemplos para o problema de Poincaré.

No presente trabalho generalizaremos o trabalho de Poincaré, no contexto das famı́lias
lineares de folheações. Para isto, seja P := {Fα}α∈C uma famı́lia linear de folheações em
uma superf́ıcie complexa compacta X, definida por dois elementos F0 e F∞ de P , cujos
fibrados normais coincidem. A famı́lia P será denominada pencil de folheações. Por
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meio de uma reparametrização, caso seja necessário, dividindo os zeros comuns de F0 e
F∞, sempre podemos supor que F0 e F∞ têm singularidades isoladas.

Dado um pencil P = {Fα}α∈C em X podemos associar uma 2-forma meromorfa Θ(P)
denominada curvatura do pencil. No caso em que Θ(P) ≡ 0, diremos que o pencil é
flat. Seja

Ip(P) := {α ∈ C : Fα possui uma integral primeira meromorfa em X}.

As familias dadas por Lins Neto em [26] são exemplos de pencil flat P em P2, onde o
conjunto Ip(P) é denso e enumeravel.

No presente trabalho, basicamente estudaremos o seguinte problema:

“Dado um pencil flat P, descrever o conjunto Ip(P)”.

Seguindo as ideias de Poincaré [36], abordaremos o problema estudando o conjunto
de singularidades do pencil P , isto é, o conjunto formado pelas singularidades de Fα,
com α ∈ C. Assim, definimos o conjunto de tangência de um pencil P , que é o
conjunto de tangência de dois elementos de P e será denotado por ∆(P). Este conjunto
∆(P) é um conjunto anaĺıtico formado por singularidades de P . Isto motiva o estudo das
componentes irredut́ıveis de ∆(P).

Diremos que P tem uma singularidade móvel, se existem um aberto V ⊂ C e uma
aplicação holomorfa não constante p : V → X tal que p(α) ∈ Sing(Fα), para todo α ∈ V .
Por outro lado, diremos que p ∈ P é uma singularidade fixa, se p é uma singularidade
comum a todos os Fα. Dada uma componente irredut́ıvel C de ∆(P), então acontece
somente uma das seguintes opções:

• C contém uma singularidade móvel, isto é, existe uma singularidade móvel
p : V → X de P , tal que p(V ) ⊂ C.

• C é uma componente NI, isto é, existe α ∈ C, tal que C ⊂ Sing(Fα).

Primeiramente, no caṕıtulo 2, consideramos o caso em que ∆(P) = ∅. Neste caso, se X
é uma superf́ıcie Kähler compacta então pela Proposição 2.25, X é um toro e o pencil está
formado por folheações lineares. Utilizando a Proposição 2.29 temos o seguinte teorema:

Teorema I. Seja X uma superf́ıcie Kähler compacta e seja P um pencil em X. Se ∆(P) = ∅,
então X é um toro e P é um pencil de folheações lineares. Além disso, se #Ip(P) ≥ 3 então
X = E × E, onde E é uma curva eĺıptica e

Ip(P) \ {∞} ≃ End(E)⊗Q.

Em particular, escrevendo E = C/Γ com Γ = ⟨1, τ⟩, se 0,∞ ∈ Ip(P) e existe α ∈ Ip(P) \
{∞} ∪Q, então

Ip(P) \ {∞} = Q(τ),

onde, τ =
√
−d com d livre de quadrados, ou seja, Q(τ) é uma extensão quadrática imaginária

de Q.
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Uma interessante aplicação do Teorema I será calcular o conjunto de parâmetros com
integral primeira do pencil P4 = {F4

t }t∈C em P2, dado por Lins Neto em [26] e que foi
calculado originalmente em [25]. O pencil P4 é definido por

P4 :
ω = (x3 − 1)xdy − (y3 − 1)ydx
η = (x3 − 1)y2dy − (y3 − 1)x2dx

.

Para isto, consideremos o toro complexo X = C/Γ × C/Γ, onde Γ = ⟨1, τ0⟩ e τ0 = e
2πi
3 .

Seja P = {Gα}α∈C pencil em X, onde cada folheação Gα é gerada pela 1-forma holomorfa
global wα = dx+ αdy. Como 0,∞, τo ∈ Ip(P) então pelo teorema I,

Ip(P) = Q(τ0) ∪ {∞}.

A relação entre o pencil P e o pencil P4 foi dada por McQuillan (cf. [4, p. 103]), onde
ele prova que existe uma aplicação racional g : X 99K P2, tal que g∗(P) = P4. Nós daremos
a relação explicita entre as folheacões de P e P4 que será provado na seção 2.2.2, ou seja,
dado α ∈ C então g(Gα)∗ = FFα , onde F : C→ C é definida por F (α) = (τ 20 − 1)α+ 1.

Em particular, se

Ip(P4) = {Ft : Ft tem integral primeira racional Ft},

então Ip(P) = Ip(P4). Denotemos por dt o grau de Ft. O seguinte teorema fornece uma
maneira de calcular o grau dt de Ft, onde t ∈ Ip(P4).

Teorema II. Temos
Ip(P4) = Q(τ0) ∪ {∞}.

Seja t ∈ Ip(P4) \ {1, τ0, τ 20 ,∞}, então g∗(F4
t ) = Gα, onde α =

t− 1

−2− τ0
, e se escrevemos

α =
α1

β1
, com α1, β1 ∈ Z[τ0] e (α1, β1) = 1 então

dt = N(β1) +N(α1) +N(β1 − α1) +N(β1 + jα1),

onde dt é o grau da integral primeira racional F4
t .

Em particular, os graus das integrais primeiras podem ser tomados arbitrariamente
grandes e esta famı́lia é um contra-exemplo para o problema de Poincaré.

Agora, vejamos o caso em que ∆(P) ̸= ∅. Sejam

IS(P) = {α ∈ C : Fα tem singularidades isoladas},

e NI(P) = C\IS(P). Como NI(P) é um conjunto algébrico de C e F0 tem singularidades
isoladas, então NI(P) é finito.

No caṕıtulo 3 veremos que #(Sing(Fα)) ≤ m(F), para todo α ∈ IS(P), onde m(F)
é a multiplicidade de F . Se denotarnos n(α) := #(Sing(Fα)), então podemos definir
n0 = max{n(α) : α ∈ IS(P)} e

GP (P) = {α ∈ IS(P) : n(α) = n0}.
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Note que C \ GP (P) é finito, pois é algebrico. Estudaremos em separado os casos em
que ∆(P) é ou não invariante. Primeiramente, no caṕıtulo 4, consideramos o caso em
que ∆(P) é invariante, isto é, todas as componentes de ∆(P) são curvas invariantes das
folheações do pencil P . Como estaremos interessados no caso em que Ip(P) é infinito,
podemos supor que 0 ∈ Ip(P) ∩ IS(P). Consideremos o caso em que F0 tem integral
primeira holomorfa f : X → S. Neste caso, dado α ∈ IS(P) \ {0}, diremos que Fα é
transversa com respeito a f , se o conjunto

{c ∈ S : Tang(Fα, Fc) = 0}

é genérico em S, e P é transversa com respeito a f , se existe α0 ∈ IS(P) tal que Fα0

é transversa com respeito a f .
Logo, se gen(f) representa ao género de uma fibra genérica de f então temos os

teoremas II e III, que são provados nas seções 4.3.1 e 4.3.2, respectivamente.

Teorema III. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em X tal que F∞ tem integral primeira
holomorfa f : X → P1, com gen(f) = 0. Suponha que ∆(P), então acontece uma das
seguintes possibilidades:

1. Ip(P) é finito.

2. IS(P) ⊂ Ip(P).

3. Existem α0 ∈ Ip(P) e λ ∈ C∗ tais que Ip(P) ∩ IS(P) = λQ+ α0.

Teorema IV. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em X tal que F∞ tem integral primeira
holomorfa f : X → P1, com gen(f) = 1. Suponha que ∆(P) é invariante. Se #Ip(P) ∩
IS(P) ≥ 3, Fα tem integral primeira local em todas as suas singularidades, para todo α ∈
IS(P), e Z(Fα0 , C) ≥ 1, para toda a componente C de ∆(P) e para algum α0 ∈ IS(P);
então existem λ ∈ C∗ e a ∈ C tais que

λQ+ a ⊂ Ip(P).

Na seção 4.3.3 consideramos o caso em que ∞ ∈ IS(P). Logo, se ∆(P) é invariante,
∞ ∈ IS(P) e Ip(P) tem um ponto de acumulação ∞, então pelo lema 4.27 temos que
estas condições permitem aplicar o teorema 3 de [25], que prova o teorema IV.

Teorema V. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F∞ é reduzida e tem integral
primeira holomorfa f : X → S. Suponha que ∆(P) é invariante, ∞ ∈ IS(P) e Ip(P) tem
um ponto de acumulação em ∞. Então,

• Se KX ̸= 0, onde KX é o fibrado canônico de X, então existem λ ∈ C∗ e a ∈ C tais
que

Ip(P) = (λ.(Q⊕ τQ) + a) ∪ {∞},
onde τ ∈ {i, e2πi/3}.

• Se KX = 0 e gen(S) = 0 então X é um toro algébrico; e se X = E ×E, com E curva
eĺıptica, então

Ip(P) ≃ End(E)⊗Q.
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Na seção 4.4 estudamos o caso F∞ tem integral primeira meromorfa F : X 99K S.
Sejam π : X̃ → X o processo de blow-up, usado para reduzir as singularidades de F∞
(no sentido de Seidenberg, cf. [37]), e P̃ := π∗P o pencil induzido em X̃. Sejam P̃ =

{F̃α}α∈C e ∆(P̃) o seu conjunto de tangências. Para garantir que ∆(P̃) seja invariante
suporemos que F∞ tem singularidades não degeneradas e que as singularidades fixas do
pencil são explosões não dicŕıticas fixas (para mais detalhes veja a definição 4.45 e a

proposição 4.46). Seja f := F∞ ◦ π : X̃ → S, então f é uma integral primeira holomorfa

de F̃∞.
Com as condições acima observemos que se ∆(P) é invariante pelo pencil e ∞ ̸∈

IS(P̃), então pela proposição 4.48 podemos descrever o conjunto Ip(P) usando os teoremas

III e IV. Por outro lado, se ∞ ∈ IS(P̃), temos que o pencil P = {Fα}α∈C é quase-
equirredut́ıvel, isto é, o processo de blow-up, usado para reduzir as singularidades de
Fα é o mesmo para todo α ∈ IS(P), pela Proposição 4.43. Assim temos o seguinte
teorema que será provado na seção 4.4.1.

Teorema VI. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 é não-degenerada e tem integral
primeira meromorfa F : X 99K S. Suponha que ∆(P) é invariante e Ip(P) \ {0} é infinito.

Se 0 ∈ IS(P̃) e todas as singularidades fixas de P são explosões não dicŕıticas fixas, então:

1. gen(F ) = 1.

2. Se KX ̸= 0, onde KX é o fibrado canônico de X, então existem λ ∈ C∗ e a ∈ C tais
que

Ip(P) = (λ.(Q⊕ τQ) + a) ∪ {∞},

onde τ ∈ {i, e2πi/3}.

3. Se KX = 0 e gen(S) = 0 então X é um toro algébrico; e se X = E ×E, com E curva
éliptica, então

Ip(P) ≃ End(E)⊗Q.

Finalmente, vejamos o caso em que ∆(P) é não invariante pelo pencil. Suponhamos
que X = P2 e seja

Fol(2, d) := {F , onde F é uma folheação em P2 de grau d}.

Observe que toda folheação de grau 0 tem integral primeira racional. Assim, se P ⊂
Fol(2, 0) então Ip(P) = C. Diremos que uma singularidade p de uma folheação em P2 é
um centro, se F possui uma integral primeira g numa vizinhanca de p, tal que p é uma
singularidade de Morse de g.

Seja
Folc(2, d) := {F ∈ Fol(2, d) : F tem um centro}.

Em [25], é provado que o conjunto Folc(2, d) é algébrico. Em particular Folc(2, d) se
decompõe nas suas componentes irredut́ıveis. Por exemplo quando d = 2, Folc(2, 2) tem
oito componentes irredut́ıveis (cf. [12]). Esta classificação permite descrever o conjunto
Ip(P), se P ⊂ Folc(2, 2).
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Suponhamos que ∆(P) tem uma componente não invariante e não NI(P), então pela
proposição 5.1

P ⊂ Folc(2, d).

Assim, se d = 1 ocorre somente uma das seguintes opções, ou P é um pencil de formas
logaŕıtmicas (em particular Ip(P) = λQ, para algum λ ∈ C∗), ou existe um subconjunto
finito {α1, . . . , αn} ⊂ C tal que C \ {α1, . . . , αn} ⊂ Ip(P) (veja a proposição 5.8).

O caso d > 2, foi estudado por Movasati. Em [29], ele define o conjunto I(a, b),
formado pelas folheações F = F(pGdF − qFdG) ∈ Fol(2, d), d = a+ b, que têm integral
primeira racional da forma

f : P2 \ ({F = 0} ∩ {G = 0})→ S, f(x, y) =
F (x, y)p

G(x, y)q

onde (F,G) ∈ Pa+1 × Pb+1,
a+ 1

b+ 1
=
q

p
, mcd(p, q) = 1, e Pd é o conjunto dos polinômios

de grau d em C2.
Sejam F ∈ I(a, b) e p uma singularidade centro de F . Seja Ft uma deformação

holomorfa de F em Fol(2, d) tal que a única singularidade perto de p ainda é um centro.
Assim, seguindo as ideias de Ilyashenko (cf. [20]), Movassati prova em [29] o seguinte
teorema:

Teorema. Se d = a+b > 2 então existe um conjunto UI(a,b) aberto e denso de I(a, b) tal que
para todo F(pGdF − qFdG) ∈ UI(a,b) e para todas as deformações Ft como antes, tem-se
que Ft é também uma folheação integravel. Melhor ainda, existem polinomios Ft e Gt tais
que Ft = F(pGtdFt − qFtdGt), onde Ft e Gt são holomorfas en t, F0 = F e G0 = G.

Usando o teorema anterior podemos provar o seguinte teorema.

Teorema VII. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em P2, onde F0 é uma folheação não-
degenerada. Seja ∆(P) não invariante pelo pencil com uma componente não invariante e não
NI(P). Então

1. Se d = a+ b > 2 e F ∈ UI(a,b), temos Ip(P) = C̄.

2. Se d = 2 então acontece somente uma das seguintes opções:

(a) Ip(P) é finito.

(b) Existe um subconjunto finito {α1, . . . , αn} ⊂ C tal que C\{α1, . . . , αn}. ⊂ Ip(P).
(c) Existem λ ∈ C∗ e µ ∈ C tais que Ip(P) = λQ+ µ.

No último caṕıtulo, estudaremos o caso em que o pencil P = {Fα}α∈C é gerado por
1-formas meromorfas fechadas, isto é, Fα é definido por ω + αη, para todo α ∈ C, onde
ω e η são 1-formas meromorfas fechadas em X. Usando o teorema de Fuchs para webs
folheadas parabólicas (cf. [8, p. 74]) e o teorema de Fuchs para webs folheadas abelianas
e hiperbólicas (cf. [8, p. 80]) temos os seguintes resultados.
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Proposição VIII. Seja P um pencil flat em P2, tal que toda componente de ∆I tem multi-
plicidade um. Suponhamos que toda componente C de ∆I é parabólica (veja definição 6.3).
Se #Ip(P) ≥ 2, então P é gerado por uma faḿılia de formas logaŕıtmicas. Em particular, P
e gerado por 1-formas meromorfas fechadas e

Ip(P) = Q.

Proposição IX. Seja P um pencil flat em P2, tal que toda componente de ∆I tem multipli-
cidade um. Suponhamos que toda componente C de ∆I é hiperbólica (veja definição 6.3) e
o grupo de monodromia é abeliano (veja definição 6.5). Se Ip(P) ̸= ∅, então

Ip(P) = C.

Além disso, o pencil P é gerado por 1-formas meromorfas fechadas.

Proposição X. Sejam Ω e η duas 1-formas meromorfas não fechadas em uma superf́ıcie
compacta X. Seja P = {Fα}α∈C, o pencil em X, onde Fα é induzido por Ω+ αη. Suponha
que existe uma 1-forma meromorfa θ em X, tal que dΩ = θ∧Ω, dη = θ∧ η e P = (θ)∞ tem
cruzamentos normais e P ⊗NF = OX .

Se o pencil P é flat, então existe uma função meromorfa f em X, tal que

d(fΩ) = 0 e d(fη) = 0.

Em particular, P é gerado por 1-formas meromorfas fechadas.

Para a prova da proposição a anterior, usamos a proposição 10 de [4].
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Caṕıtulo 1

Introdução global

Neste caṕıtulo recordaremos alguns conceitos básicos da teoria de folheações, como: fibra-
dos lineares associados a folheações e interseção de fibrados lineares. Também introduzire-
mos o conceito de isogenia entre curvas eĺıpticas e enuciaremos propriedades relacionadas.

1.1 Folheações holomorfas numa superf́ıcie compacta

Uma folheação holomorfa F numa superf́ıcie complexa compacta X é dada por uma
famı́lia de 1-formas holomorfas {ωi}i∈I definida sobre uma cobertura por abertos U =
{Ui}i∈I de X tais que ωi = gijωj, com gij ∈ O∗(Uij), onde Uij = Ui ∩ Uj ̸= ∅.

Os cociclos multiplicativos {gij}i,j∈I definem o fibrado linear NF em X, chamado o
fibrado normal de F . Também podemos definir a folheação F por meio de uma famı́lia
de campos holomorfos Xi, definidos sobre uma cobertura por abertos U = {Ui}i∈I de
X tais que Xi = fijXj, com fij ∈ O∗(Uij), onde Uij = Ui ∩ Uj ̸= ∅. Então o fibrado
tangente de F emX, denotado por TF é definido pelos cociclos multiplicativos {f−1

ij }i,j∈I .
Se N∗

F e T ∗
F denotam os fibrados duais de NF e TF , respectivamente, então eles estão

relacionados por:

KX = N∗
F ⊗ T ∗

F ,

onde KX é o fibrado canónico da superf́ıcie X. Seja π : X̃ → X um blow-up num ponto
p ∈ Sing(F) e E = π−1(p) o divisor em X̃. Então, em X̃ \E temos a folheação π∗(FX\{p}),

que pode ser extendida a todo X̃. Esta folheação será denotada por F̃ . Diremos que p é
dicŕıtica se E não é invariante por F̃ . Assim,

NF̃ = π∗(NF)⊗O(−l(p)E)

e

TF̃ = π∗(TF)⊗O((l(p)− 1)E),

onde

l(p) =

{
mp(F), se p é não dicŕıtica,

mp(F) + 1, se p é dicŕıtica.
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1.2 Fibrados lineares e interseção entre fibrados li-

neares

Fixaremos algumas notações e recordaremos algumas propriedades de fibrados lineares.
Dado um fibrado linear L numa superf́ıcie compacta X, ci(L) ∈ H i(X,Z) denota a i-ésima
classe de Chern, com i = 1, 2. Dados dois fibrados lineares L1 e L2 em X, c1(L1) · c1(L2)
denotará o produto cup ⟨c1(L1), c1(L2), [X]⟩ ∈ H4(X;Z), onde [X] repressenta a classe
fundamental de X. Com tais identificações, dado dois dividores D1 ·D2 em X o número
de interseção de um par de divisores é definido por:

D1 ·D2 = c1(O(D1)) · c1(O(D2)),

onde O(D) denota o fibrado linear de X, associado ao divisor D ⊂ X.
Sejam φ : X → Y um morfismo e seja D um divisor de X. Então por definição

existe uma cobertura por abertos {Ui}i∈I de X, localmente finita, onde em cada Ui temos
equações locais fi. Então as funções φ

∗(fi) sobre φ
−1(Ui) são equações locais (na cobertura

φ−1(Ui)) de algum divisor de X, que denotaremos como φ∗(D). Seja φ : X → Y um
morfismo de grau finito. Então a formula da projeção para D1 ∈ DivX e D2 ∈ Div Y
é dada por

φ∗(D1) · φ∗(D2) = deg(φ)D1 ·D2.

1.3 Alguns ı́ndices em superf́ıcies

Seja p ∈ X uma singularidade isolada de F , e seja (x, y, U) um sistema de coordenadas
com p ∈ U e x(p) = y(p) = 0, tal que a folheação F é representada em U por

X(x, y) = P (x, y)
∂

∂x
+Q(x, y)

∂

∂y
,

onde P e Q são funções holomorfas em U e (P,Q) = 1.
Seja J(x, y) a matriz Jacobianna de (P,Q) em (0, 0), então podemos definir o ı́ndice

de Poincaré-Hopf, PH(F , p), como

PH(F , p) = Res(0,0)

{
detJ

F ·G
dx ∧ dy

}
,

que coincide com o número de Milnor do campo X no ponto p, isto é

PH(F , p) = dimC
Op

⟨P,Q⟩
.

Também podemos definir o ı́ndice de Baum-Bott no ponto singular p, BB(F , p), como

BB(F , p) = Res(0,0)

{
(trJ)2

F ·G
dx ∧ dy

}
.
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Se definimos, m(F) =
∑

p∈Sing(F) PH(F , p) e BB(F) =
∑

p∈Sing(F)BB(F , p) então temos
a seguinte relação:

m(F) = c2(X) +BB(F)−NF ·KX ,

(cf [4]).
Agora, seja C ⊂ X uma curva que não é F -invariante. Dado p ∈ C, tomamos f = 0

uma equação local reduzida de C e X um campo holomorfo como na equação que induz
F em U . O ı́ndice de tangência de F em relação a C em p é dado por:

Tang(F , C, p) = dimC
Op

⟨f,X(f)⟩
.

Definimos

Tang(F , C) =
∑

p∈Sing(F)∩C

Tang(F , p).

1.4 Folheações de Riccati e turbulenta

Uma folheação F sobre uma superf́ıcie compacta conexa X é chamado folheação de
Riccati se existe uma fibração racional f : X → S, cuja fibra genérica é transversa a F .
Uma folheação F é de Riccati se, é somente se, NF · F = 0, para toda a fibra F regular
de f (cf. [4, p. 50]).

Uma folheação F sobre uma superf́ıcie compacta conexa X é chamado folheação
turbulenta se existe uma fibração eĺıptica f : X → S, cuja fibra genérica é transversa a
F . Uma folheação F é turbulenta se, e somente se, TF · F = 0, para toda a fibra regular
F de f (cf. [4, p. 64]).

Seja X una superf́ıcie complexa compacta e F uma folheação em X. Diremos que
F tem integral primeira, se existe um mapa não constante f : X 99K S, onde S uma
superf́ıcie de Riemann. Suporemos que a fibra genérica de f é irredutivél.

1.5 Grupo de Monodromia associado a um fibrado

transversal a uma folheação

Seja f : X → S uma fibração transversa a uma folheação G. Pela teoria de folheações
transversais às fibras de uma fibração, existe um conjunto aberto W ⊂ S tal que fixado
c ∈ W , temos associada a representação de holonomia global H de G,

H : Π1(W, c)→ Aut(Fc).

Além disso, H satisfaz as seguintes propriedades:

1. Dado um caminho fechado γ : [0, 1] → W tal que γ(0) = γ(1) = c, com [γ] ∈
Π1(W, c), e dado um ponto q ∈ L ∩ Fc, então H(γ)(q) é o ponto final do único
caminho γ̃ : [0, 1]→ L tal que γ̃(1) = q e f ◦ γ̃ = γ.
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2. Se denotamos o subgrupo H(Π1(W, c)) de Aut(Fc) por G0, então

L ∩ Fc = {g(q) : g ∈ G0}, (1.1)

para todo q ∈ L ∩ Fc. O grupo G0 é chamado de grupo de holonomia global de
G.

Consideremos uma famı́lia de folheações {Fα}α∈C tal que F0 = F . Então F̃ =
∪

α∈CFα

é uma folheação emM = X×C. Para ε > 0 suficientemente pequeno, sejaDε = {|z| < ε},
então a deformação de holonomia de F0 é dada por

Hδ : Σ′ ×Dε → Σ′ ×Dε

(q, α) 7→ (hδ(q, α), α),

onde hδ(q, 0) = hδ(q) é a holonomia de F0.

1.6 Algumas propriedades das curvas eĺıpticas

Definição 1.1. Sejam E1, E2 duas curvas eĺıpticas. Diremos que E1 é isógena a E2 se
existe um homomorfismo sobrejetivo λ : E1 → E2 cujo núcleo é finito. Tal homomorfismo é
chamado de isogenia.

Sejam Λ1 e Λ2 dois reticulados em C, e sejam E1 e E2 as curvas eĺıpticas induzidas
por Λ1 e Λ2, respectivamente. Denotemos o conjunto das isogenias de E1 em E2 por
Hom(E1, E2). Então Hom(E1, E2) é um grupo com as operações naturais de soma e
multiplicação por escalar.

Seja End(E) = Hom(E,E), onde E é uma curva eĺıptica. Suponha que α ∈ C tem
a propriedade αΛ1 ⊂ Λ2. Então a multiplicação pelo escalar α induz um homomorfismo
holomorfo bem-definido, a saber:

ϕα : C/Λ1 → C/Λ2, ϕα(z) = αz (modΛ2).

Naturalmente, essa aplicação induz uma isogenia emtre E1 e E2.

Teorema 1.2 ([21]). A aplicação

{α ∈ C : αΛ1 ⊂ Λ2} → {isogenias ϕ : E1 → E2}
α 7→ ϕα

,

é um isomorfismo.

Sejam X = E ×E, onde E ⊂ X é uma curva eĺıptica. Seja ainda C um subtoro de X
passando por (0, 0). Então existem α, β ∈ End(E) tais que C é a imagem do morfismo:

φα1,β1 : E → X
x 7→ (α1 · x, β1 · x)

.

Denotaremos por Eα,β a imagem da aplicação φα,β.
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Definimos um campo numérico como um subcampo K de C tal que [K : Q] é finito.
Seja B ⊂ C o anel dos inteiros algébricos. Então definimos o anel dos inteiros de K
como D = K ∩B. Além disso, dizemos que K é um campo quadrático se [K : Q] = 2.
Seja E = C/Γ, onde Γ = ⟨1, τ⟩ é uma curva eĺıptica então End(E) ≃ {α ∈ C : αΓ ⊂ Γ}.
Se K = End(E) ⊗Q then K é um campo quadrático tal que DK ≃ End(E)(cf. [21, pág
176])

Seja K um campo numérico. Então, dado um ideal I de OK , podemos definir a
norma do ideal I como o ordem do ideal quociente OK/I denotado por N(I), que é
finito (cf. [41]).

Dados α, β, γ, δ ∈ End(E), onde E é uma curva eĺıptica, temos que o número de
interseção das curvas eĺıpticas Eα,β e Eγ,δ é dado por:

Eα,β.Eγ,δ =

N

(
det

(
α β
γ δ

))
N(α, β)N(γ, δ)

, (1.2)

onde N(a1, . . . , ar) representa a norma do ideal gerado por a1, . . . , ar ∈ End(E) (cf. [19,
lema 3]).
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Caṕıtulo 2

Famı́lias lineares de folheações

Ao longo do presente trabalho, X denotará uma superf́ıcie complexa compacta.
Sejam F e G duas folheações distintas em X com singularidades isoladas, tais que

NF = NG. Então, existem uma cobertura por abertos U = {Ui}i∈I de X e coleções
(wi)i∈I , (ηi)i∈I , (gij)Uij ̸=∅, tais que:

1. wi e ηi são 1-formas holomorfas em Ui, que definem F e G em Ui, respectivamente.

2. Se Uij ̸= ∅, então wi = gijwj e ηi = gijηj em Uij, onde Uij = Ui ∩ Uj.

Pela condição 2, dado α ∈ C, as coleções {Ui, wi +αηi, gij}i∈I definem uma folheação Fα.
Assim, temos uma famı́lia linear de folheações {Fα}α∈C tal que NFα = NF , para todo
α ∈ C. Observe que F = F0 e G = F∞.

Definição 2.1. Dadas F e G duas folheações distintas em X, tais que NF = NG, diremos
que P(F ,G) := {Fα}α∈C é o pencil gerado por F e G.

Observação 2.2. Se P(F ,G) = {Fα}α∈C é o pencil gerado por F e G, então para todo
α, β ∈ C, com α ̸= β, P(F ,G) = P(Fα,Fβ). Isto justifica o fato que às vezes não faremos
referência expĺıcita aos geradores de um pencil, isto é, o pencil P(F ,G) por vezes será
denotado simplesmente como P.

Lembremos que, dadas duas folheações F e G, o conjunto de tangência entre F e
G, Tang(F ,G) é o conjunto anaĺıtico

Tang(F ,G) ∩ Ui = {p ∈ X : wi ∧ ηi(p) = 0}.

Analogamente à observação anterior, se P(F ,G) é o pencil gerado por F e G, então para
todo α, β ∈ C, com α ̸= β,

Tang(F ,G) = Tang(Fα,Fβ).

Assim, podemos definir o conjunto de tangência ∆(P) do pencil P = {Fα}α∈C como

∆(P) = Tang(F0,F∞).

Também podemos definir o conjunto singular de Fα, para α ∈ C, como o conjunto
anaĺıtico Sing(Fα) tal que Sing(Fα) ∩ Ui = {wi,α = wi + αηi = 0}.
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Exemplo 2.3. Seja X = P1 × P1 e seja (x, y,C2) um sistema de coordenadas em X.
Considere F e G duas folheações em X tais que F|C2 é induzida pela 1-forma dy = 0 e
G|C2 é induzida pela 1-forma dx = 0.

Então podemos definir o pencil P = {Fα}α∈C gerado por F e G, onde Fα é definido
em C2 por

dy + αdx = 0.

Em outras coordenadas (x, t,C2), (u, y,C2) e (u, t,C2), onde (u = 1
x
, t = 1

y
), Fα é definido

por

dt− αt2dx = 0,

−u2dy + αdu = 0,

u2dt+ αt2du = 0,

respectivamente. Neste caso,

Sing(Fα) =


{∞} × P1, se α = 0
P1 × {∞}, se α =∞
{(∞,∞)}, se α ∈ C \ {0,∞}

e
∆(P) = Sing(F0) ∪ Sing(F∞).

Seja P = {Fα}α∈C um pencil de folheações em uma superf́ıcie X. Então claramente
temos que Sing(Fα) ⊂ ∆(P), para todo α ∈ C. Seja p ∈ ∆(P) \ (Sing(F0) ∪ Sing(F∞)),
então existe um aberto Ui, com p ∈ Ui, e existe α0 ∈ C\{0,∞}, tais que (ωi+α0ηi)(p) = 0.
Assim p ∈ Sing(Fα0) e portanto ∪

α∈C

Sing(Fα) = ∆(P).

Observação 2.4. Em particular, ∆(P) = ∅ se, e somente se, Sing(Fα) = ∅, para todo
α ∈ C.

Exemplo 2.5. Sejam X = C2/Γ um toro complexo e π : C2 → X a projeção natural.
Seja P o pencil induzido em X pela famı́lia linear de 1-formas holomorfas em C2

dx+ αdy.

Claramente Sing(Fα) = ∅, para todo α ∈ C, e portanto ∆(P) = ∅, pela observação 2.4.

Sejam P(F ,G) um pencil em uma superf́ıcie X, ∆(P) seu conjunto de tangência e
denotemos por [∆(P)] o divisor definido por ∆(P). Então

OX([∆(P)]) = TF∗ ⊗NG. (2.1)

Com efeito, seja U = (Ui)i∈I uma cobertura por abertos de X e sejam (wi, gij, Ui),
(ηi, gij, Ui) coleções que definem as folheações F e G em Ui respectivamente, tais que
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wi = gijwj e ηi = gijηj, sempre que Ui ∩ Uj ̸= ∅. Para cada i ∈ I, a 1-forma wi tem
associada um campo Xi em Ui, tal que Xi = fijXj e o cociclo {fij} define o fibrado
cotangente TF∗ . Agora, se fj = iXj

(ηj), então ∆(P)∩Uj = {fj = 0}. Além disso, quando
Ui ∩ Uj ̸= ∅, temos

fi = ifijXj
(gijXj) = fijgijfj,

o que implica (2.1).
Um pencil P = {Fα}α∈C pode ter elementos com singularidades não isoladas, como

mostra o exemplo 2.3 e o seguinte exemplo.

Exemplo 2.6. Seja X = P2 com coordenadas homogêneas [X : Y : Z]. Consideremos
E1 := {Z = 1} e o sistema de coordenadas (x, y, E1), onde

(x, y) : E1 → C2

(X, Y, Z) 7→
(
X

Z
,
Y

Z

)
= (x, y)

.

Considere o pencil P = {Fα}α∈C definido em E1 por:

wα = xdy + αydx.

Neste caso, Sing(Fα) = {[0 : 0 : 1], [1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0]}, para todo α ∈ C \ {0,−1,∞},
Sing(F0) = {X = 0}, Sing(F∞) = {Y = 0} e Sing(F−1) = {Z = 0}. Logo F0, F∞ e F−1

têm singularidades não isoladas.

Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X. Definimos o conjunto

NI(P) := {α ∈ C : Fα tem singularidades não isoladas}.

Como NI(P) é um conjunto algébrico de C, temos o seguinte lema:

Lema 2.7. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X. Se Sing(F0) ∩ Sing(F∞) tem codimensão
2, então NI(P) é finito.

Como consequência imediata do lema anterior temos o seguinte corolário:

Corolário 2.8. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X. Se F0 tem singularidades isoladas então
NI(P) é finito.

Observação 2.9. Sob as condições acima, suponha que F0 e F∞ são definidas pelas
coleções (wi, gij, Ui)i∈I e (ηi, gij, Ui)i∈I , respectivamente, e seja D := Sing(F0)∩Sing(F∞).
Se D tem codimensão 1 (como queremos que o conjunto NI(P) seja finito) fazemos o
seguinte: para cada i ∈ I, sejam D ∩ Ui = {di = 0},

w̃i =
wi

di
, η̃i =

ηi
di

e g̃ij =
gijdj
di

.

Assim as coleções (ω̃i, ḡij, Ui)i∈I , (η̃i, g̃ij, Ui)i∈I , definem folheações F̃ e G̃, tais que D̃ =

Sing(F̃)∩Sing(G̃), tem codimensão dois. Logo, pelo lema 2.7 o pencil P̃ := P(F̃ , G̃), tem
conjunto NI(P̃) finito.
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2.1 Curvatura de um pencil

Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X, definido pelas coleções (ωi + αηi, Ui, gij)i,j∈I . Dado
i ∈ I, podemos encontrar uma única 1-forma meromorfa θi em Ui e holomorfa em Ui \∆,
tal que

dwi = θi ∧ wi

dηi = θi ∧ ηi
(2.2)

em Ui. De fato, existe um sistema de coordenadas locais (Ui, x, y), tal que wi = Aidy −
Bidx e ηi = Didy − Eidx em Ui. Então

θi =
1

∆i

((BiMi − EiNi)dx+ (DiNi − AiMi)dy)

onde ∆i := ∆(P) ∩ Ui = {DiBi − AiEi = 0}, Mi = ∂yEi + ∂xDi e Ni = ∂yBi + ∂xAi.
Como wi = gijwj e ηi = gijηj em Uij = Ui ∩ Uj ̸= ∅, obtemos de (2.2) que

wi ∧
(
θi − θj −

dgij
gij

)
=0,

ηi ∧
(
θi − θj −

dgij
gij

)
=0.

Logo em Uij \∆(P) temos

θi − θj =
dgij
gij

. (2.3)

De (2.3), podemos definir uma 2-forma holomorfa Θ em X \∆(P), tal que

Θ|Ui\∆(P) = dθi.

Lema 2.10. A 2-forma Θ pode ser estendida meromorficamente a ∆(P).

Prova: Segue de imediato pela unicidade de θi em Ui. 2

Observação 2.11. A forma Θ não depende das formas que definem o pencil, ou seja, se
o pencil é definido pelas coleções {w̃i = fiwi}, {η̃i = fiηi} e {gij}, onde fi ∈ O∗(Ui), então

θ̃i =
dfi
fi

+ θi, dw̃i = θ̃i ∧ w̃i, dη̃i = θ̃i ∧ η̃i.

Assim Θ = dθi = dθ̃i, e portanto Θ depende somente do pencil P .

Como vimos, dado um pencil P em uma superf́ıcie X, associamos uma 2-forma mero-
morfa Θ(P) em X, a qual é holomorfa em X \∆(P).

Definição 2.12. Dado um pencil P em X, diremos que Θ(P) é a curvatura de P .

Definição 2.13. Diremos que o pencil P é flat se a sua curvatura Θ(P) é nula, ou seja,
Θ(P) ≡ 0.
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Uma das propriedades importantes de um pencil flat P = {Fα}α∈C é a seguinte: dadas
Fα1 , Fα2 e Fα3 elementos de P com αi ̸= αj se i ̸= j, podemos definir uma 3-web regular
local com curvatura zero fora do conjunto ∆(P), isto é, para cada p ∈ X \∆(P), existe
um sistema de coordenadas ((x, y), U) com p ∈ U e x(p) = y(p) = 0, tal que as 1-formas

dx = 0 , dy = 0 e dx+ dy = 0

definem Fα1 , Fα2 e Fα3 em U , respectivamente, como mostra a figura 2.1.

U

Figura 2.1: 3-web regular local com curvatura zero

O seguinte lema mostra esta propriedade geométrica de um pencil flat [25, lema 2.14].

Lema 2.14. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat sobre uma superf́ıcie compacta X. Dado p ∈
X \∆(P), existe um sistema de coordenadas locais (U, x, y), com p ∈ U e (x, y) : U → C2,
tal que dado α ∈ C, a folheação Fα é definida em U por

dy + αdx.

Além disso, se (V, (u, v)) é um outro sistema de coordenadas com U ∩ V conexo e não vazio
e Fα é dado por dv + αdu, então du = λdx e dv = λdy, onde λ ∈ C∗.

Exemplo 2.15. Cada um dos exemplos abaixo define um pencil de curvatura zero em
P2. Estes exemplos podem ser encontrados em [25].

1. Pencil de grau 2 definido por:

P2

{
w1 = (4x− 9x2 + y2)dy − (6y − 12xy)dx
η1 = (2y − 4xy)dy − 3(x2 − y2)dx

2. Pencil de grau 3 definido por:

P3

{
w2 = (−x+ 2y2 − 4x2y + x4)dy − y(−2− 3xy + x3)dx
η2 = (2y − x2 + xy2)dy − (3xy − x3 + 2y3)dx

3. Pencil de grau 4 definido por:

P4

{
w3 = (x3 − 1)xdy − (y3 − 1)ydx
η3 = (x3 − 1)y2dy − (y3 − 1)x2dx
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4. Pencil de grau 3 definido por:

P ′
3

{
w4 = (−4x+ x3 + 3xy2)dy − 2y(y2 − 1)dx
η4 = (x2y − y3)dy − 2x(y2 − 1)dx

Para cada i = 1, . . . , 4, existe uma forma meromorfa fechada θi tal que:

dwi = θi ∧ wi,

dηi = θi ∧ ηi,

onde

θ1 =
5

6

d∆1

∆1

, ∆1 = −4y2 + 4x3 + 12xy2 − 9x4 − 6x2y3 − y4,

θ2 =
2

3

d∆2

∆2

+
2

3

dP2

P2

, ∆2 = (y2 − x)
(
y − x2

4

)
(y3 − x3 + 3xy + 1), P2 = y − x2

4
,

θ3 =
2

3

d∆3

∆3

, ∆3 = (x3 − 1)(y3 − 1)(x3 − y3),

θ4 =
3

4

d∆4

∆4

, ∆4 = (y2 − 1)(x+ 2 + y2 − 2x)(x2 + y2 + 2x).

Observação 2.16. Sob certas condições Lins Neto em [25], prova que qualquer pencil
em P2 tem que ser de umas das formas descritas acima.

Exemplo 2.17. Sejam Ω0 e Ω∞ 1-formas meromorfas fechadas emX tais que Ω0∧Ω∞ ̸≡ 0.
Então podemos definir um pencil flat P = {Fα}α∈C.

De fato, seja {Ui}i∈I uma cobertura por abertos de X, tal que dado i ∈ I:

Ω0|Ui
=
ωi,0

fi
e Ω∞|Ui

=
ωi,∞

gi
,

onde fi e gi são funções holomorfas em Ui. Dado α ∈ C \ {0,∞},

Ω0 + αΩ∞|Ui
=
ω̄i,α

figi
.

Assim, fixados α1, α2 ∈ C \ {0,∞}, definimos as 1-formas meromorfas Ω := Ω0 + α1Ω∞ e
η := Ω0 + α2Ω∞. Definimos ainda ω̃i = ω̄i,α1 e η̃i = ω̄i,α2 , para cada i ∈ I. Assim

ω̃i =
figi
fjgj

ω̃j , η̃i =
figi
fjgj

η̃j. (2.4)

Logo, podemos definir o conjunto anaĺıtico T , dado por T ∩ Ui = {ω̃i ∧ η̃i = 0}.
Como T tem finitas componentes irredut́ıveis, existe um conjunto finito F ⊂ C tal que,
dados α, β ∈ C \ F , |(w̃i + αη̃i)0| = |(w̃i + βη̃i)0|, para todo i ∈ I, implicando que
(Ω + αη)0 = (Ω + βη)0 e (Ω + αη)∞ = (Ω + βη)∞, para α, β ∈ C \ F .

Dado α ∈ C \ F , seja Fα a folheação induzida por Ω + αη. Então por [4, p. 20], para
α, β ∈ C \ F , temos

NFα = (Ω + αη)∞ − (Ω + αη)0 = (Ω + βη)∞ − (Ω + βη)0 = NFβ
.
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Portanto podemos definir o pencil P(Fα,Fβ) gerado por Fα e Fβ. Pela equação (2.4)
note que é facil provar que P é flat.

Em particular, se consideramos o pencil P = {Fα}α∈C de folheações logaŕıtmicas em
P2, definidas num sistema afim pelas 1-formas meromorfas fechadas:

Ωα =
k∑

i=1

(λi + αµi)
dfi
fi
,

onde k ≥ 2, λ = (λ1, . . . , λk) ∈ (C∗)k, µ = (µ1, . . . , µk) ∈ (C∗)k e f1, . . . , fk são polinômios
em C2, então P é flat.

Exemplo 2.18. Sejam X = C2/Γ um toro complexo e π : C2 → X a projeção natural.
Considere o pencil P induzido em X pela famı́lia linear de 1-formas holomorfas fechadas
em C2 dado por

dx+ αdy.

Então, pelo exemplo 2.17, o pencil é flat.

Observação 2.19. Sob as notações dos exemplos anteriores, lembremos que no exem-
plo 2.3 temos o pencil P = {Fα}α∈C, onde Fα é definido em C2 por

dy + αdx = 0.

Nesse caso F = {0,∞}. Por outro lado, no exemplo 2.6 temos o pencil P = {Fα}α∈C,
onde Fα é definido em C2 por

dy

y
+ α

dx

x
= 0,

e F = {0,−1,∞}.

Exemplo 2.20. Sejam Ω e η duas 1-formas meromorfas emX. Seja o pencil P = {Fα}α∈C
emX, onde Fα é induzido por Ω+αη. Suponha que existe uma 1-forma meromorfa fechada
θ em X tal que :

dΩ = θ ∧ Ω, dη = θ ∧ η. (2.5)

Então P é um pencil flat.
De fato, pelo exemplo 2.17 podemos supor, após uma reparametrização, que (Ω)0 =

(η)0 e (Ω)∞ = (η)∞. Logo, existe uma cobertura por abertos {Ui}i∈I de X, tal que, dado
i ∈ I:

Ω|Ui
=
wi

fi
e η|Ui

=
ηi
fi
, (2.6)

onde fi ∈ O(Ui). Além disso, as coleções (ωi + αηi,
fj
fi
, Ui) definem Fα, para todo α ∈ C.

Assim, das equações (2.5) e (2.6), temos que:

dωi = (
dfi
fi

+ θ) ∧ ω e dηi = (
dfi
fi

+ θ) ∧ ηi,

logo P é flat.
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Exemplo 2.21 (O pull-back de um pencil flat é um pencil flat). Seja f : Y → X uma
aplicação holomorfa, onde Y e X são superf́ıcies complexas compactas. Se P é um pencil
em X, então podemos definir o pencil pull-back f ∗P em Y .

De fato, como P = {Fα}α∈C é um pencil em X, então existe uma cobertura por
abertos U = {Ui}i∈I de X, tal que Fα é definida pelas coleções (ωi + αηi, Ui, gij)i,j∈I .

Logo, dado α ∈ C as coleções

(f ∗(wi) + αf ∗(ηi), Vi = (f−1(Ui), gij ◦ f)i,j∈I ,

definem a folheação f ∗(Fα) em Y . Sejam f ∗(P) = {f∗(Fα)}α∈C, f ∗(∆(P)) o seu conjunto
de tangência e D = Sing f ∗(F0) ∩ Sing f∗(F∞). Temos duas possibilidades

1. Se cod(D) = 2, então para α ∈ C

f∗(NFα) = NF̃α
+

nα∑
k=1

nk,αCk,α, (2.7)

onde
nα∑
k=1

nk,αCk,α denota o divisor de singularidades de f ∗(Fα) e F̃α tem singu-

laridades isoladas. Além disso, |Ck,α| ⊆ f ∗(∆(P)), para todo k ∈ {1, . . . , nα}. Logo
|Ck,α| é uma componente de f ∗(∆(P)), para todo k ∈ {1, . . . , nα}. Porém, como
f∗(∆(P)) tem finitas componentes, então existem um conjunto finito F ⊂ C e curvas
C1, . . . Cl com l ∈ N, tais que, dado α ∈ C \ F temos que l = nα e Ck = Ck,α para
todo k ∈ {1, . . . , l}. Assim podemos simplificar (2.7) obtendo:

f ∗(NFα) = NF̃α
+

l∑
k=1

nk,αCk.

Além disso, como cod(D) = 2 podemos supor sem perda de generalidade que dado
α, β ∈ C \ F , nk,α = nk,β para todo k = 1, . . . , l. Então, NF̃α

= NF̃β
, para

todo α, β ∈ C \ F , pois f∗(NFα) = f ∗(NFβ
). Logo definimos o pencil pull-back

f∗P := {F̃α}α∈C.

2. Se cod(D) = 1, seja D ∩ Vi = {di = 0}. Definamos

w̃i =
f ∗(wi)

di
e η̃i =

f∗(ηi)

di
.

Assim, temos coleções

(
Vi, w̃i, f

∗gij
dj
di

)
e

(
Vi, η̃i, f

∗gij
dj
di

)
, que definem folheações

F̃ e G̃ em Y , respectivamente tais que Sing F̃ ∩ Sing G̃ tem codimensão 2. Então,
pela primeira parte, existe um conjunto finito F tal que, dados α, β ∈ C \F tem-se

que NF̃α
= NF̃β

. Logo definimos f ∗P := {F̃α}α∈C.

De 1 e 2 é imediato provar que se o pencil P é flat então f ∗P também é.
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Analogamente, seja π : Blp(X) → X o blow-up num ponto p ∈ X. Então, dado um
pencil P em BlpX, podemos definir o pencil π∗P em X.

Logo dada uma aplicação meromorfa f : Y 99K X e dado um pencil P em X, podemos
definir um pencil f ∗P em Y . Com efeito, seja π : Ỹ → Y a aplicação de dessingularização
dos pontos de indeterminação de f . Então existe uma aplicação holomorfa f̃ : Ỹ → X
que faz comutar o seguinte diagrama

Ỹ

π

��

f̃

��?
??

??
??

?

Y
f //___ X

.

Assim definimos f ∗P := π∗f̃
∗P . Analogamente ao caso anterior, se P é flat então f ∗P

também é.

Lema 2.22. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X. Se ∆(P) = ∅ então o pencil P é flat.

Prova: É suficiente provar que

∫
X

Θ ∧ Θ̄ = 0, onde Θ é a curvatura do pencil P . Pela

definição de P , dado α ∈ C, a folheação Fα é definida pelas coleções (ωi+αηi, Ui, gij)i,j∈I
e, para cada i ∈ I, podemos encontrar uma única 1-forma meromorfa θi em Ui e holomorfa
em Ui \∆, tal que:

i) dwi = θi ∧ wi e dηi = θi ∧ ηi em Ui;

ii) θi − θj =
dgij
gij

em Ui ∩ Uj \∆(P).

Como ∆(P) = ∅ então θi ∈ Ω1(Ui), para todo i ∈ I. Assim pelo item ii), Θ|Ui
= dθi é

uma 2-forma holomorfa em X. Do isomorfismo

H2(X,C) ≃ H2
DR(X)

c1(NF) ↔ 2πiΘ

obtemos que o representante de c1(NF) na cohomologia de DeRham é 2πiΘ. Pela equação (2.1)
claramente temos que TF = NG, e como KX = T ∗

F ⊗ N∗
F então c1(KX) = −2c1(NF), e

portanto Θ = −c1(KX)

4πi
. Logo∫

X

Θ ∧ Θ̄ = − 1

4πi

∫
X

c1(KX) ∧ Θ̄. (2.8)

Como Θ ∈ H0(X,Ω2(X)) então Θ define uma seção em H0(X,KX) tal que [KX ] = (Θ)0.
Logo se (Θ)0 = [KX ] =

∑n
j=1 njCj, em (2.8) temos:∫

X

Θ ∧ Θ̄ = − 1

4πi

n∑
i=1

nj

∫
X

c1(Cj) ∧ Θ̄ = − 1

4πi

n∑
i=1

nj

∫
Cj

Θ̄ = 0.

Portanto Θ = 0. 2
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Lema 2.23. Seja P(F ,G) um pencil em uma superf́ıcie X tal que ∆(P) = ∅. Então X é
uma superf́ıcie minimal.

Prova: Suponha que X não é minimal, então X contém uma curva racional e lisa C tal
que C · C = −1. De (2.1), OX [∆(P)] = T ∗

F ⊗NG = OX , e portanto TF = NG. Logo

TF = NF = NG. (2.9)

Agora se C for F -invariante, então por (2.9) e pelas fórmulas de interseção(cf. [4, p. 25])
teŕıamos:

TF · C = X (C)− Z(F , C) = 2 = NF · C = C · C + Z(F , C) = −1,

o que é uma contradição. Analogamente, se C for G-invariante teŕıamos 2 = NG · C =
TG · C = −1. Assim C não é F nem G-invariante, logo

TF · C = C · C − Tang(F , C) = NG · C = X (C)− Tang(G, C). (2.10)

Como TF ·C = C ·C −Tang(F , C) = TG ·C = C ·C −Tang(F , C), temos Tang(F , C) =
Tang(G, C). Logo na equação (2.10) temos C · C = −1 = X (C) = 2, obtendo novamente
uma contradição. Portanto, X é uma superf́ıcie minimal. 2

Exemplo 2.24. Seja X a superf́ıcie de Hopf, definida por
C2 \ {(0, 0)}
⟨f⟩

, onde f(x, y) =(x
2
,
y

2

)
. Seja π : C2 \ {(0, 0)} → X a projeção natural. Consideremos em C2 \ {(0, 0)}∗

o pencil P definido por dx + αdy = 0. Seja P∗ := π∗(P) o pencil induzido em X, então
∆(P∗) = ∅. Pela observação 2.22, concluimos que P∗ é flat.

Proposição 2.25. Seja P(F ,G) um pencil em uma superf́ıcie Kähler compacta X tal que
∆(P) = ∅. Então X é um toro e as folheações F e G são lineares.

Para a prova desta proposição usaremos o teorema 2.26 e a proposição 2.27 de [2], que
enunciaremos em seguida.

Teorema 2.26. Sejam X uma superf́ıcie compacta, f : X → S uma fibração tangente a uma
folheação H, e F uma folheação regular em X . Então:

i) H é uma folheação regular.

ii) Se gen(f) = 1, com Kod(X) ≥ 0, então ou F = H, ou F é transversal a H, ou F é
turbulenta com respeito a f .

iii) Se gen(f) = 0 e gen(S) = 0, então, ou F = H, ou F é transversal a H.

O teorema anterior resume os resultados das proposições 2, 3 e 4 de [2].

Proposição 2.27 ([13]). Seja F uma folheação regular num toro complexo X. Então existe
um recobrimento π : C2 → X, tal que F é induzido via π por uma forma fechada bdx + dy,
com b ∈ C, ou por uma 1-forma fechada b(x)dx+ dy, onde b é uma função eĺıptica.
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Prova da proposição 2.25. Como ∆(P) = ∅, então TF = NG = NF assim KX =
N∗

F ⊗ N∗
F e c1(X) = 2c1(NF). Além disso, Sing(Fα) = ∅, para todo α ∈ C. Logo

c21(NF) = BB(F) = 0 (cf. [4, p. 34]). Portanto,

c21(X) = 4N2
F = 0.

De [4, p. 21] temos que:

c2(X) = N2
F +NF .KX −mF = N2

F +NF .KX = N2
F − 2N2

F = −N2
F = 0. (2.11)

Assim, pelo lema 2.23, X é uma superf́ıcie minimal tal que c21(X) = c2(X) = 0. Como
X é Kähler, o primeiro número de Betti b1(X) é par, então pelo teorema da classificação
das superf́ıcies compactas de Kodaira (cf. [1, p. 188]), Kod(X) < 2. Logo vale o seguinte:

1. Se Kod(X) = −∞, então X é uma superf́ıcie regrada de gênero 0. Em particular,
existe um fibrado f : X → P1 que define uma folheação H em X. Pelo teorema 2.26,
para α ∈ C, ou Fα = H, ou Fα é transversal a f . Pelo lema 2.14, dado p ∈ X,
existe um sistema de coordenadas (x, y, U), com p ∈ U e x(p) = y(p) = 0, onde
o pencil P é definido em U por dx + αdy, portanto TpX = ⟨ ∂

∂x
, ∂
∂y
⟩. Logo existe

α0 ∈ C tal que Tang(Fα0 ,H) > 0, e assim Fα0 = H. Além disso, para todo α ̸= α0,
Fα é uma folheação de Riccati com respeito a f . Fixado α ̸= α0 e F uma fibra de f ,
existe um sistema de coordenadas (x, y, U) tal que F ⊂ U ≃ D × P1 e as projeções
π2 : D×P1 → P1, π1 : D×P1 → D definem Fα|U ,Fα0 |U , respectivamente. Portanto
o pencil P|U é definido por w + αη = dx + αdy, mas neste caso ∆(P) ̸= ∅ (veja
exemplo 2.3).

2. Se Kod(X) = 0, então, ou X é uma superf́ıcie hipereĺıptica, ou X é um toro. Se X
é uma superf́ıcie hipereĺıptica, então admite uma fibração localmente trivial eĺıptica
f : X → S, com gen(S) = 1.

3. Se Kod(X) = 1, então X é uma superf́ıcie propriamente eĺıptica, em particular, X
é uma superf́ıcie eĺıptica.

Assim X é um toro ou existe um fibrado eĺıptico f : X → S com Kod(X) ≥ 0. No caso
em que existe um fibrado eĺıptico f : X → S, seja H a folheação tangente a f . Pelo
argumento feito no primeiro item, existe α0 ∈ C tal que H = Fα0 . Como ∆(P) = ∅,
então f não tem fibras cŕıticas e Fα é transversal a f , para todo α ̸= α0. Portanto f é
um fibrado principal com funções de transição localmente constantes, e assim por [1, p.
197], X é um toro, como queŕıamos.

Para finalizar, veremos que F e G são folheações lineares. Como X é um toro, pela
proposição 2.27, existe um recobrimento π : C2 → X tal que F e G são induzidas via π
pelas 1-formas fechadas w = b(x)dx + dy e η = c(x)dx + dy, respectivamente, onde b e c
são constantes ou são funções eĺıpticas.

Seja x0 um ponto regular de b e c. Então existe uma vizinhança U de π(x0, 0) tal que
∆(P) ∩ U = {π(x, y) ∈ U : b(x) − c(x) = 0} = ∅. Como b(x) ̸= c(x), então b e c são
constantes. Em particular, P é um pencil de folheações lineares. 2
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Observação 2.28. No artigo [2], as únicas superf́ıcies de classe V II que admitem uma
folheação regular são as superf́ıcies de Hopf e Inoue. No exemplo 2.24, X não é Kähler
mas ∆(P) = ∅, logo a hipótese de X ser Kähler é necessária na proposição 2.25.

2.2 Pencils no Toro

Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X. Como já mencionamos, estamos interessados no
estudo do seguinte conjunto

Ip(P) := {α ∈ C : Fα possui integral primeira racional}

quando o pencil é flat.
Na seção anterior, vimos que se P = {Fα}α∈C é um pencil em X, tal que ∆(P) = ∅ e

X é uma superf́ıcie Kähler compacta, então X é um toro e P é um pencil flat de folheações
lineares. Seja então X = C2/Γ, onde Γ é um reticulado. Assim, podemos identificar

P(H0(X,Ω1
X)) ≃ {F(ω) folheações holomorfas em X, ω ∈ Ω1

X},

e como ∆(P) = ∅,

Ip(P) = {α ∈ C : Fα tem integral primeira holomorfa}.

A seguinte proposição descreve explicitamente o conjunto Ip(P) quando X é um toro
complexo.

Proposição 2.29 ([33, p. 61]). Seja I(X) ⊂ P(H0(X,Ω1
X)) o conjunto das folheações

lineares que admitem integral primeira holomorfa. Então a cardinalidade i(X) de I(X) é 0,
1, 2 ou ∞. Além disso,

1. Se i(X) = 0, então X é um toro simples complexo.

2. Se i(X) = 1, então X é um toro complexo não algébrico.

3. Se i(X) = 2, então X é isógeno ao produto de duas curvas simples não isógenas.

4. Se i(X) ≥ 3, então i(X) = ∞ e X é isógeno ao quadrado de uma curva eĺıptica
E. Além disso, se w1, w2 é um par de 1-formas linearmente independentes sobre X,
admitindo integrais primeiras holomorfas, então

{λ ∈ C : w1 + λw2 tem integral primeira holomorfa} ∪ {∞} ≃ End(E)⊗Q ∪ {∞}.
(2.12)

Da proposição 2.29 concluimos que se P é um pencil em X, com P ⊂ H0(X,Ω1(X))
e #Ip(P) ≥ 3, então X é isógeno a E × E e

Ip(P) \ {∞} ≃ End(E)⊗Q. (2.13)

Das proposições 2.29 e 2.25, temos o teorema I.
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Teorema I. Seja X uma superf́ıcie Kähler compacta e seja P um pencil em X. Se ∆(P) = ∅,
então X é um toro e P é um pencil de folheações lineares. Além disso, se #Ip(P) ≥ 3 então
X = E × E, onde E é uma curva eĺıptica e

Ip(P) \ {∞} ≃ End(E)⊗Q.

Em particular, escrevendo E = C/Γ com Γ = ⟨1, τ⟩, se 0,∞ ∈ Ip(P) e existe α ∈ Ip(P) \
Q ∪ {∞}, então

Ip(P) \ {∞} = Q(τ),

onde, τ =
√
−d com d livre de quadrados.

Observação 2.30 ([40, p. 164]). Seja E = C/⟨1, τ⟩, então ocorre uma das seguintes
possibilidades:

1. End(E)⊗Q = Q.

2. End(E)⊗Q = Q(τ), onde τ =
√
−d e d é livre de quadrados, ou seja, Q(τ) é uma

extensão quadrática imaginária de Q.

Como estamos interessados no caso em que Ip(P) é infinito, vamos considerar o toro
X = T1 × T1, onde T1 = C/Γ1, Γ1 = ⟨1, τ1⟩ e π : C→ T1 a projeção natural. Fixado α ∈
C \ {0}, seja Fα a folheação induzida por dy+αdx e consideremos Lα = {(π(x), π(αx)) :
x ∈ C} a folha de Fα que passa por (0, 0). Então

#
(
Lα ∩ ({0} × T1)

)
<∞⇐⇒ ∃ k ∈ N : kα(m+ τ1n) ∈ Γ1, ∀m,n ∈ Z

⇐⇒ ∃ k ∈ N : kΓ1(α) ⊂ Γ1 onde Γ1(α) = αΓ1. (2.14)

Assim, afirmamos que α ∈ Ip(P) \ {0,∞} se, e somente se, existe k ∈ N \ {0} tal que
kΓ1(α) ⊂ Γ1.

De fato, se α ∈ Ip(P) \ {0,∞}, então existe fα : X → S integral primeira holomorfa,
onde S é uma curva compacta. Como {0} × T1 não é folha de Fα, então fα|{0}×T1 :
{0} × T1 → S é uma aplicação holomorfa não constante. Logo,

#(Lα ∩ {0} × T1) = #(fα|{0}×T1)
−1(c) <∞,

onde c = fα(0, 0). Portanto por (2.14) existe k ∈ N \ {0} tal que kΓ1(α) ⊂ Γ1. Recipro-
camente, por (2.14), temos #(Lα ∩ {0} × T1) < ∞, o que implica Lα compacta. Outra
maneira de provar esta implicação é definindo a aplicação holomorfa

f : T1 × T1 → T1
(x, y) 7→ x− αky

,

que é uma integral primeira para Fα.
Pelo mesmo argumento, se T = T1 × T2, onde T1 = C/Γ1 e T2 = C/Γ2, então

α ∈ Ip(P) \ {0,∞} ⇐⇒ ∃ k ∈ N \ {0} tal que kΓ1(α) ⊂ Γ2.

Observação 2.31. Seja P ⊂ H0(X,Ω1
X) um pencil em X. Suponha que exista α ∈

Ip(P) \ {0,∞}, então existe k ∈ N \ {0} tal que kΓ1(α) ⊂ Γ1. Assim o isomorfismo
em (2.13) é dado por

τ : Ip(P) → End(E)⊗Q
α 7→ kα⊗ 1

k

.
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2.2.1 Relação com os pencils de Lins Neto

Suponha que Γ = ⟨1, τ0⟩, com τ0 = e
2πi
3 . Trabalharemos com folheações lineares na

variedade abeliana X = E × E, com E = C/⟨1, τ0⟩. Definamos a aplicação

φ : X → X
(x, y) 7→ (τ0x, τ0y)

.

Fazendo uma conta simples, temos:

• φ3 = idX .

• Fix(φ) = {(pl, pk); 1 ≤ l, k ≤ 3 : p1 = [0], p2 = [2
3
+ 1

3
τ0], p3 = [1

3
+ 2

3
τ0]}.

Denotemos por {lk}9k=1 os 9 pontos fixos de φ. Seja π : BlFix(φ)(X) → X o processo
de nove blow-ups, em cada ponto de Fix(φ) e Dk = π−1(lk), para k = 1, . . . , 9, como na
figura 2.2.

D1 ·D1 = −1
l1

l2

l3

l4

l6

l5

l7

l8

l9

X

E × {0}

Bll1(X)

D1

πl1←−

Figura 2.2: Blow-up em l1

Sejam X̃ = BlFix(φ)(X) e φ̃ : X̃ → X̃ o automorfismo em X̃, que faz o seguinte
diagrama comutar:

X̃

π

��

φ̃ // X̃

π .

��
X

φ // X

(2.15)

Como φ3 = idT , temos que φ̃3 = idT̃ . Assim, podemos considerar os grupos finitos

G = ⟨φ⟩ e G̃ = ⟨φ̃⟩, e as variedades quocientes Y := X/G e Ỹ := X̃/G̃. Seja h : X → Y a

aplicação quociente e h̃ : X̃ → Ỹ o morfismo canônico induzido. Então h̃ é um morfismo
finito de grau 3, tal que o seu divisor de ramificação R é dado por

R =
9∑

k=1

3Dk.

De fato, como φ̃3 = idT̃ , então h̃ é de grau 3. Agora, fixado p ∈ Fix(φ), podemos supor,
sem perda de generalidade, que p = (0, 0). Seja D = π−1(p), então existem duas coorde-
nadas locais (x, t, U1) e (u, y, U2), obtidas fazendo um blow-up, e tais que D ⊂ U1 ∪ U2.
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Além disso, π(x, t) = (x, tx) e π(y, u) = (uy, y), nas coordenadas (x, t) e (y, u), respec-
tivamente. Logo, φ̃(x, t) = (τ0x, t) e φ̃(y, u) = (τ0y, u), nas coordenadas (x, t) e (y, u),
respectivamente. Portanto Fix(φ̃) ∩ (U1 ∪ U2) = D.

Algumas propriedades da superf́ıcie Ỹ são dadas no seguinte teorema.

Teorema 2.32. Sob as condições acima, Ỹ é uma superf́ıcie projetiva não singular. Além
disso, Ỹ é uma superf́ıcie racional que contém nove curvas racionais disjuntas D̃1, . . . , D̃9, com
D̃2

k = −3, para k = 1, . . . , 9, e doze curvas racionais disjuntas Ẽ1, . . . , Ẽ12, com Ẽ2
j = −1,

para j = 1, . . . , 12.

Prova: Primeiramente provemos que Ỹ é uma superf́ıcie algébrica não singular. Como Ỹ
é lisa fora de h̃(|R|), já que a ação gerada por φ̃ é propriamente descont́ınua em X̃ \ |R|,
então é suficiente provar que Ỹ é liso em φ̃(|R|). Se D é uma componente de |R|, então
D = Dk0 para algum k0 ∈ {1, . . . , 9}. Seja A = C[X̃ ∩ U1] o anel de coordenadas de

X̃ ∩ U1, isto é
A = C[X̃ ∩ U1] = {f ∈ C[x, t] : f ≡ 0 em X̃ ∩ U1},

e seja

AG̃ = {f ∈ A : f ◦ g = f para todo g ∈ G̃} = ⟨x3, t⟩.

Por [39, p. 136], Ỹ ∩ φ̃(U1) é algébrico e AG̃ ≃ C[Ỹ ∩ φ̃(U1)]. Logo Ỹ é liso em φ̃(U1).

Analogamente nas coordenadas (u, y), Ỹ é liso em φ̃(U2), e assim Ỹ é liso em φ̃(D).

Provaremos agora que Ỹ é uma superf́ıcie racional. Pelo teorema de Castelnouvo-
Enriques (cf. [17, p. 536]), é suficiente provar que P2(Ỹ ) = q1(Ỹ ) = 0.

Vejamos que q1(Ỹ ) = 0. Fixado w′ ∈ H0(Ỹ ,Ω1
Ỹ
), tem-se que h̃∗(w′) é uma forma

h̃-invariante em H0(X̃,Ω1
X̃
). Visto que π induz um isomorfismo π∗ : H0(X,Ω1

X) →
H0(X̃,Ω1

X̃
) obtemos uma 1-forma w ∈ H0(X,Ω1

X) φ-invariante. Em particular, φ∗w = w.
Como w = adx + bdy, onde a, b ∈ C, obtemos a = b = 0, ou seja, w = 0. Analogamente
prova-se que p2(Ỹ ) = 0. Assim, Ỹ é uma superf́ıcie racional.

Fixado k ∈ {1, . . . , 9}, sejam D = Dk e D̃ = h̃(Dk). Então h̃|D : D → D̃ é um

biholomorfismo e portanto D̃ é uma curva racional. Além disso, h̃∗(D̃) = 3D e assim

h̃∗(D̃) · h̃∗(D̃) = 9D ·D = −9.

Logo, pela fórmula da projeção

h̃∗(D̃) · h̃∗(D̃) = deg(h̃).(D̃ · D̃) = 3D̃ · D̃

obtemos D̃2 = −3. Assim, Ỹ contém nove curvas racionais disjuntas D̃1, . . . , D̃9, com
D̃2

k = −3, para k = 1, . . . , 9.
Agora, consideremos as seguintes quatro curvas eĺıpticas em X:

E0,1 ={0} × E, E1,1 ={(x, x) : x ∈ E},
E1,0 =E × {0}, E1,−τ0 ={(x,−τ0x) : x ∈ E}.

Estas curvas satisfazem as seguintes propriedades:
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1. E0,1 ∩ Fix(φ) = {l1, l2, l3}, E1,1 ∩ Fix(φ) = {l1, l5, l9}, E2,0 ∩ Fix(φ) = {l1, l4, l7} e
E1,−τ0 ∩ Fix(φ) = {l1, l6, l8}.

2. Sejam C = {E0,1, E1,0, E1,1, E1,−τ0} e F ∈ C . Dado p ∈ Fix(φ), seja Fp = F + p,
então φ(Fp) = Fp e Fix(φ) ∩ Fp = (Fix(φ) ∩ F ) + p. Logo, o conjunto

E := {Fp : p ∈ Fix(φ), F ∈ C },

é formado por doze curvas eĺıpticas. Assim, denotemos por

E = {E1, E2, . . . , E12}.

Se fixamos duas curvas eĺıpticas Ej, Ek ∈ E com j ̸= k, então Ej e Ek se intersectam
somente em um ponto de Fix(φ). Em particular, Ej e seus trasladados intersectam
Ek somente em três pontos fixos de φ. Portanto, π∗E := {π∗E1, . . . , π

∗E12}, o
conjunto dos transformados estritos das curvas em E , está formado por doze curvas
eĺıpticas disjuntas de autointerseção −3.

Fixado j ∈ {1, . . . 12}, seja F = π∗Ej e F̃ = h̃(F ). Então h̃|F : F → F̃ é uma

aplicação holomorfa de grau 3, tal que h̃|F tem três pontos de ramificação de ordem 3.

Logo, pelo teorema de Riemann-Hurwitz, temos que gen(F̃ ) = 0.

Como h̃∗(F̃ ) = F e h̃∗(F̃ ) · h̃∗(F̃ ) = F · F = −3, então pela fórmula da projeção

−3 = (h̃∗(F̃ ) · h̃∗(F̃ )) = deg(h̃)(F̃ · F̃ ) = 3(F̃ · F̃ ),

obtemos F̃ 2 = −1. Portanto, se Ẽ := {Ẽ1, . . . , Ẽ12}, com Ẽj = h̃(Ej), para j = 1, . . . , 12,

então Ẽ está formado por doze curvas (−1) racionais disjuntas, como na figura 2.3. 2
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−3

−3

−3

−3

−3

−3

−3

−3

−1

−1
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−1

−1

−1
−1

−1

−1

−1

−1

−1

−1

−3

−3

−3

−3

−3
−3

−3

Dl1

h̃−→

X̃ Ỹπ∗E1 Ẽ1

D̃l1

Figura 2.3

Corolário 2.33. Sob as condições do teorema anterior, Ỹ só contém doze curvas (−1) que
são disjuntas. Além disso, se π1 : Ỹ → X é a aplicação blow-down de tais curvas, então
X = P2.

Para provar o corolário utilizaremos o seguinte teorema.
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Teorema 2.34 (Fórmula de Riemann-Hurwitz para superf́ıcies). Seja f : X → Y um recobri-
mento ramificado entre duas superf́ıcies compactas não singulares. Então

c2(X) = nc2(Y )−
r∑

k=1

(nk − 1)X (Dk),

onde n = deg(f),Dk são as componentes irredut́ıveis do lugar de ramificaçãoR =
∑r

k=1 nkDk

e nk é o ı́ndice de ramificação de Dk.

Prova do corolário 2.33: Seja π1 : Ỹ → X ′ a aplicação blow-down das curvas Ẽj ∈ Ẽ ,
para j = 1, . . . , 12.

Como h̃ : X̃ → Ỹ é uma aplicação de grau 3 e o seu divisor de ramificação é R =∑9
k=1 3Dk, aplicando o teorema 2.34 temos que c2(Ỹ ) = 15, de onde segue que c2(X

′) = 3.
Afirmamos então que X ′ é minimal. Caso contrário, consideremos a aplicação blow-down
π∗ : X ′ → X1 das curvas (−1) em X ′. Então X1 é minimal e c2(X1) < 3. Agora, como

pg(Ỹ ) = P2(Ỹ ) = 0, então pg(X1) = P2(X1) = 0. Assim, pela fórmula de Noether (cf. [17,
p. 438]) temos:

c21(X1) + c2(X1)

12
= 1− pg(X1) + P2(X1) = 1.

Logo c21(X1) = 12− c2(X1) > 9. Isto contradiz o teorema de classificação das superf́ıcies
de Kodaira, pois não existe uma superf́ıcie minimal X1 tal que c2(X1) < 3 e c21(X1) > 9.
Portanto X ′ é minimal. Agora usamos o fato que qualquer superf́ıcie racional minimal
é uma superf́ıcie de tipo Sn (superf́ıcie de Hirzebruch, cf. [17]) ou P2 (cf. [17, p. 520]).
Como c2(Sn) ≥ 4 e c2(P2) = 3 então X ′ = P2. 2

Sob as notações acima, seja (Fix(φ), E) a configuração de pontos e curvas eĺıpticas em
X, como mostra a figura 2.4.

E8

E10 E12 E11

E6

E1

E3E5

E7

E2

E4 E9

l9 l6 l2

l8 l5 l3

l7 l4 l1

Fix(φ) = {l1, . . . , l9}

E = {E1, . . . , E12}

Figura 2.4

Seja π1 : X → P2, a aplicação de blow-downs das curvas Ẽj ∈ Ẽ , para j = 1, . . . , 12.
Então, pelo corolário anterior obtemos doze pontos E∗ = {e1, e2, . . . , e12} em P2. Seja

D̃ := {D̃1, . . . , D̃9},

o conjunto das nove curvas racionais disjuntas em Ỹ , tal que D̃k · D̃k = −3, para todo
k = 1, . . . , 9 e seja Lk := π1(D̃k) ⊂ P2, para k = 1, . . . , 9. Então Lk · Lk = 1, e portanto
Lk é uma reta em P2, para todo k = 1, . . . , 9.
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Consideremos a configuração de retas e pontos C = (E∗,Fixφ∗) em P2, onde Fixφ∗ =
{L1, . . . , L9}. Esta configuração apresenta as seguintes propriedades:

1. Cada reta L ∈ Fixφ∗ contém quatro pontos de E∗.

2. Cada ponto em E∗ pertence a três retas de Fixφ∗.

3. Se três pontos de E∗ não estão contidos em uma reta L ∈ Fixφ∗, então não são
colineares.

Logo por [26], por meio de um automorfismo de P2 (caso seja necessário), C é descrito
como na figura 3.2.

e12

e10

e8 e9

e4 e5 e6

e1 e2

e11

e7

e3

L6

L5

L4

L1 L2 L3

L9

L7

L8

Fix(φ)∗ = {L1, . . . , L9}

E∗ = {e1, . . . , e12}
P2

Figura 2.5

Agora consideremos o pencil P = {Gα}α∈C de folheações lineares, onde Gα é definida
pela 1-forma holomorfa

ωα = dy − αdx.
Como ωα é φ-invariante, então Gα induz uma folheação F̃α em Ỹ . Em particular, F̃α

induz uma folheação Fα em P2.

Lema 2.35. Sob as notações acima:

1. Se α /∈ {1, τ0, τ 20 ,∞}, então Fα tem 21 singularidades não degeneradas, onde nove são
de tipo (−3 : 1) e doze são singularidades radiais contidas em E∗. Em particular Fα

tem grau 4.

2. Se α ∈ {1, τ0, τ 20 ,∞}, então Sing(Fα) = E∗.

Prova: Como as doze curvas eĺıpticas Ẽj ∈ Ẽ , com j = 1, . . . , 12, induzem doze pontos
tais que por cada uma delas passam três retas de L∗ invariantes de Fα para todo α ∈ C,
então Fα tem doze singularidades fixas, para todo α ∈ C.

Seja α ∈ {1, τ0, τ 20 ,∞}. Fixado q ∈ Fix(φ), seja l a folha de Gα que passa por q, então
l ∈ E . Portanto Fα tem somente doze singularidades, ou seja, Sing(Fα) = E∗.

Por outro lado, se α /∈ {1, τ0, τ 20 ,∞}, fixado q ∈ Fix(φ), seja l a folha de Gα que

passa por q, então l /∈ E . Sejam π∗l o transformado estrito de l e l̃ := h̃(π∗l), então
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existe uma única curva D̃ ∈ D̃, tal que D̃ ∩ l = {tq} e tq ∈ Sing(F̃α). Como π1 é um
biholomorfismo local em uma vizinhança de tq, então π1(tq) é uma singularidade de Fα,
para todo q ∈ Fix(φ), logo Fα tem 21 singularidades. Em particular, Fα tem grau 4 e

é uma folheação não degenerada. Logo tq é uma singularidade não degenerada de F̃α, e
pelo teorema do ı́ndice de Camacho-Sad (cf. [7]),

CS(F̃α, l̄) = l̄ · l̄ = −3 = CS(F̃α, l̄, t) =
λ

µ
,

onde (λ : µ) é o quociente dos autovalores em tq. Como Sing F̃α ∩ l̃ = {tq} então l̃ possui
holonomia trivial. Pelo teorema de Mattei-Mousu [11], existe um sistema de coordenadas

(x, y, U), t ∈ U , x(t) = y(t) = 0 tal que F̃α|U := d(x3y), como se pode ver na figura 2.6.

E

E

L

q1
G : dy + αdx

L̃
t1 F̃U : d(x3y)

L̄

φ̃−→
πq1←−

Figura 2.6

Resumindo, se α /∈ {1, τ0, τ 20 ,∞}, então Fα tem 21 singularidades não degeneradas,
onde nove são de tipo (−3 : 1) e doze são singularidades radiais contidas em E∗. Por outro
lado, se α ∈ {0, τ0, τ 20 ,∞}, então

Sing(Fα) = E∗.

2

Em [26, §2.2], Lins Neto define o pencil de grau 4:

P4

{
ω = (x3 − 1)xdy − (y3 − 1)ydx
η = (x3 − 1)y2dy − (y3 − 1)x2dx

.

Observação 2.36. Como toda reta de L∗ é uma componente invariante de ∆(P4), então,
para todo α ∈ C, existe um único Fα ∈ C tal que Fα = F4

Fα
, onde F4

Fα
é um elemento do

pencil P4. Em particular h∗(P4) = P(dx, dy).

Lema 2.37. Sob as notações acima, seja P o pencil no toro X definido por dy−αdx. Então
existe uma aplicação racional g : X 99K P2 tal que g∗(P) = P4. Além disso, a aplicação
F : C→ C definida por F (α) = (τ 20 − 1)α+1 leva uma folheação Gα ∈ P em uma folheação
F4

Fα
∈ P4.
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Prova: Primeiramente caracterizaremos F4
Fα

para α ∈ {0, 1,−1,∞}. Como FF0 , FF1 ,
FF−τ0

e FF∞ têm doze singularidades, então

{F0, F1, F−τ0 , F∞} = {1, τ0, τ 20 ,∞}.

Seja g = π−1
1 ◦ h̃ ◦ π, então g : X 99K P2 é uma aplicação racional. Das configurações

(E ,Pt) em X e (E∗,Pt∗) em P2 (veja as figuras 2.4 e 3.2), obtemos

g∗(F4
∞) = G∞, g∗(F4

1 ) = G0,
g∗(F4

τ20
) = G1, g∗(F4

τ0
) = G−τ0 .

Logo, existe uma aplicação injetiva racional F : C→ C tal que F (∞) =∞, F (0) = 1,
F (1) = τ 20 e F (−τ0) = τ0. Portanto F (α) = (τ 20 − 1)α+ 1. 2

Observação 2.38. Como E = C/⟨1, τ0⟩ e τ0 ∈ Ip(P) \ {0,∞}, pela observação 2.30,

End(E)⊗Q = Q(τ0).

Além disso, como 0, 1,∞ ∈ Ip(P), pela observação 2.31,

Ip(P) = Q(τ0) ∪ {∞}

Em particular, Ip(P4) = Q(τ0) ∪ {∞}.

2.2.2 Cálculo do grau da integral primeira de F4
t , t ∈ Ip(P4)

Lembremos que na seção anterior definimos o pencil P4 em P2 e provamos que

Ip(P4) = {α ∈ C : Fα tem integral primeira racional Ft de grau dt} = Q(τ0) ∪ {∞}.

Dado t ∈ Q(τ0) \ {1, τ0, τ 20 }, queremos determinar no grau da integral primeira de
F4

t . Desde que Λ−1(t) = α ∈ Q(τ0) então existe β1, α1 ∈ Z[τ0] tal que α1 = αβ1,
(α1, β1) = 1 ( Z[τ0] é um domı́nio de fatoração única) e g∗(F4) = Gα, onde Gα é definido
por ω = α1dy − β1dx. Em particular, fα1,β1 = α1y − β1x é uma integral primeira de Gα e
Eα1,β1 é uma folha de Gα passing by (0, 0), that is, Eα1,β1 = f−1

α1,β1
(0).

Seja Ft uma integral primereira de F4
t e C1 uma fibra genérica de Ft de grau dt.

Podemos supor que g∗(Ft) = Eα1,β1 + p, onde p /∈ Fix(φ). Seja C := g∗(Ft) and E :=

E1,0 + p in X. Portanto, dado Ẽ and C̃, os transformados estritos de E e C por π,

respectivamente, então C · E = C̃ · Ẽ.
Seja Ē = h̃(Ẽ) e C̄ = h̃(C̃), então h̃∗C̄ = 3C̃ e h̃∗Ē = 3Ẽ. Pela fórmula da projeção

temos
3C̃ · 3Ẽ = (h∗C̄ · h∗Ē) = 3C̄ · Ē.

Logo
3C · E = C̄ · Ē. (2.16)

Denotemos por C1 = π1(C̄) and E1 = π1(Ē) as curvas obtidad em P2 (ver Figura 2.7).
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g99K

Gα : dy − αdx

Fα = F4
F (α)

α ∈ Q(τ0)

E1C1

CE1,0 + p, p /∈ Fix(φ)

Figura 2.7

Como E1 ∩ l7 = {a, p5, p9} (veja figura 2.2) ea, p5, p9 são singularities radiais de F4
1

então deg(E1) = 3.

Assim obtemos

π∗
1(C1) = C̄ +

∑
p∈P∗∩C1

mpDp, (2.17)

onde mp é a multiplicidade de C1 in p, Dp = π−1
1 (p). Além disso,

π∗
1(E1) = Ē +

∑
p∈P∗∩E1

Dp, (2.18)

onde P∗ ∩ E1 = P∗ \ {p1, p6, p8}. Então, por (2.16)–(2.18), temos

3 deg(C1) = C1 · E1

= π∗
1(C1) · π∗

1(E1)

= C̄ · Ē +
∑

p∈P∗∩C1

mp +
∑

p∈P∗∩E1

mp −
∑

p∈P∗∩C1∩E1

mp

= 3C · E +
∑

p∈P∗∩E1

mp

Dado p ∈ P∗ ∩ E1, temos que

mp = C · Ep,

onde Ep ∈ E é uma curva eĺıptica correspondente ao ponto p ∈ Fix∗(φ).

Portanto obtemos

deg(C1) =
1

3
(3C · E +

∑
p∈P∗∩E1

C · Ep)

Assim, para calcular dt, só falta calcular C · E. Da equação (??),

C · E = C · E1,0 = Eα1,β1 · E1,0 = N(β1) = a2 − ab+ b2,
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onde β1 = a+ τ0b. Então

deg(C1) =
1

3
(3N(β1) + 3N(α1) + 3N(β1 − α1) + 3N(β1 + jα1)),

e,
dt = N(β1) +N(α1) +N(β1 − α1) +N(β1 + jα1), (2.19)

onde t =
α1

β1
. Portanto temos provado o seguinte teorema.

Teorema 2.39. Temos
Ip(P4) = Q(τ0) ∪ {∞}.

Seja t ∈ Ip(P4) \ {1, τ0, τ 20 ,∞}, então g∗(F4
t ) = Gα, onde α =

t− 1

−2− τ0
, e se escrevemos

α =
α1

β1
, com α1, β1 ∈ Z[τ0] e (α1, β1) = 1 então

dt = N(β1) +N(α1) +N(β1 − α1) +N(β1 + jα1),

onde dt é o grau da integral primeira racional F4
t .
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Caṕıtulo 3

Singularidades móveis e fixas

No presente caṕıtulo consideraremos o caso em que ∆(P) é não-vaźıo. O nosso objetivo,
é estudar as componentes de ∆(P). A partir disto, daremos condições para garantir que
o pencil é flat. Por outro lado, na seção 3.2, descrevemos o conjunto Ip(P) quando P está
definido em P2.

3.1 Estudo das componentes de ∆(P)
Consideremos o pencil P = {Fα}α∈C, onde F0 tem singularidades isoladas. Pelo corolário 2.8,
o conjunto NI(P) = {α ∈ C : Fα tem singularidades não isoladas} é finito.
Seja IS(P) := C \NI(P), então se α ∈ IS(P):

1. Fα tem singularidades isoladas.

2. NFα = NF0 .

3. mFα = N2
Fα

+NFα .KX + c2(X) = N2
F +NF .KX + c2(X) = m(F).

Dado α ∈ IS(P), seja n(α) := #(Sing(Fα)). Então pelo item 3, n(α) ≤ m(F) para todo
α ∈ IS(P). Assim, podemos definir n0 = max{n(α) : α ∈ IS(P)} e

GP (P) = {α ∈ IS(P) : n(α) = n0}.

Lema 3.1. Com as notações acima, C \GP (P) é finito.

Prova: Dado α0 ∈ C existe uma vizinhança U de α0 tal que:

1. n(α) ≥ n(α0), para todo α ∈ U .

2. Ou U ⊂ {α : n(α) = n(α0)}, ou n(α) > n(α0), para todo α ∈ U \ {α0}.

Em particular, GP (P) é aberto e C \GP (P) é discreto. Dáı segue o lema. 2

Definição 3.2. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X e seja C uma componente irredut́ıvel de
∆(P). Diremos que C é invariante pelo pencil, se C é Fα-invariante, para todo α ∈ IS(P).
Além disso, diremos que ∆(P) é invariante se todas as suas componentes são invariantes
pelo pencil.
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O seguinte lema pode ser encontrado em (cf. [25]).

Lema 3.3. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X e seja C uma componente irredut́ıvel de ∆(P)
de multiplicidade k ≥ 1. Então existe um conjunto finito F ⊂ C, tal que dado p ∈ C \ F
existe um sistema de coordenadas (U, (x, y)) com p ∈ U , x(p) = y(p) = 0, C ∩U = (y = 0),
e existem 1-formas holomorfas ω e η, tais que ω + αη representa Fα|U , onde

1. Se C é invariante pelo pencil, então temos{
η = dy

ω = P (x, y)dy − ykdx

onde P ∈ O(U). Se θ é tal que dw = θ ∧ w e dη = θ ∧ η, então

θ =
(Px

yk
+
k

y

)
dy

Em particular, Θ|U = y−kPxxdx ∧ dy nestas coordenadas.

2. Se C é não-invariante por F∞ (e portanto pelo pencil), então{
η = dx

ω = ykdy −Q(x, y)dx

onde Q ∈ O(U). Se θ é tal que dw = θ ∧ w e dη = θ ∧ η, então

θ =
Qy

yk
dx.

Em particular, Θ|U = − ∂
∂y
(y−kQy)dx ∧ dy nestas coordenadas.

Segue do lema 3.3 que dada uma componente irredut́ıvel C de ∆(P) acontece somente
uma das seguintes opções:

• Existe um aberto V de C e uma aplicação holomorfa injetiva p : V → C, tal que
p(α) ∈ Sing(Fα), para todo α ∈ V .

• Existe α ∈ C, tal que C ⊂ Sing(Fα).

Logo, é natural fazer as seguintes definições:

Definição 3.4. Diremos que p ∈ P é uma singularidade fixa, se p é uma singularidade
comum a todos os Fα.

Definição 3.5. Seja P um pencil em X, e seja C uma componente irredut́ıvel de ∆(P).
Diremos que C contém uma singularidade móvel, se existe uma aplicação holomorfa
injetiva p : V → X de P , tal que p(V ) ⊂ C. Por outro lado, diremos que C é uma
componente NI, se existe α ∈ C, tal que C ⊂ Sing(Fα).

Logo dada uma componente irredut́ıvel C de ∆(P) então ou C é uma componente NI
ou C contém uma singularidade móvel.
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Exemplo 3.6. Seja P = {Fα}α∈C, um pencil em P2, onde F0 e F∞ estão definidas pelas
1-formas polinomiais homogêneas de grau 3 em C3

w = −z(ax2 + 3y2 + 3cz2)dx+ 2xyzdy + x(ax2 + y2 + 3cz2)dz,

η = −2z2xdx+ 2x2zdz,

respectivamente, onde a, c ∈ C∗ são contantes fixas.
Neste caso, Sing(F∞) = {x = 0} ∪ {z = 0} e se A± = [0 : ±

√
c : 1], D1 = [0 : 0 : 1],

C± = [1 : ±
√
a : 0] e

B±(α) =

[
−2α±

√
4α2 − 12ac

2a
: 0 : 1

]
,

então, para α ∈ C, temos

Sing(Fα) = {A±, B±(α), C±, D1}.

Além disso, A±, C± e D1 são singularidades fixas do pencil, e B±(α) são singularidades
móveis. O conjunto de tangência do pencil é dado por

∆(P) = {x2yz2 = 0},

onde {x = 0} e {z = 0} são componentes NI, invariantes pelo pencil e {y = 0} é
uma componente não-invariante que contém uma singularidade móvel, como vemos na
figura 4.1.

componente
invariante NI

{z = 0}{x = 0}
componente

invariante NI

{y = 0}
componente
não invariante
e não NI

P2

Figura 3.1: • = singularidade fixa do pencil

Observações.

1. Se ∆(P) é invariante pelo pencil, então todo ponto p ∈ Sing(∆(P)) é uma singu-
laridade fixa do pencil. O exemplo 3.6, mostra que a hipótese de que ∆(P) seja
invariante é necessária. De fato, no mesmo exemplo, temos que

∆(P) = {x2yz2 = 0},

não é invariante pelo pencil e p = (0, 0) ∈ Sing(∆(P)) não é uma singularidade do
pencil.
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2. Se p ∈ ∆(P) é uma singularidade fixa do pencil P , então não temos necessariamente
que p ∈ Sing(∆(P)). De fato, no exemplo 3.6, temos que para cada singularidade
fixa p ∈ {A±, C±, D1}, existe uma componente lisa C de ∆(P) tal que p é um ponto
regular de C.

Exemplo 3.7. Seja P4 = {Fα}α∈C, o pencil de grau 4 em P2(veja o lema 2.35), onde F0

e F∞ estão definidas pelas 1-formas polinomiais homogêneas de grau 3 em C3

w = xz(x3 − z3)dx+ yz(y3 − z3)dy + xy(y3 − x3)dz,
η = y2(x3 − z3)dx+ x2(y3 − z3)dy + z2(y3 − x3)dz,

respectivamente.

Neste caso, o conjunto de tangência é dado por

∆(P) = {[x : y : z] ∈ P2 : (x3 − z3)(y3 − z3)(x3 − y3) = 0}

o cual está formado por nove linhas L1, . . . , L9 como vemos na figura 2.2.

L6

L5

L4

L1 L2 L3

L9

L7

L8

P2

singularidade fixa do pencil

Li componente invariante não NI, i = 1, . . . , 9

Figura 3.2

Tais linhas são componentes invariantes não NI e o conjunto de interseção das linhas
são doze singularidades fixas do pencil.

Lema 3.8. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X, e seja C uma componente não-NI de ∆(P)
com multiplicidade k ≥ 1. Então existe uma singularidade móvel ρ : V → C, com V aberto
de C, tal que:

1. k = 1 implica que ρ(α) é uma singularidade não-degenerada de Fα, para todo α ∈ V .

2. k ≥ 2 implica que, dado α ∈ V ,

• ρ(α) é uma sela-nó, se C é invariante.

• ρ(α) é uma singularidade nilpotente ou uma sela-nó, se C é não-invariante.
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Prova do lema 3.8: Seja C uma componente de ∆(P). Se C é invariante, pelo lema
2.7, existe um conjunto finito F tal que, dado q ∈ C \ F , podemos encontrar um sistema
de coordenadas (x, y, U) onde U é uma vizinhança de q, com x(q) = y(q) = 0 e C ∩ U =
{y = 0}. Além disso, Fα|U está definida pelo campo vetorial Xα em U dado por:

Xα = (P (x, y) + α)
∂

∂x
+ yk

∂

∂y
. (3.1)

Logo

Sing(Fα) ∩ U = {y = α+ P (x, y) = 0}.

Coloquemos P (x, y) = p0(x) + yp(x, y). Se p0(x) é constante, U ∩ {y = 0} ⊂ Sing(F−p0),
logo C é uma componente NI. Por outro lado, se p0(x) não é constante, seja −α0 um
valor regular de p0. Então existe uma vizinhança V ⊂ C e um mapa holomorfo ρ : V → C
tal que ρ(α) ∈ Sing(Fα), para todo α ∈ V .

Deste modo, C contém uma singularidade móvel. De (3.1), dado α ∈ V , a parte linear
de Xα em ρ(α) = (x(α), 0) é dada por(

p′0(x(α)) ∗
0 kyk−1

)
. (3.2)

Em (3.2), se C tem multiplicidade k = 1, então ρ(α) é uma singularidade não-degenerada
de Fα, para todo α ∈ V . Por outro lado, se k ≥ 2, ρ(α) é uma sela-nó de Fα, para todo
α ∈ V .

Se C é uma componente não-invariante, pelo lema 3.3, existe um conjunto finito
F tal que para p ∈ C \ F , existe um sistema de coordenadas (x, y, U), p ∈ U , com
x(p) = y(p) = 0 e ∆(P) ∩ U = {y = 0}, sendo Fα|U definida em U pelo campo vetorial
Xα dado por

Xα = (Q(x, y) + α)
∂

∂y
+ yk

∂

∂x
. (3.3)

Logo

Sing(Fα) ∩ U = {y = α+Q(x, y) = 0}.

Seja Q(x, y) = q0(x)+q1(x)y+q(x, y)y
2. Se q0 é constante então U∩{y = 0} ⊂ Sing(F−q0),

ou seja, C é uma componente NI. Por outro lado, se q0 não é constante, seja −α0 um valor
regular de q0. Então existe uma vizinhança V ⊂ C e um mapeo holomorfo ρ : V → C tal
que ρ(α) ∈ Sing(Fα), para todo α ∈ V .

Da equação (3.3), a parte linear de Xα em ρ(α) = (x(α), 0), com α ∈ V , é dada por:(
0 kyk−1

q′0(x(α)) q1(x(α))

)
. (3.4)

Em (3.4), se C tem multiplicidade k = 1, então ρ(α) é uma singularidade não-
degenerada, e no caso em que k ≥ 2, ou ρ(α) é uma sela-nó, ou ρ(α) é uma singularidade
nilpotente, para todo α ∈ V . 2
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Observação 3.9. Seja P = {Fα}α∈C um pencil, onde F0 é uma folheação não-degenerada.
Note que:

n(α) = n(0) = mF0 = mFα ,

para todo α ∈ GP (P). Portanto, Fα é uma folheação não-degenerada, para todo α ∈
GP (P).

Observação 3.10. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em uma superf́ıcie X, onde F0 é uma
folheação não-degenerada. Se C é uma componente não-NI de ∆(P), então C tem mul-
tiplicidade um.

De fato, pela observação 3.9, Fα é uma folheação não-degenerada e n(α) = n(0) = n0,
para todo α ∈ GP (P). Se C tem multiplicidade k, então pelas equações (3.2) e (3.4) da
prova do lema 3.8 temos que k = 1.

Definição 3.11. Diremos que uma componente C de ∆(P) é nice, se uma das seguintes
condições é satisfeita:

• C é invariante pelo pencil e não-NI, tal que para qualquer singularidade móvel p : V →
C tem-se que a função α ∈ V 7→ BB(Fα, pα) é constante, onde BB(Fα, pα) denota o
ı́ndice de Baum-Bott da folheação Fα na singularidade p(α), para todo α ∈ V .

• C é uma componente NI e invariante pelo pencil.

• C não é invariante pelo pencil e não-NI, tal que para qualquer singularidade móvel
p : V → C tem-se que a função α ∈ V 7→ BB(Fα, pα) é identicamente nula.

• C é uma componente NI e não-invariante pelo pencil, e é invariante pela folheação
dividida correspondente.

O seguinte teorema pode ser encontrado em [27, p. 4].

Teorema 3.12. Sejam F e G duas folheações holomorfas em uma superf́ıcie complexa com-
pacta, tais que NF = NG. Seja Θ a curvatura do pencil gerado por F e G. Suponha que
todas as componentes de Tang(F ,G) têm multiplicidade um. Então as seguintes condições
são equivalentes:

1. O pencil é flat;

2. Todas as componentes de Tang(F ,G) são nice;

3. Θ é holomorfa.

Uma aplicação imediata da observação 3.10 e do teorema 3.12 é o seguinte resultado:

Proposição 3.13. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X, tal que ∆(P) não tem componentes
NI. Suponha que F0 é uma folheação não-degenerada com uma singularidade de tipo (1 : −1)
em toda componente não-invariante e Ip(P) é denso. Então o pencil é flat.
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Prova: Como ∆(P) não tem componentes NI e F0 é uma folheação não-degenerada
então, pela observação 3.10, toda componente C de ∆(P) tem multiplicidade 1. Assim,
pelo teorema 3.12, é suficiente provar que as componentes de ∆(P) são nice. Seja então C
uma componente irredut́ıvel de ∆(P). Se C é invariante, pelo lema 3.8, existe um conjunto
finito F tal que, para cada q ∈ C \ F , podemos encontrar um sistema de coordenadas
(x, y, U) onde U é uma vizinhança de q, com x(q) = y(q) = 0 e C ∩ U = {y = 0}. Além

disso, Fα|U é representada pelo campo vetorial Xα = (P + α)
∂

∂x
+ y

∂

∂y
, onde P (x, y) =

p0(x)+yp(x, y) para todo α ∈ C e C contém uma singularidade móvel ρ : V → C, definida
por ρ(α) = (x(α), 0). Logo, a parte linear de Xα em ρ(α) é dada por:(

p′0(x(α)) ∗
0 1

)
. (3.5)

Assim, BB(Fα, pj(α)) : D1 → C é dada por

BB(Fα, ρ(α)) =
(p′0(x(α)) + 1)2

p′0(x(α))
.

Note que BB(Fα, pj(α)) ∈ Q para todo α ∈ Ip(P). Como Ip(P) é denso em C, obtemos
que α 7→ BB(Fα, pj(α)) é constante, e portanto C é nice.

Por outro lado, se C é componente não-invariante, seja ρ : V → C uma singularidade
móvel em C. Como Ip(P) é denso em C, obtemos que α 7→ BB(Fα, ρ(α)) é constante.
Logo BB(Fα, ρ(α)) ≡ 0, pois ρ(0) é uma singularidade de tipo (1 : −1), e portanto C é
nice. 2

3.2 Algumas relações entre um pencil flat P em P2 e

o conjunto Ip(P)
As curvas algébricas invariantes são objetos centrais na teoria da integrabilidade. A
primeira questão relacionada com a existência de integrais primeiras é saber se um campo
vetorial polinomial, tem ou não curvas algébricas invariantes.

Em 1891, Poincaré tentou responder à seguinte questão:

“É posśıvel decidir se uma folheação em P2 tem integral primeira racional?”.

Denotemos por Fol(2, d) o conjunto das folheações de grau d em P2. Em [36], Poincaré
obteve uma resposta parcial a esta questão, dado no seguinte teorema e que será usada
na proposição

Teorema 3.14. Seja F ∈ Fol(2, d) uma folheação não-degenerada tal que todas as suas
singularidades reduzidas têm autovalores cujo quociente é igual a −1. Seja F uma integral
primeira racional de F com fibra genérica irredut́ıvel. Então, existem inteiros positivos m,n ∈
N, com (m,n) = 1, tais que:

deg(F ) =
mn

m+ n
(d+ 2). (3.6)
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No mesmo trabalho, Poincaré também faz a seguinte observação:

Observação 3.15. É posśıvel limitar o grau da solução genérica de F em termos do grau
da folheação de F . Com efeito, comom e n são primos e (m,n) = 1, então (m,m+n) = 1,
(n,m+ n) = 1 e (mn,m+ n) = 1. De (3.6)

(m+ n) deg(F ) = mn(d+ 2),

e assim m + n divide d + 2. Em particular, m, n e deg(G) são limitados em função do
grau d.

Definição 3.16. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X, tal que dado α ∈ C, Fα é representada
pelas coleções (Xi + αYj, Ui, fij)i,j∈I , onde Xi e Yi são campos holomorfos em Ui. Suponha
que F0 é uma folheação não-degenerada. Dada uma singularidade fixa p do pencil, diremos
que p é de tipo fixo, se para todo α ∈ GP (P) o quociente dos autovalores associados ao
campo Xi + αYi em p é constante.

Seja P = {Fα}α∈C um pencil em uma superf́ıcie X, onde F0 e F∞ são folheações
não-degeneradas, e seja p ∈ X uma singularidade fixa do pencil. Daremos condições
necessárias e suficientes para garantir quando p é de tipo fixo.

A menos de uma mudança de coordenadas, podemos supor que as partes lineares dos
campos X0 e X∞ que definem as folheações F0 e F∞ em uma vizinhança Up de p são
dados por

A =

(
λ1 0
0 λ2

)
e B =

(
a b
c d

)
,

respectivamente.
Assim, dado α ∈ C, a parte linear do campo Xα que define Fα em Up é da forma

A+ αB =

(
λ1 + αa αb
αc λ2 + αd

)
.

Para cada α ∈ GP (P), o ı́ndice de Baum-Bott é:

BB(Fα, p) =
((λ1 + λ2) + α(a+ d))2

(λ1 + αa)(λ2 + αd)− α2cb
,

seja BBp(α) := BB(Fα,p). Logo, BBp(α) pode ser extendida a uma função meromorfa
em C. Assim, p é de tipo fixo se, e somente se, BBp(α)

′ = 0 e, por meio de uma conta
simples, obtemos que BBp(α)

′ = 0 se, e somente se, ou BB(F0, p) = BB(F∞, p) = 0, ou

λBB(F0, p) = tr(A) tr(B)

λBB(F∞, p) = tr(A) tr(B)

onde λ = λ1d+ λ2a.

Proposição 3.17. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em P2. Suponha que F0 é uma folheação
não-degenerada, com integral primeira racional, tal que todas as suas singularidades reduzidas
são do tipo (1 : −1). Se 0 é um ponto de acumulação de Ip(P) e as singularidades fixas do
pencil são de tipo fixo, então

Ip(P) = C
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Prova: Por hipótese 0 ∈ GP (P), logo existem uma vizinhança V ⊂ C de 0 e funções
holomorfas pk+1, . . . , pn0 : V → P2, tais que para todo α ∈ V ,

Sing(Fα) = {p1, . . . , pk, pk+1(α), . . . , pn0(α)},

onde n0 = d2 + d + 1, pi é singularidade fixa, para i = 1, . . . , k, e pj(α) é singularidade
móvel, para j = k + 1, . . . , n0.

Fixados α ∈ V e p ∈ Sing(Fα); temos

1. Se p é alguma singularidade fixa pi, com i ∈ {1, . . . , k}, então, por hipótese, p é de
tipo fixo. Em particular, p ∈ Sing(F0), o que implica que p ou é de tipo (m : n),
com m,n ∈ N, ou é de tipo (1 : −1).

2. Se p = pj(α), para algum j ∈ {k0 + 1, . . . , kn0}, onde pj : V → C é uma singula-
ridade móvel e C é uma componente de ∆(P), então como o pencil é flat e C tem
multiplicidade 1; segue que:

• Se C é invariante, então p = pj(α) é do mesmo tipo que pj(0). Portanto ou p
é de tipo (1 : −1), ou p é de tipo (m : n), com m,n ∈ N.
• Se C não é invariante então p é de tipo (1 : −1).

Portanto as singularidades de Fα para α ∈ V ou são de tipo (m : n), com m,n ∈ N, ou
são de tipo (1 : −1). Logo, pelo teorema 3.14:

d+ 2 =
mα nα

mα + nα

deg(Fα),

onde d = deg(Fα) = deg(F). Assim, pela observação 3.15, existe k0 := k0(d) ∈ N tal que
deg(Fα) ≤ k0, para todo α ∈ Ip(P) ∩ V . Consideremos então o conjunto algébrico

IP (k0) = {F ∈ Fol(2, d) : F tem integral primeira F, deg(F ) ≤ k0}.

Assim, como 0 é um ponto de acumulação de V ∩ Ip(P) então

P ⊂ IP (k0).

Em particular, Ip(P) = C. 2

37



38



Caṕıtulo 4

Estudo do conjunto Ip(P) quando
∆(P) é invariante

Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X. Ao longo deste caṕıtulo, suporemos que Ip(P) ̸= ∅.
Estudaremos o conjunto Ip(P) quando ∆(P) é invariante. Para facilitar a leitura do
presente caṕıtulo, apresentamos a seguinte tabela.

Caso geral Caso particular Ip(P) Seção

F0 com “i.p. holomorfa”

gen(f) = 0 Teorema II 4.3.1
gen(f) = 1 Teorema III 4.3.2
gen(f) = 1 e

Teorema IV 4.3.3
0 ∈ IS(P)

0 ∈ Ip(P)
0 ∈ IS(P̃) Teorema V 4.4.1

0 /∈ IS(P̃) Teoremas II e III 4.4.2

4.1 Condições necessárias e suficientes para que ∆(P)
seja invariante

Seja f : X → S uma fibração cujas fibras são conexas. Denotemos o conjunto dos valores
cŕıticos de f por V C(f) e, para c ∈ S, denotemos Fc = f−1(c). Seja V = f−1(V C(f)),
então pelo Teorema de Fibração de Ehresman,

f |X\V : X \ V → S \ V C(f)

é um fibrado C∞. Logo, χ(Fc) = χ(Fc′), para todo c, c′ ∈ S \ V C(f), onde χ(Fc) é a
caracteŕıstica de Euler de Fc. Assim podemos definir o gênero de f como gen(f) :=
gen(Fc), onde c ∈ S \ V C(f).

Lema 4.1. Sejam F e G duas folheações em X com singularidades isoladas, tais que NF =
NG. Suponha que F tem integral primeira holomorfa f : X → S, onde S é uma superf́ıcie
de Riemann compacta. Assim, temos:
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1. Se gen(f) = 0, então F = G.

2. Se gen(f) = 1 e F ≠ G, então G é turbulenta com respeito a f .

3. Se gen(f) ≥ 2 e F ̸= G, então para qualquer fibra regular F de f , não-invariante por
G, tem-se que Tang(G, F ) > 0.

Prova: Seja F uma fibra regular de f . Se F é G-invariante então

TG · F = 2− 2 gen(f).

De fato, existe uma fibra regular F ′ de f tal que F ′∩Sing(F) = ∅, ou seja, Z(F , F ′) = 0.
Portanto

TG · F = TF · F = TF · F ′ = χ(F ′)− Z(F , F ′) = 2− 2 gen(f).

Por outro lado, se F não é G-invariante então

TG · F = F · F − Tang(G, F ) = −Tang(G, F ) = TF · F = 2− 2 gen(f) ≤ 0. (4.1)

Assim, por (4.1), se gen(f) = 0 então toda a fibra regular F de f é invariante por G,
e portanto F = G. Se gen(f) = 1 e F ̸= G, seja F uma fibra regular de f não-invariante
por G. Então, por (4.1), Tang(G, F ) = 0, ou seja, G é uma folheação turbulenta com
respeito a f . Finalmente, quando gen(f) ≥ 2 e F ≠ G, seja F uma fibra regular genérica
não-invariante por G. Então, novamente por (4.1), Tang(G, F ) > 0. 2

Observação 4.2. No lema anterior não aparecem folheações de Riccati, pois F e G têm
singularidades isoladas e NF = NG.

Definição 4.3. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que, dado α ∈ C, Fα é definido pelas
coleções (ωi+αηi, Ui, gij)i,j∈I . Para α ∈ NI(P) = C\IS(P), seja Sing(Fα)∩Ui = {fi = 0}
e ωi + αηi = fiω

′
i,α, para todo i ∈ I. Diremos que a folheação F ′

α definida pelas coleções(
ω′
i,α,

fj
fi
gij, Ui

)
i,j∈I

é a folheação dividida associada a Fα.

Observação 4.4. Seja F uma folheação em X tal que F não tem singularidades isoladas.
Diremos que F tem integral primeira se a folheação dividida associada a F tem integral
primeira.

Proposição 4.5. Se P = {Fα}α∈C é um pencil em X tal que F0 tem integral primeira
holomorfa f : X → S e 0 ∈ IS(P), então gen(f) ≥ 1. Além disso:

1. Se gen(f) = 1, então existem c1, . . . ck ∈ S tais que ∆(P) ⊂
k∪

j=1

f−1(cj).

2. Se gen(f) ≥ 2 então ∆(P) tem uma componente não-invariante.
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Prova: Podemos supor, sem perda de generalidade, que ∞ ∈ IS(P). Como F0 ̸= F∞
então, pelo lema 4.1, gen(f) ≥ 1.

Suponha gen(f) = 1 e seja C uma componente de ∆(P). Se C não está contida em uma
fibra de f então C é uma componente não-invariante de ∆(P). Fixado α ∈ IS(P), existe
fibra regular F não Fα-invariante tal que F ∩ C ̸= ∅. Em particular, Tang(Fα, F ) > 0.
Porém,

TFα · F = F · F − Tang(Fα, F ) = TF · F = 0,

o que implica Tang(Fα, F ) = 0, contradição. Assim, toda a componente C de ∆(P) está
contida em uma fibra de f , e portanto existem c1, . . . , ck ∈ S tais que

∆(P) ⊂
k∪

j=1

f−1(cj).

Por outro lado, suponha gen(f) ≥ 2 e seja F fibra regular genérica de f não F∞
invariante. Então,

Tang(F∞, F ) > 0. (4.2)

Se ∆(P) fosse invariante então existiriam c1, . . . , ck ∈ S tais que ∆(P) ⊂
∪k

i=1 Fci e
F ∩∆(P) = ∅. Em particular,

Tang(F∞, F ) = 0,

o que contradiz (4.2). 2

O seguinte exemplo mostra que, na proposição 4.5, é necessária a hipótese que F0

tenha singularidades isoladas, ou seja, 0 ∈ IS(P).
Exemplo 4.6. Consideremos o pencil P(F ,G) em P2, onde F e G são definidas pelas
1-formas polinomiais homogêneas de grau 3, em C3:

w = −z(3ax2 + 3y2 + cz2)dx+ 4xyzdy − x(3ax2 + 3y2 − cz2)dz,
η = z2xdx− x2zdz,

onde a, c ∈ C∗ são contantes fixas. Então:

1. Dado α ∈ C,

Hα =
y2 + ax2 + αxz + cz2

xz3

é uma integral primeira de Fα. Por outro lado, H∞ =
x

z
é integral primeira de F∞.

2. Sejam A± = [0 : ±
√
c : 1], D1 = [0 : 1 : 0], C± = [1 : ±

√
a : 0] e

B±(α) =

[
−α±

√
α2 + 12ac

6a
: 0 : 1

]
.

Dado α ∈ C,
Sing(Fα) = {A±, B±(α), C±, D1}.

Neste caso, as singularidades A±, C± e D1 são singularidades fixas de tipo (2 : 1),
(2 : 3) e (1 : −3), respectivamente, e B±(α) estão contidas numa componente não
NI de tipo fixo igual a (−1 : 1). Por outro lado, Sing(F∞) = {x = 0} ∪ {z = 0}.
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3. ∆(P) = {x2yz2 = 0}, onde {x = 0} e {z = 0} são componentes NI e invariantes
pelo pencil, e {y = 0} é uma componente não-invariante não NI. Isto é ilustrado
na figura 4.1.

componente
invariante NI

{z = 0}{x = 0}
componente

invariante NI

{y = 0}
componente
não invariante
e não NI

P2

Figura 4.1: • = singularidade fixa do pencil

4. Dado α ∈ C, seja Fc = H−1
α (c), onde c ∈ P1, e gen(Fc) = 1. Então Hα tem quatro fi-

bras cŕıticas correspondentes aos valores c ∈ {0, 16√
3
, −16√

3
,∞}. Se c /∈ {0, 16√

3
, −16√

3
,∞},

Fc é irredut́ıvel com dois pontos cŕıticos [1 : ±
√
a : 0].

Seja q0 = C+(0), então existe um sistema de coordenadas locais (x, y, U0), com q0 ∈ U0

e x(q0) = y(q0) = 0, tais que ω = 2xdy − 3ydx e η = xdx representan F0 e F∞ em U ,
respectivamente. Seja πq0 := π3 ◦π2 ◦π1 o processo de dessingularização de F0 em q0 como
mostra a figura 4.2.

π2π3 · · · π1 q0

3

2

3
1

-1

2

p2 p1

Figura 4.2

No primer blow-up, existe um sistema de coordenadas (x, t, U1) tais que,

π∗
1(ω + αη) = x((α− t)dx+ 2xdt). (4.3)

Portanto nas coordenadas (x, t) a folheação π∗
1Fα|U1 é dada por (α − t)dx + 2xdt. No

tercer blow-up, existe um sistema de coordenadas (s, w, U) tais que π∗
q0
Fα|U é dada por

s(sω + α)dω + 2αωds. (4.4)

Seja π : P̃2 → P2 a sequência de explosões que dessingulariza F0. Logo se P̃ = {F̃α}α∈C
é o pencil induzido e f = π ◦ F0 : P̃2 → P2 então:

1. f é uma fibração com gen(f) = 1, pelo item 4.

2. Por (4.4), temos que 0 /∈ IS(P̃).
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3. Seja D1
1 = π−1

1 (q0) então por (4.3) temos que D1
1 contém uma singularidade móvel

p : C→ C, com p(α) = −α. Em particular, F̃α não é dessingularizado por π, para

α ∈ C \ {0}. Daqui é fácil provar que toda a componente não-invariante de ∆(P̃) é
não-NI.

4. Por outro lado, como {y = 0} é uma componente não-invariante e não-NI, e π é um
biholomorfismo numa vizinhança de {y = 0}, então não podem existir c1, . . . ck ∈ S

tais que ∆(P̃) ⊂
k∪

j=1

f−1(cj).

Logo o ı́tem 4 mostra que é necessária a hipótese que F̃0 tenha singulariades isoladas,
caso contrario, isto contradiz a proposição 4.5 para P̃ .

O seguinte corolário é uma consequência imediata da proposição 4.5, e fornece uma
condição necessária e suficiente para que ∆(P) seja invariante, no caso em que 0 ∈ IS(P).

Corolário 4.7. Seja P = {Fα}α∈C um pencil emX tal que F0 tem integral primeira holomorfa
f : X → S e 0 ∈ IS(P). Então, ∆(P) é invariante se, e somente se, gen(f) = 1.

Prova: Suponha que ∆(P) é invariante. Então, pela proposição 4.5, gen(f) = 1. Recip-
rocamente, se gen(f) = 1, seja C uma componente de ∆(P). Pela proposição 4.5, existe
c ∈ S tal que C ⊂ f−1(c), em particular C é F0-invariante. Como 0 ∈ IS(P) e C ⊂ ∆(P)
é F0-invariante temos que C é invariante pelo pencil. 2

Observação 4.8. Sob as condições do corolário 4.7, se existem c1, . . . , ck ∈ S tais que

∆(P) ⊂
k∪

j=1

f−1(cj), então ∆(P) invariante. De fato, se C é uma componente de ∆(P)

então C é F0-invariante, pois 0 ∈ IS(P) e C está contida numa fibra de f . Logo ∆(P) é
invariante pelo pencil.

Definição 4.9. Seja P = {Fα}α∈C um pencil emX tal que F0 tem integral primeira holomorfa
f : X → S. Dado α ̸= 0, diremos que Fα é transversa com respeito a f , se o conjunto

{c ∈ S : Tang(Fα, Fc) = 0}

é genérico em S, em caso α ∈ IS(P); ou se a folheação dividida F ′
α associada a Fα é

transversa com respeito a f , em caso α ∈ NI(P).

Lema 4.10. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 tem integral primeira holomorfa
f : X → S. Suponha que ∆(P) é F0-invariante, isto é, existem c1, . . . , ck ∈ S tais que

∆(P) ⊂
k∪

j=1

Fcj . (4.5)

Então, Fα é transversa com respeito a f , para todo α ∈ C \ {0}.
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Prova: Seja α ∈ IS(P), então por (4.5) existe c genérico em S tal que Fc não é Fα-
invariante e Fc ∩ ∆(P) = ∅, em particular, Tang(Fα, Fc) = 0. Por outro lado, se α ∈
NI(P), seja F ′

α a folheação dividida associada a Fα. Então,

TFα = TF ′
α
+

n∑
j=1

nj,αCj,α,

onde Cj,α ⊂ Sing(Fα) ⊂ ∆(P), para todo j = 1, . . . , n.
Novamente por (4.5), existe c genérico em S tal que Fc é uma fibra regular de f não

contida em ∆(P). Segue que Fc não é F ′
α-invariante e Tang(F ′

α, Fc) = 0. Logo F ′
α é uma

folheação transversa com respeito a f , para todo α ∈ C \ {0}. 2

Assim, o seguinte teorema resume os resultados anteriores.

Teorema 4.11. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 tem integral primeira holo-
morfa f : X → S e 0 ∈ IS(P). Então, são equivalentes:

1. gen(f) = 1.

2. ∆(P) é invariante pelo pencil.

3. Existem c1, . . . , ck ∈ S tais que ∆(P) ⊂
k∪

j=1

f−1(cj).

Em particular, Fα é uma folheação transversa com respeito a f , para todo α ∈ C.

4.2 Relação do pencil com os grupos de holonomia

Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 tem integral primeira holomorfa. Na seção
anterior, vimos que se ∆(P) é invariante e 0 ∈ IS(P), então P não contém folheações
de Ricatti. Mas isto pode acontecer no caso em que 0 /∈ IS(P), como mostra o seguinte
exemplo:

Exemplo 4.12. Consideremos P = {Fα}α∈C um pencil em P2, tal que Fα é representado
pela 1-forma polinomial homogênea de grau 3, em C3:

ω + αη = yz(1 + α)dx− xz(2 + 3α)dy + xy(1 + 2α)dz

Então:

1. NI(P) = {−1/2,−2/3,−1} e dado α ∈ IS(P)

Sing(Fα) = {[1 : 0 : 0], [0 : 0 : 1], [0 : 1 : 0]}.

2. ∆(P) = {X = 0} ∪ {Y = 0} ∪ {Z = 0} cujas componentes são invariantes e NI.
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3. F0 e F∞ tem integrais primeiras meromorfas

F =
xz

y2
e G =

xz2

y3
, (4.6)

respectivamente.

Seja π : P̃2 → P2 a sequência de explosões que dessingulariza F0. Seja P̃ = {F̃α}α∈C
o pencil obtido em P̃2, ∆(P̃) o seu conjunto de tangencias e f = F ◦ π : P̃2 → P1. Então

4. ∆(P̃) é invariante.

5. Pela equação (4.6), temos que 0 /∈ IS(P̃).

6. Dado α ∈ IS(P̃) \ {0} temos que TF̃α
· Fc = 0, para c genérico em P1. Como

gen(f) = 0 então F̃α é uma folheação de Riccati com respeito a f .

Pelo exemplo anterior é natural dar a seguinte definição.

Definição 4.13. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 tem integral primeira
holomorfa f : X → S. Diremos que P é transversa com respeito a f , se existe α0 ∈ IS(P)
tal que Fα0 é transversa com respeito a f .

Observação 4.14. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 tem integral primeira
holomorfa f : X → S. Se ∆(P) é invariante então P é transversa com respeito a f . Isto
é pois

∆(P) =
k∪

i=1

f−1(ci) ∪
l∪

j=1

Ci,

onde c1, . . . , ck ∈ S e Ci ⊂ Sing(F0), para i = 1, · · · , l.

Proposição 4.15. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 tem integral primeira
holomorfa f : X → S. Suponha que P é transversa com respeito a f . Então, dado α ∈
IS(P) \ {0}, temos

1. gen(f) = 0, implica que 0 /∈ IS(P) e Fα é uma folheação de Ricatti com respeito a f .

2. gen(f) = 1, implica que Fα é uma folheação turbulenta com respeito a f .

Prova: Claramente como TFα = TFα0
, para todo α ∈ C, então Fα é transversa com

respeito a f , para todo α ∈ IS(P) \ {0}. Em particular, se gen(f) = 1, se segue 2.
Pela proposição 4.5, se 0 ∈ IS(P) então gen(f) ≥ 1, logo se segue 1.

2

Sob as hipóteses da proposição 4.15, existe um abertoW = S\{c1, . . . , ck} ⊂ X\∆(P)
tal que, fixado c ∈ W , para todo α ∈ IS(P) \ {∞} temos associada a representação de
holonomia global Hα de Fα,

Hα : Π1(W, c)→ Aut(Fc), (4.7)

e o grupo de holonomia global Gα := Hα(Π1(W, c)) de Fα.
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Observação 4.16. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 tem integral primeira
holomorfa f : X → S. Se P é transversa com respeito a f então gen(f) ≤ 1. De fato,
suponha que gen(f) ≥ 2, logo de [25, p. 242], fixada uma curva γ ∈ Π1(W, c) temos o
mapa holomorfo Fγ : IS(P) \ {∞} × Fc → Fc, dada por Fγ(α, p) = Hα(γ)(p). Como
Aut(Fc) é finito, então Fγ(α, z) não depende de α. Em particular, se α0 ∈ IS(P) então
Gα = Gα0 , para todo α ∈ IS(P) \ {∞}. Com o mesmo argumento de [25, p. 34] temos
que existe uma vizinhanca V de α0 tal que Fα = Fα0 , para todo α ∈ V , contradição.

Pela observação 4.16 estudaremos os grupos de holonomia no caso em que gen(f) ≤ 1.
Para isto, precisaremos da hipótese de que o pencil seja flat.

Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em X tal que F∞ tem integral primeira holomorfa
f : X → S. Suponhamos que P é transversa com respeito a f .

Pela observação 8 de [25, p. 242], fixada uma curva γ ∈ Π1(W, c), podemos definir
uma aplicação holomorfa Fγ : IS(P) \ {∞} × Fc → Fc dada por

Fγ(α, p) = Hα(γ)(p). (4.8)

Em particular, temos um automorfismo holomorfo fα : Fc → Fc definido por

fα(p) := Fγ(α, p).

Fixado α0 ∈ IS(P) \ {∞}, sejam p ∈ Fc e Lα0 a folha da folheação Fα0 que passa por
p. Seja γ̃α0 : [0, 1] → Lα0 o levantamento de γ sobre a folha Lα0 tal que γ̃α0(0) = p, de
forma que fα0(p) = γ̃α0(1). Seja Σ ⊂ Fc uma seção transversal em p. Logo existe ε > 0
tal que a deformação de holonomia de Fα0 é dada por

Hγ : Dε × Σ → Dε × Σ
(α, q) 7→ (α, fα(q))

,

onde Dε = {|α− α0| < ε}.
Gostaŕıamos de dar uma representação expĺıcita de fα(q) em função de α. Para isto

usaremos que P é flat.
Como P é flat, pelo lema 2.14, existe uma cobertura por abertos {Un}1≤n≤m de γ̃α0 [0, 1]

tal que Un ∩ Un+1 é conexo, e existe um sistema de coordenadas (xn, yn) em Un tal que
Fα é representada em Un pela 1-forma

ωn,α = dyn + αdxn, (4.9)

para todo α ∈ C. Além disso, existem constantes λn ∈ C∗ tais que dxn+1 = λndxn e
dyn+1 = λndyn, para n = 1, . . . ,m− 1. Portanto

yn+1 = λnyn + an, (4.10)

onde an ∈ C, para n = 1, . . . ,m− 1.
Fixemos seções Σ0,Σ1, . . . ,Σm transversais à folheação Fα0 e {0 = t0 < t1 < · · · <

tm = 1} uma partição de [0, 1] tais que:

1. γ̃α0 [tn−1, tn] ⊂ Un, para n = 1, . . . ,m,
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2. Σ0,Σm ⊂ Σ.

3. γp(tn) ∈ Σn, para n = 0, 1, . . . ,m.

4. Σn ⊂ {xn = cn}, isto é, Σn está contido em uma folha de F∞, para n = 0, . . . ,m.

Das equações (4.9) e (4.10), a holonomia fα|Σ0 é da forma

fα|Σ0(q0) = y−1
m (µy1(q0) + αb+ c), (4.11)

para todo α ∈ Dε.

Consideraremos separadamente os casos em que gen(f) = 0 e gen(f) = 1 quando
S = P1.

4.2.1 Grupo de holonomia quando gen(f) = 1

Com as notações acima, se W ′ = X \ f−1(V C(f)) então

f |W ′ : W ′ → S \ V C(f)

é um fibrado holomorfo. Então, existem uma vizinhança D de c e uma aplicação ϕ :
f−1(D)→ D×Fc tal que ϕ é um biholomorfismo. Assim, podemos supor que as projeções
π1 : D × Fc → D e π2 : D × Fc → Fc definem as folheações F∞ e Fα0 em D × Fc,
respectivamente. Seja P : C → Fc a aplicação de recobrimento universal de Fc e seja τ
uma 1-forma não-nula em Fc tal que P

∗(τ) = dz. Consideremos o seguinte lema provado
em [25, p. 9].

Lema 4.17. Sob as notações acima, se gen(f) = 1 então existem constantes k0, km ∈ C∗

tais que
dy1|Σ0 = k0τ |Σ0 e dym|Σm = kmτ |Σm . (4.12)

Fixemos discos D0, Dm ⊂ C tais que ϕj := P |Dj
: Dj → Σj seja um biholomorfismo,

com j = 0,m. Pelo lema 4.17, existem constantes k0, km ∈ C∗ tais que satisfazem a
equação (4.12). Então ϕ∗(dy1) = k0dz e ϕ∗(dym) = kmdz. Em particular, y1 ◦ ϕ0(z) =

k0z + d0 e ym ◦ ϕm(z) = kmz + dm. Seja hα = fα|Σ0 e h̃α(z) = ϕ−1
m ◦ hα ◦ ϕ0(z) a aplicação

de holonomia induzida, como mostra na figura 4.3.
Logo, pela equação (4.11),

h̃α(z) = ϕ−1
m ◦ hα ◦ ϕ0(z)

= (ym ◦ ϕm)
−1 ◦ (ym ◦ h ◦ y−1

1 ) ◦ (y1 ◦ ϕ0)(z)

= k−1
m (µy1 ◦ ϕ0(z) + αb+ c− dm),

e assim
h̃α(z) = λz + aα + b,

onde λ = k−1
m µk0, a = k−1

m b e b = k−1
m (d0µ+ c+ dm).
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Figura 4.3: Aplicação de holonomia induzida.

Portanto, se gen(f) = 1 então

fα(z) = λlz + alα+ bl, (4.13)

onde λl ∈ C∗, al, bl ∈ C.
Assim obtemos a seguinte proposição.

Proposição 4.18. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em X tal que F∞ tem integral primeira
holomorfa f : X → P1. Suponha que P é transversa com respeito a f e que gen(f) = 1.
Então, dado α ∈ IS(P), o grupo de holonomia global Gα é dado por

Gα = ⟨f1,α, . . . , fk,α⟩,

onde fj,α(z) = λjz + Aj(α), com Aj(α) = ajα + bj e aj, bj ∈ C, para j = 1, . . . , k. Além
disso:

1. Se Fc ≃ C/⟨1, τ⟩, com τ ̸∈ {i, eπi
3 , e

2πi
3 }, então λj ∈ {±1}, para todo j = 1, . . . , k.

2. Se Fc ≃ C/⟨1, i⟩ então λj ∈ {±1,±i}, para todo j = 1, . . . , k.

3. Se Fc ≃ C/⟨1, τ0⟩, com τ0 ∈ {e
2πi
3 , e

2πi
6 }, então λj ∈ {±1,±τ0,±τ 20 }.

Em particular,

Gα = {λz + n2A2(α) + . . .+ nkAk(α) : λ ∈ ⟨λ1, . . . , λk⟩, n2, . . . , nk ∈ Z}.

Prova: Pela equação (4.13), segue de imediato que

Gα = ⟨f1,α, . . . , fk,α⟩,

onde fj,α(z) = λjz + Aj(α), com Aj(α) = ajα+ bj, para j = 1, . . . , k.
Por outro lado, é bem conhecido que dado f ∈ Aut(Fc), com Fc ≃ C/Γ e Γ = ⟨1, τ⟩,

existem um recobrimento π : C→ Fc e um biholomorfismo g : C→ C tais que f◦π = π◦g.
Além disso, se g(z) = az + b então
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i) Se τ ̸∈ {i, eπi
3 , e

2πi
6 } então a ∈ {±1}.

ii) Se τ = i então a ∈ {±1,±i}.

iii) Se τ = τ0, com τ0 ∈ {e
2πi
3 , e

2πi
6 }, então a ∈ {±1,±τ0,±τ 20 }.

Daqui segue 1, 2 e 3. 2

Corolário 4.19. Sob as condições da proposição 4.18, dado α ∈ IS(P), sejaGα = ⟨f1,α, . . . , fk,α⟩,
onde fj,α é como na proposição 4.18. Então, se Fc ≃ C/Γ são equivalentes:

i) Gα é finito.

ii) Existe n0 ∈ N tal que n0Aj(α) ∈ Γ, para todo j ∈ J .

iii) A órbita de qualquer ponto q ∈ Fc é finita.

Em particular, se α ∈ Ip(P) \ {∞} então Gα é finito.

Prova: Claramente (i) é equivalente a (ii) e (ii) implica (iii). Provemos então que (iii)
implica (ii). Seja q ∈ Fc e L a folha de Fα que passa por q, então, por hipótese,

L ∩ Fc = {f(q) : f ∈ Gα}

é finito. Logo, fixado j ∈ {1, . . . , k}, como gα(z) = z + Aj(α) ∈ Gα temos que {gnj,α}n∈N
é finito. Portanto, existe nj ∈ N tal que njAj(α) ∈ Γ. O resultado segue tomando
n0 = n1 · · ·nk. 2

4.2.2 Grupo de holonomia quando gen(f) = 0

Nesta seção suporemos que ∆(P) é invariante então pela observação 4.14 temos que P
é transversa com respeito a f . Como F∞ tem integral primeira holomorfa então pela
proposição 4.15,∞ /∈ IS(P) e Fα é uma folheação de Riccati com respeito a f , para todo
α ∈ IS(P).

Afirmamos que existe uma componente de ∆(P) que está contida em Sing(F∞). De
fato, observe que existe uma componente C de ∆(P) não contida nas fibras de f . Como
∆(P) é invariante, C é F∞-invariante e asssim C ⊂ Sing(F∞). Daqui segue que

∆(P) =
r∑

j=1

njF
′
j +

l∑
k=1

C ′
k,

onde F ′
j está contida numa fibra de f , para j = 1, . . . ,m, e C ′

k ⊂ Sing(F∞), para k =
1, . . . , l.

Fazendo blow-downs nas componentes das fibras cŕıticas de f , obtemos uma aplicação
holomorfa ϕ : X → X1 sem fibras cŕıticas (cf. [4, p. 56]). Em particular, se g := f ◦ ϕ−1 :
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X1 → P1 então g é localmente trivial, isto é, g é um fibrado holomorfo com fibra t́ıpica
P1.

Seja P∗ := {Gα}α∈C o pencil induzido em X1, onde G∞ tem integral primeira holomorfa
g. Além disso, dado α ∈ IS(P∗), Gα é uma folheação de Riccati com respeito a g e o
divisor de tangências ∆(P∗) é dado por

∆(P∗) =
r∑

j=1

njFcj +
l∑

k=1

Ck, (4.14)

onde Fcj é fibra de g, para j = 1, . . . , r, e Ck ⊂ Sing(H0), para k = 1, . . . , l. Logo, fixado
c ∈ P1 o grupo de holonomia global Gα de Gα é da forma

Gα = ⟨f1,α, . . . , fr,α⟩ ⊂ Aut(Gc),

onde Gc ≃ P1 e fj,α é conjugado com a holonomia ao redor de Fcj , para j = 1, . . . , r.
Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 ∈ IS(P). Fixado j ∈ {1, . . . , r},

existe uma vizinhança Dj ⊂ C de cj, tal que g
−1(Dj) ≃ Dj × Fcj ∋ (x, y), onde Fcj ≃ P1.

Além disso, como F0 é transversa com respeito a f , podemos supor que as projeções
π1 : Dj × Fcj → Dj e π2 : Dj × Fcj → Fcj definem as folheações F∞ e Fα0 em Dj × Fc,
respectivamente. Em particular, dx = 0 e dy = 0 representam F0 e F∞ em Dj × Fc,
respectivamente.

Em seguida, buscaremos uma expresão explicita de Gα. Para isto, primeiro considere-
mos o caso em que c ∈ Dj. Lembremos que fj,α = H(γ), para alguma curva γ ∈ Π1(W, c).
Como c ∈ Dj, então fj,α coincide com a holonomia de Fα ao redor de Fcj . Sejam p ∈ Fc,
L0 a folha da folheação F0 que passa por p e γ̃0 : [0, 1]→ L0 o levantamento de γ sobre a
folha L0 tal que γ̃0(0) = p, de forma que fj,α(p) = γ̃0(1). Consideremos uma cobertura por
abertos {Un}1≤n≤m de γ̃0[0, 1] tal que Un ≃ Dn × P1, onde Dn é biholomorfo a um disco,
Dn ∩Dn+1 ̸= ∅, para n = 1, . . . ,m− 1, Dm ∩D1 ̸= ∅, e Dn ∩Dj = ∅, para n = 1, . . . ,m.
Além disso, como 0 ∈ IS(P), Fα|Un é representada pela 1-forma:

ωα = dy + αP (x, y)dx, (4.15)

onde P (x, y) =
∑k

j aj(x)y
j, com aj(x) holomorfa para j = 1, . . . , k e k ≤ 2.

Da equação (4.15), obtemos dωα = θ ∧ ωα, com θ =
Py

P
dy, para todo α ∈ C. Como

P é flat, obtemos (a0(x), a1(x), a2(x)) = (λ, µ, ν)a(x), onde (λ, µ, ν) ∈ C3 \ {0} e a(x) é
holomorfa. Em particular, P (x, y) = a(x)p2(y), onde p2(y) é um polinômio de grau menor
ou igual a 2 e Fα|Un é representada pela 1-forma:

ωα = dy + αa(x)p2(y)dx, (4.16)

tal que dωα = θ ∧ ωα, onde θ =
p′2(y)

p2(y)
dy, para todo α ∈ C. Logo, após mudança de

coordenadas na fibra, temos duas possibilidades:

1. p2(y) = λ. Neste caso C1 = {y =∞} ⊂ Sing(F0) é uma componente de ∆(P) com
multiplicidade 2. Além disso,

ω0 + αω∞ = d

(
y + αλ

∫ x

x0

a(t)dt

)
= d(Yn + αXn),
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onde

Yn(x, y) = y + cte, (4.17)

para todo n = 1, . . . ,m. Lembremos que, pela relação (4.11),

fj,α|Σ0(q0) = Y −1
m (µY1(q0) + αb+ c),

assim de (4.18) temos que

fj,α(z) = λjz + αbj + cj.

2. p2(y) = y. Neste caso C1 = {y = 0} e C2 = {y = ∞} são componentes invariantes
de ∆(P) de multiplicidade um.

Além disso,
ω0 + αω∞

y
=
dy

y
+ αa(x)dx = d(Yn + αXn),

onde

Yn|Σn(y) = exp(2πi(µjα+ νj))y, (4.18)

para n = 0, . . . ,m. Portanto fj,α(z) = Aj(α)z, onde Aj(α) = exp(2πi(µjα + νj)) e
µj, νj ∈ C.

No caso geral, se c /∈ Dj, temos que fj,α é conjugado a uma das expressões obtidas nos
itens 1 e 2. Logo, como g é um fibrado holomorfo e, dado α0 ∈ IS(P∗), Gα0 é transversa
com respeito a g, temos que fj,α0 tem um ponto fixo comum, para todo j = 1, . . . , k.
Logo, dado j ∈ {1, . . . , k}:

fj,α(z) = λjz + αbj + cj, ou fj,α(z) = Aj(α)z,

para todo α ∈ IS(P∗).

Logo, temos a seguinte proposição.

Proposição 4.20. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em X tal que F∞ tem integral primeira
holomorfa f : X → P1, com gen(f) = 0. Suponha que ∆(P) é invariante. Então, existe
uma aplicação ϕ : X → X1 obtida por contração das fibras cŕıticas de f tal que f ◦ϕ−1 é um
fibrado holomorfo. Sejam P∗ = {Gα}α∈C o pencil induzido em X1 e Gα = ⟨f1,α, . . . , fk,α⟩ o
grupo de holonomia de Gα. Então,

fj,α(z) = λjz + αbj + cj, para todo j = 1, . . . , k,

ou

fj,α(z) = Aj(α)z, para todo j = 1, . . . , k,

onde Aj(α) = exp
(
2πi(µjα+ νj)

)
.
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4.3 Cálculo de Ip(P) no caso que F∞ tem integral

primeira holomorfa

Nesta seção estudaremos o conjunto Ip(P) usando os resultados da seção 4.2. Como nessa
seção, dividiremos o nosso estudo nos casos gen(f) = 0 e gen(f) = 1.

Lema 4.21. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F∞ tem integral primeira holomorfa
f : X → P1. Suponha que ∆(P) é invariante, Z(Fα, C) ≥ 1, para toda componente C
de ∆(P), e Fα tem integral primeira meromorfa local em todas as suas singularidades, para
α ∈ IS(P). Se Gα é finito, então α ∈ Ip(P).
Prova: Para provar que α ∈ Ip(P) é suficiente provar que Fα tem infinitas curvas
invariantes compactas (cf. [14]).

Seja então L uma folha de Fα não contida em ∆(P). Vejamos que L\L ⊂ Sing(Fα). Se
x ∈ L\L então existe uma componente C de ∆(P), tal que x ∈ C, pois se x /∈ ∆(P), então
Gα não é finito. Como Z(Fα, C) ≥ 1, temos que C∩Sing(Fα) ̸= ∅. Seja p ∈ C∩Sing(Fα),
então, por hipótese, Fα tem uma integral primeira meromorfa em uma vizinhança U de
p. Podemos supor, sem perda de generalidade, que x ∈ U e portanto x ∈ Sing(Fα).

Portanto, L \ L ⊂ Sing(Fα), em particular, L \ L tem codimensão 2. Pelo teorema
de Remmert-Stein (cf. [18]), L é uma curva compacta invariante de Fα, e assim, Fα tem
integral primeira. 2

4.3.1 Caso gen(f) = 0

Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em X tal que F∞ tem integral primeira holomorfa
f : X → P1, com gen(f) = 0. Suponha que ∆(P) é invariante. Lembremos que na
seção 4.2.2 vimos que existe uma aplicação ϕ : X → X1 obtida por contração das fibras
cŕıticas de f . Seja P∗ o pencil induzido emX1 eGα = ⟨f1,α . . . , fk,α⟩, o grupo de holonomia
de Gα. Da proposição 4.20 temos que, para todo j ∈ {1, . . . , k}, fj,α é do tipo

λjz + αbj + cj ou Aj(α)z,

sendo Aj(α) = exp
(
2πi(µjα+ νj)

)
. Logo, temos as duas possibilidades:

1. fj,α(z) = λjz+αbj+cj, para todo j = 1, . . . , k. Neste caso, se #(IS(P)∩Ip(P)) ≥ 3
então IS(P) ⊂ Ip(P). De fato, podemos supor que, sem perda de generalidade,
0 ∈ IS(P) ∩ Ip(P). Seja n ≤ k tal que λj ̸= 1 se 1 ≤ j ≤ n e λj = 1 se j ≥ n + 1.
Neste caso, como 0 ∈ Ip(P) então fj,α tem ordem finita, para todo j ∈ {1, . . . , k}.
Em particular, cj = 0 para j ≥ n+ 1. Além disto, G0 é abeliano, e portanto os fj,0

têm um ponto fixo comum
cj

1− λj
, para 1 ≤ j ≤ n. Por tanto,

cj
1− λj

independe

de j e λj é raiz da unidade, j ∈ {1, . . . , n}. Suponha agora que α0 ∈ Ip(P) \ {0}.
Análogamente, devemos ter que α0bj = 0 para j ≥ n+1, ou seja, bj = 0 se j ≥ n+1.

Como no caso anterior, o ponto fixo comum para fj,α0 , 1 ≤ j ≤ n, é
α0bj + cj
1− λj

, ou

seja,
bj

1− λj
independe de j ∈ {1, . . . , n}.
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Dáı concluimos que Gα é finito para todo α ∈ IS(P). Logo, dado α ∈ IS(P), como
0 ∈ Ip(P) e Gα é uma folheação de Ricatti então Gα tem integral primeira meromorfa
local em todas as suas singularidades, e Z(Gα, C) ≥ 1 para toda a componente C
de ∆(P∗), então pelo lema 4.21 α ∈ Ip(P).

2. fj,α(z) = Aj(α)z, onde Aj(α) = exp
(
2πi(µjα + νj)

)
, para todo j = 1, . . . , k. Neste

caso, temos as seguintes possibilidades:

(a) µj = 0, para todo j = 1, . . . , k. Se 0 ∈ Ip(P) então νj ∈ Q, para todo j =
1, . . . , k. Em particular, dado α ∈ IS(P), Gα tem integral primeira meromorfa
local em todas as suas singularidades. Logo, pelo lema 4.21, IS(P) ⊂ Ip(P).
Por outro lado, se 0 /∈ Ip(P) então Ip(P) é finito.

(b) µj ̸= 0, para algum j ∈ {1, . . . , k}. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que µj ̸= 0, para j = 1, . . . , r e µj = 0, para j = r+1, . . . , k. Suponhamos que
Ip(P) ∩ IS(P) ̸= {∞}. Neste caso, seja α0 ∈ Ip(P) ∩ IS(P) \ {∞}, como Gα0

é finito, µjα0 + νj ∈ Q, para todo j = 1, . . . , r. Se α ∈ IS(P) \ {α0} é tal que
Gα é finito então

µjα+ νj = µj(α− α0) + µjα0 + νj ∈ Q⇐⇒ µj(α− α0) ∈ Q \ {0}.

Em particular, dados i, j ∈ {1, . . . , r}, temos
µi

µj

∈ Q \ {0}, ou seja,

(µ1, . . . , µr) = µ1(1, q2, . . . , qr),

onde qi ∈ Q, para i = 2, . . . , r. Decorre dáı que

Gαé finito⇐⇒ µ1(α− α0) ∈ Q \ {0}
⇐⇒ α ∈ µ−1

1 Q+ α0.

Isto implica que se #Ip(P) ≥ 3 então

Ip(P) ∩ IS(P) = µ−1
1 Q+ α0.

Assim, provamos o teorema II.

Teorema II. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em X tal que F∞ tem integral primeira
holomorfa f : X → P1, com gen(f) = 0. Suponha que ∆(P) é invariante. Então acontece
uma das seguintes possibilidades:

1. Ip(P) é finito.

2. IS(P) ⊂ Ip(P).

3. Existem α0 ∈ Ip(P) e λ ∈ C∗ tais que Ip(P) ∩ IS(P) = λQ+ α0.
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4.3.2 Caso gen(f) = 1

Utilizaremos a seguinte proposição:

Proposição 4.22. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em X tal que F∞ tem integral primeira
holomorfa f : X → P1, com gen(f) = 1. Suponha que ∆(P) é invariante. Além disso,
suponha que

1. Z(Fα, C) ≥ 1, para toda a componente C de ∆(P) e para algum α ∈ IS(P);

2. Fα tem integral primeira local em todas as suas singularidades, para todo α ∈ IS(P);

Se #Ip(P) ∩ IS(P) ≥ 3 então existem λ ∈ C∗ e a ∈ C tais que λQ+ a ⊂ Ip(P).

Prova: Pela proposição 4.18 temos que o grupo de holonomia global Gα é dado por

Gα = ⟨f1,α, . . . , fk,α⟩,

onde fj,α(z) = λjz + Aj(α), com Aj(α) = ajα+ bj, para j = 1, . . . , k. Além disso,

Gα = {λz + n2A2(α) + . . .+ nkAk(α) : λ ∈ ⟨λ1, . . . , λk⟩, n2, . . . , nk ∈ Z}.

Agora, pelo corolário 4.19 e o lema 4.21, dado α ∈ IS(P), temos as equivalencias:

Gα finito⇐⇒ α ∈ Ip(P)⇐⇒ ∃n0 ∈ N : n0Aj(α) ∈ Γ, ∀j ∈ J.

Portanto

Ip(P) ∩ IS(P) \ {∞} = {α ∈ IS(P) : A2(α), . . . , Ak(α) ∈ QΓ}. (4.19)

Como #(Ip(P) \ {∞}) ≥ 2 então, por meio de uma reparametrização, podemos supor
que 0 ∈ IS(P) ∩ Ip(P). Isto implica que Aj(0) = bj ∈ QΓ, e assim, em (4.19) obtemos

Ip(P) ∩ IS(P) \ {∞} = {α ∈ IS(P) : a1α, . . . , akα ∈ QΓ}. (4.20)

Seja α0 ∈ Ip(P) \ {0,∞}, então por (4.20), ajα0 ∈ QΓ, para j ∈ {1, . . . , k}. Em partic-
ular, ajqα0 ∈ QΓ, para todo q ∈ Q e i ∈ {1, . . . , k}. Portanto qα0 ∈ Ip(P), para todo
q ∈ Q. 2

Logo das proposições 4.18 e 4.22 obtemos o seguinte teorema.

Teorema III. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em X tal que F∞ tem integral primeira
holomorfa f : X → P1, com gen(f) = 1. Suponha que ∆(P) é invariante.

Se #Ip(P) ∩ IS(P) ≥ 3, Fα tem integral primeira local em todas as suas singularidades,
para todo α ∈ IS(P), e Z(Fα0 , C) ≥ 1, para toda a componente C de ∆(P) e para algum
α0 ∈ IS(P); então existem λ ∈ C∗ e a ∈ C tais que

λQ+ a ⊂ Ip(P).
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4.3.3 Caso gen(f) = 1 e 0 /∈ IS(P)
Nesta seção, veremos que se 0 /∈ IS(P) e Ip(P) tem um ponto de acumulação em 0 então
podemos usar as mesma ideias da prova do seguinte teorema, que pode ser encontrado
em [25].

Teorema 4.23. Sejam F e G duas folheações distintas em X, com singularidades reduzidas,
tais que NF = NG, e seja P é o pencil gerado. Suponha que F e G têm integrais primeiras
holomorfas f : X → S e g : X → S1, respectivamente, onde gen(f) = 1. Então

• Se KX ̸= 0, onde KX é o fibrado canônico de X, então

Ip(P) = λ.(Q⊕ τQ) ∪ {∞},

onde λ ∈ C∗ e τ ∈ {i, e2πi/3}.

• Se KX = 0 e Ip(P) tem mais de três elementos então Ip(P) tem um ponto de acu-
mulação.

Observação 4.24. O exemplo 4.6 mostra que a hipótese de que F tenha singularidades
isoladas é necessária. Lembremos que no exemplo 4.6 obtemos um pencil P̃ = {F̃α}α∈C,
onde F̃0 e F̃∞ tem integrais primeiras holomorfas f : P̃2 → P1 e g : P̃2 → P1, respectiva-
mente, onde gen(f) = 1. Além disso, 0 /∈ IS(P̃), mas neste caso

Ip(P) = C.

Proposição 4.25. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 tem integral primeira
holomorfa f : X → S. Suponha que ∆(P) é invariante e 0 ∈ IS(P). Então P é flat.

Prova: Pelo teorema 4.11, temos que gen(f) = 1. Então segue de [4, p. 69] a existência
de um recobrimento ϕ : X ′ → X, ramificado ao longo de um número finito de fibras de
f , e de uma aplicação bimeromorfa ψ : Z 99K X ′ tais que g := f ◦ ϕ ◦ ψ : Z → S é um
fibrado eĺıptico, isto é, uma fibração eĺıptica sem fibras múltiplas nem fibras singulares.
Seja P∗ := (ϕ◦ψ)∗P o pencil induzido em Z, então (ϕ◦ψ)∗Fα é uma folheação turbulenta
com respeito a g, para todo α ∈ IS(P∗).

Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 ∈ IS(P∗). Seja F = g−1(c) uma
fibra regular de g, então existe uma vizinhança D de c, biholomorfa ao disco unitario, tal
que c = 0 ∈ D e:

1. U := g−1(D) ≃ D × F .

2. g(x, y) = x e F = {x = 0}.

3. As 1-formas holomorfas ω = dx e η = dx − A(x)dy, representam g∗F0 e g∗F∞ em
U , respectivamente, onde A é uma função holomorfa em D tal que A ̸≡ 0. Além
disso, ωα = ω+αη = (1+α)dx−αA(x)dy representa g∗Fα em U , para todo α ∈ C.
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Pelo item 3, temos que g∗Fα|U é definida por ωα = (1+α)dx−αA(x)dy, para todo α ∈ C.
Logo

dωα =
A′(x)

A(x)
dx ∧ ωα,

para todo α ∈ C. Isto implica que a curvatura de g∗(P) em U é dada por:

Θ|U = d(
A′(x)

A(x)
dx) = 0,

e assim Θ ≡ 0. 2

Observação 4.26. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 e F∞ têm integrais
primeiras meromorfas f : X 99K S e g : X 99K S∞, respectivamente. Considere então
duas funções meromorfas ϕ : S 99K C e ϕ1 : S1 99K C. Logo ϕ ◦ f : X 99K C e
ϕ1 ◦g : X 99K C são duas funções meromorfas algebricamente independentes no corpo das
funções meromorfas M(X). Assim, a dimensão algébrica de X, a(X) = [M(X) : C] é
maior ou igual a 2, o que implica que a(X) = 2. Portanto, X é uma variedade algébrica.

Lema 4.27. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 é reduzida e tem integral primeira
holomorfa f : X → S. Suponha que 0 ∈ IS(P) e Ip(P) tem um ponto de acumulação em
0. Então existe uma vizinhança V de 0 tal que :

1. V ⊂ IS(P) e Fα é reduzida, para todo α ∈ V .

2. Se α ∈ Ip(P) ∩ V então Fα tem integral primeira holomorfa.

Em particular, existe α0 ∈ (Ip(P)∩ IS(P))\{0} tal que Fα0 tem integral primeira holomorfa
g : X → S0. Consequentemente X é algébrica

Prova: Como F0 é reduzida, as suas singularidades são não degeneradas e têm quociente
de auto-valores valores real negativo. Logo, existe uma vizinhança V de 0 tal que V ⊂
IS(P) e para todo α ∈ V as singularidades de Fα, são não degeneradas e têm quociente
de auto-valores que não são reales positivos. Em particular, a condição 1, é válida. A a
condição 2 também é válida, pois Fα tem singularidades reduzidas.

2

Lema 4.28. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 é reduzida e tem integral primeira
holomorfa f : X → S. Suponha que ∆(P) é invariante, 0 ∈ IS(P) e Ip(P) tem um ponto
de acumulação em 0. Então ∆(P) não contém fibras lisas de f .

Prova: Existe α0 ∈ Ip(P) ∩ IS(P) \ {0} tal que Fα0 tem uma integral primeira holo-
morfa g : X → S0. Suponha por absurdo que existe Fc ⊂ ∆(P) uma fibra lisa de f .
Como α0 ∈ IS(P) temos que Fc ∩ Sing(Fα0) = ∅. Em particular, existe uma vizinhança
V ⊂ S de c tal que Fc′ ∩ Sing(Fα0) = ∅, para todo c′ ∈ V . Como Fc é Fα0-invariante
então g(Fc) = b. Sejam V ′ uma vizinhança de b e U = f−1(V ) ∩ g−1(V ′). Então U é um
aberto que contém Fc. Em particular, se c′ ∈ V está suficientemente próximo de c, então

56



Fc′ ⊂ U . Neste caso, g|Fc′ : Fc′ → V ′ é holomorfa e não sobrejetora, e portanto constante.
Isto implica que F0 e Fα0 possuem uma infinidade de folhas comuns e portanto F0 = Fα0 ,
contradição. Logo ∆(P) não contém fibras lisas de F0. 2

Observação 4.29. Sob as condições do lema 4.28, dada uma componente racional C de
uma fibra cŕıtica de f , tem-se que C ·C < 0. Além disso, se C não é F∞-invariante então
Z(F0, C) ≥ 3. A prova disto é analoga à prova do lema 3.2.2 em [25].

Definição 4.30. Sejam F uma folheação em X e C uma curva F -invariante. Dizemos que
C é contrátil para F se:

1. C é uma curva racional lisa com auto-interseção −1.

2. Quando contraimos a curva C num ponto p, obtemos uma nova supérficie X ′ e uma
aplicação blow-down π : X → X ′, onde π(C) = p. Então, p não é uma singularidade
para a folheação transformada π∗(F) ou é uma singularidade reduzida de π∗(F).

Observação 4.31. Sob as condições do lema 4.28, toda curva contrátil de F0 é invariante
pelo pencil. Com efeito, seja C uma curva contrátil. Então

1 ≤ Z(F0, C) ≤ 2,

(cf [4, pág 72]). Seja α ∈ IS(P) \ {0}, se C não é Fα-invariante então

TFα · C = −1− Tang(Fα, C) = TF0 · C = 2− Z(F0, F0),

o que implica Tang(Fα, C) < 0, contradição. Portanto toda curva contrátil de F0 é uma
componente invariante pelo pencil.

Observação 4.32. Sejam F uma folheação holomorfa não-degenerada emX e f : X → S
uma integral primeira holomorfa de F . Então, dado p ∈ Sing(F), existe um sistema de
coordenadas (U, x, y), com U vizinhança de p, tal que F|U é representado pelo campo

X = mx
∂

∂x
− ny ∂

∂y
, m, n ∈ N.

Em particular, passam somente duas separatrizes locais por p, as quais são lisas.

Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 é reduzida e tem integral primeira
holomorfa f : X → S. Suponha que ∆(P) é invariante, 0 ∈ IS(P) e Ip(P) tem um ponto
de acumulação em 0. Pelo lema 4.27, existe α0 ∈ Ip(P) ∩ IS(P) tal que Fα0 tem uma
integral primeira holomorfa g : X → S0. A seguir, daremos uma descrição do conjunto
∆(P).

Como ∆(P) é invariante e 0 ∈ IS(P), pelo teorema 4.11, temos que gen(f) = 1. Seja
C uma componente de ∆(P). Então, pelo lema 4.28, C está contida em uma fibra cŕıtica
Fc de f . Gostaŕıamos de aplicar o teorema de classificação de Kodaira para f , pois assim
teŕıamos uma representação expĺıcita de Fc. Porém, F0 pode ter curvas (−1) contráteis
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que são componentes das fibras cŕıticas de f . Se este é o caso, começaremos por contrair
as curvas contráteis de F0.

Suponhamos que C não é uma curva contrátil de F0 e que está contida em uma fibra
cŕıtica Fc de f . Pelo corolário 3.2.6 de [25], existe uma vizinhança V ⊂ C de 0 e existe
um bimeromorfismo ψ : X → Y , obtido fazendo blow-downs nas curvas contráteis de F0,
tais que:

1. Se ϕ = ψ−1 então f̃ = f ◦ ϕ : Y → S é uma fibração de ϕ∗(F0) tal que gen(f̃) = 1.

2. Todas as singularidades de ϕ∗(F0) são reduzidas e ϕ∗(F0) não tem curvas contráteis.

3. Tϕ∗(F0) = Tϕ∗(Fα), para todo α ∈ IS(P) \ {0}.

Agora consideremos o pencil induzido P∗ := {ϕ∗Fα}α∈C em Y . Como P(ϕ∗(F0), ϕ
∗(F∞)) =

P(ϕ∗(F0), ϕ
∗(Fα)), podemos supor, sem perda de generalidade, que ∞ ∈ IS(P∗) e

Tϕ∗(F0) = Tϕ∗(F∞).

Sejam F ′ = ψ(Fc) e C ′ = ψ(C), então C ′ é uma componente de ∆(P∗) e C ′ ⊂ F ′. Se

F ′ = C ′ é uma fibra regular de f̃ então, pela primeira parte da prova, C ′ é invariante
por P∗, e assim C é invariante por P . Se F ′ é uma fibra cŕıtica de f̃ e no caso em que
f̃ ainda tenha curvas (−1), fazendo um número finito de blow-downs, obtemos uma nova
superf́ıcie Y1 e um bimeromorfismo ϕ1 : Y1 → Y que induz o pencil P1 := ϕ∗

1P∗ em Y1.

Além disso, f1 = f̃ ◦ ϕ1 é uma fibração eĺıptica tangente a (ϕ1 ◦ ϕ)∗F0 tal que f1 não tem
fibras (−1). Logo, pelo teorema de classificação de Kodaira, cada fibra cŕıtica de f1 é de
um dos seguintes tipos:

mI0,mIb (m ≥ 2), I∗0 , II, III, IV, II
∗, III∗, IV ∗, I∗b . (4.21)

Pela observação 4.32, as fibras dos tipos II, III e IV contêm singularidades não
reduzidas de (ϕ1 ◦ ϕ)∗F0, como mostra a figura 4.4.
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-1

-2

-5 -1 -4

fibra tipo II

Figura 4.4
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Depois de fazer um número finito de blow-ups nas singularidades não reduzidas conti-
das nas fibras II, III e IV obtemos uma aplicação holomorfa π2 : Ỹ1 → Y1 e uma fibração
eĺıptica f̃1 : Ỹ1 → S. Além disso, (π2 ◦ ϕ1 ◦ ϕ)∗F0 é uma folheação com singularidades

reduzidas e sem fibras contráteis, portanto (π2 ◦ ϕ1 ◦ ϕ)∗F0 = ϕ∗F0, Ỹ1 = Y e f̃1 = f̃ .

Portanto, se f1 possui fibras de tipo II, III e IV , então f̃1 = f̃ possuirá fibras de tipo
ĨI, ĨII ou ĨV , como mostra a figura 4.4.

Portanto obtemos uma fibração f̃ cujas fibras cŕıticas de podem ser de um dos seguintes
tipos:

mI0,mIb (m ≥ 2), I1, I
∗
0 , ĨI, ĨII, ĨV , II

∗, III∗, IV ∗, I∗b , (4.22)

como mostra a figura 4.5.
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Figura 4.5: Fibras cŕıticas de f̃
.

Agora, como f̃ é isotrivial, então F ′ não é de tipo mIb (m ≥ 1) nem de tipo I∗b (cf. [1,

p. 165]), e pelo lema 4.28, F ′ não é de tipo mI0(m ≥ 2). Logo, as fibras cŕıticas de f̃
podem ser somente dos seguintes tipos

I∗0 , ĨI, ĨII, ĨV , II
∗, III∗, IV ∗, (4.23)
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Veremos em seguida que os tipos II∗, III∗ e IV ∗ não ocorrem. Suponha que F ′ ≃ II∗,

III∗ ou IV ∗. Seja F ′ =
k∑

i=0

Ci, onde Ci são as componentes irredut́ıveis de F ′. Então

existe uma única componente C0 (a menos de uma reordenação dos ı́ndices) tal que
Z(ϕ∗F0, C0) ≥ 3 (veja a figura 4.5). Assim, pela observação 4.29, Ci é ϕ

∗F∞-invariante e
Ci ⊂ ∆(P), para todo i = 1, . . . , k. Agora, se C0 não é ϕ∗F∞-invariante, então

Tϕ∗F∞ · C0 = −2− Tang(ϕ∗F∞, C0) = Tϕ∗F · C0 = 2− 3, (4.24)

o que implica Tang(ϕ∗F∞, C0) = −1, contradição. Portanto, F ′ ⊂ ∆(P), em particular
F ′ é ϕ∗Fα0-invariante.

Como ϕ∗Fα0 tem integral primeira holomorfa, digamos g, então existe b0 ∈ S1 tal que
F ′ ⊂ g−1(b0). Seja Gb uma fibra regular de g que não é ϕ∗F0-invariante, tal que g(Gb) = b

e b ̸= b0. Em particular, Gb ∩ F ′ = ∅. Como f̃ |Gb
: Gb → S é uma aplicação holomorfa

não constante, ela é sobrejetiva. Em particular, existe p ∈ Gb tal que f̃ |Gb
(p) = c e assim

p ∈ Gb ∩ F ′, contradição. Isto mostra que F ′ ≃ I∗0 , ĨI, ĨII ou ĨV .

Sejam {Fj}kj=1 as fibras cŕıticas de f̃ e {Cj,i}
nj

i=0 o conjunto das suas componentes
racionais irredut́ıveis, onde enumeramos de tal forma que Cj,0 contém pelo menos três
singularidades nodais de Fj, para j = 1, . . . , k. Logo, pelo mesmo argumente acima, Cj,0

é a única componente de Fj não contida em ∆(P∗), para j = 1, . . . , k. Portanto:

[∆(P∗)] =
k∑

j=1

nj∑
i>0

ni,jCj,i. (4.25)

Logo de 4.25 e da observação 4.31 temos que:

∆(P) =
k∪

j=1

nj∪
i>0

ψ∗Cj,i ∪ {curvas contráteis de F0}, (4.26)

onde ψ : X → Y , é o bimeromorfismo obtido fazendo blow-downs nas curvas contráteis
de F∞ e ψ∗Cj,i são os transformados estritos de Cj,i, para todo i, j.

4.3.4 Cálculo de Ip(P) no caso: gen(f) = 1 e ∞ /∈ IS(P)
Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F∞ é reduzida e tem integral primeira
holomorfa f : X → S. Suponha que ∆(P) é invariante, ∞ ∈ IS(P) e Ip(P) tem
um ponto de acumulação em ∞. Seja ψ : X → Y , o bimeromorfismo obtido fazendo
blow-downs nas curvas contráteis de F∞. Como Ip(P) = Ip((ψ

−1)∗P), daqui em diante
suporemos que F∞ não tem curvas contráteis. Logo de 4.26,

∆(P) =
k∪

j=1

nj∪
i>0

ni,jCj,i. (4.27)

Proposição 4.33. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F∞ é reduzida, e tem integral
primeira holomorfa f : X → S. Suponha que ∆(P) é invariante e∞ ∈ IS(P) (em particular,
gen(f) = 1). Se Ip(P) tem um ponto de acumulação em ∞ então:

60



1. Z(Fα, C) = 1, para toda componente C de ∆(P) e para todo α ∈ IS(P).

2. Fα tem integral primeira holomorfa local em todas as suas singularidades, para todo
α ∈ IS(P).

Prova: Sejam α ∈ IS(P) e C uma componente de ∆(P). Como C é lisa, F∞ é reduzida
e #(C ∩ Sing(F∞)) = 1(veja a figura 4.5), então Z(F∞, C) = 1. Como TFα = TF∞

temos Z(Fα, C) = 1, para todo α ∈ IS(P). Isto prova 1. Sejam α ∈ IS(P) \ {0} e
p ∈ Sing(Fα), então existe uma fibra cŕıtica F de f tal que p ∈ F . Em particular, existe
uma componente C de F tal que p ∈ C. Como Z(Fα, C) = 1 então C ∩ Sing(Fα) = {p}
e, pelo teorema do ı́ndice de Camacho-Sad,

CS(Fα, C) = C2 = CS(Fα, Cα, pα) < 0.

Como p é uma singularidade não-degenerada de Fα, o quociente de autovalores com re-
speito a p é negativo e a holonomia de C é trivial, já que C é uma curva lisa e racional.
Então, pelo teorema de Mattei-Moussu, Fα tem integral primeira local em p. Assim,
temos 2. 2

Corolário 4.34. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F∞ tem integral primeira
holomorfa f : X → P1. Suponha que ∆(P) é invariante, ∞ ∈ IS(P) e Ip(P) tem um ponto
de acumulação em ∞. Dado α ∈ IS(P) são equivalentes:

1. Fα tem integral primeira.

2. Gα é finito.

3. Existe n0 ∈ N tal que n0Ai(α) ∈ Γ (veja o corolario 4.19).

4. Fα tem uma folha algébrica não contida nas fibras cŕıticas de f .

Em particular, se#(Ip(P)∩IS(P)) ≥ 3 e 0 ∈ Ip(P), então existe λ ∈ C∗ tal que λQ ⊂ Ip(P).
Prova: Dado α ∈ IS(P), temos que se Gα é finito então α ∈ Ip(P), pelo lema 4.21. Assim,
pelo corolário 4.19, temos o resultado. 2

Lema 4.35. Sob as condições da proposição 4.33

IS(P) = C.

Em particular, todas as componentes de ∆(P) têm singularidades móveis.

Prova: Se IS(P) ̸= C então existe α0 ∈ C \ IS(P) tal que Fα0 tem singularidades não
isoladas. Logo, existe uma curva irredut́ıvel holomorfa C ′ tal que C ′ ⊂ Sing(Fα0) ⊂ ∆(P),
isto é, C ′ é uma componente NI de P . Por (4.27),

∆(P) =
∑
j

∑
i>0

ni,jCj,i,
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onde {Cj,i}
nj

i=0 são as componentes das fibras cŕıticas Fj, com j = 1, . . . , k, e Tang(Fα, Cj,0) =
0, para todo α ∈ IS(P) \ {0}. Logo, existe Cj,i ⊂ ∆(P) tal que Cj,i ⊂ C ′. Pode-
mos supor, sem perda de generalidade que 0 ∈ IS(P), assim como Z(F∞, Cj,i) = 1
e Tang(F0, Cj,0) = 0, existe p ∈ Cj,i tal que p ∈ Sing(F∞) e p /∈ Sing(F0). Então,
existe um sistema de coordenadas (U, (x, y)), com p ∈ U e x(p) = y(p) = 0, tal que
Cj,i ∩ U = {y = 0}. Além disso,

ω|Cj,i
= (b+ xku(x))dy, b ̸= 0,

e
η = xdy −mydx,

representam F0 e F∞ em U , respectivamente, e ω+αη representa Fα|U , para todo α ∈ C.
Assim

(ω + αη)(x, 0) = (αx+ (b+ xku(x)))dy.

Como Cj,i ⊂ C ′, segue que α0x+ (b+ xku(x)) ≡ 0 em U ∩Cj,i. Porém isto não é posśıvel
pois b ̸= 0. 2

Lema 4.36. Sob as condições da proposição 4.33, suponha que f : X → P1 e tem fibra
genérica Fc = C \ Γ, com Γ = ⟨1, τ⟩. Se f tem somente três fibras cŕıticas então existe
λ ∈ C∗ e a ∈ C tais que:

Ip(P) = (λ.(Q⊕ τQ) + a) ∪ {∞}.

Prova: Pela proposição 4.18 temos que o grupo de holonomia global Gα é dado por

Gα = ⟨f1,α, f2,α⟩

onde fj,α(z) = λjz + Aj(α), com Aj(α) = ajα+ bj, para j = 1, 2. Além disso,

Gα = {λz + n2A2(α) : λ ∈ ⟨λ1, λ2⟩, n2,∈ Z}.
Agora, pelo corolário 4.19 e lema 4.36 temos que

Ip(P) \ {∞} = {α ∈ C : A2(α) ∈ QΓ}.

Como Ip(P) é infinito, por meio de uma reparametrização, podemos supor que 0 ∈
Ip(P). Isto implica que A2(0) = b2 ∈ QΓ, e assim, em (4.19) obtemos

Ip(P) \ {∞} = {α ∈ C : a2α ∈ QΓ}. (4.28)

Com o mesmo argumento de [25, p. 34] temos que Ip(P) ̸= C, isto é, a2 ̸= 0. Logo temos
o resultado. 2

Lema 4.37. Consideremos P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F∞ é reduzida e tem
integral primeira holomorfa f : X → S. Suponha que ∆(P) é invariante, ∞ ∈ IS(P) e
Ip(P) tem um ponto de acumulação em ∞. Então:
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1. gen(S) ≤ 1.

2. Se ∆(P) ̸= ∅ então gen(S) = 0. Em particular, se gen(S) = 1 então X é um toro
algébrico.

Prova: Podemos supor sem perda de generalidade que 0 ∈ IS(P) e F0 tem integral
primeira holomorfa g : X → S0. Como ∆(P) é invariante e 0 ∈ IS(P), então pelo
teorema 4.11 gen(g) = 1. Como F∞ ̸= F0, existe uma fibra regular eĺıptica F de g tal que
F não é F0-invariante. Logo, a aplicação f |F : F → S é não constante e pelo teorema de
Riemann-Hurwitz temos gen(S) ≤ 1.

Suponhamos que ∆(P) ̸= ∅. Então, por 4.25 existe uma fibra cŕıtica F =
∪k

i=0Ci

de g tal que C0 é uma curva racional não contida em ∆(P) e
∪k

i=1Ci ⊂ ∆(P). Como
C0 não é componente de ∆(P) então não é F∞-invariante, isto implica que a aplicação
f |C0 : C0 → S não é constante e portanto gen(S) = 0.

Por outro lado, se gen(S) = 1 então ∆(P) = ∅. Como X é uma superf́ıcie algébrica e
∆(P) = ∅ então X é um toro algébrico. 2

Na seção 2.2 fizemos o estudo de Ip(P) no caso em que X é um toro. Daqui em adiante
suporemos que S = P1.

Nas condições do teorema 4.23 e S = P1, Alcides Lins Neto em [25] calcula o número
das fibras cŕıticas de f . Os seguintes lemas 4.38 e 4.39 podem ser encontradas no lema
3.2.13 e no lema 3.2.15 em [25], respectivamente.

Dada f : X → P1 uma fibração eĺıptica, denotemos por:

i) a0 = #{mI0}, o número de fibras de f de tipo mI0,

ii) a∗0 = #{I∗0}, o número de fibras de f de tipo I∗0 ,

iii) a2 = #{ĨI}, a3 = #{ĨII} e a4 = #{ĨV }.

Sejam Fj uma fibra cŕıtica de f e {Cj,i}
nj

i=1 as componentes irredut́ıveis de Fj. Seja
ainda a o número total das fibras cŕıticas de f , isto é, a = a0 + a∗0 + a2 + a3 + a4.

Lema 4.38. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 e F∞ são reduzidas e têm
integrais primeiras holomorfas f : X → P1 e g : X → P1, respectivamente. Então

i) NF0 = (a−2)[F ]−
r∑

j=1

Γj−
a0∑
i=1

[Ci], onde F denota uma fibra fixa de f e Γj =

kj∑
i=0

[Ci,j].

ii) KX = [∆(P)]+2N∗
F = 2(a−2)[F ]−

r∑
j=1

Γ̃j−2

a0∑
i=1

[Ci], onde KX é o fibrado canônico

de X e Γ̃j = 2[Cj,0] +

kj∑
i=1

[Cj,i]. Em particular,

K2
X = c21(X) =

r∑
j=1

Γ̃2
j = −3a2 − 2a3 − a4.
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iii) 6a∗0 + 10a2 + 9a3 + 8a4 + 12

a0∑
i=1

(
1− 1

mi

)
= 24, onde mi é a multiplicidade de uma

fibra de tipo mI0 de f .

iv) C2(X) = 6a∗0 + 5a2 + 5a3 + 5a4.

Lema 4.39. Sob as mesmas hipóteses do lema 4.38, só existem 4 soluções posśıveis e elas
satisfazem:

Sol (1 ) (2 ) (3 ) (4 )
a0 0 0 0 0
a∗0 0 1 1 4
a2 0 1 0 0
a3 0 0 2 0
a4 3 1 0 0
a 3 3 3 4

C2(M) 15 16 16 24
K2

M -3 -4 -4 0

Observação 4.40. Sob as condições do lema 4.38, seja Fc ≃ C/⟨1, τ⟩ uma fibra genérica
fixa de f . Fazendo o mesmo argumento de [26, p. 243], temos

• No caso das soluções (1 ) e (2 ), τ = e
2πi
3 .

• No caso da solução (3 ), τ = i.

• No caso da solução (4 ), τ /∈ {i, e 2πi
3 }.

Usando a observação 4.40 e o lema 4.39, podemos apresentar a seguinte tabela.

Solução # de fibras cŕıticas Fc ≃ C/⟨1, τ⟩ Gα fj,α
(1 ) 3 τ = e

2πi
3 ⟨f1,α, f2,α⟩ τz + Aj(α)

(2 ) 3 τ = e
2πi
6 ⟨f1,α, f2,α⟩ τz + Aj(α)

(3 ) 3 τ = i ⟨f1,α, f2,α⟩ iz + Aj(α)

(4 ) 4 τ /∈ {i, e 2πi
3 } ⟨f1,α, f2,α, f3,α⟩ −z + Aj(α)

Pelo lema 4.36:

1. No caso das soluções (1 ), (2 ) e (3 ),

Ip(P) \ {∞} = {α ∈ C : a2.α ∈ QΓ} = a−1
2 QΓ.

2. No caso da solução (4 ),

Ip(P) \ {∞} = {α ∈ C : A2(α), A3(α) ∈ QΓ}

onde Ai(α) = aiα+ bi com i = 2, 3 e a2 ̸= 0 ou a3 ̸= 0.
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Assim temos o seguinte teorema

Teorema IV. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F∞ é reduzida e tem integral
primeira holomorfa f : X → S. Suponha que ∆(P) é invariante, ∞ ∈ IS(P) e Ip(P) tem
um ponto de acumulação em ∞. Então,

• Se KX ̸= 0, onde KX é o fibrado canônico de X, então existem λ ∈ C∗ e a ∈ C tais
que

Ip(P) = (λ.(Q⊕ τQ) + a) ∪ {∞},
onde τ ∈ {i, e2πi/3}.

• Se KX = 0 e gen(S) = 0 então X é um toro algébrico; e se X = E ×E, com E curva
eĺıptica, então

Ip(P) ≃ End(E)⊗Q.

4.4 Relação entre um pencil e o pencil obtido por

blow-up

Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X, tal que F0 é uma folheação não-degenerada. Logo,
pela observação 3.9, Fα é uma folheação não-degenerada para todo α ∈ GP (P).

Observe que nas seções anteriores consideramos o caso em que F0 tem integral primeira
holomorfa. Em seguida, estudaremos o caso geral, isto é, F0 tem integral primeira mero-
morfa F : X 99K S, ou seja, 0 ∈ Ip(P).

Seja x0 ∈ X uma singularidade não reduzida de F0. Como x0 é não-degenerada
e não reduzida, ela é necessariamente de tipo (k : l), onde k, l ∈ N e mdc(k, l) = 1.
Em particular, como F0 tem integral primeira existe um sistema de coordenadas em x0,
(x, y, U), com x(x0) = y(x0) = 0 e x0 ∈ U , tal que F0 é representada em U por

ω = kxdy − lydx.

Temos então dois casos:

k = l = 1: Neste caso, como F0 se dessingulariza em x0 após um blow-up em x0, π :
X1 → X. Colocando F1

0 = π∗(F0) e D
1
1 = π−1(x0), obtemos que Sing(F1

0 )∩D1
1 = ∅.

k > 1 ou l > 1: Neste caso, existe uma sequência finita de blow-ups πr ◦ πr−1 · · ·πn−1 ◦
π1 : Xr → X em x0 tal que se F r

0 = π∗
x0
(F0) e

∪r
i=1D

r
i = π−1

x0
(x0) então F r

0 tem
somente uma singularidade não reduzida xr ∈ Dr

r de tipo (1 : 1). Além disto, os
divisores Dr

1, . . . , D
r
r são invariantes por F r

0 .

Se F i
0 é dado pela 1-forma holomorfa ωi numa vizinhança U de xi, então l0(xi) denota o

ordem de anulamento de π∗
i (wi) ao longo de Di

i, para todo i = 1 . . . , r.

Sejam π : X̃ → X o processo de blow-ups que dessingulariza F0 e P̃ = {F̃α}α∈C
o pencil induzido em X̃. Nas seções anteriores vimos a importancia de F0 ter ou não
singularidades isoladas para descrever IpP . Estudaremos o pencil P̃ e as relações entre

os conjuntos de tangencia de P e P̃ .
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4.4.1 F̃0 tem singularidades isoladas

Utilizaremos as notaçẽs acima. Nesta seção veremos que se 0 ∈ IS(P̃), então para todo

α ∈ GP (P̃), Fα é dessingularizado por π. Em particular, se Ip(P) é infinito então existe
α0 ∈ Ip(P) ∩ IS(P). Se Fα0 : X 99K S1 é uma integral primeira meromorfa de Fα0 ,

então Fα0 ◦ π é uma integral primeira holomorfa de F̃α0 , e assim estamos nas condições
do teorema 4.23.

Lema 4.41. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 é não-degenerada e tem integral

primeira meromorfa F : X 99K S. Suponha que 0 ∈ IS(P̃). Então, dado α ∈ GP (P̃) \ {0},
x0 é uma singularidade não reduzida de F0 se, e somente se, x0 é uma singularidade não
reduzida de Fα. Em particular, x0 é uma singularidade fixa de P .

Prova: Seja x0 uma singularidade não reduzida de F0, como F0 é uma folheação não
degenerada e tem integral primeira então x0 é uma singularidade dicŕıtica de tipo (p : q),
com p, q ∈ N e (p, q) = 1.

Afirmamos que x0 é uma singularidade fixa. De fato, se x0 não é uma singularidade
fixa do pencil então fixemos α0 ∈ IS(P̃) tal que x0 /∈ Sing(Fα0). Seja πx0 := πr ◦
πr−1 · · ·π2 ◦ π1 o processo de dessingularização de F0 em x0 e seja xr−1 ∈ Dr−1

r−1 a única
singularidade não reduzida de F r−1

0 , onde xr−1 é de tipo (1 : 1). Logo como l0(xr−1) = 2
e lα0(xr−1) = 1, existe um sistema de coordenadas (x, y, U), com xr−1 ∈ U , x(xr−1) =
y(xr−1) = 0, e existem 1-formas holomorfas ωr−1, ηr−1 em U que definem F r−1

0 e F r−1
α0

em
U , respectivamente, onde

π∗
r−1ωr−1 = x2ω, ω com singularidades isoladas,

π∗
r−1ωα0,r−1 = xωα0 , ωα0 com singularidades isoladas.

Assim as 1-formas holomorfas xω e ωα0 definem F r
0 e F r

α0
em π−1

r (U), respectivamente.

Logo Dr
r ⊂ Sing(F r

0 ) e 0 /∈ IS(P̃), contradição. Portanto, x0 é uma singularidade fixa do
pencil. Em particular x0 ∈ Sing(Fα), para todo α ∈ C.

Seja α ∈ GP (P̃) \ {0}, pelo mesmo argumento acima, se x0 é uma singularidade

reduzida de F̃α, então lα(xr−1) = 1 e l0(xr−1) = 2, que implica 0 ̸∈ IS(P̃), contradição.
Reciprocamente, seja x0 uma singularidade não reduzida de F̃α. Pelo mesmo argu-

mento utilizado acima, se x0 é uma singularidade reduzida de F0, obtemos que α /∈ IS(P̃).
Logo, x0 é uma singularidade não reduzida de F0. 2

Observação 4.42. Sob as condições do lema 4.41, seja x0 é uma singularidade fixa de
P . Seja πx0 := πr ◦ πr−1 · · ·π2 ◦ π1 é o processo de dessingularização de F0 em x0. Se
xi ∈ Di

i é uma singularidade não reduzida de F i
0, então xi é uma singularidade fixa de

(πi ◦ πi−1 · · · ◦ π1)∗P , para todo i = 1, . . . , r.

Proposição 4.43. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 é não-degenerada e tem

integral primeira meromorfa F : X 99K S. Suponha que 0 ∈ IS(P̃). Então, para todo

α ∈ GP (P̃) \ {0}, Fα é dessingularizado por π.
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Prova: Fixado α ∈ GP (P̃)\{0}, pelo lema 4.41, temos que o conjunto das singularidades
não reduzidas de F0 coincide com o conjunto das singularidades não reduzidas de Fα. Logo
pela observação 4.42, basta provar que toda a singularidade não reduzida de Fα é de tipo
fixo, isto é, o seu tipo não depende de α ∈ GP (P).

Fixemos uma singularidade não-reduzida x0 de F0. Como 0 ∈ IS(P̃) e x0 é não-

degenerada para F0, existe vizinhança V de 0, com V ⊂ IS(P̃) e x0 é singularidade
não-degenerada e não-reduzida para Fα, se α ∈ V . Em particular, o quociente dos auto-
valores de Fα em x0 tem que ser racional positivo. Como este quociente é função cont́ınua
de α ∈ V , ele é necessariamente constante como função de α ∈ V . Isto implica que este
quociente é constante em GP (P), pois GP (P) ⊃ V e C \GP (P) é finito.

2

Observação 4.44. ∆(P̃) pode ser não invariante mesmo sendo ∆(P) invariante. De fato,
no último blow-up pode acontecer que Dn

n não seja uma componente invariante do pencil
como mostra a seguinte figura: FALTA FIGURA!!!

Assim daremos a seguinte definição para garantir que ∆(P̃) seja invariante.

Definição 4.45. Com as notacões acima, seja p uma singularidade fixa do pencil de tipo fixo.
Então diremos que p é uma explosão não dicŕıtica fixa se existe α0 ̸∈ GP (P) tal que
pr−1 ∈ Dr−1

r−1 é uma explosão não dicŕıtica para F r−1
α0

.

Proposição 4.46. Seja P = {Fα}α∈C um pencil emX tal que F0 é não-degenerada. Suponha

que todas as singularidades fixas de P são explosões não dicŕıticas fixas. Seja π : X̃ → X
o processo de dessingularização de F0 e seja P̃ o pencil induzido em X̃. Então, ∆(P) é

invariante se, e somente se, ∆(P̃) é invariante.

Prova: Pelo lema 4.41, as singularidades não reduzidas de F0 são singularidades fixas e
são de tipo fixo que, por hipótese, são explosões não dicŕıticas fixas. Assim, os divisores
Dr

r não estão contidos em ∆(P̃). O resultado segue de imediato, pois os posśıveis conjun-

tos não-invariantes de ∆(P̃) são os divisores Dr
r . 2

Suponhamos que ∆(P̃) é invariante. Como 0 ∈ IS(P̃), então, pelo corolário 4.7,

gen(f) = 1 e F̃α é transversa com respeito a f , para todo α ∈ IS(P̃). Além disso, se Ip(P)
é infinito, existe α0 ∈ Ip(P) ∩ IS(P) tal que F̃α0 tem uma integral primeira holomorfa

g : X̃ → S1. Assim o seguinte teorema segue da proposição 4.46 e o teorema 4.23.

Teorema V. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 é não-degenerada e tem integral
primeira meromorfa F : X 99K S. Suponha que ∆(P) é invariante e Ip(P) \ {0} é infinito.

Se 0 ∈ IS(P̃) e todas as singularidades fixas de P são explosões não dicŕıticas fixas, então:

1. gen(F ) = 1.

2. Se KX ̸= 0, onde KX é o fibrado canônico de X, então existem λ ∈ C∗ e a ∈ C tais
que

Ip(P) = (λ.(Q⊕ τQ) + a) ∪ {∞},
onde τ ∈ {i, e2πi/3}.
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3. Se KX = 0 e gen(S) = 0 então X é um toro algébrico; e se X = E ×E, com E curva
éliptica, então

Ip(P) ≃ End(E)⊗Q.

4.4.2 ∆(P̃) invariante e F̃0 não tem singularidades isoladas

Daqui em diante consideraremos o caso em que exista pelo menos um divisor D obtido da
dessingularização de F0 tal que D ⊂ Sing(F̃0). Como F0 tem integral primeira meromorfa

F : X 99K S, então f = F ◦ π : X̃ → S é holomorfa. Observe que neste caso F̃0 não é
tangente a f e ∆(P̃) não está contida nas fibras de f .

Lema 4.47. Sob as notações acima, se ∆(P̃) é invariante e 0 /∈ IS(P̃), então F̃α é transversa

com respeito a f , para todo α ∈ IS(P̃). Em particular, P̃ é transversa com respeito a f .

Prova: Seja p uma singularidade não reduzida de F0 e πp = π1◦. . . πn−1◦πn a sequência de
blow-ups que dessingulariza F0 em p. Então π−1(p) =

∪n
i=1D

n
i , tal que D

n
1 , . . . , D

n−1
n−1, D

n
n

são componentes de ∆(P̃). Além disso, Dn
n ⊂ Sing(F̃0) e Dn

1 , . . . , D
n−1
n−1 estão contidas

nas fibras de f . Como xn−1 ∈ Dn−1
n−1 é uma singularidade de Fn−1

0 de tipo (1 : 1) então as
fibras genéricas de f intersectam transversalmente a Dn

n. 2

Assim, temos a seguinte proposição:

Proposição 4.48. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X tal que F0 tem integral primeira

meromorfa F : X 99K S. Sejam π : X̃ → X a resolução das singularidades de F0, P̃ =
{F̃}α∈C o pencil induzido em X̃ e f = F ◦ π. Se ∆(P̃) é invariante pelo pencil e 0 /∈ IS(P̃),
então, dado α ∈ IS(P), temos

1. gen(f) = 0, implica que F̃α é uma folheação de Ricatti com respeito a f .

2. gen(f) = 1, implica que F̃α é uma folheação turbulenta com respeito a f .

Observe que nestas condições o estudo de Ip(P) foi feito nas seções 4.2.2, 4.2.1.
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Caṕıtulo 5

Pencil de folheações com centro de
Morse

Neste caṕıtulo trabalharemos no caso que X = P2.

5.1 ∆(P) não-invariante pelo pencil

Lembremos que na seção 3.2 definimos Fol(2, d) como o conjunto das folheações de grau
d em P2. Em [25] é provado que o conjunto:

Folc(2, d) = {F ∈ Fol(2, d) : F tem um centro}

é um conjunto algébrico. Portanto Folc(2, d) se decompõe nas suas componentes irre-
dut́ıveis.

A seguinte proposição dá condições suficientes para garantir quando um pencil P em
Fol(2, d) está contida no conjunto Folc(2, d).

Proposição 5.1. Sejam P = {Fα}α∈C um pencil flat em P2, onde F0 é uma folheação não-
degenerada. Suponha que ∆(P) tem uma componente C não-invariante e não-NI. Então
C contém uma singularidade móvel p : V → C, tal que p(α) é um centro de Fα, para todo
α ∈ V . Em particular,

P ⊂ Folc(2, d).

Prova: Como F0 é não-degenerada, existe uma vizinhança V de 0, tal que Fα é uma
folheação não-degenerada, para todo α ∈ V . Dada uma componente C não-invariante
e não-NI de ∆(P), pela observação 3.10, existem um aberto V1 ⊂ V e uma aplicação
holomorfa injetiva p : V1 → C tal que p(α) ∈ Sing(Fα), para todo α ∈ V1. Além disso, C
tem multiplicidade um. Como o pencil é flat, então, pelo teorema 3.12, C é nice, isto é,

BB(Fα, pj(α)) = 0, (5.1)

para todo α ∈ V1.
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Fixado α0 ∈ V , seja x0 = p(α0). Então, existe uma vizinhança U de x0 tal que Fα|U
é definida pela 1-forma holomorfa ωα e existe uma 1-forma θ meromorfa fechada em U ,
tais que

dωα = θ ∧ ωα, (5.2)

para todo α ∈ C.
Como dθ = 0, então as componentes de (θ)∞ são invariantes pelo pencil. Logo, existe

uma vizinhança simplesmente conexa W ⊂ U que contém x0 e tal que W ∩ (θ)∞ = ∅.
Em particular, θ é holomorfa em W e existe g ⊂ O∗(W ) tal que θ =

dg

g
. Assim em (5.2),

obtemos

d

(
ωα

g

)
= 0,

para todo α ∈ C. Logo, existe hα ∈ O(U1) tal que ωα = gdhα, para todo α ∈ C. Portanto,
por (5.1), temos que pj(α) é uma singularidade de Fα de tipo Morse, para todo α ∈ V ,
isto é, (Fα)α∈V ⊂ Folc(2, d). Logo,

P ⊂ Folc(2, d),

pois Folc(2, d) é um conjunto algébrico. Em particular, P está contida em uma compo-
nente irredut́ıvel de Folc(2, d). 2

A proposição anterior mostra que se conhecemos as componentes irredut́ıveis de Folc(2, d)
podemos calcular Ip(P). Por exemplo, se d = 2 então Folc(2, d) tem oito componentes
irredut́ıveis, como mostra o corolário do seguinte teorema.

Teorema 5.2 ([12]). Seja G ∈ Fol(2, 2) tal que G possui um centro q. Então G pode ser
definida por uma 1-forma meromorfa fechada η. Além disso, se C2 ⊂ P2 é uma carta afim,
então η pode ser escrita de uma das seguintes formas:

a) η = dh, onde deg(h) = 3.

b) η =
3∑

j=1

λj
dfj
fj

, onde λj ∈ C∗ e deg(fj) = 1, 1 ≤ j ≤ 3.

c) η = λ1
df

f
+ λ2

dg

g
, onde λ1, λ2 ∈ C∗, deg(f) = 1 e deg(g) = 2.

d) η =
2∑

j=1

λj
dfj
fj

+ dg, onde deg(g) = 1, λj ∈ C∗ e deg(fj) = 1, 1 ≤ j ≤ 2.

e) η =
2∑

j=1

λj
dfj
fj

+ d(g/f1), onde λ1, λ2, f1, f2, g são como em (d).

f) η =
df

f
+ d(g/f 2), onde deg(f) = 1 e deg(g) = 2.
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g) η =
df

f
+ d(g/f), onde deg(f) = 1 e deg(g) = 2.

h) η =
df

f
+ dg, onde deg(f) = 1 e deg(g) = 2.

i) η =
dg

g
+ df , onde deg(f) = 1 e deg(g) = 2.

j) η = 3
dg

g
− dh

h
, onde deg(h) = 3 e deg(g) = 2.

Corolário 5.3 ([10]). Seja G ∈ Fol(2, 2) tal que G possui um centro q. Então G pode ser
definida em coordenadas homogêneas por uma 1-forma fechada η de um dos seguintes tipos:

A1) η = d(H/F 3), onde deg(H) = 3 e deg(F ) = 1.

A2) η =
4∑

j=1

λj
dFj

Fj

, onde λj ∈ C∗, deg(Fj) = 1, 1 ≤ j ≤ 4, e
∑

j λj = 0.

A3) η =
3∑

j=1

λj
dFj

Fj

, onde λj ∈ C∗, 1 ≤ j ≤ 3, deg(F1) = deg(F2) = 1, deg(F3) = 2 e

λ1 + λ2 + 2λ3 = 0.

A4) η =
3∑

j=1

λj
dFj

Fj

+ d(G/F3), onde deg(G) = 1, deg(Fj) = 1, 1 ≤ j ≤ 3, λ1, λ2 ∈ C∗,

λ3 ∈ C e
∑

j λj = 0.

A5) η =
dF1

F1

− dF2

F2

+ d(G/F 2
1 ), onde deg(F1) = deg(F2) = 1 e deg(G) = 2.

A6) η =
dF1

F1

− dF2

F2

+ d(G/F1 · F2), onde deg(F1) = deg(F2) = 1 e deg(G) = 2.

A7) η =
dG

G
− 2

dF

F
+ d(F1/F ), onde deg(F ) = deg(F1) = 1 e deg(G) = 2.

A8) η = 3
dG

G
− 2

dH

H
, onde deg(G) = 2 e deg(H) = 3.

Pelo corolário anterior, Folc(2, 2) tem oito componentes irredut́ıveis, as quais deno-
taremos por Cc(2, i), i = 1, . . . , 8, onde cada elemento de Cc(2, i) é do tipo Ai.

Assim temos o seguinte lema:

Lema 5.4. Seja P = {Fα}α∈C ⊂ Fol(2, 2) um pencil flat em P2, onde F0 é uma folheação
não-degenerada. Suponha que ∆(P) tem uma componente não-invariante e não-NI. Então
exatamente uma das seguintes condições é satisfeita:

1. Ip(P) é finito.
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2. Existe um subconjunto finito {α1, . . . , αn} ⊂ C tal que C \ {α1, . . . , αn}. ⊂ Ip(P).

3. Existem λ ∈ C∗ e µ ∈ C tais que Ip(P) = λQ+ µ.

Prova: Pela proposição 5.1 temos

P ⊂ Folc(2, 2).

Assim pelo corolário 5.3, P está contido em uma das componentes Cc(2, 1), . . . , Cc(2, 8)
de Folc(2, d). Logo temos as seguinte possibilidades:

i) Se P ⊂ Cc(2, 1) ∪ Cc(2, 8), claramente, Ip(P) = C.

ii) Se P está contido em uma das componentes Cc(2, 4), . . . , Cc(2, 7), então Ip(P) é
finito.

iii) Se P ⊂ Cc(2, 2) ∪ Cc(2, 3) então, dado α ∈ C, Fα é uma folheação logaŕıtmica de
um dos seguintes tipos:

• γα = f1,αf2,αf3,αf4,α

4∑
j=1

λj,α
dfj,α
fj,α

, onde λj,α ∈ C∗, deg(fj,α) = 1, 1 ≤ j ≤ 4, e∑
j λj,α = 0.

• γα = f1,αf2,αf3,α

3∑
j=1

λj,α
dfj,α
fj,α

, onde λj,α ∈ C∗, deg(fj,α) = 1, 1 ≤ j ≤ 3,

deg(f1,α) = deg(f2,α) = 1, deg(f3,α) = 2 e λ1,α + λ2,α + 2λ3,α = 0.

Sejam ω e η 1-formas polinomiais em C3 tais que Fα está definida em coordenadas
homogêneas por ωα = ω + αη, para todo α ∈ C. Logo ωα = cαγα, para algum cα ∈ C∗ e
para todo α ∈ C. Seja θ a 1-forma meromorfa racional fechada tal que:

dωα = θ ∧ ωα, (5.3)

para todo α ∈ C.
Considere também

Ωα =
γα
Fα

=
ωα

Fαcα
=

k∑
i=1

λi,α
dfi,α
fi,α

, α ∈ C, (5.4)

onde Fα = f1,α . . . fk,α. Como Ωα é fechada então, em (5.4),

dωα =
dFα

Fα

∧ ωα. (5.5)

Das equações (5.3) e (5.5), temos que

(
dFα

Fα

− θ
)
∧ ωα = 0. Logo, existem polinômios

Gα e Hα tais que

θ =
dFα

Fα

+
Hα

Gα

ωα =
dFα

Fα

+ cαFα
Hα

Gα

Ωα. (5.6)
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Como dθ = 0 e Ωα é fechada, obtemos

d

(
cαFα

Hα

Gα

)
∧ Ωα = 0⇒ d

(
cαFα

Hα

Gα

)
∧ ωα = 0.

Logo temos duas possibilidades:

1. Existe α0 ∈ C tal que cαFα
Hα

Gα

não é constante como função em P2. Neste caso,

φα := cαFα
Hα

Gα

é não constante como função em P2, exceto possivelmente num

sub-conjunto finito {α1, . . . , αn} ⊂ C. Como dφα ∧ωα = 0 então α ∈ Ip(P). Assim,

C \ {α1, . . . , αn} ⊂ Ip(P).

2. cαFα
Hα

Gα
só depende de α, ou seja cαFα

Hα

Gα

= λα, com λα ∈ C, logo de (5.6), obtemos

θ =
dFα

Fα

+ λα
Ωα

Fα

=
k∑

i=1

(1 + λαλi,α)
dfi,α
fi,α

.

Como θ não depende de α e 1 + λαλi,α = ResCi,α
(θ), onde Ci,α = {fi,α = 0} então

1 + λαλi,α não depende de α. Colocando 1 + λαλi,α := ρi, obtemos

θ =
k∑

i=1

ρi
dfi,α
fi,α

. (5.7)

Suponha que existe α0 ∈ C tal que λα0 = 0. Então dado i = 1, . . . , k temos que
ρi = 1 e λα = 0 para todo α ∈ C. Logo em 5.7

θ =
k∑

i=1

dfi,α
fi,α

.

Como ∆(P) tem finitas componentes então fi,α = hi, ou seja, fi,α não depende de
α para todo i = 1, . . . , k. Assim em 5.4 obtemos

Ωα =
γα
H

=
ωα

H
cα, onde H = h1 . . . hk,

ωα = H
k∑

i=1

λi,α
cα

dhi
hi
, α ∈ C.

Como ωα = ω + αη então
λi,α
cα

= ai + αbi, para i = 1, . . . , k, assim

ωα = H

k∑
i=1

(ai + αbi)
dhi
hi
, α ∈ C.
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Em particular, se #Ip(P) ≥ 2 então existem λ ∈ C∗ e µ ∈ C tais que Ip(P) = λQ+µ.

Por outro, se λα ̸= 0, para todo α ∈ C então de 5.4 e 5.7 obtemos

λαΩα = cα

k∑
i=1

(ρi − 1)
dfi,α
fi,α

, α ∈ C, (5.8)

Logo de 5.8

Ip(P) = C⇐⇒ ∃ λ ∈ C∗ tal que (ρ1 − 1, . . . , ρk − 1) ∈ λZk

2

Observação 5.5 ([28]). Seja α ∈ IS(P) e Fα ∈ Fol(2, 1), então Fα está definida por
uma 1-forma Ωα tal que

Ωα = iRiLα(dx ∧ dy ∧ dz),
onde R é o campo radial em C3 e Lα é um campo homogêneo de grau um. Após uma
mudança linear de coordenadas em C3 podemos supor que Lα está na forma canônica de
Jordan. Logo temos três possibilidades:

1. Lα = λ0z0
∂

∂z0
+ λ1z1

∂

∂z1
+ λ2z2

∂

∂z2
, λj ∈ C e λi ̸= 0 para algum i = 0, 1, 2.

2. Lα = λ0R + z1
∂

∂z0
+ z2

∂

∂z1
, λ0 ∈ C.

3. Lα = λ0

(
(z0 + z1)

∂

∂z0
+ z1

∂

∂z1

)
+ λ2z2

∂

∂z2
, λ0, λ2 ∈ C e λ0 ̸= 0.

Para cada um dos três casos acima, existe 1-forma meromorfa fechada ηα e uma função
racional Fα tal que dηα = dFα

Fα
∧ ηα.

Lema 5.6. Seja P = {Fα}α∈C ⊂ Fol(2, 1) um pencil em X, onde F0 é uma folheação
não-degenerada. Se o pencil é flat, então acontece somente uma das seguintes opções:

1. P é um pencil de formas logaŕıtmicas. Em particular, se #Ip(P) ≥ 2 então existem
λ ∈ C∗ e µ ∈ C tais que Ip(P) = λQ+ µ.

2. Existe um subconjunto finito {α1, . . . , αn} ⊂ C tal que C \ {α1, . . . , αn} ⊂ Ip(P).

Prova: Da observação 5.5 e seguindo a mesma prova do lema 5.4, o lema segue de ime-
diato. 2

Dados os polinômios fj ∈ C[x, y], com deg(fj) = dj ∈ N, para 1 ≤ j ≤ s, e números

complexos não nulos λ1, . . . , λs ∈ C∗ tais que
s∑

j=1

λjdj = 0. Definimos a folheação

logaŕıtmica:

F
(
f1 · · · fk

k∑
i=1

λi
dfi
fi

)
, (5.9)
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de grau d =
k∑

i=1

di − 2.

Seja L (d1, . . . , dk) o conjunto das folheações como em 5.9, ou seja,

L (d1, . . . , dk) =

{
F
(
f1 · · · fk

k∑
i=1

λi
dfi
fi

)
: deg(fi) = di, λi ∈ C∗, 1 ≤ i ≤ s,

∑
λjdj = 0

}
.

Logo L (d1, . . . , dk) ⊆ Fol(2, d), onde d =
k∑

i=1

di − 2.

Observação 5.7. Em [31], Movasati prova que existe um conjunto aberto denso UL de
L (d1, . . . , dk) tal que, para qualquer F ∈ UL com centro p, satisfazendo a propriedade
de que toda a deformação holomorfa Fε de F em Fol(2, d) tem uma única singularidade
pε perto de p que ainda é um centro, então Fε ∈ L (d1, . . . , dk).

Mais precisamente, dado F ∈ UL , existe ε > 0, existem polinômios fj,ε com deg(fj,ε) =
dj, onde 1 ≤ j ≤ s, e existem números complexos λj(ε) ∈ C∗, com 1 ≤ j ≤ s, tais que∑

λj(ε)dj = 0. Além disso, Fε é dada por:

f1(ε) · · · fk(ε)
k∑

j=1

λj(ε)
dfj(ε)

fj(ε)
= 0,

onde fj(ε) e λj(ε) são holomorfas em ε, e fj(0) = fj e λj(0) = λj, para todo 1 ≤ j ≤ s.

Proposição 5.8. Com as notações acima, seja P = {Fα}α∈C ⊂ Fol(2, d) com d =
k∑

i=1

di−2,

um pencil flat em P2 tal que F0 ∈ UL . Se ∆(P) tem pelo menos uma componente não-
invariante e não-NI então P ⊆ Folc(2, d). Além disso, tem-se uma das seguintes possibili-
dades:

1. P é um pencil de formas logaŕıtmicas. Em particular, se #Ip(P) ≥ 2 então existem
λ ∈ C∗ e µ ∈ C tais que Ip(P) = λQ+ µ.

2. Existe um subconjunto finito {α1, . . . , αn} ⊂ C tal que C \ {α1, . . . , αn} ⊂ Ip(P).

Prova: Como F0 ∈ UL , pela observação 5.7, para toda a deformação holomorfa Fε de
F em Fol(2, d), com uma única singularidade pε perto de p que ainda é um centro, então
Fε ∈ L (d1, . . . , dk).

Seja C uma componente não-invariante e não-NI de ∆(P). Então, pela proposição 5.1,
existem ε > 0, uma vizinhança aberta V ⊂ {|z| < ε} e uma singularidade móvel p : V →
C, tal que p(α) é um centro de Fα, para todo α ∈ V .

Em particular, Fα ∈ L (d1, . . . , dk) é dada por:

w + αη = f1(ε) · · · fk(ε)
k∑

i=1

λi(ε)
dfi(ε)

fi(ε)
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onde fi(ε) são holomorfas em ε e fi(0) = fi, λi(0) = λi, 1 ≤ i ≤ s, para todo α ∈ V .
Portanto

P ⊂ L (d1, . . . , dk),

e dado α ∈ C

w + αη = f1(α) · · · fk(α)
k∑

i=1

λi(α)
dfi(α)

fi(α)
,

onde fi(α) e λi(α) são funções holomorfas de α. Logo o resultado segue fazendo o mesmo
argumento do lema 5.4. 2

Seja Pold o conjunto de polinômios de grau d em C2 e seja

(F,G) ∈ Pola+1×Polb+1, onde
a+ 1

b+ 1
=
q

p
e mcd(p, q) = 1.

A folheação F = F(pGdF − qFdG) ∈ Fol(2, d) com d = a + b, tem integral primeira
racional da forma:

f : P2 \ ({F = 0} ∩ {G = 0})→ S, f(x, y) =
F (x, y)p

G(x, y)q
.

Seja I(a, b) o fecho do conjunto das folheações holomorfas mencionadas acima. Para
F ∈ I(a, b), seja p uma das singularidades centro de F , e seja Fϵ uma deformação
holomorfa de F em Fol(2, d), onde d = a + b, tal que a única singularidade perto de p
ainda é um centro. O seguinte teorema pode ser encontrado em [29].

Teorema 5.9. Se d = a + b > 2 então existe um subconjunto UI(a,b) aberto e denso de
I(a, b) tal que para todo F(pGdF − qFdG) ∈ UI(a,b) e para todas as deformações Fϵ como
antes, tem-se que Fϵ é também uma folheação com integral primeira. Melhor ainda, existem
polinômios Fϵ e Gϵ tais que Fϵ = F(pGϵdFϵ − qFϵdGϵ), onde Fϵ e Gϵ são holomorfas em ϵ,
F0 = F e G0 = G.

Observação 5.10. A partir do teorema 5.9, Movassati prova o seguinte teorema: Se
d = a+ b > 2 então I(a, b) é uma componente irredut́ıvel de Folc(2, d).

Lema 5.11. Seja d = a+ b > 2, e sejam F = Fol(pFdG− qGdF ) ∈ UI(a,b) e G ∈ Fol(2, d)
folheações holomorfas em P2, e P o pencil gerado. Se P é flat e ∆(P) tem uma componente
não-invariante e não-NI, então

Ip(P) = C.

Prova: Como F0 ∈ UI(a, b) então pelo teorema 5.9 para toda a deformação Fϵ como
antes, tem-se que Fϵ ∈ Ia,b. Como ∆(P) tem uma componente C não-invariante e não-
NI, pela proposição 5.1, existe ε > 0 e existe uma singularidade móvel p : V → C, onde
V ⊂ {|z| < ϵ} e tal que p(α) é um centro de Fα, para todo α ∈ V .

Assim dado α ∈ V , Fα ∈ UI(a,b) tem integral primeira do tipo:

pGαdFα − qFαdGα,
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onde Fα e Gα são polinômios homogêneos de grau a + 1 e b + 1, respectivamente. Em
particular, Fα tem integral primeira de grau d = a + b, para todo α ∈ V1. Agora, dado
k ∈ N, podemos definir o conjunto algébrico:

IPk = {F ∈ Fol(2, d) : F tem integral primeira F, deg(F ) ≤ k}.

Então, Fα ∈ IPd, para todo α ∈ V . Mas como IPd é algébrico então

P ⊂ IPd,

e portanto, Ip(P) = C. 2

Usando os lemas 5.4 e 5.11 temos o teorema VI:

Teorema VI. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em P2, onde F0 é uma folheação não-
degenerada. Seja ∆(P) não invariante pelo pencil com uma componente não invariante e não
NI(P). Então

1. Se d = a+ b > 2 e F ∈ UI(a,b), temos Ip(P) = C̄.

2. Se d = 2 então acontece somente uma das seguintes opções:

(a) Ip(P) é finito.

(b) Existe um subconjunto finito {α1, . . . , αn} ⊂ C tal que C\{α1, . . . , αn}. ⊂ Ip(P).
(c) Existem λ ∈ C∗ e µ ∈ C tais que Ip(P) = λQ+ µ.
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Caṕıtulo 6

Pencil gerado por 1-formas
meromorfas fechadas

Definição 6.1. Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X. Diremos que P é gerado por 1-
formas meromorfas fechadas, se Fα é definida por ω + αη, para todo α ∈ C, onde ω e
η são 1-formas meromorfas fechadas em X.

Nesta seção daremos condições para garantir quando um pencil P é gerado por 1-
formas meromorfas fechadas.

6.1 Pencil gerado por 1-formas meromorfas fechadas

em P2

Lema 6.2. Seja P um pencil flat em P2 então ∆(P) possui uma componente invariante.

Prova: Por meio de uma mudança de coordenadas, podemos supor que L∞ não está
contida em ∆(P). Logo, nas coordenadas (x, y) ∈ C2, se Fα é representado pela 1-forma
holomorfa ωα então existe uma 1-forma meromorfa θ tal que:

dωα = θ ∧ ωα, dθ = 0.

Como L∞ ( ∆(P) então θ ̸≡ 0 e (θ)∞ ̸= ∅. Portanto (θ)∞ ⊂ ∆(P) é invariante pelo
pencil. 2

Denotemos por ∆I(P) o subconjunto formado pela união das componentes invariantes
do pencil P, isto é ∆I(P) =

∪N
j=1Cj, onde Cj é uma componente invariante de P , para

cada j = 1, . . . , N .
Seja L uma linha genérica projetiva em posição geral com respeito a ∆I(P), isto é,

L evita as singularidades de ∆I(P) e interseta ∆I(P) transversalmente. Em particular,
temos que L ∩∆I(P) = {p1, . . . , pr}, onde r =grau(∆I(P)). Fixemos um ponto genérico
p ∈ L \∆I(P). Então o mergulho

L \∆I(P) ↪→ P2 \∆I(P) (6.1)
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induz um epimorfismo de grupos fundamentais π1(L \ ∆I(P), p) → π1(P2 \ ∆I(P), p)
(cf. [23, p. 46]).

Dado j = 1, . . . , N , seja Cj uma componente de ∆I(P), temos que Cj∩L = {qj1, . . . , q
j
lj
}.

Assim, fixado i ∈ {1, . . . , lj}, seja γji : [0, 1]→ L uma curva fechada passado por p tal que
tem ı́ndice um ao longo de qji e tem ı́ndice zero ao longo de qkl , para todo j ̸= l, i ̸= k,
onde k ∈ {1, . . . , N} e l ∈ {1, . . . , lk}, como mostra a figura 6.1.

qkiqji

p

γji

Cj

L

Figura 6.1

Logo de (6.1), temos que

π1(P2 \∆I(P), p) = ⟨γji ⟩j=1,...,N
i=1,...,lj

.

Fixado j = 1, . . . , N , na seção 5.1 vimos que, para cada i = 1, . . . , lj, existe uma cobertura
por abertos (U j,i

n )1≤n≤mj,i
de γji [0, 1], tais que existe um sistema de coordenadas (xi,jn , y

i,j
n )

em U i,j
n , onde Fα está definida em U i,j

n por:

dyj,in + αdxj,in = 0,

para todo α ∈ C e para qualquer n ∈ {1, . . . ,mj,i}. Além disso, p ∈ U j,i
1 ∩U j,i

mj,i
e existem

constantes λj,i ∈ C∗, aj,i, bj,i ∈ C tais que yj,imj,i
= λj,iy

j,i
1 + bj,i e x

j,i
mj,i

= λj,ix
j,i
1 + aj,i.

Seja

U =
∩

j=1,...,N
i=1,...,lj

U j,i
1 ∩ U j,i

mj,i
,

logo podemos definir a monodromia do pencil P por

Mon(P) : Π1(Pn \∆I(P), p) → aff(2)

γji 7→ ((xj,i1 , y
j,i
1 ) 7→ λj,i(x

j,i
1 , y

j,i
1 ) + (aj,i, bj,i))

.

Dizemos que a imagem de MonP é o grupo de monodromia do pencil P .
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Definição 6.3. Dada Cj uma componente de ∆I(P), dizemos que Cj é parabólica se λj,i =
1, para algum i = 1, . . . , lj.

Definição 6.4. Dada Cj uma componente de∆I(P), diremos que Cj é hiperbólica se λ
j
i ̸= 1,

para todo i = 1, . . . , lj.

Proposição VII. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em P2, tal que toda a componente de
∆I(P) tem multiplicidade um. Suponhamos que toda a componente C de∆I(P) é parabólica.
Se #Ip(P) ≥ 2, então existem λ ∈ C∗ e µ ∈ C tais que Ip(P) = λQ+ µ.

Prova: Sejam ω e η 1-formas polinomiais em C2 tais que Fα está definida por ωα = ω+αη,
para todo α ∈ C. Seja θ a 1-forma meromorfa racional fechada tal que:

dωα = θ ∧ ωα, α ∈ C

Usaremos o teorema de Fuchs para webs folheadas parabólicas (cf. [8, p. 74]).
Seguindo as notações do artigo temos que ∆I(P) = Σ′ no caso n = 2 e o pencil P é
uma 3-web folheada denotada por W . Seja P1 . . . Pk uma equação reduzida de ∆I(P),
então dada Cj = {Pj = 0}, j = 1, · · · , k, uma componente parabólica de ∆I(P), existe
γj := γij tal que λ

i
j = 1, com i ∈ {1, · · · , lj}. Logo pelo teorema de Fuchs,

qj =

∫
γj

θ ∈ Z,

para todo j ∈ {1, . . . , k}. Além disso, dado α ∈ C,

ωα

P q1
1 . . . P qk

k

=
∑
j

λj,α
dPj

Pj

+ d(
hα

P q1−1
1 . . . P qk−1

k

), (6.2)

onde hα ∈ C[x, y] e deg(hα) = deg(P q1−1
1 . . . P qk−1

k ). Como #Ip(P) ≥ 2, sem perda de
generalidade, podemos supor que 0,∞ ∈ Ip(P). Logo, de (6.2)

ω0

P1 . . . Pk

=
∑
j

λj,0
dPj

Pj

,
ω∞

P1 . . . Pk

=
∑
j

λj,∞
dPj

Pj

.

Isto implica que P é um pencil de formas logaŕıtmicas. 2

Definição 6.5. Dada Cj uma componente de ∆I(P), diremos que Mon(P) é abeliana se o
grupo de monodromia do pencil P é abeliano.

Proposição VIII. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em P2, tal que toda a componente de
∆I(P) tem multiplicidade um. Suponhamos que toda a componente C de∆I(P) é hiperbólica
e o grupo de monodromia é abeliano. Se Ip(P) ̸= ∅, então

Ip(P) = C.
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Prova: Sejam ω e η 1-formas polinomiais em C2 tais que Fα está definida por ωα = ω+αη,
para todo α ∈ C. Seja θ a 1-forma meromorfa racional fechada tal que:

dωα = θ ∧ ωα, α ∈ C

Usaremos o teorema de Fuchs para webs folheadas abelianas e hiperbólicas (cf. [8, p.
80]). Seja P1 · · ·Pk uma equação reduzida de ∆I(P) em C3, então, dado α ∈ C, Fα possui
uma integral primeira multiforme do tipo

P µ1

1 · · ·P
µk

k [Q1 + αQ2], (6.3)

onde Q1 e Q2 são polinômios homogêneos e

1− µj =
1

2πi

∫
γj

θ.

onde γj ∈ {γ1j , . . . , γ
lj
j }. Como Ip(P) ̸= ∅ obtemos que µj ∈ Q, j = 1, . . . , k, e portanto

Ip(P) = C. 2

Observação 6.6. Em particular, sob as condições das proposições VII e VIII, temos que
o pencil P é definido por 1-formas meromorfas fechadas.

6.1.1 Pencil gerado por 1-formas meromorfas fechadas numa su-
perf́ıcie X

Sejam Ω e η duas 1-formas meromorfas não fechadas em X. Seja o pencil P = {Fα}α∈C
em X, onde Fα é induzido por Ω + αη. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
F0 e F∞ têm singularidades isoladas e que (Ω)0 = (η)0 e (Ω)∞ = (η)∞. Denotemos por
D a união das componentes irredútiveis de (Ω)0 e (Ω)∞.

Proposição IX. Sob as condições acima, se existe uma 1-forma meromorfa θ em X tal que:

• dΩ = θ ∧ Ω, dη = θ ∧ η, dθ = 0.

• P = (θ)∞ \D tem cruzamentos normais, e P ⊗NF = OX ,

então P é gerado por 1-formas meromorfas fechadas.

Prova: Como dθ = 0 então o pencil P é flat e toda a componente de P é invariante pelo
pencil. Como P ⊗ NF0 = P ⊗ NF∞ = OX e P tem cruzamentos normais, então, pela
proposição 10 de [4], existe uma cobertura por abertos {Ui}i∈I de X tal que P ∩ Ui =
{Ti = 0}, com Ti reduzida, para todo i ∈ I e 1-formas holomorfas ω̃i e η̃i, que definem F0

e F∞, tais que as 1-formas meromorfas fechadas

Λ0|Ui
= ρi

ω̃i

Ti
e Λ∞|Ui

= ρi
η̃i
Ti
,

representam F0 e F∞ respectivamente.
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Como (Ω)0 = (η)0 e (Ω)∞ = (η)∞, para cada i ∈ I, existe uma função meromorfa gi
em Ui, tal que:

Λ0|Ui
= ρi

Ωi

Tigi
e Λ∞|Ui

= ρi
ηi
Tigi

,

onde Ωi = Ω|Ui
e ηi = η|Ui

, respectivamente. Assim, dado α ∈ C, Fα é gerada pela
1-forma meromorfa fechada

(Ω + αη)|Ui
= ρi

ωi + αηi
Tigi

.

2

Agora, por [24], podemos dar condições necessárias para ter uma famı́lia de formas
logaŕıtmicas.

Corolário 6.7. Sob as condições da proposição IX, se H1(X,C) = 0 e H1(X,O∗) é livre de
torsão, então (Fα)α∈C é gerado por 1-formas logaŕıtmicas. Em particular, se #Ip(P) ≥ 2
então existem λ ∈ C∗ e µ ∈ C tais que Ip(P) = λQ+ µ.

Prova: Pela proposição IX, dado α ∈ C, Fα é gerada pela 1-forma meromorfa fechada
Λ0 +αΛ∞. Como H1(X,C) = 0 e H1(X,O∗) é livre de torsão, então seguindo a prova do

lema 3.1 em [24], existem uma cobertura por abertos {Ui}i∈I de X e funções T̃i ∈ O(Ui)
tais que

Λ0|Ui
:=

∑
1≤i≤n

λi
dT̃i

T̃i
,

Λ∞|Ui
:=

∑
1≤i≤n

µi
dT̃i

T̃i
,

onde λ = (λ1, . . . , λn) e µ = (µ1, . . . , µn) ∈ Cn, não todos nulos. Logo,

Λα|Ui
=

∑
1≤i≤n

(λi + αµi)
dT̃i

T̃i

representa Fα, para todo α ∈ C. 2

Seja P = {Fα}α∈C um pencil em X, onde Fα é dada por uma cobertura por abertos
U = {Ui}i∈I de X e é representada pela 1-forma holomorfa ωi + αηi em Ui. Lembre-
mos, pela definição de curvatura, que dado i ∈ I podemos encontrar uma única 1-forma
meromorfa θi em Ui tal que:

1. dωi = θi ∧ ωi e dηi = θi ∧ ηi, em Ui;

2. θi − θj =
dgij
gij

, em Uij = Ui ∩ Uj ̸= ∅.
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Além disso,

θi − θj =
dgij
gij

, em Uij = Ui ∩ Uj ̸= ∅.

Assim podemos definir o conjunto polar do pencil, P (P), como:

P (P)|Ui
:= (θi)∞

Logo, como consequência imediata da proposição IX e do corolário 6.7 temos os
seguintes corolários.

Corolário 6.8. Seja P = {Fα}α∈C um pencil flat em X. Suponha que o conjunto polar P (P)
tem cruzamentos normais, e P (P)⊗NF = OX , então P é gerado por 1-formas meromorfas
fechadas.

Prova: Como P é flat então toda componente de P (P) é invariante pelo pencil. Logo a
prova é analoga a proposição IX. 2

Corolário 6.9. Sob as hipóteses do corolário 6.8, suponha ainda que H1(X,C) = 0 e
H1(X,O∗) é livre de torsão. Então P é gerado por 1-formas logaŕıtmicas.
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