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Introducao

Sistemas parabdlicos quasilineares, aparecem na modelagem de varios fendmenos fisicos;
ver livros de Courant, Hilbert [4] e de Ladyzhenskaya [8], para varios exemplos de aplica¢do. Nesta
tese, sao estudados sistemas quasilineares parabdlicos com condi¢ao de bordo nao linear. Tais
sistemas tém aplicacdo em sedimentacao de suspensoes polidispersas em fluidos; veja [2]. Estes

sistemas sao da forma
w+ f(w)e = (Bu)us)s em Qr=Qx [0,T] = (~1,1) x [0, ], (0.1)

onde

u:<m>’ fz(@ ° p= BlB(U) BB;Z(Z))

Dado um 6 > 0, consideramos as seguintes condicées de bordo nao lineares e a condi¢ao inicial
f(u) — B(uw)uy = 0B (u)(u —u*(t)) quando z=+1 e wu(z,0)=ug(z) em Q. (0.2)

No ano 2003, considerando condigao de bordo periddica, Frid e Shelukhin em [6] provam
existéncia e unicidade de solucdo u € H?*TH140/2(R x [0,7]) de (0.1) com condicio inicial ug(x)
(Onde, H?A148/2(R x [0,T)) é o espaco de funcdes as quais suas segundas derivadas no espaco e
sua primeira derivada no tempo sdo Holder continuas com exponente 3; veja se¢ao 1.1). No ano

2005, os mesmos autores, consideraram o problema (0.1) com condig¢oes de bordo linear

+

+ouy +u=u" quando z==41 e wu(z,0)=up(z) em ©Q, (0.3)

onde § > 0. Os autores também mostraram existéncia de solucdo tnica em H2tA1+5/2(Qp).
Um ano mais tarde, Berres, Biirger e Frid em [2], consideraram o problema (0.1) e (0.2). Neste
ultimo trabalho, os autores provaram a existéncia e unicidade de solucao classica em @Qp, com
u € H*BHB2(Qr) e uyu, € HPP/2(Qr), quando § > 0. Também se estuda o caso 6 = 0,

conseguindo existéncia de solucao fraca em certo sentido, perdendo a unicidade.



viii

O primeiro objetivo nesta tese é provar existéncia e unicidade de solugdo classica em
H?H5148/2(Qr) para (0.1) e (0.2) no caso 6 = 0. O segundo objetivo, é estender a técnica utilizada

para provar existéncia e unicidade de solucao radial u do sistema

w1y + div (fl (U,)’U) div (BH (u)Vul) + div (Blg(’u,)VUQ), (04)

ug + div (f2(u)v)

diV (BQQ(U)VUQ), (0.5)
em Qr = Q x [0,7T], para Q = {z € R" : [; < |z| <l3}. Com condicao de bordo

(fi(u)v — Br1(u)Vur — Bia(u)Vug) - 7i = 0[Bi1(u) (w1 — ¥y) + Biz2(u)(u2 — ¥y, (0.6)
(fg(u)’l) — BQQ(U)VUQ) . ﬁ = HBQQ(UQ)(UQ — ¢2) (07)

Onde supomos que as condicgoes iniciais e de bordo sao fungoes radiais. O problema para 2 C R”
arbitrario, fica em aberto.

Para provar a existéncia de solugio em H2H5148/2(Qr) de (0.1) e (0.2), utilizamos o
teorema de ponto fixo de Leray-Schauder [11]. Nossas ideias sao baseadas no trabalho cldssico de
Ladyzhenskaya e Ural’ceva [10]. Nesse trabalho as autoras, consideraram equagbes parabdlicas da

forma
n

up — Z (@i (T, Uy gy ) Uz )y + (2, U, Uy, ) = 0, (0.8)

i,j=1
com condigao de bordo u|s, = % e condigao inicial u(x,0) = wug(x), e provaram existéncia de
solugoes cléssicas em H2A1+6/ 2(Qr). Observamos que, o trabalho referido acima se inspirou nas
tecnicas introduzidas por De Giorgi [5] e Moser [12], para resolver problemas eliticos. Uma das
ideias importantes também presente nesse trabalho, é introduzir certo tipo de classe de funcoes
definidas a partir de estimativas obtidas para solugoes de equagoes parabdlicas e demonstrar a
imersao da classe no espago das func¢oes Holder continuas.

O Teorema de Leray-Schauder foi introduzido para mostrar existéncia de solucoes para
problemas eliticos quasilineares. Este teorema nos permite mostrar existéncia de pontos fixos para
aplicagoes completamente continuas em espacos de dimensao infinita, sem que seja necessaria a
invaridncia do dominio. A grande dificuldade para se utilizar o Teorema de Leray-Schauder estd
em provar a existéncia de estimativas a priori de uma solucao suave do problema a ser estudado.

No primeiro capitulo desta tese, sdo apresentadas ferramentas para provar existéncia e uni-
cidade de nosso problema. A referéncia central do capitulo é o livro de Ladyzhenskaya, Solonnikov
e Ural’ceva [9]. Comecamos o capitulo definindo os espacos utilizados em nossa teoria, e enunciando

o Teorema de Leray-Schauder. Também definiremos uma classe de fungoes imersa nos espagos de
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Hélder. Em seguida enunciamos propriedades das solugoes de problemas lineares, que sao aplicadas
a problemas quasilineares onde as nao linearidades sao tratadas como dados conhecidos.

No segundo capitulo, estudamos o problema (0.1),(0.2) para # = 0. Primeiro provamos
que efetivamente existe uma tnica solugao em H 2+p,1+5/ 2(Qr), para @ > 0, com norma de Hélder
uniforme com respeito ao parametro 6. Isso nos permite obter uma solucao classica do problema.
Para cada valor de 6 temos unicidade, que é provada por meio do lema de Gronwall. As estimativas
no espaco H**#148/2(Qr) sao inspiradas no trabalho de Frid e Shelukhin em [7]. Para estimar as
normas de Holder em H**/2(Qr) de u se trabalha primeiro na segunda equacao do sistema (0.1),
onde ha menor interacao entre as componentes de u. Para obter tais estimativas nos baseamos no
estudo feito no livro de Ladyzhenskaya, Solonikov e Ural’ceva [9]. Para provar que wu; é Holder
continua precisamos estimar a norma L4(Qr) de ug,. Uma das dificuldades que aparece para
obter a ultima estimativa é a manipulagdo na condicao de bordo. Para lidar com tal dificuldade
Berres, Biirger e Frid em [2] introduziram uma discretizagdo no tempo, onde se resolve em cada
passo no tempo o problema (0.1),(0.3) com condigoes de bordo linearizadas. Entretando perde-se a
suavidade das segundas derivadas no bordo. Na hora de estudar quando 6 = 0, também provaram
existéncia de solucao fraca em certo sentido, onde perde-se a unicidade. Nesta tese adotamos uma
estrategia diferente. Primeiramente, seguindo as ideias de Frid-Shelukhin [7], provamos o principio
de regides positivamente invariantes; isto é mostramos que existe uma regiao A onde para qualquer
dado inicial contido em A a solugao u de (0.1), (0.2) pertence a A para todo t > 0; veja [3, 14, 13].
Limitamos u, em Lo(Q7) e em seguida obtemos estimativa de uy no espaco de Holder H*/2(Qr).
Introduzimos uma primitiva de us e vemos que ela satisfaz um problema parabdlico linear, fato
que nos permite verificar uma regularidade para a primitiva de us. Obtemos assim a regularidade
necessaria para us. Que permite provar estimativa de u; no espaco de Holder H®/ 2(Qr). Com as
mesmas ideias obtemos limitacoes para as derivadas de u. Uma vez que conseguimos as estimativas
uniformes, aplicamos o Teorema de Leray-Schauder e obtemos solucao para # > 0. Por meio de
limite, por compacidade dos espago de Holder, obtemos solugao em 6 = 0, conseguindo unicidade
em cada um dos valores de 6.

No terceiro capitulo, consideramos os problemas com varidvel espacial em € R”. Em
Qr = Q x [0,T], tratamos o problema (0.4)-(0.7), com condi¢ao inicial dada. Nos restringimos
em regioes 2 = {x € R" : [} < |z| < l2}. Para tais regides procuramos solugoes radiais e assim
baixamos a ordem da dimensao do problema e temos um caso 1-dimensional, onde é possivel estender
os resultados do Capitulo 2. Tratamos também o caso 8 = 0. Notemos que nao pode ser utilizada

a técnica do segundo capitulo porque estamos em dimensao n.






Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos as ferramentas, com as quais provaremos existéncia e uni-
cidade de solugoes classicas dos sistemas quasilineares parabdlicos considerados. Inspirados nos
resultados do livro de Ladyzhenskaya, Solonnikov e Ural’ceva [9]. O sentido deste capitulo é sim-
plesmente enunciar os resultados. A maioria estdo provados no livro de Ladyzhenskaya, Solonnikov

e Ural’ceva [9] e em caso contrario sdo dadas as citagoes das provas.

1.1 Espacos

Estabelecamos uma base para trabalhar na frente. Os dominios onde estao definidas as
solugoes e os coeficientes dos diferentes problemas que vamos a estudar sdo subconjuntos de R".
Em R"™ consideramos o produto interno usual e dados dos pontos em R" denotamos-lhe por x - y.
Alem disso quando escrevemos |- | nos referimos & norma euclideana que provém do produto interno
que estamos considerando em R"™.

Dada um funcao u, denotamos seu gradiente por u, ou por Vu. Seu divergente por div u.
No caso que derivamos com respeito ao tempo usamos a notagao us. Agora nas derivadas de ordem

mais alta, denotamos a Hessiana da funcéo u por Hessu e consideramos a norma

2

n
_ _ 2
|[Hess u| = |uzy| = E Uz
t,j=1
De maneira usual denotamos seu trago ou laplaciano de u, como Au. Em geral para denotar
qualquer derivada de ordem j escrevemos D’u. Se derivamos com respeito ao tempo ou ao espaco

botamos uma t ou uma x respetivamente, por exemplo se consideramos as r-ésimas derivadas no



tempo e as s-ésimas derivadas no espago escrevemos D} D3 u.

Ao longo do texto os dominios s@o subconjuntos 2 abertos, conexos e limitados de R™.
Dado um T > 0, definimos Q7 = Q x (0,7, i.e. o cilindro de base Q e altura 7. O bordo de 2
serd denotado por S e a superficie lateral de Qr é definida como o conjunto St = S x [0,7]. A
base do cilindro Q7 é definido por 'y = {(z,t) : x € Q,¢ = 0} e o bordo dela denotado por Sp.

Dado um zp € R", uma bola arbitraria de raio p é chamada de K, e para (xo,ty) €
R™ x [0, T, temos que um cilindro arbitrario é definido como Q(p, ) = K, x (t9,to+ 7). Para uma
bola K, e um dominio {2 definimos 2, = QN K.

Os espacos L,(€2) para 1 < p < oo, s@o os espacos de fungdes tais que na poténcia p sdo

integraveis no sentido de Lebesgue, com a norma

fulh = ( [ |u<x>|pdx)’l’ |

que faz ele completo. Em Q7 consideramos o espago de Banach L, ,(Qr) com norma

lullpar = ( / ' ( i \u(x,mpdx)g dt) 3

Trabalharemos também com espagos de Sobolev, onde o sentido de derivacao fraca é o
usual que existe na literatura. Dados, [ > 0 inteiro e p > 1, denotamos por Wé(Q) ao espaco de
Banach de funcoes com poténcia p integravel e derivada fraca da ordem [ com poténcia p integravel.
Dotados com norma l

lellye = 3_ 3 1D ulpe:
J=0 ()
onde Z(j) percorre todas as derivadas de ordem j. Analogamente no dominio Q)7 consideramos
o espaco de Sobolev Wﬁl’l(QT) como o conjunto de fungoes com derivadas DjDju integraveis na

poténcia p, até a ordem 27 + s < 2[. Munido com a norma

21
21
1l %5, =" ST IID; Daully.g; -

=0 (4)

Definimos o espago VQI’O(QT), como o conjunto de fungdes em Lo(Q7) continuas com respeito a ¢

na norma de Ly(2) e que além disso satisfazem
|ulQr = max [u(z,t)][2,0 + |[ul2,0r < oo

Norma que faz completo o espago.



Dizemos que uma funcao u :  — R satisfaz a condicdo de Holder em € com exponente
a, para 0 < a < 1 se
W) = qup 1D Zu@
careq T —al|®
A definicao faz sentido para bordos suaves por partes, hipdtese satisfeita sempre neste trabalho.
Adotando como convengao que |u]g) ) = <u>§$ ) = supg |u(z)| e denotando a parte inteira do nimero
I por [I]. Definimos os espacos de Holder H!(Q) com exponente nio inteiro [ > 0, como o conjunto

de funcoes u : Q — R tais que
[ulg = (g + Y _{w)g) < oo, (1.1)

onde
() =D 1Dkl e (u)g) =D (g,
) ()
Como vamos trabalhar em problemas parabdlicos, precisamos estender a nogao de espago

de Holder para fungoes definidas sobre cilindros. Considerando novamente como convengao que
\u|8:)r = <u>(QO; = supq,. [u(z,t)| e para [ > 0 ndo inteiro, definimos o espago de Hélder HY2(Qr)
como o conjunto de funcoes u : Q7 — R tais que

[

[ulgy = (g, + D)) < oo, (12)
j=0

com
j 1S l l l
(gr= 3 IDiDulg, e (ug, = {u)ig, + ()G
(2r+s=j)

Onde na varidvel espacial, temos que

! =l |U($,t) —U(]I/,t)’
<u)g(c7)QT — Z (D{D;u);Q[TD e <u)3(6022T = sup z o ,se 0<ax<l
(2r+s=[l]) (z,t),(z' 1) EQT
e no caso da varidvel temporal temos que
1/2 (=== lu(z,t) — u(z, t')]
<u>§é2f) = Z (D Dyu), g0 € <U>§08T = sup PRTIPS ,se 0<a<l.
0l 2 s<2 @t @eQr =Y

Em geral, dizemos que u € H'(Q) se u € H'(M) para qualquer M tal que M C Q.
Analogamente u € Hl’l/Q(QT) se u € Hl’l/2(]\_4T) para qualquer Mrp tal que My C Qp. Dada
uma funcio u = (uy,...,u,) : @ — R”, dizemos que u € H'(Q) se somente se u; € H'(Q) para

todo i € {1,...,n}. A mesma ideia se aplica para os outros espagos definidos. De maneira usual,



denotamos por C'(Q) e C%1(Qr), respeitavemente, como o conjunto de fungdes com derivadas da
ordem [ continuas em € e o conjunto de funcdes com g, Uz € u; continuas em Qr. Agora, dado
um conjunto  C R", temos que uma funcio teste sobre Q é uma funcio ¢ € C'(Q) e que tem
suporte compacto em Qe 0 < ( <1.

Como vamos trabalhar com conjuntos limitados e problemas de fronteira, temos que es-
tabelecer bem os significados de uma fung¢ao definida no bordo pertencer a algum espago. Para tal
objetivo consideremos um ponto zy € S. Chamamos um sistema de coordenadas (yi,...,y,) com
origem em x( a um sistema de coordenadas de R" trasladado a xg tal que conecta os pontos y com
os € R™ por meio de uma matriz ortogonal A = (a;x). Explicitamente, cada y escreve-se da forma
Yi = i Gik(Tr — xox) para i € {1,...,n} com a propriedade de y,, ter a mesma dire¢do do normal
exterior a S em xg, o qual serd denotado como 7 = 7i(xy).

Dizemos que ©Q € H' quando o bordo S € H!, para | > 1. E dizer que dado qualquer
xo € S existe um raio p > 0 e uma bola K, tal que S, = SN K, é um conjunto conexo. O sistema
de coordenadas (y1, ..., yn) tem a propriedade de v, = w(y1, ..., yn), onde w é uma funcao de classe
H' em D. Onde D é a projecao & superficie y, = 0 do conjunto D, com D é (1, expressado no
sistema de coordenadas (y1,...,y,). Em outras palavras temos que localmente o bordo S pode ser
descrito pelo grafico de uma funcéao, definida em algum dominio de R"~!, a qual é Holder em seu
dominio. Com a ideia anterior, podemos definir o espaco H'(S), onde S € H" e [ < ;. Como as
funcées ¢ tais que como funcdo de yi,...,y,_1 sdo um elemento de H'(D), com norma a maior

norma |d)\([l)) em cada ponto .

1.2 Alguns resultados

Agora apresentamos alguns resultados basicos, mas muito uteis. Por exemplo, a desigual-

dade de e-Cauchy, que permite dados a,b € R™ limitar para todo € > 0 da forma

1
a-b< %a2—|—2—€b2. (1.3)

Também utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz

‘/Qu-uda; < (/Qlu!%le (/Q ]v|2dm>;, (1.4)

para qualquer par de fungdes em Lo(€2).

Lembremos da continuidade do trago. Dada qualquer funcio u € W{(€2) e Q suave por



partes. Temos que existe uma constante ¢ = ¢(2) com

/S|u|ds < C/Q(|Vu| + |u|)dx. (1.5)

Agora, usando a desigualdade de e-Cauchy e (1.5) podemos provar o seguinte resultado

Lema 1.2.1. Sejam u € C*(Q) tal que \u|§la) <ccomac(0,1), Qe C? s>0 ec independente

de u. Entao existe uma constante c1 independente de u tal que para qualquer funcao teste ¢ em K,

/ |V T2 dr < clpo‘/ V|72 uge 2C2 + | Vul*| V¢ [ da. (1.6)

P Qp
Uma versao com hipdteses mais fracas se encontra em [9], basicamente a prova é a mesma
do caso acima, mas com as hipdteses de esta versao basta para nosso trabalho.
Dado que as solugoes que procuramos sao Holder continuas, precisamos conhecer proprie-
dades do espaco de Holder. Podemos observar que os espagos de Holder sao espacos de Banach.

Usando o Teorema de Arzela-Ascoli temos o seguinte resultado de compacidade:
Lema 1.2.2. Dados a > (8 > 0 temos que HO"O‘/Q(QT) estd compactamente contido em Hﬂ’ﬁ/Q(QT).

Em [1] est@ao os detalhes da prova, assim como também o fato de ser espago de Banach
este espaco e os espagos de Sobolev.

Também umas propriedades utilizadas ao longo do trabalho sao os fatos que se u €
H2(Qr) e v € HP?P/2(Qr) temos que, para §; = max{a, 3} o produto uv € HO/2(Qp).
Se temos uma funcdo h : U — U tal que h € HY/2(U) onde U € R. Podemos dizer sempre e
quando a composta tenha sentido, que para o produto dos exponentes d2 = ol a fungdo w = h(u)
6 tal que w € H%2%2/2(Qr).

Como também queremos provar unicidade das solugoes, enunciamos aqui a ferramenta

com que provaremos unicidade, o Lema de Gronwall.

Lema 1.2.3. Seja u: [0,T] — R fungdo nao negativa e diferencidvel, tal que satisfaz

u'(t) < g(H)u(t) + ¥(b),

onde ¢ e 1) sao nao negativas e integraveis em [0,T] entao

u(t) < eJo @()ds [U(O) + /Ot@b(s)ds] .



1.2.1 Teorema de Leray-Schauder

A ferramenta utilizada no trabalho para provar existéncia de solugdes para os problemas
parabdlicos é o Teorema de Leray-Schauder. Basicamente permite dizer quando temos um ponto
fixo em aplicagbes completamente continuas. Assim, a ideia é criar aplicacOes completamente
continuas, ligadas a solugao de algum problema parabdlico.

Seja 'H espacgo de Banach, definimos £ = H x [0, 1] e do mesmo jeito, dado M C H aberto,

limitado e conexo definimos M; = M x [0, 1].

Teorema de Leray Schauder. Consideremos uma aplicacio ® : My — H, onde M tem as

hipdteses de acima. A equacgao

D(u,7) =u (1.7)
tem ao menos uma solugao em M para todo T € [0, 1] se
1. ®(v,7) é completamente continuo sobre M.
2. ®(v,7) € uniformemente continuo com respeito a T em Mj.
3. O bordo de M para cada T € [0,1], ndo contém solugoes de (1.7).
4. Para =0, (1.7) tem em M um nimero finito de solugoes com indice diferente de zero.

Observagao 1.2.1. A condigdo 4, é satisfeita no caso de ®(v,0) ter um inico ponto fizo. Assim

nao € necessdrio ter que calcular o indice.

O resultado, pode ser encontrado em [9] e apareceu no trabalho de Leray e Schauder [11],
al estd a demonstracao deste fato. Veremos nos préximos capitulos que a hipétese mais importante,
pelo mesmo a mais dificil de provar, é que os pontos fixos nao se encontram no bordo de M. Por

tal motivo é necessario provar estimativas a priori da solucao.

1.3 Espacos B,

Para provar que uma funcdo pertence a algum espaco de Holder, é suficiente ver que
satisfaz certas desigualdades integro-diferenciais. Tal classe de fungoes contém de forma natural,

como veremos nos proximos capitulos, as solugoes de equagoes tanto lineares como quasilineares.



Defini¢ao 1.3.1. Dizemos que uma funcgdo u(z,t) pertence a classe Ba(Qr, M,~v,7,0,K) se u €

‘/21’0(QT), |ulloo,0r < M e para w(z,t) = u(z,t) sao satisfeitas as desigualdades

(k) 2 (k) 2 —2y,,.(k) |2 2(1+k)
e w® o), < Il0® (013 x, +1(010) 21015 g r) + ks p,7) ] (18)

e

2
‘3,Q(p,7) + M(kava);(lJrN)}' (19)

‘w(k)PQ(pfo'lp,TfazT) < ’Y{[(Ulp)72 + (027)71]“11)(]6)

Onde w® (z,t) = max{w(z,t) — k,0}, p e T sao niumeros positivos quaisquer, o1 e oz € (0,1). A

fungao p(k, p,7) = t0+7(mesAk’p(t))7"/th com Ay ,(t) ={z € K, : w(z,t) > k}. EM,~,q,7,0 e

= Ju

K $Go numeros positivos fixos, com q e r satisfazendo
-+ —=—. (1.10)
O mimero k € arbitrdrio com a condi¢do que maxg(, - w(z,t) —k < 4.

Observacao 1.3.1. Para ter as desigualdades (1.8) e (1.9) € suficiente provar uma desigualdade

da forma

1w ®¢ (. to + )13 1, + vwPCIB g < N® (o) 13k,

to+71 q
o / 0 ®2(C2 + ¢[C,|)dwdt + / ( / <dw> dt L (L)
Q(p,7) to Ag,p (1)

com as mesmas definicdes para cada um dos termos que aparecem na desigualdade e a funcdo suave

¢ =((z,t), com 0< ¢ <1 eigual a zero na superficie lateral de Q(p, ).

O resultado principal com respeito aos espagos B2(Qr, M, ~,r,d, k) é que estao imersos em
Hee/ 2(Qr) para algum « € (0, 1) determinado s6 pelos parametros de Bs. Isto estd completamente
provado na segao 7 do capitulo I7 de [9], depois de um bom niimero de lemas encontramos o seguinte

resultado na pégina 120 de [9]

Proposicao 1.3.1. Dada uma fun¢ao u € Bo(Qp, M,~,r, 6, k) existe um o € (0,1) dependendo
dos parametros de Bs tal que u € H“'a/2(QT).

Agora, notemos que com o resultado anterior nao podemos dizer nada das propriedades
da funcao no bordo. Para tal objetivo precisamos definir outro tipo de espagos By e novamente
citar algum resultado de imersdo. Para isto, usamos a desigualdade (1.11), mas agora incluindo

regides que contém o bordo de ).



Definicao 1.3.2. Dizemos que u € BQ(QT,M,’)/,T, d,K) se temos que

lw®¢(a,to + )30, + VP gumner < oM )30

P
T %(1+I€)

to+T7 q
+71 / (€2 + CI¢D) [w ™ Pdadt + 7, / / Cdr | dt . (112)
Q(p,7)NQT to Ag,p(t)

Onde agora os cilindros Q(p,T) tém centro em (x9,t0) € Qr e 0s k tém a condicdo que

k> max w(z,t)—3d e k> max w(z,t).
Q(p,T)NQT Q(p,m)NTo

Agora definimos A ,(t) = {x € Q, : w(x,t) > k}. As funcoes testes sio tais que ¢ € nula na

superficie lateral e na base de Q(p,T). Os q e r satisfazem a condigdo (1.10).

Agora sim temos um bom resultado para tal tipo de classe e as fungoes H o/ 2(Qr). Para
ver uma prova, novamente citamos [9]. Tal tipo de resultado é étimo para resolver os problemas que
estudaremos, onde consideramos uma condicao de bordo nao linear. Em tal caso nao sabemos se
nossa fungao pertence ou nao a algum espago de Hélder no bordo. S6 podemos utilizar a pertenga

da condicao inicial.

Proposicao 1.3.2. Seja uma funcdao u € BQ(QT, M,~,r, 6, k) tal que satisfaz a condi¢ao de Hélder
com expoente € > 0 na regidgo I'g. Entdo u(x,t) é Holder continua em Qr, para algum expoente o

que depende dos pardametros de By , de € e de \u(m,0)|(F€0).

1.4 Resultados lineares

As vezes para obter certas propriedades de solugoes de problemas parabdlicos quasilineares
é conveniente tratar os problemas como uma equagao linear. Assim, aproveitamos propriedades
de equagoes lineares para a solugdo. Um dos resultados que precisaremos fala da possibilidade
de limitar a norma no espaco VVq2 ’I(QT) da solugdo de um problema parabdlico linear. O outro
resultado estabelece um critério suficiente de quando dizer que a solucao de uma equacgéo tem
norma em H2t81+6/2 (Q1) controlada por normas de Holder dos coeficientes. Quando falamos de

problemas lineares, queremos dizer que temos um operador da forma

n

L(z,t, Dy, Dy)u = uyp — Z i (T, ) Ug,z;-
ij=1



Onde estamos supondo que £ é parabdlico, é dizer que existem constantes v e u tais que

n
v[g)? < Z aij(z, )€€, < plé)? (1.13)
ij=1
para todo (z,t) € Qr, onde & € R™. O primeiro problema de fronteira é chamado a achar solucio
u das equacoes
E(.’L‘, t, Dy, Dt)u(:B? t) = f(xa t)

(1.14)
’U,‘t:() = ¢7 U‘ST = (b(x7t)

Agora, se no bordo temos um operador da forma
n
B(x,t, Da)ulsy = bi(w, t)ua, + bz, thuls,.
i=1
Dizemos que no bordo temos uma condi¢do mista e nos referimos ao problema de bordo misto a

encontrar uma funcao u que satisfaca as equacoes

L(z,t, Dy, Di)u(x,t) = f(x,t)

(1.15)
u|t=0 = ¢a %(Q?,t, DI)U|ST = (I)(IE,t)

Onde supomos que as funcoes b; sao tais que

>4 > 0.

Z bi (.’L’, t)ﬁz (1‘)
=1

Em outras palavras, lembrando que 77 é normal a S no ponto z, b ndo pode estar no tangente a S
em .

Dizemos que o problema (1.14) ou (1.15) satisfaz a condigao de compatibilidade da ordem
Zero se

¢(x) = &(x,0) para x€S.

Para os mesmos problemas dizemos que a condicao de bordo e a condicao inicial satisfazem

a condicao de compatibilidade da ordem 1, se

Z aij(x, 0)¢z,a; () — Z ai(z,0)p, () —a(z,0)p(x) = ®¢(x,0) para € S. (1.16)
ij=1 i=1

Agora estamos em condicoes de formular os resultados comentados anteriormente, de novo

sob hipéteses mais fracas os resultados s@o provados em [9], agora no capitulo IV.
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Proposicao 1.4.1. Seja ¢ > 3 e suponhamos que o0s a;j sao fungoes Holder continuas limitadas em
Qr e S € H*™. Entio para qualquer f € Ly(Qr), ¢ : Q2 =R e ®: Sp — R, onde ¢ e ® admitem
extensoes em Qr com as normas || - ||£1222T finitas. Satisfazendo a condi¢do de compatibilidade da

ordem zero. O problema (1.14) e (1.15) tem uma tnica solu¢do u € W' (Qr) com a estimativa

2
Il < el fllaor + 1615, + 12155.). (1.17)

Com o mesmo espirito de usar teoria linear para ter propriedades de solu¢bes de problemas
quasilineares, lembramos o seguinte resultado o qual é extremamente 1til, pois da limitacdao na
norma de Holder. Como é de costume vamos a escrever uma situacao particular de uma versao

mais geral descrita em [9].

Proposicao 1.4.2. Suponhamos quel € (0,1), os coeficientes de L sio de classe HY/2(Qr) e que
0 bordo S ¢ de tipo H**'. Entdo para qualquer f € H'W2(Qr), ¢ € H*TH(Q), & € H>TL1H/2(8y)
satisfazendo condi¢do de compatibilidade da ordem 1. O problema (1.14) tem uma tnica solugao

de classe H*TL1H2(Qr) que satisfaz a estimativa
(2+1) 2+1) (241)
[l < e(1f1G, + 1816 + 121G). (1.18)

Proposicao 1.4.3. Suponhamos que | € (0,1), S € H?**! os coeficientes de L sio de classe
HY2(Qr) e bj,b € HWLOHD/2(81). Entdo para qualquer f € HY2(Qr), ¢ € H*(Q), ® €
H'LOHD/2(80) satisfazendo condicio de compatibilidade da ordem zero. O problema (1.15) tem

wma tnica solugio de classe H>TH1H/2(Qr), com

S < e 18 +1elg T+ @G ). (1.19)
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Capitulo 2

Problema 1-dimensional com condicao

de bordo nao linear

2.1 Formulagao do problema

Denotemos u = (ug,uz) ', f(u) = (fi(u), f2(u))" e B(u) = (Bij(u))zz,jzl' Supondo que

u:Qr — R% com Qr = Q x (0,T) = (—1,1) x (0,T), estudaremos uma equacao da forma

ur + f(u)g = (B(u)ug), em Qr. (2.1)

Com a condigao inicial

u(x,0) =up(z) se xz€Q, (2.2)

onde estamos denotando ug = (ug1, U()Q)T. No bordo a condi¢ao que chamamos #-fluxo de Neumann
é da forma
f(u) — B(w)ug = £0B(u)(u — ut(t)) se x==1, (2.3)

onde u* = (uf, ué't)T Também estudamos o denominado 0-fluxo de Neumann, onde consideramos

a condicao de bordo nao linear da forma
flu) — B(w)u, =0, se x==l. (2.4)

O propésito deste capitulo é provar existéncia e unicidade de solucdo dos problemas
(2.1)-(2.3) e (2.1), (2.2) e (2.4). Para tal objetivo utilizamos os resultados do capitulo anterior.
Supomos que existe uma solugao cléssica de (2.1)-(2.3), para obter uma estimativa uniforme em

H?*B148/2(Qr). Em consequéncia temos satisfeita a hipStese mais complicada do Teorema de
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Leray-Schauder com o qual obtemos a existéncia de solugao para (2.1)-(2.3). A solucao de (2.1),
(2.2) e (2.4) é justamente o limite em H2+#1+8/2(Q7) quando § — 0 das solugoes u? de (2.1)-(2.3).

Motivados por aplica¢oes do problema (2.1)-(2.3), consideremos o conjunto
A={ueR?:u; >0, u+uy<1}.

Além de existéncia de solucao, provamos que sob certas hipoteses nos fluxos, se a condicao inicial
e de bordo estao contidas em int (A) temos que u(x,t) € A, para qualquer ¢ > 0.

Para estimar as normas das solugoes de (2.1) trabalhamos em cada uma das componentes.
Assim nos vemos na obrigacao de enfraquecer em alguma das equagdes a interacao entre as duas
componentes. Tal dificuldade se contorna supondo que a matriz de difusao é triangular superior, é
dizer

Alem disso, supomos que

BQQ(’U,) = BQQ(UQ). (26)

Também para a matriz B, pela natureza parabdlica do problema. Existe uma constante v > 0 tal
que

Para os problemas propostos, temos como objetivo provar existéncia e unicidade de solugao
no espaco H2tA41+6/ 2(Qr), onde 3 € (0,1). Para conseguir isso, pedimos nos coeficientes que

af; 0B;;
i - Bi'a J
f’ 811,]" J 8uk

e H3(A). (2.8)
Para ter solugao invariante, exigimos que a condicao inicial e de bordo sejam tais que
up(z) € int (A), ur(t) € int (A), paratodo ze€Q e te(0,7T). (2.9)
No bordo de A os fluxos se comportam da forma
filui=0 =0,  (fi + f2)luy+up=1 =0 (2.10)

Bi2lui=0 =0,  Biiluitus=1 = (B12 + B22)|u1+us=1- (2.11)

Com isso conseguimos desfazer as nao linearidades na hora de querer provar a invariancia de A.
Com todas as hipdteses acima, podemos obter bons resultados com respeito a existéncia e unicidade

de solugao do problema
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Teorema 2.1.1. Sejam 6 > 0 firo, ug € H>*P(Q) e vt € HITA/2([0,T]). Se sio satisfeitas a

condicdo de compatibilidade
Fuo(£1)) — Buo(£1)) (up(£1) £ O(ug(£1) — u*(0))) =0, (2.12)
up(£1) = 0 e as condigoes (2.5)-(2.11), entdo temos que o problema (2.1),(2.2) e (2.3) tem uma
unica solugio u € H>TB1HB2(Qr) e u(z,t) € A para todo (x,t) € Q.
Agora, com respeito ao problema 0-fluxo de Neumann, temos que

Teorema 2.1.2. Consideremos ug € H>P(Q) com ug € int (A). Se os coeficientes da equagio

(2.1) satisfazem as condigoes (2.5)-(2.8), (2.10)-(2.11), as condigées de compatibilidade
f(uo(£1)) — B(uo(£1))ug(£1) =0 (2.13)

e uy(+l) = 0. Emziste uma dnica solugao w para o problema (2.1), (2.2) e (2.4), com u €

H2+6’1+ﬂ/2(QT) e u(z,t) € A para todo (z,t) € QT.

A ideia na prova do primeiro teorema é supor que existe u, solugao de (2.1)-(2.3). E achar
estimativas a priori em H?2TA1+6/ 2(Qr). Primeiro, é provado o principio de regides positivamente
invariantes , para trabalhar nas normas em Lo e Holder. Para tais estimativas utilizamos as
propriedades (2.5)-(2.9) e a condic@o de compatibilidade (2.12). Assim, podemos utilizar o Teorema
de Leray-Schauder associando uma aplicacao as solugoes de versoes linearizadas de (2.1)-(2.3). Para
ter bem definida tal solugao utilizamos a hipétese u((£1) = 0. Depois de provar a existéncia,
aplicamos Gronwall para obter a unicidade. O Teorema 2.1.2 é consequéncia da uniformidade das

normas achadas e da compacidade nos espacos de Hdolder.

2.2 Problema Perturbado

Para provar a invariancia de dominio na solucdo, usamos uma modificacdo do principio
de regides positivamente invariantes apresentado em [13] e também em [14]. Para tal objetivo

precisamos fazer uma perturbacao em (2.1) da forma
u + (f(u)e = (B(uw)ug)y + ¢ (Z — u) onde e=(1,1)7, (2.14)

u(z,0) = up(zr) paratodo ze€Q e (2.15)

f(u) — B(u)(ug £ 0(u —u=(t))) =0, quando z==I1. (2.16)
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2.2.1 Estimativas a Priori

Para achar as estimativas a priori supomos que u € C*'(Qr) é solucdo do problema
(2.14),(2.15) e (2.16). Para tal solucdao devemos obter limitacao uniforme em H?*%48/2(Qr) para
usar o Teorema de Leray-Schauder. Em cada uma das estimativas apresentadas nos lemas, temos

uma independéncia com respeito ao parametro ¢ presente na condicao de bordo.

Lema 2.2.1. Supondo satisfeitas as hipdteses do Teorema 2.1.1. Se u € solugdo cldssica de

(2.14),(2.15) e (2.16). Temos que u(x,t) € A para todo (z,t) € Qr.

Demonstra¢do. Suponhamos que existe um ponto (z,t) € Qr tal que u(z,t) ¢ A e definamos
to = infi>ou(z,t) ¢ A.
Da hipétese ug(z) € int (A), assim temos que ty > 0. Definamos as fungdes G1(u) = uq,
G2(u) = ug e G3(u) = 1 — u; — uz em R? e denotemos por o ponto em € onde u(zg,ty) estd em
O0A. Notemos que o fato de u € A é equivalente a dizer que G;(u) = 0 para algum ¢ € {1, 2, 3}.
Vejamos o caso em que G1(u) = 0. Primeiro denotando V,, o gradiente das fungoes G;
com respeito & variavel u, temos que V,,G; = (1,0). Assim usando que f1(0,u2) = 0, temos que

df1 afl) _9h

quljf = (8’11/17 877,62

Portanto (V,G1)' é vetor préprio de (Jf)T quando u; = 0. Agora, notemos que Bi2(0,us) = 0,
pelo que
VUGlB = (Bn(u),O) = Bn(u)qul,

é dizer que (V,G1)" é vetor préprio de BT, com valor préprio estritamente positivo quando u; = 0.
Analogamente podemos ver que se ug = 0, (V,G2)" é vetor préprio de (Jf)T e BT, com
valor préprio positivo no caso de B .
Fazendo agora o caso G3(u) = 0, usando que fi(uy,1—uq)+ fa(u1, 1 —u3) = 0. Derivamos

com respeito a u; e obtemos a igualdade

ofi [ 0fr Ofi  Of2

811,1 8u1 - 8’&2 8'&2'

Também notemos que V,Gs = —(1, 1), entao usando a igualdade de acima temos que
_ ofi [ 0fy 0ft  0fs\ _(0f1 | Of
qung o <8u1 6u1’ 811,2 871,2 a 8u1 * 8'&1 VUG3

Da equagao (2.11) e a mesma ideia que acima, temos que

qugB = —(Bn(u), Blg(u) + BQQ(U)) = Bu(u)qug.
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Assim, quando G3(u) = 0, (V,G3)" é vetor préprio de (Jf)T e BT. Com valor préprio positivo
no caso de B'.
Suponhamos que zp € (—1,1). No caso que u; = 0 quando i € {1,2}, multiplicamos (2.14)

pela esquerda por (VUGi)T. Das propriedades de acima, obtemos que
1 1
wit + Ni(u)uie = (p;(u)uiz)z + € 1 W)= (pi(u))atwiz + p1;(W)Uize + € 1)

onde \;(u) e u;(u) sdo os valores préprios de (Jf)" e BT respectivamente para o vetor préprio
(VuG;)". Como estamos supondo que g é ponto de minimo das funcoes G;(u) i.e. u; = 0, temos
que wiz(xo,t0) = 0, wit(zo,t0) < 0 € wizg(xo,tp) > 0. Portanto na igualdade de acima, lembrando
que p;(u) > 0, temos o lado esquerdo com um sinal ndo positivo e na direita um sinal estritamente
positivo e obtemos um absurdo.

No caso G3(u) = 0, também multiplicamos (2.14) pela esquerda por V,G3 e obtemos que

1

Gs(u)e +A3(u)(Gs(u)) = (pu3(u)G3(u)z)s —€ (2 —up — U2> = p3(u)2G(u)z + pg(u)G3(U)za +%

De novo pelo fato de ser minimo o ponto (zg,tp) temos na esquerda um sinal nao positivo e na
direita um estritamente positivo.

Suponhamos agora que |zp| = 1, de fato que 29 = 1 e que i € {1,2}. Multiplicando
a condigdo de bordo (2.16) pela esquerda por V,G; e lembrando que quando u; = 0 temos que

fi(u) = 0, obtemos a igualdade
—Bii(u)um(l,to) = —aBu(u)uj_(to)

Dado que u; (tg) > 0 para qualquer ¢y > 0, temos que u;(1,t9) > 0 dando um absurdo pois zg = 1
é ponto de minimo. O caso de xg = —1 é completamente analogo.
Agora se i = 3, somando as condigoes de bordo e usando (2.10) e (2.11) na regiao G3(u) = 0

obtemos que

B (u)(G3 0 u)z(1,t0) = 0Bu1(u)(1 — (uf (to) + us (t0)))-

Como u (to) + uj (to) < 1, temos o lado direito estritamente positivo. Daf (G3 o u);(1,t9) > 0 o

que é absurdo pelo mesmo motivo que antes. Assim provamos o lema. ]

Lema 2.2.2. Supondo satisfeitas as hipdteses do Teorema 2.1.1. Se u € solugdo cldssica de

(2.14),(2.15) e (2.16). Existe uma constante ¢ > 0, tal que ||uz|2,0, < c.
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Demonstragao. Na equacao (2.14),, multiplicando por us e integrando sobre 2 obtemos

1
/ ugrug + fo(u)zusder = /(322(U2)U21)xu2 +e <4 - u2> uadx.
Q Q

A ideia é utilizar o termo de difusdo que tem bom sinal, para obter uma limitacdo do termo usoy.
Como nao sabemos nada da limitacao de integral das segundas derivadas e nao queremos que

apareca a derivada da primeira componente. Aplicamos integragdo por partes para obter uma

+1 1
Jr/ fo(u)ugy + € ( — UQ) usdx.
-1 JQ 4

Agora usamos a condicao de parabolicidade, aproveitando o termo com bom sinal que fica junto

igualdade da forma

1d
/ §§u% + Boy(ug)u3,dx = (Baa(ug)uge — fo(u))us
Q

com a constante de parabolicidade. Para isso utilizamos a desigualdade de e-Cauchy (1.3) como

1 v
fo(u)ugy < 5f22(u) + 5“%90

e usando a condicao de bordo, obtemos que

1d

+1 , 1
2 dt Q ‘1‘/901]”2 (u) +¢ <4 —uz) uadz.

uddx + ;/ ud,dx < FOBao(ug)(ug — ui us
Q -1

Dado que u,u™ € A, |Baa|so < Mag e que fa(u) é uniformemente limitado, conseguimos

1d

- u%dm + V/ u%xdm < 4 M990 +/ clfg(u) + 2edx < 4Msyo + co,

pois 6 € (0,1). Integrando no tempo, temos que |luz:|/12(g,) < 3, onde c3 > 0 nio depende de 6.
Agora fazendo o mesmo na equacao (2.14),, multiplicando por u; e integrando por partes

obtemos

+1

1d
/ 5&1@ + Bll(u)u%xdaz = (B11(w)uiy + Bia(u)uag — fi(u))ug
Q

-1

1
+/ fi(w)ury — Bra(uw)uizug, + € <4 - Ul) urdz.
Q

Usando a condicao de parabolicidade, o fato que os coeficientes sao limitados, a condi¢ao de bordo

e as desigualdades

2 2 2
u 1% B u)u 14
fl( ) + *U%z, (§ Blg(u)ulxu% < 12(V) 2z + *U%x.

fi(u)ure <
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Obtemos que

1d +1
2t /o

v

2
d
uj x—i—z

/Qu%xdx < FO(B1(u)(ug — uf) + Bia(u)(ug — uéc))ul

-1

1
+c/ filu) +u3, +e <4 — u1> urdz
Q

Dado que u,u™ € A e a limitacio uniforme dos termos de B e f conseguimos

1d 2 v 2 2

- uidr + = | uidr <c+ [ uj.dr.

2dt Jo ! 2 /Q R /ﬂ 2

Assim, pelo feito anteriormente e integrando com respeito ao tempo, obtemos que ||| L2(Qr) S ¢

e provamos o lema. O

Lema 2.2.3. Supondo satisfeitas as hipdteses do Teorema 2.1.1. Se u € solucdo classica de

(214),(215) e (216) E,'L'Zstem Constantes c > 0 (AR (0, 1), 150/7;3 que

Demonstragdo. Dado um ponto z¥ € Q, consideremos ¢ = ((z,t) funcio suave onde ((z,-) é uma
funcao teste em K,. Fixemos §' > 0 e definamos a fungao ugk) = max{us — k,0} para k > 1—¢".
Pelo lema anterior 0 < ugk) <.

Denotando por 2, = K,NQ = [22,29], onde 2° = max{—1,z¢0—p} e 2% = min{1, zo+p}.
Multiplicamos (2.14), por ugk)@ e integramos por partes sobre €),, permitido ja que ugk)(-,t) €

W2(Q) e obtemos

20

20

/Q Uztugk)éz + Bzz(UQ)u%Ug;)CQde = (Ba2(u2)u2, — fQ(U))ng)CZ
P

1
+ / Fo(uw)ust) 2 + 2o (u)ul? ¢ ¢ — 2Bos(ug)ug,ul” ¢, + <4 - U2> uS¥ ¢?da.
Qp

Usando a definicao de u(Qk) podemos dizer que nas integrais temos as igualdades ugtuék) = ug;)ugk),

ug’;)uh = \ug;)P e que ng)UQa; = ugk)ug;). Levando acima obtemos uma equagao da forma

20

1d
/Q 5 VG + Boalull) (2 dw = (Boa(ua)uzs — fa(w))ul¢?
P

20

1
+ / [y 26, + fa(wuy) ¢ + 2o (w)u” ¢ — 2Boa(un)ulyu ¢, ¢ + ¢ (4 - Uz) uy de.
Qp
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Como no lema anterior, usando a condicao de parabolicidade para aproveitar o termo com

bom sinal na esquerda da equagao. E pela desigualdade de e-Cauchy (1.3) para controlar os termos
(k)

que aparecem com u,, . Obtemos que

1d
[ 5O + vl cPdn < (Baatuyuss = falw)a
P

0
T+
5 [ fepds
0 Q,

T

1
[ PG+ et ¢ + 0GP+ dIGE 4 (§ - )

14

onde Ay ,(t) = {z € Q,: uék) (x,t) > 0}. Dado que os coeficientes da equagao sao limitados, que

uék) < ¢ e o Lema 2.2.1 conseguimos

0
1d .
/ 2 dt w2+ vluly) ¢ Pda < (Baa(u)uze — fo(u))us”¢? +4/ Jut) ¢ 2da
o 20 Q

P

+e / WS 12(C1C) + 1C,P)da + ¢ /Q La,,(oC2dz. (2.18)

P P
Assim, vemos que temos uma desigualdade da forma (1.12) no capitulo 1. S6 falta traba-
lhar no termo do bordo. Usando a condigao de bordo e o suporte da fungao ¢, obtemos

20

+
i < 0Baa(u)|ug — u;|ugk)(:2

+0Bag(u)|ug — u5|u§k)C2

=1

(Baa(u)uzs — fo(u))ul)¢?

r=—1

Dado que 0Baa(usg)|ug — u§t| < 2My9, a Ultima desigualdade fica da forma

x

(Baa(wuze — o) '¢?| <20 3 a3,

r=%1

x

Usando que, para p pequeno, temos uma constante ¢ > 0 tal que
k k k
> P < [ e+ g la
r==+1 Qp
Aplicamos a desigualdade de e-Cauchy, aproveitando os termos onde temos bom sinal, para deixar

uma desigualdade da forma

14
2Mz Y |uy? % < 7 /Q [uy ¢ Pde + e /Q LagoCPdo+en [ (¢, Pda.

=41 P p Qp

Assim, levando a ultima desigualdade a (2.18), obtemos a estimativa

1d v
/ ~Z ¢ + ZulP ¢ Pdr < o / WS 2(1CC |+ 1€l P e + 3 / Ly, oCdz.
Qp th 2 P Qp
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Integrando com respeito ao tempo, conseguimos a desigualdade

k k k
1y ¢ (@ to + )30, + vllush CI2 opmnoy < 1S ¢, t0)I30,
to+T7

Lo / P22+ CI¢ ) dadt + e / / Cdudt.
Q(p,7)NQT to Ag,p(t)

Em forma andloga podemos obter uma desigualdade como a anterior para a funcao —us
com k < —&', pelo que temos uy € Bo(Qp, M,~,7,8, k). Assim, pela Proposicio 1.3.2, existe um
a > 0 tal que us € H*/ 2(Qr), notemos que cada um dos termos presentes na desigualdade acima,

temos uma independéncia com respeito a #, assim nem « nem c¢ dependem de 6. ]

Agora que ja provamos limitagao de wo na norma de Holder, tentamos usar a mesma
técnica para provar que u; seja Holder. Mas com os lemas provados até agora é impossivel, ja
que na primeira equagao temos interagao entre as duas componentes da solucdo. Assim precisamos
de uma limitacdo mais fina na norma || - ||, ., para poder controlar aquela interacao e conseguir

provar que efetivamente a primeira componente é Holder continua.

Lema 2.2.4. Supondo satisfeitas as hipdteses do Teorema 2.1.1. Se u € solucdo classica de

(2.14),(2.15) e (2.16). Existe constante ¢ > 0 tal que

/ uy, dzdt < c.

T

Demonstracao. Para obter tal limitagao, consideramos a funcao auxiliar

Us(z,t) = /z ua(y, t)dy.

-1
Tentemos entdao procurar alguma boa propriedade da fungao Uy para obter propriedades para a

solucdo. Usando a equacao (2.14),, podemos ver que

Uat(x,1) = (Baz(uz)uge — f2(u))(x,t) — (Ba2(uz)uzz — f2(u))(—1,¢) + /_fﬂ € <1 - Uz) dy.
Assim, utilizando da condi¢ao de bordo, obtemos a equacao
Uz (z,t) = Baz(ua(x, 1)) Uaw (2, 1) + ga(, 1), (2.19)
onde

ntot) = [ 2 (5= du = falule.0)  OBalua(-1.0)ua(~1) = u5 1)

-1
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Além disso, sao satisfeitas a condigao inicial
x
Us(x,0) = /_1 uo2(y)dy (2.20)
e a condigao de bordo
1
Uy(£1,t) =UF(t) onde U, ()=0 e US(t)= /1 ug(y, t)dy. (2.21)
Primeiro notemos que pelos lemas anteriores, temos que ||gz2||4,0, < ¢. Agora da hipétese
de suavidade para ug e estendendo a definicao de Us(z,0) em todo o dominio @7 como constante
no tempo. Temos que Us(z,0) € W42’1(QT).
A ideia agora é provar que a condi¢ao de bordo pertence a algum espaco de Sobolev. Para

tal objetivo consideramos a fungao

2, ) = (z + D)UF(t) ; (x = YUy (1)

Pela definicao de z(x,t), provar que z € Wf’l(QT) se reduz a provar que zi(x,t) € L4y(Qr). Ou

equivalentemente, que Uy (t) € Ly((0,T)). Para isso notemos que

s=1 1 1
+/ € ( — u2> dx
s=—1 -1 4

1
Ugi(t) = =60 > Baa(ug)(ua(s,t) — uj(t)) +/ € (i — U2> dz. (2.22)

s=+1 -1

Ugy (t) = (Boa(uz)uza — f2(u))(s, 1)

e usando a condicao de bordo, obtemos que

Da limitacao uniforme dos termos da matriz B, do termo do bordo uét e de uo, 0 termo de acima
é uniformemente limitado na norma do supremo. Assim temos que U3 (t) € Ly((0,7)) e z(z,t) €
Wit (Qr).

Em resumo temos que para o problema (2.19),(2.20) e (2.21). Sao satisfeitas as pro-
priedades || g2||4,0, < ¢, Ua(z,0) € Wf’l(QT) e que z9(x,t) € Wf’l(QT). Pelo Lema 2.2.3 o
coeficiente que acompanha o termo de segunda ordem é Holder continuo. Pelo fato de continuidade

da solucao da equacao original. Temos que também é satisfeita a condigdo de compatibilidade de

ordem zero. Consequentemente pela Proposicao 1.4.1 e a desigualdade (1.17) temos que

2 2 2
10211 E), < cte(llgallaqr + 1U2(z, 0015 + 22l C5,).

Dado que

Usg =us e Uy = uag,
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em particular obtemos que

/ up drdt < c.
T

Notemos que sé nos termos g € UQjE aparece o termo #. Como 6 sempre estd multiplicando algum
termo e dado que 6 € (0,1). Obtemos estimativas as quais independem do parametro . Assim a

constante ¢ da dltima desigualdade nao depende de 6. O

Lema 2.2.5. Supondo satisfeitas as hipdteses do Teorema 2.1.1. Se u € solucdo cldssica de

(2.14),(2.15) e (2.16). Existem constantes ¢ >0 e a € (0,1) tais que
|u1|82 <ec.

Demonstragdo. Consideremos 2° € Qe ¢ = ((z,t) como no Lema 2.2.3. Dado §' > 0 fixo, definamos

a funcao ugk) = max{u; — k,0} para k > 1 — ¢, igual que antes temos que ugk

Q, = [2°,29], com 2%

) < ¢'. Novamente
= max{—1,z9 — p} e 2% = min{1,z¢ + p}. Multiplicando agora a equagio
(2.14), por ugk)c2 e integrando por partes sobre 2, obtemos

0

20

/ ultugk)e + Bll(u)ulxuﬁ)CQdm = (B11(u)u1z + Bia(u)ug, — fl(u))ugk)CQ
2

1
+ [ R, = 2B uraad (o~ Bratuusa (¢, + ¢ (4 - u1> u e
P
Usando os fatos que ugi)ulx |u1 \2 (k)um = ugk)ugi) e que ultugk) = u%’:)ugk) obtemos a

igualdade

0

1d “
5516 + BuoPds = (Bu(un, + Bua(us — fi(0)a¢|
Q, x

[P A 006 2B 6~ Bralwuas (6 e (- ) s

(2.23)

Agora, usamos a desigualdade de e-Cauchy (1.3) fazendo como antes para manter o termo com
bom sinal que acompanha a constante de parabolicidade. Assim, usando as limitagoes uniformes

de f1 e B, obtemos desigualdades da forma

v v
H@P)e < SiCP+ala,, o +eli? R 2Bl u”¢0 < Sl (P +efuc, )

1%
o Bu(uuzs(u e < Sluiy) P + cla, izt + ealuiC, P,
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onde A ,(t) = {x € Q, : ugk) (z,t) > 0}. Levando as desigualdades acima em (2.23) e a condigao
de parabolicidade, obtemos que

0
1d
/ 5 4 vl (e < (B + Bra(use — e

31/
0 2dt / ot ¢[*dr
P

+c /Q [l PG + ICP)der + /Q 1Ak,p<t)|uzm<|2 + a5 C2de.
P

p

Aplicando Cauchy-Schwarz no ultimo termo da desigualdade anterior, obtemos

+3'// [l ¢ Pda
8 Jo,

+c/Q !uﬁ’“)l2(<|<t|+|<xl2)dx+c(/Q (|u2x|2+1)2dx> (/QplAk,pu)(?dx) :

p P

1d
| 5516+ vl cPds < (Bu(un, + Bua(wua, — fi(w)a?
Qp

N
N

Agora, trabalhemos no termo de bordo. Como no Lema 2.2.3, notamos que
0
CL’

<0 3" [Bii(ur — ui (1) + Bia(uz — uz () ul”'¢2.
a:(l r==41

(Bi1(u)ury + Bia(u)ug, — fl(u))uﬁk)c“?

Das limitacoes uniformes de u;, dos termos de B e § € (0,1) obtemos que existe M independente

de 6 tal que

Brs(uyuns + BraCuuss — ()l < a1 3 a2

0 r==+1

Assim, obtemos uma desigualdade da forma

a
(Bu(w)urs + Bua(wye: — i)l "< [ e+l lda.
z0 p

Levando a desigualdade de acima a desigualdade principal e usando desigualdade de e-

Cauchy temos que

1d v
/ 5 gl P+ St Pde < e /Q g P(CIG ] + ¢ [*)da
P

0 2dt
p : :
+o ( / <ruzz\2+1>2dx> ( / 1Ak,p<t><2dx> .

Q Qp

Assim, integrando com respeito ao tempo, notando que ¢? < ¢ e usando a desigualdade de Cauchy-

P

Schwarz obtemos

k k
¢ (2,0 + 7)., + vl <13 o (pmnar < lut¢(@ )30,

to+71
k
te / P22 1 ¢l¢dadt + ealfud, + 1la.0(mn0r ( / / cmu)
Q(va)mQT to Ak,p(t)

(NI
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Pelo Lema 2.2.4
|l u3, + U2.@pmn@r < 6

onde ¢ é uniforme. Assim finalmente obtemos a desigualdade

k k k
1u$¢(@,to + 7)1, + 14l I gpmngs < I¢(@ t0)Bq,

to+T7
te / PR+ ¢l dadt + e / / Cdadt
Q(p,7)NQT to Ag (1)

Novamente da Proposi¢ao 1.3.2, agora com exponentes 7 = ¢ = 6 e k = 1/2, existe um « > 0 tal

que uy € H*/2(Qr). O

2

Lema 2.2.6. Supondo satisfeitas as hipdteses do Teorema 2.1.1. Se u € solugdo cldssica de

(2.14),(2.15) e (2.16). Existem constantes ¢ >0 e a € (0,1) tais que ]uz|8;ra) <c

Demonstragao. Seja Uy como no Lema 2.2.4. A ideia é utilizar novamente o problema (2.19)-
(2.21), aproveitando o ultimo lema provado. Do lema anterior por exemplo, podemos dizer que
g2 € H**/2(Qr). Das hipéteses em ug, temos Us(x,0) € H>T*(Q).

Das propriedades de uét e dos lemas anteriores usados na equagao (2.22), temos que
Ui (t) € H*2([0,T)). Assim, Us(+1,t) € H*F*1+2/2(S1) pelo que faltaria provar as condigoes de
compatibilidade da ordem 1, para usar a Proposicao 1.4.2. Ja que, como foi dito antes, as condicoes
de ordem zero sao satisfeitas por continuidade da solucao us.

Para provar que sao satisfeitas as condigoes de compatibilidade, definimos a fungéao auxiliar
como na igualdade (1.16)

u$ (s) = Baa(ug2) (ufp)(s) + /s £ (le - Uo2) dx — fa(uo(s)) — 0Baz(uo2(—1))(uo2(—1) — uy (0)),

-1

1
o) (-1) =0 o @ (1) = -0 Ba(ua(£1))(uoa(£1) — uz (0)) + / s(4

1
- — UQ2> dr.
+1 -1

Precisamos provar que uél)(:lzl) = @gl)(:lzl). No caso de ugl)(l) = @gl)(l), subtraindo os termos

que contem —1 e a integral, temos a igualdade

Baa(uoa(1)) (upa(1)) — fa(uo(1)) = —0Baa(uo2(1))(ue2(1) — uz (0)),

justificada pela condicio de compatibilidade da solucdo. Notemos que uM)(—1) = @M (-1), se é

satisfeita a igualdade

Baa(ug2(—1)) (uga(—1)) — fa(uo(=1)) — 0 Baa(uz(—1))(uo2(—1) — u5 (0)) = 0.
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Que é verdadeira, novamente pela condi¢ao de compatibilidade (2.12). Assim, pela Proposigao 1.4.2

figualdade (1‘18), temos que
(7- 2+Oé « ( 2
| 2|é2T ) = C(|g2|29T) + | 2(1:’0)|5(2 ) ‘U2i|gT+ ))7

onde cada um dos termos da direita sdo limitados por constantes que nao dependem de 6.

Utilizando que <U2>:(E25:) <ce <U2>S§f/2) < ¢ obtemos

el + (0205, + 237 + ()1 < e

Em consequéncia |us| 8;0‘) <ec. O

Lema 2.2.7. Supondo satisfeitas as hipdteses do Teorema 2.1.1. Se u € solugdo cldssica de

(2.14),(2.15) e (2.16). Existem constantes ¢ >0 e a € (0,1) tais que ]u1|8:a) <c

Demonstragdo. Agora, consideremos a funcao auxiliar

mmwaﬁmwwy

Da equacao (2.14),, temos que

Ure(z,t) = Bri(u(z, t))uiz(z,t) + Bio(u(z, t))use(z,t) — fi(u(x,t))

— [Bll(u(—l,t))ulx(—l,t) + Blg(u(—l,t))UQx(—]_,t) — fl(u(—l,t))] + /_i& (i — u1> dy

Usando a condigao de bordo, obtemos a equacao
Ult(l‘, t) = BH(U(SC, t))Ulmc(xa t) + g1 (SC, t) (224)

onde

T

g1(x,t) = Bra(u(z,t))ug.(x,t) +/

-1

(G- w) du = Alate.0)
— OB (1)) (—1,0) = i () + Bia(u—1, ) (ua(—1,6) = g ()]

De (2.15), obtemos que
Ur(2,0) = [ uonlu)dy (2.25)
-1
e da condigao de bordo, que

1
Ur(£1,8) = UE(t) onde Ur()=0 o UF(t)= /_ )y (2.26)
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Vamos usar a mesma ideia que no lema anterior, agora no problema (2.24),(2.25) e (2.26).
Primeiro dos Lemas 2.2.3 e 2.2.5 temos que By (u(z,t)) € H**/2(Qr). Com respeito a funcio g
usando os lemas anteriores, temos que ¢;(z,t) € H aaf 2(Qr), com norma de Holder uniforme com
respeito a . Pela hipdtese de suavidade na condigdo inicial, temos que U; € H?t%(Q). Em U1+
usamos a mesma ideia que na funcao auxiliar anterior. Derivamos a funcao com respeito ao tempo.
Passamos a derivada baixo o sinal da integral. E usamos a equagao para w1, para assim ficar com

termos s6 de bordo. Depois de usar a condicao de bordo para a equagao original, obtemos que

Ut (t) 92 [Biy (u(£1,8)) (uy (£1,1) — uf(t)) + Bia(u(E1, ) (ug(%1,t) — ui(t))]

L1
- — dy.
+ /_1 € <4 u1> Y
Assim U (t) € H'4/2([0,T]) e Uy (%1,t) € H*F*1%2/2(S1) com correspondente norma de Holder

uniforme em #. Novamente faltariam provar as condig¢oes de compatibilidade de ordem 1 para usar

a Proposicao 1.4.2. Para tal objetivo definimos as fungoes

(6) = (Bu(un)iy + BroCua)uba) o)+ [ ¢ (§ = ) dy = utua(s)

-1
— 0[Bu1(uo(—1))(uo1(—1) — uy (0)) + Biz(uo(—1))(uo2(—1) — uy (0))],

eV (1) = -0 > [Bia(uo(£1)) (uor (£1) — u3(0)) + Bua(uo(£1)) (uoz(£1) — uj (0))]

+1
—l—/l 1—u d
L\a )

e @gl) (—1) = 0. Temos entao que provar a igualdade ugl) (1) = q)gl) (£1). Notemos que novamente,
quando comparamos ugl)(l) = CI)gl)(l). Os termos que contem —1 e as integrais se subtraem e

ficamos com a igualdade em 1

B (uo)upy + Bia(uo)ugy — f1(uo) = —0[Bi1(uo)(uor — ui (0)) + Bia(uo)(uoz — ug (0))].

Satisfeita pelas condigao (2.12). Agora no caso de ugl)(—l) = @gl)(—l), chegamos a uma igualdade

no —1 da forma

B (uo)ugy + Bia(uo)ugy — f1(uo) — 0[Bi1(uo)(uor — uy (0)) + Biz(uo)(uoz2 — uy (0))] = 0,
de novo satisfeita pela condicao de bordo original. Assim pela Proposicdo 1.4.2, temos que

UG < ellgnl$) + U1 (2, 0)57 + |UF|SF).
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o . 1
Usando as mesmas ideias do lema anterior, temos que |u1]| ((Q;ra) <c. O

Lema 2.2.8. Supondo satisfeitas as hipdteses do Teorema 2.1.1. Se u € solugdo cldssica de

(2.14),(2.15) e (2.16). Temos que existe uma constante ¢ > 0 tal que satisfaz ]u|8jﬂ) <ec.

Demonstracao. Da equacao (2.14), temos que

U9t = BQQ(UQ)UQMC + GQ(.’L‘, t), (2.27)
onde
_ OBg 9 1 dfs 0 fa
Go(z,t) = s (ug(z,t))us,(z,t) + ¢ <4 uQ> s (u(z,t))ure(z,t) Dty (u(x,t))ugy(x,t).
A condicdo de bordo pode ser tratada como
Baa(ug)ug, + 0Bas(ug)us = fo(u) + 0Bo2(ug)ui (t) = ®F. (2.28)

A ideia é usar a Proposigdo 1.4.3 no problema (2.27), (2.28) e (2.15). Da propriedade de multipli-
cacio e composicio de fungdes Holder ainda ser Holder e aproveitando que u € Hte(1+a)/2 (Qr),
podemos dizer que Gy € HYV/ 2(Qr), onde v = min{a,3}. Também das hipéteses do problema
temos upg € H2T(Q).

Temos que fo(u(%1,t)), Bao(ug)(£1,t) € HIF1/2([0, T]) pelos lemas anteriores e da pro-
priedade de composi¢ao de fun¢oes Holder. Dado que uét e HU+A/2([0,T]) temos que cada um
dos termos que aparece na condicao de bordo sao Holder. Da condigao de parabolicidade esta-
mos dentro das hipéteses da Proposigao 1.4.3. As condigoes de compatibilidade de ordem zero séo
satisfeitas por hipdtese. Assim, aplicando a Proposicio 1.4.3 temos que uy € H?T7(Qr), onde da

2))

limitacdo de @ét temos que |u2\g;r < ¢, com ¢ independente de 6.

No caso da primeira equacao, podemos considerar ela como

Uit = Bll(u)umx + Gl (SC, t) (229)
onde
0B 0B 0B 0B
Gi(z,t) = uiy <6u111u1m(l“,t) + aul; U2x($,t)) + uzg (aulfulx(%t) + auljuzx(%t)>
1 ofi 0fi
+e <4 u1> + Biaugge(z,t) %Uu(fv,t) %Um(%t%

com condicao de bordo

Bll(u)ulx + 9311(U)U1 = fl(u) — Blg(u)uh« + G(Bll(u)uﬁ — Blg(u)(UQ — uéc)) = (I):lt. (2.30)
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Tal como foi feito antes no lema, estudaremos a equagao (2.29), com condicao de bordo (2.30) e
condicao inicial (2.15). Primeiro, notemos que o coeficiente que acompanha o termo de segunda
ordem é Holder continuo. Consideramos o v de antes e notemos que na funcao G;. Cada uma
das composicoes que aparecem sao derivadas dos coeficientes da equacgao original com a funcao u a
qual ja sabemos que tem derivada Holder. Assim na hora de considerar a composta obtemos uma
funcéo em HAP/ 2(Qr). Da propriedade de multiplicacdes de funcdes Holder ainda ser Holder e do
fato que use, € HY/%(Qr), podemos afirmar que Gy € HY/2(Qr).

Agora no caso da condicao de bordo temos que, pelos mesmo motivos que antes, cada um
dos termos que aparecem estao em H't1(147)/2(871). Dado que ugy € H2T7(Q) e sdo satisfeitas as

) <,

condicoes de compatibilidade, usamos o mesmo resultado que acima para obter que |u1\g;w
com ¢ uniforme com respeito a 6.

Repetimos o mesmo processo que antes, s6 que agora ja nao temos a limitacao do termo
a dos lemas se ndo que temos em melhores espacos e assim conseguimos até a ordem (3. Assim

obtemos que efetivamente u pertence ao espago H2A:1+5/ 2(Qr), com limitacdo uniforme. O

2.2.2 Existéncia de Solucao

Agora vamos aplicar o Teorema de Leray-Schauder para provar a existéncia de solucao
classica do problema (2.14)-(2.16). Para isso temos que definir uma familia de operadores associados
ao problema. Primeiramente, notemos que se u é solu¢ao do problema (2.14)-(2.16), entado a fungao
v(x,t) = u(x,t) — up(z) é solugao do problema

v+ f(v+u)e = (B +u)(v+ug)g)s +€ (i —(v+ uo)> (2.31)

com as condicoes

f(w4up) — B(v+uo)(v+ug)s = £0B(v+uo)(v +up —u™) se z==41 e v(z,0)=0 se z € .

(2.32)
Utilizando os lemas anteriores, obtemos que \v]g;'ﬁ ) < ¢. Aplicaremos entao o Teorema de Leray-
Schauder para provar existéncia de solucao cléssica v do problema (2.31)-(2.32), e consequentemente
obtemos que existe u solugdo cldssica do problema (2.14)-(2.16). Definamos, para A € [0,1], as

fungbes By = AB + (1 — A\)vId. Para cada A\ consideramos o problema

ve+ Af(v+ug)e = (Ba(v+u)(v+ uo)z)e + €A <111 —(v+ uo)) (2.33)
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com as condigoes

M (v4ug) — By (v+uo) (v+ug)e = £OAB(v4ug)(v+ug—uT) se z =41 e v(z,0)=0 se z € .

(2.34)
Notemos que os coeficientes do problema acima, ainda tém o mesmo comportamento em OA.
Observamos ainda que By;; = ABj;(u) + (1 — A\)v > v, mantendo assim a natureza parabdlica do
problema. Notemos que se modificamos o problema (2.33)-(2.34) para o problema com condi¢ao
inicial ug. Temos que ainda é possivel provar o principio de regides positivamente invariantes, ja
que mantemos o bom comportamento dos coeficientes em JA e um bom sinal na condi¢ao de bordo
em 0f). Com respeito aos outros lemas provados na secao anterior, ainda podem ser repetidas
as provas com as mesmas fungoes auxiliares. Aproveitando o fato que mantemos as condigoes de
compatibilidade para (2.34), dado que u{(£1) = 0. Assim, se denotamos a solugao de (2.33) e

(2.34) como vy, temos que \v,\|8;rﬁ)

< M, com M uniforme em A como em 6.

Introduzimos o espaco de Banach B de funcdes v = (v1,v9) € H'T30+0/2(Q7), tais que
v(z,0) = 0 e munido da norma |- lg;rﬁ). Definamos a fungao A : [0,1] X B — B como A(\,w) = v,
onde v ¢ solucao do problema

1

v+ Af(w~+ug)y = (Bra(w + up)(v+up)z)z + X (4 —(v+ uo)> (2.35)

com as condigoes

M (w+ug) — By (w+ug) (vug)y = £OAB(wHug)(v+ug—u™) se z==41 e v(z,0)=0 se z € Q.
(2.36)
Temos assim uma versao linearizada do problema original. Aqui aparece a importancia de
considerar o problema com condi¢ao inicial zero. Para provar que estd bem definida a funcdo A em
(A, w), consideramos primeiro a equagao (2.35), e usamos a Proposi¢do 1.4.3. Note que precisamos
mostrar que é satisfeita a condigdo de compatibilidade para o problema (2.35)-(2.36). Tal condicao
é satisfeita, pois w(z,0) + up(x) = v(x,0) + up(x) = ug(z), e up e u™ ja satisfazem condicio de
compatibilidade. Se nao consideraramos condicao inicial zero no problema (2.35)-(2.36), ficarfamos
no bordo com termos w(zx,0) e up(x) para os quais nao temos nenhum tipo de relagao. Finalmente,
observamos que sao satisfeitas as hipoteses da proposicao 1.4.3. Em consequéncia podemos aplicar
a mesma Proposi¢ao para a equacao (2.35); e obtemos que a funcdo A estd bem definida.
Notemos que um ponto fixo, A(A,vy) = vy para A = 1 é solugao do problema (2.31)-(2.32).
Consideremos o conjunto

U={veB:y <M,
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onde M < M’. Como qualquer ponto fixo A()\,v)) = vy, satisfaz que \v,\](Q?;rﬁ) < M. Podemos
dizer que vy ¢ OU e temos satisfeita uma das hipdteses do Teorema de Leray-Schauder. Como

consequéncia da Proposicao 1.4.3, temos que |A,\(v)|g;rﬁ)

< ¢ para qualquer A, onde c¢ é uniforme.
Assim, pela compacidade de H?>T4(Qr) em H'*?(Qr) obtemos a compacidade da aplicacio A.
Agora, notemos que efetivamente A é uniformemente continua com respeito a A. Para
tal fato, consideremos A, \" € [0,1] e as respetivas solugoes v' e v” do problema (2.35) e (2.36).
Definamos v = v/ — v” a qual claramente é solucao do seguinte problema, onde omitimos o termo

w + ug em B,

/ " ! / " " ]‘ "
v+ (N =N f(wHug)s = (Byvg)z —eXNv+ (N = X)) | (B —vId)(v" +up)z)z + € (4 —v" = uo>]
com condicao de bordo da forma

By (w+ug)ve £0N B(w—+ug)v = (N =N")[f (w+uo) —(B—Vld)(’L)”—I—Uo)m:FQ(B(w-FUQ))(’L)”+U0—ui)]

e condicao inicial

v(z,0) = 0.

Usando novamente a Proposicao 1.4.3 e as limitacoes na norma de Hoélder de v”, obtemos uma
desigualdade da forma

|U‘8:ﬁ) S C‘)\/ o )\//‘7

provando a continuidade uniforme com respeito ao pardmetro. Notemos que, quando A = 0 o

problema (2.35) e (2.36) fica da forma
Vp — VUgp = Vlggy
com condicao de bordo e inicial da forma
Uy = —Upy sSe x==%1 e v(z,0)=0 se z €.

Que novamente pela Proposicao 1.4.3 tem uma tnica solugao, assim A(0,w) tem um tnico ponto
fixo e pelo Teorema de Leray-Schauder, existe funcao v solugao do problema (2.31) e (2.32). Assim

temos que existe solucao de (2.14)-(2.16).

2.3 Prova do Teorema 2.1.1

Dado que cada uma das estimativas que encontramos para as solugoes dos problemas

(2.14)-(2.16) nao dependem de ¢, pela compacidade do espago de Hélder, quando &' — 0 achamos
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uma funcio u € H*tA148/2(Qr) que de fato é solucdo de (2.1)-(2.3). Consideremos agora u’ e

duas solugoes do problema (2.1)-(2.3). Assim a fungao u = v’ — u” é solu¢do do problema
up+ (f(u) = f(u")e = (B )uz + (B(W) = B(u"))ug)a (2.37)
com condicao de bordo
Fu') = f") = (Bu)ug + (B() = B(u"))u) = £0[B(u')u + (B(u') — B(u"))(u" —u*)] (2.38)
e condicao inicial
u(x,0) = 0. (2.39)

Multiplicando (2.37), por us e aplicando integracao por partes, obtemos a igualdade

[ wariadat [ Bua(usyidde = [ (Baa(usuns+ (B~ B, (o) fau"))
Q Q oQ
+ [ (olal) = o) use — (Banlus) ~ Bon(u) s
Q
Utilizando a condi¢ao de parabolicidade, desigualdade de e-Cauchy, a limita¢ao da solugdo ufj, a
condicao de bordo e que os coeficientes sdo Holder continuos, obtemos que

1d

s oty [ Bdo <6 [ (Baluun + (Bals) — Bl — )y
Q Q

[2/9]

+l//u%xdx+c/]u'u”2d:13:I1+Ig.
4 Ja Q

Trabalhando na condigao de bordo utilizando novamente as propriedades de Bay e u} e a desigual-

dade (1.5) conseguimos
L < c/ lug|?dy < c/ Uguny + usda < V/ ud, dx + c/ uidz.
89 Q 4 Jo 0
Levando na desigualdade principal e integrando com respeito ao tempo, conseguimos
d 2 2 I 2
- usdxdt + usdrdt < c |u" — " |“dzdt. (2.40)

dt Qr T T

Na equacao (2.37); fazemos o mesmo para conseguir a igualdade

/ uurde +/ By (W) de = / [B11 (v )u1z + Bia(u )ug, + (B11(u') — Bir(u”))uf,
Q Q o0
+ (Brala!) = Bua(u" ) = (Fi) = A Dundy + [ [AG) = Aila) = Bra(u'

+ (Bui(v') — Bii(u"))uf, + (Biz(u') — Bia(u"))ug, Juizdz.
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Novamente, utilizando condigao de parabolicidade, boas propriedades dos coeficientes e u/ aplicando

ideias como no caso de ug obtemos a desigualdade

1d

v
—— | uldz+ V/ ut,dr < c/ lugus| + |u' — u||uy|dy + / u? dx
2dt Jg 0 o0 4 Jo

+c/ lu —u"|* + uj,dr.
Q

Como antes trabalhamos na integral do bordo, integramos com respeito ao tempo e utilizamos a

desigualdade (2.40) para conseguir a estimativa

d
— ulddt + / ut, drdt < c/ lu' — " |?dxdt.
dt Qr T T

Assim, conseguimos a desigualdade

d

7 lu' — v |dxdt < c/ lu' — " |?dxdt.
Qr

T

Aplicando desigualdade de Gronwall e pela suavidade das funcdes temos que v’ = u” em Q7.

2.4 Prova do Teorema 2.1.2

Para o problema (2.1), (2.2) e (2.4). Pelo fato de ter as condigbes de compatibilidade,

* com u*(0) = up(£1) para

podemos perturbar a condigdo de bordo por um 6. E escolhendo um u
que as condicoes de compatibilidade sejam satisfeitas para tais problemas. Assim pelo teorema
anterior temos existéncia de solucao u’. Dado que cada uma das solucoes u? dos problemas (2.1)-
(2.3), sao tais que \UBIS;LB ) < ¢, onde ¢ nao depende de 0. Podemos extrair uma subsequéncia
0" — 0 tal que u? — u em H***12/2(Qr), com u € H*t#18/2(Qr). Em consequéncia u é uma
solugdo cldssica do problema (2.1), (2.2) e (2.4). Além disso u(x,t) € A para todo (z,t) € Qr. A

unicidade é provada em forma andloga ao caso anterior.
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Capitulo 3

Problema n-dimensional com condicao

de bordo nao linear

3.1 Formulacao do Problema

Ao longo deste capitulo consideraremos 2 C R™ aberto limitado e conexo, tal que 92 =

S € H?**, Procuramos uma funcio u :  x [0, T] — R? satisfazendo em Q7 a equagao

uy + div (f1(u)v) = div (B11(u)Vuy) + div (Biz(u) Vus), (3.1)
ugr + div (fo(u)v) = div (Bag(u)Vug). (3.2)

A condigao inicial
u(z,0) = ug(x) x€Q (3.3)

e fixo um 6 > 0, o #-fluxo de Neumann no bordo

(fi(w)v = Bui(u)Vur = Bia(w)Vug) - 7i = 6[Bi1(u)(ur — 1) + Bua(u)(uz2 — ¥s)]; (3-4)

(f2(w)v = Baa(u)Vug) - 7i = 6 Baa(u)(uz — 15) (3-5)

onde 7i(s,t) é o vetor normal exterior em (s,t) sobre S. Em (3.1) e (3.2) a fungao v : @ — R" é

suave, conhecida e satisfaz div (v) = 0 em . Também estamos interessados no problema de 0-fluxo
de Neumann no bordo, é dizer a condicao

(fi(u)v — B11(u)Vuy — Bia(u)Vug) - i = 0, (3.6)

(fQ(u)U — ng(u)Vug) -1 =0. (37)
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Notemos que, o problema (3.1)-(3.3) e (3.6)-(3.7) tem como solucao o limite de solugoes do problema
(3.1)-(3.5), como veremos depois.
Tal como antes, trabalhamos sobre a regidio A = {u € R? : u; > 0, u3 +uz < 1}, onde

estao definidas as fungoes

Introduzindo a notacao

div (f (u)v) = (div (fi(u)v), div (f2(u)v))

div (B(u)Vu) = (diV (BH (u)Vu1 + Blg(u)VU,Q), div (BQQ (u)Vu)),

a equagao (3.1),(3.2) em forma vetorial fica da forma
up 4 div (f(u)v) = div (B(u)Vu). (3.8)

Aceitando o mesmo tipo de notacdo, onde consideramos - como o produto interno em cada compo-

nente. Podemos escrever também a condi¢cdao de bordo como
(f(w)v — B(u)Vu) - = 0B(u)(u — ). (3.9)

O objetivo em este capitulo é provar existéncia e unicidade de solugao classica para o
problema (3.8),(3.9) e (3.3), em regides particulares €2, com u(z,t) € A. Também temos como
propoésito ver existéncia e unicidade de solugao classica nessas regides com o problema limite 6 = 0.

As hipéteses para o problema sao bastante parecidas as consideradas no capitulo anterior.

Na condicao inicial e de bordo pedimos que
up(x) € int (A) e P(s,t) €int (A) Ve eQ,s€IN et >0. (3.10)
Na matriz B impomos que Bgs(u) = Bas(ug) e parabolicidade. Isto é, que existe um v € R tal que
Bii(u), Baa(ug) > v >0, u€A. (3.11)

Com respeito a diferenciabilidade supomos

Ofi 9B HP(A), Be(0,1) (3.12)

fwauka R auk
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e na condicao inicial e de bordo pedimos que
up € H*B(Q) e v € H*30+0/2(5.). (3.13)

Novamente estamos a procura de solugdes que tem um perfil inicial em A, e permanecem

a A ao longo do tempo. Para tal resultado precisamos que

filu;=0 =0, (fi + f2) =0, (3.14)

u1+tug

Bi2]u,=0 =0, B = (Bi2 + Ba2)

u1tus=1

(3.15)

u1tus=1

Como agora estamos tratando um sistema n-dimensional, ndo é possivel aplicar a mesma ideia de
considerar a primitiva da solucao como foi feito no capitulo anterior. Um caso particular que pode

ser considerado é o caso de solugoes radiais.

3.2 Solucoes Radiais

Consideramos a regiao Q = {z € R" : [} < |z| < l2} e estudamos a existéncia de solugoes
radiais u :  x [0, T] — R? do problema (3.1)-(3.5). Isto é, consideramos funcoes wi (r,t) = uj(z,t)
e wa(r,t) = ug(x,t), onde r = |z|.

A ideia é formular um problema para tais fungoes w; supondo u; solu¢ées do problema
original. Vamos também supor que ug(z) e (s, t) sdo funcoes radiais. Ou seja ug(z) = up(r) e
(s, t) = Y*(t), onde ¢~ (t) = ¢(l1, 1) e ¥ (1) = ¢(iz,1).

Primeiro, notamos que

n—1

x
Vu, = wjr— € Auj = Wiy + Wiy
r

Também notemos que a fun¢do v = h(r)z com div (v) = 0, onde h(r) da forma

Levando os termos as equagoes (3.1) e (3.5) obtemos o seguinte sistema na regiao (l1,1l2) x (0,7) =

x (0,T) = Ly

n—1

2
wyy + rh(r) Z[Bh w)wip ) + Bui(w)wir | , (3.16)

=1

wat + rh(r)(fa(w)),r = (Baz(w2)way ), +

.

n—1

Baa(w)way. (3.17)
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Da geometria do dominio, com + no caso de l; e com — no caso de l2, temos que
R x
n(x) =+—.
T
Assim a condigao de bordo é

sh(s) fi(w) = (Bii(w)wi, + Bia(w)wa,) = £0(Bi1(w)(wi — ) + Bia(w)(wz — ¢3))  (3.18)
sh(s) fa(w) — Bag(w)ws, = 460 Bag(w)(wy — 17 ) (3.19)

em {l1,l2} x [0,T], com —0 se s =1; e +0 se s = lo. Também as equagoes (3.16)-(3.19) tém uma

versao vetorial da forma

we + rh(r) f(w), = (B(w)w,), + r ; 1B(w)wr (3.20)
com condicao de bordo
sh(s)f(w) — B(w)w, = £0B(w)(w — 1F). (3.21)
Na condig¢ao inicial ficamos com
w(r,0) = wo(r) = up(r). (3.22)

Em consequéncia, transformamos o problema n-dimensional num problema que lembra muito o
problema 1 dimensional do capitulo 2. A ideia é novamente limitar uniformemente uma solucao
classica do problema (3.20)-(3.22) e utilizar Teorema de Leray-Schauder.

Notamos que as respetivas condi¢oes de 0-fluxo de Neumann para os problemas radiais,

ficam da forma

sh(s) fi(w) — (Bir(w)wi, + Biz(w)wsy) =0, (3.23)
sh(s) fa(w) — Bag(w)way = 0. (3.24)

Ja que temos um problema 1-dimensional, provaremos lemas analogos aos apresentados no Capitulo
2 e assim obter solugao e unicidade para regides em particular. Assim se solucionamos os problemas

(3.20)-(3.22) temos o seguinte resultado

Teorema 3.2.1. Fizos l; > la > 0, sejam Qr = {x € R" : [ < |z| < la2} x (0,T) e as fungoes
ug € H*P(Q) e v € HWOOUHB/2(Sy), radiais com respeito a x. Se fizo 8 > 0, consideramos
satisfeitas

(f (uo)v — B(uo)Vug) - 7t = 0B(uo) (uo — ). (3.25)
Vug(s) -7 = 0 e as condigoes (3.10)-(3.15). Temos que o problema (3.8),(3.9) e (3.3) tem uma

inica solugdo u radial, com v € H*PI4B/2(Qr) e u(x,t) € A para todo (z,t) € Qr.
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Agora se solucionamos o problema (3.20) e (3.22)-(3.24), conseguimos o seguinte resultado

Teorema 3.2.2. Fizos |y >l > 0, sejam Qr = {x € R" : [ < |z| < la} x (0,T) e up € H>A(Q)
com ug € int (A), radial com respeito a x. Se os coeficientes das equagoes (3.1)-(3.2) satisfazem as

condigoes (3.11)-(3.12), (3.14)-(3.15), a condi¢ao de compatibilidade
(f(uo)v — B(uo)Vug) - i =0 (3.26)

e que Vug(s) - = 0. Entao existe uma unica solu¢do u radial para o problema (3.1)-(3.3) e

(3.6)-(3.7), com u € H**B1HB/2(Qr) e u(x,t) € A para todo (x,t) € Qr.

3.3 Problema Perturbado

O problema (3.8),(3.9) e (3.3) pode ser perturbado como foi feito no Capitulo 2. Nova-
mente tal perturbacao é feita para provar regides invariantes. A equacio entdo é perturbada para
um € > 0, como

ws + div (f(w)v) = div (B(uw)Vu) + (Z - u) . (3.27)

Veremos que cada uma das limitaces encontradas nao dependem de ¢, assim podemos fazer € — 0
e a solugao do problema original também vai ser invariante e obviamente com as mesma limitacgoes.
Vamos a considerar 0 < ¢ < % e omitiremos o termo € em u.

Como foi dito anteriormente, nos vamos a restringir ao caso de solucoes radiais. Por tal

motivo também fazemos a perturbacao na equacao para tal tipo de solucoes, ficando da forma

n—1

w + rh(r) f(w), = (B(w)w,), +

B(w)w, + ¢ (Z - w> . (3.28)

r

Entao de aqui na frente, o objetivo é provar solugao para as equagoes (3.28) com condigoes de bordo
e inicial da forma (3.21)-(3.22). Notemos que a condigao de compatibilidade, no caso radial fica da

forma

sh(s) f(wo(s)) — B(wo(s))wy(s) = £0B(wo(s))(wo(s) — ¢(s,0)) para s =1y, 1l (3.29)
e na condi¢ao de bordo (3.23)-(3.24) a condigao de compatibilidade fica da forma

sh(s)f(wo(s)) — B(wo(s))wj(s) =0, paras=1y,ls. (3.30)
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3.3.1 Estimativas a Priori

Agora supomos que existe uma solugao classica de (3.28),(3.21) e (3.22). E estimamos a
norma de Holder de tais solugdes. A existéncia de regioes positivamente invariantes é verdadeira

ainda no problema (3.27) e (3.3)-(3.5).

Lema 3.3.1. Qualquer solugdo cldssica de (3.27), (3.9) e (3.3) satisfazendo as hipotéses (3.10)-
(3.15) € tal que u(z,t) € A.

Demonstragao. Suponhamos que existe algum ponto (z,t) tal que u(x,t) ¢ A. E consideremos
as fungoes Gi(u) = u1,Go(u) = uz e G3(u) = 1 — u; — ug. Para cada i € {1,2,3} definamos
zi(z,t) = Gj o u(x,t). Notemos que um ponto u(z,t) € A se z(x,t) = 0 para algum i. Seja to o
menor dos tempos onde z;(z,t) = 0 para algum 7. Notemos que to > 0, ja que u(x,0) € int (A).

Seja o € Q tal que z;(wg,to) = 0. Se xg € © podemos usar a equacio (3.27) e o fato de
div (v) = 0, para obter uma igualdade do tipo

ug + Z J fug;v; = Z(B(U)ij)xj +e (Z - u) . (3.31)

j=1 j=i
Onde Jf representa a matriz jacobiana de f. Utilizando as hipdteses (3.14) e (3.15). Existem
fungoes a; e p; > 0 que dependem de u tal que V,Gi(u)Jf = ai(u)V,Gi(u) e V,Gi(u)B(u) =
i (u)VyGi(u) sempre que Gi(u) = 0. Multiplicando (3.31) pela esquerda por V,G;(u), usando o
dito acima e a definicao de z; obtemos

n

n

e

Zit + Z; ;i (U) Zig; V5 = Z;(,ui(u))m].zmj + WiZizja; + VLG <Z — u)
j= j=

Dado que (xg,tg) é ponto de minimo, temos que ziz; = 0 para todo j, portanto
- e
Zit = :U’izzmjxj + gquZ (1 — u) .
j=1

Notemos que a Hessiana de z; em (g, tp) e nao negativa, assim p, Z?:l Ziz;z; > 0. Agora, no caso
i € {1,2}, temos que o segundo termo da direita fica eV,,G; (i — u) =€ (% — uz) > 0, pois u; = 0.
No caso i = 3 temos que eV ,,G3 (% — u) =e ((u1 +ug) — %) > 0 se z3(zo, tp) = 0. Em consequéncia
o lado direito da equagao é estritamente positivo. Como o lado esquerdo é nao negativo, por (z, to)
ser ponto de maximo, obtemos um absurdo.

Agora suponhamos que zy € 9. No caso i = 2 se z2(xg,ty) = 0, da condi¢ao de bordo

obtemos —Baa(u)ziy - T = —0B22(u)y;. Dado que ¢; € int (A) obtemos que zjz(xo,to) - v > 0
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absurdo ja que (xg,ty) é ponto de minimo. O caso i = 1 é completamente andlogo. No caso de
z3(xo,to) = 0. Somando as componentes da condigdo de bordo obtemos —Bj;(u)V(u; +ug) - v =
0B11(u)(u1 +uz — (1 +1bg)). Assim z3, - v = 0(u1 +uz — (1 +15)) > 0 € 23, - v > 0. Novamente
pelo fato de ser minimo o ponto (xg, tg) obtemos um absurdo. Em consequéncia, nao existe tempo

em qual z; = 0. Portanto u(z,t) € A para todo (x,t) € Q7. O

Nas proximas limitagoes ficamos restringidos as solugoes de (3.28),(3.21) e (3.22), onde

também supomos uma solucao classica para o problema.

Lema 3.3.2. Supondo satisfeitas as hipdteses do Teorema 3.2.1. Se w € solugdo cldssica de

3.28),(3.21) e (3.22). Euxiste constante ¢ > 0 tal que
(3.28),(3.21) e (3.22) q
/ |Vw;|2dedt < ¢ para i€ {1,2}.
Ly

Demonstragao. Se multiplicamos a equacao (3.28), por wy e integramos por partes no intervalo

[l1,12] obtemos
1d 2

Sd Lw%dr + /LBzz(w)wgrdr = (Baya(w)wa, — rh(r) f2(w))ws

l1
n—1

1
) Bas(w)warwse + € < — w2> wadr.

+/Lf2(w)(rh(r)w2)r+ ( 4

r

Usando a condicao de parabolicidade, desigualdade de e-Cauchy, condigao de bordo e limitagoes
uniformes dos coeficientes obtemos

1d

14
Sd Lw%dr—i—u/Lw%rdrSG Z |BQQ(w)(w2—w2)]w2+2/ngrdr+c.

S:ll,lg

Da limitacao uniforme dos coeficientes que aparecem na soma, integrando com respeito ao tempo

e aproveitando que 6 € (0,1), obtemos um ¢ uniforme com respeito a 6, tal que

/ w3, drdt < c.
Lt

Na equagao (3.28),, fazemos o mesmo trabalho para obter

1d

l2
2dt/Lw%dr+/LB11(w)w%rdr= (Bi1(w)wiy — Bra(w)way, —rh(r) f1(w))wy ll+/Lf1(w)rh(T)wlr

n—1

1) (rh(F))s w1 — Bro(w)wyywar + ( ) (Bix(w)wny + Bua(w)wsy w1 + <1 - wl) widr.

4
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Usando de novo as limitagoes uniformes e desigualdade de e-Cauchy conseguimos

1d v
—— [ widr+ = / w?.dr <0 Z |B11(w) (w1 — 1) + Bia(w)(wg — ¥y)|wr + c/ w3, dr + c.

s+l1,l2
Das boas propriedades do termo no bordo, que novamente sdo uniformes em 6 e das limitacoes ja

encontradas para we,. Podemos integrar com respeito ao tempo e obter um ¢ > 0 que nao depende

de 0, tal que

/ lw1, |2drdt < c.
Ly

O

Lema 3.3.3. Supondo satisfeitas as hipoteses do Teorema 3.2.1. Se w € solugdo cldssica de

(3.28),(3.21) e (3.22). Existem constantes o € (0,1) e ¢ > 0 tais que ]w2\L) <ec.

Demonstragdo. Sejam rg € L e ¢ = ((r,t) funcio teste em K,, bola centrada em ry. Fixemos um

8 > 0 e definamos para cada k > 1 — ¢’ as fungoes wék)(r, t) = max{ws(r,t) — k,0}. Denotemos

por K, = [ry,ra |, onde ry = max{ly,70} e ry = min{ro,l2}. Multiplicando a equagao (3.28), por
(k)

Wy ' ( 2 ¢ integrando por partes. Obtemos a igualdade

To

/L worw$) % + Boa(w)wa, (w$ ¢2),dr = (Baa(w)ws, — rh(r) fo(w))w ¢

—I—/L (rh(r)wék)CQ)er(w) + <n ; 1> BQQ(’LU)U)27»UJ§I€)C2 +e <i — w2> wgf)gzdr.

(k)

Usando que baixo o sinal de integral podemos trocar os termos wy pelos termos wy ’ obtemos

+
To

T / w2,
ro Lp

0

(w )w2r w2 C2+5 (4 >w§k)g2drzll+12.

1d
| 5t + Bl Par = (Baa(wyus, = i) ()¢

+(rh(r)wl? ), fo — 2Bauw ¢,

Notemos que, para p pequeno

11<CZ w 2(s,1) <c/ |wy k)|C +w CCrdr (3.32)

s=+1

e que

14
g [ ullclarre [ R@E +cahr e [ (0l R+ R + )P L, 0
P

P Ly
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onde A ,(t) = {z € Q,: ugk) (x,t) > 0}. Levando as desigualdades na igualdade anterior, usando
(k)

a limitagao uniforme de h e que wy’ < §' conseguimos

1d v
-2 / w® c2dr + 2 / i ¢2dr < c / W P2+ ¢[¢])dr + ¢ / L, Cdr.
2dt L, 2 L, L L ”

P P
Assim integrando com respeito ao tempo em [tg, to+ 7|, obtemos uma desigualdade da forma (1.12)

e pela Proposicao 1.3.2 achamos um o € (0,1) tal que wy € H**/2(Ly). dJ

Lema 3.3.4. Supondo satisfeitas as hipoteses do Teorema 3.2.1. Se w € solu¢do cldssica de

(3.28),(3.21) e (3.22). Euxiste constante ¢ > 0 tal que

/ wi,drdt < c.
Lt

Demonstragao. Consideremos a fungao auxiliar

Wa(r,t) = /7” wa(y, t)dy.

l
Da equacao (3.28), temos que
’lI)Qt(T', t) = By (UJ)’ZDQTT + g2 (’I“, t) (333)
onde

n—1

w0t = | () folw) +

1
Bos(w)way, + € ( — w2> dy
I 4

—rh(r) fa(w)(r,t) — 0 Baa(wa(l1,t))(wa(l1, t) — Po(l1,1)).

Com condicgao inicial e de bordo

r lo
a1, 0) = / wor(y)dy, @l t) =0 o ol t) = / wa(y, 1) dy. (3.34)
11 ll
A ideia é achar alguma limitacao em L, para a fungao gz, onde ainda temos o termo wsg, baixo no

sinal de integral. Para desfazer aquele termo, consideramos a fungao

Hg(wg) = /OW2 ng(u)du.

Para tal fungao temos que (Ha(w2)), = Baa(wz)ws, e substituindo em go obtemos que

n—1

) = [ h)ufatw) + " o) 2 (§ = wn ) dy+ " ) )

— h(r) fo(w)(r,t) — 0Baa(wa(l1, 1)) (wa(lr, ) — Go(lr, 1)) —

) Hg(wg(ll, t))
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Pela definicao de Ho e das propriedades de Bgo temos um bom comportamento de Hs. Pelas

limitagdes dos outros termos que aparecem em g, temos que ||g2|/q,z, < ¢ para qualquer ¢ € N.
Notemos que Wy (r,0) = w2, (r). Portanto estendendo ws(r,0) a Ly, conseguimos que
wa(r,0) € qu’l(LT) para qualquer q.
Agora tal como foi feito no capitulo anterior, consideramos a fungao

(lz — T)?j)g(ll, t) + (T — ll)ﬂ)g(lg, t)
lo— 1

zo(r,t) =

e notamos que zo € WqQ’l(LT). Com efeito, basta ver que ||wa(l2,t) o,r] < ¢. Utilizando (3.28),,

g,
conseguimos a igualdade

r(la, ) = =0 3" Banluw)(wa — ¥)(s,t) + " Ha(wa) ) — " Ha(wa) 1, 0)
s=l1,l2
+ /lz (wh(e))yfa(w) + " Hy + e (1 — w2> dy. (3.35)
I Y y2 4

Do anterior z5 € Wq2 ’I(LT) e pela Proposigao 1.4.1 aplicado no problema (3.33) e (3.34) conseguimos

que

H’LTJQH((IZ) < ¢, para qualquer g > 2.

Em particular no caso ¢ = 4, conseguimos a limitacao desejada. O

Lema 3.3.5. Supondo satisfeitas as hipdteses do Teorema 3.2.1. Se w € solucdo cldssica de

(3.28),(3.21) e (3.22). Existem constantes ¢ >0 e a € (0,1) tais que ]wl\S:aT) <ec.

Demonstragdo. Sejam ro € L, ¢ = ((r,t) funcdo teste em K, e fixo um 0’ > 0 consideramos para
cada k > 1 — ¢ as fungoes wgk) = max{w; — k,0}. Multiplicando a equacao (3.28), por wgk)CQ e

integrando por partes obtemos

+
To

/ wltwgk)@ + Bll(w)wlr(w§k)c2)rdr = (B11(w)wi, + Bog(w)we, — rh(r) fi (w))wgk)q2
Ly o

—1
n (B11(w)wi, + Blz(w)wr’)wgkkz

1
+e€ <4 — w1> wgk)Cer.

- / (rh(r)wi® (), fi(w) — Bia(w)war (wiF¢?), +
L

P
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(

k) 1 . . . : -
Pelo comportamento de w, ) baixo o sinal da integral conseguimos a expressao

rT

1d 0
/ 5 3710+ Bu(w)hwly) ¢Pdr = (Bu(w)ws, + Bio(w)wsy — rh(r) fi(w))wy¢?
Lp

+ /L W 2cc, + (rh(r)wiP ), f1(w) — Bia(w)wa, (wiF ), — 2811 (w)ywPwi® e,

n-1 (Bn(w)wglfﬂ) + Blg(w)wgr)wgk)g“z +e (1 — w1> wgk)Cer =1+ Is.

- 4

Fazendo o mesmo que na desigualdade (3.32) temos
k k
I < c/ i |6+ wyCC, fdr
LP

(

e na ultima integral, utilizando as limitagoes uniformes dos coeficientes e que w, ) < ¢’ conseguimos

14
R<f [ eldclarse [ W@ dchre [ 0+ udia,, o
p p

Lp
Juntando as dltimas expressoes obtemos
d k k k
G | ety [ ulcar < [ @ v char e [ 4 udt, o
dt Jp, L L L ’
p P P p
Integrando a iltima expressao com respeito ao tempo e utilizando Cauchy-Schwarz na tltima

integral, obtemos

d

g, ey [ wlcraase [ iR
p,T

piT Qp,r

1/2
+c (/ (1+ w%r)2drdt> (/ 14, p(t)gzldrdt)
L, '
(k) _

Pelo lema anterior, caimos na defini¢cao da classe By. Podemos fazer a mesma conta para w;, "’ =

1/2

pT

max{—w; — k,0} e k > —¢' fixo. Assim temos que a fungao w; estd no espago BQ(I/T, 17,76, K),
parar =¢q =6 e Kk = 1/2. Assim pela Proposi¢ao 1.3.2, existe um « € (0, 1) e uma constante ¢ > 0

tais que wy € H®*/?(Ly) e |w1!(LC;) <ec. =

Lema 3.3.6. Supondo satisfeitas as hipoteses do Teorema 3.2.1. Se w € solugdo cldssica de

(3.28),(3.21) e (3.22). Existem constantes o € (0,1) e ¢ > 0 tais que ]wg\(Ll;La) <ec.

Demonstracio. Consideramos a equacio (3.33), utilizando que w; € H**/?(Ly) e que Ha(ws) é

uma funcio Hélder, temos que go € H®*/?(Ly). Das hipSteses to(r,0) € H?>T(L) e wy(s,t) €
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H?tol+a/2(81) | 34 que agora na expressio (3.35) obtemos 1oy (lo,t) € H**/2([0,T]). Queremos,
do mesmo jeito que no capitulo anterior, utilizar a Proposicao 1.4.2. Para tal objetivo, precisamos
provar a condigao de compatibilidade de ordem 1, para o problema (3.33)-(3.34). Consideremos a

funcao

w$(3) = Boa(wo)wh(s) — sh(s) fa(wo)(s) +

Hj(woz)(s) — 0 Baz(woz)(wo2 — ¢9)(l1)

n—1

() 1) + [ )y folum)+ (= e ) + " Haluo).

Agora precisamos provar que wél)(s) = @gl)(s), para s € {l1,l2}, onde @g)(ll) =0e

la n —
M (1) = —0 > Boa(wo)(wes — 15)(s) + /l (yh)y fa(wo) + & (1 —w02> e L Hy (w02 dy

4
(o5t

Da condicao de compatibilidade (3.29), obtemos que wgl)(ll) = 0. Do mesmo jeito provamos

que wél)(lg) = (I)gl)(lg). Utilizamos a Proposi¢ao 1.4.2 temos que yw2\<§T+“) < ¢ e obtemos o

s=ly,l2

lo

51

resultado. O

Lema 3.3.7. Supondo satisfeitas as hipdteses do Teorema 3.2.1. Se w € solucdo cldssica de

(3.28),(3.21) e (3.22). Existem constantes a € (0,1) e ¢ > 0, tais que ]wl\g:a) <ec.

Demonstragao. Consideremos agora a funcao

wy(r,t) = /7" w1 (y, t)dy.

l1

Usando a equacao (3.28), conseguimos a igualdade
W1t (T’, t) = Bu(w)u?m, (T‘, t) + a0 (7‘, t), (3.36)

onde

n—1

4
+ Bia(w)wa(r,t) = rh(r) fr(w)(r; t) + =0(Bu(w)(wi — ¢1) + Bra(w) (w2 — 2))(l, 1)

ntrt) = | (h(w))yfr(w) +

1
(Bui(w)wiy + Bia(w)way) + € ( - w1> dy
51

Além disso, temos a condicdo inicial e de bordo

l2

1 (r, 0) = /Twm(y)dy, B t) =0 e dy(ls,t) = / wi (g, D)dy. (3.37)

11 Il
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Dado que nao temos controle na norma de Holder de wy,, definimos a funcao auxiliar

w1
Hl(w) = Bll(u, wg)du.
0

Usando regra da cadeia e integracao por partes, obtemos a igualdade
s r
n—1 n—10H
+ / s—Hi1 — -
LY Yy Ows

"n—1 n—1
/ Bn(w)wlydy = 7H1
l

Woydy.
Ly y v

1

Levando o termo anterior na equacao ficamos com

()= [ hufiw) e (§ =) = o)+ P (Buaw) = Gt ) .l

n—1

+ Bia(w)way(r,t) — rh(r) fi(w)(r,t) + Hy(w)(r,t)

T
n —

I

— 0(Bui(w)(w1 — ¥y) + Bia(w) (w2 — 99))(l1,7) — 1H1(517 t).

Repetindo a ideia do Lema 3.3.4 obtemos a igualdade

lo
wi(l2, t) = —92311(?0)(101 — 1) + Bia(w)(wz — 95)(s, 1) "‘/l (yh)y fr(w)

l1,l2
l2

n—1 OH 1 n—1 n—1
+ (312 - 1> Woy + € ( - w1> +— Hydy+ ——H;| . (3.38)
y 8w2 4 Yy Y I

Dado que woy, € HBP/ 2(Lt) e das propriedades de composicio e multiplicacio de funcdes Holder,
conseguimos que g; € H**/2(Lr). Por hipétese, temos que wo; (r) € H*T*(L) e pelo lema anterior
e da expressao (3.38) temos que (s, t) € H*t®1+2/2(S). Considerando a funcio

W (5) = Bun (w0} (5) + Bra(wo)uwfa(s) — sh(s) f(wo) + " Hi(wp)

n—1
Iy
n—1

s 1 n—1 OH
+/ll (yh)y f1(wo) + & <4 - wm) += (B1z(wo) - aw21> woo(y) + 7H1dy-

— 0(B11(wo)(wo1 — 1(0)) + Biz(wo)(wo2 — ¥2(0))) —

Hy (wo)(lh)

Precisamos mostrar que wgl)(s) = <I>g1)(s), para s € {l1,l2}, onde @gl)(ll) =0e

l2
BV (la) = =0 S Bua(wo) (wor — )(s) + Ba(wo)(woz — 15)(s) + /l (yh)y f1(wo)

s=ly,l2

l2
Hy

51

n—1

1 n—1 oty n_1
+e <4 — w01> + ” <B12(w0) - 811)2) woa(y) + 7Hldy +

As igualdades acima sdo novamente satisfeitas por causa da igualdade (3.29). Assim é satisfeita a

condigao de compatibilidade de ordem 1 para o problema (3.36)-(3.37) e utilizando a Proposicao

2+

1.4.2 obtemos que |1Z)1]S;T %) < ¢ e a estimativa desejada. O
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Lema 3.3.8. Supondo satisfeitas as hipdteses do Teorema 3.2.1. Se w € solugdo cldssica de

(3.28),(3.21) e (3.22). Existe uma constante ¢ > 0 tal que |w\(LZ:*3) <c

Demonstragao. Notemos que a equagao (3.28), pode ser escrita como
Wot = BQQ(w2)w2rr + GQ(’I”, t) (3.39)

onde

_0Byp , n-1 1 — 0P _ ok
Ga(r,t) = Dy 2 T Baa(ws)wzr + <4 w2> rhir) <3w1 T Gy

e consideramos as condigoes inicial e de bordo da forma

way £ Owy = (shBoy (wa) f2(w) & Ohs) (s, 1) = Ba(s,t) (s,t) € Sy e wa(r,0) = wea(r) 7€ L.

(3.40)
Seja o dos Lemas 3.3.6 e 3.3.7 e definamos v = min{a, 3}. Temos que Gy € H?/?(Ly) como
consequéncia de f o g ser Holder com exponente a multiplicagao dos exponentes de f e g, que a
multiplicacao de f e g seja Holder com exponente o méximo dos exponentes de f e g conseguimos
que &y € H'(149/2(S7). Pela hipétese (3.25) sdo satisfeitas as condigdes de compatibilidade
de ordem zero para o problema (3.39)-(3.40). Portanto, utilizando a Proposigao 1.4.3 no problema
(3.39)-(3.40) obtemos que ’w2‘(LZT+v) <ec

Consideremos agora a equacao (3.28); como
Wi = Bu(w)wlrr + Gy (T, t) (3.41)

onde

Gi(r,t) = 9Bu w?, + 9B1z w3, + <8Bll + 8312) wipway — Th(r) (8f1 w1y + aflwg,)

owy Ows Owsy owy Awy Ir Ows
n—1 1
+— (Bi1(w)wiy 4 Bia(w)wa,) + € <4 - wl) )
condicao inicial
wy(r,0) = woi(r) parar € L (3.42)

e condicao de bordo da forma
w1y + 0wy = £01, + B (w)[rh(r) fi(w) — Bra(w)(way + 0(wa — 1hy))] = &1 em Sy.  (3.43)

Igual como foi feito anteriormente, conseguimos provar que Gy (r,t) € H"V/?(Ly). Agora usando

que |w2’(L2T+ " < ¢, obtemos que wo, € H*/2([0,7]). Em consequéncia, por multiplicacio e



47

composicao de fungdes Holder, conseguimos que ®; € H+7/2([0,T]). Da hipétese (3.25) temos
satisfeitas as condicoes de compatibilidade de ordem zero para o problema (3.41)-(3.43). Assim,

v)

pela Proposicao 1.4.3 obtemos |w1|5;2T+ < ¢. Usando novamente a mesma ideia, podemos obter as

limitagbes para o exponente 3. O

3.3.2 Existéncia de solucao
Consideremos a fun¢do v = w — wyp, do problema (3.28),(3.21) e (3.22). Temos que v
satisfaz a equagao

e+ rh(r) f(v+wo)r = (B(v-+wo) (v +1wo)r)y + nT_lB(v+wo)(v+wg)r+5 (Z (vt wo)> (3.44)

com condicao de bordo
sh(s)f(v+wo) — B(v 4 wo)(v + wp)y = £0B(v 4+ wo)(v + wo — E) em  {l1,l} x [0,T] (3.45)

e com condi¢ao inicial

w(r,0) = 0. (3.46)

Definamos o espaco B = {v € HU+A/2(L1) - v|;—g = 0} e seja A : [0,1] x B — B, 0 operador

definido como A(\,n) = v onde v é solugao da equagao

ve + Arh(r) f(n +wo)r = (Bx(n + wo)(v 4+ wo))r + nT_lB,\(T] +wo) (v +wo)r + Ae (E —(v+ wo))

4
(3.47)
para By = AB + (1 — \)vld. Também é satisfeita a condi¢ao de bordo

Ash(s) f(n4wo) — Ba(n+wo)(v+wo)r = OAB(n+wo)(v+wo —1pF) em  {I1,12} x[0,T] (3.48)

e a condic¢ao inicial

v(r,0) =0. (3.49)

Notemos que da condicdo Vug - 7@ = 0 e pelo fato de considerar w(r,0) = v(r,0) = 0, temos que
a condigao de compatibilidade se mantem para o problema (3.47)-(3.49). Assim pela Proposicao
1.4.3 a fungao A estd bem definida. De fato ao estudar os pontos fixos de A(\,7), pelos mesmos
argumentos que no Capitulo 2, podemos utilizar os lemas anteriores e obter que para qualquer
A(\,v) = v, temos que |U\(LQ;L[3) < M, para M uniforme de 6 e \.

Seja o conjunto

U:{UG%:|U(LIT+B)§M’},
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onde M < M’. Pelo anterior nao temos pontos fixos no bordo de U e temos que A é compacta.
Também notemos que A é uniformemente continua com respeito a A. Com efeito, se consideramos
N, M € ]0,1] e as imagens v',v", temos que para v = v — v” estd associado o problema, onde

omitimos o termo 1 + ug de B,

ve + (N =N f(n+uo)r = (Byvr)r + nT_lB)\/vr —eNv+e(N =)\ <i — (" + wo)>
+ (N = X)[((B = vId)(v" + uo)r)r + (B — vId)(v" + wo),]
com condigao de bordo da forma
By, £ 0N Bv = (XN — N')[sh(s)f(w + ug) — (B — vId)(v" + wo), F OB 4+ wo — ¢pF)]

e condicao inicial

v(z,0) = 0.

Utilizando a Proposicao 1.4.3 conseguimos a limitagao
|U|(L2T+ﬁ) < C‘)\/ . )\//"

que permite dizer que A é uniformemente continua com respeito a A. Agora basta ver que no caso

A =0, temos o problema

n
ve =v(v+wo)p + v " (v + wo)y,
com as condicoes de bordo e inicial da forma
Uy = —upy s¢e T ==+1 e ov(z,0)=0 se x € Q.

Problema que tem uma unica solugao e suave, por Proposi¢ao 1.4.3 e pelo qual podemos utilizar
o Teorema de Leray-Schauder para consequir uma fungao w solu¢do do problema (3.28),(3.21) e

(3.22).

3.4 Prova Teorema 3.2.1

Dado que cada uma das estimativas nas normas de Holder sdo uniformes com respeito
a ¢ considerando ¢ — 0, conseguimos uma funcao w solucao de (3.20),(3.21) e (3.22) com w €
H*PI48/2(Lr) e w(r,t) € A. Assim temos que efetivamente existe solucio u de (3.8), (3.9) e (3.3)

na regiao Q x [0,7], com Q = {z € R" : [; < |z| < I3} e u € A. Para a unicidade da solucao
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basta considerar u’ e u” duas solugdes do problema (3.8), (3.9) e (3.3) e consideramos u = u' — u”.

Notemos que satisfaz
up + div ((F(u) — F("))v) = div (B(u')Vu) + div (B(') — B(u"))Vu") (3.50)
e a condiciio de bordo
[(f (W)= f(@"))v—(B(u)Vu+(B(«) - B(u"))Vu"]-7i = 0[B(w)u+(B(u') - B(u"))(u" = ¥)]. (3.51)

Multiplicamos a equagao (3.50), por us e integramos por partes para obter

/ u2tuzdx+/ \Vug|2dz = / ug(Bag(u')Vug+(Bag(u') — Baa (u"))Vul — (fo(u') — fa(u”))v)-iidy
Q Q 09
+ /Q(fZ(ul) - fQ(U”))U “Vug — (B22(Ul) — BQQ(UN))VU,Q/ - Vuadx.

A integral do bordo é controlada utilizando (3.51), e a desigualdade (1.5). Com respeito aos outro

termos, utilizamos desigualdade de e-Cauchy e suavidade dos coeficientes. Assim obtemos que

d
— [ uidz+ l// |Vus|?dx < c/ lu' —u"|?dx. (3.52)
dt Jo Q O

Multiplicando a equacao (3.50); por u; e integrando por partes, consequimos

/ ultuldx +/ ’VU1’2d.%' = / ul(BH(u’)Vul + Blg(u/)VUQ + (BH('LL/) — Bn(u”))Vu’l'
Q Q oN

+ (Bi2(u) = Bra(u"))Vug — (f1(u') — fr(u"))v) - idy + /Q(ﬁ(vf) = fiW"))v -V

— (B11(v') — By1(u"))Vu - Vuy — (B12(v') — Bi2(u”))Vuy - Vuy — Bio(v')Vuy - Vuoda.
Com o0 mesmo espirito no caso da segunda equacao obtemos para u; a desigualdade

4 uldx + 1// |V |?dx < c/ lu' — " |* 4 |Vug|2da.
dt Jo Q Q

Integrando com respeito ao tempo cada uma das desigualdades e juntando obtemos que

d

— lu|?dzdt < c/ lu|?dxdt.
dt Jo,

Qr

Assim por Gronwall, conseguimos a unicidade.
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3.5 Prova Teorema 3.2.2

Pela condicao de compatibilidade (3.26) temos que podemos perturbar ela por um 6 e
conseguir uma condi¢ao da forma (3.25), com #(s,0) = ug no bordo. Depois podemos estender
a funcao ¢ suavemente e obter uma solugdo de (3.8), (3.9) e (3.3) dada pelo Teorema anterior,

0

que vamos a denotar por u’. Como antes cada uma das solucoes u’ dos problemas (3.1)-(3.5),

sao tais que \ua\g;LB ) < ¢, onde ¢ nao depende de #. Em consequéncia, podemos extrair uma
subsequéncia ¢ — 0 tal que u? — w em H2t®1+2/2(Qr), com u € H2PMB/2(Qr) e solugdo
clssica do problema (3.1)-(3.3) e (3.6)-(3.7). Além disso u(z,t) € A para todo (z,t) € Q. A

unicidade é provada em forma andloga ao caso anterior.

3.6 Caso geral e problemas abertos

Dado que é impossivel aplicar a técnica usada no capitulo anterior, uma forma como pode
ser abordado o problema (3.1)-(3.5) é primeiro resolver para condigdo de bordo mista linear, da
forma

OVu; - +u; =1;, em St paraic {1,2}. (3.53)

Para resolver (3.1)-(3.3) e (3.53), a estratégia seria utilizar as ideias de [7]. J& vimos que o principio
de regioes positivamente invariantes pode ser provado em tal caso e de fato podemos conseguir
limitagao da norma Lo de Vu e que us é Holder continua com norma uniformemente limitada, isso
seguindo a mesma linha que no caso 1-dimensional.

Depois de conseguir tais limitacdes, multiplicamos a equacao (3.2) por div (Vuz(?) e inte-
gramos num dominio £, com ¢ funcao teste em K,. Af aproveitando a parabolicidade da equacao
conseguimos um termo com sinal positivo para |ug..|?. Ao utilizar a desigualdade de e-Cauchy,
aparece um termo da forma ]Vu2\4§2 que pode ser controlado com o Lema 1.2.1. Assim podemos
achar uma estimativa tanto para usg., e u%x em Lo. Agora, deveriamos utilizar a mesma ideia do
Lema 3.3.5 e assim provar que u; é Holder continua. Mas quando provamos a pertenca de uq no
espago By obtemos no exponente 2(1 + x)/r, na desigualdade (1.11), o exponente 1/2. O que no
caso geral n-dimensional, considerando ¢ = r na igualdade (1.10), é da forma n/(n + 2). Assim
para n > 2 qualquer k que procuremos é necessariamente menor o igual que zero.

Uma forma de contornar o problema, seria conseguir um exponente melhor que 1/2, de
tal jeito poderiamos atingir maiores dimensoes. Assim, devemos ter uma limitacdo para p > 4

da norma L, de ug,. Para tal objetivo multiplicamos a equacgao (3.2) por div (\VuQ]SVuQCQ). (@)



o1

problema que aparece ao multiplicar por tal termo é que a interacgdo de Vu; presente no fluxo f
é maior do que temos controlado para Vu;. Até o momento, ndo aparece uma técnica suficiente
para resolver tal comportamento no caso geral.

Uma forma de simplificar o problema, seria considerar fo(u) = fa(u2). Em tal caso, a

segunda componente da equagao (3.8), fica da forma
uge + div (f2(u2)v) = div (Ba2(u2) Vus)
e a condicao de bordo, fica

(f2(u2)v — Baa(u2)Vusg) - 7t = 0Baa(uz)(uz2 — ¥5).

Que tem uma unica solugao classica, utilizando a teoria para equagoes quasilineares parabdlicas
no capitulo V' do livro [9]. Em consequéncia, no problema (3.1),(3.3) e (3.4), consideramos us
como dado conhecido, o qual tem boas propriedades pelo dito anteriormente. Assim novamente
usando [9], existe uma unica solu¢do u; e pelo provado no Lema 3.3.1 fica invariante no dominio
A. Cada uma das estimativas que sdo achadas, sdo uniformes com respeito ao parametro 6, pelo
que a existéncia de solucao no caso de 0-fluxo de Neumann é andloga como foi feito anteriormente.

O problema para uma fy em geral, fica em aberto para um trabalho préximo.
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