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Resumo

Luz, A. M. S.; Nachbin, A. Estabilidade de um trem de ondas
sobre um fundo marinho altamente variável. Rio de Janeiro,
2009. 65p. Tese de Doutorado — Instituto de Matemática Pura e
Aplicada.

Obtemos uma equação de Schrödinger não linear para a envoltória da

amplitude de ondas moduladas lentamente sobre uma topografia variável em

profundidade intermediária. Para a obtenção de tal modelo, consideramos

as equações de Euler para fluidos inv́ıscidos e utilizamos a técnica de análise

assintótica em múltiplas escalas a ńıvel das equações da teoria do potencial

para obter um modelo reduzido. Tal modelo é dito reduzido no sentido que

reduz a teoria do potencial não linear em duas dimensões espaciais para

uma dimensão ao longo da fronteira livre. No que diz respeito à geometria

do problema, consideramos no fundo a topografia do solo oceânico e/ou a

presença de estruturas submarinas e uma fronteira livre na superf́ıcie do

mar. Para modelagem de tal geometria usamos coordenadas curviĺıneas.

Através de uma aplicação conforme transformamos o nosso sistema de

coordenadas em um de coordenadas curviĺıneas que representam o domı́nio

f́ısico original mapeado em um domı́nio mais simples geometricamente (uma

faixa). Nesta etapa usamos o Schwarz-Christoffel Toolbox do Matlab como

ferramenta para auxiliar no processo de modelagem. Do ponto de vista

matemático, e para simulações computacionais, o modelo obtido é mais

simples que o problema em sua formulação original. Através deste pode-se

obter informações importantes sobre as regiões costeiras e questões como

viabilidade de atividades de exploração de petróleo e gás nestas regiões.

O modelo engloba topografias mais gerais do que Pihl et al. [18] e Mei

e Hancock [15], que exigem a restrição de suavidade e pequena amplitude

para a batimetria. Aqui não vamos exigir tais restrições, consideraremos até

grandes variações na amplitude da topografia. A equação de Schrödinger

que obtivemos apresenta informações sobre a topografia em mais de um

coeficiente, inclusive no que está agregado ao termo não linear. Este fato

nos possibilitou fazer um estudo de como a topografia afeta o ponto de

focalização/defocalização (“focusing/defocusing”) para ondas de Stokes.

Palavras–chave
Ondas Aquáticas. Equação de Schrödinger Não-Linear. Teoria as-

sintótica.



Abstract

Luz, A. M. S.; Nachbin, A. Wave train stability in the presence
of a highly variable topography. Rio de Janeiro, 2009. 65p. PhD
Thesis — Instituto de Matemática Pura e Aplicada.

We derive a nonlinear Schrödinger equation for the envelope of slowly mo-

dulated waves propagating over a large amplitude topography at interme-

diate depth. To obtain such a model, we consider the Euler equations for

inviscid fluids. We perform the asymptotic simplification of the nonlinear

potential theory equations by a method of multiple scales resulting in a

reduced model. Such model is called reduced because it simplifies the equa-

tions of the nonlinear potential theory from two spatial dimensions to a one

dimensional model at the free boundary. Regarding the geometry of the pro-

blem, we consider a mean-zero large amplitude topography at the bottom

and/or the presence of submarine structures together with a free boundary

at the surface of the sea. For such a geometry we use curvilinear coordinates.

Through a conformal mapping we transform our cartesian system into cur-

vilinear coordinates, namely mapping the original physical domain into a

simpler domain (a uniform strip). At this stage we use Matlab’s Schwarz-

Christoffel Toolbox to help us gain intuition. From the mathematical point

of view, and computational simulations, the derived model is simpler than

the problem in its original formulation. By means of an efficient model one

can get important information in coastal regions and address questions like

viability of oil and gas recovery in these regions. The model includes more

general topographies than Pihl et al. [18] and Mei and Hancock [15], that

required restrictions on the smoothness of the small amplitude bathymetry.

Here we will not require such restrictions. The Schrodinger equation derived

contains information about the topography in more than one coefficient, in-

cluding the cubic nonlinear term. This allowed us to make a study on how

the topography affects the focusing/defocusing properties of Stoke’s waves.

Keywords
Water Waves. Nonlinear Schrödinger Equation. Asymptotic theory.
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“Aı́ onde estão as nossas aspirações, o nosso
trabalho, os nossos amores - áı está o lugar
do nosso encontro cotidiano com Cristo. É
no meio das coisas materiais da terra que
nos devemos santificar, servindo a Deus e a
todos os homens. Na linha do horizonte, meus
filhos, parecem unir-se o céu e a terra. Mas
não: onde de verdade se juntam é no coração,
quando se vive santamente a vida diária...”

São Josemaria Escrivá, da homı́lia “Amar o mundo apaixonadamente”,
8-X-1967.



Introdução

As inovações tecnológicas têm refletido positivamente para o crescimento

e desenvolvimento da exploração offshore no Brasil. Neste tipo de exploração

são necessárias informações sobre a viabilidade e segurança das plataformas.

Deste modo, é importante um estudo da dinâmica de ondas de superf́ıcie sobre

topografias variáveis.

O nosso objetivo é apresentar um modelo que capture como a topografia

do fundo marinho e/ou estruturas submersas podem influenciar a evolução de

um trem de ondas na superf́ıcie do mar em uma região com profundidade

intermediária. Entenda-se aqui que o comprimento de onda é da mesma ordem

da profundidade média por onde a onda propaga. Em Ruiz de Zárate Fábregas

[19] um estudo semelhante foi feito para ondas internas utilizando uma outra

abordagem (transformada de Hilbert e o operador Dirichlet-to-Neumann).

Para obter tal modelo consideramos as equações para ondas aquáticas co-

nhecidas na literatura (Mei [14] ou Whitham [20]), obtidas a partir das equações

de Euler para fluidos inv́ıscidos. Deduziremos um conjunto de equações que gov-

erna a evolução de um trem de ondas de superf́ıcie com as amplitudes moduladas

lentamente. No fundo temos uma topografia que pode, entre outras propriedades,

ter grande variação de amplitude, ser aleatória e não ser cont́ınua, podendo apre-

sentar múltiplos valores. Suporemos que as ondas na superf́ıcie livre são essencial-

mente senoidais e propagam-se em uma direção. Mais especificamente, obteremos

uma equação de Schrödinger para a envoltória do trem de ondas senoidais, uti-

lizando expansões assintóticas em múltiplas escalas.

Figura 1: Figura esquemática do problema que está sendo modelado.

Consideraremos um escoamento numa região delimitada inferiormente por
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um fundo impermeável e estacionário. No Caṕıtulo 1 suporemos que este fundo

é plano a uma profundidade finita e apresentaremos a abordagem de Mei [14]

para obtenção dessas equações. No Caṕıtulo 2, consideraremos primeiramente

a presença de topografia e/ou estruturas submersas com perfis periódicos para

estimular uma intuição f́ısica do problema, e, num segundo momento, com perfis

aleatórios na dedução das equações de evolução para a envoltória do trem de

ondas.

Entre as técnicas utilizadas no Caṕıtulo 2 para deduzir tais equações desta-

camos o mapeamento conforme, mais especificamente, a aplicação de Schwarz-

Christofel. Tal aplicação será utilizada para lidar com a geometria do problema.

Mapearemos o domı́nio f́ısico original em um domı́nio mais simples geometrica-

mente (uma faixa uniforme), deste modo transformando o nosso problema em

um outro semelhante ao qual já trabalhamos no Caṕıtulo anterior. Realiza-se

tal procedimento seguindo a abordagem de Nachbin [16] e Hamilton [9]. Nesta

etapa usamos o Schwarz-Christoffel Toolbox (SCT) do Matlab [4] como ferra-

menta para auxiliar no processo de modelagem. Os exemplos gerados pelo SCT

mostram o benef́ıcio trazido pelo uso da aplicação conforme: englobar topografias

mais gerais do que os já conhecidos para o mesmo modelo f́ısico (trem de on-

das sobre topografias variáves a uma profundidade intermediária). Por exemplo,

em Pihl et al. [18] e Mei e Hancock [15], a função que descreve a batimetria

aleatória deve ser suave e de pequena amplitude enquanto que no nosso modelo

a variação do solo marinho pode ter amplitude grande, ser aleatória e não pre-

cisa ser cont́ınua. Depois de fazermos a análise assintótica em múltiplas escalas a

ńıvel das equações da teoria do potencial (após o mapeamento conforme), obtemos

como resultado uma equação de Schrödinger cúbica não linear em coordenadas

curviĺıneas acompanhando a topografia. A essência da análise assintótica é trans-

formar o problema não linear de evolução em uma sequência de problemas de

valor de contorno lineares. A equação de Schrödinger surge a partir da condição

de compatibilidade dos problemas de valor de contorno.

A abordagem via a aplicação conforme trouxe novos desafios: o problema

de valor de contorno a derivadas parciais que antes tinha coeficientes constantes

passou a ter coeficientes variáveis. Além disso o termo forçante na condição de

fronteira de fundo mudou para a fronteira da superf́ıcie livre. Desafios interes-

santes que nos ajudaram também a ter resultados mais interessantes ainda. Por

exemplo a função de Green utilizada na solução do problema de valor de contorno

é diferente da encontrada em Mei e Hancock [15]. Por conta da aplicação con-

forme e das técnicas que usamos para lidar com os desafios listados acima (como

a expansão do coeficiente variável M(ξ), por exemplo), obtemos uma equação de

Schrödinger que apresenta informações sobre a topografia em mais de um coe-
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ficiente, inclusive no que está agregado ao termo não linear. Isto não consta no

trabalho de Mei e Hancock [15]; no modelo deles toda a informação da topografia

está no coeficiente do termo linear de amortecimento que é adicionado à forma

clássica da equação de Schrödinger não linear. Este diferencial no modelo obtido

possibilitou-nos fazer um estudo sobre a relação entre a estabilidade das ondas

de Stokes e os efeitos da topografia em um regime diferente do que já havia sido

feito na literatura (Benilov [3] apresenta tal estudo para topografias periódicas

consideradas somente em uma escala lenta). Este estudo é feito na seção 2.5

do Caṕıtulo 2. Basicamente mostramos como a topografia afeta o ponto de fo-

calização/defocalização (“focusing/defocusing”) para as ondas de Stokes, que no

caso do fundo plano é um resultado clássico com kh = 1, 363 . . . (ver Johnson

[12]).

Considerações finais e comentários sobre trabalhos futuros são feitos ao final

deste trabalho.



1

Equações de evolução para um trem de ondas sobre um fundo

plano

Neste Caṕıtulo apresentaremos a abordagem de Mei [14] para obtenção de

um modelo que descreva a evolução de um trem de ondas sobre um fundo plano.

Considere um escoamento inv́ıscido e irrotacional numa região bidimensional

descrita pelas coordenadas (x, z), onde x é a direção de propagação das ondas

de superf́ıcie presente nesse escoamento e z é a coordenada vertical. A região de

interesse é delimitada inferiormente por um fundo plano e impermeável (a uma

profundidade finita e constante h) e na parte superior pela superf́ıcie livre dada

por z = η(x, t).

As equações para ondas aquáticas em termos do potencial de velocidade

Φ(x, z, t) e da elevação da superf́ıcie livre η(x, t) são:

Φxx + Φzz = 0, −h < z < η, (1-1)

com as condições de fronteira (dinâmica e cinemática) para a superf́ıcie livre

z = η:

gη + Φt +
1

2
|∇Φ|2 = −

Pa

ρ
, (1-2)

ηt + Φx ηx = Φz, (1-3)

e a condição de Neumann no fundo

∂Φ

∂z
= 0, z = −h. (1-4)

Temos que g é a aceleração da gravidade, Pa é a pressão atmosférica e ρ é a

densidade. A Figura 1.1 é um esboço da configuração que pretendemos modelar.

Figura 1.1: Esboço da região de interesse
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Para fazer as expansões assintóticas usaremos uma equação que é uma

combinação das condições na superf́ıcie livre e também a condição dinâmica.

Desta forma eliminamos η de uma das condições de fronteira livre. Tomando a

derivada total ( D
Dt

≡ ∂t + u · ∇, onde u = ∇Φ é o vetor velocidade) da condição

dinâmica e usando a identidade (que aparece em Mei [14]):

u ¦ ∇
∂Φ

∂t
=

∂

∂t

1

2
u

2, (1-5)

obtemos, através da combinação das condições cinemática e dinâmica, que em

z = η
D

Dt

Pa

ρ
+

[
∂2Φ

∂t2
+ g

∂Φ

∂z
+

∂u
2

∂t
+

1

2
u ¦ ∇u

2

]
= 0. (1-6)

Se além disso, assumirmos que Pa = constante, a condição acima fica da forma

∂2Φ

∂t2
+ g

∂Φ

∂z
+

∂u
2

∂t
+

1

2
u ¦ ∇u

2 = 0. (1-7)

Seja A a amplitude caracteŕıstica da onda na superf́ıcie livre e k o número de

onda caracteŕıstico. Destacamos que η = O(A). Suporemos que kA ≪ 1, ou seja,

estamos considerando um regime de ondas abatidas (pequena variação relativa

da amplitude, com respeito ao comprimento de onda). Além disso vamos supor

que estamos em um regime de profundidade intermediária, isto é, k h = O(1),

onde h é a escala de profundidade.

Suponha que qualquer função anaĺıtica [f(x, z, t)]z=η possa ser expandida

em série de Taylor ao redor de z = 0,

f(x, η, t) = [f ]0 + η

[
∂f

∂z

]

0

+
η2

2

[
∂2f

∂z2

]

0

+ . . . ,

onde

[f ]0 = f(x, 0, t).

Suponha ainda que ∂f/∂z = O(kf). Isto é, f(z) = O(ekz), o que implica que

nas situações limites: águas rasas (z → 0) temos f(z) ≈ O(1) e águas profundas

(z → −∞) temos f(z) ≈ 0. Vamos fazer expansões das equações para superf́ıcie

livre (1-7) e (1-2) em torno de z = 0. Observe que os termos estão crescendo em

potências de kA. Façamos as expansões até a terceira ordem O(kA)3:

[
∂2Φ

∂t2
+ g

∂Φ

∂z

]

0

+ η

[
∂

∂z

(
∂2Φ

∂t2
+ g

∂Φ

∂z

)]

0

+

[
∂

∂t
u

2

]

0

+

+
η2

2

[
∂2

∂z2

(
∂2Φ

∂t2
+ g

∂Φ

∂z

)]

0

+ η

[
∂2

∂t∂z
u

2

]

0

+

+
1

2

[
u ¦ ∇u

2
]
0
+ . . . = 0 (1-8)
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−gη =

[
∂Φ

∂t

]

0

+ η

[
∂2Φ

∂t∂z

]

0

+

[
u

2

2

]

0

+
η2

2

[
∂

∂t

∂2Φ

∂z2

]

0

+ η

[
∂

∂z

u
2

2

]

0

+ . . . (1-9)

Sem perda de generalidade supomos na condição (1-9) acima que Pa =

constante = 0.

Seja x a direção da onda portadora. Para permitir a modulação lenta,

introduziremos variáveis em múltiplas escalas:

x, x1 = εx, x2 = ε2x . . . ,

t, t1 = εt, t2 = ε2t . . . ,

onde ε = kA ≪ 1 e expandimos o potencial de velocidade, Φ, e a elevação da

superf́ıcie livre, η, como

Φ =
∑

n=1

εnφn = εφ1 + ε2φ2 + ε2φ3 + · · · , (1-10)

η =
∑

n=1

εnηn = εη1 + ε2η2 + ε2η3 + · · · , (1-11)

onde

φn = φn (x, x1, x2, . . . ; z; t, t1, t2, . . .) ,

ηn = ηn (x, x1, x2, . . . ; t, t1, t2, . . .) .

As derivadas originais são substitúıdas por:

∂

∂x
→

∂

∂x0

+ ε
∂

∂x1

+ ε2 ∂

∂x2

+ . . . ,

∂2

∂x2
→

∂2

∂x0
2

+ 2 ε
∂2

∂x0∂x1

+ ε2

(
∂2

∂x1
2

+ 2
∂2

∂x0∂x2

)
+ . . . .

Note que x0 = ε0x = x. Procedemos de forma análoga para a variável t.

Substituiremos as derivadas na forma acima na equação de Laplace, nas

condições expandidas da superf́ıcie livre (1-8) e (1-9) e na condição de fundo

(1-4). Agrupamos os termos até ordem O(ε3). Então obtemos uma seqüência de
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problemas da forma:

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
φn = Fn, −h < z < 0, (1-12)

Lφn ≡

(
g

∂

∂z
+

∂2

∂t2

)
φn = Gn, z = 0, (1-13)

−g ηn = Hn, z = 0, (1-14)

∂φn

∂z
= 0, z = −h. (1-15)

Onde:

F1 = 0, F2 = −2φ1xx1
, F3 = −

[(
∂2

∂x1
2

)
φ1 + 2φ1xx2

+ 2φ2xx1

]
; (1-16)

G1 = 0, G2 = −
[
η1Lzφ1 +

(
φ2

1x
+ φ2

1z

)
t
+ 2φ1tt1

]
, (1-17)

G3 = −

[
η2Lzφ1 + η1Lzφ2 +

1

2
η2

1Lzzφ1 + 2 (φ1x
φ2x

+ φ1z
φ2z

)t +

+ η1

(
φ2

1x
+ φ2

1z

)
tz

+
1

2

(
φ1x

∂

∂x
+ φ1z

∂

∂z

) (
φ2

1x
+ φ2

1z

)

+ 2φ2tt1
+ 2φ1z

φ1zt1
+ 2φ1x1

φ1xt
+ 2φ1x

φ1xt1
+

+ 2φ1x
φ1tx1

+ 2η1φ1ztt1
+ 2φ1tt2

+ φ1t1t1

]
; (1-18)

com Lz = ∂zL.

H1 = φ1t
, H2 = φ2t

+ 1
2

(
φ2

1x
+ φ2

1z

)
+ φ1t1

+ η1φ1zt
, (1-19)

H3 = φ3t
+ φ1x

φ2x
+ φ1z

φ2z
+ η1φ2zt

+ η2φ1zt
+

+
1

2
η2

1φ1zzt
+

1

2
η1

(
φ2

1x
+ φ2

1z

)
z
+ φ2t1

+ φ1x
φ1x1

+ φ1t2
+ η1φ1zt1

. (1-20)

Observe que nas equações (1-12)-(1-15), ηn é uma variável passiva, no

sentido em que primeiro resolvemos o problema para o potencial de velocidade

φn a partir das equações (1-12), (1-13), (1-15), e só então obtemos a elevação da

superf́ıcie ηn que segue da condição dinâmica (1-14).

Sejam φn, Fn e Gn séries envolvendo modos de Fourier, então escrevemos:

{φn, Fn, Gn} =
n∑

m=−n

eimψ {φnm, Fnm, Gnm} , (1-21)



Caṕıtulo 1. Equações de evolução para um trem de ondas sobre um fundo
plano 15

onde ψ = kx − ωt com
ω2 = gk tanh kh. (1-22)

A escolha da representação em uma série de Fourier truncada em n é baseada no

fato de que cada problema para φn é uma EDP linear com forçantes Fn, Gn, Hn

(n = 2, 3) que envolvem termos não lineares (potências) de φn−1 calculadas

a partir da solução conhecida do problema anterior, introduzindo desta forma

novos modos de Fourier que correspondem a potências cruzadas (potências de

exponenciais em frequências diferentes). Com efeito, supondo que possamos

escrever φ1 da forma

φ1 =
+∞∑

−∞

φ1meimψ,

é posśıvel mostrar que φ1m = 0 ∀m ≥ 2, chegando a uma contradição com a

relação de dispersão (1-22). Como as expressões de F2, G2, dependem da expressão

de φ1, estendemos o resultado para n = 2, procedemos de forma análoga para

n = 3, de forma que verificamos a escolha da representação (1-21).

Destacamos ainda que ψ está na escala de referência (x, t) = (x0, t0). Já os

termos que representam as amplitudes nas séries de Fourier acima dependem das

variáveis lentas e de z:

(φnm, Fnm) = funções de (x1, x2, . . . , z, t1, t2, . . .) ,

Gnm = Gnm (x1, x2, . . . , t1, t2, . . .) .

Para a φ resultante ser real, requeremos que:

φn,−m = (φnm)∗,

onde ∗ denota o complexo conjugado.

Substituindo (1-21) nas equações (1-12), (1-13) e (1-15), obtemos a

sequência de problemas de valor de contorno (lineares) para φnm, Fnm e Gnm

(n = 1, 2, 3 e m = 0, . . . , n):

(
∂2

∂z2
− m2k2

)
φnm = Fnm, −h < z < 0, (1-23)

(
g

∂

∂z
− m2ω2

)
φnm = Gnm, z = 0, (1-24)

∂

∂z
φnm = 0, z = −h. (1-25)

Daqui por diante adotaremos a seguinte notação:

Q = k (z + h) , q = kh. (1-26)
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1.1
O Problema em Primeira Ordem

Para n = 1 os termos forçantes são:

F1 = G1 = 0.

O que implica que

F1m = G1m = 0, ∀m.

Como até a ordem estudada (O(ε3)) não temos forçantes com termos em x3,

t3 ou adiante, a partir deste ponto simplificaremos a notação no que diz respeito

à dependência nas variáveis lentas destacando somente a dependência até x2, t2.

As soluções homogêneas1 são:

m = 0 : φ10 = φ10 (x1, x2, t1, t2, . . .) = φ∗
10 (1-27)

m = 1 : φ11 = −
g cosh Q

2ω cosh q
iA, (1-28)

e A = A (x1, x2, t1, t2, . . .). A solução de primeira ordem para φ é:

φ1 = φ1−1e
−iψ + φ10 + φ11e

iψ

= (φ11)
∗e−iψ + φ10 + φ11e

iψ

= φ10 −
g cosh Q

2 ω cosh q

(
iAeiψ + ∗

)
(1-29)

= φ10 −
g cosh Q

2 ω cosh q

(
iAeiψ + (−iAe−iψ)

)
.

Chamaremos A de função envoltória para a amplitude do trem de ondas repre-

sentado por η. Usando a equação resultante da condição dinâmica obtemos:

−g η1 = H1 = φ1t
,

deste modo temos que:

η1 =
1

2

(
Aeiψ + ∗

)
.

Isto termina o problema em primeira ordem.

1.2
O Problema em Segunda Ordem

Observamos que para n ≥ 2 teremos que nos preocupar com a condição de

compatibilidade para m = 0 e m = 1 (estamos procurando soluções não triviais

1Note que φ10 não depende de z. Para compreender este fato escreva o sistema (1-23)-(1-25)
para n = 1 e m = 0.
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para os problemas homogêneos).

Para m = 0 a solução homogênea é constante em z deste modo a condição

de compatibilidade é:
1

g
Gn0 =

∫ 0

−h

Fn0 dz. (1-30)

Para m = 1 a condição de compatibilidade segue da Fórmula de Green (pág.

52 do Caṕıtulo 2 de Mei [14]):

∫ 0

−h

dz

[
Ψ0

(
∂2Ψ1

∂z2
− k2Ψ1

)
− Ψ1

(
∂2Ψ0

∂z2
− k2Ψ0

)]
=

[
Ψ0

∂Ψ1

∂z
− Ψ1

∂Ψ0

∂z

]0

−h

,

(1-31)
onde Ψ0 é a solução não trivial para o problema de valor de contorno homogêneo

e Ψ1 é a solução para o problema não homogêneo. Deste modo, usando (1-23)-(1-

25), com Ψ0 = φ11 e Ψ1 = φn1, então obtemos

1

g
Gn1 =

∫ 0

−h

(
Fn1

cosh Q

cosh q

)
dz. (1-32)

As condições de compatibilidade (1-30) e (1-32) produzirão as equações de

evolução da envoltória de ondas denotada por A. Preocuparemo-nos somente

com |m| < 2, pois para |m| ≥ 2 os problemas de valores de contorno não

admitem soluções homogêneas não triviais.2 Com efeito, se existisse uma solução

homogênea ela seria da forma (1-28) com (k, ω) substituido por (mk, mω).

Entretanto, mk e mω estariam sujeitos a relação de dispersão (1-22), o que não

é posśıvel quando |m| > 1.

Para encontrarmos os termos forçantes para o problema de segunda ordem

(n = 2) (F2(−2), F2(−1), F20, F21 e F22), escrevemos F2 na forma (1-21)

F2 =
2∑

m=−2

F2meimψ = F2−2e
−i2ψ + F2−1e

−iψ + F20 + F21e
iψ + F22e

i2ψ = −2φ1xx1

2Fato relacionado ao Teorema de alternativa de Fredholm. No contexto de problemas de
valores de contorno o Teorema pode ser enunciado como segue (ver Garabedian [7]): “Ou o
problema de valor de contorno tem solução, quaisquer que sejam os forçantes, ou o problema
homogêneo tem uma ou mais auto-funções (soluções não-triviais). No primeiro caso a solução
não-homogênea é única. No segundo caso, o problema não homogêneo tem solução se, e somente
se, os termos forçantes são ortogonais a todas as auto-funções do problema homogêneo”.
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e comparamos com a expansão de φ1xx1
(vide (1-16)):

−2φ1xx1
= −2

(
1∑

m=−1

φ1meimψ

)

xx1

= −2

(
φ10 −

g cosh Q

2 ω cosh q

(
iAeiψ + ∗

))

xx1

= −2

(
∂φ10

∂x1

−
g cosh Q

2 ω cosh q

(
i

∂A

∂x1

eiψ + ∗

))

x

= −
ω cosh Q

sinh q

(
∂A

∂x1

eiψ + ∗

)
.

Deste modo obtemos que

F20 = 0, F21 = −
ω cosh Q

sinh q

∂A

∂x1

, F22 = 0, (1-33)

onde F2(−m) = (F2m)∗.

Procedemos de forma análoga para G2 (G2(−m) = (G2m)∗) e obtemos

G20 = 0, G21 =
ω2 cosh q

k sinh q

∂A

∂t1
, G22 =

3 i ω3A2

4 sinh2 q
. (1-34)

A solução para m = 0 é:

φ20 = φ20 (x1, x2, y1, y2, t1, t2, . . .) = φ∗
20.

Para m = 1, o problema fica na forma:

(
∂2

∂z2
− k2

)
φ21 = −

ω cosh Q

sinh q

∂A

∂x1

, −h < z < 0, (1-35)

(
g

∂

∂z
− ω2

)
φ21 =

ω2 cosh q

k sinh q

∂A

∂t1
, z = 0, (1-36)

∂φ21

∂z
= 0, z = −h. (1-37)

Invocando a condição de compatibilidade (1-32) temos que

1

g

ω2 cosh q

k sinh q

∂A

∂t1
= −

∫ 0

−h

(
ω cosh Q

sinh q

∂A

∂x1

cosh Q

cosh q

)
dz,

∂A

∂t1
= −

g k

ω

∂A

∂x1

∫ 0

−h

(
cosh2 Q

cosh2 q

)
dz.
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Fazendo uso da fórmula (5.12), pg 16 de Mei [14], ou seja, que:

∫ kh

0

cosh2 ξdξ =
1

4
(sinh 2kh + 2 kh) ,

obtemos

−
1

4 k
(sinh 2kh + 2 kh)

1

cosh2kh

gk

ω

∂A

∂x1

=
∂A

∂t1
,

ou ainda,

−
1

4 k

sinh 2q

cosh2q

(
1 +

2 q

sinh 2q

)
gk

ω

∂A

∂x1

=
∂A

∂t1
.

Usando a relação de dispersão (1-22) temos que:

−
ω

2 k

(
1 +

2 q

sinh 2q

)
∂A

∂x1

=
∂A

∂t1
,

que pode ser reescrita como

∂A

∂t1
+ Cg

∂A

∂x1

= 0, (1-38)

onde Cg =
∂ω

∂k
é a velocidade de grupo. Este resultado é esperado, confirmando

que em termos dominantes na expansão assintótica a amplitude de um trem

de ondas viaja com velocidade de grupo Cg(k). Mais adiante esta equação será

aperfeiçoada ao agregarmos novos termos a ela. Eventualmente teremos uma

equação de Schrödinger não linear. Destacamos ainda que (1-38) implica que

∂A∗

∂t1
+ Cg

∂A∗

∂x1

= 0. (1-39)

Vamos resolver (1-35)-(1-37) como um problema de valor de contorno para

EDOs. Nosso candidato à solução é da forma:

φ21 = b1 Q cosh Q + b2 Q sinh Q. (1-40)

Substituindo (1-40) em (1-35) obtemos que b1 = 0 e b2 = −
ω

2 k2 sinh q

∂A

∂x1

.

Reescrevendo φ21 com os valores encontrados para b1 e b2 temos que:

φ21 = −
ω

2 k2 sinh q
(Q sinh Q)

∂A

∂x1

,
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desse modo satisfaz o problema de valor de contorno (1-35)-(1-37) por causa de

(1-38).

Observação 1.1 Note que φ21 explode quando q = kh ↑ ∞, como estamos

considerando kh = O(1) exclúımos esta possibilidade. Fisicamente estamos

excluindo o regime de profundidade infinita. Como estamos interessados no regime

de interação com a topografia (Caṕıtulo a seguir), isto não significa restrição

alguma.

Para m = 2, o problema fica:

(
∂2

∂z2
− 4k2

)
φ22 = 0, −h < z < 0, (1-41)

(
g

∂

∂z
− 4ω2

)
φ22 =

3 i ω3A2

4 sinh q
, z = 0, (1-42)

∂φ22

∂z
= 0, z = −h. (1-43)

Neste caso o candidato à solução é da forma:

φ22 = c1 sinh 2Q + c2 cosh 2Q, (1-44)

visto que essa é a solução homogênea geral de (1-41). Substituindo (1-44) na

condição de fundo (1-43) obtemos que c1 = 0. Uma vez feito isso usamos a

equação (1-42) juntamente com a relação de dispersão (1-22) e encontramos

c2 =
−3 ω i A2

16 sinh4 q
. Deste modo encontramos a solução:

φ22 = −
3

16

ω cosh 2Q

sinh4 q
iA2.

A solução de segunda ordem é:

φ2 = φ20 −
ω

2 k2 sinh q
(Q sinh Q)

(
∂A

∂x1

eiψ + ∗

)
−

3

16

ω cosh 2Q

sinh4 q

(
iA2e2iψ + ∗

)
.

Uma vez que φ2 foi encontrada, η2 segue da condição dinâmica de pressão

constante:

η2 =

{
−

1

g
φ10t1

−
k

2 sinh 2q
|A|2

}
+

1

2 ω

(
i
∂A

∂t1
eiψ + ∗

)
−

−
q sinh q

2 k cosh q

(
i
∂A

∂x1

eiψ + ∗

)
+

k cosh q(2 cosh2 q + 1)

8 sinh3 q

(
A2e2iψ + ∗

)
,(1-45)

onde o lado direito é obtido através de H2. Com isto terminamos o problema de

segunda ordem.
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1.3
O Problema em Terceira Ordem

Para n = 3 os termos forçantes F30 e G30 são:

F30 = −

(
∂2

∂x1
2

)
φ10 (1-46)

G30 = −
∂2φ10

∂t1
2

−
ω2

4 sinh2 q
(2 cosh2 q − 1)(AA∗)t1 +

+
ω3

4 k sinh2 q

(
cosh2 q + 1 −

2q sinh q

2 cosh

)
(AA∗)x1

. (1-47)

Para obter uma expressão mais simples de G30, primeiro escrevemos que:

−
ω2

4 sinh2 q
(2 cosh2 q − 1)(AA∗)t1 = −

ω2

4 sinh2 q
(1 + 2 cosh2 q − 2)(AA∗)t1 ,

= −
ω2

4 sinh2 q
(2 cosh2 q − 2)(AA∗)t1

−
ω2

4 sinh2 q
(AA∗)t1 (1-48)

e

ω3

4 k sinh2 q
(cosh2 q + 1)(AA∗)x1

=
ω3

2 k sinh2 q
(cosh2 q)(AA∗)x1

+

+
ω3

4 k sinh2 q
(1 − cosh2 q)(AA∗)x1

.(1-49)

Agora vamos usar a equação (1-38) numa versão para AA∗ (rsultado da soma de

((1-38) com (1-39)), ou seja:

∂(AA∗)

∂t1
+ Cg

∂(AA∗)

∂x1

= 0. (1-50)

Multiplicando esta equação por
ω2

4 sinh2 q
(2 cosh2 q − 2) obtemos

ω2

4 sinh2 q
(2 cosh2 q − 2)

(
∂(AA∗)

∂t1
+ Cg

∂(AA∗)

∂x1

)
= 0. (1-51)

Substituindo (1-48),(1-49) e (1-51) em (1-47), podemos reescrever G30:

G30 = −
∂2φ10

∂t1
2

−
ω2

4 sinh2 q
(AA∗)t1 +

ω3 cosh2 q

2 k sinh2 q
(AA∗)x1

. (1-52)

Substituindo F30 e esta última expressão para G30 em (1-30) obtemos a partir

desta condição de compatibilidade que:
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∂2φ10

∂t1
2

− gh

(
∂2

∂x1
2

)
φ10 =

ω3 cosh2 q

2 k sinh2 q
(AA∗)x1

−
ω2

4 sinh2 q
(AA∗)t1 . (1-53)

Esta equação descreve uma onda longa gerada por ondas curtas com amplitudes

suavemente moduladas.

Para m = 1, os termos forçantes são:

F31 =
ω

k sinh q

[
Q sinh Q +

1

2
cosh Q

]
i
∂A

∂x2
1

−
ω cosh Q

sinh q

(
∂A

∂x2

)
(1-54)

G31 =
1

16 sinh5 q
ω3k cosh q

(
cosh 4q + 8 − 2 tanh2 q

)
i|A|2A −

−
ω k

sinh 2q

(
∂φ10

∂t1
−

2 ω cosh2 q

k

∂φ10

∂x1

)
i A +

+
ω cosh q

2 k sinh q
i
∂2A

∂t21
−

ω2q

k2
i

∂2A

∂x1∂t1
+

ω2 cosh q

k sinh q

∂A

∂t2
. (1-55)

Usando a condição de compatibilidade (1-32) para F31 e G31 obtemos:

∂A

∂t2
+ Cg

∂A

∂x2

−
iωq

k2 sinh 2q
cosh2 q

∂2A

∂x1
2

+
1

2 ω

∂2A

∂t1
2
−

−
ik2A

2 ω cosh2 q

(
∂φ10

∂t1
−

2 ω cosh2 q

k

∂φ10

∂x1

)
−

i q sinh q

k cosh q

∂2A

∂x1∂t1
+

+
i ωk2

(
cosh 4q + 8 − 2 tanh2 q

)

16 sinh4 q
|A|2A = 0. (1-56)

De (1-38), podemos escrever:

∂2A

∂t1
2

= Cg
2 ∂2A

∂x1
2
,

∂2A

∂t1∂x1

= −Cg

∂2A

∂x1
2
. (1-57)

Multiplicando (1-56) por ε, adicionando (1-38) e considerando que φ10 e A são

funções de apenas duas escalas transcritas em x1 e t1 somente, isto é,

∂

∂x1

+ ε
∂

∂x2

→
∂

∂x1

,
∂

∂t1
+ ε

∂

∂t2
→

∂

∂t1
,

utilizando (1-57) chegamos à seguinte expressão:

(
∂A

∂t1
+ Cg

∂A

∂x1

)
+iε

{
−

1

2

(
∂2ω

∂k2

)
∂2A

∂x1
2
+

ωk2
(
cosh 4q + 8 − 2 tanh2 q

)

16 sinh4 q
|A|2A −

−

(
k2

2 ω cosh2 q

∂φ10

∂t1
− k

∂φ10

∂x1

)
A

}
= 0, (1-58)

onde
−

1

2

∂2ω

∂k2
=

C2
g

2 ω
−

ω q cosh2 q

k2 sinh 2q
+

q sinh q

k cosh q
Cg > 0. (1-59)

Note que esta equação é um aperfeiçoamento de (1-38) conforme anunciamos
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anteriormente. A equação (1-58) é uma equação de Schrödinger não linear (com

uma dimensão espacial - observe que começamos com duas). As equações (1-58) e

(1-53) governam a evolução lenta da envoltória A de ondas curtas e do potencial

de ondas longas φ10.

1.4
Obtendo a Forma Clássica de uma Equação de Schrödinger Não Linear
(SNL)

Seguindo Mei [14] podemos fazer simplificações adicionais na equação (1-58)

para envoltória de ondas A, de modo a obter a forma clássica de uma equação de

Schrödinger não linear. Para tal vamos fazer uma mudança de variáveis do tipo:

ν = x1 − Cg t1, τ = ε t1.

Então
∂

∂t1
= ε

∂

∂τ
− Cg

∂

∂ν
e

∂

∂x1

=
∂

∂ν
.

Substitúımos as novas variáveis na equação (1-53) e integramos com respeito a ν,

de modo que obtemos:

∂φ10

∂ν
= S(τ) −

ω2
(
2ω cosh2 q + kCg

)

4k sinh2 q(gh − C2
g )

|A|2 + O(ε),

sendo S(τ) é uma função arbitrária do tempo τ . Substituindo este resultando em

(1-58) e depois de algumas manipulações algébricas temos que

−i
∂A

∂τ
+ α1

∂2A

∂ν2
+ α2|A|2A + γA = 0, (1-60)

onde

α1 = −
1

2

∂2ω

∂k2
,

α2 =
ω k2

16 sinh4 q

(
cosh 4q + 8 − 2 tanh2 q

)
−

ω

2 sinh2 2q

(
2 ω cosh2 q + k Cg

)2

gh − C2
g

e

γ(τ) =
S(τ)k

2 ω cosh2 q

(
2 ω cosh2 q + kCg

)
.

Podemos ainda reescrever a equação (1-60) eliminando o termo γA. Para

tal basta introduzir:

A = B exp

(
−i

∫
γ dτ

)
.

Deste modo obtemos uma equação de Schrödinger cúbica na forma clássica:

−iBτ + α1Bνν + α2|B|2 B = 0. (1-61)
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Observação 1.2 Por (1-59) temos que α1 > 0, esta condição tem um signifi-

cado f́ısico. Note que temos uma equação de difusão embutida na equação de

Schrödinger e fisicamente precisamos de um coeficiente de difusão positivo. Para

obter a equação de difusão a partir de (1-61), note que B é complexo e substitua

as expansões B = |B|ei θ ou B = Re {B} + iIm {B}.

A equação (1-61) foi deduzida para profundidade finita por Hashimoto e

Ono [10]. Uma equação similar foi deduzida anteriormente para profundidade

infinita por Zakharov [21]. Nosso interesse restringe-se ao caso de profundidade

finita, uma vez que, no próximo Caṕıtulo, seguiremos a abordagem de Mei [14],

mas a generalizando para fundos marinhos variáveis.



2
Equações de Evolução para um trem de ondas sobre um fundo

variável

Neste Caṕıtulo apresentaremos a dedução de um modelo que descreva a

evolução de um trem de ondas sobre um fundo com topografia variável. Con-

sideraremos primeiramente a presença de topografia e/ou estruturas submersas

com perfis periódicos para estimular uma intuição f́ısica do problema, e, num se-

gundo momento, com perfis aleatórios na dedução das equações de evolução para

a envoltória do trem de ondas.

2.1
Formulação em Coordenadas Curviĺıneas

Considere um escoamento inv́ıscido, irrotacional no plano (usaremos a

mesma notação adotada por Mei [14] e Mei e Hancock [15]: x é coordenada

horizontal e z a vertical). A região de interesse é delimitada inferiormente por

uma topografia impermeável e estacionária definida por uma função z = −h(x)

aleatória com média zero (para motivação, apresentaremos inicialmente o caso

h(x) periódica)1, e na parte superior pela superf́ıcie livre dada por z = η(x, t). O

campo de velocidades u é definido através do potencial de velocidade Φ (x, z, t)

na forma u = (u, v) = ∇Φ.

As equações para ondas aquáticas em termos do potencial de velocidade

Φ (x, z, t) e da elevação da superf́ıcie livre η(x, t) foram apresentadas no Caṕıtulo

anterior. De agora em diante consideraremos a versão para fundo variável. A

condição de Neumann no fundo merece destaque, pois ela será transformada pela

aplicação conforme. Ela é descrita pela seguinte equação:

hxΦx + Φz = 0, z = −h(x). (2-1)

Definiremos a aplicação conforme como segue:

z(ξ + iζ) = x + iz. (2-2)

1Nas figuras deste Caṕıtulo, não será observada periodicidade nos extremos do intervalo,
porque elas foram geradas, com excessão da Figura 2.1, usando o SCT, que representa poĺıgonos
infinitos simulando comportamento de canais. Observa-se que os perfis das topografias foram
gerados como se o origem estivesse no fundo do canal, pois esta é a convenção do Matlab.
Maiores detalhes sobre a aplicação de Schwarz-Christoffel serão apresentados no Apêndice A.
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Esta leva a faixa uniforme (domı́nio canônico)

Ωw : −1 < ζ < 0, −∞ < ξ < ∞, (2-3)

no domı́nio do escoamento em repouso (domı́nio f́ısico)

Ωz : −h(x) < z < 0, −∞ < x < ∞, (2-4)

com x = x(ξ, ζ) e z = z(ξ, ζ) sendo um par de funções harmônicas conjugadas

em Ωw.

Figura 2.1: Representação esquemática da aplicação conforme (2-2) e de sua
inversa.

O conjunto de equações para ondas aquáticas escrito no sistema de coorde-

nadas curviĺıneas (ξ, ζ) fica, respectivamente, da forma:

Φξξ + Φζζ = 0, −1 < ζ < N(ξ, t), (2-5)

com as condições de fronteira (cinemática e dinâmica) para a superf́ıcie livre

ζ = N(ξ, t):

|J |Nt + Φξ Nξ − Φζ = 0, (2-6)

|J | (gη + Φt) +
1

2
|∇ξζΦ|2 = 0, (2-7)

e a condição de Neumann no fundo

Φζ = 0, ζ = −1. (2-8)

Para mais detalhes de como são obtidas as equações (2-5)-(2-8) e sobre o

mapeamento conforme, ver Hamilton [9], Nachbin [16] e Artiles Roqueta [2]. Estes

dois últimos apresentam uma versão adimensional para os cálculos.

Em (2-5)-(2-7), N(ξ, t) é a função que descreve o perfil da superf́ıcie livre no

novo sistema de coordenadas e |J | = |J |(ξ, ζ) é o Jacobiano da transformação (2-

2). A matriz Jacobiana J(ξ, ζ) da troca de coordenadas só depende do ponto

do espaço na qual está sendo avaliada. Na superf́ıcie livre a matriz adquire

valores diferentes pois a superf́ıcie muda no tempo e J(ξ, N(ξ, t)) também. Vamos

eliminar esta dependência temporal através de aproximações. Usando as condições
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de Cauchy-Riemann, temos que em ζ = N(ξ, t) o Jacobiano pode ser escrito como:

|J |(ξ, t)
.
= |J |(ξ,N(ξ, t)) = z2

ξ + z2
ζ . (2-9)

Fazendo expansão em polinômio de Taylor de z(ξ, ζ) em ζ = 0, o Jacobiano

pode ainda ser escrito em função de um coeficiente variável M(ξ) independente

do tempo com um resto RJ que é O(A2) (ver Artiles Roqueta [2] e Nachbin [16]):

|J |(ξ, t) = M(ξ)2 + RJ(ξ, ζm), 0 < |ζm| < |N(ξ, t)| (2-10)

com M(ξ) ≡ zζ(ξ, 0), onde z(ξ, ζ) é definido como solução de

zξξ + zζζ = 0, (ξ, ζ) ∈ Ωw

z = 0, ζ = 0 (2-11)

z = −h (x(ξ,−1)) , ζ = −1.

Resolvendo o problema de valor de contorno acima (ver [2]) obtemos que:

M(ξ) ≡ zζ(ξ, 0) =
π

4

∫ ∞

−∞

h (x(ξ′,−1))

cosh2 π
2

(ξ − ξ′)
dξ′. (2-12)

M(ξ) expressa como as perturbações do fundo vêem-se refletidas na superf́ıcie.

Destacamos que quando avaliamos o Jacobiano na superf́ıcie em repouso,

ζ = 0, temos a mesma expressão que o Jacobiano assume no problema linear:

|J |(ξ, t)|0 = z2
ζ (ξ, 0) = M(ξ)2, (2-13)

ou seja, RJ(ξ, ζm) = 0.

Podemos ainda relacionar a função que descreve o perfil da superf́ıcie livre

em coordenadas curv́ılineas, N(ξ, t), e a elevação da superf́ıcie, η(x, t), em função

do coeficiente livre, M(ξ) (ver [16]). Para obter-se tal relação, deve-se expandir

ζ(x, z) na forma de polinômio de Taylor perto da superf́ıcie livre não perturbada

(z = 0). Observamos que

ζ(x, z) = ζ(x, 0) + ζz(x, 0)z + R(x, z̃), 0 < |z̃| < |z|

= 0 + zζ(ξ, 0)
1

|J |ζ=0

z + R(x, z̃).

Observe que na superf́ıcie livre ζ = N(ξ, t), temos que

N(ξ, t) =
M(ξ)

M(ξ)2
η(x(ξ), t) + R(x(ξ), z̃), 0 < |z̃| < |η(x(ξ), t)|

=
1

M(ξ)
η(x(ξ), t) + R(x(ξ), z̃), (2-14)

onde o resto R também é O(A2) (ver Artiles Roqueta [2] e Nachbin [16]).
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Destacamos que quando avaliamos N(ξ, t) na superf́ıcie em repouso, ζ = 0, temos

a mesma expressão do problema linear:

N(ξ, t) =
1

M(ξ)
η(ξ, t), (2-15)

isto é, R(x(ξ), z̃) = 0.

Vamos fazer expansões das equações (2-5)-(2-8) da mesma forma que no caso

do fundo plano e deste modo obter uma famı́lia de problemas mais simples. Assim

como no caso do fundo plano, para a condição de fronteira na superf́ıcie livre,

usaremos uma equação que é combinação das condições cinemática e dinâmica. No

entanto agora teremos um coeficiente variável. Para obter tal equação precisamos

definir a derivada total em coordenadas curviĺıneas:

D

Dt
≡ ∂t +

1

|J |
u · ∇,

onde

u = ∇ξζΦ = (Φξ, Φζ)

é o vetor velocidade . Daqui por diante usaremos somente a notação ∇ para

representar ∇ξζ = (∂ξ, ∂ζ). Tomando a derivada total da condição dinâmica (2-7)

e usando a identidade (que aparece em Mei [14]) numa versão em coordenadas

curviĺıneas:
u ¦ ∇

∂Φ

∂t
=

∂

∂t

1

2
u

2, (2-16)

obtemos
|J |

∂2Φ

∂t2
+ |J | gηt +

∂u
2

∂t
+ gΦξηξ +

1

2|J |
u ¦ ∇u

2 = 0. (2-17)

De fato, queremos eliminar η da equação (2-17). Assim vamos escrever a

equação cinemática (2-6) em função de η usando (2-14), deste modo obtemos

|J |
( η

M
+ R

)
t
+ Φξ

( η

M
+ R

)
ξ
− Φζ = 0,

|J |

M
ηt + Φξ

(
ηξM − ηMξ

M2
+ Rξ

)
− Φζ = 0,

|J |

M
ηt +

M

M2
Φξηξ −

Mξ

M2
ηΦξ + ΦξRξ − Φζ = 0.

Vamos isolar Φξηξ na equação acima para substituir em (2-17):

Φξηξ =
Mξ

M
ηΦξ + MΦζ − |J |ηt − MΦξRξ,

substituindo em (2-17) obtemos

|J |
∂2Φ

∂t2
+ gMΦζ +

∂u
2

∂t
+

1

2|J |
u ¦ ∇u

2 +
Mξ

M
Φξgη − gMΦξRξ = 0. (2-18)
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Usando novamente a equação dinâmica (2-7) obtemos que

gη = −
1

2|J |
u

2 − Φt. (2-19)

Substituindo em (2-18), dividindo a equação resultante por |J |, obtemos que a

condição, que é combinação das condições cinemática e dinâmica, fica da forma

∂2Φ

∂t2
+

gM

|J |

∂Φ

∂ζ
+

1

|J |

∂u
2

∂t
+

1

2 |J |2
u¦∇u

2−
Mξ

M |J |
Φξ

(
1

2|J |
u

2 + Φt

)
−

gM

|J |
ΦξRξ = 0.

(2-20)
Vamos supor como no Caṕıtulo 1 que η = O(A) e para quaisquer derivadas

em ζ temos ∂f/∂ζ = O(kf), sendo A a amplitude caracteŕıstica da onda na

superf́ıcie livre e k o número de onda caracteŕıstico. Temos como hipótese que

kA ≪ 1. Vamos fazer expansões das equações para superf́ıcie livre (2-20) e (2-19)

em torno de ζ = 0 até a terceira ordem O(kA)3, logo nos permitindo utilizar

a expressão exata |J |ζ=0 = M(ξ)2 e N(ξ, t)|ζ=0 =
η(x(ξ), t)

M(ξ)
(com R(ξ, 0) ≡ 0 ⇒

Rξ(ξ, 0) = 0):

[
∂2Φ

∂t2
+

g

M

∂Φ

∂ζ

]

0

+ η

[
∂

∂ζ

(
∂2Φ

∂t2
+

g

M

∂Φ

∂ζ

)]

0

+
η2

2

[
∂2

∂ζ2

(
∂2Φ

∂t2
+

g

M

∂Φ

∂ζ

)]

0

+

+
1

M2

[
∂

∂t
u

2

]

0

+
1

M2
η

[
∂

∂ζ

(
∂

∂t
u

2

)]

0

+
1

M4

[
1

2
u ¦ ∇u

2

]

0

−

−
Mξ

M3

[
1

2M2
Φξ

(
Φ2

ξ + Φ2
ζ

)
+ ΦξΦt

]

0

+ . . . = 0, (2-21)

−g η =

[
∂Φ

∂t

]

0

+η

[
∂

∂ζ

(
∂Φ

∂t

)]

0

+
η2

2

[
∂2

∂ζ2

(
∂Φ

∂t

)]

0

+
1

M2

[
u

2

2

]

0

+
1

M2
η

[
∂

∂ζ

u
2

2

]

0

+ . . .

(2-22)
Consideremos novamente a seguinte expansão para o potencial de veloci-

dade, Φ, e a elevação da superf́ıcie livre, η:

Φ =
∑

n=1

εnφn, η =
∑

n=1

εnηn, (2-23)

onde ε = kA ≪ 1. Do mesmo modo que no Caṕıtulo anterior suporemos que

estamos em um regime de profundidade intermediária, isto é, k h = O(1). Note

que O(A/h) = O(kA/kh) = O(kA), ou seja, consideremos um regime de ondas

abatidas (pequena variação da amplitude). Em (2-23) temos que:

φn = φn (ξ, ξ1, ξ2, . . . ; . . . ; ζ; t, t1, t2, . . .) ,

ηn = ηn (ξ, ξ1, ξ2, . . . ; t, t1, t2, . . .) ,
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onde

ξ, ξ1 = εξ, ξ2 = ε2ξ . . . ,

t, t1 = εt, t2 = ε2t . . . ,

são as variáveis em múltiplas escalas introduzidas no problema para permitir

a modulação lenta. Quando passamos o problema para múltiplas escalas, as

derivadas originais são substitúıdas conforme procedemos no Caṕıtulo anterior.

Vamos agrupar os termos nas expansões até ordem O(ε3).

Apresentaremos a seguir duas possibilidades de representação do coeficiente

variável M(ξ) nas equações (2-21) e (2-22). Como mencionamos anteriormente

exigimos menos restrições da função que descreve a topografia do solo oceânico.

Este fato vai servir de ponto de partida para a motivação da expressão do

coeficente M(ξ).

2.2
O coeficiente da superf́ıcie livre

Suponha que a função que descreve a topografia do solo marinho seja da

forma:

h(x) =

{
1 + n(x), −L < x < L

1, x < −L e x > L,
(2-24)

onde L é uma distância caracteŕıstica de propagação da onda. A variação

no solo marinho n(x) pode ter amplitude grande. Em um primeiro momento

vamos considerá-la como sendo periódica só como motivação, não precisando ter

flutuações pequenas, nem ser cont́ınua, nem de variação lenta. No nosso estudo a

escala de variação da topografia será comparável à da onda.

Quando h(x) é escrita desta forma, o coeficiente da superf́ıcie livre (também

conhecido como o termo métrico) tem a forma:

M(ξ) = 1 + m(ξ). (2-25)

Em Nachbin [16], M(ξ) é obtido na versão adimensional (conforme expressão

(2-12)). Deste modo,

m(ξ) =
π

4

∫ ∞

−∞

n (x(ξ′,−1))

cosh2 π
2

(ξ − ξ′)
dξ′. (2-26)

Na parte de análise assintótica que será feita na próxima seção trabalhare-

mos com a hipótese de que n(x) tem média zero (notação: 〈n〉 = 0). No entanto,

como ilustraremos em um dos casos a seguir, m(ξ) não é necessariamente de

média zero. Este fato tem um impacto interessante na análise assintótica.
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Quando considerarmos n(x) periódica, estaremos considerando a média no

sentido que

〈n(x)〉 =
1

L

∫ L

0

n(x)dx, (2-27)

onde L é o peŕıodo da topografia.

Quando considerarmos n(x) aleatória, estaremos considerando que a altura

em um dado ponto xj é uma variável aleatória. Para pontos xm e xn distintos con-

sideramos que n(xm) e n(xn) são variáveis aleatórias identicamente distribúıdas

e independentes. Além disso n(x) como processo estocástico é suposto ser um

processo estacionário (como b(x) em Mei e Hancock [15]), para maiores detalhes

sobre processo estocástico estacionário ver Fouque et al. [6]. A média no sentido

de valor esperado (esperança matemática) da variável aleatória n(xj) é dada por:

〈n(xj)〉 = 〈nj〉 =

∫ ∞

−∞

sf(s)ds, (2-28)

onde f(s) é a função densidade de probabilidade

(∫ ∞

−∞

f(s)ds = 1

)
. Supomos

que temos ergodicidade, ou seja, para uma realização longa o suficiente a média

espacial no limite é igual a média do espaço de estados, ou seja,

〈n(xj)〉 = lim
L→∞

1

L

∫ L

−L

n(x)dx.

2.2.1
1o Caso

Seja h(x) a função que descreve a topografia, como em (2-24). Em alguns

casos podemos adotar para M(ξ) a seguinte representação:

M(ξ) = 1 + εm(ξ), (2-29)

indicando funções de pequena amplitude. Deste modo, teremos nas equações (2-

21) e (2-22), que:

(
1

M(ξ)

)
=

(
1

1 + εm(ξ)

)
= 1 − εm(ξ) + ε2m(ξ)2 − O(ε3).

Em alguns casos podemos supor que a função m(ξ) tem média igual a zero.

Estes são os casos, em geral, em que n(x) é de pequena amplitude. Seja 〈m〉 a

média e m′ a perturbação em torno desta. Então m = 〈m〉 + m′. Logo quando

〈m〉 = 0 então 〈m′〉 = 0. Esta representação de M nas equações (2-21) e (2-

22) limita a batimetria a situações não tão distintas daquelas consideradas nos

modelos apresentados por Mei e Hancock [15], apesar da nossa abordagem de

utilizar a aplicação conforme ter vantagens que serão comentadas a posteriori.
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Para fortalecer a intuição f́ısica, considere uma batimetria periódica com

média zero. A Figura 2.2 (gerada usando o Schwarz-Christoffel Toolbox do

Matlab) apresenta um perfil que se encaixa nesta situação.

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15
Variação do Termo Métrico

Topografia
Termo Métrico

Figura 2.2: Variação do Termo Métrico: m(ξ) = M(ξ)− 1. O perfil da topografia
é superimposto ao de m(ξ), que é O(ε). A topografia é formada por picos e vales
pontiagudos cuja altura corresponde a 1/10 da profundidade do canal em questão.

Apesar da batimetria apresentar pequena variação, ela tem picos ponti-

agudos. Mas a onda na superf́ıcie livre não será afetada pelos picos e sim vai

“sentir”a topografia suavizada como se fosse a curva representada pelo gráfico

do termo métrico da aplicação conforme mostrado na Figura 2.2 superimposto à

batimetria.

Vamos considerar agora, uma representação para M(ξ), que possibilita uma

gama de perfis muito mais gerais e mais próximos do que pode se apresentar

numa situação real.

2.2.2
2o Caso

Seja h(x) a função que descreve a topografia, conforme (2-24). Considere

a notação 〈. . .〉 para a média e (. . .)′ para a perturbação desta componente.

Agora vamos considerar topografias com flutuações de grande amplitude e para

tal adotaremos a seguinte expansão para M(ξ),

M(ξ) = a + εm′(ξ). (2-30)

Agora a representa a profundidade efetiva (“sentida”na superf́ıcie livre) enquanto

que a função m′(ξ) representa a flutuação que tem média igual a zero (〈m′〉 = 0).

De fato a = 1 − δ, com 0 < δ < 1. O “ansatz”desta representação de M(ξ) está
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baseado na expressão h(x) da forma (2-24) de modo que:

M(ξ) = 1 + m(ξ)

= 1 + 〈m(ξ)〉 + εm′(ξ)

= 1 + 〈m(ξ)〉︸ ︷︷ ︸
a

+εm′(ξ) ⇒ δ = −〈m(ξ)〉. (2-31)

Para ilustrar esse “ansatz”e obtermos intuição f́ısica, considere primeira-

mente uma batimetria periódica. A Figura 2.3(a) e Figura 2.3(b) apresentam

perfis que se encaixam nesta situação. Na Figura 2.3(a), a onda na superf́ıcie

livre vai “sentir”a topografia suavizada, como se fosse sem picos pontiagudos.

Em ambas as Figuras o δ representa o efeito de que as oscilações estão em um

ńıvel mais elevado. Na Figura 2.3(b) temos um perfil marinho que pode repre-

sentar a presença de estruturas submersas. Observamos que apesar de neste caso

n(x) ter média zero, temos que 〈m(ξ)〉 6= 0.

Estabeleceremos algumas hipóteses para o termo métrico m′(ξ) que são

herdadas a partir de n(x) e utilizadas no desenvolvimento da análise assintótica.

Provar que estas propriedades são herdadas é uma tarefa não trivial (ver Garnier

[8]), mas em primeira aproximação, em termos dominantes consideraremos m′(ξ)

como sendo:

– um processo aleatório estacionário,

– satisfazendo a hipótese de ergodicidade,

– e que sua função de correlação (ver Apêndice C) decai para zero rapida-

mente.

a) Grande variação da amplitude de solo mari-
nho em relação a profundidade média da lâmina
d’água.

b) Grande variação da amplitude do solo ma-
rinho descrito por h(x) que assume múltiplos
valores.

Figura 2.3: Exemplos gerais do caso: M(ξ) = a + εm′(ξ)

Vejamos alguns exemplos de perfis que se enquadram nesta representação

de M(ξ), ainda considerando h(x) como em (2-24) periódica:
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Exemplo 2.1 A Figura 2.4 apresenta variação lenta da amplitude do solo ma-

rinho em relação à profundidade média da lâmina d’água. Temos um canal com

uma topografia contendo seis montanhas triagulares. A Figura 2.4 mostra o perfil

das montanhas superimposto ao perfil do gráfico do coeficiente da superf́ıcie livre

(termo métrico - m′(ξ)) avaliado na fronteira superior. A onda na superf́ıce livre

vai “sentir” as montanhas, como se fossem morros suaves. A profundidade efe-

tiva, representada pelo a na expressão do M , é a profundidade que vai de fato ser

“sentida” na superf́ıcie do canal.
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Figura 2.4: Batimetria de variação lenta, amplitude grande - Exemplo 2.1.

Exemplo 2.2 A Figura 2.5 mostra o efeito da topografia na superf́ıcie livre de

acordo com a variação da profundidade média. A altura das montanhas no fundo

do canal é a mesma, o que muda é a profundidade média da lâmina d’água.

Quanto maior a profundidade, menos a topografia é sentida na superf́ıcie do

canal, a ponto de as seis montanhas serem “vistas” praticamente como um único

morro suave (um “plateau”). Note que a Figura 2.5 justifica nosso “ansatz”de

M(ξ) = a + εm′(ξ). A medida que a profundidade efetiva aumenta (representada

pelo a (1−δ, 1, 5−δ, 2−δ) na expressão do M), a onda na superf́ıcie livre é menos

influenciada pelas flutuações de O(ε) que tem média igual a zero (〈m′〉 = 0).

Exemplo 2.3 A Figura 2.6 representa um perfil marinho de múltiplos valores,

todos estes de grande variação na amplitude em relação à profundidade média

da lâmina d’água. Este perfil pode simular a presença de estruturas submersas

comuns na exploração off-shore. Observamos mais uma vez como a variação da

amplitude da profundidade média influencia no efeito da suavização com que a

onda vai “sentir”o que está no fundo marinho.

Vejamos alguns exemplos de perfis, considerando agora h(x) como uma

função aleatória com média zero. Nos exemplos a seguir temos um perfil marinho
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Figura 2.5: Efeito da Topografia com a variação da profundidade média - Exemplo
2.2.

aleatório com 100 quinas distribúıdas com 0.5 de comprimento de correlação,

tendo o ńıvel de flutuação da topografia em 80�. Nos exemplos abaixo o valor

esperado foi calculado usando o método de Monte Carlo para aproximação da

integral do valor esperado:

〈m(ξ)〉 =

∫ ∞

−∞

sdF (s) ≈
1

N

N∑

n=1

m(ξ),

onde F (s) é a função de distribuição de probabilidade e N é o número de

realizações do método.

Exemplo 2.4 A Figura 2.7, apresenta a batimetria com as caracteŕısticas des-

critas acima. Para este exemplo temos somente o perfil da topografia de variação

aleatória superimposto ao gráfico do coeficiente livre.

Exemplo 2.5 A Figura 2.8 apresenta o gráfico do Jacobiano calculado para uma

topografia com as caracteŕısticas descritas acima. O valor esperado 〈m(ξ)〉 da

batimetria (mostrada na Figura 2.9) foi calculado com 20 realizações pelo método

Monte Carlo. De acordo com a expressão de M(ξ) em (2-12) e as propriedades

desta provadas em Nachbin [16] e Artiles Roqueta [2], fora da região onde há

variação de topografia, o Jacobiano deve ser a identidade (vide a descrição de
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Figura 2.6: Perfil marinho de múltiplo valores, variação da profundidade média -
Exemplo 2.3.
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Figura 2.7: Perfil da Topografia aleatória superimposto ao Termo Métrico-
Exemplo 2.4.

h(x) em (2-24)). De acordo com (2-10), dentro da região onde há variação da

batimetria,devemos ter |J | < 1. De fato temos que:

√
|J | ≈ M(ξ)

≈ a + εm′(ξ)

≈ (1 − δ) + εm′(ξ),

onde 0 < δ < 1 e ε ≪ 1.

A Figura 2.9, apresenta a batimetria, para qual foi calculado o Jacobiano

acima. Como mencionado o valor esperado 〈m(ξ)〉 foi calculado pelo método

Monte Carlo com 20 realizações.

Exemplo 2.6 A Figura 2.10, apresenta a mudança que acontecerá com o efeito

da variação no número de realizações do método Monte Carlo para o cálculo do

valor esperado,〈m(ξ)〉. Basicamente estamos ilustrando a convergência do Método

Monte Carlo para o cálculo da Média. O perfil marinho é aleatório com 100 quinas

distribúıdas com 0.5 de comprimento de correlação e o ńıvel de flutuação da
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Figura 2.8: Jacobiano - Exemplo 2.5.

Figura 2.9: Topografia usado para cálculo do Jacobiano - Exemplo 2.5.

topografia é de 80�. A profundidade média da lâmina d’água é h = 2. Para a onda

na superf́ıce livre, a batimetria terá o efeito da curva representada pelo gráfico

do termo métrico. Observe que quando usamos mais realizações para o método

de Monte Carlo, o perfil médio fica mais suavizado, indicando mais claramente a

profundidade efetiva a = 1 − δ = 1 + 〈m〉.

As representações para o coeficiente métrico (2-29) e (2-30) consideradas

neste trabalho são válidas devido ao fato de estarmos trabalhando com a aplicação

de Schwarz-Christoffel. No Apêndice A descrevemos esta aplicação com mais

detalhes.

2.3
Análise assintótica em múltiplas escalas para topografias de grande ampli-
tude

Suponha que a função h(x) que descreve a topografia é aleatória, com média2

zero. Para topografias com flutuações de grande amplitude consideramos que

2Deste ponto em diante quando nos referirmos à média (notação 〈. . .〉) entenda-se valor
esperado, definido anteriormente em (2-28).
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b) 20 realizações

−20 −10 0 10 20 30 40 50 60 70
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2
Variação do perfil marinho

Topografia Termo Métrico: ε m‘(ξ)

c) 50 realizações

Figura 2.10: Perfil aleatório - Variação no número de realizações do método Monte
Carlo - Exemplo 2.6.

M(ξ) = a + εm′(ξ) com com a < 1 e ε ≪ 1. Deste modo teremos que

1

M(ξ)
=

1

a + εm′(ξ)
=

1

a
(
1 + ε

a
m′

) =
1

a

(
1

1 + ε
a
m′

)
;

1

M(ξ)
=

1

a

(
1 −

ε

a
m′(ξ) +

ε2

a2
m′(ξ)2 − O(ε3)

)
;

=
1

a
−

ε

a2
m′(ξ) +

ε2

a3
m′(ξ)2 − O(ε3),

com ε < a por definição do SC. Vamos substitiur estas expansões nas condições

expandidas da superf́ıcie livre (2-21)-(2-22), aqui reproduzidas:

[
∂2Φ

∂t2
+

g

M

∂Φ

∂ζ

]

0

+ η

[
∂

∂ζ

(
∂2Φ

∂t2
+

g

M

∂Φ

∂ζ

)]

0

+
η2

2

[
∂2

∂ζ2

(
∂2Φ

∂t2
+

g

M

∂Φ

∂ζ

)]

0

+

+
1

M2

[
∂

∂t
u

2

]

0

+
1

M2
η

[
∂

∂ζ

(
∂

∂t
u

2

)]

0

+
1

M4

[
1

2
u ¦ ∇u

2

]

0

−

−
Mξ

M3

[
1

2M2
Φξ

(
Φ2

ξ + Φ2
ζ

)
+ ΦξΦt

]
+ . . . = 0,

−g η =

[
∂Φ

∂t

]

0

+η

[
∂

∂ζ

(
∂Φ

∂t

)]

0

+
η2

2

[
∂2

∂ζ2

(
∂Φ

∂t

)]

0

+
1

M2

[
u

2

2

]

0

+
1

M2
η

[
∂

∂ζ

u
2

2

]

0

+ . . .
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Introduzimos as expansões em múltiplas escalas na equação de Laplace (2-

5) e nas condições da superf́ıcie livre (2-21)-(2-22) contendo expansões para M−1

e prosseguimos conforme o Caṕıtulo anterior. Agrupando os termos em ordem ε,

obtemos: (
∂2

∂ξ2
+

∂2

∂ζ2

)
φn = Fn, −1 < ζ < 0, (2-32)

com
Laφn ≡

(
∂2

∂t2
+

g

a

∂

∂ζ

)
φn = Gn, ζ = 0, (2-33)

na superf́ıcie livre. A condição de fundo, em coordenadas curviĺıneas, é trivial:

∂φn

∂ζ
= 0, ζ = −1. (2-34)

Por fim, usando a condição dinâmica, recuperamos a elevação da superf́ıcie livre

através de
−gηn = Hn, ζ = 0. (2-35)

Os novos termos forçantes, até ordem O(ε3), são descritos por:

F1 = 0, F2 = −2φ1ξξ1
, F3 = −

[
φ1ξ1ξ1

+ 2φ1ξξ2
+ 2φ2ξξ1

]
; (2-36)

G1 = 0, G2 = −
[
η1Laζφ1 + 1

a2

(
φ2

1ξ
+ φ2

1ζ

)
t
+ 2φ1tt1

]
+ gm′(ξ)

a2 φ1ζ
, (2-37)

G3 = −

[
η2Laζφ1 + η1Laζφ2 +

1

2
η2

1Laζζφ1 +
2

a2

(
φ1ξ

φ2ξ
+ φ1ζ

φ2ζ

)
t
+

+ η1

(
φ2

1ξ
+ φ2

1ζ

)
tζ

+
1

2a4

(
φ1ξ

∂

∂ξ
+ φ1ζ

∂

∂ζ

) (
φ2

1ξ
+ φ2

1ζ

)

+ 2φ2tt1
+

2

a2
φ1ζ

φ1ζt1
+

2

a2
φ1ξ1

φ1ξt
+

2

a2
φ1ξ

φ1ξt1
+

2

a2
φ1ξ

φ1tξ1
+

+ 2η1φ1ζtt1
+ 2φ1tt2

+ φ1t1t1

]
+ η1g

m′(ξ)

a2
φ1ζζ

+ g
m′(ξ)

a2
φ2ζ

−

− g
m′(ξ)2

a3
φ1ζ

+ 2
m′(ξ)

a3

(
φ2

1ξ
+ φ2

1ζ

)
t
+

m′
ξ(ξ)

a3
φ1ξφ1t, (2-38)

H1 = φ1t
, H2 = φ2t

+ 1
2a2

(
φ2

1ξ
+ φ2

1ζ

)
+ φ1t1

+ η1φ1ζt
, (2-39)

H3 = φ3t
+ φ1ξ

φ2ξ
+ φ1ζ

φ2ζ
+ η1φ2ζt

+ η2φ1ζt
+

+
1

2
η2

1φ1ζζt
+

η1

2a2

(
φ2

1ξ
+ φ2

1ζ

)
ζ
+ φ2t1

+ φ1ξ
φ1ξ1

+ φ1t2
+ η1φ1ζt1

−
m′(ξ)

a3

(
φ2

1ξ
+ φ2

1ζ

)
. (2-40)

Note o efeito do parâmetro a, indicando topografias de grande amplitude.
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Observação 2.7 Na análise a ser apresentada a seguir, o regime para escalas

rápidas não pode ser considerado, uma vez que para tal caso deveŕıamos adotar

uma representação de M da forma:

M(ξ) = 1 + εm(
ξ

ε
). (2-41)

A presença do ξ dividido por ε, altera os subproblemas que aparecem

no momento da análise assintótica, quando os termos até ordem O(ε3) são

agrupados. Por exemplo, a presença da derivada em relação a ξ na equação (2-21)

que vai gerar o termo
1

ε
M(ξ).

Voltando ao problema em questão seguimos a análise do artigo de Mei

e Hancock [15], que esta restrita a topografias suaves de pequena amplitude.

Através do uso da aplicação conforme podemos adaptá-la a este caso mais geral

de topografias de grande amplitude.

As soluções em todas as ordens são expressas por:

φn = 〈φn〉 + φ′
n, ηn = 〈ηn〉 + η′

n, n = 1, 2, 3, . . .

Os forçantes também podem ser escritos desta forma:

Fn = 〈Fn〉 + F ′
n, Gn = 〈Gn〉 + G′

n, Hn = 〈Hn〉 + H ′
n.

(i) O Problema em Primeira Ordem

Visto que F1 = G1 = 0, a solução em primeira ordem não é afetada pelo

efeito da topografia, deste modo:

φ′
1 = η′

1 = 0; φ1 = 〈φ1〉, η1 = 〈η1〉.

Lembrando que a fase da onda é ψ = kξ − ω t, temos como solução em

primeira ordem um trem de ondas monocromático propagando da esquerda para

direita:

〈φ1〉 = φ10 −
g cosh Q

2 ω cosh q

(
iAeiψ + ∗

)
(2-42)

〈η1〉 =
1

2

(
Aeiψ + ∗

)
, (2-43)

onde φ10 = φ10(ξ1, ξ2, t1, t2, . . .) representa o potencial de ondas longas, aqui

A = A (ξ1, ξ2, t1, t2, . . .) denota o termo dominante da amplitude, Q = k (ζ + 1),

q = kh = k (com a aplicação conforme h = 1) e ∗ denota o complexo conjugado.

A relação de dispersão que relaciona a freqüência da onda ω e o número de onda

k aqui é descrita por:
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ω2 =
gk

a
tanh q. (2-44)

Aqui o efeito do a indica uma profundidade efetiva diferente de 1. Este é o único

ponto em que esta difere da solução de primeira ordem para o caso de fundo plano

do Caṕıtulo anterior. Destacamos que para M = 1 + εm(ξ), a expressão de ω é

semelhante a do fundo plano (1-22).

Observação 2.8 Usaremos a linearidade do problema e o fato de que 〈m′〉 = 0,

para encontrar as soluções em O(ε2) e O(ε3).

(ii) O Problema em Segunda Ordem

Os termos forçantes podem ser decompostos em uma parte determińıstica

〈. . .〉 e uma parte aleatória (. . .)′, dependendo das flutuações m′(ξ) ou de soluções

parciais afetadas por elas.

〈F2〉 = −
a ω cosh Q

sinh q

(
∂A

∂ξ1

eiψ + ∗

)
, F ′

2 = 0;

〈G2〉 = −

[
η1Laζφ1 +

1

a2

(
φ2

1ξ
+ φ2

1ζ

)
t
+ 2φ1tt1

]
, G′

2 = g
m′(ξ)

a2
φ1ζ

;

〈H2〉 = 〈φ2t
〉 +

1

2a2

(
φ2

1ξ
+ φ2

1ζ

)
+ φ1t1

+ η1φ1ζt
, H ′

2 = φ′
2t

.

Observamos que as equações para 〈φn〉 e 〈ηn〉, (n = 1, 2) são semelhantes às

equações apresentadas para fundo plano no Caṕıtulo anterior.

Resolveremos o problema para 〈φ2〉. A presença de termos quadráticos nos

forçantes nos motiva a escrever 〈φ2〉, 〈F2〉 e 〈G2〉 como séries envolvendo modos

de Fourier de modo análogo a (1-21) na seção (1), ou seja,

{〈φ2〉, 〈F2〉, 〈G2〉} =
2∑

j=−2

eijψ {〈φ2j〉, 〈F2j〉, 〈G2j〉} , (2-45)

Deste modo obtemos:

〈F20〉 = 0, 〈F21〉 = −
aω cosh Q

sinh q

∂A

∂ξ1

, 〈F22〉 = 0; (2-46)

〈G20〉 = 0, 〈G21〉 = −
aω2 cosh q

k sinh q

∂A

∂t1
, 〈G22〉 =

(2 + a)iω3A2

4 sinh2 q
. (2-47)

Substituindo (2-45), (2-46)-(2-47) em (2-32)-(2-34) obtemos os subproble-

mas de valor de contorno para j = 0, 1 e 2.

Para j = 0 temos um problema de valor de contorno homogêneo, cuja

solução é:

〈φ20〉 = 〈φ20〉(ξ1, ξ2, t1, t2, . . .) = 〈φ20〉
∗.
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Para j = 1, o problema fica da forma:

(
∂2

∂ζ2
− k2

)
φ21 = −

aω cosh Q

sinh q

∂A

∂ξ1

, −1 < ζ < 0,

(
g

a

∂

∂ζ
− ω2

)
φ21 =

aω2 cosh q

k sinh q

∂A

∂t1
, ζ = 0,

∂φ21

∂ζ
= 0, ζ = −h.

Como podemos observar, para j = 1, o problema não é homogêneo. Logo

temos que nos preocupar com a condição de compatibilidade. Usando a Fórmula

de Green descrita em (1-31) obtemos que:

a

g
G21 =

∫ 0

−1

(
F21

cosh Q

cosh q

)
dζ, (2-48)

de onde resulta que: ∂A

∂t1
+ C̃g

∂A

∂ξ1

= 0, (2-49)

onde
C̃g =

∂ω

∂k
=

ω

2k

(
1 +

2k

sinh 2k

)
, (2-50)

ou seja, em termos dominantes a velocidade da amplitude do trem de ondas é

afetada pelo parâmetro a, devido à relação de dispersão (2-44).

Seguindo os passos do Caṕıtulo anterior, a solução que satisfaz o problema

de valor de contorno acima é:

〈φ21〉 =
−aω

2k2 sinh q

∂A

∂ξ1

(Q sinh Q) .

Para j = 2 obtemos como solução

〈φ22〉 = −
(a + 2)iA2 ω

16 sinh4 q
cosh 2Q.

A solução total para a parte determińıstica em segunda ordem é:

〈φ2〉 = φ20−
aω

2 k2 sinh q
(Q sinh Q)

(
∂A

∂ξ1

eiψ + ∗

)
−

(a + 2)

16

ω cosh 2Q

sinh4 q

(
iA2e2iψ + ∗

)
.

〈η2〉 =

{
−

1

g
φ10t1

−
k

2a2 sinh 2q
|A|2

[
2a(−a sinh2 q + cosh2 q)−1

]}
+

1

2 ω

(
i
∂A

∂t1
eiψ+∗

)
−

−
aq sinh q

2 k cosh q

(
i
∂A

∂ξ1

eiψ + ∗

)
+

k cosh q(2 cosh2 q + a)

8a2 sinh3 q

(
A2e2iψ + ∗

)
.

Os resultados a serem obtidos para a componente (. . .)′ da solução de

segunda ordem são novos. Na abordagem por aplicação conforme a topografia
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afeta a condição de fronteira na superf́ıcie livre. No trabalho de Mei e Hancock

[15], ela afeta a condição de Neumann no fundo. O uso do mapeamento conforme

traz outras vantagens que serão destacadas a posteriori.

O problema em segunda ordem apresenta efeito da topografia através do

forçante G′
2 = g

m′(ξ)

a2
φ1ζ

. Vamos resolver o problema para φ′
2:

(
∂2

∂ξ2
+

∂2

∂ζ2

)
φ′

2 = 0, −1 < ζ < 0, (2-51)

(
∂2

∂t2
+

g

a

∂

∂ζ

)
φ′

2 = g
m′(ξ)

a2
φ1ζ

, ζ = 0, (2-52)

∂φ′
2

∂ζ
= 0, ζ = −1. (2-53)

Observa-se pela expressão de G′
2 que φ′

2 é forçado por somente um modo de

Fourier. Vamos procurar soluções da forma:

φ′
2 = φ′

21 e−iω t + ∗, η′
2 = η′

21 e−iω t + ∗.

Para tal devemos obter a solução do problema de valor de contorno para φ′
21:

(
∂2

∂ξ2
+

∂2

∂ζ2

)
φ′

21 = 0, −1 < ζ < 0, (2-54)

(
g

a

∂

∂ζ
− ω2

)
φ′

21 = g
m′(ξ)

a2

(
−

aω

2
i A eikξ

)
, ζ = 0, (2-55)

∂φ′
21

∂ζ
= 0, ζ = −1. (2-56)

Vale lembrar que A = A (ξ1, ξ2, t1, t2, . . .) denota uma modulação lenta da ampli-

tude, independente de ξ.

Resolvemos este problema usando uma função de Green G (ξ, ζ; ξ′), definida

por

Gξξ + Gζζ = 0, −1 < ζ < 0, (2-57)

Gζ −
aω2

g
G = δ(ξ − ξ′), ζ = 0, (2-58)

Gζ = 0, ζ = −1. (2-59)

A condição de contorno (2-55) foi dividida por g e multiplicada por a antes de ser

tranformada na equação (2-58). G satisfaz a condição de radiação para infinito.

Para maiores detalhes ver Apêndice B, destacamos que G (ξ, ζ; ξ′) = G (|ξ − ξ′|, ζ).

A solução encontrada para φ′
21, usando o Teorema de Green é:
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φ′
21 =

−iAω

2

∫ ∞

−∞

m′(ξ′)eikξ′G (|ξ − ξ′|, ζ) dξ′. (2-60)

Segue que:

φ′
2 = −

iAω

2

∫ ∞

−∞

m′(ξ′)e−ikrG (|r|, ζ) dr eiψ + ∗,

com r = ξ − ξ′ (dr = −dξ′).

(iii) O Problema em Terceira Ordem

A solução 〈φ3〉 depende de 〈F3〉 e 〈G3〉, assim o problema determińıstico

desta ordem é afetado pela esperança matemática da topografia devido à presença

dos termos: g

a2 〈m
′(ξ)φ′

2ζ
〉 e g

a3 〈m
′(ξ)2〉φ1ζ

em 〈G3〉, a saber:

〈F3〉 = −
[
φ1ξ1ξ1

+ 2φ1ξξ2
+ 2〈φ2ξξ1

〉
]
; (2-61)

〈G3〉 = −

[
〈η2〉Laζφ1 + η1Laζ〈φ2〉 +

1

2
η2

1Laζζφ1 +
2

a2

(
φ1ξ

〈φ2ξ
〉 + φ1ζ

〈φ2ζ
〉
)

t
+

+ η1

(
φ2

1ξ
+ φ2

1ζ

)
tζ

+
1

2a4

(
φ1ξ

∂

∂ξ
+ φ1ζ

∂

∂ζ

) (
φ2

1ξ
+ φ2

1ζ

)

+ 2〈φ2tt1
〉 +

2

a2
φ1ζ

φ1ζt1
+

2

a2
φ1ξ1

φ1ξt
+

2

a2
φ1ξ

φ1ξt1
+

2

a2
φ1ξ

φ1tξ1
+

+ 2η1φ1ζtt1
+ 2φ1tt2

+ φ1t1t1

]
+

g

a2
〈m′φ′

2ζ
〉 −

g

a3
〈m′(ξ)2〉φ1ζ

. (2-62)

Novamente a presença de termos quadráticos nos forçantes motiva-nos a

usar diferentes harmônicos na expressão da solução, deste modo procuramos uma

solução da forma:
〈φ3〉 = 〈φ30〉 +

(
〈φ31〉e

iψ + ∗
)

+ . . . (2-63)

Para tal devemos escrever a expressão de 〈F3〉 e 〈G3〉 também em diferentes

harmônicos de modo análogo à expressão (2-63) e comparar com (2-61) e (??).

Deste modo verificamos que

〈F30〉 = −
∂2φ10

∂ξ2
1

,

〈F31〉 = −
i a ω

k sinh q

[
Q sinh Q +

1

2
cosh Q

](
∂2A

∂ξ2
1

)
−

aω cosh Q

sinh q

(
∂A

∂ξ2

)
,
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〈G30〉 = −
∂2φ10

∂t1
2

−
a2ω2

4 sinh2 q
(AA∗)t1 +

aω3

2 k sinh2 q
(AA∗)ξ1 +

+
ω3

4k sinh2 q

{
2q

sinh 2q

(
cosh2 q(2 − a − a2) − (1 − a2) +

(a − a2)

2

)
+

+ (1 − a)(2 cosh2 q − 1 +
a

2
)
}

(AA∗)ξ1

〈G31〉 =
ω3 a k cosh q

16 sinh5 q
{ Ξ } i|A|2A −

ω k

sinh 2q

(
∂φ10

∂t1
−

2 ω cosh2 q

ak

∂φ10

∂ξ1

)
i A +

+
i g

2 ω

∂2A

∂t21
−

aω2q

k2
i

∂2A

∂ξ1∂t1
+

aω2 cosh q

k sinh q

∂A

∂t2
− iA gβa +

gω

2a2
〈m′(ξ)2〉iA,

onde

Ξ =
{
(6a2 + 2) cosh4 q + (37 − 45a2) cosh2 q + 1 + (36a2 − 28) − 2 tanh2 q

}
,

βa =
gk sinh q

2ω a3 cosh q

∫ ∞

−∞

〈m′(ξ)m′(ξ′)〉e−ikrGζ (|r|, 0) dr. (2-64)

Em resumo, o problema de valor de contorno para o j-ésimo harmônico de

〈φ3〉 é:

(
∂2

∂ζ2
− j2k2

)
〈φ3j〉 = 〈F3j〉, −1 < ζ < 0, (2-65)

(
g

a

∂

∂ζ
− j2ω2

)
〈φ3j〉 = 〈G3j〉, ζ = 0, (2-66)

∂〈φ3j〉

∂ζ
= 0, ζ = −1. (2-67)

Para j = 0, a solução homogênea é constante em ζ, então a condição de

compatibilidade é

a

g
〈G30〉 =

∫ 0

−1

〈F30〉dζ. (2-68)

Substituimos 〈F30〉 e 〈G30〉 em (2-68) e obtemos uma equação que descreve uma

onda longa (nas variáveis lentas ξ1, t1) gerada pela modulação de uma onda curta

(em ψ):

a
∂2φ10

∂t1
2

− g
∂2

∂ξ1
2φ10 =

a2ω3

2 k sinh2 q
(AA∗)ξ1 −

a3ω2

4 sinh2 q
(AA∗)t1 +

+
a ω3

4 k sinh2 q
(Υ) (AA∗)ξ1 , (2-69)

onde

Υ=

{
(1 − a)(2 cosh2 q − 1 +

a

2
)+

2q

sinh 2q

(
cosh2 q(2 − a − a2)−(1 − a2)+

(a − a2)

2

)}
.

(2-70)
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Para j = 1, usando a Fórmula de Green (1-31), obtemos uma condição de

compatibilidade semelhante a (2-48):

a

g
〈G31〉 =

∫ 0

−1

〈F31〉
cosh Q

cosh q
dζ. (2-71)

Substituindo 〈F31〉 e 〈G31〉 em (2-71) obtemos:

∂A

∂t2
+ C̃g

∂A

∂ξ2

−
iω q cosh2 q

k2 sinh 2q

∂2A

∂ξ1
2 +

i

2 ω

∂2A

∂t1
2
−

−
ik2A

2 aω cosh2 q

(
∂φ10

∂t1
−

2 ω cosh2 q

ak

∂φ10

∂ξ1

)
−

i q sinh q

k cosh q

∂2A

∂ξ1∂t1
+

+
i ω k2

16 sinh4 q
{Ξ} |A|2A − iA βa + 〈m′(ξ)2〉

iAω

2a2
= 0. (2-72)

Multiplicando (2-72) por ε, somando (2-49) à equação, utilizando as relações (1-

57) (Caṕıtulo 1) e considerando que φ10 e A são funções de apenas duas escalas

transcritas em ξ1 e t1, isto é,

∂

∂ξ1

+ ε
∂

∂ξ2

→
∂

∂ξ1

,
∂

∂t1
+ ε

∂

∂t2
→

∂

∂t1
,

obtemos um aprimoramento de (2-49):

(
∂A

∂t1
+C̃g

∂A

∂ξ1

)
+ iε

{
−

1

2

(
∂2ω

∂k2

)
∂2A

∂ξ1
2 +

ωk2

16 sinh4 q
{Ξ} |A|2A−

−

(
k2

2 aω cosh2 q

∂φ10

∂t1
−

k

a2

∂φ10

∂ξ1

)
A

}
− iεAβ̃a =0, (2-73)

onde

β̃a =
(
βa −

ω

2a2
〈m′(ξ)2〉

)
, com (2-74)

βa =
gk sinh q

2ω a3 cosh q

∫ ∞

−∞

〈m′(ξ)m′(ξ′)〉e−ikrGζ (|r|, 0) dr

e ainda

−
1

2

∂2ω

∂k2
=

C̃g

2

2 ω
−

ω q cosh2 q

k2 sinh 2q
+

q sinh q

k cosh q
C̃g > 0.

A equação (2-73) é uma equação de Schrödinger não linear (SNL) unidimen-

sional modificada pelo termo linear com o coeficiente complexo e determińıstico

β̃a. As equações (2-73) e (2-69) governam a evolução lenta da envoltória A de

ondas moduladas lentamente e do potencial de ondas longas φ10.
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2.3.1
O que podemos observar nas equações (2-73) e (2-69) quando as compara-
mos com as equações (2.44) e (2.39) obtidas em [15] por Mei e Hancock?

Quando fazemos a = 1, as equações (2-73), (2-69), (2.44) e (2.39) ficam

iguais a menos do termo com β̃a que equivale ao β em (2.44) de Mei e Hancock

[15]. Vamos comparar estes termos. Primeiramente usemos as definições C.3 e C.2

do Apêndice C, para escrever em β̃a a função de correlação como

〈m′(ξ)m′(ξ′)〉 = σ2γ(r),

onde o coeficiente de correlação γ é uma função par e real de r = ξ − ξ′ e σ2 é a

variância. Deste modo podemos reescrever o coeficiente β̃a da forma:

β̃a =

(
gkσ2 sinh q

2ω a3 cosh q

∫ ∞

−∞

γ(r)e−ikrGζ (|r|, 0) dr −
ω

2a2
〈m′(ξ)2〉

)
. (2-75)

O coeficiente β descrito em (2.37) de Mei e Hancock [15], sem perda de generali-

dade, pode ser escrito como:

β =
g(kσ)2

2ω cosh2 q

∫ ∞

−∞

{(
d

dr
− ik

)2

γ(r)

}
e−ikrG (|r|,−h) dr. (2-76)

No contexto deles r seria x − x′, pois eles não trabalham com coordenadas

curviĺıneas e β e σ, dependem das variáveis lentas x1 e x2.

A grande diferença entre β̃a e β é que neste último é necessário o cálculo

da segunda derivada da função de correlação, enquanto que no primeiro isso não

é necessário! Este ganho é proveniente de estarmos trabalhando com a aplicação

conforme! Observe que a função de Green em β está avaliada em −h, porque

como Mei e Hancock abordam o problema (com topografias suaves e de pequena

amplitude, e fazem expansões em torno desta), eles obtiveram as equações (2-73)

e (2-69) da análise assintótica das equações de ondas aquáticas (um problema

de Neumann) com as informações da topografia na condição de fundo. Quando

usamos a aplicação conforme, a informação da topografia passa para a condição de

fronteira na superf́ıcie livre. Na análise assintótica usamos a derivada da função de

Green avaliada na superf́ıe livre em repouso, evitando assim derivadas de funções

que correspondem à topografia, neste caso a função de correlação. A função de

Green que obtivemos também é diferente da obtida por eles porque as condições

de contorno foram modificadas pela aplicação conforme (mais detalhes sobre a

função de Green estão no Apêndice B). Outra verificação de consistência entre

os modelos é que quando fazemos a = 1 e β̃a = 0 recuperamos o resultado

apresentado por Mei [14] para fundo plano.
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2.4
Forma Clássica de uma Equação de Schrödinger Não Linear (SNL) com
Amortecimento

Seguindo um procedimento semelhante ao realizado no Caṕıtulo 1, podemos

escrever a equação de Schrödinger para a envoltória de ondas A de forma

desacoplada do potencial de ondas longas φ10. Resultará a forma clássica de

uma equação de Schrödinger não linear, modificada por um termo linear com

coeficiente complexo.

Fazendo a mudança de variáveis:

ν = ξ1 − C̃g t1, τ = ε t1,

temos que
∂

∂t1
= ε

∂

∂τ
− C̃g

∂

∂ν
e

∂

∂ξ1

=
∂

∂ν
.

Substituindo na equação (2-69) e a integrando com respeito a ν obtemos:

∂φ10

∂ν
= S(τ) −

(
a2ω2(akC̃g + 2ω cosh2 q) + aω3(Υ)

)

4k sinh2 q(g − aCg
2)

|A|2 + O(ε), (2-77)

onde S(τ) é uma função arbitrária de τ . Substituindo este resultado em (2-73)

retornando às variáveis originais ξ1, t1 e eliminando termos com ordem O(ε2),

obtemos:

(
∂A

∂t1
+C̃g

∂A

∂ξ1

)
+ iε

{
ω

k2
α1

∂2A

∂ξ1
2 +ωk2α2|A|2A +

k

a2

(
1 +

aC̃g

2cp cosh2 q

)
S(t1)A

}
−

−iεAβ̃a = 0, (2-78)

cp é a velocidade de fase definida por cp = w/k e

α1 = −
k2

2ω

∂2ω

∂k2
, com ω2 =

gk

a
tanh q (2-79)

α2 =
ω k2

16 sinh4 q

{
(6a2+2)cosh4 q+(37−45a2) cosh2 q + 1+(36a2−28)− (2-80)

−2 tanh2 q
}
−

(
a C̃g/cp+2 cosh2 q

)2

2 a sinh2 2q

(
q

tanh q
− C̃g

2

cp

)−

(
a C̃g/cp+2 cosh2 q

)
(Υ)

2 a2 sinh2 2q

(
q

tanh q
− C̃g

2

cp

) .

Podemos ainda realizar transformações de forma a escrever a equação (2-78)

numa forma mais simplificada. Façamos a transformação:

A(x1, t1) =
1

ε
Ã(x1, t1)e

P (t1), (2-81)
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com

P (t1) = iεβ̃art1 − iε
k

a2

(
1 +

aC̃g

2cp cosh2 q

)∫
S(t1)dt1, (2-82)

onde β̃ar e β̃ai são respectivamente as partes real e imaginária de β̃a. Vamos

substituir (2-81) em (2-78) e retornar à coordenada curviĺınea original ξ e à

coordenada t. Deste modo podemos escrever:

1

ε2

(
∂Ã

∂t
+C̃g

∂Ã

∂ξ

)
+ i

{
ωα1

k2

1

ε2

∂2Ã

∂ξ2
+

1

ε2
ωk2α2|Ã|2Ã

}
+ Ãβ̃ai = 0,

multiplicando por −iε2 temos que:

−i

(
∂Ã

∂t
+C̃g

∂Ã

∂ξ

)
+

ω

k2
α1

∂2Ã

∂ξ1
2 +ωk2α2|Ã|2Ã − iÃε2β̃ai = 0,

Seja σ0 a raiz quadrada da variância dimensional (desvio padrão) da per-

turbação no coeficiente da superf́ıcie livre (M = a + εm′(ξ)), que é de ordem ε.

Se σ0 = εσ ⇒ ε =
σ0

σ
⇒ ε2 =

(k σ0)
2

(k σ)2
⇒ ε2β̃ai = (k σ0)

2 β̃ai

(k σ)2
. Reescreveremos a

equação acima com o coeficiente β̂ai =
β̃ai

(k σ)2
(que contém informações sobre a

função de correlação da topografia - vide expressão (2-75)).

− i

(
∂Ã

∂t
+C̃g

∂Ã

∂ξ

)
+

ω

k2
α1

∂2Ã

∂ξ1
2 +ωk2α2|Ã|2Ã − iÃβ̂ai(kσ0)

2 = 0. (2-83)

Visando obter a equação SNL cúbica clássica, a equação (2-83) pode ainda ser

escrita de forma mais simples. Introduziremos o sistema de coordenadas viajantes

e adimensionais:

B = Ã/A0, χ = k2A0(ξ − C̃gt)
√

|α2|/α1, τ = |α2|(kA0)
2ωt.

Então

∂

∂t
= |α2|(kA0)

2ω
∂

∂τ
− k2A0C̃g

√
|α2|/α1

∂

∂χ
e

∂

∂ξ
= k2A0

√
|α2|/α1

∂

∂χ
.

Substituindo as novas variáveis e suas respectivas derivadas em (2-83) e

dividindo a equação primeiramente por A0 e depois por |α2|(kA0)
2ω, obtemos:

−i
∂B

∂τ
+

∂2B

∂χ2
+

α2

|α2|
|B|2B − iΘB = 0, (2-84)

onde

Θ =
β̂ai

ω|α2|

(
σ0

A0

)2

. (2-85)
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A equação (2-84) é uma equação de Schrödinger cúbica com amortecimento

na forma adimensional para uma envoltória de ondas B. Esta forma permite

o estudo da estabilidade de ondas de Stokes seguindo Johnson [12], conforme

veremos a seguir.

2.5
Ondas de Stokes: Estabilidade versus Topografia

Analisaremos como podemos relacionar estabilidade das Ondas de Stokes

com a topografia. Em (2-84) a informação da topografia está nos coeficientes de

não linearidade α2, que depende da profundidade efetiva a, e no coeficiente de

amortecimento Θ, que depende da função de correlação através de β̂ai. O efeito da

topografia no coeficiente de não linearidade é nossa contribuição e não foi obtido

por Mei e Hancock [15].

Mei e Hancock em [15] fizeram uma análise da interferência de Θ na

estabilidade das soluções, também analisaram a interação entre o amortecimento

gerado pelo termo −iΘB (a aleatoriedade presente na topografia) e a não

linearidade do termo
α2

|α2|
|B|2B. No modelo de Mei e Hancock (equação (4.7)

de [15]) toda informação da topografia está no coeficiente Θ. Eles verificaram

que para o caso de valores de Θ grande, em relação à não linearidade, as

bandas laterais (em Fourier) inicialmente instáveis crescem, podem oscilar e

trocar energia com a onda portadora; no entanto, depois de um longo intervalo

de tempo, tanto as bandas laterais quanto a onda portadora decaem devido

ao amortecimento pela topografia. Para o caso de valores de Θ pequeno o

amortecimento já é percept́ıvel depois de um intervalo de tempo curto.

Como Mei e Hancock já fizeram a análise da estabilidade usando o

parâmetro Θ, faremos uma análise detendo-nos na novidade do nosso modelo:

o coeficente α2, uma vez que este apresenta informação da batimetria através da

profundidade efetiva a.

Usaremos uma solução da equação de Schrödinger não linear e faremos um

estudo da estabilidade de ondas de Stokes. Ondas de Stokes são ondas periódicas,

com um “ansatz” monocromático. Por causa do efeito da não linearidade estas

ondas acabam apresentando algumas peculiaridades.

Escreveremos a equação (2-83) de uma forma mais simples, um pouco

diferente do que foi feito acima, mas seguindo os mesmos passos. Primeiro

consideraremos β̂ai = 0, de modo que as informações estat́ısticas da topografia

estarão contidas somente nos outros coeficientes. Assim, podemos isolar os

efeitos destes coeficientes. Introduzindo o sistema de coordenadas viajantes e
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adimensionais:

B = Ã/A0, χ = k2A0(ξ − C̃gt), τ = (kA0)
2ωt,

obtemos:
−i

∂B

∂τ
+ α1

∂2B

∂χ2
+ α2|B|2B = 0, (2-86)

com α1 e α2 dados em (2-79) e (2-80). A partir das expressões destes coeficientes

observamos que α1 independe de a enquanto que α2 depende, ou seja, depende da

profundidade efetiva e assim sendo depende de 〈m〉. Devido a este fato faremos

um estudo sobre a relação entre estabilidade das onda de Stokes e topografia. A

análise da estabilidade será feita seguindo Johnson [12].

Faremos o seguinte “ansatz” para as ondas de Stokes:

B = B0 ei(Kχ−Ωτ), (2-87)

onde B0 é uma constante complexa e K uma constante real. Esta é uma onda

plana não linear com amplitude constante, que será solução da equação (2-86),

desde que Ω satisfaça a relação de dispersão:

Ω = α2|B0|
2 − α1 K2. (2-88)

Aqui, α1 e α2 são funções de k (> 0), o número de onda da onda portadora (2-43);

K(> 0) é o número de onda da modulação. Se escolhermos o número de onda

desta solução como sendo unicamente k, então fazemos K = 0.

Para estudar questões de estabilidade procuramos uma solução que na sua

forma inicial é dada com uma pequena perturbação em torno de uma onda plana

não linear. De acordo com esta proposta definimos

B = B0 (1 + ∆b) ei(−Ωτ+∆θ), (2-89)

onde b = b(χ, τ), θ(χ, τ) (ambas tidas como funções reais) e lembrando que K = 0

e deste modo a relação de dispersão (2-88) fica da forma

Ω = α2|B0|
2. (2-90)

No que segue consideraremos ∆ um parâmetro pequeno. Substituindo (2-89)

em (2-86) obtemos

− {∆bτ + i(1 + ∆b)(∆θτ − Ω)}B0E (2-91)

+ α1

{
∆bχχ + 2i∆2bχθχ + ∆(1 + ∆b)(iθχχ − ∆θ2

χ)
}

B0E (2-92)

+α2(1 + ∆b)3B0|B0|
2
E = 0, (2-93)

onde E é o termo exponencial em (2-89). Os termos que não são de O(∆)

cancelam-se devido à relação de dispersão acima (2-90), restando então os termos
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de O(∆):

−(bτ + iθτ − ibΩ) + α1(bχχ + iθχχ) + 3α2|B0|
2b = 0.

Visto que b e θ são funções reais e usando novamente a relação (2-90) para eliminar

Ω na equação acima, temos que:

θτ + α1bχχ + 2α2|B0|
2b = 0; (2-94)

−bτ + α1θχχ = 0. (2-95)

Como as equações (2-94)-(2-95) são lineares com coeficientes constantes procu-

rararemos uma solução da forma:
(

b

θ

)
=

(
bo

θo

)
ei(κχ−µτ) + ∗, (2-96)

onde bo, θo, κ (> 0) e µ são constantes. Esta solução existe desde que
∣∣∣∣∣

iµ −κ2α1

−α1κ
2 + 2|B0|

2α2 −iµ

∣∣∣∣∣ = 0 ⇔ µ2 = (α1κ)2(κ2 − 2
α2

α1

|B0|
2). (2-97)

O critério de estabilidade fica evidente. Podemos observar que, para valores de
α2

α1

< 0, µ é real para todos os valores de κ. Isto indica um regime de estabilidade

para a onda de Stokes (2-89), visto que a perturbação persiste mas não cresce.

Entretanto se
α2

α1

> 0, teremos µ imaginário para algum κ, isto é, para

0 < κ < 2|B0|

√
α2

α1

.

Neste caso, a solução pertubada (2-89) cresce exponencialmente quando τ → ∞.

A onda de Stokes é instável à pertubações neste regime. Assim o sinal de
α2

α1
é cŕıtico para a estabilidade de certas soluções das equações SNL. Temos que
α2

α1

> 0 corresponde à equação de SNL+ (notação de Johnson [12]). Em inglês

este regime é chamado de: “focusing” 3. Para esta onda instável o crescimento

da amplitude continua até ser alcançado um balanço entre o efeito não linear e o

dispersivo presente na equação SNL+. Quando isto ocorre a solução alcança uma

estrutura em consonância com a estrutura de um soliton, ou seja, a solução não

crescerá indefinidamente (a Figura 2.11 ilustra o efeito de “focusing” para uma

onda monocromática). Tal solução não existe para
α2

α1

< 0.

Conforme este breve relato baseado na Seção 4.3.1 de Johnson [12], aspectos

sobre a estabilidade de ondas de Stokes podem ser relacionados aos coeficientes

3Informalmente dizemos que uma equação é “focusing” se a não linearidade tende a agir no
sentido de reforçar a solução quando é grande e diminúı-la quando é pequena, assim, neutralizar
os efeitos da dispersão. O oposto de “focusing” é “defocusing”.
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Figura 2.11: Representação esquemática do efeito de “focusing” em uma onda
monocromática.

α1 e α2 da equação de Schrödinger. As expressões de α1 e α2 foram apresentadas

em (2-79) e (2-80). Observem que estes coeficientes são funções do número de

onda k, uma vez que q = kh e h = 1. Além disso a profundidade efetiva a é uma

constante, um número conhecido entre 0 e 1. Portanto o comportamento de α1

e α2 pode ser examinado em função de k quando k → 0 e k → ∞. Faremos o

gráfico de α1 × k e de α2 × k (para diferentes valores de a).

0 1 2 3 4 5
0

0,1

0,2

0,3

a) Gráfico de α1 × k

a=0.1 a=0.2 a=0.3 a=0.4 a=0.5 a=0.6 a=0.7
a=0.8 a=0.9 a=1

k
5 10 15

a2

K5

K4

K3

K2

K1

0

1

2

b) Gráfico de α2 × k

Figura 2.12: Gráficos de α1 e α2 para diferentes valores de a.

O coeficiente α1 é positivo para todo k > 0, e independe de a. Porém, para

um valor de a fixo, α2 muda de sinal para um determinado valor de k. A tabela

2.1 mostra os valores aproximados deste valor cŕıtico (k0) onde o coeficiente α2

muda de sinal. Gráficos com detalhes encontram-se na Figura 2.12.

Baseados na análise feita anteriormente, podemos dizer que, para um valor

de a fixo, a onda de Stokes é estável para pequenas perturbações (supomos ∆

pequeno em (2-89)) se k < k0, isto é, para onda de Stokes suficientemente longas



Caṕıtulo 2. Equações de Evolução para um trem de ondas sobre um fundo
variável 54

a k0 ≈

1 1.363
0.9 1.609
0.8 2.272
0.7 3.528
0.6 5.592
0.5 9.393
0.4 17.142
0.3 35.245
0.2 89.536
0.1 388.6

Tabela 2.1: Valores de k onde α2 muda de sinal

(afinal k =
2π

λ
, onde λ é o comprimento de onda). Caso contrário, se k > k0,

então
α2

α1

> 0 e a onda de Stokes é instável. Assim, segundo Johnson [12], para um

valor fixo de a, com k neste intervalo, conseguimos encontrar soluções para (2-86),

cuja modulação da amplitude apresenta (em algum momento) uma estrutura de

soliton (neste caso (2-86) é do tipo SNL+).

Como podemos relacionar a estabilidade de (2-86) com a to-

pografia?

Os coeficiente α2 contém a informação estat́ıstica da topografia através do

parâmetro a (lembramos que a está relacionado com o valor de 〈m(ξ)〉). À medida

que o valor de a diminui, o valor cŕıtico k0 (onde α2 muda de sinal) aumenta,

isto é, a região com soluções potencialmente instáveis é deslocada para direita,

aumentando assim a região de estabilidade onde
α2

α1

< 0. Podemos então concluir

que diminuindo o valor do parâmetro a, ou seja aumentando a amplitude das

flutuações da topografia, regularizamos a solução: números de onda que eram

instáveis passam a ser estáveis. Em outras palavras, conforme a topografia flutua

mais, a equação passa a ser “defocusing” 4 em regiões onde antes era “focusing”.

A conclusão final sobre estabilidade × topografia é que tanto o termo

de amortecimento (com coeficiente que depende de β̂ai), como esta análise

de estabilidade (para o coeficiente do termo não linear que está relacionado

à profundidade efetiva a, e assim sendo dependente de 〈m〉) indicam que a

topografia é um agente estabilizador das soluções da SNL.

4Informalmente dizemos que uma equação é “defocusing” se a não linearidade tende a agir
de forma a dissipar a solução quando está concentrada e assim reforçar os efeitos da dispersão.



Considerações Finais

Destacamos algumas importantes aplicações do nosso modelo:

– Verificamos como a topografia do fundo marinho e/ou estruturas submersas

podem influenciar a evolução de um trem de ondas na superf́ıcie do mar de

uma região com profundidade intermediária, por exemplo, quanto ao grau

de atenuação/ estabilização das ondas.

– Entendemos a dinâmica de ondas aquáticas numa região onde já exista

ou vá existir atividade de exploração offshore. Podendo ser utilizado para

se obter informações importantes sobre questões como viabilidade/custo e

segurança de atividades de exploração de petróleo e gás nestas regiões.

A principal vantagem deste modelo é que o coeficiente variável M(ξ) (prove-

niente da aplicação conforme) possibilita representar topografias ou estruturas

submersas com perfis de grande amplitude com múltiplos valores, ou descont́ınuos,

ou aleatórios e podem ter grande variação de amplitude, entre outras pro-

priedades. Isto contrasta com o modelo apresentado por Mei e Hancock [15] que

está restrito a perfis suaves com pequena variação em relação a profundidade

média da lâmina d’água.

Como foi observado no Caṕıtulo 2, a abordagem por aplicação conforme,

trouxe algumas modificações ao problema original e vantagens para o nosso

modelo que merecem destaque:

– No problema original abordado por Mei e Hancock [15] , a informação da to-

pografia era fornecida na condição de Neumann do fundo. Após a aplicação

conforme, esta informação foi transferida para a condição de fronteira da su-

perf́ıcie livre, através do coeficiente variável M(ξ), relacionado ao Jacobiano

pela expressão (2-10).

– No coeficiente β̃a, do termo de amortecimento de (2-73), não é necessário

o cálculo da segunda derivada da função de correlação, diferentemente do

caso apresentado por Mei e Hancock [15] onde isso é necessário. Observa-se

que a função de Green que aparece no coeficiente β̃a também é diferente da

obtida por eles, porque o problema original foi modificado pela aplicação

conforme (mais detalhes sobre a Função de Green estão no Apêndice B).
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– A equação de Schrödinger (2-84) obtida apresenta informações sobre a

topografia em mais de um coeficiente, inclusive no que está agregado ao

termo não linear, α2. Este parâmetro contém informações estat́ısticas da

topografia (em (2-31) temos que a = 1+ 〈m(ξ)〉). Tal fato possibilitou fazer

um estudo sobre a relação entre o efeito de estabilidade e a profundidade

efetiva a. Variando o valor do parâmetro a descobrimos novas regiões onde

uma SNL pode mudar de “focusing” para defocusing”, isto é, torna-se

estável.

– De um modo geral, observamos através do estudo de estabilidade apresen-

tado em Mei e Hancock [15], como na análise feita na Seção 2.5, que tanto o

coeficiente do termo de amortecimento Θ, como o coeficiente do termo não

linear α2 em (2-84), indicam que a topografia é um agente estabilizador da

equação de Schrodinger não linear.

Pretendemos continuar este trabalho desenvolvendo simulações numéricas

para o modelo. Como aplicações futuras do trabalho podemos vislumbrar ainda:

– Simulações numéricas que forneçam previsões rápidas e confiáveis sobre a

evolução das ondas numa determinada região. Tais informações podem ser

utilizadas para prevenir acidentes naturais como grandes distúrbios em alto

mar. Também pode ter aplicação direta na indústria do petróleo: utilizado-

se tais simulações para auxiliar nas operações de instalações de plataformas

e nas pesquisas sobre custo/benef́ıcio das operações de produção offshore.



A
Aplicação de Schwarz-Christoffel (SC)

A aplicação SC é uma transformação conforme f que leva o semi-plano

superior {ζ ∈ C : Imζ > 0} em um poĺıgono. A idéia por trás da transformação

SC e suas variações é que a aplicação conforme f pode ter a derivada expressa

na forma de um produtório
f ′ =

∏
fk (A-1)

utilizando certas funções auxiliares fk. A importância desta estrutura na forma

de produto é que
arg f ′ =

∑
arg fk. (A-2)

Como a aplicação de SC se presta a mapear regiões com fronteiras poligonais

esta propriedade do argumento descrita acima, é de importância vital. Assim se

formos capazes de construir fk tais que arg fk sejam funções degrau (com saltos),

então arg fk será uma função constante por partes e f(z) irá mapear o eixo real

em uma poligonal. No processo de construção da aplicação a parte mais dif́ıcil

está relacionado ao mapeamento da fronteira, isto é, mapear a fronteira do plano

complexo Ωz - domı́nio f́ısico, corretamente na fronteira do plano complexo Ωw -

domı́nio canônico, onde w = f(z) (veja a figura Figura A.1).

Figura A.1: Representação esquemática da Aplicação Conforme SC

Uma das versões do Teorema de existência de tal aplicação é dada a seguir.

Teorema A.1 (Teorema para a fórmula de Schwarz-Christoffel) Seja P o inte-

rior de um poĺıgono Γ. Sejam os vértices definidos pelos pontos w1,w2,. . .,wn e, em

cada vértice, os ângulos interiores α1π,α2π,. . .,αnπ no sentido anti-horário. Seja

f uma aplicação conforme qualquer no semiplano superior do poĺıgono P , com a

pré-imagem de wn no infinito (simbolicamente f(∞) = wn). Então a fórmula de
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SC para o semiplano (como domı́nio canônico) é:

f(z) = C + c

∫ z n−1∏

k=1

(ζ − zk)
αk−1dζ, (A-3)

para valores complexos das constantes C e c. Os pontos zk são as pré-imagens

dos vértices wn.

Prova. Veja página 11 de Driscoll e Trefethen [4] ¥

Observação A.2 A versão computacional da aplicação de Schwarz-Christoffel,

um Toolbox do Matlab desenvolvido pelo Prof. Dricoll, foi uma ferramenta de

muita utilidade para nos auxiliar no processo de modelagem e perceber quais

perfis marinhos estão englobados no nosso modelo dependendo da representação

do coeficiente da superf́ıcie livre M(ξ). Esta ferramenta computacional também

foi utilizada, em [16], por Nachbin . Em [17], Nachbin e Zárate apresentam um

breve tutorial ao Schwarz-Christoffel Toolbox (SCT). Maiores detalhes também

podem ser encontrados no livro de Driscoll e Trefethen ([4]) ou no site do Driscoll

([5]) onde se pode baixar o SCT.



B
Função de Green

Para obter a função de Green resolvemos o problema (2-57)-(2-59) aplicando

o par de transformadas de Fourier:

Ĝ(α, ζ) =

∫ ∞

−∞

G(r, ζ)e−iαrdr; (B-1)

G(r, ζ) =
1

2π

∫ ∞

−∞

Ĝ(α, ζ)eiαrdα. (B-2)

Deste modo o problema se reduz a resolver o problema de valor de contorno de

uma equação diferencial ordinária:

− α2Ĝ + Ĝζζ = 0, −1 < ζ < 0, (B-3)

Ĝζ −
aω2

g
Ĝ = e−iαξ′ , ζ = 0, (B-4)

Ĝζ = 0, ζ = −1. (B-5)

A solução é:
Ĝ = e−iαξ′ cosh α(ζ + 1)

α sinh α − a ω2

g
cosh α

. (B-6)

Consequentemente

G (ξ, ζ; ξ′) =
1

2π

∫ ∞

−∞

cosh α (ζ + 1)

α sinh α − aω2

g
cosh α

eiα(ξ−ξ′)dα. (B-7)

Considerando α real,−∞ < α < ∞, (B-7) não está bem definido porque o

integrando apresenta singularidades em α = k e α = −k. Com efeito, verificamos

que estes valores anulam o denominador do integrando:

α sinh α −
aω2

g
cosh α = 0,

α sinh α −
a

g

gk sinh q

a cosh q
cosh α = 0,

α sinh α − k
sinh q

cosh q
cosh α = 0,

α
sinh α

cosh α
= k

sinh q

cosh q
.
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Uma escolha aceitável é especificar um contorno C que é recuado acima

de α = −k e abaixo de α = k, o que elimina a singularidades no denominador

(Figura B.1 ).

Figura B.1: Contorno C

Podemos rescrever (B-7) da forma:

G (r, ζ) =
1

2π

∫

C

f(α, ζ)eiαrdα, (B-8)

onde f(α, ζ) =
cosh α (ζ + 1)

α sinh α − aω2

g
cosh α

, α é complexo e r = ξ − ξ′.

A escolha deste contorno produz soluções satisfazendo a condição de ra-

diação no infinito (ver Ablowitz [1] págs. 292 e 293). Uma condição de ra-

diação é uma condição de contorno especial, que especifica a direção das on-

das nas fronteiras. No nosso problema original (em coordenadas cartesianas), as

ondas estão indo da esquerda para a direita e propagam sobre um fundo com

topografia variável. A presença de topografia reflete as ondas, deste modo es-

peramos que em x = −∞ tenhamos ondas “entrando”(“incoming waves”) e

“saindo”(“outgoing waves”) - refletidas, enquanto que em x = ∞ as ondas estão

apenas “saindo”(sendo transmitidas). Não há ondas “entrando”em x = ∞, esta

é a configuração do nosso problema original e não é alterada pela aplicação con-

forme, ou seja, o mesmo vale em relação ξ. Em resumo, temos ondas indo para

direita, e−ik(ξ−ct) e ondas indo para esquerda, e−ik(ξ+ct), com o contorno adotado.

Garantimos que, no nosso problema, só temos e−ik(ξ−ct) em ξ = ∞, mas ambas

as formas em ξ = −∞.

Observamos que f(α, ζ) se anula quando Im(α) → ∞ ou Re(α) →

∞. Se ξ > ξ′ escolhemos o contorno circular fechado no semi-plano superior

(CR ∪ (C ∩ [−R, R]) - ver Figura B.2). Pelo Lema de Jordan (ver Ablowitz [1],

pág. 222), a integral ao longo de CR se anula quando o raio vai para infinito. Logo

a integral (B-8) é igual a soma dos reśıduos em k e nos polos imáginários ikn,

onde k é dado pela relação de dispersão ω2 =
gk

a
tanh kh (h = 1) e

ω2 =
gk

a
tanh iknh = −

gk

a
tan knh, (h = 1) n = 1, 2, 3, . . .
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Figura B.2: CR ∪ (C ∩ [−R,R])

Analogamente, para ξ < ξ′, escolhemos o contorno circular fechado no semi-

plano inferior. Pelo Lema de Jordan, a integral ao longo do semi-ćırculo inferior

se anula quando o raio vai para infinito. Aqui a integral (B-8) é igual a soma dos

reśıduos em −k e nos polos imáginários −ikn. Portanto em ambos os casos, G

pode ser reescrita como:

G(|r|, ζ) =
1

2π

∫

C

f(α, ζ)eiα|r|dα = iRes(f(α, ζ)eiα|r|; k) + (B-9)

+ i
∑

n

Res(f(α, ζ)eiα|r|; ikn).

Podemos escrever f(α, ζ) da forma f(α, ζ) =
L(α, ζ)

I(α)
, onde

L(α, ζ) = cosh α(ζ + 1),

I(α) = α sinh α −
aω2

g
cosh α.

Segue de (B-9) que

G(|r|, ζ) = ieik|r|L(k, ζ)

I ′(k)
+ i

∑

n

e−kn|r|
L(ikn, ζ)

I ′(ikn)
, (B-10)

onde

L(k, ζ) = cosh k(ζ + 1),

L(ikn, ζ) = cosh ikn(ζ + 1) = cos kn(ζ + 1).

Observamos ainda que

I ′(α) = α cosh α +

(
1 −

aω2

g

)
sinh α,
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e deste modo, obtemos

I ′(k) = k cosh k +

(
1 −

aω2

g

)
sinh k

=
1

sinh k

(
sinh2 k + k cosh k sinh k −

aω2

g
sinh2 k

)

=
1

sinh k

(
sinh2 k + k cosh k sinh k −

aω2

g
(1 − cosh2 k)

)

=
1

sinh k

(
sinh2 k +

aω2

g
+ k cosh k sinh k −

aω2

g
cosh2 k

)

=
1

sinh k

(
sinh2 k +

aω2

g

)
. (B-11)

Consequentemente

I ′(ikn) =
1

i sin kn

(
− sin2 kn +

aω2

g

)
.

Substituindo L(k, ζ), L(ikn, ζ), I ′(k) e I ′(ikn) em (B-9) obtemos

G(|r|, ζ) = ieik|r| cosh k(ζ + 1) sinh k

sinh2 k + aω2

g

+i
∑

n

e−kn|r|
cos kn(ζ + 1)i sin kn

aω2

g
− sin2 kn

= ieik|r| cosh k(ζ + 1) sinh k

sinh2 k + aω2

g

−
∑

n

e−kn|r|
cos kn(ζ + 1) sin kn

aω2

g
− sin2 kn

. (B-12)

Calculando a derivada de G em relação a ζ obtemos:

Gζ(|r|, ζ)= ieik|r|k sinh k(ζ + 1) sinh k

sinh2 k + aω2

g

+
∑

n

e−kn|r|
kn sin kn(ζ + 1) sin kn

aω2

g
− sin2 kn

. (B-13)

Em ζ = 0, temos que

Gζ(|r|, 0) = ieik|r| k sinh2 k

sinh2 k + aω2

g

+
∑

n

e−kn|r|
kn sin2 kn

aω2

g
− sin2 kn

. (B-14)

Este termo aparece na expressão de βa em (2-64).



C
Definições de probabilidade

Definição C.1 O desvio padrão de uma variável aleatória X é definido como:

σX =
√〈

(X − 〈X〉)2〉 =
√

〈X2〉 − 〈X〉2

onde 〈X〉 é o valor esperado de X.

Definição C.2 Se 〈X〉 é o valor esperado (a média) da variável aleatória X,

então a variância é

var(X) =
〈
(X − 〈X〉)2〉 .

Isto é, é o valor esperado do quadrado do desvio de X da sua própria média.

A variância mede a dispersão de cada ponto em torno da média. Outra notação

pode ser var(X) = σX
2.

Definição C.3 Sejam duas variáveis aleatórias X e Y com valores esperados

〈X〉 e 〈Y 〉 e desvios padrão σX e σY . O coeficiente de correlação γ(X, Y ) é

definido como:

γ(X, Y ) =
cov(X,Y )

σXσY

=
〈(X − 〈X〉) (Y − 〈Y 〉)〉

σXσY

onde cov significa covariância. A correlação é definida apenas se ambos desvios

padrões são finitos e diferentes de zero. Pelo corolário da desigualdade de Cauchy-

Schwarz, a correlação não pode exceder 1 em valor absoluto.
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