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Resumo

Na primeira etapa do trabalho, de�nimos os termostatos gaussianos e discutimos duas abordagens pos-
síveis: como um �uxo de Weyl e como um �uxo conformalmente Hamiltoniano. Estudar os termostatos
gaussianos como �uxo de Weyl tem uma perspectiva mais geométrica e, sob essa perspectiva, é possível
mostrar uma relação entre curvatura e decomposição dominada. Um termostato gaussiano visto como
um �uxo conformalmente Hamiltoniano é um exemplo de dinâmica conformalmente simplética. Os
sistemas dinâmicos conformalmente simpléticos satisfazem a simetria do espectro de Lyapunov.

A segunda etapa do trabalho consiste em estabelecer propriedades dinâmicas para os termostatos
gaussianos. Mostramos que o conjunto dos termostatos gaussianos Kupka-Smale é genérico. A segunda
propriedade é um teorema pertubativo que consiste numa versão do lema de Franks para os termostatos
gaussianos. Mostramos também uma dicotomia entre robustez de transitividade e existência de um
número arbitrário de órbitas atratoras ou repulsoras, que utiliza como ferramentas principais o conceito
de transições adaptado ao contexto conformalmente simplético e o teorema perturbativo.

Palavras-chave: termostatos gaussianos, dinâmica conformalmente simplética, �uxo de Weyl, �uxo
conformalmente Hamiltoniano.
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Introdução

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, E : M −→ TM um campo vetorial sobre M . Chamamos de
termostato gaussiano o �uxo φ : TM −→ TM cujas órbitas η(t) = (x(t), v(t)) satisfazem as equações

ẋ = v

∇vv = E − g(E,v)
g(v,v) v

Os termostatos gaussianos podem ser abordados como �uxo de Weyl. Seja (M, g) uma variedade
Riemanniana, o �uxo de Weyl é o �uxo geodésico reparametrizado por comprimento de arco de uma
conexão ∇̂ simétrica e compatível com a estrutura de Weyl (e não compatível com a métrica), que pode
ser escrita em termos da conexão Riemanniana ∇

∇̂XY = ∇XY + γ(X)Y + γ(Y )X − g(X,Y )E.

em que γ é uma 1-forma sobreM . Mostramos que, em termos da conexão Riemanniana, uma órbita
η do �uxo de Weyl satisfaz a mesma equação do termostato gaussiano.

Para um �uxo geodésico, curvatura negativa implica hiperbolicidade. Não temos mais o mesmo
para o �uxo de Weyl, porém ainda podemos recuperar algo:

Teorema A. Se a curvatura seccional da estrutura de Weyl é menor do que zero em todo ponto de M
então o �uxo Weyl tem decomposição dominada transversal.

Mesmo em regiões de curvatura zero, podemos ter decomposição dominada:

Teorema B. Seja Λ ⊂ SM um subconjunto invariante do �uxo de Weyl com curvatura seccional Λ
menor ou igual a zero e para θ = (x, v) ∈ Λ tem-se γ(v) > 0. Então Λ tem decomposição dominada
transversal.

Outro tipo de abordagem para os termostatos gaussianos é como um �uxo conformalmente Ha-
miltoniano. Se a 1-forma γ de�nida a partir do campo vetorial E por γ(·) = g(E, ·) é fechada então
os termostatos gaussianos são um exemplo de dinâmica conformalmente simplética. Assim, dada uma
variedade Riemanniana (M, g) de�nimos Xg(M) ⊂X ∞(M) como o conjunto dos campos vetoriais que
de�nem uma 1-forma γ fechada. Sistemas conformalmente simpléticos são aplicações que preservam
uma 2-forma ω em uma variedade M . A 2-forma ω é não-degenerada e satisfaz dω = γ ∧ ω em que γ é
uma 1-forma fechada. Apesar de não ω não ser simplética, a condição anterior garante que localmente
ω pode ser multiplicada por uma função não nula, obtendo assim uma estrutura simplética. A prin-
cipal propriedade destes sistemas está em [12] e consiste na simetria do espectro de Lyapunov. Esta
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abordagem permite a realização da segunda parte do trabalho em que consideramos um subconjunto
especial de X ∞(M):

De�nição. De�nimos o conjunto Xg(M) ⊂ X ∞(M) como o conjunto dos campos vetoriais E que
de�nem a 1-forma γ(.) = g(E, .) fechada.

Um termostato gaussiano (M, g,E) sobre uma variedade compacta M é Kupka-Smale se as órbitas
fechadas são hiperbólicas e se as interseções heteroclinicas são transversais. Provamos o seguinte fato:

Teorema C. O conjunto dos campos vetoriais que de�nem termostatos gaussianos Kupka-Smale é
genérico em Xg(M).

Provamos também um teorema perturbativo que é uma versão do lema de Franks para termostatos
gaussianos.

Teorema D. Sejam E ∈ Xg(M) ∩X r(M), 4 ≤ r ≤ ∞, θ um ponto de uma órbita periódica η do
termostato gaussiano (M, g,E) e T : T̂θSM → T̂θSM o cociclo derivada transversal ao longo de η.

Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que dada uma perturbação L de T com ‖L − T‖ < δ então existe
Ẽ ∈ Xg(M) com d(Ẽ, E)C1 < ε que de�ne o termostato gaussiano (M, g, Ẽ) tal que η é órbita e o
cociclo derivada transversal associado a θ é L.

A di�culdade deste resultado reside no fato de que perturbações do termostato gaussiano são per-
turbações da métrica g e do campo vetorial E. Porém estas perturbações não são de natureza local
pois perturbar a métrica ou o campo externo numa vizinhança da variedade signi�ca uma perturbação
em todo um cilindro no espaço tangente onde o �uxo está de�nido.

Finalmente, provamos uma dicotomia entre robustez de transitividade e existência de poços e fontes
arbitrários para os termostatos gaussianos:

Teorema E. Seja E ∈Xg(M) e η uma órbita periódica do tipo sela hiperbólica do termostato gaussiano
(M, g,E) cujo �uxo é φ.

Para V uma vizinhança de η, vale uma das alternativas:

(i) a classe homoclinica H(η, φ) ⊂ V admite decomposição dominada

(ii) dados uma vizinhança U ⊂ H(η, φ) ⊂ V , k ∈ N e ε > 0, existe Ẽ ∈ Xg(M) com d(Ẽ, E)C1 <
ε tal que o termostato gaussiano (M, g, Ẽ) possui k órbitas períódicas atratoras ou repulsoras
arbitrariamente próximos de η cuja órbita está contida em V .

Para demonstrar o teorema, as ferramentas principais são o conceito de transições adaptado ao
contexto conformalmente simplético e o teorema perturbativo.

Finalmente, terminamos o trabalho com um estudo dos termostatos gaussianos em S2. Mostramos a
existência de seção transversal global para um termostato gaussiano. O interesse nesta seção transversal
é que, como projeto futuro, possamos garantir a existência de órbitas elíticas.
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Parte I

De�nições e ferramentas básicas

3





CAPÍTULO 1

Dinâmica conformalmente simplética

Neste capítulo preliminar, são introduzidos os conceitos para o estudo da dinâmica conformalmente
simplética. Este é um capítulo mais técnico, com o intuito de mostrar que os sistemas conformalmente
simpléticos são mais gerais que os simpléticos e intimamente relacionados a estes. Estão determinados
por uma 2-forma Ω em uma variedade M não-degenerada que satisfaz dΩ = γ ∧Ω com γ uma 1-forma
fechada. Esta última hipótese garante que localmente Ω pode ser multiplicada por uma função não
nula obtendo uma estrutura simplética.

Introduzimos o conceito de difeomor�smo e �uxo conformalmente simplético além do �uxo confor-
malmente Hamiltoniano. A principal propriedade dos sistemas conformalmente simpléticos está em [12]
e consiste na simetria do espectro de Lyapunov.

Seja Ω0 =
∑n

i=1 dpi ∧ dqi a forma simplética canônica em R2n.

Proposição 1.1 ([12]). Para uma aplicação linear invertível S : R2n → R2n são equivalentes:

1. Ω0(Su, Sv) = µΩ0(u, v) para um escalar µ > 0 e todo u, v ∈ R2n

2. Ω0(Su, Sv) = 0 se e somente se Ω0(u, v) = 0

3. Subespaços Lagrangeanos são invariantes por S

Demonstração. 1 implica 2 e 2 implica 3: Claro.

2 implica 1: Considerando a base simplética canônica {p1, . . . , pn, q1, . . . , qn} de R2n, temos que Ω0(Spi, Spj) =
0 para i, j = 1, . . . , n, Ω0(Sqi, Sqj) = 0 para i, j = 1, . . . , n e Ω0(Spi, Sqi) = µiΩ0(pi, qi) = µi
para i = 1, . . . , n com µi 6= 0. Escrevendo explicitamente Ω0(Su, Sv) e Ω0(u, v), temos que o item
2 implica que todos os µi são iguais.

3 implica 2: Suponha que Ω0(u, v) = 0. Considere um subespaço Lagrangeano E ⊂ R2 tal que
u, v ∈ E então Ω0(Su, Sv) = 0. Considerando S−1 temos a implicação contrária.

De�nição 1.1. Chamaremos de grupo conformalmente simplético, CS(R2n), o conjunto das aplicações
em SL(R2n) que satisfazem as propriedades da proposição [1.1].

Chamaremos a base simplética canônica de base conformalmente simplética no contexto deste tra-
balho.
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Observação 1.1. Dada uma aplicação conformalmente simplética sempre é possível obter uma base
conformalmente simplética associada a esta aplicação.

Proposição 1.2. Se λ é autovalor de S ∈ CS(R2n) então existe µ tal que µ
λ também é autovalor de S.

Demonstração. Sabemos que STJS = µJ , então:

p(t) = det(S − tI) = det(ST − tI)

= det(J−1(ST − tI)J)

= det(µS−1 − tI)

= detS−1det(µI − tS)

= detS−1det
(µ
t
I − S

)
t2n

Vamos descrever agora o vetor tangente a uma curva Xt de matrizes em CS(R2n) tal que

(i) X∗t JXt = µ(t)J

(ii) X0 = X

(iii) µ̇(t) = v(t)

em que µ e v são funções C∞. Um vetor Y ∈ TXCS(R2), dito in�nitesimalmente conformalmente
simplético, satisfaz

Y ∗JX +X∗JY = vJ.

Se X = I a matriz identidade então o espaço tangente neste ponto é dado pelo conjunto

T vI CS(Rn) = {Y |Y ∗J + JY = vJ}.

As matrizes em T vI CS(Rn) são da forma(
β γ
α vI − β∗

)
onde α e γ são simétricas e β é qualquer.

Proposição 1.3. O espaço tangente de uma matriz X em CS(R2n) no nível de energia v satisfaz a
relação

T v
2

X CS(Rn) = XTICS(Rn)

em que TICS(Rn) é o espaço tangente da aplicação identidade.

Demonstração. Seja Y ∈ T vI CS(Rn), substituindo Z = XY em Y ∗JX +X∗JY temos:

Y ∗X∗JX +X∗JXY = Y ∗vJ + vJY = v2J

Seja X um espaço mensurável com medida de probabilidade m e f : X −→ X uma aplicação
ergódica. Seja A : X −→ GL(R2n) aplicação mensurável e considere o cociclo associado. A partir do
teorema de Oseledets, temos o seguinte teorema.
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Teorema 1.1 ([12]). Se o cociclo mensurável A(x), x ∈ X, satisfaz a condição de integrabilidade, ou
seja

∫
X log+ ‖A(x)‖dm(x) < +∞, e tem seus valores no grupo conformalmente simplético CS(R2n)

então temos bem de�nidos os expoentes de Lyapunov λ1 < ... < λs e a bandeira

{0} = V0 ⊂ ... ⊂ Vs−1 ⊂ Vs = R2n

que satisfazem as propriedades:

1. λk + λs−k+1 = b onde b =
∫
X log |detA(x)|dm(x)

2. as multiplicidades de λk e λs−k+1 são iguais, para k = 1, 2, ..., s

3. Vs−k é o complemento ortogonal de Vs com respeito a Ω0.

A partir de agora consideramos M uma variedade diferenciável.

De�nição 1.2. Uma 2-forma Ω sobre uma variedade diferenciavel M é dita conformalmente simplética
se é

1. não-degenerada

2. dΩ = γ ∧ Ω onde γ é uma 1-forma fechada.

Chamamos variedade conformalmente simplética o par (M,Ω).

O fato de w ser não-degenerada implica que M tem dimensão par.

Proposição 1.4. Seja (M,Ω) variedade conformalmente simplética. Localmente, existe Ω
′
tal que M

é uma variedade simplética com estrutura simplética (M,Ω
′
).

Demonstração. Pelo lema de Poincaré, seja U : M −→ R tal que localmente γ = dU . Então

d(e−UΩ) = d(e−U ) ∧ Ω + e−UdΩ = 0.

Portanto, localmente a forma Ω
′

= e−UΩ é simplética em M .

Observação 1.2. Variedades simpléticas são exemplos de variedades conformalmente simpléticas. Isto
acontece quando γ ≡ 0 ou a função U está de�nida globalmente.

De�nição 1.3. Sejam (M,Ω1) e (N,Ω2) variedades conformalmente simpléticas tais que dΩ1 = γ1∧Ω1

e dΩ2 = γ2 ∧ Ω2. Dizemos que f : M −→ N é um difeomor�smo conformalmente simplético se
f∗Ω2 = eβΩ1 com β : M −→ R. Denotamos CSk(M,N) o conjunto dos difeomor�smos conformalmente
simpléticos f : M −→ N e quando M = N denotamos simplesmente CSk(M)

Proposição 1.5. A função β não é qualquer, ela satisfaz dβ = f∗(γ2)− γ1

Demonstração.
d(f∗Ω2) = d(eβΩ1)
f∗(dΩ2) = eβdβ ∧ Ω1 + eβdΩ1

f∗(γ2 ∧ Ω2) = eβdβ ∧ Ω1 + eβγ1 ∧ Ω1

f∗(γ2) ∧ f∗(Ω2) = eβ(dβ + γ1) ∧ Ω1

f∗(γ2) ∧ eβΩ1 = eβ(dβ + γ1) ∧ Ω1

eβf∗(γ2) ∧ Ω1 = eβ(dβ + γ1) ∧ Ω1

f ′(γ2 − γ1 − dβ) ∧ Ω1 = 0

Assim β deve satisfazer
dβ = f∗(γ2)− γ1.
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A partir da igualdade (fn)∗Ωfn(x) = e
∑n−1
k=0 β(fk(x))Ωx denotaremos βn(x) =

∑n−1
k=0 β(fk(x)).

De�nição 1.4. Seja f : (M,Ω) −→ (M,Ω) um difeomor�smo conformalmente simplético e β :
M −→ R tal que f∗Ω = eβΩ. Uma ε-perturbação conformalmente simplética de f é um difeomor�smo
g : (M,Ω) −→ (M,Ω) conformalmente simplético ε-próximo de f que preserva a mesma estrutura
conforme, ou seja, ‖f − g‖ < ε e g∗Ω = eβΩ.

De�nição 1.5. Seja um conjunto U ⊂ CSk(M), um difeomor�smo f ∈ U e uma órbita periódica η de
f . Uma cirurgia de f na vizinhança de η em U é um caminho contínuo h : [0, 1]→ U tal que

(i) h(0) = f

(ii) η é órbita periódica de h(t) para todo t ∈ [0, 1]

(iii) Existe vizinhança V de η tal que ‖(h(t)− f)|V c‖ = 0 para todo t ∈ [0, 1]

Proposição 1.6. Existem coordenadas, que chamaremos de coordenadas conformalmente simpléticas,
que consistem num difeomor�smo local conformalmente simplético entre (M,Ω) e (R2n, w0) com w0 a
forma simplética canônica.

Demonstração. Do teorema de Darboux, temos a existência de coordenadas simpléticos que são um
simplectormor�smo local h entre (M, Ω̃ = e−UΩ) e (R2n, w0) com w0 a forma simplética canônica.
Chamamos g = e−U , e sabemos que h : R2n −→ M satisfaz h∗(Ω̃) = w0. Mas h∗(Ω̃) = h∗(gΩ) =
(g ◦ h)h∗Ω. Logo, h∗(Ω) = 1

g◦hΩ0 e β = 1
g◦h .

Observação 1.3 (Coordenadas locais). Seja f : (M,Ω) −→ (M,Ω) difeomor�smo conformalmente
simplético tal que y = f(x). Por [1.4], existem vizinhanças Vx e Vy e aplicações gx e gy de x e y,
respectivamente, tais que

d(gxΩ) = 0

d(gyΩ) = 0

Sejam hx e hy coordenadas simpléticas locais nas vizinhanças de x e y, respectivamente. Então
podemos trabalhar em coordenadas locais

(M,Ω) (M,Ω)

(R2n,Ω0) (R2n,Ω0)

f

f̃

hx hy

Assim,

f̃∗Ω0 = β̃Ω0

em que β̃ é dada por β̃ = (gy ◦ f ◦ hx)(β ◦ hx)(gx ◦ hx)−1.

Se (M,Ω) é uma variedade conformalmente simplética e f : M −→ M um difeomor�smo confor-
malmente simplético. A diferencial de f induz um cociclo sobre M , de�nido por

A(x) = dfx, x ∈M

Este cociclo é conformalmente simplético e se �xarmos uma probabilidade invariante e ergódica m
em M , que assumimos compacta, satisfazendo a condição de integrabilidade temos então simetria do
espectro de Lyapunov.
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Teorema 1.2. Seja f : M −→M um difeomor�smo conformalmente simplético e A(x), x ∈ X, o coci-
clo derivada associado a f . Se A(x) satisfaz a condição de integrabilidade, ou seja

∫
X log+ ‖A(x)‖dm(x) <

+∞, então temos bem de�nidos os expoentes de Lyapunov λ1 < ... < λs e a bandeira

{0} = V0 ⊂ ... ⊂ Vs−1 ⊂ Vs = R2n

que satisfazem as propriedades:

1. λk + λs−k+1 = b onde b =
∫
X log |detA(x)|dm(x)

2. as multiplicidades de λk e λs−k+1 são iguais, para k = 1, 2, ..., s

3. Vs−k é o complemento ortogonal de Vs com respeito a Ω.

Passamos ao estudo dos �uxos: conformalmente simpléticos e conformalmente Hamiltonianos.

De�nição 1.6. Dado um �uxo X ∈ X r(M), dizemos que X̃ ∈ X r(M) é uma ε-perturbação de X se
existe aberto V ∈M tal que

(i) Em V vale ‖X − X̃‖ < ε

(ii) Em V c, X ≡ X̃

De�nição 1.7. Dado um �uxo X ∈ X r(M) e η uma órbita periódica de X, dizemos que a família
continua h : [0, 1]→X r(M) é uma cirurgia de X se

(i) h(0)= X

(ii) η é orbita periódica de h(t) para todo t ∈ [0, 1]

(iii) Existe vizinhança V de η tal que ‖h(t)−X‖Uc = 0 para t ∈ [0, 1]

Seja M variedade diferenciável, F : M → TM campo de vetores tal que F (x) 6= 0 para todo x ∈M
emM e φ o �uxo associado. O campo F é invariante pela diferencial do �uxo dxφ, x ∈M .Devido a este
fato, podemos realizar o quociente do �brado tangente TM pelo campo F e denotamos este quociente
T̂M .

De�nição 1.8. Seja π : TM → T̂M a projeção de v ∈ TxM em T̂xM . A composição Atx = π ◦ dφtx :
T̂xM → T̂φt(x)M de�ne o cociclo derivada transversal associado a φ ou aplicação linear de Poincaré.

Relação entre a aplicação linear de Poincaré e a aplicação de Poincaré: Dado η = {φt(v)|t ∈
[0, τ ], v ∈ TM} um segmento de órbita de comprimento τ com condição inicial v, considere Σ0 e Στ

seções transversais a η para t = 0 e τ , respectivamente. Seja P : Σ0 −→ Στ a aplicação de Poincaré
correspondente. Se as seções Σ0 e Στ são escolhidas de forma que sejam ortogonais a η então a diferencial
dη(0)P é a aplicação linear de Poincaré Aτx : T̂xM −→ T̂φτ (x)M .

De�nição 1.9. SejaM variedade com dim(M) = 2n+1, φ um �uxo sobreM , At : T̂M → T̂M o cociclo
derivada transversal associado a φ e uma 2-forma Ω de�nida no quociente T̂M , Ωx : T̂M × T̂M → R
x ∈M , tal que

(i) Ω é não degenerada

(ii) existe uma 1-forma γ de�nida no quociente T̂M , γx : T̂M → R, tal que dΩ = γ ∧ Ω

(iii) existe β : M −→ R em que
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(π ◦ φtx)∗Ω = e
∫ t
0 β(φsx)dsΩ, ∀x ∈M e t ∈ R

dizemos que (M,φ,Ω) é um �uxo conformalmente simplético.

Seja η um segmento de órbita do �uxo conformalmente simplético φ. Então existem coordenadas
tal que cociclo derivada transversal satisfaz

(At)∗JAt = e
∫ t
0 β(φsx(s))dsJ

em que J =

(
0 −I
I 0

)
é matriz 2n× 2n com I a matriz identidade n× n.

Terminamos esta seção com a de�nição de �uxos conformalmente Hamiltonianos. Seja (M,Ω) uma
variedade conformalmente simplética e H : M → R uma função C∞ que chamaremos de Hamiltoniano.
Consideramos o campo vetorial F unicamente de�nido pela relação Ω(., F ) = dH.

A forma ω restrita a T̂M de�ne uma forma conformalmente simplética. De fato, de�na a função
Ω(t) = (φt)∗Ω e, calculando a derivada de Lie de Ω(t)

dΩ(t)

dt
= LFΩ(t) = γ(F (φt))Ω + γ ∧ dH = γ(F (φt))Ω

O Hamiltoniano H é uma primeira integral para o �uxo, d
dtH = dH(F ) = Ω(F, F ) = 0. Portanto,

restrito ao nível de energia, H(φt) = c, o �uxo é conformalmente simplético e, fazendo β(t) = γ(F (φt)),

(φt)∗Ω = e
∫ t
0 β(t)Ω

Finalizamos a seção com a simetria do espectro de Lyapunov para os �uxos conformalmente Hamil-
tonianos.

Teorema 1.3 ([12]). Para um �uxo conformalmente Hamiltoniano φt restrito ao nível de energia
c temos que se o cociclo derivada transversal Atx(x) satisfaz a condição de integrabilidade, ou seja∫
X log+ ‖A(x)‖dm(x) < +∞, então temos bem de�nidos os expoentes de Lyapunov λ1 < ... < λs e a
bandeira

{0} = V0 ⊂ ... ⊂ Vs−1 ⊂ Vs = R2n

que satisfazem as propriedades:

1. λk + λs−k+1 = b onde b =
∫
X log |detA(x)|dm(x)

2. as multiplicidades de λk e λs−k+1 são iguais, para k = 1, 2, ..., s

3. Vs−k é o complemento ortogonal de Vs com respeito a Ω.
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CAPÍTULO 2

Termostatos Gaussianos

2.1 Estados de não equilíbrio estáveis

A mecânica estatística é dividida em duas partes: sistemas em equilibrio e sistemas fora do equilibrio.
Essa distinção surge a partir do conceito de reversibilidade: sistemas em equilíbrio são reversíveis
e sistemas fora do equilíbrio são irreversíveis. Um exemplo de sistema fora do equilíbrio é quando
colocamos um corpo quente e um corpo frio em contato. Estes corpos irão equalizar suas temperaturas e
não irão espontâneamente voltar a situação anterior. De acordo com a termodinâmica, mais exatamente
com a segunda lei da termodinâmica, a entropia de um sistema cresce enquanto este não está em
equilíbrio e assim que o equilíbrio é atingido a entropia é máxima. Portanto crescimento de entropia
corresponde a sistemas irreversíveis.

Para manter um sistema fora do equilíbrio devemos sujeitar o sistema a forças não Hamiltonianas,
assim não teremos conservação de energia e o sistema irá produzir calor. Num experimento, o excesso
de calor é eliminado por um termostato. No laboratório, o sistema que estamos interessados, o sistema
menor, é acoplado com outro sistema maior, que é chamado de termostato. O papel do termostato é
absorver o calor produzido pelo sistema menor e o estado do termostato não sofre in�uência do sistema
menor. Por exemplo, o sistema menor pode ser uma pequena quantidade de �uido cercado por uma
quantidade grande de cobre, que faz o papel do sistema grande. O cobre tem uma condutividade
termal alta e por estar em grande quantidade, a temperatura da interface �uido-cobre permanecerá
praticamente constante.

Queremos manter o sistema em estado de não equilíbrio estável e por estável queremos dizer que
a força de controle ou as variavéis termodinâmicas, como por exemplo a temperatura, são mantidas
constantes. Precisamos então introduzir o equivalente matemático de um termostato.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e E : M −→ TM um campo vetorial sobreM . O princípio
da menor restrição de Gauss é utilizado para remover o calor de forma que o estado fora do equilíbrio
seja estável. Este princípio diz que as forças de restrições Ec requeridas para impor uma restrições
precisam ser o menor possível no seguinte sentido:

D

dt
v = E + Ec com E2

c mínimo

em que v é a tangente a órbita e D
dt é a derivada covariante. Com esta abordagem, chegamos a força

de restrição
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Fc = −g(E, v)

g(v, v)
v.

2.2 Termostatos gaussianos

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e E : M −→ TM um campo vetorial sobre M . Chamamos de
termostato gaussiano o �uxo φ : TM −→ TM cujas órbitas η(t) = (x(t), v(t)) satisfazem as equações

ẋ = v

Dv
ds = E − g(E,v)

g(v,v) v

O segundo termo a direita da segunda equação corresponde ao termostato. Este termo subtrai a
componente tangencial do campo E fazendo com que somente a direção da trajetória seja alterada e
não sua velocidade. Ou seja, dada uma condição inicial θ ∈ TM , a órbita φt(θ) se mantém no mesmo
nível de energia g(φ̇t(θ), φ̇t(θ)) = c com c > 0 uma constante, para todo t ∈ R. Portanto podemos
considerar o �uxo φ restrito a um nível de energia c �xo. Mas vale notar que não necessariamente
existe uma conjugação do �uxo entre diferentes níveis de energia. Utilizaremos a notação T cM para a
restrição de TM ao nível de energia c, ou seja, T cM = {v ∈ TM |g(v, v) = c} e no caso em que c = 1,
chamamos T 1M de �brado unitário e denotamos SM .

Apresentamos alguns exemplos de termostatos gaussianos:

(i) Fluxo geodésico

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Fazendo o campo vetorial E ≡ 0 então o termostato
gaussiano é o �uxo geodésico sobre a variedade M .

(ii) Toro plano com campo externo vertical

Seja (T2, g) o toro plano, ou seja, o toro com a métrica g induzida por R2.

Escrevemos T2 = S1 × S1 e para v ∈ ST2, consideramos v = v0 + v1 a decomposição de v em v0

paralela a primeira esfera S1 da decomposição do toro e v1 paralela a segunda esfera S1.

Seja E um campo vetorial sobre T2 tal que E = E0, ou seja, o campo E só tem componente
paralela a primeira esfera S1.

Para este exemplo, a equação do termostato gaussiano em coordenadas se escreve{
v̇0 = E0 − 〈E, v〉v0

v̇1 = E1 − 〈E, v〉v1{
v̇0 = E0(1− v2

0)
v̇1 = −E0v0v1

A integral dessa EDO, supondo condição inicial da forma (v0, v1) = (0, 1), é{
v0(t) = tanh(E0t)
v1(t) = sech(E0t)

e as órbitas se comportam conforme a �gura abaixo
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T2v(t < 0)

v(t = 0)

v(t > 0)

Figura 2.1: Órbita típica do termostato gaussiano no toro plano.

(iii) Toro plano com campo externo com inclinação irracional

Seja (T2, g) o toro plano, ou seja, o toro com a métrica g induzida por R2. Considere agora E um
campo vetorial sobre T2 tal que E seja um vetor constante sobre toda o toro com inclinação irra-
cional. Para este exemplo, ainda temos um toro atrator e outro toro repulsor ambos normalmente
hiperbólicos em ST2 porém a dinâmica nestes toros é uma rotação irracional.

(iv) Generalização do exemplo no toro plano

Seja N uma variedade Riemanniana arbitrária, considere a variedade M = S1 × N munida da
métrica produto. Seja E um campo vetorial tangente a S1 de módulo constante |E|. Para v ∈ SM ,
tomamos v = v0 + v1 a decomposição de v em v0 paralela a S1 e v1 paralela a N .

A equação do termostato gaussiano na componente v0 é

v0(t) = |E|(1− v2
0).

As trajetóras do termostato gaussiano φt = (u0(t), u1(t)), com u̇i = vi, são linhas paralelas a S1

ou podem ser descritas na nesta componente como v0(t) = tanh(|E|t), supondo a condição inicial
v0 = 0.

O comprimento da projeção da trajetória do �uxo sobre N é dado por

l(u1) = 2

∫ ∞
0
|u̇1(t)|dt

= 2

∫ ∞
0
|1− tanh2(|E|t)|dt

= 2

∫ ∞
0
| tanh(|E|t)|′dt

=
2

|E|
.

Portanto a projeção de uma trajetória do �uxo sobre N é uma curva com comprimento 2
|E| com

exceção das trajetórias que se projetam num único ponto.

O termostato gaussiano apresenta um atrator A e um repulsor R global dados por se ξ ∈ A então
ξ = ( E

|E| , θ) e θ ∈ TN e se ξ ∈ R então ξ = (− E
|E| , θ) e θ ∈ TN .

Além disso, o atrator e o repulsor são normalmente hiperbólicos. De fato, considerando o atrator
temos que as órbitas tem componente normal ao atrator da forma

v1(t) = sech(|E|t)
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N

S1

v(t < 0)

v(t = 0)

v(t > 0)

Figura 2.2: Órbita típica do termostato gaussiano sobre S1 ×N .

A

R

Figura 2.3: Representação esquemática do �brado unitário S(S1×N)termostato gaussiano sobre S1×N .

em que a derivada v′1(t) = −sech(|E|t)tanh(|E|t)|E| satisfaz

|v′1(t)| < Cλt

para C = |E| e λ = e−|E|.

(v) Órbita circular

Considere uma região R do plano R2 com a métrica canônica g. Considere o campo vetorial
E(x, y) = 1

x2+y2
(−x,−y) observe que lim(x,y)→0E(x, y) =∞ e portanto vamos tomar uma função

do tipo salto φ : R2 −→ R tal que φ(x, y) = 1 se 1 ≤ x2 +y2 ≤ 2 e φ(x, y) = 0 se 1
2 ≤ x

2 +y2 ≤ 5
2 .

De�na Ẽ(x, y) = φ(x, y)E(x, y).

Considere a familia de curvas αc(t) = (x(t), y(t)) = (c sin( tc), c cos( tc)). Então α
′(t) = (cos( tc),− sin( tc)) =

1
c (−y(t), x(t)) é vetor unitário e α está parametrizada por comprimento de arco. Além disso,
α′′(t) = 1

c (− sin( tc),− cos( tc)) = 1
c2

(−x(t),−y(t)). Se considerarmos c =
√
x2 + y2 então α′′(t) =

Ẽ(x, y).

Portanto, a família de curvas αc, c ∈ [1, 2] é solução do termostato gaussiano (R2, g, Ẽ).

Um termostato gaussiano não é um �uxo homogêneo. De fato, seja η(t) = (x(t), v(t)) uma órbita e
considere x∗(t) = x(at) para a ∈ R.

ẋ∗(t) = aẋ(at) = av(at) = x∗(t)

D

dt
v∗(t) = a2D

dt
v(at) = a2(E − α)v(at)

Portanto, η∗(t) = η(at) é uma óribta do termostato gaussiano (M, g, a2E) no nível de energia igual
a a vezes o nível de η.
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Proposição 2.1. Se considerarmos uma órbita η(t) = (x(t), v(t)) do termostato gaussiano (M, g,E)
no nível de energia 1

c ( ou seja, ‖ẋ‖ = ‖v‖ = 1
c ) então η∗ = (x(ct), av(ct)) é uma órbita do termostato

gaussiano (M, g, c2E).

Além disso, o �uxo do termostato gaussiano não tem singularidades pois g(v(t), v(t)) = c com
c > 0 para todo t ∈ R. Observando os exemplos, constatamos que dados dois pontos p e q ∈ M
não necessariamente existe uma órbita que liga estes dois pontos. Finalmente os subespaços estáveis
e instáveis de um termostato gaussiano não são necessariamente Lagrangeanos (uma vez que temos
atratores, o espaço estável não pode ser Lagrangeano).

Os termostatos gaussianos são um exemplo de dinâmica conformalmente simplética e podem ser
abordados de duas formas:

• Fluxo conformalmente Hamiltoniano

Visto como �uxo conformalmente Hamiltoniano, podemos escrever os termostatos gaussianos em
coordenadas amigáveis que nos permitiram obter os resultados genéricos da tese.

• Fluxo de Weyl

Esta abordagem, mais geométrica, permite introduzir o conceito de curvatura associada a estru-
tura conformalmente simplética e obter resultados a partir do sinal da curvatura.
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CAPÍTULO 3

Fluxo de Weyl

Em 1918 H. Weyl introduziu uma generalização da geometria Riemanniana com o objetivo de formular
uma teoria de corpos uni�cada. Esta teoria falhou por razões físicas, porém continua interessante
do ponto de vista matemático. Neste capítulo, vamos estudar esta teoria sob a ótica dos sistemas
dinâmicos.

A motivação física das ideias de Weyl seguem da observação de que universo não é uma varie-
dade Riemanniana uma vez que não existe uma medida de comprimento absoluta. Ou seja, dado um
ponto, não temos um comprimento absoluto (ou uma métrica absoluta) de�nido neste ponto e sim uma
determinação deste a menos de um fator positivo.

O �uxo de Weyl coincide com o termostato gaussiano. Vamos introduzir o �uxo de Weyl, suas
características geométricas e dinâmicas e �nalmente mostrar os seguintes resultados:

Teorema A. Se a curvatura seccional da estrutura de Weyl é menor do que zero em todo ponto de M
então o �uxo Weyl tem decomposição dominada transversal.

Teorema B. Seja Λ ⊂ SM um subconjunto invariante do �uxo de Weyl com curvatura seccional Λ
menor ou igual a zero e para θ = (x, v) ∈ Λ tem-se γ(v) > 0. Então Λ tem decomposição dominada
transversal.

Considerando o trabalho de [3] para variedades de dimensão 3, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Seja Λ um conjunto compacto invariante para um �uxo X ∈X 2(M) com decomposição
dominada tal que Sing(X)∩Λ = ∅ e todos os pontos Per(X)∩Λ são selas hiperbólicas. Então Λ = Λ̃∪T
em que Λ̃ é um conjunto hiperbólico e T é a união �nita de toros irracionais.

Portanto seM é uma superfície, Λ ⊂ SM um subconjunto invariante do �uxo de Weyl φ que satisfaz
hipóteses do teorema B e os pontos em Per(φ) ∩ Λ são hiperbólicos então Λ = Λ̃ ∪ T em que Λ̃ é um
conjunto hiperbólico e T é um toro irracional. Se voltarmos ao exemplo no toro plano com campo
externo com inclinação irracional, temos que sobre os toros invariantes (atrator e repulsor) satisfazem
as hipóteses deste teorema.

3.1 Preliminares

Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n e Λ1(M) o espaço das 1-formas em M .
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De�nição 3.1. Duas métricas Riemannianas g1 e g2 em M são ditas equivalentes se g1 = eλg2 com
λ : M −→ R de classe C∞. Uma estrutura conforme em M é uma classe de equivalência G de métricas
equivalentes em M . A variedade (M,G) é dita variedade conforme.

De�nição 3.2. Uma estrutura de Weyl em M é uma aplicação F : G −→ Λ1(M) satisfazendo
F (eλg) = F (g)− dλ. Chamamos o par (M,F ) de variedade de Weyl.

Fixada uma métrica Riemanniana g0 e uma 1-forma γ0, temos F determinada por

F (eλg0) = γ0 − dλ

De�nição 3.3. Dada uma curva c : [0, 1] −→ M , considere g um elemento de G tal que em TpM ,
p ∈M , seja o produto escalar gp. De�nimos a translação ĝ do produto escalar gp ao longo da curva c

ĝc(t) = exp(

∫ t

0
c∗(F (gc(s)))ds)gc(t)

Dizemos que uma conexão é compatível com a estrutura de Weyl se o transporte paralelo de um produto
escalar é dado pela translação acima.

Lema 3.1. Uma conexão ∇̂ em um variedade de Weyl M é compatível com a estrutura de Weyl se e
somente se ∇̂g + F (g)⊗ g = 0 para todo g ∈ G.

Demonstração. Seja X um campo vetorial emM e c uma curva adaptada a X tal que c(0) = p. Seja τt
o transporte paralelo da álgebra tensorial de c(0) a c(t). Da compatibilidade com a estrutura de Weyl,
temos:

τtgc(0) = exp
( ∫ t

0
c∗F (g)

)
gc(t)

então

τ−1
t gc(t) = exp

(
−
∫ t

0
c∗F (g)

)
gc(0)

Então

(∇̂Xg)p = lim
t→0

τ−1
t gc(t) − gc(0)

t

= lim
t→0

(
exp
(
−
∫ t

0 c
∗F (g)

)
− 1
)

t
gp

=
d

dt

(
exp
(
−
∫ t

0
c∗F (g)

)∣∣
t=0

gp

= −F (g)pgp

Suponha agora que ∇̂g + F (g)⊗ g = 0 para todo g ∈ G. Seja C uma curva adaptada a um campo
vetorial X. Se g é paralelo ao longo de c então ∇̂Xg = 0 e isto implica que F (g)(X) = 0 logo ∇̂ é
compatível com a estrutura de Weyl.

Teorema 3.2. Numa variedade de Weyl (M,F ) existe uma única conexão linear ∇̂ compatível com a
estrutura Weyl e livre de torsão (ou simétrica). Sejam g métrica e 2γ a 1-forma que de�nem F , ou
seja, F (g) = 2γ. Sejam E o campo em M tal que γ = g(E, .) e ∇ a conexão Riemanniana associada a
g. Então ∇̂ é dada por

∇̂XY = ∇XY + γ(X)Y + γ(Y )X − g(X,Y )E.

Chamamos ∇̂ de conexão de Weyl.
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Demonstração. A demonstração é a mesma da existência e unicidade da conexão Riemanniana, a menos
dos seguintes fatos:

(i) Por não ser mais compatível com a métrica, a derivada tensorial satisfaz

X(g(Y,Z)) = ∇̂X(g(Y, Z)) = (∇Xg)(Y,Z)) + g(∇̂XY,Z) + g(Y, ∇̂XZ)

(ii) Da compatibilidade da conexão com a estrutura de Weyl temos

(∇̂Xg)(Y,Z) = −γ(X)g(Y,Z).

para quaisquer campos vetoriais X,Y e Z e para qualquer g ∈ G.
Suponhamos a existência da conexão ∇̂. Então

g(∇̂XY,Z) = X(g(Y, Z)) + 2γ(X)g(Y,Z)− g(∇̂XZ, Y )

Pela simetria da conexão, ∇̂XZ = [X,Z] + ∇̂ZX

g(∇̂XY,Z) = X(g(Y, Z)) + 2γ(X)g(Y,Z)− g([X,Z], Y )− g(∇̂ZX,Y )

Permutando ciclicamente X,Y e Z temos mais duas equações

g(∇̂Y Z,X) = Y (g(Z,X)) + 2γ(Y )g(Z,X)− g([Y,X], Z)− g(∇̂XY, Z)

e
g(∇̂ZX,Y ) = Z(g(X,Y )) + 2γ(Z)g(X,Y )− g([Z, Y ], X)− g(∇̂Y Z,X)

Somando as duas primeiras e subtraindo a terceira, obtemos

g(∇̂XY, Z) =
1

2

(
Xg(Y,Z) + 2γ(X)g(Y, Z)− g([X,Z], Y )

+Y g(X,Z) + 2γ(Y )g(X,Z)− g([Y,X], Z)

−Zg(X,Y )− 2γ(Z)g(X,Y ) + g([Z, Y ], X)
)

= g(∇XY, Z) + γ(X)g(Y,Z) + γ(Y )g(Z,X)− γ(Z)g(X,Y )

Além disso, expressão acima está bem de�nida e satisfaz as propriedades desejadas para ∇̂.

Proposição 3.1. A conexão de Weyl é única dentro de cada classe de equivalência de métricas, ou
seja,

∇̂gXY = ∇̂e
λg
X Y

em que ∇̂g é a conexão de Weyl associada a g e ∇̂eλg é a conexão de Weyl associada a eλg.

Demonstração. Se g e γ satisfazem igualdade ∇g+ γ ⊗ g = 0 então eλg e γ − dλ também satisfazem a
mesma igualdade e resultado segue do lema e do teorema anteriores.

Sejam c uma curva e X o campo tangente a essa curva, Y e Z campos vetoriais paralelos ao longo
de c e g o transporte paralelo de g ao longo de c. Então

X(g(Y, Z)) = ∇̂X(g(Y, Z)) = (∇Xg)(Y,Z) + g(∇̂XY, Z) + g(Y, ∇̂XZ) = 0

Isto nos diz que, se considerarmos também o transporte paralelo da métrica, podemos dizer que o
transporte paralelo de vetores (com respeito a estrutura de Weyl) preserva a norma de cada um e o
ângulo entre eles.
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Porém, se mantivermos a métrica g �xa ao longo da curva c, teremos

X(g(Y, Z)) = ∇̂X(g(Y, Z)) = −γ(x)g(Y, Z) = 0

Ou seja, o comprimento do transporte paralelo de vetores decresce exponencialmente a uma taxa
de γ(X) e o ângulo cresce exponencialmente a mesma taxa γ(X).

Assim como no caso da conexão Riemanniana, podemos falar de tensor curvatura e de curvatura
seccional para a conexão de Weyl. O tensor curvatura da conexão de Weyl é

R̂(X,Y ) = ∇̂X∇̂Y − ∇̂Y ∇̂X + ∇̂[X,Y ]

e a curvatura seccional

K̂(Π) = 〈R̂(X,Y )X,Y 〉.

Podemos relacionar a curvatura seccional Weyl com a Riemanniana

K̂(Π) = K(Π)− (E2 − E2
Π)− divΠE

em que Π é o plano gerado por X e Y ; e divΠE = 〈∇XE,X〉 + 〈∇YE, Y 〉 é o divergente parcial
do campo E, ou seja, a taxa de crescimento exponencial da área na direção Π do �uxo associado ao
campo E.

Vamos considerar agora o �uxo geodésico associado a conexão de Weyl ∇̂. Seja (M, g) uma variedade
Riemanniana e ∇̂ a conexão de Weyl. Uma geodésica em M é uma curva u : R→M que satisfaz

du
ds = w

D̂w
ds = 0

em que D̂
ds é a derivada covariante ao longo de u com respeito a conexão de Weyl.

Portanto o �uxo geodésico associado a conexão de Weyl é um �uxo φs : TM −→ TM em que a
projeção de uma trajetória de φ sobre M é uma geodésica da conexão de Weyl. O �uxo geodésico de
uma conexão Weyl não preserva nenhum �brado esférico. De fato, já vimos que o módulo do transporte
paralelo w(s) de um vetor w = w(0) pela conexão ∇̂, satisfaz ‖w(s)‖ = exp(

∫ s
0 −γ(w(t))dt)‖w(0)‖.

Vamos mostrar que é possível encontrar vizinhanças convexas do �uxo geodésico de uma conexão
Weyl.

Proposição 3.2. O �uxo geodésico de uma conexão Weyl é homogêneo com respeito a estrutura de
Weyl.

Demonstração. Seja u : I → M uma geodésica da conexão de Weyl. Considere ũ(s) = u(as) para um
escalar a. A curva ũ satisfaz: 

dũ
ds (s) = aw(as) = w̃(s)

D̂w̃
ds (s) = a2 D̂w

ds (as) = 0

Proposição 3.3. Dado p ∈ M existem um aberto V1 ⊂ TM , p ∈ V1, números δ1 > 0 e ε1 > 0 tal que
se U = {(q, w); q ∈ V1, w ∈ TqM, |w| < ε1} então

u : (−δ1, δ1)× U −→M
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é uma aplicação C∞ e tal que para cada q ∈ V1 e v ∈ TqM , com |w| < ε1, a aplicação s −→ u(s, q, w) ,
s ∈ (−δ1, δ1), é a única órbita do �uxo geodésico associado a Weyl conexão que no instante s = 0 passa
por q com velocidade w.

Demonstração. Segue do teorema de existência e unicidade para equações diferenciais.

A partir da proposição anterior, podemos associar o �uxo geodésico de uma conexão Weyl de uma
variedade compacta a uma constante δ tal que todas órbitas deste �uxo estejam de�nidas no intervalo
(−δ, δ) e com este número de�nir a aplicação C∞, êxpp : TM −→M ,

êxpp(w) = u(
δ

2
, p, w)

que chamamos de aplicação exponencial.

Proposição 3.4. A aplicação exponencial êxpp é um difeomor�smo local.

Demonstração.

d(êxpp)(0) =
d

dt
u(
δ

2
, p, sw)

∣∣∣
s=0

=
d

ds
u(s

δ

2
, p, w)

∣∣∣
s=0

= w

Chamamos de vizinhança normal de p a imagem de uma bola Bε(0) ⊂ TpM pela aplicação expo-
nencial êxpp.

Teorema 3.3. Para cada p ∈ M existe uma vizinhança V2 de p e um número ε2 > 0, tais que, para
cada q ∈ V2, êxpp é um difeomor�smo em Bε2(0) e êxpq(Bε2(0)) ⊃ V2, isto é, V2 é vizinhaça normal
de cada um de seus pontos.

Demonstração. Sejam V1 e ε1 dados pela proposição 3.3. De�na U = {(q, w) ∈ TM ; q ∈ V1, w ∈

TqM, |w| < ε1} e F : U −→M ×M por F (q, w) = (q, êxpq(w)) e observe que dF(p,0) =

(
I 0
I I

)
.

Deste último teorema podemos concluir que dados dois pontos q1 e q2 ∈ V2 existe uma única órbita
do �uxo geodésico associado a conexão de Weyl u ligando q1 a q2.

Se a variedadeM é compacta, existe uma constante rinj , chamada raio de injetividade tal que dado
p ∈M a aplicação exponecial é um difeomor�smo entre uma bola B(0, rinj) ∈ TpM e sua imagem por
êxpp em M.

3.2 Fluxo de Weyl

De�nição 3.4. Seja g ∈ G. Chamamos de �uxo de Weyl o �uxo φt : SM → SM obtido pela
reparametrização por comprimento de arco (em relação a g) do �uxo geodésico da conexão de Weyl.

De fato, a de�nição acima não depende da métrica, depende somente de G:

Proposição 3.5. Duas métricas na mesma classe de equivalência produzem o mesmo �uxo de Weyl.

Demonstração. Segue da unicidade da conexão de Weyl e da homogeneidade do �uxo geodésico com
respeito a estrutura de Weyl.
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Seja u uma geodésica de ∇̂ e ψ : R→ R a reparametrização de u por comprimento de arco, tal que

η(t) = u(ψ(t)) e u(s) = η(ψ−1(s)).

Suponha que du
ds = w e dη

dt = v então

w = v
dt

ds
= v‖w‖

d‖w‖
ds

= −γ(w)‖w‖

d‖w‖
dt

= −γ(w)
‖w‖
‖w‖

= −γ(w)

e

0 = ∇̂ww
= ∇ww + 2γ(w)w − ‖w‖2E

= ∇v dt
ds
v
dt

ds
+ 2γ

( dt
ds
v
) dt
ds
v −

∥∥∥ dt
ds
v
∥∥∥2
E

=
dt

ds
v
( dt
ds

)
v +

( dt
ds

)2
∇vv + 2

( dt
ds

)2
γ(v)v −

( dt
ds

)2
‖v‖2E

= −
( dt
ds

)2
γ(v)v +

( dt
ds

)2
∇vv + 2

( dt
ds

)2
γ(v)v −

( dt
ds

)2
‖v‖2E

Portanto, em termos da conexão Riemanniana, a equação do �uxo de Weyl se escreve{
ẋ = v

∇vv = E − γ(v)v

Considere a aplicação I(x, v) = (x,−v). Chamamos um �uxo φ que satisfaz a identidade

φt ◦ I = I ◦ φ−t

de reversível. Portanto, na variedade base M , seguir o �uxo negativo para uma condição inicial (x, v)
é igual ao �uxo positivo com condição inicial (x,−v).

φt

φt

(x, v)

(x,−v)

Figura 3.1: Diagrama representando a homogeneidade do �uxo de Weyl.
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Proposição 3.6. O �uxo de Weyl é reversível.

Demonstração. Uma órbita η : I → TM do �uxo de Weyl η(t) = (x(t), v(t)) com condição inicial
η(0) = (x, v) satisfaz

ẋ(t) = v(t)

v̇(t) = E(x(t))− α(x(t), v(t))v(t).

em que α(x(t), v(t)) = gx(t)(v(t), v(t)).
Considere a curva η∗(t) = I ◦ φ−t(x, v) = (x(−t),−v(−t)). A�rmamos que η∗ é uma solução do

�uxo de Weyl com condições iniciais (x,−v). De fato,

ẋ∗(t) = −ẋ(−t)
= −v(−t)
= v∗(t)

v̇∗(t) = v̇(−t)
= E(x(−t))− α(x(−t), v(−t))v(−t)
= E(x(−t))− α(x(−t),−v(−t))(−v(−t))
= E(x∗(t))− α(x∗(t), v∗(t))v∗(t)

Portanto φt ◦ I = I ◦ φ−t.

De�nição 3.5. Analogamente ao que foi feito para o �uxo geodésico da conexão Weyl, sobre o �uxo de
Weyl de uma variedade compacta podemos de�nir a aplicação C∞, expp : TM −→M ,

expp(w) = u
(
ψ
(δ

2

)
, p, w

)
em que ψ é a reparametrização da geodésica u por comprimento de arco. chamamos esta aplicação de
aplicação exponencial.

Proposição 3.7. A aplicação exponencial expp é um difeomor�smo local.

Demonstração.

d(expp)(0) =
d

dt
u
(
ψ
(δ

2

)
, p, sw

)∣∣∣
s=0

=
d

ds
u
(
sψ
(δ

2
), p, w

)∣∣∣
s=0

= w

Chamamos de vizinhança normal de p a imagem de uma bola Bε(0) ⊂ TpM pela aplicação expo-
nencial expp.

Teorema 3.4. Para cada p ∈ M existe uma vizinhança V2 de p e um número ε2 > 0, tais que, para
cada q ∈ V2, expp é um difeomor�smo em Bε2(0) e expq(Bε2(0)) ⊃ V2, isto é, V2 é vizinhaça normal
de cada um de seus pontos.
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Demonstração. Sejam V1 e ε1 dados pela proposição 3.3. De�na U = {(q, w) ∈ TM ; q ∈ V1, w ∈

TqM, |w| < ε1} e F : U −→M ×M por F (q, w) = (q, expq(w)) e observe que dF(p,0) =

(
I 0
I I

)
.

Deste último teorema podemos concluir que dados dois pontos q1 e q2 ∈ V2 existe uma única órbita
do �uxo de Weyl η ligando q1 a q2.

Se a variedadeM é compacta, existe uma constante rinj , chamada raio de injetividade tal que dado
p ∈M a aplicação exponecial é um difeomor�smo entre uma bola B(0, rinj) ∈ TpM e sua imagem por
expp em M.

3.3 Propriedades dinâmicas do �uxo de Weyl

Para um �uxo geodésico, curvatura negativa implica hiperbolicidade. O mesmo não é verdadeiro
para o �uxo de Weyl, porém ainda podemos recuperar algo: em dimensão dois curvatura negativa
ainda implica hiperbolicidade ([20]) e em dimensões maiores provaremos que curvatura menor que zero
implica decomposição dominada.

Seja M uma variedade de dimensão n+ 1, φ : M →M um �uxo sobre M e T t : T̂xM → T̂φt(x)M o
cociclo derivada transversal associado a φ (ver de�nição na seção [1.8]).

De�nição 3.6. Dizemos que φ tem decomposição dominada (transversal) se T̂M pode ser decomposto

T̂M = E ⊕ F

e existem C > 0 e 0 < λ < 1

‖T t|E(x)‖‖T−t|F (φt(x))‖ < Cλt ∀x ∈M

Se φ é um �uxo de Weyl com decomposição dominada (transversal), então T̂ SM se decompõe em
dois sub�brados invariantes

T̂θSM = E+(θ)⊕ E−(θ)

O subespaço E+ é de�nido por (E− é de�nido analogamente)

E+(θ) =
⋂
t

AtC+(φ−t(θ)).

Podemos representar os subespaços invariantes E+(θ) e E−(θ) como grá�cos de operadores de�nidos
no subespaço ortogonal a v, ou seja:

E+(θ) = {(ξh, ξv) ∈ T̂θSM | ξv = U(θ)ξh}
E−(θ) = {(ξh, ξv) ∈ T̂θSM | ξv = V (θ)ξh}

A reversibilidade do �uxo φ implica que se θ = (x, v) então U(x, v) = −V (x,−v). De fato, temos
que se E é invariante então I(E) também é e, além disso, os dois únicos subespaços invariantes são
E+ e E−. A reversibilidade implica que a dinâmica relevante encontra-se no quociente de ŜxM dado
pela relação de equivalência: dados u, v ∈ ŜxM então u ∼ v se e somente se u = ±v. Logo para cada
repulsor temos um atrator correspondente e vice-versa. De fato, se Λu é um repulsor e U é sua bacia,
ou seja ∩t>0φ−t(U) = Λu, então

Λs = I(Λ) = ∩t>0Iφ−t(U) = ∩t>0φ
tI(U)

e Λs é um atrator com bacia I(U).
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De�nição 3.7. Uma função de Lyapunov é uma aplicação L : T̂M → R tal que Lx : T̂xM → R,
x ∈M , é uma forma quadrática com índices de inércia positivo p e negativo q e p+ q = n.

De�nimos C± = {v ∈ T̂xN | ± L(v) > 0} ∪ {0} os cones positivo e negativo que tem como fronteira
o conjunto C0 = {v ∈ T̂xN |L(v) = 0}.

Proposição 3.8. Seja L uma função de Lyapunov. Se um �uxo φ é estritamente L-separado, ou seja,

φt(C0 ∪ C+) ⊂ C+ t ≥ 0

então ele tem decomposição dominada.

Teorema A. Se a curvatura seccional da estrutura de Weyl é menor ou igual a zero em todo ponto de
M então o �uxo de Weyl tem decomposição dominada (transversal).

Demonstração. Consideramos a função de Lyapunov L : T̂ SM → R de�nida por

L(ξ) = 〈ξh, ξv〉

em que ξh e ξv são a componente horizontal e vertical de ξ, respectivamente.
Considere uma familia de geodésicas da conexão de Weyl f(s, u) = π ◦φt(z(u)) parametrizadas pelo

parâmetro u e o campo de Jacobi J associado a essa familia

w(s) =
∂

∂s
f(s, u)

J(s) =
∂

∂u
f(s, u)

J̇(s) = ∇̂w(s)J(s)

J̈(s) = −R̂(w, J)w

Considere agora a familia de órbitas do �uxo de Weyl f̃(t, u) = f(ψ(t, u), u) em que ψ(t, u) é a
reparametrização por comprimento de arco da geodésica φt(z(u)). O campo de Jacobi J̃ = ∂

∂u f̃ satisfaz

J̃ =
∂ψ

∂u
w + J

˙̃J = v(
∂ψ

∂u
)w +

1

‖w‖
J̇

¨̃J = v(v(
∂ψ

∂u
))w +

1

‖w‖
γ(v)J̇ +

1

‖w‖2
J̈

= v(v(
∂ψ

∂u
))w +

1

‖w‖
γ(v)J̇ − 1

‖w‖2
R̂(w, J)w

O espaço T̂θSM é caracterizado pelos vetores ξ ∈ TxM tais que 〈ξ, v〉 = 0 em que θ = (x, v) e
estamos utilizando a identi�cação jθ. Portanto em T̂θSM , temos

J̃ = J
˙̃J =

1

‖w‖
J̇

¨̃J =
γ(v)

‖w‖
J̇ − 1

‖w‖2
R̂a(w, J)w
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em que R̂a é a componente antissimétrica da curvatural de Weyl R̂.

Além disso, ξ ∈ T̂ SM então ξ = (ξh, ξv) e ξh = J̃(t) e ξv = ˙̃J(t) e a derivada da função de Lyapunov
sobre ξ ∈ T̂ SM satisfaz

d

dt
J (ξh, ξv) =

d

dt
〈ξh, ξv〉 = ‖ξv‖2 + γ(v)〈ξh, ξv〉 − 〈R̂a(v, ξh)v, ξh〉

Uma vez que a aplicação J é continua e crescente sobre C0 concluímos que cones positivos são
enviados no interior de cones positivos pela aplicação At. Esta é a caracterização de decomposição
dominada.

Teorema B. Seja Λ ⊂ SM um subconjunto invariante do �uxo de Weyl com curvatura seccional Λ
menor ou igual a zero e para θ = (x, v) ∈ Λ tem-se γ(v) > 0. Então Λ tem decomposição dominada
transversal.

Demonstração. De fato, considerante a demonstração anterior, seja ξ ∈ T̂ SM

d

dt
J (ξh, ξv) =

d

dt
〈ξh, ξv〉 = ‖ξv‖2 + γ(v)〈ξh, ξv〉 − 〈R̂a(v, ξh)v, ξh〉

Se γ(v) > 0 então cones positivos continuam sendo levados no interior de cones positivos.

Teorema 3.5. [20] Se a curvatura seccional da estrutura Weyl é negativa em toda variedade M então
temos crescimento exponencial (uniforme) de volume em E+ e contração exponencial (uniforme) de
volume em E−.

Demonstração. Podemos representar E+ como o grá�co de um operador U : Rn−1 −→ Rn−1

E+ = {(ξh, ξv)|ξv = Uξh}.

(ξh, ξv) = (ξh, Uξh)(dξh
dt
,
dξv
dt

)
=

(dξh
dt
,
d

dt
(Uξh)

)
(dξh
dt
, γ(v)ξv − R̂a(v, ξh)v

)
=

(dξh
dt
,
dU

dt
ξh + Uξv

)

Portanto

dU

dt
ξh = −U2ξh + γ(v)Uξh − R̂a(v, ξh)v

Escrevendo R̂a(v, ξh)v = R̂aξh, temos que o operador U satisfaz a equação de Riccati

dU

dt
ξh = (−U2 + γ(v)U − R̂a)ξh

Escrevemos o operador U como U = Ua + Us em que Ua e Us são as componentes simétrica e
antissimétrica de U , respectivamente. O traço da aplicação é maior que zero, portanto temos cres-
cimento uniforme de volume. Finalmente, o decrescimento exponencial do volume em E− segue da
reversibilidade do �uxo de Weyl.

Corolário 3.1. [20] Se M tem dimensão 2 e a curvatura de Weyl é negativa em M então o �uxo Weyl
é hiperbólico.
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Demonstração. Decomposição dominada, crescimento e decrescimento exponencial de volume em di-
mensão 2 implicam em hiperbolicidade.

Terminamos o capítulo com uma construção de um exemplo de �uxo de Weyl Anosov. Considere
(M, g) o plano hiperbólico e φ o �uxo geodésico em M . O plano hiperbólico tem curvatura negativa
então �uxo é Anosov e, visto como um �uxo de Weyl, associamos a métrica g a 1-forma γ = 0. Por
estabilidade estrutural, se perturbarmos γ de modo que esta 1-forma deixe de ser trivial, γ pequeno
ainda temos um �uxo de Weyl Anosov.
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CAPÍTULO 4

Fluxo conformalmente Hamiltoniano

Este capítulo introduz as ferramentas básicas que serão utilizadas posteriormente na segunda parte do
trabalho. Faremos a abordagem dos termostatos gaussianos como �uxo conformalmente simplético.
Introduziremos as coordenadas de Fermi que permitem descrever o cociclo derivada transversal através
da equação de Jacobi.

Se assumirmos que a 1-forma γ de�nida pelo campo vetorial E por γ(·) = g(E, ·) é fechada então o
termostato gaussiano é o que chamamos de �uxo conformalmente simplético e, com essa perspectiva,
temos a simetria do espectro de Lyapunov.

4.1 Estrutura conformalmente Hamiltoniana

Seja (M, g) variedade Riemanniana, TM o seu �brado tangente. Para obtermos uma de�nição inde-
pendente de coordenadas, obtemos 2-forma simplética em TM a partir da 1-forma canônica em T ∗M :
Seja θ∗ ∈ T ∗M , ξ ∈ Tθ∗(T ∗M) e π : T ∗M −→M a projeção canônica. De�nimos a 1-forma tautológica
κ∗ ∈ Λ(T ∗M) por κ∗θ∗ : Tθ∗(T

∗M) −→ R tal que κ∗θ∗ = θ∗(dπ(ξ)). A 2-forma simplética canônica ω∗

em T ∗M é de�nida como a diferencial de κ∗, ω∗ = dκ∗.
A seguir, identi�camos T ∗M e TM através da métrica g. De�nimos o isomor�smo h : TM −→ T ∗M

tal que h(X) = g(X, .). A aplicação bilinear g tem como aplicação dual g∗ e, se [g]ij é a matriz que
representa g em coordenadas então a aplicação dual g∗ é representada por [g∗]ij = [g]−1

ij .
Em TM , a 2-forma simplética ω, dual a ω∗ se escreve ω(ξ1, ξ2) = ω∗(Dh(ξ1), Dh(ξ2)).
Nota: As coordenadas (x, ẋ) em TM , induzidas pelas coordenadas (x) em M , em geral, não são

coordenadas simpléticas para a forma simplética ω.

(xi, ẋi) 7→ (xi, yi) = (xi,
∑
k

gik(x)ẋk)

Portanto,
∑

i dx
i ∧ dyi se torna

∑
i dx

i ∧ d(
∑

k gik(x)ẋk) que, em geral, não é igual a
∑

i dx
i ∧ dẋi.

Proposição 4.1. A 2-forma canônica simplética ω em TM pode ser descrita por

2ω(ξ1, ξ2) = g(ξ1
h, ξ

2
v)− g(ξ1

v , ξ
2
h)

Seja (M, g,E) um termostato gaussiano restrito ao nível de energia c. Para de�nirmos a estrutura
conformalmente Hamiltoniana deste termostato gaussiano, precisamos de�nir:
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(i) Uma aplicação de classe C∞, H : TM → R, chamada Hamiltoniano e de�nida por

H(q, p) =
1

2
gijpipj ,

(ii) A 1-forma tautológica em TM induzida por g

κ = h−1(κ∗),

(iii) A 2-forma canônica em TM induzida por g

ω = −dκ,

(iv) A 1-forma γ de�nida em TM por
γ = g(E, .)

(v) A 2-forma não degenerada

Ω = ω − 1

c
γ ∧ κ

.

Proposição 4.2. Restrito a a um nível de energia c, o �uxo conformalmente Hamiltoniano (M,H,Ω)
associado a um campo E ∈Xg(M) coincide com o termostato gaussiano (M, g,E).

Demonstração. Vamos escrever o �uxo conformalmente Hamiltoniando em T ∗M . Escolhemos coorde-
nadas (q, U) de M então:

1. H(q, p) = 1
2g
∗
ij(q)pipj ,

2. κ∗ = pidqi ,

3. w∗ = dqi ∧ dpi,

4. γ∗ = Eidqi.

dH =
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi

∂H

∂qi
=

1

2
∂ig
∗
klpkpl

∂H

∂pi
= g∗ilpl

iFΩ = det

(
dqi(F ) dpi(F )
dqi dpi

)
− 1

c
det

(
γ(v) κ(v)
Eidqi pidqi

)

Fazendo dH = iFΩ encontramos as equações do termostato gaussiano (M, g,E) restrito ao nível de
energia c
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q̇i = g∗ijpj

ṗi = −1

2
∂ig
∗
klpkpl −

1

c
(γ∗(v)pi − κ∗(v)Ei)

Considerando vi = q̇i e c = H(q, p), temos

v̇i = ∂kg
∗
ijvkpj + g∗ij ṗj

= ∂kg
∗
ijvkpj + g∗ij

(
− 1

2
∂jg
∗
klpkpl −

1

c
(γ∗(v)pj − κ∗(v)Ej

)
=

(
∂kg
∗
ijvkpj − g∗ij

1

2
∂jg
∗
klpkpl

)
−
g∗ij
c

(
γ∗(v)pj − κ∗(v)Ej

)
= Γiklvkvl −

g∗ij
c

(γ∗(v)pj + cEj)

= Γiklvkvl −
1

c
γ∗(v)vi + g∗ijEj

Se assumirmos que γ é uma forma fechada e assim a 2-forma Ω é conformalmente simplética. De
fato,

dΩ = dω +
1

c
dγ ∧ κ− 1

c
γ ∧ dκ

= −1

c
γ ∧ ω

= −1

c
γ ∧ (Ω− 1

c
γ ∧ κ)

= −1

c
γ ∧ Ω

De�nição 4.1. De�nimos o conjunto Xg(M) ⊂X ∞(M) como o conjunto dos campos vetoriais E que
de�nem a 1-forma γ(.) = g(E, .) fechada.

De�nição 4.2. Uma órbita fechada η é dita prima se não é a iterada de uma órbita fechada de período
menor.

A estrutura conformalmente simplética nos permite demonstrar os seguintes resultados:

Proposição 4.3. Fixe ε > 0 e α ∈ R. Sejam E ∈ Xg(M) e o termostato gaussiano (M, g,E) com
estrutura conformalmente Hamiltoniana (M,H,Ω) em que γ = 〈E, .〉 e Ω = ω + γ ∧ κ. Suponha que o
termostato gaussiano possua uma órbita fechada η com autovalores da aplicação linear de Poincaré em
p ∈ η satisfazem

λiλi+n = eβ.

Então é possível realizar uma cirurgia de forma a obter um termostato gaussiano (M, g, Ẽ) tal que
‖Ẽ − E‖C0 < α

periodo(η) + ε, o termostato gaussiano (M, g, Ẽ) tem η como órbita e, além disso, os
autovalores da aplicação de Poincaré em p ∈ η satisfazem

λiλi+n = eβ+α.
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Demonstração. Considere µ dirac suportada em η. Pelo teorema [1.1],

β =

∫
Mc

γ(F (x))dµ(x)

em que β = λ1λn+1 = λ2λn+2 = · · · = λnλ2n.
Escreva E = E0⊕E1 onde E0 é a componente de E paralela a η̇ e E1 a componente ortogonal a η̇.
Seja

• W ⊂M uma vizinhança tubular de c = π ◦ η

• τ > 0 tal que mτ = periodo(η) com m ∈ N e τ < rinj onde rinj é o raio de injetividade de M .
Considere, para 0 ≤ k < m, ηk(t) = η((t+ k)τ) com t ∈ [0, 1]. Chamaremos ck a projeção de ηk
em M , ck = π ◦ ηk.

Pode acontecer que exista interseção transversal entre os segmentos ck. Suponha que para c0 o
conjunto pontos de interseção de ck com c0 seja F0 = {p1, . . . , pl}. Observe que l < m.

Tome ε1 tal que ε = α
m( l+1

τ−(l+1)ε1
) e considere I0 = (0, ε1) e In = (τ − ε1, τ). Para cada pi ∈ F0

tal que c(ti) = pi considere Ii = (ti − ε1, t1 + ε1). Considere V ⊂ M uma vizinhança de c0 e tome
h : [0, τ ]→ R uma função do tipo salto de�nida por

• h|η = 1 em [0, τ ] \ I0 ∪ In ∪li=1 Ii.

• h|η = t−pi
ε1

em I0 ∪li=1 [pi, pi + ε).

• h|η = 1− t−pi
ε1

em In ∪li=1 [pi − ε1, pi).

De�nimos Ẽ = α
m( l+1

τ−(l+1)ε1
)h E0
‖E0‖ + E e repetimos este procedimento para ck, k = 1, . . . ,m.

Considere o �uxo conformalmente Hamiltoniano de�nido por (M,H, ω̃) em que γ̃ = 〈Ẽ, .〉 e Ω̃ =
ω + γ̃ ∧ κ.

Dessa forma, η é órbita periódica de associada ao �uxo φ̃ e, além disso,

b̃ =

∫
Mc

γ̃(F (x))dµ(x)

=

∫
Mc

〈Ẽ(π(x)), F (x)〉dµ(x)

=
m∑
k=1

∫ τ

0
〈Ẽ(π(η(t)), F (π(η(t)))〉dt

= β + α

Proposição 4.4. Fixe ε > 0. Sejam E ∈ Xg(M) e o termostato gaussiano (M, g,E) com estrutura
conformalmente Hamiltoniana (M,H,Ω) em que γ = 〈E, .〉 e Ω = ω+γ ∧κ. Suponha que o termostato
gaussiano possua uma órbita fechada prima η com autovalores da aplicação linear de Poincaré em p ∈ η
satisfazem

λiλi+n = eβ.

Então é possível realizar uma cirurgia de forma a obter um termostato gaussiano (M, g, Ẽ) tal que
‖Ẽ − E‖C∞ < ε, o termostato gaussiano (M, g, Ẽ) tem η como órbita e, além disso, os autovalores da
aplicação de Poincaré em p ∈ η satisfazem

λiλi+n > eβ.
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Demonstração. Basta considerar na demonstração anterior h de classe C∞ tal que h(p1) = 0, h(x) 6= 0
para x ∈ [0, τ ] \ {pi}i=1,...,l e ‖h‖C∞ < ε.

Introduziremos agora algumas das ferramentas úteis para a segunda etapa do trabalho.

4.2 Coordenadas de Fermi

Sejam (M, g) variedade Riemanniana de dimensão n+ 1 e E ∈X r(M), denotamos

(i) π : SM →M o �brado unitário

(ii) φt : SM → SM o �uxo do termostado gaussiano (M, g,E)

(iii) expθ(v) a aplicação exponencial aplicada a v ∈ TθSM no ponto θ ∈ SM .

Seja η : [0, τ ] → SM um segmento de órbita do termostato gaussiano e considere c(t) = π ◦ η(t).
Assumimos que τ < rinj , onde rinj é o raio de injetividade de (M, g). Tome {e0 = c′(0), e1, . . . , en−1}
uma base de Tc(0)M e considere ei(t), i = 1, . . . , n − 1, o transporte paralelo de ei ao longo de c com
respeito a conexão Riemanniana ∇.

Considere ψ : [0, τ ]× Rn →M dada por

ψ(t, x) = expc(t)

n−1∑
i=1

xiei(t)

Esta aplicação é um difeomor�smo numa vizinhança V ⊂ [0, τ ] × {0, . . . , 0} portanto de�ne um
sistema de coordenadas locais na vizinhança de η. Além disso,

c(t) = expc(t)0 = ψ(t, 0, . . . , 0)

e considerando a parametrização canônica ψ̃ de TM , temos

η(t) = (c(t), ċ(t)) = ψ̃( t, 1, 0, . . . , 0).

Nessas coordenadas, valem

1. Coe�cientes da métrica
gij(t, 0) = g(ei, ej) = δij

2. Símbolos de Christo�el

A imagem por ψ(t, x) da curva c(s) = (t, a1s, a2s, . . . , ans) é uma geodésica e em coordenadas
temos ∑

ij

Γkij(t, 0, . . . , 0)aiaj = 0

para k = 0, . . . , n e quaisquer a1, . . . , an. Portanto

Γkij = 0 i, j ∈ {1, . . . , n} k ∈ {0, 1, . . . , n}

A reta c(s) = (s, 0, . . . , 0) é uma órbita do termostato gaussiano que em coordenadas se escreve

2Γ0
00(t, 0, . . . , 0) = 0

Além disso,
∇e0e0 =

∑
Γk00ek = (0, E1, E2, . . . , En)

e se i 6= 0

∇e0ei =
∑

Γk0iek = 0
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3. Os termos da forma ∂igj0 satisfazem

Se i = 0 então e0g(ej , e0) = g(∇e0ej , e0) + g(ej ,∇e0e0) =

{
0 se j = 0
Ej se j 6= 0

Se i 6= 0 então eig(ej , e0) = g(∇eiej , e0) + g(ej ,∇eie0) = 0

4.3 Equação de Jacobi

Usando a identidade d
dt(dφt) = (dX ◦ φt)dφt com X = d

dtφt, obtemos a equação diferencial para a
linearização do �uxo conformalmente Hamiltoniano sobre a órbita η(t), que chamamos de equação de
Jacobi em TM .

Teorema 4.1. Seja η uma órbita do termostato gaussiano. Então η satisfaz a equação de Jacobi que
em coordenadas de Fermi se escreve

d

dt
X

∣∣∣∣∣
(t,x=0)

=

{[
A I
K −A∗

]
+

[
0 0

(E − αv)x (−αv)v

]}
X

em que

K =


0 0 . . . 0
0
...
0

−Kij



A =


0 E1 . . . En
0
...
0

0


Demonstração.

d

dt
dφt = lims→0

dφt+s − dφt

s

=
(
lims→0

dφs − dφ0

s

)
dφt

=
d

dt
dφt
∣∣∣
t=0
◦ dφt

d

dt
X

∣∣∣∣∣
(t,x=0)

=

{[
Hvx Hvv

−Hxx −Hxv

]
+

[
0 0

(E − αv)x (E − αv)v

]}
X

Ao longo de η, temos
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∂H

∂vi
=

1

2
giivi +

∑
k 6=i

gikvk

∂H

∂xi
=

1

2

∑
k,l

∂gkl
∂xi

vkvl

∂2H

∂vj∂vi
= gij = δij

∂2H

∂xj∂xi
=

1

2

∑
kl

∂gkl
∂xj∂xi

vkvl =
1

2
∂ijg00

∂2H

∂vj∂xi
=

∑
l

∂gjl
∂xi

vl = ∂igj0

α =
1

c

∑
kl

δklEkvl =
1

c

∑
k

Ekvk =
1

c
E0

∂α

∂xj
=

1

c

∑
k

vk
∂Ek
∂xj

=
1

c

∂E0

∂xj

∂α

∂vj
=

1

c
Ej

(
∂(E − αv)

∂xj

)
i

=
∂Ei
∂xj
− ∂α

∂xj
vi =

∂Ei
∂xj
−
(

1

c

∂E0

∂xj

)
δ0i(

−∂(αv)

∂vj

)
i

= − ∂α
∂vj

vi − α
∂vi
∂vj

= −1

c

(
Ejδ0i + E0δij

)
Finalmente,

1

2

∂

∂xi

∂

∂xj
g00 =

1

2

∂

∂xi

∂

∂xj
〈η̇, η̇〉 = −〈R

(
η̇,

∂

∂xi

)
η̇,

∂

∂xj
〉 = −Kij

Para veri�car este último fato, se i, j 6= 1

1

2
XiXj〈η̇, η̇〉 = −〈∇η̇∇XiXj , η̇〉+ 〈∇Xi∇Xj η̇, η̇〉

= −〈∇η̇∇XiXj , η̇〉+ 〈∇Xi∇η̇Xj , η̇〉
= −〈R(Xi, η̇)Xj , η̇〉

Nas coordenadas de Fermi adaptadas a η vale que ∇XiXj = 0 para i, j 6= 1 assim como quando i
ou j são iguais a 0 ao longo de η e ∇e0e0 é ortogonal a e0. Então 〈R(Xi, η̇)Xj , η̇〉 = 0.

Seja η : [0, τ ] → M um segmento de órbita do termostato gaussiano associado a (g,E). Considere
o cociclo derivada transversal T(g,E) : ŜgxM −→ Ŝg

φ(g,E)(x)
M . Fixe coordenadas de Fermi ao longo de η,

assim podemos identi�car o conjunto de aplicações T(g,E) com CS(2n).
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Teorema 4.2. Seja η uma órbita do termostato gaussiano. Então o cociclo derivada transversal ao
longo de η satisfaz a equação de Jacobi que em coordenadas de Fermi se escreve

d

dt
T̂

∣∣∣∣∣
(t,x=0)

=

{[
0 I

K̂ 0

]
+

[
0 0

B̂ Ĉ

]}
T̂

em que

K̂ = (−Kij)ij i, j ∈ {1, . . . , n}

B̂ =
(∂Ei
∂xj

)
ij

i, j ∈ {1, . . . , n}

Ĉ = −E0

c
I = σI com I matriz identidade e dim(I) = n

Demonstração. A equação de Jacobi da aplicação linear de Poincaré em SM é a equação de Jacobi do
termostato gaussiano sem as coordenadas a0 e b0.

IMPA 36 Junho, 2012





Parte II

Propriedades dos termostatos gaussianos

38





CAPÍTULO 5

Hiperbolicidade genérica

No capítulo anterior, vimos que o termostato gaussiano (M, g,E) com E ∈ Xg(M) de�ne um �uxo
conformalmente simplético com simetria do espectro de Lyapunov. Neste capítulo, mostraremos que o
conjunto dos campos vetoriais que de�nem termostatos gaussianos Kupka-Smale é genérico em Xg(M).
Para enunciar o rigorosamente o resultado, precisamos das seguintes de�nições.

De�nição 5.1. Dizemos que um termostato gaussiano (M, g,E) sobre uma variedade compacta M é
Kupka-Smale se satisfaz:

(i) As órbitas fechadas são hiperbólicas,

(ii) As interseções heteroclinicas são transversais.

De�nição 5.2. Uma propriedade P é genérica em Xg(M) se existe um subconjunto residual em Xg(M)
que satisfaz P .

O objetivo deste capítulo é mostrar

Teorema C. A propriedade Kupka-Smale é genérica em Xg(M).

O campo E de�ne a 1-forma γE(·) = 〈E, ·〉. Se Per(E) é o conjunto das órbitas periódicas de
(M, g,E) e η ∈ Per(E) é uma órbita periódica com período L, de�nimos a aplicação βE : Per(E) −→ R
por βE(θ) =

∫ L
0 γE(η̇(s))ds em que η é a órbita de θ. Podemos também denotar βE(θ) por βE(η).

Dividimos o teorema principal em 2 partes, ou melhor, em dois lemas:

De�nição 5.3. O subconjunto G1 ⊂Xg(M), dos campos vetoriais que de�nem termostatos gaussianos
tal que o cociclo derivada transversal associado a pontos de órbitas periódicas é hiperbólico e se η é uma
órbita periódica então βE(η) 6= 0.

Lema 5.1. O subconjunto G1 ⊂Xg(M) é um conjunto residual em Xg(M).

De�nição 5.4. Seja G2 o subconjunto de G1 tal que sejam ηi, ηj ∈ Per(E) e W u(ηi) ∩W s(ηj) 6= ∅
então essa interseção é transversal.

Lema 5.2. O conjunto G2 é residual em Xg(M).

Neste capítulo, �xado um sistema de coordenadas ao longo de uma órbita η tal que para τ > 0
o segmento η([0, τ ]) está contida na imagem desse sistema de coordenadas, consideramos a aplicação
ψ : [0, τ ] × Rn −→ R de classe C∞ tal que

∫ τ
0 ψ(t, 0)dt = 1 e ψ tem suporte numa vizinhança de

[0, τ ] × {0} contida na imagem do sistema de coordenadas. Além disso, πV (θ) : TθSM −→ H(θ) é a
projeção no espaço vertical e πH(θ) : TθSM −→ V (θ) é a projeção no espaço horizontal.
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5.1 Resultados auxiliares

Usaremos neste capítulo um teorema de transversalidade devido a Abraham. Sejam A um espaço topo-
lógico Baire, M e N variedades que satisfazem o segundo axioma da enumerabilidade e com dimensão
�nita, K ⊂M um subconjunto, V ⊂ N uma subvariedade e uma aplicação

F : A −→ C1(M,N)

a 7−→ Fa.

Quando

evF : A× TM −→ TN

(a, v) 7−→ DFav

é continua chamamos F de pseudorepresentação C1.
Se F é uma pseudorepresentação C1 e existe um subconjunto D ⊂ A denso tal que para a ∈ D

existe um aberto Ba em um espaço de Banach separável, ψa : Ba −→ A continua e a′ ∈ Ba tal que

(i) ψa(a′) = a

(ii) evFψa : Ba ×M −→ N é Cr transversal a V em a′ ×K

então dizemos que F é Cr pseudotransversal a V em K.

Teorema 5.1 (Teorema de Transversalidade de Abraham). Suponha que F : A −→ C1(M,N) é Cr

pseudotransversal a V em K com

r ≥ max(1, 1 + dimM − codimV )

Seja R = {a ∈ A : F (a) tK V } = {a ∈ A : F (a) é transversal a V em pontos de K}.
Se K = M então R é residual em A. Se V é uma subvariedade fechada e K ⊂M é compacto então

R é aberto e denso em A.

Lema 5.3. Sejam T > 0, η uma órbita periódica hiperbólica de um termostato gaussiano (M, g,E) com
E ∈Xg(M) e tal que βE(η) 6= 0. Então existem vizinhanças U ⊂ SM de η e U ⊂Xg(M) de E tal que

(i) todo Ẽ ∈ U possui uma órbita periódica ηẼ ⊂ U e toda órbita de (M, g, Ẽ) diferente de ηẼ que
passa por U tem periodo > T

(ii) A órbita ηẼ depende continuamente de Ẽ.

(iii) βηẼ (ηẼ) 6= 0

Demonstração. Tome uma seção transversal Σ sobre o ponto θ ∈ η e considere PE : Σ −→ Σ a
aplicação de Poincaré associada a E em θ. Seja L o periodo de η e n um inteiro positivo tal que
nL > 2T . A aplicação de Poincaré depende continuamente do termostato gaussiano então, para V ⊂ Σ
su�cientemente pequeno, temos aplicação (PẼ)n está de�nida em V para todo Ẽ ∈ U .

O ponto θ é um ponto �xo hiperbólico para PE então existe para possivelmente U e V menores,
uma aplicação continua ρ : U −→ V que associa a cada E ∈ U o único ponto �xo ρ(E) de PẼ em V e
este ponto é hiperbólico.

Pelo teorema de Hartman-Grobman e pela dependência continua da aplicação de Poincaré, existe
uma vizinhança Ṽ ⊂ V de θ e uma vizinhança U de E tal que para Ẽ ∈ U então (PẼ)k(θ) ∈ V ,
k = 1, . . . , n, e toda órbita fechada de Ẽ ∈ U diferente de ηẼ tem periodo > T .

Além disso, para Ṽ possivelmente menor, βηẼ (ηẼ) 6= 0. Tome U = ∪t∈[0,L+ε]φ
t(Ṽ ) para ε pequeno

o su�ciente.
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Lema 5.4. Seja E ∈ TG(M, g) e K ⊂ SM um subconjunto compacto tal que todas as órbitas fechadas
de K tem periodo > T . Então existe uma vizinhança U ⊂ Xg(M) de E tal que se Ẽ ∈ U então as
órbitas fechadas de Ẽ que passam por K tem periodo > T .

Demonstração. Tome θ ∈ K. Uma vez que a órbita de θ é regular ou tem periodo > T , existe ε > 0 e
uma vizinhança Uθ de θ tal que para θ̃ ∈ Uθ temos φt(θ̃) /∈ Uθ para t ∈ [ε, T + ε].

Além disso, o �uxo depende continuamente de E e logo existe uma vizinhança Uθ ⊂Xg(M) tal que
a mesma propriedade vale para os termostatos gaussianos em Uθ.

Considere a cobertura de K formada pelos abertos Uθ, {Uθ}θ∈K , tome uma subcobertura �nita
{Uθl}l=1,...,k e assim a vizinhança U ⊂Xg(M) que satisfaz as propriedades do lema é U = ∩kl=1Uθk .

Os dois próximos resultados dizem respeito a subespaços isotrópicos.

De�nição 5.5. Sejam θ ∈ SM e U ⊂ TθSM um subespaço. Dizemos que U é isotrópico quando
Ω(u, v) = 0 para u, v ∈ U .

Lema 5.5. Sejam θ ∈ T̂θSM e Q ∈ S(θ) = T̂θSM um subespaço isotrópico então o conjunto t ∈ R tal
que DφtQ ∩ V (φt(θ)) 6= {0} é discreto.

Demonstração. Vamos mostrar que se Q é um subespaço isotrópico de TθSM tal que E ∩ V (θ) 6= {0}
então existe uma vizinhança W de de t = 0 tal que DφtQ ∩ V (φt(θ)) = {0} para todo t ∈W \ {0}.

Seja πH(θ) : T̂θSM −→ H(θ) a projeção ortogonal sobre o �brado horizontal. Existe uma isometria
Jθ : T̂θSM −→ T̂θSM tal que J2

θ = −I, JθV (θ) = H(θ), JθH(θ) = V (θ). Os subespaço πH(Q) e
Jθ(Q ∩ V (θ)) são ortogonais. De fato, seja x ∈ πH(Q). Podemos escrever x = y − z em que y ∈ Q e
z ∈ Q∩V (θ). Se Jw ∈ Jθ(Q∩V (θ)) então Ω(y, w) = 0 pois Q é isotrópico e, além disso, (γ∧κ)(y, w) = 0
pois w é um vetor vertical. Portanto g(y, Jw) = 0.

Temos também que g(z, Jθw) = 0 pois z, w ∈ Q ∩ V (θ). Logo g(x, Jw) = 0.
Seja {h1, . . . , hk} uma base de πH(θ)(Q). Se t é su�cientemente pequeno existe um conjunto de

vetores linearmente independentes {h1(t), . . . , hk(t)} ⊂ πH(φt(θ))Dφ
tQ.

Seja {w1, . . . , wl} uma base de Q ∩ V (θ). Tome os campos de Jacobi J1, . . . , Jl com J(0) = 0 e
J̇(0) = πV (θ)wi, para i = 1, . . . , l. De�na, para t > 0, os campos Wi(t) = − 1

‖Ji(t)‖Ji(t) e assim

lim
t→0

Wi(t) = lim
t→0

Ji(t)

‖Ji(t)‖
= −πV (θ)wi = Jwi

Assim, πH(φt(θ))Dφtwi = Ji(t) 6= 0 quando t > 0.
Portanto, {h1(t), . . . , hk(t), w1(t), . . . , wl(t)} ⊂ πH(φt(θ))(DφtQ). Quando t é pequeno este conjunto

está próximo de {h1, . . . , hk, Jθw1, . . . , Jθwl} portanto é um conjunto linearmente independente.
Finalmente, concluimos que para t su�cientemente pequeno dim(πH(φt(θ))Dφ

tQ) = dim(Q) e assim
DφtQ ∩ V (φt(θ)) = {0}.

Corolário 5.1. Seja θ ∈ SM e Q ∈ T̂θSM um subespaço isotrópico então o conjunto t ∈ R tal que
dim(πH(DφtQ)) 6= dim(Q) é discreto.

Dizemos assim que subespaços isotrópicos de termostatos gaussianos desviam a vertical. Finalmente,
um lema técnico sobre aplicações simétricas.

Lema 5.6. Sejam U e Q subespaços de Rn tais que dim(U) = dim(Q). Então existe aplicação simétrica
B̃ : Rn −→ Rn tal que

πQ(U) = Q

em que πQ é a projeção ortogonal sobre Q.
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Demonstração. Considere a seguinte decomposição de Rn:

U ∩Q⊕ U ∩Q⊥ ⊕ U⊥ ∩Q⊕ U⊥ ∩Q⊥

Suponha dim(U ∩ Q) = l e tome {w1 . . . , wl} uma base de dim(U ∩ Q). De�na neste subespaço
B̃(wi) = wi, para i = 1, . . . , l, a aplicação identidade.

Suponha que dim(U ∩ Q⊥) = k então dim(U⊥ ∩ Q) = k. Seja {u1 . . . , uk} base de dim(U ∩ Q⊥)
e {v1, . . . , vk} base de U⊥ ∩ Q. De�na B̃(ui) = vi, para i = 1, . . . , k. No subespaço U⊥ ∩ Q de�na a
aplicação B̃ de forma que ela seja simétrica.

Suponha que dim(U⊥∩Q⊥) = m e {z1, . . . , zm} uma base desse subespaço. De�na B̃(zi) = 0, para
i = 1, . . . ,m. Assim temos a aplicação B̃ completamente de�nida.

5.2 Genericidade de órbitas fechadas hiperbólicas

Nesta seção vamos demonstrar o lema 5.1. Sejam

• η uma órbita periódica de período L do termostato gaussiano (M, g,E) com E ∈Xg(M),

• θ ∈ η um ponto desta órbita,

• Σ uma seção transversal no ponto θ ∈ η,

• T : T̂θSM −→ T̂θSM o cociclo derivada transversal associado a θ.

Pelo teorema da função implícita, existe O ⊂Xg(M) vizinhança de E e U ⊂ SM vizinhança de θ tais
que a aplicação de Poincaré

P : O × Σ ∩ U −→ Σ

está bem de�nida bem como os seus iterados. Sejam ainda

• Para i = 1, . . . , k

ρi : O −→ Cr(Σ ∩ U,Σ× Σ)

E 7−→ θ 7→ (θ, P iEθ)

• W = {(θ, θ) : θ ∈ Σ}.

• V ⊂ V ⊂ U uma vizinhança de θ com V compacto.

• R0 = O, Rj = {E ∈ O : ρi tΣ∩V W para i = 1, . . . , j},

• S0 = O, Sj = {E ∈ O : todos os pontos �xos de ρi são hiperbólicos e
se θ é um ponto �xo de ρi então βE(θ) 6= 0 para i = 1, . . . , j}.

No teorema 4.2, vimos que �xando coordendas de Fermi ao longo de η a aplicação T se escreve
T = eA e A é da forma

A =

[
0 I
S λI

]
em que
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• S =
∫ L

0 K̂(t) + B̂(t)dt é uma matriz simétrica tal que

K̂(t) = (−Kij)ij(t) i, j ∈ {1, . . . , n}

B̂(t) =
(∂Ei
∂xj

)
ij

(t) i, j ∈ {1, . . . , n}

• λ = −
∫ L

0 E0(t)dt = −
∫ L

0 γE(v(t))dt = −
∫ L

0 〈E, v〉(t)dt ( no nível de energia c = 1 )

• I é a matriz identidade.

Lema 5.7. Se ρi(θ) ∈W , ρj(θ) /∈W , j < i e E ∈Xg(M) então existe uma ε-perturbação Ẽ ∈Xg(M)
de E tal que θ seja uma órbita periodica hiperbólica e β(θ) 6= 0.

Demonstração. Vamos realizar uma ε-perturbação Ẽ1 do termostato gaussiano E para que Ẽ1 tenha
η como órbita periódica e os autovalores de T tenham módulo diferente de 1.

Em coordenadas de Fermi, a matriz Tθ = eA tem autovalor de módulo 1 se e somente se a matriz
A tem autovalor com parte real igual a zero. Se o autovalor for complexo, aplicamos a proposição 4.4
com α = ε > 0.

Além disso, det(A) = (−1)nLdet(S) é igual ao produto dos seus autovalores. Então a aplicação A
tem autovalor real com módulo igual a 0 se e somente se det(S) = 0. Denotamos Sk, k ∈ {1, . . . , n} a
matriz (n − k) × (n − k) construida a partir de S retirando-se as primeiras k linhas e as primeiras k
colunas.

Seja k0 o menor k tal que det(Sk) 6= 0. Se det(Sk) = 0 para k = 1, . . . , n tome k0 = n.
Considere τ > 0 tal que η([0, τ ]) esteja contida em uma vizinhança coordenada (nas coordenadas

de Fermi).
Tome λ1 < ετ . A perturbação do termostato gaussiano é construida a partir da perturbação Ẽ1 do

campo externo E: 

Ẽ1
0(t, x) = E0

Ẽ1
1(t, x) = E1 + ψ(t, x)λ1τ x1

. . .

Ẽ1
k0

(t, x) = Ek0 + ψ(t, x)λ1τ xk0
Ẽ1
k0+1(t, x) = Ek0+1

. . .

Ẽ1
n(t, x) = En

A matriz perturbada S̃ se escreve

S̃ = K̂ + B̂ + εD = S + εD

em que D é uma matriz diagonal tal que se i ≤ k0 então Dii = 1 e se i > k0 então Dii = 0.
Calculando o determinante de S̃ por cofatores em termos da primeira linha, temos

• Se k0 < n então det(S̃) > λk01 det(S
k0) 6= 0

• Se k0 = n então det(S̃) > λn1 6= 0.

Se βẼ1(η) 6= 0 então não há mais nada a fazer. Caso contrário, tome 0 < λ2 < ετ e Ẽ2 de�nida por{
Ẽ2

0 = Ẽ1
0 + ψ(t, x)λ2τ

Ẽ2
i = Ẽ1

i para i = 1, . . . , (n− 1)
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Considerando a aplicação βẼ2 aplicada a η que também é órbita do termostato gaussiano (M, g, Ẽ2),
temos

βẼ2(η) =

∫ τ

0
γẼ2(η̇(s))ds = λ2 > 0

Lema 5.8. Suponha Sj−1 aberto e denso em O. Então ρj é uma pseudo representação Cr transversal
a W em Σ ∩ V .

Demonstração. Considere o conjunto denso da de�nição de pseudotransversalidade como Sj−1∩TG(M, g)
e o espaço da Banach das pertubações B = TG(M, g).

Precisamos provar para E ∈ Sj−1 que ρj é Cr transversal a W em E × Σ ∩ V .
Se ρi(E, θ) ∈W para i < j e ρj(E, θ) ∈W então θ é um ponto periódico hiperbólico e ρj(E) tθ W

e ρj t(E,θ) W .
Se ρi(E, θ) /∈W para i < j, ρj(E, θ) ∈W e Dρj(E, θ)∩TθW = {0} então temos a transversalidade.
Se Dρj(E, θ) ∩ TW 6= {0} então seja u ∈ TθSM tal que Dρi(u) = (u,Dφiu = u). Além disso, a

projeção em T̂θSM de um autovalor de Dφi é um autovalor da aplicação linear de Poincaré.
Podemos tomar u com componente horizontal não nula. De fato, pelo lema 5.5, o subespaço gerado

pelo vetor u, que denotamos por U , é isotrópico e portanto a interseção deste com o �brado vertical
ocorre em pontos isolados ao longo da órbita de θ. Basta então considerar o ponto θ′ na órbita η de θ
tal que U ∩ V (θ′) = {0}. Continuaremos chamando θ′ de θ.

Considere Q ⊂ TθSM o subespaço ortogonal a u Coloque coordenadas de Fermi ao longo do
segmento de órbita η : [0, τ ] −→ SM (τ < rinj) de forma que η(0) = θ̃ e η(τ) = θ.

Considere o caminho c : (−ε, ε) −→ CS(R2n) tal que c(s) = eA+sB em que B =

[
0 0

B̃ 0

]
e B̃ :

Rn −→ Rn é simétrica.
Note que c(0) = dφτ

θ̃
e este caminho representa o cociclo derivada transversal dos termostato

gaussianos (M, g, Ẽs) em que Ẽs é dado por{
Ẽs0(t, x) = E

Ẽsi (t, x) = Ei + s
τ

∑n
j=1 ψ(t, x)B̃ijxj para i = 1, . . . , n

Procuramos por uma aplicação B tal que para s 6= 0 temos

πQe
i(A+sB)U 6= 0.

Calculando a diferencial desse caminho em s = 0

d

ds
πQe

i(A+sB)U
∣∣∣
s=0

= πQ(ieiA)BU

é su�ciente que esta diferencial seja não trivial e para isso é su�ciente que BU 6= U e dim(BU) = dim(U)
já que U é autoespaço do isomor�smo eA.

Seja Q′ ⊂ Q tal que Q′ ⊂ V (θ). Essa escolha é possivel pois U ∩ V (θ) = {0}. Tome aplicação
simétrica B̃ tal que B̃πH(θ)U = Q′ cuja existência está garantida pelo lema 5.6. Além disso, ainda
devido a U ∩ V (θ) = {0}, temos que 1 = dim(Q′ = BU) = dim(U).

Lema 5.9. Existe ε-perturbação Ẽ ∈ Xg(M) de E tal que a aplicação de Poincaré P do termostato
gaussiano (M, g, Ẽ) tem somente um número �nito de pontos �xos, todos são hiperbólicos e se η é a
órbita do �uxo associada a um ponto �xo então βẼ(η) 6= 0.
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Demonstração. O argumento é indutivo: Pelo lema 5.8, se Sj−1 aberto e denso em O então ρj é uma
pseudo representação Cr transversal a W em Σ ∩ V . Pelo teorema 5.1, Rj é aberto e denso em O.
Pelo lema 5.7, se ρi(θ) ∈ W e ρj(θ) /∈ W , j ≤ i, então existe uma ε-perturbação Ẽ de E tal que θ é
uma órbita periódica hiperbólica. Portanto se Rj é aberto e denso em O então Sj é aberto e denso em
O.

Vamos agora a demonstração do lema 5.1, o resultado principal da seção :

Demonstração. Vamos mostrar que dado T > 0 um inteiro então o conjunto dos campos vetoriais
G1(T ) ⊂ Xg(M) que de�nem termostatos gaussianos cujas órbitas de período ≤ T são hiperbólicas é
aberto e denso. Uma vez que G1 = ∩T≥1G1(T ) então G1 é residual.

G1(T ) é aberto em Xg(M). Seja E ∈ G1(M). O termostato gaussiano (M, g,E) tem apenas um
número �nito de órbitas de período ≤ T .
Seja θ ∈ SM . Temos duas possibilidades:

(i) O ponto θ está contido numa órbita regular ou uma órbita periódica de periodo > T .
Pelo teorema do �uxo tubular, existe uma vizinhança Uθ de θ em SM tal que toda órbita
de (M, g,E) que intersecta U θ tem periodo > T . Pelo lema 5.4, existe uma vizinhança
Nθ ⊂ Xg(M) de E tal que as órbitas do termostato gaussiano em Nθ que passam por Uθ
tem órbitas periódicas de período > T .

(ii) O ponto θ esta contido numa órbita periódica de periodo ≤ T e βE(θ) 6= 0. Pelo lema 5.3,
existe uma vizinhança Uθ em SM e uma vizinhança Nθ em Xg(M) tal que se E ∈ Nθ tem
apenas uma órbita fechada θE em Uθ que é hiperbólica, βE(θE) 6= 0 e todas as outras órbitas
periódicas que intersectam Uθ tem periodo > T .

Seja {Uθ, θ ∈ SM} uma cobertura aberta de SM . Tome uma subcobertura �nita U1, . . . , Uk e
considere N1, . . . , Nk as vizinhanças obtidas acima. Os campos vetoriais em N = N1 ∩ · · · ∩Nk

de�nem termostatos gaussianos com todas as suas órbitas periódicas θE de período ≤ T próximas
as órbitas periódicas de periodo ≤ T de (M, g,E). Além disso, as órbitas θE são todas hiperbólicas
e β(θE) 6= 0.

G1(T ) é denso em Xg(M). Considere o conjunto Γ(T ) = {θ ∈ SM : O(θ) é fechada com periodo ≤
T}. Este conjunto é compacto. De fato, seja θn uma sequência em Γ(T ) tal que θn −→ θ. Se a
órbita de θ tem periodo ≤ T então θ ∈ Γ(T ). Se a órbita de θ é regular ou fechada com periodo
maior que T então, pelo teorema do �uxo tubular, existe uma vizinhança Uθ de θ tal que uma
órbita fechada em U θ tem periodo maior do que T . Contradição.

Vamos mostrar que existe Ẽ arbitrariamente próximo de E tal que Ẽ ∈ G1(T ).

Seja {Wθ}θ∈Γ a cobertura de Γ em que Wθ é uma vizinhança da órbita de θ e tome {Wθl}l=1,...,k

uma subcobertura �nita. Considere W = ∪kl=1Wl e o conjunto compacto K = SM \W . Toda
órbita periodica em K tem periodo maior que T . Pelo lema 5.4, existe um aberto N em Xg(M)
tal que as órbitas fechadas em K dos termostatos gaussianos em N tem periodo maior que T .
Considere agora a aplicação de Poincaré Pl associada a θl. Pelo lema 5.9, existe um termostato
gaussiano ε-próximo tal que a aplicação Pl tem apenas pontos periódicos hiperbólicos e β 6= 0
para estes pontos. Aplicando o lema para l = 1, . . . , k, temos o resultado.
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5.3 Transversalidade das variedades invariantes

Nesta seção vamos demonstrar o lema 5.2. Considere T > 0. Seja E ∈ G1(T ) e η1, . . . , ηl as órbitas
periódicas de (M, g,E) de período ≤ T . Para cada ηi, tome vizinhanças compactas W s

0 (ηi, E) e
W u

0 (ηi, E) de ηi em W s(ηi, E) e W u(ηi, E), respectivamente, tal que as fronteiras de W s
0 (ηi, E) e

W u
0 (ηi, E) são domínios fundamentais. Seja Σs

i uma subvariedade de SM de codimensão 1 transversal
a direção do �uxo cuja interseção com W s(θi, E) seja ∂W s

0 (θi, E). Para Ẽ numa vizinhança N s de E
em que o �uxo é transversal a Σs

i , tome a vizinhança W s
0 (η̃i, Ẽ) em que η̃i é a continuação de ηi cuja

fronteira é a interseção de W s(η̃i, Ẽ) com Σs
i . Faça a mesma contrução para W u

0 (ηi, E) para obter o
conjunto Nu e faça N = N s ∩Nu. Para cada inteiro positivo n, de�na W s

n(ηi, E) = φ−n(W s
0 (ηi, E)) e

W u
n (ηi, E) = φn(W u

0 (ηi, E)).
Seja Gn2 (T ) o subconjunto de G1(T ) tal que se E ∈ Gn2 (T ) entãoW u

n (ηi, E) é transversal aW s
n(ηj , E)

para todas as órbitas ηi e ηj fechadas de periodo ≤ T de E. Para demostrar o lema 5.2, é su�ciente
mostrar que

Lema 5.10. Seja E ∈ G2(T ) e N uma vizinhança de E como acima. Então para todo n ∈ N, o
conjunto Gn2 (T ) é aberto e denso em N .

Demonstração. DenotamosGn,i,j2 (T ) o conjunto dos termostatos gaussianos E ∈ N tais que se η1, . . . , ηk
são as órbitas fechadas e hiperbólicas de (M.g,E) com periodo≤ T e as variedades invariantesW s

n(ηi, E)
e W u

n (ηj , E) são transversais.
O conjunto Gn2 satisfaz

Gn2 (T ) = ∩ki,j=1G
n,i,j
2 (T )

Portanto é su�ciente mostrar que Gn,i,j2 (T ) é aberto e denso.

Gn,i,j2 (T ) é aberto em Xg(M). Seja E ∈ Gn,i,j2 (T ). Uma vez que W s
n(ηi, E) e W u

n (ηj , E) são trans-
versais e as aplicações E −→ W s

n(ηi, E) e E −→ W s
n(ηi, E) são continuas, segue que existe uma

vizinhança Nij ∈ N de E tal que para todo Ẽ ∈ Nij as variedades W s
n(ηi, Ẽ) e W u

n (ηj , Ẽ) são
transversais.

Gn,i,j2 (T ) é denso em Xg(M). Considere o comjunto compacto K = W s
n(ηi, E) ∩W u

n (ηj , E). Para
θ ∈ K considere Aθ uma vizinhança de θ com contém apenas uma componente conexa de K.
Considere {Aθl}l=1,...,k uma subcobertura �nita de K da cobertura {Aθ}θ∈K .
Existe uma vizinhança Ñ ∈ N tal que se Ẽ ∈ Ñ então W s

n(ηi, Ẽ) ∩W u
n (ηj , Ẽ) ⊂ ∪l=1,...,kAθl .

Considere Ñ l ⊂ Ñ o conjunto dos termostatos gaussianos tais que W s
n(ηi, E) é transversal a

W u
n (ηj , E) em Aθl . Vamos mostrar que Ñ l é denso em Ñ . Considere TW s,uW (θ) ∈ T̂θSM o

espaço tangente das variedades estável e instável, respectivamente, restrito ao cociclo derivada
transversal no ponto θ ∈ SM . Coloque coordenadas de Fermi ao longo do segmento de órbita
η : [0, τ ] −→ SM (τ < rinj) de forma que η(0) = θ̃ e η(τ) = θ. Considere o caminho c :

(−ε, ε) −→ CS(R2n) tal que c(s) = eA+sB em que B =

[
0 0

B̃ 0

]
e B̃ : Rn −→ Rn é simétrica.

Note que c(0) = T : T̂θ̃SM −→ T̂θSM é o cociclo derivada transversal de (M, g,E) e este caminho
representa o cociclo derivada transversal dos termostato gaussianos (M, g, Ẽ) em que Ẽ é dado
por

{
Ẽ0(t, x) = E

Ẽi(t, x) = Ei +
∑n

j=1 ψ(t, x)B̃ijxj para i = 1, . . . , n

Considere U = T̂W s(θ) ∩ T̂W u(θ̃), Q = (T̂W s(θ) + T̂W u(θ))⊥ e dim(U) = dim(Q) = k.
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Seja πQ a projeção ortogonal sobre o subespaço Q então

πQe
AU = 0

e procuramos por uma aplicação B tal que para s 6= 0 temos

πQe
A+sBU 6= 0.

Considerando
d

ds
πQe

A+sBU
∣∣∣
s=0

= πQe
ABU

precisamos que
BU = πV (θ)(BU) ⊂ πV (θ)(e

−AQ)

e dim(U) = dim(BπH(θ)U) ≤ πV (θ)(e
−AQ) em que πV (θ) é a projeção no espaço vertical e πH(θ)

é a projeção no espaço horizontal. Do fato que β(ηi) 6= 0 e β(ηj) 6= 0 segue que T̂W s(θ) e
T̂W u(θ̃) são isotrópicos e o lema 5.5 nos diz que dim(πH(θ)U) = dim(πV (θ)Q) = k. Finalmente,
a existência da aplicação B̃ tal que B̃(πH(θ)U) = Q é garantida pelo lema 5.6.
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CAPÍTULO 6

Teorema perturbativo

Franks demonstrou em [10] que para um difeomor�smo f : M →M de classe C1 sobre uma variedade
Riemanniana M e dado ε > 0, se tomarmos um ponto x ∈ M periódico, podemos realizar uma C1

perturbação g de f de forma que gn(x) = fn(x), n ∈ Z, e dgn é qualquer isomor�smo ε-próximo de
dfn, para n ∈ Z. Este resultado é hoje conhecido como o lema de Franks.

Para �uxos geodésicos, o resultado análogo exige uma técnica diferente da utilizada por Franks, uma
vez que perturbações do �uxo geodésico são perturbações da métrica e estas não são de natureza local.
Perturbar a métrica numa vizinhança da variedade signi�ca uma perturbação em todo um cilindro no
espaço tangente onde o �uxo está de�nido. Em [7], Contreras contorna a situação demonstrando uma
versão do lema de Franks para �uxos geodésicos.

Para um termostato gaussiano, a situação é análoga ao �uxo geodésico. Neste caso, além de poder-
mos perturbar a métrica g, temos mais um grau de liberdade: o campo vetorial E. O campo vetorial E
esta de�nido sobre a variedade e portanto possui a mesma característica sobre perturbações: perturbar
E numa vizinhança da variedade também signi�ca uma perturbação em todo um cilindro no espaço
tangente onde o �uxo está de�nido. Nesta seção, demonstraremos uma versão do lema de Franks para
termostatos gaussianos cujo argumento segue das idéias utilizadas na demonstração de [7].

Seja (M, g) é uma variedade Riemanniana de dimensão n + 1. Denotamos X k(M) o espaço dos
campos vetoriais sobre M de classe Ck e Rl(M) é o espaço formado pelas métricas Riemannianas em
M com topologia C l.

Seja (M, g,E) o termostato gaussiano de�nido sobre a variedade (M, g) com E ∈Xg(M)∩X r(M)
e η uma órbita fechada de (M, g,E). Nosso objetivo é realizar perturbações em E que mantém η como
órbita e, além disso, o cociclo derivada transversal associada a um ponto p em η do termostato gaussiano
perturbado, seja qualquer aplicação conformalmente simplética próxima da original. Munimos X r(M)
com a topologia dada pelos abertos B(E, r) = {Ẽ ∈X r(M)|max{‖Ẽ − E‖C1 < r}}.

O teorema principal deste capítulo:

Teorema D. Sejam E ∈ Xg(M) ∩X r(M), 4 ≤ r ≤ ∞, θ um ponto de uma órbita periódica η do
termostato gaussiano (M, g,E) e T : T̂θSM → T̂θSM o cociclo derivada transversal ao longo de η.

Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que dada uma perturbação L de T com ‖L − T‖ < δ então existe
Ẽ ∈ Xg(M) com d(Ẽ, E)C1 < ε que de�ne o termostato gaussiano (M, g, Ẽ) tal que η é órbita e o
cociclo derivada transversal associado a θ é L.

Passamos a ideia da demonstração. Considere (M, g,E) o termostato gaussiano associado ao campo
externo E ∈ Xg(M) ∩X r(M). Seja η uma órbita periódica de (M, g,E), p ∈ M um ponto contido
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na trajetória de η e T : T̂pM −→ T̂pM a aplicação linear de Poincaré associada a p. Consideramos
a aplicação S : Xg(M) ∩X r(M) −→ CS(n) cujo domínio são os campos vetoriais de classe Cr que
de�nem a 1-forma γ fechada e a imagem são as transformações conformalmente simpléticas de�nida
por S(E) = T .

Consideramos subconjuntos em Xg(M) apropriados (cujas de�nições precisas serão vistas mais
adiante):

G1 Considerando K a matriz de curvatura e [B]ij = ∂Ei
∂xj

a matriz derivada do campo E ∈ G1 ⊂
Xg(M), todo segmento de órbita tenha um ponto onde os autovalores da matriz K + B sejam
todos distintos.

G2 As órbitas do termostato gaussiano emM podem ter interseções então as perturbações realizadas
em cada segmento não podem interferir nos outros segmentos, além de que as perturbações devem
manter a órbita η. O conjunto G2 nos garante que isto aconteça.

Seja uma vizinhança U de E e demonstramos que a imagem por S de U ∩G1 ∩G2 contém uma bola
de raio δ > 0. Isto signi�ca que qualquer δ-perturbação do cociclo derivada transversal T pode ser
realizada com perturbações em U ∩ G1 ∩ G2.

Fazemos isso particionando a órbita η em diversos segmentos ηi, i = 1, . . . , n. Para cada um desses
segmentos, consideramos o cociclo derivada transversal dos pontos extremais e de�nimos uma aplicação
Si : Xg(M)∩X r(M)→ CS(M) que satisfaz Si(E) = Ti onde Ti : T̂η0i

M → T̂η1i
M é o cociclo derivada

transversal para os pontos extremais η0
i e η1

i de ηi.
Utilizando como ferramenta a equação de Jacobi para os termostatos gaussianos, demonstramos

que ‖dSE‖ > d > 0 que implicará o resultado.
Consideramos π : TM −→ M a projeção canônica e rinj o raio de injetividade de (M, g), ou

seja, dado p ∈ M a aplicação exponecial em um ponto p, denotada por expp e de�nida em 3.5 é um
difeomor�smo entre uma bola B(0, r) ∈ TpM e sua imagem. Denotamos S(n) o espaço das matrizes
n× n simétricas, S∗(n) o espaço das matrizes n× n simétricas com diagonal nula e O(n) o espaço das
matrizes n× n ortogonais.

Antes de demonstrar o resultado precisamos de algumas preliminares:

6.1 Condição genérica

Dado g ∈ R2(M), de�nimos

• Kg : SM → S(n)�O(n)

Kg(θ)ij = −〈Rg(θ, ei)θ, ej〉π(θ)

• K : R2(M)× [0, 1
2 ]→ S(n)�O(n):

K(g, θ, t)ij = −Kg

[
φ

(g,E)
t

( θ

|θ|g

)]
ij

• Bg : SM → S(n)�O(n)

Bg(θ)ij =
∂Ei
∂egj

(π(θ))

• B : X 2(M)× [0, 1
2 ]→ S(n)�O(n):

B(E, θ, t)ij = Bg(c(t))ij

IMPA 51 Junho, 2012



Ivana de Vasconcellos Termostatos Gaussianos

em que {θ, eg1 = eg1(0), . . . , egn = egn(0)} é uma base ortonormal de TφE0 (θ)M e {θ(t), eg1(t), . . . , egn(t)}

é o transporte paralelo desta base ao longo da curva c(t) = π ◦ φEt
(

θ
|θ|g

)
com respeito a conexão

Riemmaniana associada a métrica g.
Para demonstrar o Teorema D, o termostato gaussiano (M, g,E) deve estar contido em um conjunto

especial. Precisamos que todo segmento de órbita de tamanho rinj
2 tenha pelo menos um ponto tal que

a matriz Kg+Bg tenha todos autovalores distintos. Mostraremos que esta condição é, de fato, genérica.

• h : S(n)�O(n) −→ [0,+∞[ por

h([C]) =
∏

1≤i<j≤n
(λi − λj)2

onde λ1, . . . , λn são os autovalores da matriz C.

• H̄ : R2(M)×X sim(M) ∩X 1(M)× SM × [0, 1]→ R

H̄(g,E, θ, t) = h(Kg(g, θ, t) + Bg(E, θ, t))

• H : R2(M)×Xg(M) ∩X 1(M)→ [0,+∞[ dada por

H(g,E) = minθ∈SgM{maxt∈[0,
rinj
2

]
{H̄(g, θ, t)}}

O objetivo desta seção é demonstrar o resultado:

Teorema 6.1. A função H : R2(M)×Xg(M) ∩X 1(M)→ [0,+∞[ é continua e o conjunto

G1 = {E ∈Xg(M) ∩X 1(M)|H(g,E) > 0}

é aberto em Xg(M) ∩X 1(M) e G1 ∩X ∞(M) é denso em Xg(M)

Demonstração. A demonstração só difere da original (em [7]) por um ponto: Agora não queremos
encontrar os autovalores apenas da matriz Kg mas sim da matriz Kg +Bg.

6.2 Teorema perturbativo

Iniciamos a seção, lembrando a de�nição de órbita prima:

De�nição 6.1. Uma órbita fechada η é dita prima se não é a iterada de uma órbita fechada de período
menor.

Dada uma órbita prima η, seja

• W ⊂M uma vizinhança tubular de c = π ◦ η

• τ > 0 tal que mτ = periodo(η) com m ∈ N e τ < rinj onde rinj é o raio de injetividade de M .
Considere, para 0 ≤ k < m, ηk(t) = η((t+ k)τ) com t ∈ [0, 1]. Chamaremos ck a projeção de ηk
em M , ck = π ◦ ηk.

Para cada segmento ηk, de�nimos a aplicação Sk : Xg(M) ∩X r(M) −→ CS(n) por

Sk(E) = TEk

em que TEk é o cociclo derivada transversal entre ηk(0) e ηk(1).
Na variedade M , pode acontecer que exista interseção transversal entre os segmentos ck. Suponha

que para c0 o conjunto dos segmentos que intersectam c0 seja F0 = {c1, . . . , cl}.
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W0

c0

c1 c2

De�nição 6.2. Seja c0 um segmento de órbita e F0 o conjunto de segmentos de órbita que intersectam c0

transversalmente. Seja W0 ⊂W uma vizinhança tubular de c0 tal que os extremos dos segmentos de F0

não estejam contidos em W0. Denotamos G2(η0,W0,F0) o conjunto dos campos vetoriais Ẽ ∈X r(M)
tais que

• supp(‖Ẽ − E‖) ⊂W0

• Ẽ = E numa vizinhança U0 de F0

Para o segmento de órbita η0, após encontrar F0 eW0, temos o conjunto G2(η0,W0,F0) e aplicamos
o seguinte resultado, que é o teorema perturbativo sobre um segmento de órbita:

Teorema 6.2. Sejam E ∈ G1 ∩Xg(M)∩X r(M), 4 ≤ r ≤ ∞, e η0 um segmento de órbita associdado
ao termostato gaussiano (M, g,E). Dada uma uma vizinhança U ∈ Xg(M) ∩ X 1(M), existe δ0 =
δ0(g,E,U) > 0 tal que dados W0 e F0 como acima então a imagem de U ∩ G1 ∩ G2(η0,W0,F0) pela
aplicação S0 contém uma bola de raio δ0 centrada em S0(E).

Para c1, encontramos F1 e W1 e G2(c1,W1,F1). A seguir, aplicamos novamente o teorema acima
obtendo que a imagem de uma vizinhança do campo E pela aplicação S1 contém uma bola de raio δ1

centrada em S1(E), Bδ1(S1(E)). Repetimos o processo para η2, . . . , ηm.
Os conjuntos, G2(ci,Wi,Fi), i ∈ {0, . . . ,m}, garantem que não existe interferência entre uma per-

turbação e a próxima e, além disso, estão contidos num conjunto maior de�nido a seguir.

De�nição 6.3. De�nimos G2(η,E,W ) o conjunto dos campos vetoriais Ẽ ∈X ∞(M) tais que

supp(‖Ẽ − E‖) ⊂W

Para �nalizar a demonstração do teorema, considerando a aplicação S = (S0, . . . , Sm) : Xg(M) ∩
X r(M) −→ CS(n) × · · · × CS(n), temos que a imagem de U ∩ G1 ∩ G2(η,E,W ) contém o produto
Bδ0(S0(E))× · · · ×Bδm(Sm(E)). Este resultado, traduzido em termos de cociclo derivada transversal,
signi�ca que uma pertubação no cociclo derivada transversal contida uma bola centrada em T com raio
mini∈{0,...,m}{δi}m pode ser realizada considerando um campo Ẽ no conjunto U ∩ G1 ∩ G2(η,E,W ).

η

Σ0 Σ1 Σ2 = Σ0
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6.3 Teorema perturbativo sobre um segmento de órbita

Nesta seção vamos demonstrar o teorema [6.2] que é o passo intermediário para a demonstração do
resultado principal do capítulo.

Vamos mostrar como perturbaremos o campo E. Coloque coordenadas de Fermi ao longo de η.
Considere uma aplicação α : [0, τ ] × Rn → S(n) de classe C∞ com suporte numa vizinhança de
[0, τ ] × {0} e λ̃ : [0, τ ] × Rn −→ R tal que λ̃(t, 0) ≡ λ

τ para t ∈ [0, τ ], λ > 0 e tem o suporte em uma
vizinhança de [0, τ ]× {0} com τ < rinj .

Seja η uma órbita do termostato gaussiano, η(t) = (u(t), v(t)), e considere{
Ẽ0 = E0 + λ̃(t, x)

Ẽi = Ei +
∑

j αijxj para i = 1, . . . , n

Com a perturbação Ẽ de E, η também é órbita do termostato gaussiano (M, g, Ẽ). De fato,


u̇ = v

D
dtv = Ẽ − ProjvẼ = E − ProjvE

Chamaremos a interseção do conjunto das perturbações de E das formas acima com G2(η0,W0,F0)
de G2.

Antes de iniciarmos, construiremos as vizinhanças, constantes e aplicações necessárias para a de-
monstração de [6.2].

U Supomos que U ⊂Xg(M) ∩X r(M).

k0 Diminuindo U , se necessário, podemos dizer que existe k0 = k0(U) > 0 tal que

‖K(g, θ, t) + B(E, θ, t)‖ ≤ k0 ∀(E, θ, t) ∈ U × SM × [0, 1]

k1 Seja k1 = k(U) > 1 tal que se E ∈ U , então

‖dθφEt ‖ ≤ k1 ‖dθ(φEt )−1‖ ≤ k1 ∀t ∈ [0, 1] ∀θ ∈ SM.

k2 e λ Dado 0 < λ� τ
8 seja k2 = k2(U , λ) tal que lim

λ→0
k2(λ) = 0 e

‖dθφ(g,E)
s − dθφ

(g,E)
t ‖ < k2 ‖dθ(φ(g,E)

s )−1 − dθ(φEt )−1‖ < k2

|s− t| < λ ∀s, t ∈ [0, 1] ∀θ ∈ SM.

O escalar λ deve ser pequeno o su�ciente para k−2
1 − 2k1k2 > 0 (pra conseguirmos de�nir k5).

k3, τ e U0 Uma vez que E ∈ G1 então existe a0 > 0 tal que H(E) > 2a2
0. De�na A0 = {(θ, t) ∈

SM × [0, 1]|H̄(E, θ, t) ≥ 2a2
0}. Existe uma vizinhança U0 ⊂ U de E em X 2(M) tal que

A0 ∩
{
{θ} × [

1

4
,
3

4
]
}
6= ∅ ∀θ ∈ SM

Fixe τ = τ(η0(0),U0) ∈ [1
4 ,

3
4 ] tal que (η(0), τ) ∈ A0�U0 (lembrando que U0 é vizinhança de F0).

Então
mini 6=j |λi − λj | > k3

onde {λ1, . . . , λn} são os autovalores da matriz K(g, η0, τ) + B(E, η0, τ)
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k4 De�nimos k4 como segue:

k4 = max{1, k−1
3 , 1 + (4k0 + σ2)k−1

3 , σ, 1 + (4k0 + σ2)σk−1
3 , σ2, 2k0 + σ2, (4σk0 + σ3)k−1

3 }

δ Seja δ : [0, 1]→ [0,+∞] uma função C∞ tal que δ(s) = 0 se |s− τ | ≥ λ e
∫ 1

0 δ(s)ds = 1.

ρ e k5 A constante ρ é de�nida de forma que

k5 =
k−2

1 − 2k1k2 − ρk2
1‖δ‖0

k1k4
> 0

φε Dado ε > 0, seja φε : Rn → [0, 1] uma função C∞ tal que φε(x) = 1 se x ∈ [− ε
4 ,

ε
4 ]n e φε(x) = 0 se

x /∈ [− ε
2 ,

ε
2 ]n. O lema [6.1] a seguir, garante que φε pode ser escolhido de forma que, para k6 �xo,

‖φε(x)x∗p(t)x‖ ≤ k6‖p‖C0 + εk6‖p‖C1 + ε2k6‖p‖C2

ε0 Seja ε0 = ε(E0,U) > 0 tal que se ‖E − E0‖ < ε0 então E ∈ U0.

r Escolha r tal que

4rk−1
5 k6‖δ‖C3 <

1

2
ε0

h̄ Seja h̄ : [0, 1]→ [0, 1] uma função C∞ com suporte longe dos pontos de interseção, ou seja, supp(h̄)∩
(π ◦ η)−1Vi = ∅ em que Vi é uma vizinhança de Fi e tal que∫ 1

0
(1− h̄(s))ds < ρ

V0 Escolha ε1 = ε1(E0,U0, η,F) tal que

k−1
5 r(4k6‖δ‖C3 + 8k6ε1‖h‖C1‖δ‖C4 + 16k6ε

2
1‖h‖C2‖δ‖C5) < ε0

Seja um sistema de coordenadas de Fermi (ψ, V ) ao longo do segmento c = π ◦ η associada a
métrica g e tome ε2 tal que ε1 > ε2 > 0 e ηi ∈ F não intersecta pontos com coordenadas (t, x)
com |x| < ε2 e t ∈ supp(h) e [0, 1]× [−ε2, ε2]n ∈ V e ψ([0, 1]× [−ε2, ε2]n) ⊂W .

Suponha que α da de�nição das perturbações de g tem suporte contido em V
ψ−1(∩mi ηi) com ηi ∈ F . Lembramos que o conjunto G2 é formado pelas perturbações de E que
não alteram a órbita.

V0 = G2 ∩ U0

Lema 6.1. Existe k6 > 0 e uma familia de funções C∞, φε : [−ε, ε]n → [0, 1] tal que φε(x) − 1
se x ∈ [− ε

4 ,
ε
4 ]n, φε(x) = 0 se x /∈ [− ε

2 ,
ε
2 ]n e para qualquer aplicação W : [0, 1] → Rn2

a função
w(t, x) = φε(x)x∗W (t)x satisfaz:

‖w‖C2 ≤ k6‖B‖C0 + εk6‖W‖C1 + ε2‖W‖C2

e k6 é independente de 0 < ε < 1.

Demonstração. Ver [7]

Estamos prontos para eunciar o teorema perturbativo sobre um segmento de órbita.

Proposição 6.1. Sejam F : S(n)3 × S∗(n) × R → CS(n) a aplicação F (σ, λ) = dφẼ1 = X1, onde
(σ, λ) ∈ S(n)3 × S∗(n)× R e
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• σ = (a, b, c; d) ∈ S(n)3 × S∗(n)

• α(t, x) = P (t)φε(x)xj

• P (t) = h̄(t)[aδ(t) + bδ
′
(t) + cδ

′′
(t) + dδ

′′′
(t)]

• Ẽ(t, x)0 = (1 + (λh̄(t)δ(t)− 1)φε(x))E0

• Ẽ(t, x)i = Ei +
∑

j αijxj

Então existe k > 0 tal que

‖d(σ,λ)Fζ‖ ≥ k‖ζ‖ ∀ζ = (a, b, c; d; e) ∈ S(n)3 × S∗(n)× R

Observação: Vamos somente utilizar o resultado para d0Fζ (σ = 0) mas demonstraremos dσFζ.

Demonstração. Considere o caminho em Xg(M) ∩X r(M),

γ : s→ (σ, λ) + sζ,

e a equação de Jacobi para γ(s) ao longo de η:

Ṫs = AsTs,

onde

As =

[
0 I

Ks +Bs Cs

]

Ks = K

Bs = B + sP (t)

Cs = (1 + sλ)C

Diferenciando esta equação com respeito a s, temos a equação diferencial para Zt = dTs(t)
ds

∣∣∣
s=0

Ż = AZ + BX

onde

A =

[
0 I

K +B C

]
,

B =

[
0 0

P (t) λC

]
.

Sabemos que Z1 = d(σ,λ)S.ζ. Isto segue da de�nição de Z:

Z(1) =
d

dr
T r(1)

∣∣∣
r=0

=
d

dr
T (σ,λ)+rζ(1)

∣∣∣
r=0

=
d

dr
(F ((σ, λ) + rζ))

∣∣∣
r=0

Escreva Zt = TtYt então T Ẏ = BT (motivação: TXCS(Rn) = T (TICS(Rn))).
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Além disso, Tλ(0) ≡ I então Z(0) = 0 e Y (0) = 0. Portanto,

Y (t) =

∫ t

0
(T s)−1BsT sds

B(X) =

[
0 0

P (t) λC

]
= h̄(t){δ(t)Ã+ δ

′
(t)B̃ + δ

′′
(t)C̃ + δ

′′′
(t)D̃ + δ(t)F̃}

Ã =

[
0 0
a 0

]
, B̃ =

[
0 0
b 0

]
, C̃ =

[
0 0
c 0

]
, D̃ =

[
0 0
d 0

]
,

F̃ = λσ

[
0 0
0 I

]
Integrando por partes Y (1), temos:

∫ 1

0

T−1
s δ

′
(s)B̃Tsds =

∫ 1

0

δ(s)T−1
s [AB̃ − B̃A]Tsds

=

∫ 1

0

δ(s)T−1
s

[
b 0
σb −b

]
Tsds.

∫ 1

0

T−1
s δ

′′
(s)C̃Tsds =

∫ 1

0

δ
′
(s)T−1

s

[
c 0
σc −c

]
Tsds

=

∫ 1

0

δ(s)T−1
s

(
A
[

c 0
σc −c

]
+

[
c 0
σc −c

]
A
)
Tsds

=

∫ 1

0

δ(s)T−1
s

([ 0 −2c
Kc+ cK 0

]
+

[
0 0

Bc+ cB 0

]
+

[
σc 0
σ2c −σc

])
Tsds.

∫ 1

0

T−1
s δ

′′′
(s)D̃Tsds =

∫ 1

0

δ
′
(s)T−1

s

([ 0 −2d
Kd+ dK 0

]
+

[
0 0

Bd+ dB 0

]
+

[
σd 0
σ2d −σd

])
Tsds

=

∫ 1

0

δ(s)T−1
s

([ Kd+ 3dK 0
0 −3Kd− dK

]
+

+

[
Bd+ 3dB 0

2λ{(K +B)d+ d(K +B)} −3Bd− dB

]
+

[
σ2d 0
σ3d −σ2d

])
Tsds.

As matrizes em T vI CS(Rn) são da forma:(
β γ
α vI − β∗

)
onde α e γ são simétricas e β é qualquer.

α = a+ σb+ (K +B)c+ c(K +B) + σ2c+ 2σ{(K +B)d+ d(K +B)}+ σ3d

β = b+ σc+ (K +B)d+ 3d(K +B) + σ2d

γ = −2c

v = λσ

A matriz β se decompõe em β = βsim + βasim onde βsim é uma matriz simétrica e βasim =
d(K + B) − (K + B)d é antissimétrica. Com o lema abaixo, temos que βasim é determinada por d.
Além disso, βsim é determinada por b, α é determinada a por e, �nalmente, γ por c.
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Lema 6.2. Seja W uma matriz simétrica e considere LW : S∗(n) → AS(n) dada por LW (d) =
Wd− dW . Suponha que os autovalores λi de W são todos distintos. Então para toda f ∈ AS(n) existe
d ∈ S∗(n) tal que LW (d) = f e

‖f‖ ≤ ‖d‖
mini 6=j |λi − λj |

Demonstração. Ver [7]

Para �nalizar a demonstração, precisamos mostrar que ‖Z1‖ ≥ k‖ζ‖. Já sabemos que ‖Z1‖ =
‖X1Y1‖ e ‖X1‖ ≥ k−1

1 . Para cotar ‖Y1‖, precisamos de

• mini 6=j{λi − λj} > k3

• ‖K +B‖ < k0

• k4 = max{1, k−1
3 , 1 + (4k0 + σ2)k−1

3 , σ, 1 + (4k0 + σ2)σk−1
3 , σ2, 2k0 + σ2, (4σk0 + σ3)k−1

3 }

donde concluimos que

‖d‖ < k−1
3 ‖β‖

< k4‖β‖

‖c‖ < ‖γ‖

‖b‖ < ‖β‖+ σ‖γ‖+ 4k0k
−1
3 ‖β‖+ σ2k−1

3 ‖β‖
= (1 + (4k0 + σ2)k−1

3 )‖β‖+ σ‖γ‖
< k4max{‖β‖, ‖γ‖}

‖a‖ < ‖α‖+ σ‖b‖+ 2k0‖c‖+ σ2‖c‖+ 4σk0‖d‖+ σ3‖d‖
< ‖α‖+ σ‖b‖+ (2k0 + σ2)‖γ‖+ (4σk0 + σ3)k−1

3 ‖β‖
< k4max{‖α‖, ‖β‖, ‖γ‖}

Se de�nirmos T (ζ) = D =

(
β γ
α vI − β∗

)
, então:

‖ζ‖ = max{‖a‖, ‖b‖, ‖c‖, ‖d‖} ≤ k4 max{‖α‖, ‖β‖, ‖γ‖} ≤ k4 max{‖α‖, ‖β‖, ‖γ‖, ‖vI−β‖} = k4‖T (ζ)‖.

Faça Q(s) = X−1
s DXs, com essa nomenclatura Y1 =

∫ 1
0 h̄(s)Q(s)ds. De�nimos também:

W1 =

∫ 1

0
Q(s)ds

Pela desigualdade triangular:

‖Y1‖ ≥ ‖Q(τ)‖ − ‖W1 −Q(τ)‖ − ‖Y1 −W1‖

Além disso (para detalhes, [7]),

• ‖Q(τ)‖ ≥ 1
k21
‖D‖

• ‖W1 −Q(τ)‖ ≤ ρk2
1‖δ‖0‖D‖
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• ‖Y1 −W1‖ ≤ 2k1k2‖D‖

• ‖D‖ ≥ k4‖ζ‖

Finalmente, se k5 = k:

‖Y1‖ ≥
(k−2

1 − 2k1k2 − ρk2
1‖δ‖0

k1k4

)
‖ζ‖ = k5‖ζ‖ = k‖ζ‖

Lema 6.3. Seja N uma variedade Riemanniana conexa de dimensão m e seja F : Rm → N uma
aplicação suave tal que

|dxF (v)| ≥ a > 0 ∀(x, v) ∈ TRm com |v| = 1 e |x| ≤ r

Então para todo 0 < b < ar,

{ω ∈ N |d(ω, F (0)) < b} ⊆ F ({x ∈ Rm||x| < b

a
})

Demonstração. Ver [7].

Vamos mostrar que a imagem de U0 por S contém uma bola em CS(n) com centro em S(g) e raio
r = r(g,U). Considere a aplicação G : R2n(n+1) →X r(M) em que G(σ, λ) = (Ẽ). O diagrama abaixo
é comutativo

B(0, k−1
5 r) ⊂ R2n(n+1) X r(M)

CS(n)

G

S

F

A proposição [6.1] e o lema [6.3], mostram que B(S(E), r) ⊂ F (B(0, k−1
5 r)). Mas o que queremos é

B(S(E), r) ⊂ S(U0). Para isto, é su�ciente mostrar que G(B(0, k−1
5 r)) ⊂ U0. De fato, ‖Ẽ − E‖C1 < ε

portanto Ẽ ∈ V0 ⊂ U0 e temos o resultado.
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CAPÍTULO 7

Dicotomia genérica

Antes de enunciar o teorema central deste capítulo, precisamos de duas de�nições.

De�nição 7.1. Seja φ um �uxo e η uma órbita periódica do tipo sela. De�nimos a classe homoclínica
H(η, φ) pelo fecho do conjunto das interseções transversais entre as variedades instáveis e estáveis de η

H(η, φ) = W u
φ (η) tW s

φ(η)

De�nição 7.2. Dizemos que um conjunto invariante Λ tem decomposição dominada (na aplicação
linear de Poincaré) se T̂θM = N cs

θ ⊕N cu
θ é uma decomposição T t invariante de�nida para todo θ ∈ Λ

e existem constante λ,C > 0 tais que para t > 0

‖T t|Ncs
θ
‖ ≤ Ce−λtm(T t|N cu

θ )

em que m(L) = min{‖Lv‖ : ‖v‖ = 1}.

O objetivo deste capítulo é provar o resultado:

Teorema E. Seja E ∈Xg(M) e η uma órbita periódica do tipo sela hiperbólica do termostato gaussiano
(M, g,E) cujo �uxo é φ.

Para V uma vizinhança de η, vale uma das alternativas:

(i) a classe homoclinica H(η, φ) ⊂ V admite decomposição dominada

(ii) dados uma vizinhança U ⊂ H(η, φ) ⊂ V , k ∈ N e ε > 0, existe Ẽ ∈ Xg(M) com d(Ẽ, E)C1 <
ε tal que o termostato gaussiano (M, g, Ẽ) possui k órbitas períódicas atratoras ou repulsoras
arbitrariamente próximos de η cuja órbita está contida em V .

A demontração de do teorema E é uma adaptação para o contexto dos termostatos gaussianos do
artigo [5]. Na demonstração, utilizamos o teorema perturbativo do capítulo 6 e é necessário que as
perturbações realizadas ocorram dentro do contexto conformalmente simplético.

Toda a demonstração do teorema pode ser feita no espaço das aplicações simpléticas e, pelo trabalho
de Contreras em [7], vale uma versão para �uxos geodésicos do resultado:

Teorema E (simplético). Seja (M, g) um �uxo geodésico cujo �uxo é φ e η uma órbita periódica do
tipo sela hiperbólica. Para V uma vizinhança de η, vale uma das alternativas:
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(i) a classe homoclinica H(η, φ) ⊂ V é hiperbólica

(ii) dados uma vizinhança U ⊂ H(η, φ) ⊂ V e k ∈ N, existe �uxo geodésico (M, g̃) arbitrariamente
próximo de (M, g) com k ilhas arbitrariamente próximos de η cuja órbita está contida em U .

A seguir a idéia da demonstração do teorema. Seja Σ uma seção transversal em θ ∈ η e f :
Σ −→ Σ aplicação de Poincaré. Considere π : TθSM −→ T̂θSM a projeção de TθSM sobre T̂θSM .
Suponha que π ◦ dfθ tenha 2n subespaços invariantes E1, . . . , E2n sobre a classe homoclínica H(θ, f).
Suponha ainda que H(θ, f) admite 2n − 1 pontos θ1, . . . , θ2n−1 tal que θi tem autovalor complexo
que mistura os subespaços Ei e Ei+1. Então por uma perturbação f̃ de f podemos fazer com que
π ◦ df̃per(θi)θi

(Ei) = π ◦ df̃per(θi)θi
(Ei+1) e π ◦ df̃per(θi)θi

(Ei+1) = π ◦ df̃per(θi)θi
(Ei) em que per(θi) é o

periodo de θi. Uma propriedade de uma classe homoclínica é que ela admite transições e, utilizando
esta propriedade, criamos um ponto θ cuja órbita passa próxima de cada θi e assim a diferencial de f
herda as propriedades da diferencial de θi e portanto mistura todos os autoespaços Ek criando assim o
poço ou fonte desejado. Porém, se o ângulo entre os subespaços Ei é grande o su�ciente, não podemos
criar autovalores complexos como no parágrafo anterior e temos decomposição dominada. O teorema
pertubativo do capítulo 6 nos permite mostrar que uma classe homoclínica admite transições e traduzir
o problema dinâmico em uma problema de sistemas lineares.

Como aplicação deste teorema, considere E ∈ Xg(M) e o termostato gaussiano (M, g,E) em uma
variedade M de dimensão 2. Por exemplo, a variedade M pode ser considerada a esfera S2. Considere
também φt : SM −→ SM o �uxo associado, η : R −→ SM uma órbita periódica de φ com periodo τ ,
um ponto θ contido na trajetória de η e T t : Ŝη(0)=θM −→ Ŝη(t)M o cociclo derivada transversal entre
os pontos η(0) = θ e η(t).

Fixando coordenadas de Fermi ao longo de η, temos {e0(t) = v(t), e1(t)} uma base ortonormal tal
que T τ : T̂θSM −→ T̂θSM nessas coordenadas é dada por T τ = e

∫ τ
0 A(t)dt em que a matriz A2×2 é da

forma

A(t) =

[
0 1(

−K11 + ∂E1
∂x1

)
(η(t)) −E0

c (η(t))

]
=

[
0 1(

K̂ + B̂
)
(η(t)) −E0

c (η(t))

]
.

O teorema C nos diz que se η não tem decomposição dominada então existe um termostato gaussiano
com uma órbita atratora ou repulsora na vizinhança de φ. A matriz e

∫ τ
0 A(t)dt tem decomposição

dominada se e somente se os autovalores de
∫ τ

0 A(t)dt são reais e distintos, ou seja,

d =
( 1

2c

∫ τ

0
E0dt

)2
+

∫ τ

0

(
K̂ + B̂

)
dt > 0

Para um termostato gaussiano as consequências são as seguintes. Seja η uma órbita fechada do
termostato gaussiano (M, g,E) ∈ TGsim(M, g) tal que d < 0. Considere Ẽ0 = E0 e Ẽ1 = E1 + α(t)x1

em que α tem suporte contido na vizinhança coordenada,
∫ τ

0 α(s)ds > −d e |α| < ε. Se for possível
encontrar uma função α com essas características, temos que Ẽ é uma ε-perturbação de E, o termostato
gaussiano (M, g, Ẽ) possui η como órbita e η tem decomposição dominada.

De forma análoga, é possível construir uma ε-perturbação E′ de E tal que d′ ≤ 0 quando existir uma
função α com suporte contido na vizinhança coordenada tal que

∫ τ
0 α(s)ds ≤ −d e |α| < ε. Quando

existe α com essas características temos um termostato gaussiano (M, g, Ẽ) na vizinhança de (M, g,E′)
com um atrator ou um repulsor.

Já para o �uxo geodésico temos as seguintes consequências. No �uxo geodésico temos o campo E
identicamente nulo, E ≡ 0, e a condição para termos decomposição dominada se escreve

d =

∫ τ

0
−Kdt > 0.

Se supormos que a curvatura é sempre maior ou igual a zero, K ≥ 0, então esta desigualdade nunca
é satisfeita. Concluímos que as órbitas fechadas do �uxo geodésico na esfera S2 neste caso não tem
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decomposição dominada. O caso simplético do teorema C e o teorema de Franks para �uxos geodésicos,
em [7], nos permitem concluir que existe uma perturbação g̃ da métrica g de forma que o �uxo geodésico
(S2, g̃) apresenta uma ilha.

7.1 Sistemas lineares conformalmente simpléticos e transições

Esta seção faz a tradução de problemas no espaço dos difeomor�smos para o contexto de sistemas
lineares.

De�nição 7.3. Seja Σ um espaço topológico, f um homeomor�smo de�nido em Σ, π : E −→ Σ um
�brado vetorial localmente trivial (ou de dimensão �nita) sobre Σ tal que a dimensão da �bra Ex, x ∈ Σ,
seja constante sobre Σ, ω uma 2-forma conformalmente simplética em Σ, µ : Σ→ R uma função positiva
e A : E → E uma aplicação tal que Ax = A(x, .) : Ex → Ef(x) é um isomor�smo linear conformalmente
simplético tal que A∗ω = µω e ‖Ax‖ < ∞ para todo x ∈ Σ. Chamamos a 6-upla (Σ, f, E , A, ω, µ) de
sistema linear conformalmente simplético ou cociclo linear conformalmente simplético sobre f .

De�nimos a norma da aplicação A, ‖A‖ = máximo{supx∈Σ‖Ax‖, supx∈Σ‖A−1
x ‖}. Quando não

houver ambiguidade, chamaremos o sistema linear (Σ, f, E , A, µ) simplesmente de A.

Lema 7.1. Sejam (Σ, f, E , A, µ) e (Σ, f, E , B, µ) sistemas conformalmente simpléticos. Então os sis-
tema (Σ, f, E , A ◦B,µ) satisfaz ‖A ◦B‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

Denotamos CS∞(Σ, f, E) o conjunto dos sistemas lineares conformalmente simpléticos (Σ, f, E , A, µ)
para toda µ e munimos CS(Σ, f, E) da distância d(A,B) = máximo{‖A − B‖, ‖A−1 − B−1‖} para
A,B ∈ CS∞(Σ, f, E).

Lema 7.2. Seja K > 0, ε1 > 0 e um sistema linear conformalmente simplético (Σ, f, E , A, µ) tal
que ‖A‖ < K então para toda ε1-perturbação simplética da identidade (Σ, IdΣ, E , E, 1) as composições
E ◦A e A◦E são ε-perturbações de A com ε = ε1K. Além disso, para toda ε-perturbação Ã de A existe
ε1-perturbação simplética da identidade (Σ, IdΣ, E , E, 1) tal que Ã = E ◦A.

Demonstração. A aplicação E ◦ A satisfaz ‖E ◦ A − A‖ = ‖(E − IdΣ) ◦ A‖ ≤ ‖E − IdΣ‖‖A‖ < ε1

e (E ◦ A)∗ω = A∗E∗ω = µω. De forma análoga, A ◦ E satisfaz, ‖A ◦ E − A‖ = ‖A ◦ (E − IdΣ)‖ ≤
‖A‖‖E − IdΣ‖ < ε e (A ◦ E)∗ω = µω.

De�na E = Ã ◦A−1, então E ◦A = Ã e ‖E − IdΣ‖ < ‖Ã−A‖‖A−1‖ < ε1 e E∗ω = (Ã ◦A−1)∗ω =
(A−1)∗ ◦ Ã∗ω = (A−1)∗(µω) = µω.

De�nição 7.4. O sistema linear conformalmente simplético (Σ, f, E , A, µ) é chamado sistema linear
conformalmente simplético periódico se todo x ∈ Σ é ponto periódico da aplicação f . Denotamos p(x)
o seu período.

De�nição 7.5. O sistema linear conformalmente simplético (Σ, f, E , A, µ) é chamado sistema linear
conformalmente simplético contínuo se a estrutura euclideana de�nida nas �bras varia continuamente
e a aplicação A : E → E é continua.

De�nição 7.6. O sistema linear conformalmente simplético (Σ, f, E , A, µ) é chamado sistema de ma-
trizes conformalmente simpléticas se E = Σ×Rn, Rn é munido da métrica euclideana canônica e existe
µ : Σ→ R positiva tal que AtJA = µJ . Denotamos o sistemas de matrizes conformalmente simpléticas
por (Σ, f, A, µ)

Dado um conjunto A, uma palavra com letras em A é uma sequência �nita de elementos de A.
O tamanho dessa palavra é o número de letras que a compõe. O conjunto das palavras admite uma
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estrutura de semigrupo natural: o produto da palavra [a] = (a1, . . . , an) por [b] = (b1, . . . , bn) é [a][b] =
(a1, . . . , an, b1, . . . , bn). Dizemos que uma palavra [a] não é uma potência se [a] 6= [b]k para toda palavra
[b] com k > 1.

Se (Σ, f,A, µ) é um sistema de matrizes conformalmente simplético então para x ∈ Σ denotamos a
palavra (A(fp(x)−1(x)), . . . , A(x)) por [M ]A(x). A matriz MA(x) = A(fp(x)−1) ◦ · · · ◦A(x) é o produto
das letras de [M ]A(x).

De�nição 7.7. Dado ε > 0, um sistema linear periódico conformalmente simplético (Σ, f, E , A, µ)
admite ε-transições se:

(i) Para toda família �nita de pontos x1, . . . , xn = x1 ∈ Σ existe um sistema de coordenadas sobre
E tal que podemos considerar este sistema linear como um sistema de matrizes conformalmente
simpléticas (Σ, f, A, ω, µ) e

(ii) Para todo (i, j) ∈ {1, . . . , n}2 existe uma palavra �nita [ti,j ] de matrizes em CS(n,R) tal que a
palavra

[W (ι, a)] = [ti1,im ][MA(xim)]am [tim,im−1 ][MA(xim−1)]am−1 . . . [ti2,i1 ][MA(xi1)]a1

com ι = (i1, . . . , im) ∈ {1, . . . , n}m, a = (a1, . . . , am) ∈ Nn e a palavra ((xi1 , ai1), . . . , (xim , αim))
com letras em Σ× N não é uma potência.

Então existe x = x(ι, a) ∈ Σ tal que

(ii.1) tam([W (ι, a)]) = periodo(x)

(ii.2) A palavra [M ]A(x) está ε-próxima de [W (ι, a)] e existe ε-perturbação Ã de A tal que [M ]Ã(x) =

[W (ι, a)]

(ii.3) Podemos escolher x tal que a distância entre a órbita de x e xi, i ∈ {1, . . . , n−1}, é limitada
por uma função αi que tende a zero quando ai tende ao in�nito.

Dados ι e a como acima, denotamos [ti,j ] uma ε-transição de x1 para xj e ao produto Ti,j das letras
compondo [ti,j ] chamamos ε-matriz de transição.

De�nição 7.8. Dizemos que um sistema linear conformalmente simplético periódico admite transições
se para todo ε > 0 este sistema admite ε-transições.

A seguir o dicionário entre sistemas lineares conformalmente simpléticos e classes homoclinicas para
termostatos gaussianos:

Lema 7.3. Seja p uma sela hiperbólica de índice k (dimensão da variedade estável). A diferencial df
da aplicação de Poincaré f induz um sistema linear continuo com transições no conjunto Σ das selas
hiperbólicas em H(p, f) de índice k e homoclinicamente relacionadas com p.

Demonstração. Fixe ε > 0 e uma família �nita x1, . . . , xn ∈ Σ. Os pontos xi são homoclinicamente
relacionados com p, então existe um subconjunto hiperbólico compacto e transitivo K ⊂ H(p, f)
contendo todos os pontos xi. Cubra K por uma partição de Markov formada de retângulos Rk. Para
cada x ∈ K de�na coordenadas conformalmente simpléticas φx : Ux →M . Re�ne a partição de Markov
de forma que Rk esteja contido em algum aberto Ux e para x e y no mesmo retângulo ‖A(x)−A(y)‖ < ε
e ‖A(x)−1 − A(y)−1‖ < ε. Para cada retângulo Rk, escreva df nas coordenadas conformalmente
simpléticas e considere o sistema de matrizes associado (K, f,A, µ). As transições de xi para xj são
obtidas pela propridade da partição de Markov e o teorema perturbativo conformalmente simplético.

IMPA 63 Junho, 2012



Ivana de Vasconcellos Termostatos Gaussianos

Uma propriedade válida em um ponto de um sistema conformalmente simplético que admite tran-
sições se espalha sobre um conjunto denso, de acordo com o lema abaixo (válido somente para o caso
estritamente conforme, ou seja, µ não é identicamente 1 pois com µ ≡ 1 não temos contrações nem
dilatações):

Lema 7.4 (Propriedade de Espalhamento). Seja (Σ, f, E , A, µ) um sistema linear conformalmente sim-
plético periódico com transições. Fixe ε > ε0 > 0 e assuma que existe ε0-perturbação B de A e x ∈ Σ
tal que [M ]B é uma dilatação (contração) então existe um conjunto denso f -invariante ΣC ⊂ Σ e uma
ε-perturbação C de A tal que para todo y ∈ Σ̃, [M ]C(y) é uma dilatação (contração).

Demonstração. Considere ΣB ⊂ Σ um subconjunto denso e tome ε1 = ε− ε0.
Fixe δ > 0 e considere z ∈ Σ, a familia de pontos x1 = z ∈ ΣB, x2 = x e x3 = z e a palavra

[W ] = [t1,2][M ]nA(x)[t2,1][M ]
n(z,δ)
A (z)

O sistema linear (Σ, f, E , A, µ) admite transições logo existe zn ∈ Σ tal que d(zn, z) < δ e uma ε1-
perturbaçao Ã de A tal que [M ]Ã(zn) = [W ].

Considere a ε0-perturbação C de Ã de�nida ao longo da órbita de zn por

[M ]C(zn) = [t1,2][M ]nB(x)[t2,1][M ]
n(z,δ)
A (z).

Fazendo n grande o su�ciente, temos que [M ]C(zn) é uma dilatação (contração) e ΣC é de�nido
como a união de zn.

De�nição 7.9. Seja um sistema linear conformalmente simplético (Σ, f, E , A, µ). Uma ε-perturbação
Ã de A é um sistema linear conformalmente simplético (Σ, f, E , Ã, µ) tal que d(Ã, A) < ε e que preserva
a mesma estrutura conforme µ, ou seja, Ã∗ω = µω.

Lema 7.5. Fixe ε > 0. Toda ε-pertubação de uma matriz A ∈ CS(n,R) pode ser escrita como com-
posição de A com uma matriz simplética ε1-próxima da identidade E, com ε = ε1‖A‖. As composições
de A com E matriz simplética ε1-próxima da identidade, A ◦ E e E ◦A, são ε-perturbações de A.

Demonstração. Seja Ã ε-perturbação de A, de�na a matriz simplética E = Ã ◦A−1. Então E ◦A = Ã
e ‖E ◦A−A‖ < ε.

Seja E ∈ S(n,R) matriz simplética ε1-próxima da identidade. Então E◦A e A◦E são ε-perturbações
de A.

De�nição 7.10. Um sistema linear conformalmente simplético periódico (Σ, f, E , B, µ) de dimensão 2n
é diagonalizável se para todo x ∈ Σ a matrizMB(x) tem autovalores reais positivos com multiplicidade 1.
Denotamos λ1(x) ≤ · · · ≤ λn(x) ≤ λn(x) ≤ · · · ≤ λ1(x) os autovalores de MB(x) tais que λi(x)λi(x) =
µ(x) para i = 1, . . . , n. Também denotamos Ei(x) o autoespaço correspondente a λi(x) e Ei(x) o
autoespaço correspondente a λi(x). Então E = (⊕n1Ei)⊕ (⊕n1Ei) é uma decomposição invariante de B.

Lema 7.6. Seja (Σ, f, E , A, µ) um sistema linear periódico conformalmente simplético com transições.
Então para ε > 0 existe ε-perturbação diagonalizável B de A de�nida num conjunto denso Σ̃ ⊂ Σ.

Demonstração. Dada uma matriz A ∈ CS(n,R), existe perturbação arbitrariamente pequena B ∈
CS(n,R) de A tal que B tem todos autovalores reais positivos com multiplicidade 1.

Isto segue de [11] que constrói uma mudança de coordenadas simpéticas T tal que
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T−1AT =



A11 0 0 A12 0 0

0
. . . 0 0

. . . 0
0 0 An1 0 0 An2

A13 0 0 A14 0 0

0
. . . 0 0

. . . 0
0 0 An3 0 0 An4


em que as submatrizes

[
Ai1 Ai2
Ai3 A14

]
são blocos canônicos análogos aos blocos de Jordan.

7.2 Restrições e decomposições

Um sub�brado invariante F é uma coleção de subespaços Fx ⊂ Ex tal que dim(F (x)) = c ∈ N, ∀x ∈ Σ
e A(F (x)) = F (f(x)) . Uma A-decomposição E = F ⊕G é dada por sub�brados invariantes tais que
Ex = E(x)⊕G(x), ∀x ∈ Σ.

De�nição 7.11. Seja (Σ, f, E , A, µ) um sistema linear conformalmente simplético e E = F ⊕ G uma
A-decomposição. Dizemos que esta decomposição é uma decomposição dominada e denotamos, F ≺ G,
se existe l ∈ N tal que para todo x ∈ Σ:

‖Al(x)
∣∣
F
‖‖A−l(f l(x))

∣∣
G
‖ < 1

2

De�nição 7.12. Seja (Σ, f, E , A, µ) um sistema linear conformalmente simplético e E = ⊕Ei uma A-
decomposição em k subespaços invariantes E1, . . . , Ek. Dizemos que dois subespaços Em e En, m,n ∈
{1, . . . k}, tem decomposição dominada associada aos subespaços Em e En e denotamos Em ≺ En se
existe l ∈ N tal que para todo x ∈ Σ as restrições de A em cada um desses subespaços satisfaz:

‖Al(x)
∣∣
Em
‖‖A−l(f l(x))

∣∣
En
‖ < 1

2

Se quisermos enfatizar o papel de l, dizemos que F⊕G é uma l-decomposição dominada e escrevemos
F ≺l G.

Diferentemente do caso geral, tratato em [5], precisamos preservar a estrutura conforme e portanto
não podemos mais separar as matrizes em restrição e quociente de forma que uma perturbação na
restrição não in�uencia no quociente e vice-versa. Vamos substituir o conceito de restrição e quociente
pelo conceito apenas de restrição: sejam k subespaços invariantes F1, . . . , Fk tais que E = ⊕Fi, podemos
escrever A na forma:

A =


A1 0 . . . 0
0 A2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 0 Ak


com Ai(Fi) ⊂ Fi.

Lema 7.7. Seja K > 0 e l ∈ N existe L tal que dado um sistema linear (Σ, f, E , A, µ) limitado por K
com decomposição invariante E ⊕ F ⊕G temos

(i) Se E ≺l F e E ≺l G então E ≺L (F ⊕G).
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(ii) Se F ≺l G e E ≺l G então (E ⊕ F ) ≺L G.

Demonstração. Usando a base conformalmente simplética podemos escrever as matrizes do sistema
conformalmente simplético A da seguinte forma:

A =

 AE 0 0
0 AF 0
0 0 AG


E a demonstração do lema segue como no artigo original considerando B(x) = 0.

De�nição 7.13. Considere um conjunto Σ′ ⊂ Σ f -invariante e a restrição do �brado E a Σ′. O sistema
linear conformalmente simplético induzido por A, (Σ′, f |Σ′ , EΣ′), é chamado subsistema induzido por A
em Σ′.

Lema 7.8. Seja (Σ, f, E , A, µ) um sistema linear conformalmente simplético contínuo tal que existe
um subconjunto denso invariante Σ1 ⊂ Σ cujo subsistema admite l-decomposição dominada então
(Σ, f, E , A, µ) admite l-decomposição dominada. Mais geralmente, suponha que exista uma sequência
de sistemas (Σ, f, E , Ak, µ) convergindo para (Σ, f, E , A, µ) tal que para todo k existe um subconjunto
denso invariante Σk ⊂ Σ onde Ak admite l-decomposição dominada. Então A admite l-decomposição
dominada em todo Σ. Finalmente, uma decomposição dominada de uma sistema linear conformalmente
simplético contínuo é contínua.

Demonstração. Dado x ∈ Σ considere (xk)k∈N uma sequência xk ∈ Σ convergindo para x. Tomando
uma subsequência, podemos assumir que Ek(xk) converge a E(x) e Fk(xk) converge a F (x).

E(x) = E(x)⊕ F (x) Primeiramente note que E(x) + F (x) = E(x). Das convergências de Ak para Ax,

xk para x, Ex(xx) para E(x) e Fk(xk) para F (x), temos 2‖A
lu‖
‖u‖ < ‖Alv‖

‖v‖ e 2‖A
−lv‖
‖v‖ < ‖A−lu‖

‖u‖ .

A seguir, observe que as duas desigualdades acima caracterizam unicamente os subespaços E(x)
e F (x) (uma vez que a dimensão está �xada). Os vetores u ∈ E(x) são tais que suas iteradas por
A crescem mais lentamente do que os vetores w /∈ E(x). Os vetores v ∈ F (x) são tais que suas
iteradas por A−1 crescem mais lentamente do que os vetores w /∈ F (x).

E e F estão unicamente determinados Suponha que exista seguência (xk)k∈N tal que E(xk) con-
verge a G(x) e F (xk) converge a H(x) tal que G ≺ H.

Suponha que dimE ≤ dimG. Vamos mostrar que E ⊂ G. Suponha, por contradição que existe
v ∈ E \ G. Então existe w ∈ G \ E tal que v ∈ H(x) ∪ E(x) e w ∈ G(x) ∪ F (x). Assim
‖Av‖
‖v‖ < 1

2
‖Aw‖
‖w‖ ,

‖Aw‖
‖w‖ < 1

2
‖Av‖
‖v‖ e assim temos uma contradição. Portanto E ⊂ G.

Analogamente, concluimos que dimF ≥ dimH e H ⊂ F . Portanto dimE = dimF e dimG =
dimH.

E e F são subespaços invariantes Basta observar que A(E(x)) é o limite de Ek(f(xk) e A(F (x))
é o limite de Fx(f(xx)).

Continuidade A continuidade segue da continuidade de A e da unicidade da decomposição dominada.

Lema 7.9. Seja (Σ, f, E , A, µ) um sistema linear conformalmente simplético periódico com ε-transições
com dimensão n e decomposição dominada E1 ≺ · · · ≺ En. Fixe ε0 > ε. Então dados dois pontos xi e
xj ∈ Σ, k ∈ {1, . . . ,m} e [tji] ε-transição entre pi e pj. Então existe ε0-transição [t̃ji] tal que T̃ji leva
Ek(xi) em Ek(xj) .
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Demonstração. A aplicação Tji satisfaz angulo(T̃ij(Ek(xi)), Ek(xj)) < ε. Considere perturbação de T̃ji
tal que T̃ji(Ek(xi)) não tenha componente em Em(xi), m > k. Devido a decomposição dominada, a
imagem de Ek(xi) por Mn

A(xj)T̃ji �ca arbitrariamente próxima de Ek(xj) quando n é su�cientemente
grande. Perturbando MA com uma rotação, temos que Mn

Ã
(xj)T̃ji(Ek(xi)) = Ek(xj).

O próximo lema necessita da de�nição de posto de um autovalor complexo.

De�nição 7.14. Seja M ∈ GL(n,R) tal que M tem autovalor complexo λ. Dizemos que λ tem posto
(i, i+ 1) se existe decomposição M -invariante de Rn, F ⊕G⊕H, tal que:

(i) Os autovalores σ de F satisfazem |σ| < |λ|

(ii) Os autovalores σ de H satisfazem |σ| > |λ|

(iii) dim(F ) = i− 1 e dim(F ) + dim(G) + dim(H) = n

(iv) O plano G é o autoespaço de λ

Lema 7.10. Fixe ε > 0 Seja (Σ, f, E , A, µ) um sistema linear conformalmente simpletico e p ∈ Σ um
ponto periódico com autovalor complexo de posto (i, i + 1) associado ao subespaço Ei ⊕ Ei+1. Então
existe ε-perturbação Ã de A e m ∈ N tal que [M ]mA (p)(Ei+1) = Ei.

Demonstração. Realizamos uma ε
2 -perturbação Ã de A tal que o autovalor complexo de posto (i, i+ 1)

de Ã tem entradas irracionais. Então existe m tal que o ângulo entre [M ]m
Ã

(p)(Ei+1) e Ei é igual a

α < ε
2 . Compondo Ã com uma rotação pelo ângulo α (simplética!), temos o resultado.

Lema 7.11. Dado um vetor v e duas matrizes conformalmente simpléticas T eM tal que o vetor w esta
associado ao maior autovalor em módulo de M , então existe n uma ε-perturbação B̃ de B = Mn ◦ T
tal que B̃(v) = w.

Demonstração. Se v é invariante, realizamos uma perturbação simplética de forma a torná-lo não-
invariante. A seguir, iteramos M de forma que o ângulo entre Bv = Mn ◦ T (v) e w seja igual a α < ε.
Compomos B com uma rotação pelo ângulo α e temos o lema.

7.3 Caso bidimensional

Proposição 7.1. Dado K > 0, ε > 0 existe l ∈ N um sistema linear conformalmente simplético
(Σ, f, E , A, µ) de dimensão 2, com norma limitada por K e tal que as matrizes MA(x) preservam
orientação satisfaz uma das possibilidades:

(i) A admite l-decomposição dominada

(ii) Existe ε-perturbação Ã de A e x ∈ Σ tal que MÃ(x) tem autovalor complexo

Demonstração. A demonstração no caso conformalmente simplético não difere da demonstração origi-
nal, uma vez que a original é feita com perturbações simpléticas sobre a matriz 2× 2.

A idéia central do caso bidimensional surge com um argumento de R. Mañé em [?]. Se denotarmos
Rθ : R2 → R2 a rotação pelo ângulo θ:

Lema 7.12. Para todo α > 0 e toda matriz M ∈ GL+(2,R) com dois autoespaços E1 e E2 cujo ângulo
é menor que α, existe s ∈ [−1, 1] tal que Rsα ◦M tem autovalor complexo.
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Demonstração. Seja M ∈ GL+(2,R) uma matriz com os autoespaços com ângulo entre eles igual a
θ < α. Na base canônica a A se escreve

M =

[
λ1 (λ2 − λ1) cosθsenθ
0 λ2

]
O polinômio característico de Rsα ◦M

p(λ) = λ2 − λ
(

(λ2 + λ1)cos(sα) + (λ2 − λ1)
cosθ

senθ
sen(sα)

)
+ 2λ2λ1 = 0

tem raízes complexas se(
(λ2 + λ1)cos(sα) + (λ2 − λ1)

cosθ

senθ
sen(sα)

)2
− 8λ2λ1 < 0

Se λ2 − λ1 ≤ 0, fazendo sα = θ, temos λ2cos
2θ − 2λ1 < 0 pois λ2cos

2θ ≤ λ2 ≤ λ1 < 2λ1. Porém se
λ2 − λ1 > 0, fazendo sα = −θ, temos λ1cos

2θ − 2λ2 < 0 pois λ1cos
2θ ≤ λ1 < λ2 < 2λ2. Isto mostra

que em ambos os casos temos um autovalor complexo e assim temos o lema demontrado.

Em particular, temos o mesmo resultado para o conjunto das matrizes conformalmente simpléticas
de dimensão dois, CS+(2,R):

Lema 7.13. Para todo α > 0 e toda matriz M ∈ CS+(2,R) com dois autoespaços E1 e E2 cujo ângulo
é menor que α, existe s ∈ [−1, 1] tal que Rsα ◦M tem autovalor complexo.

Demonstração. A demonstração é igual a demonstração do caso geral.

7.4 Dicotomia genérica

Para demonstrarmos o teorema C, é su�cente mostrar o resultado para sistemas lineares, uma vez que
já �zemos a redução do problema para este caso.

Proposição 7.2. Para K > 0, n > 0 e ε > 0 existe l > 0 tal que um sistema linear conformalmente
simplético periódico (Σ, f, E , A, µ) limitado por K com transições satisfaz uma das possibilidades:

(i) A admite l-decomposição dominada

(ii) Existe ε-perturbação Ã de A e um ponto x ∈ Σ tal que MA(x) é uma homotetia.

Enunciado simplético:

Proposição 7.3. Para K > 0, n > 0 ε > 0 existe l > 0 tal que um sistema linear conformalmente
simplético periódico (Σ, f, E , A, 1) limitado por K com transições satisfaz uma das possibilidades:

(i) A admite l-decomposição dominada

(ii) Existe ε-perturbação Ã de A e um ponto x ∈ Σ tal que MA(x) só tem autovalores complexos.

A demonstração de [7.2] é divida em dois passos: O primeiro nos diz que se não podemos criar
autovalores complexos de posto (i, i+ 1) para i ∈ {1, . . . , 2n− 1} então temos decomposição dominada
e o segundo nos diz que se podemos criar tais autovalores então podemos perturbar o sistema linear
original com transições e obter homotetias.
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Proposição 7.4. Fixe ε > 0, n ∈ N e K > 0. Seja (Σ, f, E , A, ω, µ) um sistema linear conformalmente
simplético contínuo com transições de dimensão 2n e limitado por K tal que toda ε-perturbação de A
não admite autovalores complexos de posto (i, i+ 1) para i = 1, . . . , 2n− 1. Então existe l ∈ N tal que
(Σ, f, E , A, ω, µ) admite l-decomposição dominada E = F ⊕G, F ≺l G, com dim(F ) = i

Proposição 7.5. Fixe ε > ε0 > 0. Seja (Σ, f, E , A, ω, µ) um sistema linear conformalmente simplético
periódico com transições. Suponha que para todo i = 1, . . . , 2n − 1 existe ε0-perturbação de A com
autovalor complexo de posto (i, i+ 1). Então existe ε-perturbação Ã de A e x ∈ Σ tal que MÃ(x) é uma
homotetia.

7.5 Condição su�ciente para um sistema linear ter l-decomposiçao

dominada

Passamos agora a demonstração da proposição 7.4. Os três lemas a seguir garantem que para um sistema
linear conformalmente simplético periódico diagonálizavel com transições, se não temos autovalores
complexos de posto (i, i + 1) então existe decomposição dominada E ≺ F tal que dim(E) = i. No
primeiro deles, o lema [7.14], tomamos Ej e Ek+1 dois subespaços invariantes. Se estes subespaços não
tem l-decomposição dominada então é possível criar um autovalor complexo de posto (i, i + 1) para
i ∈ {j, . . . , k}. A idéia da demonstração é restringir a aplicação A nos subespaços Ej e Ek+1 e utilizar
os resultados bidimensionais, tomando o cuidado que agora estamos com matrizes conformalmente
simpléticas. Isso signi�ca que quando perturbamos os autoespaços associados aos autovalores λj e λk+1

então esta perturbação afeta todos os subespaços Ej , Ek+1, Ej e Ek+1. A seguir, no lema [7.15], se não
temos autovalor complexo de posto (i, i+ 1) então existe L1 tal que a L1-decomposição dominada vale
para a soma de todos os subespaços Ek+1 e, �nalmente, o último lema [7.16] nos diz que existe L2 tal
que a L2-decomposição dominada ainda continua valendo para a soma dos subespaços Ek. Com esses
três lemas, a demonstração da proposição [7.4] segue utilizando [7.6] e [7.8].

Para a demonstração vamos precisar de�nir a rotação Rθij : R2n → R2n:

Rθi,j =

i j

i
j


1 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
0 . . . cos(θ) 0 . . . 0 − sin(θ) . . . 0

...
0 . . . sin(θ) 0 . . . 0 cos(θ) . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 1


Lema 7.14. Seja (Σ, f, E , B, ω, µ) um sistema linear conformalmente simplético diagonalizável de di-
mensão 2n e limitado por K > 0. Dados ε > 0 e 1 ≤ i ≤ 2n − 1, existe l ∈ N tal que vale um das
alernativas abaixo:

(i) Existe ε-perturbação de B com autovalor complexo de posto (i, i+ 1)

(ii) Ej ≺l Ek+1 para todo j ≤ i ≤ k ≤ 2n− 1

Demonstração. Nesta demonstração, vamos considerar que λiλn+i = µ para i = 1, . . . , n e λ̄i =
λ(i+n−1)(mod2n)+1. Seja l a constante de dominância dada pela proposição [7.1]. Se Ej ≺l Ek+1 para
todo j ≤ i ≤ k ≤ 2n − 1 então acabamos. Senão, pela proposição [7.12], o ângulo entre Ej e Ek+1 é
menor que α e podemos perturbar B de forma a obter autovalores complexos associados ao subespaços
Ej e Ek utilizando a rotação Rαjk. Para preservar a estrutura conformalmente simplética, de�nimos a
isotopia

B̃t = Rtα
j,k+1

◦Rtαj,k+1 ◦B

Por continuidade, existe t0 ∈ [0, 1] tal que vale uma das possibilidades:
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• λtj = λi+1 ≤ λtk+1

• λtj ≤ λi = λtk+1

• λi < λtj = λtk+1 < λi+1

• λt
k+1

= λi+1 ≤ λtj

• λt
k+1
≤ λi = λt

j

• λi < λt
k+1

= λt
j
< λi+1

As três ultimas possibilidades se referem aos casos j ≤ n, k+1 > n e j+n 6= k+1. Em cada um destes
casos uma pequena perturbação produz um autovalor complexo de posto (i, i + 1). A diferença entre
o caso geral é que no espaço dos conformalmente simpléticos, além do autovalor complexo de posto
(i, i+1) associado aos subespaços Ej e Ek+1, podemos gerar também autovalores complexos associados
aos subespaços Ej e Ek+1

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8 λ9 λ2n

i i+ 1

A B

Lema 7.15. Seja (Σ, f, E , B, ω, µ) um sistema linear conformalmente simplético diagonalizável de di-
mensão 2n e limitado por K > 0. Dado ε > 0 existe l0 ∈ N tal que para 1 ≤ i ≤ 2n − 1 vale um dos
dois itens abaixo:

(i) B admite ε-perturbação com autovalor complexo de posto (i, i+ 1)

(ii) Para todo j ≤ i, Ej ≺ ⊕2n
i+1Ek

Demonstração. A demonstração é uma aplicação indutiva dos lemas [7.7] e [7.14].

Lema 7.16. Seja (Σ, f, E , B, ω, µ) um sistema linear conformalmente simplético diagonalizável de di-
mensão 2n e limitado por K > 0. Dado ε > 0 existe L ∈ N tal que para 1 ≤ i ≤ 2n− 1 vale umas dos
dois itens abaixo:

(i) B admite ε-perturbação com autovalor complexo de posto (i, i+ 1)

(ii) ⊕i1Ek ≺L ⊕2n
i+1Ek

Demonstração. A demonstração é uma aplicação indutiva dos lemas [7.7] e [7.15].

7.6 Condição su�ciente para criação de homotetias em um sistema

linear

Nesta seção vamos demonstrar a proposição 7.5. A idéia da prova é utilizar transições para multiplicar
matrizes com autovalores complexos de diferentes postos para obter homotetias. Para a demonstração
precisamos de aplicações Sj de�nidas por Sj(Ek) = E(k+j)(mod2n)+1 que o lema abaixo garante a
existência.
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Lema 7.17. Seja (Σ, f, E , A, ω, µ) um sistema linear conformalmente simplético contínuo de dimensão
2n com transições. Fixe ε0 > 0 e assuma que para i = 1, . . . , 2n − 1 existe ε0-perturbação de A com
autovalor de posto (i, i + 1). Então para todo ε1 > 0 existe um ponto θ tal que para todo 1 ≤ i < 2n
existe ε1-transição [ti] de θ em θ com as propriedades:

(i) Existe ε1-perturbação [M ]Ã(θ) de [M ]A(θ) tal que [M ]Ã(θ) tem todos os autovalores com multi-
plicidade 1. Denotamos λ1 < · · · < λ2n estes autovalores e Ej os autoespaços correspondentes.

(ii) Existe (ε0 + ε1)-perturbação [t̃i] de [ti] tal que a matriz T̃ i deixa invariante Ej, j /∈ {i, i + 1} e
troca os subespaços Ei e Ei+1.

Demonstração. A demonstração é uma série de perturbações de A:

1. Chamaremos ε2 = ε1
5 (ε2 < ε1).

2. Seja θ ∈ Σ. Por [7.6], existe ε2-perturbação Ã1 de A tal que [M ]Ã(θ) tem todos os autovalores
positivos e com multiplicidade 1. Isto mostra o primeiro item do lema.

3. Por hipótese, existem pontos θi tais que uma ε0-perturbação de A produz autovalor de posto
(i, i+1) para i = 1, . . . , 2n−1. Considere ε0-perturbação Ã2 de A tal que [M ]A(θi) tem autovalor
complexo de posto (i, i + 1) e todos os outros autovalores λj , j /∈ {i, i + 1}, tem multiplicidade
1. Considere a decomposição invariante por Ã2 de E(θi) = E(θi)⊕ F (θi)⊕G(θi) onde F (θi) é o
subespaço associado ao valor complexo em questão e E(θi) ≺ F (θi) ≺ G(θi).

4. Por [7.9], existe ε2-perturbação Ã3 de Ã2 tal que E(θ) ≺ F (θ) ≺ G(θ) é levado em E(θi) ≺
F (θi) ≺ G(θi) e E(θi) ≺ F (θi) ≺ G(θi) é levado em E(θ) ≺ F (θ) ≺ G(θ).

5. Escreva Ei(θi) = T̃ (Ei(θ)) e Ei+1 = T̃ (Ei+1(θ)).

6. Por [7.10], existe ε2-perturbação Ã4 de A3 e m ∈ N tal que MÃ4
(θi) preserva a decomposição e

Mm
Ã4

(Ei+1(θi)) = Ei(θi).

7. Considere [ti0] transição de θ para θi e [t0i] transição de θi para θ cujas matrizes são T0i e Ti0,
respectivamente. Por construção, a composição B = T0i ◦Mm

A4
(θi) ◦ Ti0 : Eθ → Eθ satisfaz:

• B preserva a decomposição E(θ)⊕ F (θ)⊕G(θ)

• B(Ei+1(θ)) = Ei(θ)

• B(Ei(θ)) é um subespaço unidimensional diferente (e transversal) de Ei(θ)

8. Por [7.11], existe ε2-perturbação Ã5 de Ã4 tal que B̃ = M̃Ã5
(θ) ◦MÃ5

(θ)k ◦B

• B̃ preserva a decomposição E(θ)⊕ F (θ)⊕G(θ)

• B̃(Ei(θ)) = Ei+1(θ) e B̃(Ei+1(θ)) = Ei(θ)

9. Novamente por [7.9], uma ε2-perturbação Ã6 de Ã5 satisfaz B(Ej) = Ej para todo j /∈ {i, i+ 1}
e temos o segundo item do lema por uma (ε0 + ε1)-perturbação de A sobre uma transição [ti].

As aplicações Sj são composições das transições do lema anterior. Em particular, Sj são ε1-
transições de θ em θ. Por transições, dado m ∈ N existe um ponto θm ∈ Σ e uma ε1-perturbação
de [M ]A(θm) que corresponde a palavra

Wm = W2n−1,m ◦ · · · ◦W1,m ◦W0,m
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com Wi,m = S2n−i ◦MA(θ)m ◦ Si ◦ S2n−i ◦ Si. A matriz Wm é diagonal e o autovalor λj,m associado a
direção Ej é

λj,m =
2n∏
i=1

σ2
i,j

2n∏
i=1

λmj

em que ◦S2n−i ◦ Si(Ek) = σi,kEk e MA(θ)(Ej) = λjEj .
Fazemos cj =

∏2n
i=1 σ

2
i,j > 0 e λ =

∏2n
i=1 λi, temos que λj,m = cjλ

m. Seja B tal que B(Ej) = cjEj ,

cn,j = c
− 1
n

j e Bn a matriz tal que Bn(Ej) = cn,jEj . Denote [M ]Ã(θ) a palavra obtida de [M ]A(θ)
trocando a primeira palavra A(θ) por A(θ) ◦ Bn. Para n grande o su�ciente, [M ]Ã(θ) é uma ε1-
perturbação de [M ]A(θ). Como Bn comuta com [M ]Ã(θ) temos que (MABn)n = MA ◦ B−1 e temos
uma homotetia.

Portanto existe uma (ε0 + 2ε1)-perturbação [M ]Ã(θm) de [M ]A(θm) tal que [M ]Ã(θm) = Wm e, por
construção, Wm é uma homotetia.
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CAPÍTULO 8

Estudo sobre órbitas periódicas em S2

Neste capítulo, consideramos como variedade a esfera S2. Vamos impor restrições sobre o campo E de
forma a garantir a existência de seção transversal global para o termostato gaussiano. O interesse nessa
seção transversal, que se encaixa nos trabalhos futuros, é buscar a existência de órbitas elíticas.

Vamos aplicar o teorema de Gauss-Bonnet para os termostatos gaussianos e encontrar condições
em que existe uma seção transversal global na esfera S2.

De�nição 8.1. Seja S uma superfície orientada e N seu campo normal. Seja C uma curva orientada
e α a parametrização por comprimento de arco de C em um ponto p ∈ S. A curvatura geodésica kg de
α
′
em p é de�nida por:

kg = 〈Dα
′

ds
,N ∧ α′〉

Teorema 8.1 (Gauss-Bonnet). Seja R uma região regular de uma superfície orientada cuja fronteira
∂R é formada por curvas C1, . . . , Cn, onde Ci, i = 1, . . . , n, é regular por partes, fechada, simples e
está orientada positivamente. Seja θ1, . . . , θn o conjuntos dos ângulos externos de R, temos que:

n∑
i=1

∫
Ci

kg(s)ds+

∫
R
Kdσ +

n∑
i=1

θi = 2πχ(R)

onde s denota o comprimento de arco de Ci.

Lembramos que a característica de Euler da esfera S2 é χ(S2) = 2, do disco D é χ(D) = 1 e do anel
C é χ(C) = 0.

Suponha que o termostato gaussiano (S2, g, E) possua uma órbita fechada simples γ0 em S2. Em
[4] foi demonstrada a existência de uma órbita γ′ fechada e simples para o �uxo geodésico sobre S2.
Fazendo com que o campo E seja identicamente nulo sobre γ′ então γ0 = γ′ continua sendo uma órbita
do termostato gaussiano.

Seja π : SS2 −→ S2 a projeção canônica e considere o anel D = π−1(γ0)\{γ0∪γ−1
0 } (∂D = γ0∪γ−1

0 ).
Vamos construir uma aplicação de retorno f : D −→ D.

Para isto é su�ciente que exista T > 0 tal que toda órbita do termostato gaussiano intercepte
γ0 em um segmento de tamanho menor que T . Suponha que isto não acontece. Temos então duas
possibilidades:

• Existe órbita γ1 que nunca intercepta γ0
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SS2

γ0

D

D
SS2

γ0

γ−1
0

γ−1
0

Figura 8.1: Seção transversal em SS2.

• Existe uma sequência de segmentos de órbita ηn de comprimento maior que n tal que ηn não
intercepta γ0. Neste caso, tomamos a sequência qn = ηn(tn) dos pontos médios de ηn e existe
uma subsequência tal que qn −→ q e vn = η

′
n(tn) −→ v e a órbita γ1 com condição inicial (q, v)

não intercepta γ0 (pela dependência contínua da condição inicial).

A órbita γ1 divide o hemisfério que a contém em duas regiões S0 e S1 (que contém a órbita γ1).
Seja r o bordo da região S1. O bordo S0 é composto por γ0 e por r, conjunto formado por γ1 (de uma
parte ou de toda γ1) e pelos pontos limites de γ1.

Seja {Vi}i∈{1,...,n} uma cobertura de r por vizinhanças normais.
Considere a sequência de pontos {pi}i∈{1,...,n} construida da seguinte forma:

• pi ∈ r

• Três pontos consecutivos da sequência, pi, pi+1 e pi+2, pertencem a mesma vizinhança normal

• Os pontos pi estão ordenados de forma que r tenha orientação positiva.

Para cada par pi e pi+1 seja ηi o segmento de órbita do termostato gaussiano que conecta pi a pi+1.
Observe que ηi não está contido no interior de S1 pois se isso acontecesse ηi interceptaria γ1 em dois
pontos, o que não pode acontecer pois estes dois segmentos estão contidos em uma vizinhança normal.
Portanto os segmentos de órbita ηi ou estão contidos em S0 ou coincidem com r.

Podemos construir essa sequência de pontos pi de forma que o polígono formado pelos segmentos
de órbita ηi tenha todos os ângulos internos φi menores ou iguais a π. De fato, seja i0 tal que o ângulo
interno formado por ηi0 e ηi0+1 é maior que π. De�nimos uma nova sequência p̃ retirando o ponto
pi0+1:

p̃ :

{
p̃i = pi se i ≤ i0
p̃i = pi+1 se i > i0

pi0−1

pi0pi0+1

pi0+2

pi0+3

S1

S0

p̃i0−1

p̃i0pi0+1

p̃i0+1

p̃i0+2

S1

S0
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A sequência p̃ também cobre r com orientação positiva e o segmento η̃i0 ou está contido em S0

ou coincide com γ1. Dessa forma, o ponto pi0+1 que foi retirado da sequência está contido em S0.
Contradição. Portanto os ângulos internos φi são menores ou iguais a π.

Chamamos de R a região de�nida pelo polígono que está contida em S0. O teorema de Gauss-Bonnet
nos diz que ∫

R
Kdσ +

n∑
i=1

∫
ηi

〈Ev⊥ , N ∧ v〉+
n∑
i=1

θi = 0

em que K > 0 é a curvatura da esfera e θi = π − φi > 0 são os ângulos externos de R. A órbita γ1 só
poderia existir se

n∑
i=1

∫
ηi

〈Ev⊥ , N ∧ v〉 = −(

∫
R
Kdσ +

n∑
i=1

θi) < 0

Portanto temos a aplicação de retorno de�nida se

n∑
i=1

∫
ηi

〈Ev⊥ , N ∧ v〉 ≥ 0

Se esta desigualdade é satisfeita, existe uma aplicação f : D −→ D de�nida no anel aberto D. Uma
vez que o �uxo é C∞, D é uma variedade de codimensão 1 e o �uxo é tranversal a D, pelo teorema
da função implícita, temos que f é de classe C∞. Além disso, a aplicação f preserva a estrutura
conformalmente simplética Ω. Portanto f : D −→ D é conformalmente simplética, ou seja, f∗Ω = σΩ

onde σ(x) = e
∫ t0
0 β(φ(s,x))ds, ∀x ∈ D e t0 é o tempo de retorno a seção D.

Portanto se para toda região R orientada positivamente com bordo formado por γ0 e por um polígono
p com faces ηii∈I vale ∫

ηi

〈Ev⊥ , N ∧ v〉 ≥ 0 i ∈ I

então a aplicação de retorno f está bem de�nida. Isto signi�ca que o campo externo E deve "empur-
rar"as órbitas para o interior de R.
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APÊNDICE A

Fenômenos conformalmente simpléticos

Nesta seção, mostramos a riqueza dinâmica do espaço de sistemas conformalmente simpléticos a partir
de exemplos que possuem propriedades robustas. Construímos exemplos de sistemas

(i) Anosov

(ii) Axioma A e

(iii) Sistema com decomposição dominada e não parcialmente hiperbólico.

Para isto, precisamos de algumas de�nições.

De�nição A.1 (Conjunto hiperbólico). Seja M uma variedade compacta, f : M −→M um difeomor-
�smo e Df : TM −→ TM a diferencial de f . Um conjunto f -invariante Λ é hiperbólico se o �brado
tangente restrito a Λ admite decomposição em dois sub�brados Df -invariantes Eu e Es denotados
sub�brado instável e estável, respectivamente,

TΛM = Es ⊕ Eu

e existem 0 < λ < 1 e c > 0 tais que

‖Dfnv‖ ≤ cλn‖v‖ para todo v ∈ Es e n > 0

‖Df−nv‖ ≤ cλn‖v‖ para todo v ∈ Eu e n > 0.

De�nição A.2 (Difeomor�smo de Anosov). Um difeomor�smo de classe C1 f : M −→ M de uma
variedade compacta M é um difeomor�smo de Anosov se M é um conjunto hiperbólico para f .

De�nição A.3 (Conjunto não-errante). Seja f : X −→ X uma aplicação sobre um espaço topológico
X. O ponto x ∈ X é ponto não-errante se para toda vizinhança U de x existe um inteiro positivo N
tal que

fN (U) ∩ U 6= ∅.

O conjunto dos pontos não-errantes é chamado conjunto não-errante.

De�nição A.4 (Difeomor�smo axioma A). Seja M uma variedade e f : M −→M um difeomor�smo
sobre M . O difeomor�smo f é Axioma A se satisfaz:
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1. O conjunto não errante de f , Ω(f), é hiperbólico e compacto.

2. O conjunto dos pontos hiperbólicos de f são densos em Ω(f).

De�nição A.5 (Difeomor�smo com decomposição dominada). Seja M uma variedade e f : M −→M
um difeomor�smo sobre M . Um conjunto Λ f -invariante tem decomposição dominada se o �brado
tangente restrito a Λ admite decomposição em sub�brados

TΛ = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek

e existe l ∈ N tal que para todo i < j, x ∈ Λ e todo par de vetores unitários u ∈ Ei(x) e v ∈ Ej(x)
temos

‖Df l(x)u‖
‖Df l(x)v‖

<
1

2
.

Além disso, a dimensão de Ei(x) é independentes de x ∈ Λ para todo i = 1, . . . , k.

De�nição A.6 (Difeomor�smo parcialmente hiperbólico). Seja M uma variedade e f : M → M um
difeomor�smo sobre M . O difeomor�smos f é (uniformemente) parcialmente hipérbólico se para todo
x ∈ M o �brado tangente pode ser decomposto TxM = Es(x) ⊕ Ec(x) ⊕ Eu(x) e existem constantes
C > 0 e

0 < λ1 ≤ µ1 < λ2 ≤ µ2 < λ3 ≤ µ3

com µ1 < 1 < λ3 tal que para todo n ∈ N temos

λn1‖v‖/C ≤ ‖Dfn(v)‖ ≤ Cµn1‖v‖ para v ∈ Es(x),

λn2‖v‖/C ≤ ‖Dfn(v)‖ ≤ Cµn2‖v‖ para v ∈ Ec(x),

λn3‖v‖/C ≤ ‖Dfn(v)‖ ≤ Cµn3‖v‖ para v ∈ Eu(x).

As de�nições para �uxos são inteiramente análogas.
Construíremos um exemplo de sistema Axioma A e outro com decomposição dominada e não parcial-

mente hiperbólico. O interessante desses dois exemplos é que eles não podem ser construídos no contexo
simplético uma vez que, no conjunto das aplicações simpléticas não existem atratores ou repulsores.
Além disso, neste mesmo conjunto, decomposição dominada implíca hiperbolicidade parcial.

Os exemplos a seguir são de difeomor�smos conformalmente simpléticos e �uxos conformalmente
simpléticos. Nestes dois contextos, cada um dos exemplos segue o mesmo roteiro de construção e
portanto apresentamos esse roteiro agora.

(i) Sistema Anosov

Este primeiro exemplo serve como base ou ponto de partida para a construção dos outros dois
exemplos

(ii) Axioma A

Considere um sistema Anosov φ conformalmente simplético. Seja η órbita periódica de φ e U ⊂M
vizinhança de η. No interior de U , realizamos uma mudança de índice de forma que a órbita η
seja repulsora porém mantemos todos os outros pontos periódicos hiperbólicos do sistema original.
Este exemplo não pode ser construído no universo simplético e uma forma simples de se veri�car
isto é observar que difeomor�smos simpléticos são genericamente transitivos.
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(iii) Sistema com decomposição dominada e não parcialmente hiperbólico.

Este é um exemplo de sistema dinâmico, introduzido em [6], com decomposição dominada mas
sem sub�brado hiperbólico. O sistema é transitivo e seu �brado tangente se decompõe em dois
sub�brados indecomponíveis: um centro-estável e outro centro-instável. Faremos aqui a constru-
ção e todas as justi�cativas são idênticas ao caso original e podem ser encontradas em [6].

Para a construção do exemplo são necessárias 3 cirurgias em um Anosov Linear g de índice
(dimensão do espaço estável) 2. Duas cirurgias tem como função tornar um subespaço instável
em centro-instável e um subespaço estável em centro-estável. O objetivo da última cirurgia é
tornar os subespaços centro-instável e instável indecomponíveis e o mesmo para os subestaços
centro-estável e estável. A única forma de fazer isto é produzindo autovalores complexos.

Considere φ : M →M um sistema conformalmente simplético Anosov com índice de estabilidade
igual a 2n tal que φ∗ω = βω. Sejam η1, η2 e η3 órbitas periódicas distintas de φ, p1 ∈ η1,
p2 ∈ η2 e p3 ∈ η3. Sejam U1, U2 e U3 ⊂ M vizinhanças de η1, η2 e η3, respectivamente, tais que
Ui ∩ Uj = ∅ para i 6= j e i, j ∈ {1, 2, 3}.
Inicialmente para φ, todos x ∈M tem decomposição do espaço tangente

TxM = Euu ⊕ Eu ⊕ Es ⊕ Ess.

Dentro de cada vizinhança, realizaremos as cirurgias:

1. Mudança de Índice: O índice de p1 que é 2 se torna 3. A decomposição do espaço tangente
neste ponto é Tp1M = Euu ⊕ Es ⊕ Es ⊕ Ess.

2. Mudança de Índice: Mudamos o índice de p2 para 1. A decomposição do espaço tangente
neste ponto é Tp2M = Euu ⊕ Eu ⊕ Eu ⊕ Ess.

3. Autovalor complexo: Os os autovalores correspondentes as direções instáveis e estáveis de
p3 serão complexos. A decomposição do espaço tangente neste ponto é Tp3M = Eu ⊕ Es.

Dessa forma, o sistema obtido tem decomposição dominada mas não é parcialmente hiperbólico
pois o �brado tangente se decompõe TM = Ecs⊕Ecu e cada um dos sub�brados é indecomponível
devido aos autovalores complexos. Este exemplo também não é simplético pois pontos como p1 e
p2 não podem existir em aplicações simpléticas.

No caso de sistemas conformalmente simpléticos, podemos pensar em bifurcações e perturbações de
duas formas distintas. Uma delas é mantendo ou modi�cando a estrutura conforme, ou seja mantendo
ou modi�cando a função β tal que φ∗ω = βω, respectivamente.

Exemplos de difeomor�smos conformalmente simpléticos

(i) Anosov

O primeiro exemplo é um difeomor�smo simplético Anosov é o Anosov linear em T2 e consiste na
aplicação T : T2 → T2 induzida pela transformação linear A : R2 → R2

A =

(
2 1
1 1

)
com a 2-forma ω0 igual a forma de volume em T2.
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(ii) Axioma A - modi�cando a estrutura conformalmente simplética

Este exemplo não existe no contexto simplético pois tem um repulsor. Dependendo da estrutura
inicial, não é possível construir este exemplo sem modi�car β. O exemplo de Axioma A dado é o
difeomor�smo derivado de Anosov que é construído com uma cirurgia sobre um difeomo�smo Anosov
em T2 e a justi�cativa de que, de fato, temos um derivado de Anosov pode ser encontrada em [14].

Em dimensão dois, um difeomor�smo conformalmente simplético deve satisfazer

f∗ωf(x) = β(x)ωx

det(Df(x))ωx = β(x)ωx

e a única restrição sobre o difeormo�smo é que det(Df(x)) = β(x) > 0.
Consideramos g : T2 → T2 o Anosov Linear, π : R2 → T2 projeção natural e A : R2 → T2 aplicação

linear que induz g. Realizamos a cirurgia numa vizinhança U de um ponto �xo p de g. Seja φ : T2 → R2

carta local tal que φ−1(x1, x2) = π(x1v1 + x2v2) onde v1 e v2 são os autovetores unitários de L. Então
φ ◦ g ◦ φ−1(x1, x2) = (λx1, µx2) com λ < 1, µ > 1 e λµ = 1.

Tome ψ : R→ R, uma função do tipo salto C∞ com suporte contido em π1(U) e tal que ψ(t) = ψ(−t)
em que π1 é a projeção na primeira coordenada. De�nimos o difeomor�smo f tal que, fora da vizinhança
U , f coincide com g e, em U , f é igual a φ−1 ◦ F ◦ φ em que

F (x1, x2) = ((λ+ (2− λ)ψ(k1x1)ψ(x2))x1, µx2).

O ponto p é ponto �xo de f e, dentro da vizinhança U , a derivada de f . se escreve

Df(x) =

(
α(x) ξ(x)

0 µ

)
em que

α(x) =
dF1

dx1
(x1, x2)

ξ(x) =
dF1

dx2
(x1, x2)

e k1 é escolhido de forma que |ξ(x)| < (µ− 1)
√
µ2 − 1

x1

x1

Figura A.1: A curva representa a coordenada x1 da aplicação F .

Observe que det(Df(x)) = α(x)µ. De�nimos β(x) = α(x)µ e já sabemos que α(x) > 0 para todo
x ∈ T2, então f satisfaz f∗ω = βω.
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(iii) Decomposição dominada e não-parcialmente hiperbólico - modi�cando a estrutura

conformalmente simplética

Começamos a construção pelo Anosov linear g : R4 −→ R4 que consiste no produto cartesiano de dois
Anosov induzidos por

A =

(
2 1
1 1

)
B = 2

(
2 1
1 1

)
e é uma aplicação simplética que preserva a forma canônica ω = dx1 ∧ dx3 + dx2 ∧ dx4.

Sejam p1,p2 e p3 ∈ T4 pontos periódicos de g e U1, U2 e U3 ⊂ T4 vizinhanças do pi correspondente.
Inicialmente para g, todos x ∈ T4 tem decomposição do espaço tangente TxT4 = Eu⊕Eu⊕Es⊕Es.

Dentro de cada vizinhança, realizaremos as cirurgias:

1. O índice de p1 que é 2 se torna 3. Este item é idêntico ao 2, bastando considerar g−1.

2. Mudamos o índice de p2 para 1.

Inicialmente em p2 os autovalores satisfazem a relação

λ1 < λ2 < 1 < λ−1
2 < λ−1

1 .

Localmente, podemos escrever g como (com 0 correspondendo a p2)

g(x) = (x1, x2, x3, x4) = (λ1x1, λ2x2, λ
−1
2 x3, λ

−1
1 x4)

Seja b : T4 −→ R uma função do tipo salto, com suporte em U2. Escrevemos localmente f :

f(x) = db(x)g(x)

= (db(x)λ1x1, db(x)λ2x2, db(x)λ−1
2 x3, db(x)λ−1

1 x4)

O difeomor�smo operado f é conformalmente simplético:

f∗w = f∗(dx1 ∧ dx3 + dx2 ∧ dx4)

= (db(x))2(dx1 ∧ dx3 + dx2 ∧ dx4)

= β(x)(dx1 ∧ dx3 + dx2 ∧ dx4)

Basta escolher a constante c = d2 apropriada para a mudança de índice. Tomando λ−1
2 < d < λ−1

1 ,
temos:

dλ1 < 1 < dλ2 < dλ−1
2 < dλ−1

1

3. Os autovalores correspondentes as direções instáveis e estáveis de p3 serão complexos.

Podemos fazer essa cirurgia no espaço das aplicações simpléticas. Considere o ponto �xo p3 e
uma vizinhança coordenada U3. Suponha que U3 seja su�cientemente pequena tal que, dentro
dela, podemos escrever g:

g(x1, x2, x3, x4) = (λ1x1, λ2x2, λ3x3, λ4x4)
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onde 0 corresponde a p3, λ1λ3 = λ2λ4 = 1 e P s é o plano gerado por x1 e x2 e corresponde ao
espaço estável de g e P u é o plano gerado por x3 e x4 e corresponde ao espaço instável. Vamos
produzir em P u e P s autovalores complexos para torná-los indecomponíveis.

Seja D2 × D2 um retângulo de dimensão 4 contido em U3 e b : D2 → R com b(0) = 1 e
supp(b) ⊂ D2. Considere a familia de rotações Rt : R2 → R2:

Rt(x) =

(
cos b(x)t − sin b(x)t
sin b(x)t cos b(x)t

)

e a familia de difeomor�smos φt : R4 → R4 dada por

φt(x, y) = (Rt(x), Rt(y)).

Para t su�cientemente grande, a composição ft = φt◦g tem tem autovalores complexos associados
as direções P u e P s. Além disso, ft preserva a forma canônica e portanto é simplética.

Exemplos de �uxos conformalmente simpléticos

(i) Anosov

Seja (M, g) variedade Riemanniana de curvatura negativa e φ : TM → TM o �uxo geodésico associado.
Considere o conjunto T cM = {(x, v) ∈ TM |〈v, v〉 = c} que é a restrição de φ ao nível de energia c.
O conjunto T cM é uma variedade conformalmente simplética, de fato, a forma canônica ω0 = dκ (em
que κ é a 1-forma tautológica em TM obtida atráves da métrica 〈·, ·〉 em M) restrita a T̂ (T cM) é
simplética. O �uxo geodésico satisfaz φ(T cM) ⊂ T cM . Logo, o �uxo geodésico restrito ao nível de
energia c é um �uxo conformalmente simplético.

(ii) Axioma A - preservando a estrutura conformalmente simplética

Considere (M,φ, ω, β) um �uxo conformalmente simplético Anosov tal que φ∗ω = βω. Seja η órbita
periódica de φ, p um ponto de η e e At o cociclo derivada transversal ao longo de η.

Existe δ > 0 tal que para o sistema de coordenadas conformalmente simplético adaptado a η,
h : V ⊂ R2n −→ U ⊂ M em que U é uma vizinhança de p é tal que B(δ, 0) ⊂ V . Por abuso de
linguagem, denotamos a representação em coordenadas pelos mesmos símbolos. Nosso objetivo é fazer
p um ponto repulsor e, se desejarmos manter a estrutura conforme �xa, é preciso existir c > 0 tal que
os autovalores do cociclo linear em p satisfazem

min{λk+n}k=1,...,n > c > max{ 1

λk
}k=1,...,n

Se existir tal c então aplicaremos a seguinte proposição n vezes para k = 1, . . . , n.

Proposição A.1 (Mudança de índice-versão 1). Considere um �uxo conformalmente simplético φt :
M → M , t ∈ R, tal que φ∗ω = βω, uma órbita fechada η de φ e a aplicação linear de Poincaré
P = Aperodo(η) sobre p ∈ η . Suponha que em um sistema de coordenadas conformalmente simplético
adaptado a η, tal que os autovalores λk e λk+n de P associados as direções ek e ek+n, respectivamente,
são tais que λkλk+n = β e λk+n > 1 > λk.

Então é possível realizar uma cirurgia em φ e obter um �uxo conformalmente simplético φ̃ tal que

(i) φ̃ preserva a estrutura conforme β̃ = β

(ii) η é órbita de φ̃

IMPA 83 Junho, 2012



Ivana de Vasconcellos Termostatos Gaussianos

(iii) Se c ∈ R é uma constante tal que

1 < λk < c <
1

λk+n

então os autovalores da aplicação de Poincaré P̃ de φ̃ em p ∈ η são cλk > 1 e 1
cλk+n > 1.

Demonstração. Por abuso de linguagem, continuaremos a denotar a representação em coordenadas de
φ e T da mesma forma. Vamos de�nir uma familia de difeomor�smos φ̃t : M → M que produzirá a
cirurgia desejada em φ. Seja h : R −→ R uma função do tipo salto C∞ tal que h(0) = 1e h(δ) = 0.

De�na Λ : R× R× R2n+1 → R2n+1 e φ̃r por

Λ(r, t, x)i,j = Λtr(x)i,j =


1 se i = j 6= k ou k + n

1 + rt(c− 1)b(|x|) se i = j = k
1

1+rt(c−1)b(|x|) se i = j = n+ k

0 se i 6= j

φ̃r = Λr ◦ φ

Note que, para x ∈ B(τ, 0),
(φ̃tr)

∗ωφtr(x) = βt(x)ωx.

Fazendo φ̃ = φ̃1 então temos o desejado.

(ii) Axioma A - modi�cando a estrutura conformalmente simplética

Seja λ1, . . . , λk autovalores da aplicação de Poincaré T de φ em p tais que λj < 1, j = 1, . . . , k. Seja c
tal que c > 1

min{λ1,...,λk} e aplique a proposição abaixo.

Proposição A.2 (Mudança de índice-versão 2). Considere (M,ω) uma variedade conformalmente
simplética de dimensão 2n + 1, φt : M → M , t ∈ R, um �uxo conformalmente simplético tal que
φ∗ω = βω e seja η uma órbita de φ. Consideramos a aplicação de Poincaré P entre os pontos η(0) e
η(1), respectivamente.

Suponha que em um sistema de coordenadas conformalmente simplético adaptado a η, h : V ⊂
R2n −→ U ⊂M em que U é uma vizinhança de p é tal que B(δ, 0) ⊂ V .

Seja c ∈ R uma constante. Então é possível realizar uma cirurgia em φ para obter um �uxo
conformalmente simplético, φ̃, tal que

(i) η é uma trajetória de φ̃

(ii) os autovalores da aplicação de Poincaré P̃ entre os pontos η(0) e η(1) são os autovalores de φ
multiplicados por c

(iii) P̃ preserva a estrutura conforme β̃ = cnβ

Demonstração. Por abuso de linguagem, continuaremos a denotar a representação em coordenadas de
φ e T da mesma forma. Vamos de�nir uma familia de difeomor�smos φ̃t : M → M que produzirá a
cirurgia desejada em φ. Seja h : R −→ R uma função do tipo salto C∞ tal que h(0) = 1 e h(δ) = 0.
De�na Λ : R× R× R2n+1 → R2n+1 e φ̃r por

Λ(r, t, x)i,j = Λtr(x)i,j =


1 se i = j = 1

1 + rt(c− 1)b(|x|) se i = j 6= 1
0 se i 6= j
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φ̃r = Λr ◦ φ

Note que, para x ∈ B(δ, 0), (φ̃tr)
∗ωφtr(x) = (1 + rt(c − 1))nb(|x|)βt(x)ωx. Fazendo φ̃ = φ̃1 então

temos o desejado.

φ̃0

U

φ̃1

U

(iii) Decomposição dominada e não-parcialmente hiperbólico - preservando a estrutura

conforme

Considere φ : M →M um �uxo conformalmente simplético Anosov com índice de estabilidade igual a
2 em uma variedade conformalmente simplética M de dimensão 5 tal que φ∗ω = βω. Sejam η1, η2 e
η3 órbitas periódicas distintas de φ, p1 ∈ η1, p2 ∈ η2 e p3 ∈ η3. Sejam U1, U2 e U3 ⊂M vizinhanças de
η1, η2 e η3, respectivamente, tais que Ui ∩ Uj = ∅ para i 6= j e i, j ∈ {1, 2, 3}.

Para todo x ∈ M , a decomposição do espaço tangente é TxM = Euu ⊕ Eu ⊕ Es ⊕ Ess. Dentro de
cada vizinhança, realizaremos as cirurgias:

1. Mudança de Índice: O índice de p1 que é 2 se torna 3.

Em p1, os autovalores satisfazem λ3 > λ4 > 1 > λ2 > λ1 tais que λ1λ3 = β = λ2λ4.

Escolha c tal que 1 < λ4 < c < 1
λ2

e aplique a proposição [A.1].

2. Mudança de Índice: Mudamos o índice de p2 para 1.

Em p2, os autovalores satisfazem λ3 > λ4 > 1 > λ2 > λ1 tais que λ1λ3 = β = λ2λ4.

Escolha c tal que λ4 > c > 1
λ2

e aplique a proposição [A.1].

3. Autovalor complexo: Os os autovalores correspondentes as direções instável e estável de p3 serão
complexos.

Existe δ > 0 tal que para o sistema de coordenadas conformalmente simplético adaptado a η,
h : V ⊂ R2n −→ U ⊂ M em que U é uma vizinhança de p3 é tal que B(δ, 0) ⊂ V . Por abuso de
linguagem, denotamos a representação em coordenadas pelos mesmos símbolos.

Em p3, os autovalores da aplicação de Poincaré satisfazem λ3 > λ4 > 1 > λ2 > λ1 > 0 tais que
λ1λ3 = β = λ2λ4.

Queremos que os autovetores associados aos autovalores λ3 e λ4 estejam associados a um autovalor
complexo λu e também que os autovetores associados aos autovalores λ2 e λ1 estejam associdados
a um autovalor complexo λs. Para isto, precisamos escolher θ tal que

(λ3 + λ4)2 cos2 θ − 4λ3λ4 < 0

e
(λ2 + λ1)2 cos2 θ − 4λ2λ1 < 0.
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Seja b : R −→ R uma função do tipo salto C∞ tal que b(0) = 1 e b(τ) = 0. De�na R :
R× R× R2n → R2n por

R(θ, x)1,2 = Rt(x)1,2 =

{
1 se i = j = 1

(Rt12 ◦Rt34)ij(x) se i, j > 1

em que Rtij : R2n → R2n:

Rθij(x) =

i j

i

j



1 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
0 . . . cos(b(|x|)tθ) 0 . . . 0 − sin(b(|x|)tθ) . . . 0
0 . . . 0 1 . . . 0 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . sin(b(|x|)tθ) 0 . . . 0 cos(b(|x|)tθ) . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 1


φ̃t = Rt ◦ φ

A família de difeomor�smos φ̃t : M → M em t = 1 o �uxo φ̃ é tal que, η é uma trajetória de φ̃,
φ̃ preserva a estrutura conforme β e o autovalor associado a ek e el é complexo.

(iii) Decomposição dominada e não-parcialmente hiperbólico - modi�cando a estrutura

conforme

Considere φ : M →M um �uxo conformalmente simplético Anosov com índice de estabilidade igual a
2 em uma variedade conformalmente simplética M de dimensão 5 tal que φ∗ω = βω. Sejam η1, η2 e η3

órbitas periódicas distintas de φ, p1 ∈ η1, p2 ∈ η2 e p3 ∈ η3. Sejam U1, U2 e U3 ⊂M vizinhanças de η1,
η2 e η3, respectivamente, tais que Ui ∩ Uj = ∅ para i 6= j e i, j ∈ {1, 2, 3}. Dentro de cada vizinhança,
realizamos as cirurgias:

1. Mudança de Índice: O índice de p1 que é 2 se torna 3.

Em p1, os autovalores satisfazem λ3 > λ4 > 1 > λ2 > λ1 tais que λ1λ3 = β = λ2λ4.

Escolha c tal que λ3 >
1
c > λ4 e aplique a proposição [A.2] para este c.

2. Mudança de Índice: Mudamos o índice de p2 para 1.

Em p2, os autovalores satisfazem λ3 > λ4 > 1 > λ2 > λ1 tais que λ1λ3 = β = λ2λ4.

Escolha c tal que λ2 >
1
c > λ1 e aplique a proposição [A.2] para este c.

3. Autovalor complexo: Os os autovalores correspondentes as direções instável e estável de p3 serão
complexos.

Idêntica ao caso anterior em que a estrutura simplética é preservada.
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APÊNDICE B

Estrutura Hamiltoniana para o �uxo geodésico da conexão de Weyl

Uma geodésica da coenxão de Weyl satisfaz ∇̂ww = 0 que em termos da conexão Riemanniana esta
equação se escreve

∇ww + 2γ(w)w − ‖w‖2E
Tomando a 2-forma Ω̂ = ω0 − (γ) ∧ κ, temos

Vamos escrever o �uxo conformalmente Hamiltoniando em T ∗M . Escolhemos coordenadas (q, U)
de M então:

1. H(q, p) = 1
2g
∗
ij(q)pipj ,

2. κ∗ = pidqi ,

3. w∗ = dqi ∧ dpi,

4. γ∗ = Eidqi.

dH =
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi

∂H

∂qi
=

1

2
∂ig
∗
klpkpl

∂H

∂pi
= g∗ilpl

iFΩ = det

(
dqi(F ) dpi(F )
dqi dpi

)
− det

(
γ(v) κ(v)
Eidqi pidqi

)

Fazendo dH = iFΩ encontramos as equações

q̇i = g∗ijpj

ṗi = −1

2
∂ig
∗
klpkpl − (γ∗(v)pi − κ∗(v)Ei)
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Considerando vi = q̇i, temos

v̇i = ∂kg
∗
ijvkpj + g∗ij ṗj

= ∂kg
∗
ijvkpj + g∗ij

(
− 1

2
∂jg
∗
klpkpl − (γ∗(v)pj − κ∗(v)Ej

)
=

(
∂kg
∗
ijvkpj − g∗ij

1

2
∂jg
∗
klpkpl

)
− g∗ij

(
γ∗(v)pj − κ∗(v)Ej

)
= Γiklvkvl − g∗ij(γ∗(v)pj + ‖v‖2Ej)
= Γiklvkvl − γ∗(v)vi + ‖v‖2g∗ijEj
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APÊNDICE C

Geometria do espaço tangente de variedades com estrutura Weyl

Uma vez que de�nimos a noção de conexão compatível com a estrutura de Weyl para a variedade de
Weyl (M,F ) no capítulo 3, faz sentido estudar a geometria do espaço tangente TM com respeito a
estrutura de Weyl e é isto que faremos neste apêndice.

Seja π : TM −→M a projeção canônica, ou seja, se θ = (x, v) ∈ TM então π(x, v) = x.

De�nição C.1. Existe um sub�brado de TTM chamado sub�brado vertical cuja �bra V (θ) é

V (θ) = ker(dθπ).

De�nição C.2. Seja ξ ∈ TθTM e z : (−ε, ε) −→ TM uma curva adaptada a ξ. Tal curva pode ser
escrita como z(t) = (α(t), Z(t)). em que α = π ◦ z e Z é um campo vetorial ao longo de α. De�nimos
a aplicação de conexão K : TTM −→ TM da seguinte forma

K̂θ(ξ) = (∇̂α̇Z)(0).

De�nição C.3. O sub�brado horizontal é o sub�brado de TTM cuja �bra em θ é dada por

Ĥ(θ) = ker(K̂θ).

As aplicações dθπ|Ĥ(θ)
: Ĥ(θ) −→ TxM e K̂θ|V (θ) : V (θ) −→ TxM são isomor�smos lineares e

considerando o isomor�smo jθ : TθTM −→ TxM × TxM dada por

jθ(ξ) = (dθπξ, K̂θ(ξ))

podemos escrever podemos escrever o espaço tangente TθTM de TM em θ como a soma direta

TθTM = Ĥ(θ)⊕ V (θ) ' Rn ⊕ Rn.

Assim, dado um vetor ξ ∈ TTM podemos identi�cá-lo com jθ(ξ) = (ξh, ξv), em que ξh = dθπ(ξ) e
ξv = K̂θ(ξ) são a componente horizontal e vertical de ξ, respectivamente.

Seja z : (−ε, ε) → TM e ż(0) = ξ, considere a familia de geodésicas do �uxo de Weyl f(s, u) =
π ◦ φt(z(u)) parametrizadas pelo parâmetro u e o campo de Jacobi J associado a essa familia.

Proposição C.1. Dado θ ∈ TM e ξ ∈ TθTM e t ∈ R então

dθφt(ξ) = (Jξ(t), J̇ξ(t))
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Demonstração.

Jξ(t) =
∂

∂u
(π ◦ φt(z(u)))

∣∣∣
u=0

= dθ(π ◦ φt)(ξ) = dφt(θ)π ◦ dφθ(ξ)

J̇ξ(t) =
D

∂t

∂

∂u
π ◦ φt(z(u))

∣∣∣
u=0

=
D

∂u

∂

∂t
π ◦ φt(z(u))

∣∣∣
u=0

=
D

∂u
φt(z(u))

∣∣∣
u=0

= K̂φt(θ)(dφt(ξ))

De�nição C.4. Utilizando a decomposição TθTM = Ĥ(θ)⊕ V (θ), de�nimos a métrica de Sasaki por

〈〈ξ, χ〉〉θ = 〈dθπξ, dθπχ〉π(θ) + 〈K̂θ(ξ), K̂θ(χ)〉π(θ)

O �uxo geodésico da conexão de Weyl Ĝ : TM −→ TTM é dado por

Ĝ(θ) =
∂

∂t
φt(θ)|t=0 =

∂

∂t
(ηθ(t), η̇θ(t))|t=0

utilizando a identi�cação jθ
Ĝ(θ) = (v, 0).

Chamamos de �brado unitário de M , SM , o subconjunto de TM formado por pontos da forma
θ = (x, v) ∈ TM com ‖v‖ = 1.

Proposição C.2. Um vetor ξ ∈ TθTM pertence a TθSM se e somente se 〈Kθ(ξ), v〉 = 0 em que
θ = (x, v).

Enumeramos agora um conjunto de propriedades úteis da conexão de Weyl.
não usa simetria
As próximas duas propriedades valem para conexões simétricas. A primeira é o lema de simetria e

a segunda é a equação de Jacobi.

1. Simetria:

Seja f : A ⊂ R2 → M uma superfície parametrizada e sejam (s, t) as coordenadas de R2. Seja
V = V (s, t) um campo vetorial ao longo de f . Então

D̂

∂s

∂f

∂t
=
D̂

∂t

∂f

∂s

2. Equação de Jacobi:

Um campo de Jacobi J ao longo de uma geodésica η satisfaz

J̈ + R̂(η, J)η = 0

em que R̂(X,Y )Z = ∇̂Y ∇̂XZ − ∇̂X∇̂Y Z + ∇̂[X,Y ]Z é a curvatura de Weyl.
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3. Derivada do Fluxo Weyl

Da simetria da conexão (lema de simetria) e do fato que o �uxo se escreve como φ(t) = (η(t), η̇(t))
temos que a derivada do �uxo de Weyl satisfaz:

dθφ
t(ξ) = (Jξ(t), J̇ξ)

em que J é campo de Jacobi ao longo da trajetória η(t) = πφt(θ) com condições iniciais J(0) e
J̇(0) iguais a componente horizontal e vertical de ξ, respectivamente.

As últimas propriedades desta lista derivam-se do fato de que a conexão de Weyl não é compatível
com a métrica e sim com a estrutura de Weyl (De�nição [3.3]).

4. Não compatibilidade com a métrica :

Se g é o tensor métrico, então a sua derivada tensorial satisfaz

Xg(Y, Z) = (∇̂Xg)(Y,Z) + g(∇̂XY,Z) + g(Y, ∇̂XZ)

Xg(Y, Z) = −γ(X)g(Y,Z) + g(∇̂XY,Z) + g(Y, ∇̂XZ)

5. Símbolos de Christo�el:

Seja p um ponto de M e {e1, . . . , en} uma base de TpM , os Símbolos de Christo�el da conexão
de Weyl são dados por ∇̂eiej =

∑
l Γ̂

l
ijel e iguais a

Γ̂mij = Γmij +
∑
k

{
γ(ei)gkj + γ(ej)gki − γ(ek)gij

}
gkm

em que (gkm) é a inversa de (gkm).
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APÊNDICED

Propriedade do determinante

Demonstraremos uma propriedade de determinantes que é utilizada no capítulo 5.

Proposição D.1. Considere a matriz

M =

[
0 A
B C

]
em que A,B e C são matrizes n× n e 0 é uma matriz nula. Então

det(M) = (−1)ndet(A)det(B).

Demonstração. Provaremos o resultado por indução.

(i) Passo base: Para n = 1 o resultado é verdadeiro.

(ii) Passo indutivo: Cálculo do determinante de uma matriz M com dimensão 2n× 2n.

det(M) =

2n∑
k=1

m1,km̃1,k

=

n∑
k=1

(−1)1+ka1,kdet(M
n+k
1 )

em que o índice superior de Mn+k
1 indica o número da coluna retirada da matriz original e o

índice inferior indica o número da linha retirada. As matrizes Mn+k
1 são da forma

Mn+k
1 =

[
01 Ak1
B Ck

]
Para clarear a notação, chamaremos Nk = Mn+k

1 .
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det(Nk) =
2n−1∑
l=1

nkl,nñ
k
l,n

=
n∑
l=1

(−1)l−1bl,ndet((N
k)nl+n−1)

As matrizes (Nk)nl+n−1 tem dimensão 2(n− 1)× 2(n− 1) e são da forma

(Nk)nl+n−1 =

[
0 Ak1
Bn
l Ckl

]
Pela hipótese de indução

det((Nk)nl+n−1) = (−1)n−1det(Ak1)det(Bn
l )

Assim

det(Nk) =
2n−1∑
l=1

nkl,nñ
k
l,n

=
n∑
l=1

(−1)l−1bl,n(−1)n−1det(Ak1)det(Bn
l )

=
n∑
l=1

(−1)lbl,ndet(A
k
1)det(Bn

l )

e �nalmente

det(M) =

n∑
k=1

(−1)1+ka1,k

n∑
l=1

(−1)lbl,ndet(A
k
1)det(Bn

l )

= (−1)−n
n∑
k=1

(−1)1+ka1,kdet(A
k
1)

n∑
l=1

(−1)l+nbl,ndet(B
n
l )

= (−1)n
n∑
k=1

(−1)1+ka1,kdet(A
k
1)

n∑
l=1

(−1)l+nbl,ndet(B
n
l )

= (−1)ndet(A)det(B)
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APÊNDICE E

Resultado para difeomor�smos conformalmente simpléticos

Vamos mostrar um lema do tipo Franks para o caso de difeomor�smos conformalmente simpléticos.
Note que este caso engloba o caso simplético também.

Seja f : M −→M um difeomor�smo conformalmente simplético. Iniciamos com um lema trivial:

Lema E.1. Seja A ∈ CS(2,R) tal que ATJA = µJ . Então A−1 pertence a CS(2n,R) e (A−1)JA−1 =
1
µJ .

De�nição E.1. Seja A ∈ CS(2n,R) matriz conformalmente simplética. Uma ε-perturbação de A é
uma matriz Ã ∈ CS(2n,R) tal que ‖Ã−A‖ < ε

Finalmente o lema que é o objetivo desde apêndice, ou seja, a versão do lema de Franks para
difeomor�smos conformalmente simpléticos:

Lema E.2. Seja (M,ω) variedade conformalmente simplética de dimensão 2n e x ∈M órbita periódica
de f de período p(x). Seja f

′
xi : TxiM → Txi+1M a diferencial de f nos pontos xi, i = 1, . . . , p(x)− 1.

Seja Bi uma ε perturbação de df
′
xi . Então existe ε1 > 0 e difeomor�smo g ε2-próximo na topologia

C1 de f tal que gi(x) = xi e tal que g
′
xi = Bi. Além disso limε→0 ε2 = 0.

Demonstração. Para i = 1, . . . , p(x)− 1, considere φi : Vi ⊂M → Ui ⊂ R2n, i = 0, . . . , p(x)− 1, cartas
locais conformalmente simpléticas que mapeiam uma vizinhança Vi de xi = f i(x) numa vizinhança Ui
do zero. Seja f̃i : Ui → Ui+1, a representação de f em coordenadas.

Seja φi : Ui → R uma função função do tipo salto com suporte em Vi e imagem em [0, 1] tal que
φ
′
i(0) = 1 e ‖φ′(y)‖ < K para algum Ki ∈ R.
Seja Ei a matriz simplética ε1-próxima da identidade tal que Bi = Ai ◦ df ′x1 dada pelo lema 7.5.
Considere a composição conformalmente simplética g̃ = (φi(Ei − I) + I) ◦ f̃i.
Note que g(xi) = xi+1 e g

′
(xi) = Ei ◦ f̃

′
(0) = Bi e, além disso, ‖g − f‖ < Kε = ε2 em que

K = max{K1, . . . ,Kp(x)−1}.
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APÊNDICE F

Existência de seção transversal para o �uxo geodésico

Este apêndice contém o argumento original de Birkho� [4] que mostra a existência de seção transversal
para S2 com métrica com curvatura positiva para o �uxo geodésico.

Seja γ1 a órbita fechada e simples, cuja existência foi mostrada em [4], que divide a esfera em
dois hemisférios. Considere o quociente do espaço Tγ1M pelo vetor γ

′
1,

Tγ1M

<γ
′
1>

. Vamos construir uma

aplicação de retorno

T :
Tγ1M

〈γ′1〉
−→ Tγ1M

〈γ′1〉
.

Para isto precisamos que exista T > 0 tal que toda órbita do �uxo geodésico que intercepte γ0 em um
segmento de tamanho menor que T .

Suponha que isto não acontece. Temos então duas possibilidades:

• Existe órbita γ1 que nunca intercepta γ0

• Existe uma sequência de segmentos de órbita ηn de comprimento maior que n tal que ηn não
intercepta γ1. Neste caso, tomamos a sequência qn = ηn(tn) dos pontos médios de ηn e existe
uma subsequência tal que qn −→ q e vn = η

′
n(tn) −→ v e a órbita com condição inicial (q, v) não

intercepta γ1 (pela dependência contínua da condição inicial).

A órbita γ1 divide o hemisfério que a contém em duas regiões S0 e S1 (que contém a órbita γ1).
Seja r o bordo da região S0. O bordo S0 é composto por γ0 e por r, conjunto formado por γ1 (de uma
parte ou de toda γ1) e pelos pontos limites de γ1.

Seja {Vi}i∈{1,...,n} uma cobertura de r por vizinhanças normais.
Considere a sequência de pontos {pi}i∈{1,...,n} construida da seguinte forma:

• pi ∈ r

• Três pontos consecutivos da sequência, pi, pi+1 e pi+2, pertencem a mesma vizinhança normal

• Os pontos pi estão ordenados de forma que r tenha orientação positiva.

Para cada par pi e pi+1 seja ηi o segmento de órbita do �uxo geodésico que conecta pi a pi+1.
Observe que ηi não está contido no interior de S1 pois se isso acontecesse ηi interceptaria γ1 em dois
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pontos, o que não pode acontecer pois estes dois segmentos estão contidos em uma vizinhança normal.
Portanto os segmentos de órbita ηi ou estão contidos em S0 ou coincidem com γ1.

Podemos construir essa sequência de pontos pi de forma que o polígono formado pelos segmentos
de órbita ηi tenha todos os ângulos internos φi menores ou iguais a π. De fato, seja i0 tal que o ângulo
interno formado por ηi0 e ηi0+1 é maior que π. De�nimos uma nova sequência p̃ retirando o ponto
pi0+1:

p̃ :

{
p̃i = pi se i ≤ i0
p̃i = pi+1 se i > i0

pi0−1

pi0pi0+1

pi0+2

pi0+3

S1

S0

p̃i0−1

p̃i0pi0+1

p̃i0+1

p̃i0+2

S1

S0

A sequência p̃ também cobre r com orientação positiva e o segmento η̃i0 ou está contido em S0

ou coincide com γ1. Dessa forma, o ponto pi0+1 que foi retirado da sequência está contido em S0.
Contradição. Portanto os ângulos internos φi são menores ou iguais a π.

Chamamos de R a região de�nida pelo polígono que está contida em S0. O Teorema de Gauss-
Bonnet nos diz que ∫

R
Kdσ +

n∑
i=1

θi = 0

em que K é a curvatura da esfera e θi são os ângulos externos de R.
Sabemos que θi > 0 (θi = π−φi) e pela hipótese de curvatura positiva, chegamos numa contradição.

Portanto, a órbita γ1 não pode existir.
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