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Resumo

Na primeira etapa do trabalho, definimos os termostatos gaussianos e discutimos duas abordagens pos-
siveis: como um fluxo de Weyl e como um fluxo conformalmente Hamiltoniano. Estudar os termostatos
gaussianos como fluxo de Weyl tem uma perspectiva mais geométrica e, sob essa perspectiva, é possivel
mostrar uma relacdo entre curvatura e decomposicao dominada. Um termostato gaussiano visto como
um fluxo conformalmente Hamiltoniano é um exemplo de dindmica conformalmente simplética. Os
sistemas dindmicos conformalmente simpléticos satisfazem a simetria do espectro de Lyapunov.

A segunda etapa do trabalho consiste em estabelecer propriedades dindmicas para os termostatos
gaussianos. Mostramos que o conjunto dos termostatos gaussianos Kupka-Smale é genérico. A segunda
propriedade é um teorema pertubativo que consiste numa versao do lema de Franks para os termostatos
gaussianos. Mostramos também uma dicotomia entre robustez de transitividade e existéncia de um
numero arbitrario de érbitas atratoras ou repulsoras, que utiliza como ferramentas principais o conceito
de transicoes adaptado ao contexto conformalmente simplético e o teorema perturbativo.

Palavras-chave: termostatos gaussianos, dindmica conformalmente simplética, fluxo de Weyl, fluxo
conformalmente Hamiltoniano.
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Introducdo

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, F : M — T'M um campo vetorial sobre M. Chamamos de
termostato gaussiano o fluxo ¢ : TM — TM cujas orbitas n(t) = (z(t),v(t)) satisfazem as equagoes

r = v

_ 9(E,v)
Voo = E—g(v,v)v

Os termostatos gaussianos podem ser abordados como fluxo de Weyl. Seja (M, g) uma variedade
Riemanniana, o fluxo de Weyl é o fluxo geodésico reparametrizado por comprimento de arco de uma
conexdo V simétrica e compativel com a estrutura de Weyl (e ndo compativel com a métrica), que pode
ser escrita em termos da conexao Riemanniana V

VxY = VxV +4(X)Y +4(Y)X - g(X,Y)E.

em que -y é uma 1-forma sobre M. Mostramos que, em termos da conexdo Riemanniana, uma 6rbita
1 do fluxo de Weyl satisfaz a mesma equagdo do termostato gaussiano.

Para um fluxo geodésico, curvatura negativa implica hiperbolicidade. Nao temos mais 0 mesmo
para o fluxo de Weyl, porém ainda podemos recuperar algo:

Teorema A. Se a curvatura seccional da estrutura de Weyl é menor do que zero em todo ponto de M
entdo o fluro Weyl tem decomposicao dominada transversal.

Mesmo em regides de curvatura zero, podemos ter decomposicao dominada:

Teorema B. Seja A C SM um subconjunto invariante do fluxo de Weyl com curvatura seccional A
menor ou igual a zero e para § = (xz,v) € A tem-se y(v) > 0. Entao A tem decomposi¢do dominada
transversal.

Outro tipo de abordagem para os termostatos gaussianos é como um fluxo conformalmente Ha-
miltoniano. Se a 1-forma ~ definida a partir do campo vetorial E por v(-) = g(F,-) é fechada entdo
0s termostatos gaussianos sdo um exemplo de dindmica conformalmente simplética. Assim, dada uma
variedade Riemanniana (M, g) definimos Z,(M) C 2 °°(M) como o conjunto dos campos vetoriais que
definem uma 1-forma ~ fechada. Sistemas conformalmente simpléticos sdo aplicacbes que preservam
uma 2-forma w em uma variedade M. A 2-forma w é ndo-degenerada e satisfaz dw =y Aw em que v é
uma 1-forma fechada. Apesar de ndo w nao ser simplética, a condigdo anterior garante que localmente
w pode ser multiplicada por uma funcdo ndo nula, obtendo assim uma estrutura simplética. A prin-
cipal propriedade destes sistemas estd em [12] e consiste na simetria do espectro de Lyapunov. Esta
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abordagem permite a realizacdo da segunda parte do trabalho em que consideramos um subconjunto
especial de 2" (M):

Definicdo. Definimos o conjunto Zy(M) C X (M) como o conjunto dos campos vetoriais E que
definem a 1-forma y(.) = g(E,.) fechada.

Um termostato gaussiano (M, g, E) sobre uma variedade compacta M é Kupka-Smale se as orbitas
fechadas sao hiperbdélicas e se as intersegoes heteroclinicas sdo transversais. Provamos o seguinte fato:

Teorema C. O conjunto dos campos vetoriais que definem termostatos gaussianos Kupka-Smale é
genérico em Zy(M).

Provamos também um teorema perturbativo que é uma versao do lema de Franks para termostatos
gaussianos.

Teorema D. Sejam E € Z,(M)N 2" (M), 4 < r < oo, 6 um ponto de uma orbita periddica n do
termostato gaussiano (M,g,E) e T : TySM — TpSM o cociclo derivada transversal ao longo de 7.

Dado € > 0 existe § > 0 tal que dada uma perturbacio L de T com ||L — T < § entdo existe
E € 2,(M) com d(E,E)c1 < € que define o termostato gaussiano (M, g, E) tal que 1 é drbita ¢ o
cociclo derivada transversal associado a 6 é L.

A dificuldade deste resultado reside no fato de que perturbagdes do termostato gaussiano sdo per-
turbacoes da métrica g e do campo vetorial E. Porém estas perturbacoes ndo sao de natureza local
pois perturbar a métrica ou o campo externo numa vizinhanca da variedade significa uma perturbagao
em todo um cilindro no espago tangente onde o fluxo esta definido.

Finalmente, provamos uma dicotomia entre robustez de transitividade e existéncia de pocos e fontes
arbitrarios para os termostatos gaussianos:

Teorema E. Seja E € Z;(M) en uma orbita periddica do tipo sela hiperblica do termostato gaussiano
(M, g,F) cujo fluzo é ¢.

Para V. uma vizinhanca de 1, vale uma das alternativas:
(i) a classe homoclinica H(n,¢) C V admite decomposicdo dominada

(i) dados uma wvizinhanga U C H(n,¢) CV, k € N ee > 0, existe E € Z,(M) com d(E,E)c1 <
e tal que o termostato gaussiano (M, g, E) possui k orbitas periddicas atratoras ou repulsoras
arbitrariamente prozimos de n cuja orbita estd contida em V.

Para demonstrar o teorema, as ferramentas principais s8o o conceito de transicées adaptado ao
contexto conformalmente simplético e o teorema perturbativo.

Finalmente, terminamos o trabalho com um estudo dos termostatos gaussianos em S?. Mostramos a
existéncia de secao transversal global para um termostato gaussiano. O interesse nesta secao transversal
é que, como projeto futuro, possamos garantir a existéncia de orbitas eliticas.
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Parte 1

Definicoes e ferramentas basicas






cAPITULO 1

Dinamica conformalmente simplética

Neste capitulo preliminar, sdo introduzidos os conceitos para o estudo da dindmica conformalmente
simplética. Este é um capitulo mais técnico, com o intuito de mostrar que os sistemas conformalmente
simpléticos sdo mais gerais que os simpléticos e intimamente relacionados a estes. Estao determinados
por uma 2-forma ) em uma variedade M nao-degenerada que satisfaz d€) = v A 2 com v uma 1-forma
fechada. Fsta ltima hipdtese garante que localmente 2 pode ser multiplicada por uma fun¢do nao
nula obtendo uma estrutura simplética.

Introduzimos o conceito de difeomorfismo e fluxo conformalmente simplético além do fluxo confor-
malmente Hamiltoniano. A principal propriedade dos sistemas conformalmente simpléticos estd em [12]
e consiste na simetria do espectro de Lyapunov.

Seja Qo = >, dp; A dg; a forma simplética canonica em R?".

Proposicao 1.1 ([12]). Para uma aplicacdo linear invertivel S : R?" — R?" sdo equivalentes:
1. Qo(Su, Sv) = u(u,v) para um escalar 1 > 0 e todo u,v € R?"
2. Qo(Su, Sv) =0 se e somente se Qo(u,v) =0
3. Subespacos Lagrangeanos sao invariantes por S

Demonstracao. 1 implica 2 e 2 implica 3: Claro.

2 implica 1: Considerando a base simplética canénica {p1,...,pn,q1, - -, qn} de R?® temos que Qo(Sp;, Spj) =
0 para Z?] = ]-a RERZ QO(S(I“SQJ) =0 para Z?] = 17 o€ QO(Spqul) = ,UJ’LQO(pZaQZ) = i
parai=1,...,n com p; # 0. Escrevendo explicitamente Qo (Su, Sv) e Qy(u,v), temos que o item
2 implica que todos os p; sdo iguais.

3 implica 2: Suponha que Qy(u,v) = 0. Considere um subespaco Lagrangeano E C R? tal que
u,v € E entdo Qy(Su, Sv) = 0. Considerando S~! temos a implicacio contraria.
O

Definigao 1.1. Chamaremos de grupo conformalmente simplético, CS(R?"), o conjunto das aplicagées
em SL(R?™) que satisfazem as propriedades da proposicio [1.1].

Chamaremos a base simplética canonica de base conformalmente simplética no contexto deste tra-
balho.
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Observacao 1.1. Dada uma aplicacdo conformalmente simplética sempre é possivel obter uma base
conformalmente simplética associada a esta aplicacdo.

Proposicao 1.2. Se \ é autovalor de S € CS(R?™) entio existe pu tal que & também ¢ autovalor de S.

Demonstragio. Sabemos que STJS = puJ, entdo:

p(t) = det(S —tI) = det(ST —tI)
det(JH(ST —tI).J)
det(uS—" —tI)

= detS™ 'det(ul —tS)

- detS’ldet(%I - S) $2n

Vamos descrever agora o vetor tangente a uma curva X; de matrizes em CS(R?") tal que
(i) XFJXy = pu(t)J
(i) Xo=X
(i) u(t) = v(t)

em que u e v sdo funcdes C*®. Um vetor Y € TxCS(R?), dito infinitesimalmente conformalmente
simplético, satisfaz
Y*JX + X*JY =0l

Se X = I a matriz identidade entdo o espaco tangente neste ponto é dado pelo conjunto
TYCS(R™) ={Y|Y*J +JY =vJ}.

As matrizes em T7CS(R") sao da forma

g
a vl —p*
onde « e 7y sdo simétricas e 8 é qualquer.

Proposicao 1.3. O espago tangente de uma matriz X em CS(R®™) no nivel de energia v satisfaz a
relagao ,
Ty CS(R") = XTrCS(R™)

em que TTCS(R™) € o espago tangente da aplicagdo identidade.
Demonstragio. Seja'Y € TYCS(R™), substituindo Z = XY em Y*JX + X*JY temos:
V*X*JX + X*JXY =Y*0J] +vJY =v*J
O

Seja X um espaco mensurdvel com medida de probabilidade m e f : X — X uma aplicacao
ergédica. Seja A : X — GL(R?") aplicacdo mensuravel e considere o cociclo associado. A partir do
teorema de Oseledets, temos o seguinte teorema.

IMPA 6 Junho, 2012
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Teorema 1.1 ([12]). Se o cociclo mensurdvel A(z), x € X, satisfaz a condi¢ao de integrabilidade, ou
seja [y log, |[A(z)||[dm(z) < +oo, e tem seus valores no grupo conformalmente simplético CS(R*")
entdo temos bem definidos os expoentes de Lyapunov A1 < ... < As e a bandeira

{0})=VocC..CcV,_;CV,=R>"
que satisfazem as propriedades:
1. M+ Xs—py1 = b onde b = [y log|detA(x)|dm(x)
2. as multiplicidades de A\, e As—k41 sdo iguais, para k =1,2,.... s
3. Vs_i € o complemento ortogonal de Vg com respeito a €.

A partir de agora consideramos M uma variedade diferenciavel.

Definicao 1.2. Uma 2-forma Q) sobre uma variedade diferenciavel M é dita conformalmente simplética
se é

1. nao-degenerada
2. dQ=~NAQ onde v é uma 1-forma fechada.
Chamamos variedade conformalmente simplética o par (M, ).
O fato de w ser nao-degenerada implica que M tem dimensao par.

Proposicao 1.4. Seja (M,Q) variedade conformalmente simplética. Localmente, existe Q' tal que M
¢ uma variedade simplética com estrutura simplética (M, Q/).

Demonstracao. Pelo lema de Poincaré, seja U : M — R tal que localmente v = dU. Entao
de Q) =de V) rQ+eVda=0.
Portanto, localmente a forma Q = e~UQ é simplética em M. O

Observacao 1.2. Variedades simpléticas sio exemplos de variedades conformalmente simpléticas. Isto
acontece quando v =0 ou a funcio U estd definida globalmente.

Defini¢ao 1.3. Sejam (M, Q) e (N, Q2) variedades conformalmente simpléticas tais que dS2; = 1 A
e dQos = v9 A Qo. Dizemos que f : M — N € um difeomorfismo conformalmente simplético se
f*Qy = ePQy com B: M — R. Denotamos CS’“(M, N) o conjunto dos difeomorfismos conformalmente
simpléticos f : M — N e quando M = N denotamos simplesmente CSk(M)

Proposicao 1.5. A fung¢do 5 nao é qualquer, ela satisfaz df = f*(v2) — ™

Demonstragao.

d(f*Qe) = d(ePQy)

fA(dQr) = ePdB A Q4 ePdy
frnQ) = PdBAQ + Py A
o)A fr(Q) = eP(dB+m) A

f*(2) A ePn e’ (dB + 1) Al
() A = PdB+7) A
fllre=m—dB)AQ1 =0
Assim [ deve satisfazer
dp = f*(r2) —mn.
[l

IMPA 7 Junho, 2012
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A partir da igualdade (f")*Qn () = eXizo B @), denotaremos g (x) = ZZ;& B(f*(x)).
Defini¢ao 1.4. Seja f : (M,Q) — (M,Q) um difeomorfismo conformalmente simplético e [ :
M — R tal que f*Q = Q. Uma e-perturbagio conformalmente simplética de f é um difeomorfismo
g : (M,Q) — (M,Q) conformalmente simplético e-préximo de f que preserva a mesma estrutura
conforme, ou seja, ||f — g|| < € e g*Q = ePQ.

Definicdo 1.5. Seja um conjunto U C CS*(M), um difeomorfismo f € U e uma 6rbita periédica n de
f. Uma cirurgia de f na vizinhang¢a de n em U é um caminho continuo h : [0,1] — U tal que

(1) h(0) = f
(ii) n € drbita periddica de h(t) para todo t € [0, 1]
(111) Existe vizinhanga V' de n tal que ||(h(t) — f)|ve|| = 0 para todo t € [0, 1]

Proposicao 1.6. Ezxistem coordenadas, que chamaremos de coordenadas conformalmente simpléticas,
que consistem num difeomorfismo local conformalmente simplético entre (M,Q) e (R%", wq) com wq a
forma simplética candnica.

Demonstragao. Do teorema de Darboux, temos a existéncia de coordenadas simpléticos que sao um
simplectormorfismo local h entre (M,Q = e UQ) e (R*™, wg) com wy a forma simplética canénica.
Chamamos g = e~ U, e sabemos que h : R — M satisfaz h*(2) = wy. Mas h*(Q2) = h*(gQ) =

(g0 W)h*Q. Logo, h*(Q) = Qe f = ;4. )

Observagao 1.3 (Coordenadas locais). Seja f : (M,Q) — (M, Q) difeomorfismo conformalmente
simplético tal que y = f(x). Por [1.4], existem vizinhangas V, e V, e aplicagoes g, € g, de = e y,
respectivamente, tais que

d(g.8?) =

d(ng) =

Sejam hy e hy coordenadas simpléticas locais nas vizinhangas de x e y, respectivamente. Entdo
podemos trabalhar em coordenadas locais

o) ona
hy hy
(RQ”, Qo) i (Rzn, Q)
Assim,
Q0 = B

em que § ¢ dada por § = (g, f o ha)(8 0 he)(gs o ha) .

Se (M,Q) é uma variedade conformalmente simplética e f : M — M um difeomorfismo confor-
malmente simplético. A diferencial de f induz um cociclo sobre M, definido por

Alz) =dfy, zeM

Este cociclo é conformalmente simplético e se fixarmos uma probabilidade invariante e ergodica m
em M, que assumimos compacta, satisfazendo a condicao de integrabilidade temos entao simetria do
espectro de Lyapunov.

IMPA 8 Junho, 2012
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Teorema 1.2. Seja f: M — M um difeomorfismo conformalmente simplético e A(x), x € X, o coci-
clo derivada associado a f. Se A(x) satisfaz a condigdo de integrabilidade, ou seja [y log, ||A(z)||dm(z) <
400, entao temos bem definidos os expoentes de Lyapunov \1 < ... < Ag e a bandeira

{0} =VoC..CVs 1 CVg= R?"
que satisfazem as propriedades:

1. Mg+ As—pr1 = b onde b= [ log|detA(x)|dm(x)
2. as multiplicidades de A\, e As_k4+1 SGo tguais, para k =1,2,...,s

3. Vs_i € o complemento ortogonal de V4 com respeito a €.

Passamos ao estudo dos fluxos: conformalmente simpléticos e conformalmente Hamiltonianos.

Definicdo 1.6. Dado um fluzo X € 2°7(M), dizemos que X € 27 (M) ¢ uma e-perturbagio de X se
existe aberto V€ M tal que

(i) EmV vale | X — X|| < e
(ii) Em Ve, X = X

Definicao 1.7. Dado um fluro X € Z " (M) e n uma drbita periédica de X, dizemos que a familia
continua h : [0,1] — Z7(M) é uma cirurgia de X se

(i) h(0)=X
(11) n € orbita periddica de h(t) para todo t € [0,1]
(111) Existe vizinhanga V de n tal que ||h(t) — X||ye = 0 para t € [0, 1]

Seja M variedade diferenciavel, F': M — T'M campo de vetores tal que F'(z) # 0 para todo z € M
em M e ¢ o fluxo associado. O campo F é invariante pela diferencial do fluxo d,¢, x € M .Devido a este

fato, podemos realizar o quociente do fibrado tangente T'M pelo campo F' e denotamos este quociente
TM.

Definicdo 1.8. Seja 7 : TM — TM a projecio de v € TyM em T,M. A composicio Al = modgl :
Ty M — Ty ()M define o cociclo derivada transversal associado a ¢ ou aplicagdo linear de Poincaré.

Relagao entre a aplicagio linear de Poincaré e a aplicagio de Poincaré: Dado n = {¢:(v)|t €
[0,7],v € TM} um segmento de orbita de comprimento 7 com condic¢do inicial v, considere Xy e X,
secOes transversais a 1 para t = 0 e 7, respectivamente. Seja P : g — X, a aplicagdo de Poincaré
correspondente. Se as secoes g e X sao escolhidas de forma que sejam ortogonais a 1 entao a diferencial
dy)P ¢ a aplicagdo linear de Poincaré A7 : T,M —s Td)‘r(z)M.

Definicao 1.9. Seja M variedade com dim(M) = 2n+1, ¢ um fluzo sobre M, At TM — TMAO cociclo
derivada transversal associado a ¢ e uma 2-forma  definida no quociente TM, Q. : TM x TM — R
x € M, tal que

(i) Q2 € nao degenerada
(i1) existe uma 1-forma v definida no quociente TM, Yo TM — R, tal que dQ2 =~ A Q2

(113) existe B: M — R em que
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(mo¢l)*Q = efotﬂ(‘b;)dsﬁ, VreMeteR
dizemos que (M, ¢, ) é um fluxo conformalmente simplético.

Seja n um segmento de 6rbita do fluxo conformalmente simplético ¢. Entao existem coordenadas
tal que cociclo derivada transversal satisfaz

(A)*JAt = oo B(@3(s))ds 7

0 —I

I 0

Terminamos esta se¢do com a defini¢do de fluxos conformalmente Hamiltonianos. Seja (M, Q) uma

variedade conformalmente simplética e H : M — R uma funcdo C*° que chamaremos de Hamiltoniano.
Consideramos o campo vetorial F' unicamente definido pela relagao (., F)) = dH.

A forma w restrita a 7'M define uma forma conformalmente simplética. De fato, defina a funcao
Qt) = (¢1)*Q e, calculando a derivada de Lie de Q(t)

em que J = ( ) é matriz 2n x 2n com I a matriz identidade n x n.

T — £r0) = A(F@)Q +7 A dH = 5(F())0

O Hamiltoniano H é uma primeira integral para o fluxo, %H =dH(F) = Q(F, F) = 0. Portanto,
restrito ao nivel de energia, H(¢') = ¢, o fluxo é conformalmente simplético e, fazendo 3(t) = v(F(¢)),

(6" = el F0Q

Finalizamos a se¢do com a simetria do espectro de Lyapunov para os fluxos conformalmente Hamil-
tonianos.

Teorema 1.3 ([12]). Para um fluzo conformalmente Hamiltoniano ¢' restrito ao nivel de energia
c temos que se o cociclo derivada transversal Al(x) satisfaz a condicio de integrabilidade, ou seja
Jx log, [[A(z)||dm(z) < +o0, entdo temos bem definidos os expoentes de Lyapunov Ay < ... < As € a
bandeira

{0} =VogC..CVs 1 CVg= R?"

que satisfazem as propriedades:
1. M+ Xs—py1 = b onde b = [y log|detA(x)|dm(x)
2. as multiplicidades de A\, e Ag_k41 SGo tguais, para k =1,2,...,;s

3. Vs_i € 0 complemento ortogonal de Vg com respeito o €.
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CAPITULO 2

Termostatos Gaussianos

2.1 Estados de nao equilibrio estaveis

A mecénica estatistica é dividida em duas partes: sistemas em equilibrio e sistemas fora do equilibrio.
Essa distingdo surge a partir do conceito de reversibilidade: sistemas em equilibrio sdo reversiveis
e sistemas fora do equilibrio sao irreversiveis. Um exemplo de sistema fora do equilibrio é quando
colocamos um corpo quente e um corpo frio em contato. Estes corpos irdo equalizar suas temperaturas e
nao irao espontaneamente voltar a situacao anterior. De acordo com a termodinamica, mais exatamente
com a segunda lei da termodindmica, a entropia de um sistema cresce enquanto este nao estd em
equilibrio e assim que o equilibrio é atingido a entropia é méxima. Portanto crescimento de entropia
corresponde a sistemas irreversiveis.

Para manter um sistema fora do equilibrio devemos sujeitar o sistema a forcas ndo Hamiltonianas,
assim nao teremos conservacao de energia e o sistema ir& produzir calor. Num experimento, o excesso
de calor é eliminado por um termostato. No laboratoério, o sistema que estamos interessados, o sistema
menor, é acoplado com outro sistema maior, que é chamado de termostato. O papel do termostato é
absorver o calor produzido pelo sistema menor e o estado do termostato nao sofre influéncia do sistema
menor. Por exemplo, o sistema menor pode ser uma pequena quantidade de fluido cercado por uma
quantidade grande de cobre, que faz o papel do sistema grande. O cobre tem uma condutividade
termal alta e por estar em grande quantidade, a temperatura da interface fluido-cobre permanecerd
praticamente constante.

Queremos manter o sistema em estado de ndo equilibrio estavel e por estavel queremos dizer que
a forca de controle ou as variavéis termodinadmicas, como por exemplo a temperatura, sdo mantidas
constantes. Precisamos entdo introduzir o equivalente matemético de um termostato.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e E' : M — T'M um campo vetorial sobre M. O principio
da menor restricdo de Gauss é utilizado para remover o calor de forma que o estado fora do equilibrio
seja estavel. Este principio diz que as forcas de restricoes E, requeridas para impor uma restri¢oes
precisam ser o menor possivel no seguinte sentido:

PRl E + E. com E? minimo

em que v é a tangente a Orbita e % é a derivada covariante. Com esta abordagem, chegamos a forga
de restricao

11
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2.2 Termostatos gaussianos

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana ¢ F : M — T'M um campo vetorial sobre M. Chamamos de
termostato gaussiano o fluxo ¢ : TM — TM cujas orbitas n(t) = (z(t),v(t)) satisfazem as equagoes

T = v
Dv __ 9(E,v)
& = E-mw

O segundo termo a direita da segunda equacgao corresponde ao termostato. Este termo subtrai a
componente tangencial do campo E fazendo com que somente a direcao da trajetéria seja alterada e
nao sua velocidade. Ou seja, dada uma condigao inicial § € T'M, a 6rbita ¢(0) se mantém no mesmo
nivel de energia g(¢:(0), ¢:(#)) = ¢ com ¢ > 0 uma constante, para todo t € R. Portanto podemos
considerar o fluxo ¢ restrito a um nivel de energia ¢ fixo. Mas vale notar que nao necessariamente
existe uma conjugacao do fluxo entre diferentes niveis de energia. Utilizaremos a notacao T°M para a
restrigdo de T'M ao nivel de energia ¢, ou seja, T°M = {v € TM|g(v,v) = ¢} e no caso em que ¢ = 1,
chamamos T M de fibrado unitario e denotamos SM.

Apresentamos alguns exemplos de termostatos gaussianos:

(i) Fluxo geodésico
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Fazendo o campo vetorial E = 0 entao o termostato
gaussiano é o fluxo geodésico sobre a variedade M.

(ii) Toro plano com campo externo vertical
Seja (T2, g) o toro plano, ou seja, o toro com a métrica g induzida por R

Escrevemos T? = S' x S! e para v € ST?, consideramos v = vy + v1 a decomposicio de v em vg
paralela a primeira esfera S' da decomposicio do toro e v, paralela a segunda esfera S'.

Seja E um campo vetorial sobre T? tal que E = Ey, ou seja, o campo FE s6 tem componente
paralela a primeira esfera S'.

Para este exemplo, a equagdo do termostato gaussiano em coordenadas se escreve

{ o = Eo— (E,v)v

v = B —(E,v)n
Vg = Eg(l — U%)
Ul = —E()U()’Ul

A integral dessa EDO, supondo condi¢ao inicial da forma (vg,v1) = (0,1), é

{Uo(t) = tanh(Eqt)
vi(t) = sech(Ept)

e as orbitas se comportam conforme a figura abaixo
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(i)

Figura 2.1: Orbita tipica do termostato gaussiano no toro plano.

Toro plano com campo externo com inclinagdo irracional

Seja (T2, g) o toro plano, ou seja, o toro com a métrica g induzida por R?. Considere agora F um
campo vetorial sobre T? tal que E seja um vetor constante sobre toda o toro com inclinacio irra-
cional. Para este exemplo, ainda temos um toro atrator e outro toro repulsor ambos normalmente
hiperbélicos em ST? porém a dinamica nestes toros ¢ uma rotacio irracional.

Generalizacdo do exemplo no toro plano

Seja N uma variedade Riemanniana arbitraria, considere a variedade M = S!' x N munida da
métrica produto. Seja F um campo vetorial tangente a S* de médulo constante |E|. Parav € SM,
tomamos v = vy + v1 a decomposicdo de v em vy paralela a S' e vy paralela a N.

A equacao do termostato gaussiano na componente vg é
2
vo(t) = [E|(1 — vp)-

As trajetoras do termostato gaussiano ¢! = (ug(t),u1(t)), com 1; = v;, sdo linhas paralelas a S
ou podem ser descritas na nesta componente como vg(t) = tanh(|E|t), supondo a condi¢do inicial
Vo = 0.

O comprimento da projecao da trajetoria do fluxo sobre N é dado por

() = 2 / iy (8) dt
0
— 2/ 1 — tanh?(|E[t)|dt
0

= 2/ |tanh(|Et)| dt
0

2

Bl
Portanto a projecdo de uma trajetéria do fluxo sobre N é uma curva com comprimento |—2‘ com
excecao das trajetorias que se projetam num dnico ponto.

O termostato gaussiano apresenta um atrator A e um repulsor R global dados por se £ € A entao

fz(%,@)eGETNesefERentéogz(—%,G)e@ETN.
Além disso, o atrator e o repulsor sao normalmente hiperbélicos. De fato, considerando o atrator

temos que as 6rbitas tem componente normal ao atrator da forma

vi(t) = sech(|E|t)

IMPA
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Figura 2.2: Orbita tipica do termostato gaussiano sobre S' x N.
-
R

Figura 2.3: Representacdo esquematica do fibrado unitario S(S* x N)termostato gaussiano sobre S x N.

em que a derivada v} (t) = —sech(|E|t)tanh(|E|t)|E| satisfaz
[0} ()] < CA!
para C = |E| e A\ = e~ 1Zl,

(v) Orbita circular

Considere uma regido R do plano R? com a métrica canonica ¢g. Considere o campo vetorial
E(z,y) = leTyQ(—a;, —y) observe que lim(, ,y o E(x,y) = oo e portanto vamos tomar uma fungao

do tipo salto ¢ : R? — R tal que ¢(z,y) = 1se 1 < a?+y* < 2e ¢(x,y) = 0se % <a?ty’ < %
Defina E(x,y) = ¢(z,y)E(x,y).

Considere a familia de curvas a.(t) = (z(t), y(t)) = (csin(%), ccos(L)). Entdo o/(t) = (cos(L), — sin(
1(—y(t),z(t)) & vetor unitério e « esta parametrizada por comprimento de arco. Além disso,

o (t) = L(=sin(L), = cos(L)) = L (—=z(t), —y(t)). Se considerarmos ¢ = y/22 + y? entdo o’ (t) =

E(z,y).

Portanto, a familia de curvas o, ¢ € [1,2] é solucio do termostato gaussiano (R?, g, E).

Um termostato gaussiano nao é um fluxo homogéneo. De fato, seja n(t) = (x(t), v(¢)) uma orbita e
considere z*(t) = z(at) para a € R.

*(t) = ai(at) = av(at) = z*(t)
D _ D _
e (t) = a2$v(at) = a*(E - a)v(at)

Portanto, n*(t) = n(at) é uma éribta do termostato gaussiano (M, g, a>E) no nivel de energia igual
a a vezes o nivel de n.
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Proposicao 2.1. Se considerarmos uma orbita n(t) = (z(t),v(t)) do termostato gaussiano (M, g, E)
. .1 . S 1 ~ o . . g

no nivel de energia + ( ou seja, ||T| = ||v|| = £ ) entdo n* = (x(ct),av(ct)) ¢ uma orbita do termostato

gaussiano (M, g,c*E).

Além disso, o fluxo do termostato gaussiano ndo tem singularidades pois g(v(t),v(t)) = ¢ com
¢ > 0 para todo t € R. Observando os exemplos, constatamos que dados dois pontos p e ¢ € M
nao necessariamente existe uma o6rbita que liga estes dois pontos. Finalmente os subespagos estaveis
e instaveis de um termostato gaussiano nao sdo necessariamente Lagrangeanos (uma vez que temos
atratores, o espaco estével ndo pode ser Lagrangeano).

Os termostatos gaussianos sao um exemplo de dinamica conformalmente simplética e podem ser
abordados de duas formas:

e Fluxo conformalmente Hamiltoniano
Visto como fluxo conformalmente Hamiltoniano, podemos escrever os termostatos gaussianos em
coordenadas amigaveis que nos permitiram obter os resultados genéricos da tese.

e Fluxo de Weyl

Esta abordagem, mais geométrica, permite introduzir o conceito de curvatura associada a estru-
tura conformalmente simplética e obter resultados a partir do sinal da curvatura.

IMPA 15 Junho, 2012






CAPITULO 3

Fluxo de Weyl

Em 1918 H. Weyl introduziu uma generaliza¢ao da geometria Riemanniana com o objetivo de formular
uma teoria de corpos unificada. Esta teoria falhou por razodes fisicas, porém continua interessante
do ponto de vista matematico. Neste capitulo, vamos estudar esta teoria sob a 6tica dos sistemas
dinamicos.

A motivacao fisica das ideias de Weyl seguem da observacao de que universo ndo é uma varie-
dade Riemanniana uma vez que nao existe uma medida de comprimento absoluta. Ou seja, dado um
ponto, ndo temos um comprimento absoluto (ou uma métrica absoluta) definido neste ponto e sim uma
determinacao deste a menos de um fator positivo.

O fluxo de Weyl coincide com o termostato gaussiano. Vamos introduzir o fluxo de Weyl, suas
caracteristicas geométricas e dinamicas e finalmente mostrar os seguintes resultados:

Teorema A. Se a curvatura seccional da estrutura de Weyl é menor do que zero em todo ponto de M
entao o fluro Weyl tem decomposicao dominada transversal.

Teorema B. Seja A C SM um subconjunto invariante do fluro de Weyl com curvatura seccional A
menor ou igual a zero e para 0 = (z,v) € A tem-se y(v) > 0. Entdo A tem decomposi¢ao dominada
transversal.

Considerando o trabalho de [3] para variedades de dimenséao 3, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Seja A um conjunto compacto invariante para um fluzo X € Z2(M) com decomposi¢ao
dominada tal que Sing(X)NA = () e todos os pontos Per(X)NA sdo selas hiperbdlicas. Entao A = AUT
em que A é um conjunto hiperbdlico e T € o unido finita de toros irracionais.

Portanto se M é uma superficie, A C SM um subconjunto invariante do fluxo de Weyl ¢ que satisfaz
hipoteses do teorema B e os pontos em Per(¢) N A sdo hiperbélicos entdo A = AUT em que A é um
conjunto hiperboélico e 7 é um toro irracional. Se voltarmos ao exemplo no toro plano com campo
externo com inclinagao irracional, temos que sobre os toros invariantes (atrator e repulsor) satisfazem
as hipoteses deste teorema.

3.1 Preliminares

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensdo n e A'(M) o espago das 1-formas em M.
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Definicdo 3.1. Duas métricas Riemannianas g, e go em M sdo ditas equivalentes se g1 = e gy com
A: M — R de classe C*°. Uma estrutura conforme em M ¢ uma classe de equivaléncia G de métricas
equivalentes em M. A wvariedade (M,G) é dita variedade conforme.

Definicao 3.2. Uma estrutura de Weyl em M é uma aplicacio F : G — AY(M) satisfazendo
F(erg) = F(g) — d\. Chamamos o par (M, F) de variedade de Weyl.

Fixada uma meétrica Riemanniana gg e uma 1-forma g, temos F' determinada por
F(e*go) = y0 — dA

Definicao 3.3. Dada uma curva c : [0,1] — M, considere g um elemento de G tal que em T,M,
p € M, seja o produto escalar g,. Definimos a translagdo g do produto escalar g, ao longo da curva c

t
Ge(r) = exp( /O ¢ (F(ge(s)))dS) Ge(t)

Dizemos que uma conexgo é compativel com a estrutura de Weyl se o transporte paralelo de um produto
escalar é dado pela translacdo acima.

Lema 3.1. Uma conezdo NV em um variedade de Weyl M é compativel com a estrutura de Weyl se e
somente se Vg + F(g) ® g =0 para todo g € G.

Demonstragao. Seja X um campo vetorial em M e ¢ uma curva adaptada a X tal que ¢(0) = p. Seja 1
o transporte paralelo da dlgebra tensorial de ¢(0) a ¢(t). Da compatibilidade com a estrutura de Weyl,
temos:

t
Tige(o) = €xp( /O ¢ F(9))9ew)

entao .
7 ey = 63?1?(—/0 ¢ F(9))9e(0)
Entao
1
- Tt 9e(t) — Ge(0)
(Vxg)y = lip L2050
t
— *F -1
e eR@) 1)
t—0 t
d t
= Glea(= [ PG| ya
= _F(Q)pgp

Suponha agora que @g + F(g9) ® g = 0 para todo g € G. Seja C' uma curva adaptada a um campo
vetorial X. Se g é paralelo ao longo de ¢ entdo Vxg = 0 e isto implica que F(g)(X) = 0 logo V &
compativel com a estrutura de Weyl. O

Teorema 3.2. Numa variedade de Weyl (M, F') existe uma tinica conezdo linear v compativel com a
estrutura Weyl e livre de torsao (ou simétrica). Sejam g méltrica e 2y a 1-forma que definem F, ou
seja, F(g) = 2v. Sejam E o campo em M tal que v = g(E,.) e V a conexdao Riemanniana associada a
g. Entao V ¢ dada por R

VxY =VxY +4(X)Y +4(Y)X — g(X,Y)E.

Chamamos ¥V de conezio de Weyl.
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Demonstragao. A demonstragio é a mesma da existéncia e unicidade da conexao Riemanniana, a menos
dos seguintes fatos:

(i) Por ndo ser mais compativel com a métrica, a derivada tensorial satisfaz
(ii) Da compatibilidade da conexao com a estrutura de Weyl temos

(ﬁXg)(Yv Z) = _V(X)g(Y; Z)'

para quaisquer campos vetoriais X,Y e Z e para qualquer g € G.
Suponhamos a existéncia da conexao V. Entéao

9(VxY,2) = X(g(Y, Z)) + 27(X)g(Y, Z) = 9(Vx Z,Y)
Pela simetria da conexdo, VxZ = (X, Z] + VX
9(VxY,2) = X(g(Y, Z)) + 27(X)g(Y, Z) = 9([X, Z],Y) — g(VzX,Y)
Permutando ciclicamente X,Y e Z temos mais duas equacoes

~ ~

9(VyZ,X) =Y (9(Z,X)) +27(Y)g(Z, X) — g([Y, X], Z) = g(VxY, Z)

A~ o~

9(VzX,Y) = Z(g(X,Y)) +2v(Z2)9(X,Y) — 9([Z2,Y], X) — 9(Vv Z, X)

Somando as duas primeiras e subtraindo a terceira, obtemos

oTxY,2) = S(Xg(¥,2) +2(X)g(Y, 2) — 4((X, 2],Y)
+Y9(X7 Z) + 27<Y)9(X7 Z) - g([Y, X]v Z)
~Z9(X.Y) = 29(2)g(X, V) + (1Z,Y], X))

= 9(VxY, 2) +7v(X)g(Y, Z) +7(Y)g(Z, X) —v(2)9(X,Y)
Além disso, expressao acima estd bem definida e satisfaz as propriedades desejadas para v. O

Proposicao 3.1. A conexdo de Weyl é tinica dentro de cada classe de equivaléncia de métricas, ou
seja,

o9y _ o9

VY = V7Y

o . ‘ ~oa B .
em que V9 é a conexdo de Weyl associada a g e V€9 é a conexdo de Weyl associada a e’g.

Demonstragio. Se g e ~ satisfazem igualdade Vg +v® g = 0 entdo e’g e v — d\ também satisfazem a
mesma igualdade e resultado segue do lema e do teorema anteriores. O

Sejam ¢ uma curva e X o campo tangente a essa curva, Y e Z campos vetoriais paralelos ao longo
de c e g o transporte paralelo de g ao longo de c. Entao

X(9(Y,2)) =Vx(g(Y, 2)) = (Vxg)(Y,Z) + g(VxY, Z) + g(Y,VxZ) = 0

Isto nos diz que, se considerarmos também o transporte paralelo da métrica, podemos dizer que o
transporte paralelo de vetores (com respeito a estrutura de Weyl) preserva a norma de cada um e o
angulo entre eles.
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Porém, se mantivermos a métrica g fixa ao longo da curva ¢, teremos

X(g(Y,2)) = Vx(g(Y.2)) = —(2)g(Y. Z) =0

Ou seja, o comprimento do transporte paralelo de vetores decresce exponencialmente a uma taxa
de v(X) e o angulo cresce exponencialmente a mesma taxa v(X).

Assim como no caso da conex@o Riemanniana, podemos falar de tensor curvatura e de curvatura
seccional para a conexdo de Weyl. O tensor curvatura da conexdo de Weyl é

ﬁ(X, Y)= VxVy — VyVyx + ﬁ[x,y}
e a curvatura seccional

~

K@) = (R(X,Y)X,Y).

Podemos relacionar a curvatura seccional Weyl com a Riemanniana

K@) = K(I) — (E* - E%) — divy E

em que IT é o plano gerado por X e Y; e divpE = (VxE, X) + (VyE,Y) é o divergente parcial
do campo F, ou seja, a taxa de crescimento exponencial da area na direcdo II do fluxo associado ao
campo FE.

Vamos considerar agora o fluxo geodésico associado a conexdo de Weyl v. Seja (M, g) uma variedade
Riemanniana e V a conexdo de Weyl. Uma geodésica em M é uma curva u : R — M que satisfaz

du _
ds = w
Dw _
= =0
em que % ¢ a derivada covariante ao longo de u com respeito a conexao de Weyl.

Portanto o fluxo geodésico associado a conexao de Weyl é um fluxo ¢° : TM — TM em que a
projecao de uma trajetoria de ¢ sobre M é uma geodésica da conexao de Weyl. O fluxo geodésico de
uma conexao Weyl nao preserva nenhum fibrado esférico. De fato, ja vimos que o médulo do transporte
paralelo w(s) de um vetor w = w(0) pela conexio V, satisfaz ||w(s)|| = exp( [y —y(w(t))dt)|Jw(0)]|.

Vamos mostrar que é possivel encontrar vizinhancas convexas do fluxo geodésico de uma conexao

Weyl.

Proposicao 3.2. O fluxo geodésico de uma conexdo Weyl é homogéneo com respeito a estrutura de

Weyl.

Demonstragao. Seja u : I — M uma geodésica da conexao de Weyl. Considere @(s) = u(as) para um
escalar a. A curva u satisfaz:

%(s) = aw(as) = w(s)
Di(s) = a?Du(as) = 0

O

Proposicao 3.3. Dado p € M existem um aberto Vi C TM, p € V1, nimeros d1 > 0 e € > 0 tal que
se U= {(q,w);q € Vi,w e T,M,|w| < e} entdo

u:(—51,51) xU—M
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¢ uma aplicagao C™ e tal que para cada q € Vi e v € TyM, com |w| < €1, a aplicagcio s — u(s,q,w) ,
s € (—=01,01), € a tnica orbita do fluzo geodésico associado a Weyl conexdo que no instante s = 0 passa
por q com velocidade w.

Demonstragdo. Segue do teorema de existéncia e unicidade para equagoes diferenciais. O

A partir da proposi¢ao anterior, podemos associar o fluxo geodésico de uma conexdo Weyl de uma
variedade compacta a uma constante d tal que todas érbitas deste fluxo estejam definidas no intervalo
(—0,0) e com este ntimero definir a aplicagao C*°, exp, : TM — M,

— )
Gl‘pp(w) = u(§7p7 w)
que chamamos de aplicacao exponencial.

Proposicao 3.4. A aplicacdo exponencial e/ﬁ)p € um difeomorfismo local.

Demonstragao.
— d 0
d(expp)(o) - %U(i,]% SU)) =0
d 0
= &P
= w

O
Chamamos de vizinhang¢a normal de p a imagem de uma bola Bc(0) C T, M pela aplicagao expo-
nencial exp,,.

Teorema 3.3. Para cada p € M eziste uma vizinhanca Vo de p e um nimero eo > 0, tais que, para
cada q € Va, exp, € um difeomorfismo em Bc,(0) e exp,(Be,(0)) D Va, isto ¢, Vo € wizinhaga normal
de cada um de seus pontos.

Demonstragao. Sejam Vi e € dados pela proposicao 3.3. Defina U = {(q,w) € TM;q € Vi,w €

TyM;lw| < e} e F:U— M x M por F(q,w) = (g,expy(w)) e observe que dF, o) = ( _IT. ? ) O

Deste tultimo teorema podemos concluir que dados dois pontos g1 e g2 € V5 existe uma tnica 6rbita
do fluxo geodésico associado a conexdo de Weyl u ligando ¢1 a qo.

Se a variedade M é compacta, existe uma constante r;,;, chamada raio de injetividade tal que dado
p € M a aplicacdo exponecial é um difeomorfismo entre uma bola B(0,ri,;) € T,M e sua imagem por
exp, em M.

3.2 Fluxo de Weyl

Definicao 3.4. Seja ¢ € G. Chamamos de fluxo de Weyl o fluzo ¢' : SM — SM obtido pela
reparametriza¢ao por comprimento de arco (em rela¢io a g) do fluzo geodésico da conexdo de Weyl.

De fato, a definicao acima nao depende da métrica, depende somente de G:
Proposicao 3.5. Duas métricas na mesma classe de equivaléncia produzem o mesmo fluzo de Weyl.

Demonstra¢do. Segue da unicidade da conexao de Weyl e da homogeneidade do fluxo geodésico com
respeito a estrutura de Weyl. Ul
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Seja v uma geodésica de Ve ¥ : R — R a reparametrizagao de u por comprimento de arco, tal que

Suponha que ‘Cil =we ng = v entdo
w = vy
= W2 =
d||w||
1 1
dfjwl| [|w|
WL = ) =)
dt [|w]
e
0 = @ww
= Vyw +2y(w)w — |w|*E
dt dt N dt dt
Vyavgo +2 (ds )ds”
At/ dt dt dt N2,
= @”(@)”*(ds) Voo t2( 5 ) = (7;) 1IPE

© () o () o2 (2

Portanto, em termos da conexdo Riemanniana, a equacao do fluxo de Weyl se escreve

T = v
Voo = E—~v(v)v

Considere a aplicagéo I(x,v) = (x,—v). Chamamos um fluxo ¢ que satisfaz a identidade
¢t ol=1To ¢7t

de reversivel. Portanto, na variedade base M, seguir o fluxo negativo para uma condicao inicial (z,v)
é igual ao fluxo positivo com condicao inicial (z, —v).

(z,v)
e o
¢t

(l‘, _U)

Figura 3.1: Diagrama representando a homogeneidade do fluxo de Weyl.
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Proposicao 3.6. O fluzo de Weyl é reversivel.

Demonstragao. Uma orbita n : I — TM do fluxo de Weyl n(t) = (z(t),v(t)) com condigdo inicial
n(0) = (z,v) satisfaz

it = w(t)
B(t) = E((t) - ale(t), v(t)o(t).

em que a(z(t),v(t)) = gu(r) (v(t), v(£)).
Comnsidere a curva n*(t) = I o ¢~ (x,v) = (x(—t), —v(—t)). Afirmamos que n* é uma solugdo do
fluxo de Weyl com condig¢des iniciais (z, —v). De fato,

Portanto ¢! oI =T o ¢ 1.
O

Definicao 3.5. Analogamente ao que foi feito para o fluxo geodésico da conexdao Weyl, sobre o fluxo de
Weyl de uma variedade compacta podemos definir a aplicagio C*°, exp, : TM — M,

)= (3(2) )

em que Y € a reparametrizacdo da geodésica u por comprimento de arco. chamamos esta aplicacdo de
aplicacao exponencial.

Proposicao 3.7. A aplicacdo exponencial exp, é um difeomorfismo local.

Demonstragao.

deap)0) = (v (3).psw)

s=0

O

Chamamos de vizinhang¢a normal de p a imagem de uma bola B(0) C T, M pela aplicagao expo-
nencial expp.

Teorema 3.4. Para cada p € M eziste uma vizinhanca Vo de p e um nimero eg > 0, tais que, para
cada q € Vo, expy € um difeomorfismo em Be,(0) e expy(Be,(0)) D Va, isto é, Vo € vizinhag¢a normal
de cada um de seus pontos.

IMPA 23 Junho, 2012



lvana de Vasconcellos Termostatos Gaussianos

Demonstrag¢ao. Sejam Vi e €; dados pela proposi¢ao 3.3. Defina U = {(q,w) € TM;q € Vj,w €

TyM, |w| < e} e F':U— M x M por F(q,w) = (g, expy(w)) e observe que dF{, ¢y = < § ?. ) O]
Deste tltimo teorema podemos concluir que dados dois pontos g1 e go € V5 existe uma tinica 6rbita
do fluxo de Weyl 5 ligando ¢; a go.
Se a variedade M & compacta, existe uma constante 7;,;, chamada raio de injetividade tal que dado
p € M a aplicacao exponecial é um difeomorfismo entre uma bola B(0, 7,;) € T,M e sua imagem por
exp, em M.

3.3 Propriedades dindmicas do fluxo de Weyl

Para um fluxo geodésico, curvatura negativa implica hiperbolicidade. O mesmo nao é verdadeiro
para o fluxo de Weyl, porém ainda podemos recuperar algo: em dimensdo dois curvatura negativa
ainda implica hiperbolicidade ([20]) e em dimensoes maiores provaremos que curvatura menor que zero
implica decomposi¢do dominada.

Seja M uma variedade de dimensdo n+ 1, ¢ : M — M um fluxo sobre M e T* : T,M — T(bt(x)M 0
cociclo derivada transversal associado a ¢ (ver defini¢do na se¢ao [1.8]).

Defini¢ao 3.6. Dizemos que ¢ tem decomposi¢ao dominada (transversal) se TM pode ser decomposto
TM=EQF
eeristem C>0el0 <A<

1T 5@ T~ pou @l < CAY Vo e M

Se ¢ ¢ um fluxo de Weyl com decomposicdo dominada (transversal), entao TSM se decompoe em
dois subfibrados invariantes R
ToSM = ET(0) @ £ (0)

O subespago T ¢é definido por (£~ ¢ definido analogamente)
ET(0) =[A'CL(674(0)).
t

Podemos representar os subespagos invariantes £7(6) e £~ (6) como gréficos de operadores definidos
no subespaco ortogonal a v, ou seja:

EXO) = {(&n&) €TSM | & =U(0)&)
EO) = {(n,&) €TpSM | & =V(0)én}

A reversibilidade do fluxo ¢ implica que se § = (z,v) entdao U(x,v) = —V(x, —v). De fato, temos
que se & ¢é invariante entdo I(£) também ¢é e, além disso, os dois unicos subespagos invariantes sdo
ET e £7. A reversibilidade implica que a dindmica relevante encontra-se no quociente de S, M dado
pela relacio de equivaléncia: dados u,v € Sy M entdo u ~ v se e somente se u = +v. Logo para cada
repulsor temos um atrator correspondente e vice-versa. De fato, se A, é um repulsor e U é sua bacia,
ou seja Ng=op—¢(U) = Ay, entdo

As =I(A) = Ni=0lp—+(U) = Nisod' I(U)

e As € um atrator com bacia I(U).
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Definigao 3.7. Uma fungdo de Lyapunov é uma aplicacdo L : TM — R tal que Ly : T.M — R,
x € M, € uma forma quadrdtica com indices de inércia positivo p e negativo q e p+ q = n.

Definimos C+ = {v € T,N| £ L(v) > 0} U{0} os cones positivo e negativo que tem como fronteira
o conjunto Coy = {v € Ty N|L(v) = 0}.

Proposicao 3.8. Seja L uma fungio de Lyapunov. Se um fluzo ¢ é estritamente L-separado, ou seja,
¢t(C[)UC+) CC+ t>0
entdo ele tem decomposicao dominada.

Teorema A. Se a curvatura seccional da estrutura de Weyl é menor ou igual a zero em todo ponto de
M entao o fluro de Weyl tem decomposicao dominada (transversal).

Demonstracdo. Consideramos a funcio de Lyapunov £ : T'SM — R definida por

L&) = (&ns&v)

em que &, e &, sdo a componente horizontal e vertical de £, respectivamente.
Considere uma familia de geodésicas da conexao de Weyl f(s,u) = mo¢!(2(u)) parametrizadas pelo
parametro u e o campo de Jacobi J associado a essa familia,

w(s) = 883 (s,u)
) = g
J(S) = 6w(s)J(s)
J(s) = —R(w, J)w

Considere agora a familia de orbitas do fluxo de Weyl f(t,u) = f(¥(t,u),u) em que Y(t,u) é a
reparametriza¢ao por comprimento de arco da geodésica ¢;(z(u)). O campo de Jacobi J = 5% f satisfaz

~_81/)
Jf%w—i-J

: oY 1 .
B o 1 A s

O espago ToSM ¢é caracterizado pelos vetores £ € T, M tais que ({,v) = 0 em que 0 = (x,v) e
estamos utilizando a identificagdo jg. Portanto em Ty SM, temos

J = J
L 1
J = —
[Jw]|
- . 1 -~
= MJ— 5 Ra(w, J)w
[Jw]| [Jw]|
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em que R, é a componente antissimétrica da curvatural de Weyl R.

Além disso, § € TSM entao & = (€n, &) e & = J(t) e & = J(t) e a derivada da funcdo de Lyapunov
sobre & € T'SM satisfaz

d d ~
%j(§h7§v> = %<§h7£v> = HgUHQ + 7<U)<§h7£1)> - <Ra(v,€h)’l),fh>

Uma vez que a aplicagdo J é continua e crescente sobre Cy concluimos que cones positivos sdo
enviados no interior de cones positivos pela aplicacio A!. Esta é a caracterizacio de decomposicao
dominada. O

Teorema B. Seja A C SM um subconjunto invariante do fluzo de Weyl com curvatura seccional A
menor ou igual a zero e para 0 = (x,v) € A tem-se y(v) > 0. Entao A tem decomposi¢ao dominada
transversal.

Demonstragdo. De fato, considerante a demonstracao anterior, seja £ € TSM

%j(ﬁh,fv) = %<§hva> = [|&]1% + Y () (€n, E0) — (Ra(v, )0, En)

Se v(v) > 0 entao cones positivos continuam sendo levados no interior de cones positivos. O

Teorema 3.5. [20] Se a curvatura seccional da estrutura Weyl é negativa em toda variedade M entdo
temos crescimento exponencial (uniforme) de volume em ET e contragio exponencial (uniforme) de
volume em £ .

Demonstragio. Podemos representar £ como o grifico de um operador U : R"~! — R?~!

EY = {(&n &o)l&w = U}

(n &) = (&n,U&n)
(@ d&) _ (d«fh d(Uﬁh))

dt ’ dt dt dt
d&, ~ _qdg, dU
(Ea Y(v)& — Ra(v, fh)v> = (E’ th + va)

Portanto

au
dt

Escrevendo ﬁa(v, En)v = ﬁaﬁh, temos que o operador U satisfaz a equacgao de Riccati

&n = U6, +~1(0)U&, — Ra(v, &)

= (~U? +4()U — Ra)én

Escrevemos o operador U como U = U, + Us em que U, e Uy sdo as componentes simétrica e
antissimétrica de U, respectivamente. O traco da aplicacdo é maior que zero, portanto temos cres-
cimento uniforme de volume. Finalmente, o decrescimento exponencial do volume em £~ segue da

reversibilidade do fluxo de Weyl. O

Corolario 3.1. [20] Se M tem dimensao 2 e a curvatura de Weyl é negativa em M entio o fluzo Weyl
¢ hiperbdlico.
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Demonstracao. Decomposicdo dominada, crescimento e decrescimento exponencial de volume em di-
mensao 2 implicam em hiperbolicidade. O

Terminamos o capitulo com uma construcao de um exemplo de fluxo de Weyl Anosov. Considere
(M, g) o plano hiperbolico e ¢ o fluxo geodésico em M. O plano hiperboélico tem curvatura negativa
entdo fluxo é Anosov e, visto como um fluxo de Weyl, associamos a métrica g a 1-forma v = 0. Por
estabilidade estrutural, se perturbarmos v de modo que esta 1-forma deixe de ser trivial, v pequeno
ainda temos um fluxo de Weyl Anosov.
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cAPITULO 4

Fluxo conformalmente Hamiltoniano

Este capitulo introduz as ferramentas bésicas que serdo utilizadas posteriormente na segunda parte do
trabalho. Faremos a abordagem dos termostatos gaussianos como fluxo conformalmente simplético.
Introduziremos as coordenadas de Fermi que permitem descrever o cociclo derivada transversal através
da equagdo de Jacobi.

Se assumirmos que a 1-forma ~y definida pelo campo vetorial E por v(-) = g(E, -) é fechada entao o
termostato gaussiano € o que chamamos de fluxo conformalmente simplético e, com essa perspectiva,
temos a simetria do espectro de Lyapunov.

4.1 Estrutura conformalmente Hamiltoniana

Seja (M, g) variedade Riemanniana, TM o seu fibrado tangente. Para obtermos uma defini¢ao inde-
pendente de coordenadas, obtemos 2-forma simplética em T'M a partir da 1-forma can6nica em 1T M:
Seja 0* € T*M, § € Ty«(T*M) e w: T*M — M a projec¢do canodnica. Definimos a I-forma tautoldgica
k* € AN(T*M) por kp. : Ty« (T*M) — R tal que k. = 0*(dn(§)). A 2-forma simplética canonica w*
em T*M é definida como a diferencial de k*, w* = dx*.

A seguir, identificamos T*M e T'M através da métrica g. Definimos o isomorfismo h : TM — T*M
tal que h(X) = g(X,.). A aplicacao bilinear g tem como aplicagao dual g* e, se [g];; € a matriz que
representa g em coordenadas entao a aplicagao dual g* é representada por [g*];; = [g];]1

Em TM, a 2-forma simplética w, dual a w* se escreve w(£!, €2) = w*(Dh(EY), Dh(€2)).

Nota: As coordenadas (x,2) em TM, induzidas pelas coordenadas (x) em M, em geral, nao sao
coordenadas simpléticas para a forma simplética w.

(a, ") = (') = (2, ) gur()i®)
k

Portanto, Y, dz’ A dy' se torna Y, dz’ A d(3",, gir()i*) que, em geral, ndo ¢ igual a Y, dz’® A di.
Proposicao 4.1. A 2-forma candnica simplética w em T M pode ser descrita por
2w(£17 62) = g(g}lw &121) - g(&ljv 5]%)

Seja (M, g, E) um termostato gaussiano restrito ao nivel de energia c¢. Para definirmos a estrutura
conformalmente Hamiltoniana deste termostato gaussiano, precisamos definir:
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(i) Uma aplicagao de classe C*°, H : TM — R, chamada Hamiltoniano e definida por

1
H(q,p) = £9ijDiDyj,

2
(ii) A 1-forma tautoldgica em T'M induzida por g
k= b (),
(iii) A 2-forma canonica em T'M induzida por g
w = —dk,
(iv) A 1-forma v definida em T'M por
v=9(E,.)

(v) A 2-forma nao degenerada

1
D=w——vAK
c

Proposicao 4.2. Restrito a a um nivel de energia ¢, o fluxo conformalmente Hamiltoniano (M, H, )
associado a um campo E € Zy(M) coincide com o termostato gaussiano (M, g, E).

Demonstra¢do. Vamos escrever o fluxo conformalmente Hamiltoniando em T* M. Escolhemos coorde-
nadas (¢,U) de M entdo:

1. H(q,p) = 595;(0)pin;,
2. K" = pidg; ,
3. w* =dg; N dp;,

4. ")/* = Eidqi.

dH = gquz‘ + ggdpi
OH 1, .,

9 = iaigklpkpl

OH .

Op; = 9P

dq;(F) dpi(F) —ldet () K(v)
dg; dp; c Eidqg; pidg;

1ipQ) = det(

Fazendo dH = ip{) encontramos as equagoes do termostato gaussiano (M, g, E') restrito ao nivel de

energia c
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4 = 9P
pi = _§aigklpkpl_z(7 (v)pi — K*(v) Ey)

Considerando v; = ¢; e ¢ = H(q,p), temos

Ui = Okgi;ukps + 9iP;

= Opgijurp; + gij( = 39igupkpr — < (V" (V)p; — K (U)Ej)

= <8kgijvkpj - gij§8j9klpkpl> - % (7 (U)pj - R (U)Ej>

*

= I — %(’7 (v)p; + cEj)

= F;Cl'l)kvl - E’Y* ('U)UZ' + ngE]

O

Se assumirmos que v é uma forma fechada e assim a 2-forma 2 é conformalmente simplética. De
fato,

1 1
dY = dw+-dyANKk—=-yANdk
C C

Definigao 4.1. Definimos o conjunto Zy(M) C Z (M) como o conjunto dos campos vetoriais E que
definem a 1-forma v(.) = g(E,.) fechada.

Definicao 4.2. Uma drbita fechada n é dita prima se ngo € a iterada de uma 6rbita fechada de periodo
menor.

A estrutura conformalmente simplética nos permite demonstrar os seguintes resultados:

Proposicao 4.3. Fize e > 0 e a € R. Sejam E € Zy,(M) e o termostato gaussiano (M, g, E) com
estrutura conformalmente Hamiltoniana (M, H,Q) em que v = (E,.) e Q = w + v A k. Suponha que o
termostato gausstano possua uma orbita fechada 1 com autovalores da aplicacdo linear de Poincaré em
p € n satisfazem

Aidipn = €.

Entao ¢ possivel realizar uma cirurgia de forma a obter um termostato gaussiano (M, qg,F) tal que
|E — El|co < veriodoln) T € © termostato gaussiano (M,g,E) tem n como orbita e, além disso, os
autovalores da aplicagao de Poincaré em p € n satisfazem

>\i)\i+n = €ﬁ+a.
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Demonstragao. Considere p dirac suportada em 7. Pelo teorema [1.1],

5= [ AF@u)

em que 5 = Al)\n+1 = AQ)\n_i_Q == )\n)\gn.
Escreva E = Ey & Fq onde Ey é a componente de E paralela a 1) e E a componente ortogonal a 7).
Seja

e W C M uma vizinhanca tubular de c=mwon

e 7 > 0 tal que m7 = periodo(n) com m € N e 7 < r4,; onde r4,; € o raio de injetividade de M.
Considere, para 0 < k < m, ng(t) = n((t + k)7) com t € [0,1]. Chamaremos cj a projecao de n
em M, ¢, =T ong.

Pode acontecer que exista intersecdo transversal entre os segmentos c;. Suponha que para cg o

conjunto pontos de interse¢ao de ¢, com c¢g seja Fo = {p1,...,p1}. Observe que I < m.
Tome 1 tal que ¢ = %(T_(lfrfll)gl) e considere Iy = (0,e1) e I, = (1 — &1, 7). Para cada p; € Fy

tal que ¢(t;) = p; considere I; = (t; — €1,t1 + €1). Considere V' C M uma vizinhanca de ¢y e tome
h:[0,7] — R uma funcado do tipo salto definida por

e hl,=1em [0,7]\ [yU I, U, L.

t—pi
€1

o hly= em Iy U§:1 [pi, pi + €).

Definimos E = %(%)h”g—g” + E e repetimos este procedimento para cg, k = 1,...~,m.
Considere o fluxo conformalmente Hamiltoniano definido por (M, H,®) em que ¥ = (E,.) e Q =
w+JAK.

Dessa forma, 1 é 6rbita periodica de associada ao fluxo ¢ e, aléem disso,
b= [ AF@)dnt)
= [ (Br(a)). F@)duta)
= 3 [ B0, Feo))a

k=1

O

Proposicao 4.4. Fize ¢ > 0. Sejam E € Z,(M) e o termostato gaussiano (M, g, E) com estrutura
conformalmente Hamiltoniana (M, H,Q) em que v = (E,.) ¢ Q = w+yAK. Suponha que o termostato
gaussiano possua uma o0rbita fechada prima n com autovalores da aplicacdo linear de Poincaré em p € n
satisfazem

Ai)\i-i—n = 6’6.

Entao € possivel realizar uma cirurgia de forma a obter um termostato gaussiano (M,g,FE) tal que
|E — El|cee < €, 0 termostato gaussiano (M, g, E) tem n como dérbita e, além disso, os autovalores da
aplicacdo de Poincaré em p € n satisfazem

/\i)\i-I—n > 6*8.
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Demonstra¢ao. Basta considerar na demonstragao anterior h de classe C* tal que h(p;) =0, h(x) # 0
para x € [0, 7]\ {pi}i=1,...1 € [[h|lce <€ O

Introduziremos agora algumas das ferramentas tteis para a segunda etapa do trabalho.

4.2 Coordenadas de Fermi

Sejam (M, g) variedade Riemanniana de dimensao n+1e E € 27" (M), denotamos
(i) m: SM — M o fibrado unitario

(i) ¢': SM — SM o fluxo do termostado gaussiano (M, g, E)

(i) expy(v) a aplicagio exponencial aplicada a v € Tp.SM no ponto § € SM.

Seja 1 : [0,7] = SM um segmento de orbita do termostato gaussiano e considere c¢(t) = 7o n(t).
Assumimos que 7 < Ty, onde 7,5 € 0 raio de injetividade de (M, g). Tome {eg = ¢/(0), e1, ..., en—1}
uma base de T, )M e considere e;(t), i = 1,...,n — 1, o transporte paralelo de e; ao longo de ¢ com

respeito a conexdao Riemanniana V.
Considere v : [0,7] x R® — M dada por

n—1
W(t, ) = expey Y wiei(t)
=1

Esta aplicacao ¢ um difeomorfismo numa vizinhanca V' C [0,7] x {0,...,0} portanto define um
sistema de coordenadas locais na vizinhanga de 7. Além disso,

C(t) = expc(t)() = w(t7 0,..., 0)

e considerando a parametrizagao canénica ¢ de T M, temos

n(t) = (c(t), é(t) =4(t, 1, 0, ..., 0).
Nessas coordenadas, valem

1. Coeficientes da métrica
9ij(t,0) = g(ei, ej) = dij
2. Simbolos de Christoffel

A imagem por (¢, x) da curva c(s) = (t,a18,a9s,...,a,s) é uma geodésica e em coordenadas
temos

ng(t,o, .,0)aia; =0
]
para k =0,...,n e quaisquer ai,...,a,. Portanto
k .o
F,L]:O Z,]G{l,,n} kE{O,l,,n}
A reta ¢(s) = (s,0,...,0) é uma orbita do termostato gaussiano que em coordenadas se escreve
2I90(t,0,...,0) =0

Além disso,
Veoeo = ¥ Thoex = (0,E1, By, ..., Ey)
esei#0
Veoei = 3 Thier =0
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3. Os termos da forma 0;g;o satisfazem

0 se 7=0

Se i = 0 entdo epg(ej, e0) = g(Veyej, €0) + glej, Veyeo) = { B se j40
j

Se i # 0 entdo e;g(ej, e0) = g(Ve,€j,€0) + g(ej, Ve,e0) =0

4.3 Equacao de Jacobi

Usando a identidade %(d(bt) = (dX o ¢)dgy com X = %gbt, obtemos a equacao diferencial para a
linearizacao do fluxo conformalmente Hamiltoniano sobre a érbita n(t), que chamamos de equagio de
Jacobi em T M.

Teorema 4.1. Seja n uma orbita do termostato gaussiano. Entao n satisfaz a equagao de Jacobi que
em coordenadas de Fermi se escreve

d A T 0 0
@ —HK A*]+[(Eav)x (av)v}}X
(t,x=0)
em que
0 0 0
0
ko= : — K
0
0 FEr E,
A 0
= ; 0
0
Demonstragao.
d ) d t+s d t
£d¢t _ llmﬁou
do® — de°
— (limsﬁou>d¢t
S
d
= —d t‘ d t
dt ¢ t:OO ¢
d Hye  Hy 0 0
R (A RN &

Ao longo de 7, temos

IMPA 34 Junho, 2012



lvana de Vasconcellos Termostatos Gaussianos

oOH 1
ov, 29 + Z 9ikVk
k#i
O0H _ 1 8gklv v
8.% 2 ol 8951 Ko
0*H
P} = Gij = 5@]
vjavi
0*H 1 09kl 18
= — VU] = —0;;
8@6:@- 2 ol 895]8:751 Ko 2 17900
82H 8gjl
= = 0:
a’l)jal'i ] 8.%'2 Yl lgjo
1 1 1
« c % kiU - ; kVk c 0
- - = Vv —5 = 2
Ox;j ¢ b Ox; c Ox;
Oa 1
= _— ZE.
O0vj ¢’

<8(E - av)) OE; O« OFE; <1 6E0> 5
—a =\ =5 ) %0

Ox;j Ox; Oz, V= Ox;j ¢ Oxj

J(av) lole" ov; 1

- = —o Ui~ = ——(Ejdoi + Eo0ij
( 81)]' ) 6Ujv a@vj C( 350 + Oé])

Finalmente,

19 0 19 0 ,. . BN

Para verificar este dltimo fato, se 7,5 # 1

1 .. ) ..
§Xin<77a 77> = _<V77VX¢XJ"77> + <VX1'VXJ'77’77>
= —(ViVx, X570 +(Vx, Vi Xj,m)
—(R(Xi, ) Xj, 1)

Nas coordenadas de Fermi adaptadas a 1 vale que Vx, X; = 0 para ¢,j # 1 assim como quando
ou j sdo iguais a 0 ao longo de n e V¢ eg é ortogonal a eg. Entao (R(X;,17)X;,1) = 0.
O

Seja  : [0,7] — M um segmento de orbita do termostato gaussiano associado a (g, E'). Considere
o cociclo derivada transversal T(, gy : SIM — Si(gﬁE)(x)M' Fixe coordenadas de Fermi ao longo de 7,

assim podemos identificar o conjunto de aplicagoes T(, ) com CS(2n).
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Teorema 4.2. Seja 1 wma orbita do termostato gaussiano. Entdo o cociclo derivada transversal ao
longo de n satisfaz a equacdo de Jacobi que em coordenadas de Fermi se escreve

d.; [0 1], [0 0]y
T LK o B C
(t,2=0)
em que
K = (_Kij)ij Z7j S {1,...,’0}
- OFE; .
B <(9:cj>z‘j i,jeA{l,...,n}
. Eo o .
C = —?I =0l com I matriz identidade e dim(I) =n

Demonstracdo. A equacao de Jacobi da aplicacao linear de Poincaré em SM é a equacao de Jacobi do

termostato gaussiano sem as coordenadas ag € bg. O
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CAPITULO b

Hiperbolicidade genérica

No capitulo anterior, vimos que o termostato gaussiano (M, g, E) com E € Z,(M) define um fluxo
conformalmente simplético com simetria do espectro de Lyapunov. Neste capitulo, mostraremos que o
conjunto dos campos vetoriais que definem termostatos gaussianos Kupka-Smale é genérico em 2,(M).
Para enunciar o rigorosamente o resultado, precisamos das seguintes defini¢des.

Definicao 5.1. Dizemos que um termostato gaussiano (M, g, E) sobre uma variedade compacta M é
Kupka-Smale se satisfaz:

(i) As orbitas fechadas sao hiperbdlicas,

(1) As intersecoes heteroclinicas sao transversais.

Definigao 5.2. Uma propriedade P € genérica em Zy(M) se existe um subconjunto residual em Zy(M)
que satisfaz P.

O objetivo deste capitulo é mostrar
Teorema C. A propriedade Kupka-Smale € genérica em Zy(M).

O campo E define a 1-forma yg(-) = (E,-). Se Per(FE) é o conjunto das orbitas periodicas de
(M, g, FE)en € Per(E) éuma orbita periédica com periodo L, definimos a aplicacao fg : Per(E) — R
por Bg(0) = fOL vE(n(s))ds em que n é a orbita de 6. Podemos também denotar Sg(0) por Sg(n).

Dividimos o teorema principal em 2 partes, ou melhor, em dois lemas:

Definicdo 5.3. O subconjunto G1 C Zy4(M), dos campos vetoriais que definem termostatos gaussianos
tal que o cociclo derivada transversal associado a pontos de érbitas periddicas € hiperbdlico e se n € uma
orbita periodica entiao Bg(n) # 0.

Lema 5.1. O subconjunto G1 C Zy(M) é um conjunto residual em Zy(M).

Definicao 5.4. Seja G2 o subconjunto de Gy tal que sejam n;, n; € Per(E) e W¥(n;) N W#(n;) # 0
entdo essa intersecdo € transversal.

Lema 5.2. O conjunto Go ¢ residual em Zy(M).

Neste capitulo, fixado um sistema de coordenadas ao longo de uma 6rbita 7 tal que para 7 > 0
o segmento ([0, 7]) esta contida na imagem desse sistema de coordenadas, consideramos a aplicagao
¥ [0,7] x R — R de classe C™ tal que fgw(t,O)dt = 1 e @ tem suporte numa vizinhanca de
[0,7] x {0} contida na imagem do sistema de coordenadas. Além disso, my(g) : TySM — H(0) é a
projegdo no espago vertical e 7 g) : TpSM — V() é a projecdo no espago horizontal.
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5.1 Resultados auxiliares

Usaremos neste capitulo um teorema de transversalidade devido a Abraham. Sejam A um espaco topo-
logico Baire, M e N variedades que satisfazem o segundo axioma da enumerabilidade e com dimensao
finita, K C M um subconjunto, V' C N uma subvariedade e uma aplicagio

F:A — CYM,N)
a — F,.

Quando

evp : AxTM — TN
(a,v) — DF,v

é continua chamamos I de pseudorepresentacio C.
Se F & uma pseudorepresentacio C! e existe um subconjunto D C A denso tal que para a € D
existe um aberto B, em um espaco de Banach separavel, 1, : B, — A continua e a’ € B, tal que

(i) Yald) =a
(ii) evpy, : Ba X M — N é C" transversal a V em o’ x K
entao dizemos que F' é C" pseudotransversal a V em K.

Teorema 5.1 (Teorema de Transversalidade de Abraham). Suponha que F : A — CY(M,N) é C"
pseudotransversal a V em K com

r > maz(l,1+ dimM — codimV)

Seja R={ac€ A: F(a) hg V} ={a € A: F(a) € transversal a V em pontos de K}.
Se K = M entdo R é residual em A. Se V é uma subvariedade fechada e K C M é compacto entdo
R ¢ aberto e denso em A.

Lema 5.3. Sejam T > 0, n uma orbita periédica hiperbdlica de um termostato gaussiano (M, g, E) com
E e Z,(M) e tal que Bp(n) # 0. Entdo existem vizinhangas U C SM den el C Zy(M) de E tal que

(i) todo E € U possui uma drbita periddica ng C U e toda drbita de (M, g, E) diferente de ng que
passa por U tem periodo > T

(ii) A orbita n; depende continuamente de E.

(’LZZ) 67@(77@) #0

Demonstra¢ao. Tome uma segdo transversal ¥ sobre o ponto § € n e considere P : ¥ — X a
aplicacao de Poincaré associada a F em 6. Seja L o periodo de n ¢ n um inteiro positivo tal que
nL > 2T. A aplicacao de Poincaré depende continuamente do termostato gaussiano entao, para V C X
suficientemente pequeno, temos aplicagio (Pg)" esta definida em V' para todo Eel.

O ponto 6 ¢ um ponto fixo hiperbolico para PF entdo existe para possivelmente U e V menores,
uma aplicagdo continua p : i — V que associa a cada E € U o tnico ponto fixo p(E) de Pz em V e
este ponto é hiperbélico.

Pelo teorema de Hartman-Grobman e pela dependéncia continua da aplicagdo de Poincaré, existe
uma vizinhanca V C V de # e uma vizinhanca U de E tal que para E € U entdo (PE)k(H) eV,
k=1,...,n, e toda é6rbita fechada de E € U diferente de ng tem periodo > T.

Além disso, para V possivelmente menor, Bnz(ng) # 0. Tome U = UtE[O,Lﬁ]qﬁt(f/) para £ pequeno
o suficiente. O

IMPA 41 Junho, 2012



lvana de Vasconcellos Termostatos Gaussianos

Lema 5.4. Seja E € TG(M,g) e K C SM um subconjunto compacto tal que todas as drbitas fechadas
de K tem periodo > T. Entao existe uma vizinhanga U C Zy(M) de E tal que se E € U entdo as
drbitas fechadas de E que passam por K tem periodo > T.

Demonstracao. Tome 8 € K. Uma vez que a 6rbita de 6 é regular ou tem periodo > T, existe € > 0 e
uma vizinhanca Uy de 0 tal que para 6 € Uy temos ¢'(0) ¢ Uy para t € e, T + €.

Além disso, o fluxo depende continuamente de E e logo existe uma vizinhanca Uy C Z4(M) tal que
a mesma propriedade vale para os termostatos gaussianos em Uy.

Considere a cobertura de K formada pelos abertos Uy, {Ug}pcr, tome uma subcobertura finita

-----

Os dois proximos resultados dizem respeito a subespagos isotrépicos.

Definicao 5.5. Sejam 60 € SM e U C TySM um subespago. Dizemos que U é isotrdpico quando
Q(u,v) =0 para u,v € U.

Lema 5.5. Sejam 6 € TySM e QeSO = TySM um subespaco isotropico entdo o conjunto t € R tal
que DpiQ NV (¢(0)) # {0} € discreto.

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que se Q é um subespago isotropico de TySM tal que ENV(0) # {0}
entdo existe uma vizinhanga W de de t = 0 tal que D¢:Q NV (¢'(0)) = {0} para todo t € W \ {0}.

Seja Ty (g) : T@SM — H(0) a projecao ortogonal sobre o fibrado horizontal. Existe uma isometria
Jo 1 TySM — TySM tal que J} = —1I, JoV(0) = H(0), JpH(9) = V(0). Os subespaco 7x(Q) e
Jp(Q NV (0)) sao ortogonais. De fato, seja x € 7y (Q). Podemos escrever z =y — z em que y € Q e
z € QNV(0). Se Jw € Jyp(QNV(0)) entdo Q(y, w) = 0 pois Q é isotropico e, além disso, (YAK)(y, w) =0
pois w é um vetor vertical. Portanto g(y, Jw) = 0.

Temos também que g(z, Jow) = 0 pois z,w € QN V(0). Logo g(z, Jw) = 0.

Seja {h1,...,ht} uma base de Ty ) (Q). Se t é suficientemente pequeno existe um conjunto de
vetores linearmente independentes {hy(t), ..., hx(t)} C Tr(gt(9) DP'Q.

Seja {wi,...,w;} uma base de @ NV (#). Tome os campos de Jacobi Ji,...,J; com J(0) =0 e

J(O) = my(g)wi, para i = 1,...,l. Defina, para t > 0, os campos W;(t) = —mJi(t) e assim
. o Jit) _

Assim, TH(¢t(0))Dprw; — Jz(t) # 0 quando t > 0.
Portanto, {h1(t),. .., hi(t),w1(t), ..., wi(t)} C Tr(ge(e)) (DéeQ). Quando t é pequeno este conjunto

esta proximo de {hi,..., hg, Jowi, ..., Jpw;} portanto é um conjunto linearmente independente.
Finalmente, concluimos que para ¢ suficientemente pequeno dim(wH(¢t(9))D¢tQ) = dim(Q) e assim
D§'Q NV (¢'(9)) = {0} -

Corolario 5.1. Seja 6 € SM e Q € TySM um subespaco isotropico entdo o conjunto t € R tal que
dim(rg (D¢'Q)) # dim(Q) ¢ discreto.

Dizemos assim que subespacos isotrépicos de termostatos gaussianos desviam a vertical. Finalmente,
um lema técnico sobre aplicacoes simétricas.

Lema 5.6. Sejam U e Q subespagos de R" tais que dim(U) = dim(Q). Entao existe aplicagio simétrica
B :R" — R" tal que
me(U) =@

em que g € a projecdo ortogonal sobre Q).
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Demonstra¢ao. Considere a seguinte decomposicao de R™:
UNQaelinQteUtnQaeUtngt

Suponha dim(U N Q) = [ e tome {w;...,w;} uma base de dim(U N Q). Defina neste subespago
B(w;) = w;, para i = 1,...,1, a aplicacdo identidade.

Suponha que dim(U N QL) = k entdo dim(U+ N Q) = k. Seja {uy...,u} base de dim(U N QL)
e {v1,...,v} base de U+ N Q. Defina B(u;) = v;, para i = 1,...,k. No subespaco U+ N Q defina a
aplicacio B de forma que ela seja simétrica.

Suponha que dim(U+NQ+) =m e {z1,...,z,} uma base desse subespaco. Defina B(z;) = 0, para
i=1,...,m. Assim temos a aplicacio B completamente definida. O

5.2 Genericidade de 6rbitas fechadas hiperbdlicas

Nesta secao vamos demonstrar o lema 5.1. Sejam
e 1) uma orbita periédica de periodo L do termostato gaussiano (M, g, E) com E € Zy(M),
e O € num ponto desta érbita,
e ) uma se¢do transversal no ponto 6 € 7,
o T T@SM — TQSM o cociclo derivada transversal associado a 6.

Pelo teorema da funcdo implicita, existe O C Z,(M) vizinhanca de E e U C SM vizinhanga de 6 tais

que a aplicacao de Poincaré
P:Ox¥X¥nNnU — X%

estd bem definida bem como os seus iterados. Sejam ainda
e Parai=1,...,k

pi: 0O — C"(ENU,ExX)
E +— 60— (8,PLO)

W ={(6,0):0¢x).

e V CV C U uma vizinhanca de § com V compacto.

Ry=0,R;={EcO:piihg v Wparai=1,...,j},

So=0,S;={F € O: todos os pontos fixos de p; sdo hiperbélicos e
se 6 é um ponto fixo de p; entao Bg(f) # 0 parai=1,...,j}.

No teorema 4.2, vimos que fixando coordendas de Fermi ao longo de n a aplicagdo T' se escreve
T =¢é® e A é da forma

S A

>
I

5

em que
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o 5= fOL K(t) + B(t)dt é uma matriz simétrica tal que

K(t) = (=Ki)iy(t) 4,5 e€{l,...,n}
By = (gf;)ij(t) ije{l...n)

o \=— fOL Ey(t)dt = — fOL ye(v(t))dt = — fOL<E,v>(t)dt ( no nivel de energia c =1)
e [ é a matriz identidade.

Lema 5.7. Se p;(0) € W, p;(0) ¢ W, j <i e E € 2,(M) entio existe uma e-perturbagio E € Z,(M)
de E tal que 0 seja uma orbita periodica hiperbolica e B(0) # 0.

Demonstra¢do. Vamos realizar uma e-perturbacio E! do termostato gaussiano F para que E' tenha
7 como orbita periédica e os autovalores de T' tenham modulo diferente de 1.

Em coordenadas de Fermi, a matriz Ty = e® tem autovalor de modulo 1 se e somente se a matriz
A tem autovalor com parte real igual a zero. Se o autovalor for complexo, aplicamos a proposicao 4.4
com o =¢ > 0.

Além disso, det(A) = (—1)"Ldet(S) é igual ao produto dos seus autovalores. Entao a aplicacao A
tem autovalor real com moédulo igual a 0 se e somente se det(S) = 0. Denotamos S*, k € {1,...,n} a
matriz (n — k) x (n — k) construida a partir de S retirando-se as primeiras k linhas e as primeiras k
colunas.

Seja ko o menor k tal que det(S*) # 0. Se det(S*) =0 para k =1,...,n tome ko = n.

Counsidere 7 > 0 tal que 7([0,7]) esteja contida em uma vizinhanga coordenada (nas coordenadas
de Fermi).

Tome Ay < eT. A perturbagdo do termostato gaussiano é construida a partir da perturbagao E' do
campo externo F:

Ei(t,z) = Eo
El(t,z) = Ei+ota)ia
i Eio (t,x) = E +9(t, x));—lxko
E/ioJrl(t’ .I‘) = Ek0+1
\ E}L(t, x) = E,

A matriz perturbada S se escreve
S=K+B+4+eD=S+¢D

em que D é uma matriz diagonal t@l que se 1 < kg entdo Dy =1 e sei > kg entdo Dy = 0.
Calculando o determinante de S por cofatores em termos da primeira linha, temos

e Se ko < n entao det(S) > Aodet(Sk0) # 0

e Se kg = n entao det(S) > A} # 0.

Se Bj1(n) # 0 entdo ndo ha mais nada a fazer. Caso contrario, tome 0 < A <e7 e E? definida por
E§ = Ej+y(t,2)%
E? = Elparai=1,...,(n—1)
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Considerando a aplicacao 3. aplicada a ) que também ¢é 6rbita do termostato gaussiano (M, g, EQ),
temos

Bie(n) = /OT Yi2(1(8))ds = Xy >0
O

Lema 5.8. Suponha S;_1 aberto e denso em O. Entdo p; é uma pseudo representacio C” transversal

aW emXLNV.

Demonstragio. Considere o conjunto denso da defini¢ao de pseudotransversalidade como S;_1NT'G(M, g)
e o espaco da Banach das pertubagoes B = TG(M, g).

Precisamos provar para I/ € Sj_1 que p; é C" transversal a W em E x X NV.

Se pi(E,0) € W parai < j e p;(E,0) € W entao 0 é um ponto peridédico hiperbélico e p;(E) hg W
€ Py m(Eﬂ) w.

Se pi(E,0) ¢ W parai < j, p;(E,0) € W e Dp;(E,0)NTyW = {0} entdo temos a transversalidade.

Se Dp;(E,0) NTW # {0} entdo seja u € TySM tal que Dp;(u) = (u, Dp'u = u). Além disso, a
projecao em TySM de um autovalor de D¢' & um autovalor da aplicacdo linear de Poincaré.

Podemos tomar u com componente horizontal ndo nula. De fato, pelo lema 5.5, o subespago gerado
pelo vetor u, que denotamos por U, é isotrépico e portanto a intersegao deste com o fibrado vertical
ocorre em pontos isolados ao longo da orbita de #. Basta entdo considerar o ponto 6’ na orbita n de 0
tal que U NV (0') = {0}. Continuaremos chamando 6 de 6.

Considere Q C TpSM o subespago ortogonal a uw Coloque coordenadas de Fermi ao longo do
segmento de 6rbita 7 : [0,7] — SM (7 < ri,) de forma que 1(0) = e n(7) = 6.

Considere o caminho ¢ : (—¢,e) — CS(R?*) tal que c(s) = B em que B = L% 8] e B :
R™® — R™ é simétrica.

Note que ¢(0) = dqbg e este caminho representa o cociclo derivada transversal dos termostato

gaussianos (M, g, E*) em que E* é dado por

Es(t,z) = E
Ej(t,z) = Ei+?2 Z;LZI Y(t,x)Bijr; parai=1,...,n

Procuramos por uma aplicacao B tal que para s # 0 temos
WQei(A+SB)U £ 0.
Calculando a diferencial desse caminho em s =0

d , ,
i{(A+sB) _ et B
FRLCE US:0 mq(ie")BU

¢ suficiente que esta diferencial seja ndo trivial e para isso € suficiente que BU # U e dim(BU) = dim(U)
ja que U é autoespaco do isomorfismo e?.

Seja @' C @ tal que Q' C V(0). Essa escolha é possivel pois U NV (0) = {0}. Tome aplicagdo
simétrica B tal que BWH(g)U = (' cuja existéncia estd garantida pelo lema 5.6. Além disso, ainda
devido a UNV(0) = {0}, temos que 1 = dim(Q' = BU) = dim(U).

O

Lema 5.9. Eriste e-perturbagio E € Zy(M) de E tal que a aplicacao de Poincaré P do termostato

gaussiano (M, g, E) tem somente um nimero finito de pontos fizos, todos sao hiperbdlicos e se n € a
orbita do fluzo associada a um ponto fizo entio By (n) # 0.
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Demonstra¢ao. O argumento é indutivo: Pelo lema 5.8, se Sj_1 aberto e denso em O entao p; ¢ uma
pseudo representacio C” transversal a W em X N V. Pelo teorema 5.1, R; ¢ aberto e denso em O.
Pelo lema 5.7, se p;j(0) € W e p;(0) ¢ W, j < i, entdo existe uma e-perturbacao E de E tal que 0 é
uma 6rbita periddica hiperbolica. Portanto se R; é aberto e denso em O entao S; ¢ aberto e denso em
0. O

Vamos agora a demonstragao do lema 5.1, o resultado principal da segao :

Demonstra¢do. Vamos mostrar que dado T' > 0 um inteiro entdo o conjunto dos campos vetoriais
G1(T) C Z4(M) que definem termostatos gaussianos cujas o6rbitas de periodo < T sdo hiperbélicas é
aberto e denso. Uma vez que G; = Nr>1G1(T') entao Gy ¢é residual.

G1(T) é aberto em Z,(M). Seja E € G1(M). O termostato gaussiano (M, g, E) tem apenas um
numero finito de érbitas de periodo < T.

Seja 8 € SM. Temos duas possibilidades:

(i) O ponto 6 estd contido numa orbita regular ou uma orbita periédica de periodo > T.
Pelo teorema do fluxo tubular, existe uma vizinhanca Uy de # em SM tal que toda 6rbita
de (M, g, E) que intersecta Uy tem periodo > T. Pelo lema 5.4, existe uma vizinhanca
Ny C Z4(M) de E tal que as orbitas do termostato gaussiano em Ny que passam por Uy
tem oOrbitas periédicas de periodo > T.

(ii) O ponto € esta contido numa orbita periddica de periodo < T e Sg(6) # 0. Pelo lema 5.3,
existe uma vizinhanga Uy em SM e uma vizinhanca Ny em 2y (M) tal que se E € Ny tem
apenas uma oOrbita fechada 0 em Uy que ¢ hiperbdlica, fp(0r) # 0 e todas as outras érbitas
periddicas que intersectam Uy tem periodo > T.

Seja {Up,0 € SM} uma cobertura aberta de SM. Tome uma subcobertura finita Uy, ..., Uy e
considere Nq, ..., Ny as vizinhancas obtidas acima. Os campos vetoriais em N = N1 N--- N Ny,
definem termostatos gaussianos com todas as suas érbitas peridédicas 0 de periodo < T préximas
as orbitas periddicas de periodo < T de (M, g, E'). Além disso, as orbitas 6 sao todas hiperbolicas

e B(0g) # 0.

G1(T) é denso em Z,(M). Considere o conjunto I'(T") = {§ € SM : O(0) é fechada com periodo <
T}. Este conjunto é compacto. De fato, seja 6, uma sequéncia em I'(T) tal que 6,, — 6. Se a
orbita de 6 tem periodo < T entao § € I'(T). Se a orbita de 0 é regular ou fechada com periodo
maior que T' entdo, pelo teorema do fluxo tubular, existe uma vizinhanca Uy de 6 tal que uma
orbita fechada em Uy tem periodo maior do que 7. Contradicdo.

Vamos mostrar que existe £ arbitrariamente proximo de E tal que E € G1(T).

Seja {Wy}ger a cobertura de I' em que Wy é uma vizinhanga da orbita de 6 e tome {Wy, }1=1,. &
uma subcobertura finita. Considere W = Uf:ﬂ/Vl e o conjunto compacto K = SM \ W. Toda
orbita periodica em K tem periodo maior que 7. Pelo lema 5.4, existe um aberto N em Z,(M)
tal que as oOrbitas fechadas em K dos termostatos gaussianos em N tem periodo maior que 7.
Considere agora a aplicacdo de Poincaré P, associada a 6;. Pelo lema 5.9, existe um termostato
gaussiano e-proximo tal que a aplicagdo P, tem apenas pontos periddicos hiperboélicos e § # 0
para estes pontos. Aplicando o lema para [ =1,...,k, temos o resultado.
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5.3 Transversalidade das variedades invariantes

Nesta segao vamos demonstrar o lema 5.2. Considere T' > 0. Seja E € G1(T) e n1,...,n as orbitas
periodicas de (M, g, E) de periodo < T. Para cada 7;, tome vizinhancas compactas W§(n;, E) e
Wit (mi, E) de n; em W#(n;, E) e W"(n;, E), respectivamente, tal que as fronteiras de W§(n;, E) e
W (ni, E) sdo dominios fundamentais. Seja X7 uma subvariedade de SM de codimensdo 1 transversal
a dire¢io do fluxo cuja intersecio com W#(0;, E) seja OWs (6;, E). Para E numa vizinhanca N* de E
em que o fluxo é transversal a 37, tome a vizinhanca W (7, E) em que 7); é a continuagao de n; cuja
fronteira ¢ a intersecio de W*(7j;, E) com ¥f. Faca a mesma contrucio para W (n;, E) para obter o
conjunto N" e faca N = N°* N N*. Para cada inteiro positivo n, defina W3(n;, E) = ¢_n,(W5(ni, E)) e
W#(% E) = ¢n(W(§L(nlv E))

Seja G5 (T') o subconjunto de G1(T') tal que se E € G5(T') entdo W} (n;, E) é transversal a W3 (n;, E)
para todas as orbitas n; e 7; fechadas de periodo < T de E. Para demostrar o lema 5.2, é suficiente
mostrar que

Lema 5.10. Seja E € Go(T) e N uma vizinhanga de E como acima. Entdo para todo n € N, o
conjunto G5(T') é aberto e denso em N.

Demonstra¢do. Denotamos Gg’i’j(T) o conjunto dos termostatos gaussianos E € N tais quese n1, ..., N
sao as orbitas fechadas e hiperbolicas de (M.g, E) com periodo < T e as variedades invariantes W2 (n;, E)
e W¥(n;, E) sao transversais.
O conjunto G% satisfaz
Gy(T) = N; ;1G5 (T)

Portanto é suficiente mostrar que Gn,m (T') é aberto e denso.

Gy (T) & aberto em 2,(M). Seja E € G (T). Uma vez que W5 (n;, E) e W(n;, E) sao trans-
versais e as aplicagoes E — W73 (n;, E) e E — W7 (n;, E') sao continuas, segue que existe uma
vizinhanga N;; € N de E tal que para todo E € Nj; as variedades W2 (n;, E) e W¥(n;, E) sio
transversais.

Gg’i’j(T) é denso em Z,(M). Considere o comjunto compacto K = Wj(n;, E) N W} (n;, E). Para
0 € K considere Ay uma vizinhanca de # com contém apenas uma componente conexa de K.
Considere {Ag, };=1,... ; uma subcobertura finita de K da cobertura {Ag}gck.

Existe uma vizinhanga N € N tal que se E € N entao WE(n;, E)N W (nj, E) C U_ 1,k A,
Considere N' ¢ N o conjunto dos termostatos gaussianos tais que Wi(ni, E) & transversal a
W(n;, E) em Ay, Vamos mostrar que N' ¢ denso em N. Considere TW*“W (#) € TpSM o
espacgo tangente das variedades estavel e instével, respectivamente, restrito ao cociclo derivada
transversal no ponto # € SM. Coloque coordenadas de Fermi ao longo do segmento de érbita
n:[0,7] — SM (7 < 7inj) de forma que n(0) = 8 e 5(r) = 0. Considere o caminho ¢ :
0 0

(—e,e) — CS(R?™) tal que c(s) = eAT*B em que B = [B 0

Note que ¢(0) =T : TgSM — TySM ¢ o cociclo derivada transversal de (M, g, E) e este caminho
representa o cociclo derivada transversal dos termostato gaussianos (M, g, E') em que E é dado

] e B:R" — R" ¢ simétrica.

por

Eo(t,:ﬁ) = F
Ei(t,z) = Ei+3 5 ¢(t,z)Bijzj parai=1,...,n

Considere U = TW*(0) N TW*(0), Q = (TW*(0) + TW™(9))* e dim(U) = dim(Q) = k.
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Seja mg a projegao ortogonal sobre o subespago () entao
7TQ€AU =0

e procuramos por uma aplicacdo B tal que para s # 0 temos

7TQ6A+SBU #0.

Considerando

d
ngeA“B Ul = rge BU

precisamos que

BU = 7y 9)(BU) C my(g)(e *Q)
e dim(U) = dim(BrggU) < Wv(g)(e_AQ) em que Ty (g ¢ a projecao no espago vertical e T (g)
¢ a projecao no espago horizontal. Do fato que B(ni) # 0 e B(n;) # 0 segue que TW?(0) e
TW"(0) sdo isotropicos e o lema 5.5 nos diz que dim(wgg)U) = dim(my9)Q) = k. Finalmente,
a existéncia da aplicacdo B tal que B(mg)U) = @ ¢é garantida pelo lema 5.6.

O
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CAPITULO ©

Teorema perturbativo

Franks demonstrou em [10] que para um difeomorfismo f : M — M de classe C! sobre uma variedade
Riemanniana M e dado € > 0, se tomarmos um ponto z € M periédico, podemos realizar uma C*!
perturbagao g de f de forma que ¢"(x) = f™*(z), n € Z, e dg™ é qualquer isomorfismo e-proximo de
df™, para n € Z. Este resultado é hoje conhecido como o lema de Franks.

Para fluxos geodésicos, o resultado analogo exige uma técnica diferente da utilizada por Franks, uma
vez que perturbacdes do fluxo geodésico sdo perturbagoes da métrica e estas ndo sdo de natureza local.
Perturbar a métrica numa vizinhanca da variedade significa uma perturbagao em todo um cilindro no
espago tangente onde o fluxo estd definido. Em [7], Contreras contorna a situa¢do demonstrando uma
versao do lema de Franks para fluxos geodésicos.

Para um termostato gaussiano, a situacao é andloga ao fluxo geodésico. Neste caso, além de poder-
mos perturbar a métrica g, temos mais um grau de liberdade: o campo vetorial E. O campo vetorial E
esta definido sobre a variedade e portanto possui a mesma caracteristica sobre perturbacoes: perturbar
FE numa vizinhanca da variedade também significa uma perturbacdo em todo um cilindro no espago
tangente onde o fluxo esta definido. Nesta secdo, demonstraremos uma versdo do lema de Franks para
termostatos gaussianos cujo argumento segue das idéias utilizadas na demonstracdo de |7].

Seja (M,g) é uma variedade Riemanniana de dimensdo n + 1. Denotamos 27%(M) o espago dos
campos vetoriais sobre M de classe C* e R!(M) ¢ o espaco formado pelas métricas Riemannianas em
M com topologia C*.

Seja (M, g, E) o termostato gaussiano definido sobre a variedade (M, g) com E € Zy,(M)NZ" (M)
e n uma orbita fechada de (M, g, F)). Nosso objetivo é realizar perturbagbes em E que mantém 71 como
o6rbita e, além disso, o cociclo derivada transversal associada a um ponto p em 7 do termostato gaussiano
perturbado, seja qualquer aplicagdo conformalmente simplética proxima da original. Munimos 2™ (M)
com a topologia dada pelos abertos B(E,r) = {E € 27 (M)|maz{||E — E||c1 < r}}.

O teorema principal deste capitulo:

Teorema D. Sejam E € Zy(M)N 27 (M), 4 < r < 00, 0 um ponto de uma drbita periddica n do
termostato gaussiano (M,g,E) e T : TySM — TpSM o cociclo derivada transversal ao longo de 1.

Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que dada uma perturbagao L de T com HL T|| < d entao existe
E € 2,(M) com d(E,E)e1 < € que define o termostato gaussiano (M, g, E) tal que 1 é drbita e o
cociclo derivada transversal associado a 6 € L.

Passamos a ideia da demonstragdo. Considere (M, g, E) o termostato gaussiano associado ao campo
externo E € Zy(M)N Z7"(M). Seja n uma 6rbita periodica de (M, g, E), p € M um ponto contido
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na trajetéria de n e T : TpM — TpM a aplicacao linear de Poincaré associada a p. Consideramos
a aplicacao S : Zy(M) N 27" (M) — CS(n) cujo dominio sao os campos vetoriais de classe C" que
definem a 1-forma ~ fechada e a imagem sdo as transformagoes conformalmente simpléticas definida
por S(E)=T.

Consideramos subconjuntos em Z,(M) apropriados (cujas defini¢des precisas serdo vistas mais
adiante):

G1 Considerando K a matriz de curvatura e [B];; = gf? a maftriz derivada do campo E € G C
J

Zy(M), todo segmento de 6rbita tenha um ponto onde os autovalores da matriz K + B sejam
todos distintos.

Go As orbitas do termostato gaussiano em M podem ter intersecoes entdo as perturbagoes realizadas
em cada segmento nao podem interferir nos outros segmentos, além de que as perturbacoes devem
manter a o6rbita 7. O conjunto G nos garante que isto aconteca.

Seja uma vizinhanca U de F e demonstramos que a imagem por S de U NG N Gs contém uma bola
de raio § > 0. Isto significa que qualquer J-perturbacdo do cociclo derivada transversal T pode ser
realizada com perturbagoes em U N Gy N Gs.

Fazemos isso particionando a 6rbita n em diversos segmentos 7;, ¢ = 1,...,n. Para cada um desses
segmentos, consideramos o cociclo derivada transversal dos pontos extremais e definimos uma aplicagao
Si Zg(M)NZXT(M) — CS(M) que satisfaz S;(E) = T; onde T; : Tn?M — Tm;M é o cociclo derivada
transversal para os pontos extremais 77? e 771'1 de n;.

Utilizando como ferramenta a equacdo de Jacobi para os termostatos gaussianos, demonstramos
que ||dSE|| > d > 0 que implicara o resultado.

Consideramos 7 : TM — M a projecao candnica e 74,; o raio de injetividade de (M, g), ou
seja, dado p € M a aplicacao exponecial em um ponto p, denotada por exp, e definida em 3.5 é um
difeomorfismo entre uma bola B(0,7) € T,M e sua imagem. Denotamos S(n) o espago das matrizes
n X n simétricas, S*(n) o espaco das matrizes n X n simétricas com diagonal nula e O(n) o espago das
matrizes n X n ortogonais.

Antes de demonstrar o resultado precisamos de algumas preliminares:

6.1 Condigao genérica

Dado g € R?(M), definimos
o Ky:SM — S(n)/o(n)
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em que {6,ef = €{(0),...,e5 = en(0)} ¢ uma base ortonormal de Typ)M e {0(t),ed(t),...,en(t)}

é o transporte paralelo desta base ao longo da curva c(t) = 7 o ¢ (ﬁ) com respeito a conexao
g

Riemmaniana associada a métrica g.
Para demonstrar o Teorema D, o termostato gaussiano (M, g, F) deve estar contido em um conjunto
. . RN Tingj
especial. Precisamos que todo segmento de 6rbita de tamanho —3* tenha pelo menos um ponto tal que

a matriz K, + By tenha todos autovalores distintos. Mostraremos que esta condi¢ao ¢, de fato, genérica.

e h:S8(n) om — [0,+oo] por

(e =[] —M)?

1<i<j<n
onde Aq,..., A, sd0 os autovalores da matriz C.
o H:R*>(M)x Zsm(M)NZXYM)x SM x[0,1] - R

H(g,E,0,t) = h(Ky(g,0,t) + By(E,0,t))
o H:R*(M)x Zy(M)n ZHM) — [0, +oo[ dada por

H(Q? E) = min@GSQM{maxte[()’%]{H(g? 07 t)}}

O objetivo desta segdo é demonstrar o resultado:
Teorema 6.1. A fungio H : R*(M) x Zy(M)N 2 (M) — [0, +00[ é continua e o conjunto
Gi={FE € 2,M)n2"(M)|H(g,E) > 0}
é aberto em Zy(M)N ZH M) e Gy N Z°(M) é denso em Zy(M)

Demonstragiao. A demonstracio s6 difere da original (em |7]) por um ponto: Agora niao queremos
encontrar os autovalores apenas da matriz K, mas sim da matriz K, + B,. O

6.2 Teorema perturbativo

Iniciamos a se¢do, lembrando a definicao de 6rbita prima:

Definigao 6.1. Uma drbita fechada n é dita prima se nao é a iterada de uma drbita fechada de periodo
menor.

Dada uma érbita prima 7, seja
e W C M uma vizinhanga tubular de c=mon

e 7 > 0 tal que m7 = periodo(n) com m € Ne 1 < Tinj onde 7;p; € o raio de injetividade de M.
Considere, para 0 < k < m, ng(t) = n((t + k)7) com ¢t € [0,1]. Chamaremos ¢ a projecao de n
em M, ¢, = mony.

Para cada segmento 7y, definimos a aplicacao Sy : Zy(M) N Z7" (M) — CS(n) por
Sk(E) =T;

em que T} & o cociclo derivada transversal entre 7;(0) e ng(1).
Na variedade M, pode acontecer que exista intersecao transversal entre os segmentos cx. Suponha
que para ¢y o conjunto dos segmentos que intersectam cy seja Fo = {c1,...,¢}.
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C1 C2

| |
L

€0

Definigao 6.2. Seja cg um segmento de érbita e Fo o conjunto de segmentos de drbita que intersectam cg
transversalmente. Seja Wo C W uma vizinhanga tubular de cq tal que os extremos dos segmentos de Fy
nao estejam contidos em Wy. Denotamos Ga(no, Wo, Fo) o conjunto dos campos vetoriais E € 2 (M)
tais que

o supp(||E — E|) ¢ Wy
e £ =F numa vizinhanga Uy de JFq

Para o segmento de orbita 79, ap6s encontrar Fy e Wy, temos o conjunto Ga(ng, Wo, Fo) e aplicamos
o seguinte resultado, que é o teorema perturbativo sobre um segmento de 6rbita:

Teorema 6.2. Sejam E € GINZ,(M)NZ" (M), 4 <r < oo, en um segmento de drbita associdado
ao termostato gaussiano (M, g, E). Dada uma uma vizinhanca U € Zy(M) N X M), existe &g =
do(g, E,U) > 0 tal que dados Wy e Fy como acima entdo a imagem de U N G N Ga(no, Wo, Fo) pela
aplica¢iao Sy contém uma bola de raio &y centrada em So(E).

Para c¢1, encontramos F; e Wy e Ga(e1, Wi, F1). A seguir, aplicamos novamente o teorema acima
obtendo que a imagem de uma vizinhanca do campo E pela aplicagdo S1 contém uma bola de raio §;
centrada em S1(F), Bs, (S1(F)). Repetimos o processo para 1z, ..., 1.

Os conjuntos, Ga(c;, Wy, Fi), @ € {0,...,m}, garantem que nao existe interferéncia entre uma per-
turbacgdo e a proxima e, além disso, estao contidos num conjunto maior definido a seguir.

Definico 6.3. Definimos % (n, E,W) o conjunto dos campos vetoriais £ € 2 (M) tais que
supp(| E — B|)) c W

Para finalizar a demonstragao do teorema, considerando a aplicacdo S = (So,...,Sm) : Zy(M) N
X" (M) — CS(n) x --- x CS(n), temos que a imagem de U N Gy N Ga(n, E, W) contém o produto
Bs,(So(E)) x -+ x Bs, (Sm(FE)). Este resultado, traduzido em termos de cociclo derivada transversal,
significa que uma pertubacao no cociclo derivada transversal contida uma bola centrada em 7" com raio
MiNic(o,...my10: )" pode ser realizada considerando um campo E no conjunto U NGy N Ga(n, E,W).

o b Yo = Y

/77
\
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6.3 Teorema perturbativo sobre um segmento de 6rbita

Nesta se¢do vamos demonstrar o teorema [6.2] que é o passo intermediario para a demonstragao do
resultado principal do capitulo.

Vamos mostrar como perturbaremos o campo FE. Coloque coordenadas de Fermi ao longo de 7.
Considere uma aplicagdo a : [0,7] x R® — S(n) de classe C*° com suporte numa vizinhanca de
[0,7] x {0} e A : [0,7] x R — R tal que A(t,0) = 2 para t € [0,7], A > 0 e tem o suporte em uma
vizinhanga de [0, 7] X {0} com 7 < rip;.

Seja n uma orbita do termostato gaussiano, n(t) = (u(t),v(t)), e considere

EO = EQ+5\(t,JJ)
E; = E;j+)  qjjzjparai=1,....n

Com a perturbacio E de E, 7 também é o6rbita do termostato gaussiano (M, g, E‘) De fato,

U = v

%v = E — Proj,E = FE — Proj,E

Chamaremos a interse¢do do conjunto das perturbagoes de E das formas acima com Ga(no, Wo, Fo)
de gg.

Antes de iniciarmos, construiremos as vizinhancas, constantes e aplicacées necessarias para a de-
monstracao de [6.2].

U Supomos que U C Zy(M)N 2" (M).
ko Diminuindo U, se necesséario, podemos dizer que existe ko = ko(U) > 0 tal que

IK(g,6,t) +B(E,0,t)| < ko V(E,0,t) €U x SM x [0,1]

k1 Seja k1 = k(U) > 1 tal que se E € U, entdo

ldogt’ | < ki lldo(er) | <k VE€[0,1] Ve SM.
ko e A Dado 0 < A < g seja kg = k2(U, \) tal que )l\in%kg()\) =0e
—

ldos @) — dpdiP|| < k. |ldg(6F) ™" — do(6F) 7| < k2
|s—t| <A Vs, t€[0,1] VO e SM.
O escalar A deve ser pequeno o suficiente para k; 2 2k1ko > 0 (pra conseguirmos definir ks).
ks, 7 € Uy Uma vez que E € G entdo existe ag > 0 tal que H(E) > 2a3. Defina Ay = {(0,t) €
SM x [0,1]|H(E,0,t) > 2a3}. Existe uma vizinhanca Uy C U de E em 2 2(M) tal que
13
AN {{9} X [Z’Z}} £0 Ve SM

Fixe 7 = 7(no(0),Up) € [1, 2] tal que (n(0),7) € Ag\Up (lembrando que Uy é vizinhanca de Fo).
Entao
mznwg]]/\Z — A]‘ > k3

onde {A1,...,\,} s@o os autovalores da matriz K(g,no,7) + B(E, ng, 7)
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k4 Definimos k4 como segue:

kq = maz{l, k3, 1+ (dko + 02)kz ', 0,1 + (dko + 0?)oks ', 02, 2ko + 02, (doko + 0)k3 '}

d Seja ¢ :[0,1] — [0, +00] uma funcao C™ tal que §(s) =0se [s—7| > Xe fol 0(s)ds = 1.

p e ks A constante p é definida de forma que

Ky = 2kiks — pk||S]lo -0

ks =
° ke ky
¢- Dado € > 0, seja ¢ : R" — [0,1] uma fungao C*° tal que ¢.(x) = 1se xz € [-F,5]" e ¢-(x) = 0 se
r ¢ [-5,5]" O lema [6.1] a seguir, garante que ¢. pode ser escolhido de forma que, para kg fixo,

I (2)a"p(t)z]| < Kollpllco + ekslipllcr + *kellpllo2

g0 Seja g9 = e(Ep,U) > 0 tal que se ||E — Ep|| < go entdo E € Up.

r Escolha r tal que

1
M@%ﬂwm<§m
h Seja h : [0,1] — [0, 1] uma funcdo C* com suporte longe dos pontos de intersegdo, ou seja, supp(h) N
(mon)~'V; = () em que V; é uma vizinhanca de F; e tal que

1
/0 (1= h(s))ds < p

Vo Escolha 1 = e1(Ey, Uy, n, F) tal que
ks ' (4ks 0]l s + 8keerl|hllcr ||6]lcs + 16keeT || hllc2]ld]lcs) < eo

Seja um sistema de coordenadas de Fermi (1, V') ao longo do segmento ¢ = 7 o 1 associada a
métrica g e tome €9 tal que €1 > g9 > 0 e 7; € F nao intersecta pontos com coordenadas (t,x)
com |z| < eg et € supp(h) e [0,1] X [—e2,e2]" € V e ([0, 1] X [—e2,e2]™) C W.

Suponha que « da definicao das perturbacoes de g tem suporte contido em V
w_l(ﬂ;”ni) com n; € F. Lembramos que o conjunto Gy é formado pelas perturbacoes de F que
nao alteram a orbita.

Vo =GaNUp

Lema 6.1. Ezxiste k¢ > 0 e uma familia de fungoes C*°, ¢. : [—e,e]™ — [0,1] tal que ¢p-(z) — 1
[

se x € [5,5]", ¢-(x) = 0 se x & [—5,5]" e para qualquer aplicagio W : [0,1] — R™ ¢ fungao

w(t,z) = ¢e(z)z*W (t)x satisfaz:

272

lwllo2 < kel Blloo + eke|Wller + €2 [[Wllo2
e kg € independente de 0 < e < 1.
Demonstragao. Ver 7] O

Estamos prontos para eunciar o teorema perturbativo sobre um segmento de érbita.

Proposicao 6.1. Sejam F : S(n)® x S*(n) x R — CS(n) a aplicagio F(o,\) = dqﬁ? = X1, onde
(0,)) € S(n)3 x S*(n) xR e

IMPA 55 Junho, 2012



lvana de Vasconcellos

o = (a,b,c;d) € S(n)? x S*(n)

O‘(tvx) = P(t)¢£(x)xj

111

o P(t) = h(t)[ad(t) + b8 (t) + 8" (t) + do” (t)]
o E(t,x)o = (1+ (M()d(t) — 1)¢:(x))Eo
o £ (t, $)Z =F; + Zj Q5T

Entao existe k > 0 tal que

lde FCIl = KIS V¢ = (a,b,¢;d5e) € S(n)® x S*(n) x R

Observagao: Vamos somente utilizar o resultado para doF¢ (o = 0) mas demonstraremos dy F'¢.

Demonstragao. Considere o caminho em Zy3(M)N 2™ (M),

vis— (0,\) + s,

e a equagao de Jacobi para 7(s) ao longo de n:

Ts = ASTS7
onde
0 I
A= [ K.+B, C, ]

K, = K

B; = B+ sP(t)

Cs = (1+s\)C
Diferenciando esta equacao com respeito a s, temos a equagao diferencial para Z; = dj:js(t) .

Z=AZ+BX

onde

0o I
A:{KJFB C]’

5= py ac )

Sabemos que Z1 = d(, 1)S.C. Isto segue da definigao de Z:

Z(1) = %Tfu)

_ iT(a,)\)-&-r( ( 1)

d
Lt = L (F((0, 1) +70))

r=0 dr r=0

Escreva Z; = T;Y; entdo TY = BT (motivacio: TxCS(R™) = T(T;CS(R™))).

IMPA 56 Junho, 2012

Termostatos Gaussianos



lvana de Vasconcellos Termostatos Gaussianos

Além disso, T)(0) = I entdo Z(0) =0 e Y(0) = 0. Portanto,

Y(t) = /Ot(Ts)_llBsTsds

P(t) AC
SRS I RS PR
F:)\a[gg]

1 1
/T;lé’(s)BTsds = 5(s)T; 1 [AB — BA|T.ds
0 0
1
_ 1| b 0
=, 0(s)T; [ab b Tsds

1 1
/ T;léu(s)C'Tsds / § (s)T [ ¢ 0 }Tsds
o o oc —c

1
_ /5(3)T51(A{ ¢ 0 ]+[ ¢c 0 ]A)Tsds
0 oc —cC oc —cC
1
. 1 0 —2c 0 0 oc 0
- /Oé(s)Ts (|:KC—|—CK 0 }—i_{Bc—i—cB 0}—’-{020 —Uc})Tsds'
1 1
Lo, = - o 0 —2d 0 0 od 0
/OTS 0 (s)DTds = /05<5)TS ([Kd+dK 0 |T| Bd+vaB 0| 1| o%d —od )Tsds
1
B ([ Kd+3dK 0
= ), 06T ({ 0 —3Kd—dK | T
N Bd + 3dB 0 o2d 0 )Td
IM(K +B)d+d(K + B)} —3Bd—dB o3d —o2d | )75

As matrizes em T7CS(R™) sao da forma:

(o uls)
a vl —p*

onde « e 7y 880 simétricas e B é qualquer.

a = a+ob+ (K+B)e+c(K + B) +0*c+20{(K + B)d+ d(K + B)} + 0d
B = b+oc+ (K +B)d+3d(K + B) +o0%d
v = —2c
v o= Ao
A matriz 8 se decompde em B = Bsim + Basim onde Bgim € uma matriz simétrica e Bugim =

d(K 4+ B) — (K + B)d é antissimétrica. Com o lema abaixo, temos que Busim € determinada por d.
Além disso, Bsim € determinada por b, « € determinada a por e, finalmente, v por c.
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Lema 6.2. Seja W uma matriz simétrica e considere Ly : S*(n) — AS(n) dada por Ly(d) =
Wd —dW. Suponha que os autovalores \; de W sdo todos distintos. Entao para toda f € AS(n) eziste
d € 5*(n) tal que Ly (d) = f e

]|
miniz;|Ai — Ajl

(AR

Demonstragao. Ver 7] O

Para finalizar a demonstracdo, precisamos mostrar que ||Z1|| > k||¢||. J& sabemos que || Z1] =
| X1Y1]| e | X1]| > k;t. Para cotar ||Yi]|, precisamos de

° miniyﬁj{)\i — )\j} > kg
(] HK-FBH < ko
o ky=max{l,k3', 1+ (dko + 02)k3 ', 0,1 + (dko + 0?)aks ', 02, 2ko + 02, (doko + 03)k3 '}

donde concluimos que

Il < k3Bl
< k4B
el < [Ivll

16l < (18Il + ollv]| + 4koks 18] + o2k3 (| 8]]
= (1+ (dko + o)k |IB] + o]
< kymaz{||B|, |17/}

lall < llell + o lbll + 2kolle]| + o®[lc]| + doko||d]| + o[ d]|
< llall +olibll + (2ko + o)Vl + (4oko + o*)kz 18]
< kamaz{]lall, 8], 7]}

Se definirmos T'(¢) =D = ( i ol Z 5 ), entao:

€I = max{{lall, Il], llell; ldll} < kamax{{lel, [IB]]; [VII} < ks max{llall, [B]], 7]l 0I5} = k| T(O)]-

Faca Q(s) = X 'DX,, com essa nomenclatura Y = fol h(s)Q(s)ds. Definimos também:

Wi = /01 Q(s)ds
Pela desigualdade triangular:
Y1l Z 1R = W1 = Q)] — [[Ya — W
Além disso (para detalhes, [7]),
o Q)] > D]

o W1 = Q(7)Il < pkl|o]ol D]
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o Y1 — Wi < 2k1k2||D]
o |IDf| > allC]
Finalmente, se k5 = k:

k2 — 2k1ka — pk2||6]l0
k1ky

wal > ( )l = ksl = ki
0

Lema 6.3. Seja A uma variedade Riemanniana coneza de dimensdo m e seja F : R™ — A uma
aplicacao suave tal que

|de F(v)| >a>0 V(z,v) € TR™ com |v]=1 e |z|<r

Entao para todo 0 < b < ar,
b
{we A|d(w, F(0)) < b} C F({x € R"||z| < a})

Demonstragao. Ver [7]. O

Vamos mostrar que a imagem de Uy por S contém uma bola em C'S(n) com centro em S(g) e raio
r = 1(g,U). Considere a aplicacdo G : RZ""*+1) — 2°7"(M) em que G(o,\) = (E). O diagrama abaixo
¢ comutativo

B0, ks'r) € R0 — G grrar)
s

F
CS(n)

A proposicao [6.1] e o lema [6.3], mostram que B(S(E),r) C F(B(0, k‘glr)). Mas o que queremos é
B(S(E),r) C S(Up). Para isto, ¢ suficiente mostrar que G(B(0, ks'r)) € Up. De fato, ||E — Ellor < ¢

portanto E € Vy C Uy e temos o resultado.
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CAPITULO [

Dicotomia genérica

Antes de enunciar o teorema, central deste capitulo, precisamos de duas defini¢oes.

Definicao 7.1. Seja ¢ um fluzo e n uma drbita periddica do tipo sela. Definimos a classe homoclinica
H(n, ¢) pelo fecho do conjunto das intersegoes transversais entre as variedades instdveis e estdveis de n

H(n,¢) = Wg(n) d Wi(n)

Definicao 7.2. Dizemos que um conjunto invariante A tem decomposicao dominada (na aplicacdo
linear de Poincaré) se TyM = Ng* @ N§* é uma decomposigio T invariante definida para todo 6 € A
e existem constante A\,C' > 0 tais que para t > 0

I | nge || < Ce™ M m(T*|NG")
em que m(L) = min{||Lv]| : ||v|| = 1}.
O objetivo deste capitulo é provar o resultado:

Teorema E. Seja E € Z,(M) e n uma orbita periddica do tipo sela hiperbolica do termostato gaussiano
(M, g, E) cujo fluzo é ¢.
Para V uma vizinhanca de 7, vale uma das alternativas:

(i) a classe homoclinica H(n,$) C V admite decomposi¢io dominada

(i) dados uma vizinhanga U C H(n,¢) CV, k € N ee > 0, eviste E € Z,(M) com d(E,E)ex <
€ tal que o termostato gaussiano (M, g, E) possui k drbitas periddicas atratoras ou repulsoras
arbitrariamente prozimos de n cuja orbita estd contida em V.

A demontracao de do teorema E é uma adaptacao para o contexto dos termostatos gaussianos do
artigo [5]. Na demonstracao, utilizamos o teorema perturbativo do capitulo 6 e é necessario que as
perturbagoes realizadas ocorram dentro do contexto conformalmente simplético.

Toda a demonstracao do teorema pode ser feita no espaco das aplicagoes simpléticas e, pelo trabalho
de Contreras em [7], vale uma versao para fluxos geodésicos do resultado:

Teorema E (simplético). Seja (M, g) um fluzo geodésico cujo fluro é ¢ e n uma drbita periddica do
tipo sela hiperbdlica. Para V uma vizinhancga de 1, vale uma das alternativas:

60



lvana de Vasconcellos Termostatos Gaussianos

(i) a classe homoclinica H(n,$) C V € hiperbélica

(1) dados uma vizinhanga U C H(n,¢) CV e k € N, eziste fluzo geodésico (M, g) arbitrariamente
prozimo de (M, g) com k ilhas arbitrariamente proximos de 1 cuja orbita estd contida em U.

A seguir a idéia da demonstra¢io do teorema. Seja ¥ uma se¢do transversal em 6 € ne f :
Y — ¥ aplicacdo de Poincaré. Considere 7 : TySM —s TySM a projecao de TpSM sobre TySM.
Suponha que 7 o dfy tenha 2n subespagos invariantes F, ..., Fa, sobre a classe homoclinica H (0, f).
Suponha ainda que H (6, f) admite 2n — 1 pontos 61,...,60,_1 tal que 6; tem autovalor complexo
que mistura os subespacos F; e E;11. Entdo por uma perturbagao f de f podemos fazer com que
7o dfy" (B = wodff " (Ein) e modfy " (Eiry) = mo dfy (B em que per(4;) ¢ o
periodo de #;. Uma propriedade de uma classe homoclinica é que ela admite transicoes e, utilizando
esta propriedade, criamos um ponto 6 cuja 6rbita passa préoxima de cada 6; e assim a diferencial de f
herda as propriedades da diferencial de 6; e portanto mistura todos os autoespacos E}. criando assim o
pogo ou fonte desejado. Porém, se o dngulo entre os subespacos E; é grande o suficiente, ndo podemos
criar autovalores complexos como no parigrafo anterior e temos decomposicao dominada. O teorema
pertubativo do capitulo 6 nos permite mostrar que uma classe homoclinica admite transiges e traduzir
o problema dindmico em uma problema de sistemas lineares.

Como aplicagdo deste teorema, considere £ € Z (M) e o termostato gaussiano (M, g, E) em uma
variedade M de dimensao 2. Por exemplo, a variedade M pode ser considerada a esfera S?. Considere
também ¢; : SM — SM o fluxo associado, 1 : R — SM uma Orbita perioédica de ¢ com periodo T,
um ponto 6 contido na trajetéria de n e T : SU(O)ZQM — gn(t)M o cociclo derivada transversal entre
os pontos 7(0) = 6 e n(t).

Fixando coordenadas de Fermi ao longo de 7, temos {eg(t) = v(t), e1(t)} uma base ortonormal tal
que T7 : TySM —s TpSM nessas coordenadas é dada por T7 = elo A oy que a matriz Asyo é da
forma

0 1 0 1
A t — = A A~
©) (—Kn+%nww>—%wmﬂ {(K+mmm>—%mw>
O teorema C nos diz que se 7 ndo tem decomposi¢ao dominada entao existe um termostato gaussiano

. . . . T . ~
com uma Orbita atratora ou repulsora na vizinhanca de ¢. A matriz elo A0dt tom decomposicao
dominada se e somente se os autovalores de fOT A(t)dt sao reais e distintos, ou seja,

T T
d= (21/ Eodt)2+/ (K + B)dt >0
€Jo 0

Para um termostato gaussiano as consequéncias sao as seguintes. Seja 1 uma Orbita fechada do
termostato gaussiano (M, g, E) € TG*™ (M, g) tal que d < 0. Considere Ey = Ey e Ey = Ey + a(t)z;
em que « tem suporte contido na vizinhanca coordenada, fOT a(s)ds > —d e |a| < e. Se for possivel
encontrar uma funcdo o com essas caracteristicas, temos que F é uma e-perturbagao de F, o termostato
gaussiano (M, g, E) possui 77 como 6rbita e 7 tem decomposicdo dominada.

De forma analoga, ¢ possivel construir uma e-perturbagao E’ de E tal que d’ < 0 quando existir uma
fung¢do « com suporte contido na vizinhanga coordenada tal que fOT a(s)ds < —d e |a| < e. Quando
existe a com essas caracteristicas temos um termostato gaussiano (M, g, ) na vizinhanca de (M, g, E')
com um atrator ou um repulsor.

Ja para o fluxo geodésico temos as seguintes consequéncias. No fluxo geodésico temos o campo E
identicamente nulo, F = 0, e a condicdo para termos decomposicdo dominada se escreve

d:/ —Kdt > 0.
0

Se supormos que a curvatura é sempre maior ou igual a zero, K > 0, entdo esta desigualdade nunca
é satisfeita. Concluimos que as 6rbitas fechadas do fluxo geodésico na esfera S? neste caso nio tem
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decomposi¢ao dominada. O caso simplético do teorema C e o teorema de Franks para fluxos geodésicos,
em [7], nos permitem concluir que existe uma perturbacao ¢ da métrica g de forma que o fluxo geodésico
(S?, ) apresenta uma ilha.

7.1 Sistemas lineares conformalmente simpléticos e transicoes

Esta secao faz a traducdo de problemas no espaco dos difeomorfismos para o contexto de sistemas
lineares.

Definigao 7.3. Seja ¥ um espaco topoldgico, f um homeomorfismo definido em ¥, w: & — X um
fibrado vetorial localmente trivial (ou de dimensao finita) sobre X tal que a dimensao da fibra E,, © € X,
seja constante sobre ¥, w uma 2-forma conformalmente simplética em 3, p : 3 — R uma funcgdo positiva
e A: € — & uma aplicagdo tal que Ay = A(x,.) : Ex — Ef(z) € um isomorfismo linear conformalmente
simplético tal que A*w = pw e ||A;|| < oo para todo x € 3. Chamamos a 6-upla (X, f,€, A,w, u) de
sistema linear conformalmente simplético ou cociclo linear conformalmente simplético sobre f.

Definimos a norma da aplicacio A, ||A| = méaximo{sup,ex|| Azl supees|A;||}. Quando ndo
houver ambiguidade, chamaremos o sistema linear (3, f, &, A, u) simplesmente de A.

Lema 7.1. Sejam (X, f,E, A, u) e (X, f,&, B, u) sistemas conformalmente simpléticos. Entdo os sis-
tema (X, f,€, Ao B, u) satisfaz ||Ao B|| < ||A||||B]-

Denotamos C'S*™ (%, f, £) o conjunto dos sistemas lineares conformalmente simpléticos (X, f, €, A, u)
para toda p e munimos C'S(%, f,&) da distancia d(A, B) = méximo{||A — B|,||A~ — B~!||} para
A, B eCS™(%, f,E).

Lema 7.2. Seja K > 0, ¢ > 0 e um sistema linear conformalmente simplético (X, f,€, A, n) tal
que |A|| < K entao para toda e1-perturbacio simplética da identidade (3,1dx,E, E,1) as composigoes
EoA e AoE sao e-perturbacoes de A com e = e1 K. Além disso, para toda e-perturbacao A de A existe
e1-perturbagao simplética da identidade (3, Ids, €, E, 1) tal que A=FoA.

Demonstragio. A aplicagdo F o A satisfaz [|[EF o A — A|| = ||(E — Idy) o A|| < ||E — Ids||||All < &1
e (FoA)*w = A*E*w = pw. De forma andloga, A o E satisfaz, ||[Ao E — A| = |[|[Ao (E — Idy)| <
JA||E - Ids|| <ee (Ao E)'w = pw.

Defina E= Ao A~ entio EoA=Ae |E—Idg|| < |[A-A||||A7Y| <e1e Bfw= (Ao A~ )*w =
(A1) 0 A*w = (A7) * (uw) = pw. O

Definicao 7.4. O sistema linear conformalmente simplético (X, f,€, A, ) é chamado sistema linear
conformalmente simplético periddico se todo x € 3 é ponto periddico da aplicagio f. Denotamos p(x)
o seu periodo.

Definicao 7.5. O sistema linear conformalmente simplético (X, f,€, A, ) é chamado sistema linear
conformalmente simplético continuo se a estrutura euclideana definida nas fibras varia continuamente
e a aplicagio A : & — & € continua.

Definigao 7.6. O sistema linear conformalmente simplético (X, f,€, A, u) é chamado sistema de ma-
trizes conformalmente simpléticas se £ = ¥ x R", R" é munido da métrica euclideana candnica e eziste
1Y — R positiva tal que A'JA = puJ . Denotamos o sistemas de matrizes conformalmente simpléticas

por (X, f, A, )

Dado um conjunto A, uma palavra com letras em A é uma sequéncia finita de elementos de A.
O tamanho dessa palavra é o nimero de letras que a compde. O conjunto das palavras admite uma
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estrutura de semigrupo natural: o produto da palavra [a] = (aq,...,a,) por [b] = (b1,...,b,) é [a][b] =
(ai,...,an,b1,...,b,). Dizemos que uma palavra [a] ndo é uma poténcia se [a] # [b]* para toda palavra
[b] com k > 1.

Se (X, f, A, 1) é um sistema de matrizes conformalmente simplético entao para x € ¥ denotamos a
palavra (A(fP®)=1(z)),..., A(z)) por [M]a(z). A matriz Ma(z) = A(fP@~1o...0 A(z) é o produto
das letras de [M]a(x).

Definicao 7.7. Dado ¢ > 0, um sistema linear periddico conformalmente simplético (X, f,E, A, u)
admite e-transicoes se:

(i) Para toda familia finita de pontos x1,...,x, = 11 € X existe um sistema de coordenadas sobre
& tal que podemos considerar este sistema linear como um sistema de matrizes conformalmente
simpléticas (X, f, A,w, 1) e

(i3) Para todo (i,j) € {1,...,n}? existe uma palavra finita [t*7] de matrizes em CS(n,R) tal que a
palavra

(W (e,a)] = [ [Ma(xs, )] [t [Ma(@i,, )] 020 [Ma ()]

comt = (i1,...,im) € {1,...,n}", a=(a1,...,am) € N* e a palavra ((x;,ai, ), .., (®i,,,a5,))
com letras em X X N ndo é uma poténcia.

Entao existe x = x(1,a) € X tal que

(11.1) tam([W (¢, a)]) = periodo(x)

(ii.2) A palavra [M] 4(x) estd e-prozima de [W (1, a)] e existe e-perturbagio A de A tal que [M] ) =
(Wt a)]

(i.3) Podemos escolher x tal que a disténcia entre a orbita de x e x;, i € {1,...,n—1}, é limitada
por uma fungdo a; que tende a zero quando a; tende ao infinito.

Dados ¢ e a como acima, denotamos [t*/] uma e-transi¢do de x1 para xj e ao produto T; ; das letras
compondo [t"7] chamamos e-matriz de transicao.

Definicao 7.8. Dizemos que um sistema linear conformalmente simplético periddico admite transicoes
se para todo € > 0 este sistema admite e-transicoes.

A seguir o dicionario entre sistemas lineares conformalmente simpléticos e classes homoclinicas para
termostatos gaussianos:

Lema 7.3. Seja p uma sela hiperbdlica de indice k (dimensao da variedade estdvel). A diferencial df
da aplicacao de Poincaré f induz um sistema linear continuo com transicées no conjunto X das selas
hiperbdlicas em H(p, f) de indice k e homoclinicamente relacionadas com p.

Demonstracdo. Fixe ¢ > 0 e uma familia finita x1,...,2, € X. Os pontos x; sdo homoclinicamente
relacionados com p, entdo existe um subconjunto hiperbolico compacto e transitivo K C H(p, f)
contendo todos os pontos x;. Cubra K por uma particdo de Markov formada de retdngulos Ry. Para
cada x € K defina coordenadas conformalmente simpléticas ¢, : U, — M. Refine a particao de Markov
de forma que Ry, esteja contido em algum aberto U, e para x e y no mesmo retangulo ||A(z) —A(y)|| < e
e [|[A(z)™ — A(y)™!|| < e. Para cada retangulo Ry, escreva df nas coordenadas conformalmente
simpléticas e considere o sistema de matrizes associado (K, f, A, ). As transicoes de z; para x; sdo
obtidas pela propridade da particdo de Markov e o teorema perturbativo conformalmente simplético. [
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Uma propriedade vélida em um ponto de um sistema conformalmente simplético que admite tran-
sicoes se espalha sobre um conjunto denso, de acordo com o lema abaixo (valido somente para o caso
estritamente conforme, ou seja, p nao é identicamente 1 pois com g = 1 ndo temos contragbes nem
dilatagoes):

Lema 7.4 (Propriedade de Espalhamento). Seja (X, f, &, A, u) um sistema linear conformalmente sim-
plético periddico com transigdes. Fize € > €9 > 0 e assuma que existe €g-perturbacdo B de A e x € 3
tal que [M|p € uma dilatacao (contragao) entao existe um conjunto denso f-invariante Yo C X e uma
e-perturbagio C de A tal que para todo y € X, [M]c(y) € uma dilatag¢io (contragio).

Demonstra¢do. Considere g C 3 um subconjunto denso e tome g1 = € — &g.
Fixe § > 0 e considere z € X, a familia de pontos z1 = z € ¥, 29 = x e £3 = z e a palavra

W] = [t"2)[M]% () [ (M55 (2)

O sistema linear (3, f,€, A, u) admite transicoes logo existe z, € X tal que d(z,,2) < 0 e uma &;-
perturbagao A de A tal que [M] ;(z,) = [W].
Considere a eo-perturbacio C' de A definida ao longo da orbita de z, por

(Mo (z0) = £ [M] (@) [ M]3 (2).

Fazendo n grande o suficiente, temos que [M]c(z,) ¢ uma dilatacdo (contracao) e X¢ é definido
como a uniao de z,. O

Definicao 7.9. Seja um sistema linear conformalmente simplético (E,f,S,A,y). Uma e-perturbagao
A de A é um sistema linear conformalmente simplético (X, f,E, A, 1) tal que d(A, A) < € e que preserva
a mesma estrutura conforme u, ou seja, A*w = uw.

Lema 7.5. Fize ¢ > 0. Toda e-pertubagio de uma matriz A € CS(n,R) pode ser escrita como com-
posigdo de A com wma matriz simplética e1-préxima da identidade E, com € = e1||A||. As composi¢ies
de A com E matriz simplética e1-prézima da identidade, Ao E e E o A, sio e-perturbacoes de A.

Demonstracio. Seja A e-perturbacéo de A, defina a matriz simplética E = Ao A™!. Entdo Eo A=A
el||[FoA—A|<e.

Seja E € S(n,R) matriz simplética e1-proxima da identidade. Entdo EoA e AoE sdo e-perturbagoes
de A. 0

Definicao 7.10. Um sistema linear conformalmente simplético periddico (3, f,E, B, u) de dimensao 2n
¢ diagonalizdvel se para todo x € ¥ a matriz Mp(z) tem autovalores reais positivos com multiplicidade 1.
Denotamos Ai(z) < -+ < Ap(x) < Ag(x) < -+ < Ap(x) os autovalores de Mp(x) tais que \j(x)\;(x) =
pw(x) para i = 1,...,n. Também denotamos E;(x) o autoespago correspondente a X\j(x) e Ez(x) o
autoespago correspondente a \;(x). Entao € = (BT E;) ® (BFE;) € uma decomposicao invariante de B.

Lema 7.6. Seja (3, f,&, A, ) um sistema linear periddico conformalmente simplético com transigoes.
Entdo para € > 0 existe e-perturbagdo diagonalizdvel B de A definida num conjunto denso > C X.

Demonstra¢ao. Dada uma matriz A € CS(n,R), existe perturbagdo arbitrariamente pequena B €
CS(n,R) de A tal que B tem todos autovalores reais positivos com multiplicidade 1.
Isto segue de [11] que constréi uma mudanga de coordenadas simpéticas T tal que
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Az Awg
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7.2 Restricoes e decomposicoes

Um subfibrado invariante F' é uma colegao de subespagos F,, C &, tal que dim(F(z)) =ce€ N,V € &
e A(F(z)) = F(f(z)) . Umna A-decomposi¢do £ = F @& G é dada por subfibrados invariantes tais que
Ex=E(z)® G(z), Vr € X.

Definicao 7.11. Seja (X, f, €, A, u) um sistema linear conformalmente simplético e € = F & G uma
A-decomposicdo. Dizemos que esta decomposicao € uma decomposicao dominada e denotamos, F' < G,
se existe | € N tal que para todo x € 3:

14 @) AP @) < =

2

Definicao 7.12. Seja (3, f,E, A, 1) um sistema linear conformalmente simplético e € = ®F; uma A-
decomposi¢cdao em k subespagos invariantes Eq, ..., E,. Dizemos que dois subespagos E,, e E,, m,n €
{1,...k}, tem decomposicao dominada associada aos subespagos E,, e E, e denotamos E,, < E,, se
existe | € N tal que para todo x € ¥ as restrigoes de A em cada um desses subespagos satisfaz:

14 5, AT @) g, | < 5

Se quisermos enfatizar o papel de [, dizemos que F@&G é uma [-decomposicao dominada e escrevemos
F < G.

Diferentemente do caso geral, tratato em [5], precisamos preservar a estrutura conforme e portanto
nao podemos mais separar as matrizes em restricio e quociente de forma que uma perturbagdao na
restricdo ndo influencia no quociente e vice-versa. Vamos substituir o conceito de restrigdo e quociente
pelo conceito apenas de restricdo: sejam k subespacos invariantes F1, ..., Fj tais que £ = ®F;, podemos
escrever A na forma:

Ay 0 ... 0
0 Ay ... 0
A= . . . :
0 0 0 A

com Az(E) C F;.

Lema 7.7. Seja K >0 el € N existe L tal que dado um sistema linear (X, f, €, A, p) limitado por K
com decomposicao invariante E® F & G temos

(i) Se E < F e E <, G entio E <1, (F & Q).
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(11)) Se F <, G e E <; G entio (E® F) <1 G.

Demonstracao. Usando a base conformalmente simplética podemos escrever as matrizes do sistema
conformalmente simplético A da seguinte forma:

A 0 0
A= 0 Arp O
0 0 Ag
E a demonstracao do lema segue como no artigo original considerando B(x) = 0. 0

Definigao 7.13. Considere um conjunto X' C ¥ f-invariante e a restricao do fibrado € a X', O sistema
linear conformalmente simplético induzido por A, (X', flsr,Esr), € chamado subsistema induzido por A
em Y.

Lema 7.8. Seja (X, f,€, A, ) wm sistema linear conformalmente simplético continuo tal que existe
um subconjunto denso invariante X1 C X cujo subsistema admite l-decomposicio dominada entdo
(3, f,&, A, ) admite l-decomposi¢io dominada. Mais geralmente, suponha que exista uma sequéncia
de sistemas (3, f,E, Ak, ) convergindo para (X, f,€, A, p) tal que para todo k existe um subconjunto
denso invariante X C X onde Ay admite l-decomposigdo dominada. Entdo A admite l-decomposicio
dominada em todo 3. Finalmente, uma decomposicdo dominada de uma sistema linear conformalmente
stmplético continuo € continua.

Demonstrag¢io. Dado x € ¥ considere (zy)reny uma sequéncia xy € X convergindo para z. Tomando
uma subsequéncia, podemos assumir que Ey(zy) converge a E(z) e Fi(xy) converge a F(x).

E(x) = E(z) ® F(z) Primeiramente note que F(x) + F(z) = £(x). Das convergéncias de Ay, para A,
Aluf A oA o JA” ]

[l [[o] [[o] ([l

xy para z, F,(z,) para E(z) e Fi(zy) para F(x), temos 2l

A seguir, observe que as duas desigualdades acima caracterizam unicamente os subespagos F(x)
e F'(x) (uma vez que a dimensao est4 fixada). Os vetores u € E(x) sdo tais que suas iteradas por
A crescem mais lentamente do que os vetores w ¢ E(x). Os vetores v € F(x) sao tais que suas
iteradas por A~! crescem mais lentamente do que os vetores w ¢ F(z).

E e F estao unicamente determinados Suponha que exista seguéncia (zy)ren tal que E(xy) con-
verge a G(z) e F(xy) converge a H(z) tal que G < H.

Suponha que dimFE < dimG. Vamos mostrar que £ C G. Suponha, por contradi¢do que existe

v € E\ G. Entao existe w € G\ F tal que v € H(z) U E(x) e w € G(z) U F(x). Assim

A . -
HA1|)|” %H'ﬁ:ﬁ”’ Hku‘)‘H < %H‘m” e assim temos uma contradi¢do. Portanto E C G.

Analogamente, concluimos que dimF > dimH e H C F. Portanto dimFE = dimF e dimG =
dimH.

E e F sao subespagos invariantes Basta observar que A(FE(z)) é o limite de Ex(f(zx) e A(F(x))
é o limite de F,(f(xy)).

Continuidade A continuidade segue da continuidade de A e da unicidade da decomposi¢do dominada.

O

Lema 7.9. Seja (X, f, &, A, u) um sistema linear conformalmente simplético periddico com e-transicoes
com dimensdo n e decomposicao dominada Fy < --- < E,. Fize eg > €. Entao dados dois pontos x; e
z; €%, ke {l,...,m} e [tV] e-transi¢do entre p; e p;. Entio existe eo-transicdo [t7] tal que TJZ leva
Ey(z;) em Ei(z;) .
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Demonstragdo. A aplicagio Tj; satisfaz angulo(T;;(Ex(x;)), Er(z;)) < . Considere perturbacio de T;
tal que T};(Ex(x;)) ndo tenha componente em E.(z;), m > k. Devido a decomposigao dominada, a
imagem de Ej(x;) por M'}(z;)T}; fica arbitrariamente proxima de Ej(z;) quando n é suficientemente

grande. Perturbando M4 com uma rotagao, temos que M%(xz;)Tji(Ex(2i)) = Ex(2;). O
O proximo lema necessita da definicao de posto de um autovalor complexo.

Definicao 7.14. Seja M € GL(n,R) tal que M tem autovalor complezo \. Dizemos que \ tem posto
(1,1 + 1) se existe decomposi¢ao M-invariante de R", F & G @ H, tal que:

(i) Os autovalores o de F satisfazem |o| < ||

(11) Os autovalores o de H satisfazem |o| > |A|
(iii) dim(F) =i—1 e dim(F) + dim(G) + dim(H) = n
(iv) O plano G € o autoespago de A

Lema 7.10. Fize ¢ > 0 Seja (X, f,€, A, u) um sistema linear conformalmente simpletico e p € ¥ um
ponto periddico com autovalor complexo de posto (i,i + 1) associado ao subespagco E; @ E;y1. Entao
existe e-perturbagio A de A e m € N tal que [M]"}(p)(Eit+1) = E;.

Demonstragio. Realizamos uma §-perturbagao A de A tal que o autovalor complexo de posto (i,i+ 1)
de A tem entradas irracionais. Entdo existe m tal que o angulo entre [M]7(p)(Eit1) e E; ¢ igual a

a < 5. Compondo A com uma rotagdo pelo angulo « (simplétical), temos o resultado. O

Lema 7.11. Dado um vetor v e duas matrizes conformalmente simpléticas T' e M tal que o vetor w esta
associado ao maior autovalor em mddulo de M, entao ewiste n uma e-perturbagio B de B = M" o T
tal que B(v) = w.

Demonstracao. Se v € invariante, realizamos uma perturbagdo simplética de forma a torna-lo nao-
invariante. A seguir, iteramos M de forma que o angulo entre Bv = M™ o T'(v) e w seja igual a o < ¢.
Compomos B com uma rotagdo pelo dngulo a e temos o lema. O

7.3 Caso bidimensional

Proposicao 7.1. Dado K > 0, ¢ > 0 existe | € N um sistema linear conformalmente simplético
(%, f,E, A, ) de dimensao 2, com norma limitada por K e tal que as matrizes My(x) preservam
orientag¢do satisfaz uma das possibilidades:

(i) A admite l-decomposi¢ao dominada
(ii) Egziste e-perturbacio A de A e x € ¥ tal que M ;(z) tem autovalor complexo

Demonstragao. A demonstragdo no caso conformalmente simplético nao difere da demonstracao origi-
nal, uma vez que a original é feita com perturbacoes simpléticas sobre a matriz 2 x 2. O

A idéia central do caso bidimensional surge com um argumento de R. Mané em [?]. Se denotarmos
R? : R? — R? a rotacdo pelo angulo 6:

Lema 7.12. Para todo o > 0 e toda matriz M € GL4(2,R) com dois autoespagos FE1 e Eo cujo dngulo
¢é menor que «, existe s € [—1,1] tal que R** o M tem autovalor complexo.
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Demonstrag¢ao. Seja M € GL4(2,R) uma matriz com os autoespagos com angulo entre eles igual a
0 < . Na base canonica a A se escreve

sent

_ )\1 ()\2_>\1)cose
w=[y L

O polinémio caracteristico de R*® o M

0
Cosesen(sa)) +2XA =0

p(A) =\ — )\((/\2 + A1)cos(sa) + (g — )\l)sen

tem raizes complexas se

cosf

2
t95(371(3()4)) —8X2A1 <0

(()\2 + Ap)cos(sa) + (A2 — A1)

Sen

Se Ao — A1 <0, fazendo sa = 6, temos Aoc0s?60 — 2)\; < 0 pois A2c0s20 < Ny < \; < 2);. Porém se
Ao — A1 > 0, fazendo sa = —6, temos A\jcos?0 — 2Xg < 0 pois Ai1cos?0 < A\ < A2 < 2Xq. Isto mostra
que em ambos 0s casos temos um autovalor complexo e assim temos o lema demontrado. O

Em particular, temos o mesmo resultado para o conjunto das matrizes conformalmente simpléticas

de dimensao dois, C'S4+(2,R):

Lema 7.13. Para todo o > 0 e toda matriz M € CS1(2,R) com dois autoespagos Ey e FEy cujo dngulo
¢ menor que «, existe s € [—1,1] tal que R** o M tem autovalor complexo.

Demonstra¢ao. A demonstracdo é igual a demonstragdo do caso geral. O

7.4 Dicotomia genérica

Para demonstrarmos o teorema C, é suficente mostrar o resultado para sistemas lineares, uma vez que
jé fizemos a reducdo do problema para este caso.

Proposigao 7.2. Para K >0, n >0 ec > 0 existe | > 0 tal que um sistema linear conformalmente
simplético periodico (X, f,E, A, p) limitado por K com transi¢oes satisfaz uma das possibilidades:

(i) A admite l-decomposi¢ao dominada
(ii) Egziste e-perturbacio A de A e wm ponto x € ¥ tal que Ma(z) é uma homotetia.
Enunciado simplético:

Proposicao 7.3. Para K > 0, n > 0 e > 0 existe [ > 0 tal que um sistema linear conformalmente
simplético periddico (X, f,E, A, 1) limitado por K com transi¢oes satisfaz uma das possibilidades:

(i) A admite l-decomposi¢ao dominada
(ii) Ewiste e-perturbacio A de A e wm ponto x € ¥ tal que Ma(z) s6 tem autovalores complezos.

A demonstragdo de [7.2] é divida em dois passos: O primeiro nos diz que se ndo podemos criar
autovalores complexos de posto (i,7+ 1) para i € {1,...,2n — 1} entdo temos decomposi¢do dominada
e o segundo nos diz que se podemos criar tais autovalores entao podemos perturbar o sistema linear
original com transigoes e obter homotetias.
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Proposicao 7.4. Fizee >0, n € N e K > 0. Seja (X, f,E, A, w, u) um sistema linear conformalmente
simplético continuo com transicoes de dimensao 2n e limitado por K tal que toda e-perturbacdo de A
nao admite autovalores complexos de posto (i,i+ 1) parai=1,...,2n — 1. Entao existe | € N tal que
(3, £, €, A w, u) admite l-decomposi¢io dominada € =F ® G, F <; G, com dim(F) =i

Proposicao 7.5. Fizeec > ¢y > 0. Seja (3, f,€, A,w, p) um sistema linear conformalmente simplético
periddico com transi¢ées. Suponha que para todo i = 1,...,2n — 1 existe gg-perturbagdo de A com
autovalor complexo de posto (i,i+1). Entao existe e-perturbagio A de A e v € ¥ tal que M ;(x) é uma
homotetia.

7.5 Condicao suficiente para um sistema linear ter [-decomposicao
dominada

Passamos agora a demonstracao da proposicao 7.4. Os trés lemas a seguir garantem que para um sistema
linear conformalmente simplético periddico diagonalizavel com transi¢bes, se ndo temos autovalores
complexos de posto (i,7 + 1) entdo existe decomposi¢do dominada E < F tal que dim(E) = i. No
primeiro deles, o lema [7.14|, tomamos E; e Ej; dois subespacos invariantes. Se estes subespacos nao
tem [-decomposi¢ao dominada entdo é possivel criar um autovalor complexo de posto (i,i + 1) para
i€{j,...,k}. Aidéia da demonstragao é restringir a aplicacdo A nos subespacos E; e Ejy e utilizar
os resultados bidimensionais, tomando o cuidado que agora estamos com matrizes conformalmente
simpléticas. Isso significa que quando perturbamos os autoespacos associados aos autovalores A; e g1
entao esta perturbagao afeta todos os subespagos Ej, Ejy1, Es e By A seguir, no lema [7.15], se nao
temos autovalor complexo de posto (7,7 + 1) ent@o existe Ly tal que a Li-decomposicao dominada vale
para a soma de todos os subespagos Fji1 e, finalmente, o ultimo lema [7.16] nos diz que existe Lo tal
que a Lo-decomposicao dominada ainda continua valendo para a soma dos subespacos Ej. Com esses
trés lemas, a demonstracao da proposigao [7.4] segue utilizando [7.6] e [7.8].

Para a demonstracdo vamos precisar definir a rotacao Rfj : R?" — R?™:

i J
1 0 0 ... 0 0 ... 0
sz _ 0 cos(f) 0 0 —sin(h) 0
J : '
0 ... sin(d) 0 ... 0 cos(@) ... O
0 ... 0 0 ... 0 0 o1

Lema 7.14. Seja (X, f, €, B,w, u) um sistema linear conformalmente simplético diagonalizdvel de di-
mensdao 2n e limitado por K > 0. Dadose > 0el <1 < 2n—1, existe | € N tal que vale um das
alernativas abaizo:

(i) Existe e-perturbagio de B com autovalor complezo de posto (i,i+ 1)
(ii) Ej < Epy1 para todo j <i <k <2n—1

Demonstragio. Nesta demonstracdo, vamos considerar que A\jl,p; = g para i = 1,...,n e \; =
Ai+n—1)(mod2n)+1- S€ja | a constante de dominancia dada pela proposigao [7.1]. Se E; <; Ej41 para
todo j <7 < k < 2n — 1 entdo acabamos. Senao, pela proposi¢ao |7.12|, o angulo entre E; e Ej q é
menor que « e podemos perturbar B de forma a obter autovalores complexos associados ao subespacos
E; e Ej, utilizando a rotacao R?k. Para preservar a estrutura conformalmente simplética, definimos a
isotopia

n _ pta to
By = R},kT-l o Rj,k+1 oB

Por continuidade, existe ¢y € [0, 1] tal que vale uma das possibilidades:

IMPA 69 Junho, 2012



lvana de Vasconcellos Termostatos Gaussianos

t ). t
* Aj =it S A

o NS\ =M

. >\i<)\§=>\2+1<)\¢+1
o /\Z?:)\ng/\%

. /\Z?SAZ-:A%

. Ai<)\2?:/\§<)\i+1

As trés ultimas possibilidades se referem aos casos j <n, k+1>ne j+n # k+1. Em cada um destes
casos uma pequena perturbagao produz um autovalor complexo de posto (i,7 + 1). A diferenca entre
o caso geral é que no espaco dos conformalmente simpléticos, além do autovalor complexo de posto
(1,14 1) associado aos subespacos E; e Ej1, podemos gerar também autovalores complexos associados

aos subespacos E]f e By

At A2 A3 M A5 A6 AT A8 A9 Aoy

O

Lema 7.15. Seja (X, f,&, B,w, 1) um sistema linear conformalmente simplético diagonalizivel de di-
mensao 2n e limitado por K > 0. Dado € > 0 existe lg € N tal que para 1 < i < 2n — 1 vale um dos
dois itens abaizo:

(i) B admite e-perturbag¢ao com autovalor complezo de posto (i,i+ 1)
(ii) Para todo j <i, Ej < &2 B}
Demonstragao. A demonstracao é uma aplicagao indutiva dos lemas [7.7] e [7.14]. O

Lema 7.16. Seja (X, f,&, B,w, 1) um sistema linear conformalmente simplético diagonalizdvel de di-
mensdo 2n e limitado por K > 0. Dado € > 0 existe L € N tal que para 1 <1 < 2n — 1 vale umas dos
dois itens abaizo:

(i) B admite e-perturbacdo com autovalor complezo de posto (i,i+ 1)
(ii) 1By, < &7 By

Demonstragao. A demonstracao é uma aplicacao indutiva dos lemas [7.7] e [7.15]. O

7.6 Condicao suficiente para criacao de homotetias em um sistema
linear

Nesta secao vamos demonstrar a proposicao 7.5. A idéia da prova é utilizar transicGes para multiplicar
matrizes com autovalores complexos de diferentes postos para obter homotetias. Para a demonstracao
precisamos de aplicacoes S; definidas por Sj(Ey) = E(k1j)(mod2n)+1 que o lema abaixo garante a
existéncia.
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Lema 7.17. Seja (3, f,&, A,w, u) um sistema linear conformalmente simplético continuo de dimensao
2n com lransi¢ées. Fize eg > 0 e assuma que para i = 1,...,2n — 1 existe eg-perturbacao de A com
autovalor de posto (i,i + 1). Entao para todo €1 > 0 existe um ponto 0 tal que para todo 1 < i < 2n
existe £1-transicdo [t'] de 0 em O com as propriedades:

(i) Eziste e1-perturbagdao [M];(0) de [M](0) tal que [M]z(0) tem todos os autovalores com multi-
plicidade 1. Denotamos A1 < --- < Aoy, estes autovalores e Ej os autoespagos correspondentes.

(i) Ewiste (co + €1)-perturbacdo [f'] de [t'] tal que a matriz T® deiza invariante Ej, j ¢ {i,i+ 1} e
troca os subespacos F; e Eiyq.

Demonstracdo. A demonstracdo é uma série de perturbacoes de A:
1. Chamaremos 2 = & (g2 < £1).

2. Seja 6 € X. Por [7.6], existe ex-perturbacio A; de A tal que [M] 5(0) tem todos os autovalores
positivos e com multiplicidade 1. Isto mostra o primeiro item do lema.

3. Por hipoétese, existem pontos 6; tais que uma gp-perturbacdo de A produz autovalor de posto
(i,i+1) parai=1,...,2n—1. Considere o-perturbacio Ay de A tal que [M]4(6;) tem autovalor
complexo de posto (4,7 + 1) e todos os outros autovalores A;, j ¢ {i,7 4+ 1}, tem multiplicidade
1. Considere a decomposicio invariante por Ay de £(6;) = E(6;) ® F(6;) ® G(6;) onde F(6;) é o
subespaco associado ao valor complexo em questao e E(GZ) F(6;) < G(6;).

4. Por [7.9], existe eo-perturbacio Az de As tal que E(6) < F(6) < G(6) ¢ levado em E(6;) <
F(0;) < G(6;) e E(0;) < F(0;) < G(0;) & levado em E(0) < F(6) < G(6).

5. Escreva Ez(ﬁz) = T(E,L(H)) e Ei+1 = T(Ezqu (9))

6. Por [7.10], existe eo-perturbacio Ay de Az e m € N tal que My, (0;) preserva a decomposicao e
M (Eiv1(6:)) = Ei(0;)-

7. Considere [t"°] transi¢do de @ para 6; e [t%] transi¢do de §; para 6 cujas matrizes sio Tp; e To,
respectivamente. Por construgdo, a composicao B = Tp; o MZZ(HZ-) o Ty : Eg — &p satisfaz:

e B preserva a decomposicao E(6) & F(6) & G(0)
e B(Ei+1(0)) = Ei(0)

e B(E;(#)) é um subespago unidimensional diferente (e transversal) de F;(0)
8. Por [7.11], existe ex-perturbacio As de Ay tal que B = MAE, (0) o My, 9k o B

e B preserva a decomposicao E(0) & F(0) & G(0)

o B(Ei(9)) = E41(6) e B(Ei+1(0)) = Ei(6)

9. Novamente por [7.9], uma eo-perturbagao Ag de As satisfaz B(FEj) = Ej para todo j ¢ {i,i+ 1}
e temos o segundo item do lema por uma (¢g + €1)-perturbagao de A sobre uma transicao [t'].

O

As aplicagoes S sao composicoes das transicoes do lema anterior. Em particular, S; sao e1-
transigoes de 6 em 6. Por transi¢oes, dado m € N existe um ponto 6, € X e uma e1-perturbagio
de [M]4(0.,) que corresponde a palavra

Wm = W2n—1,m ©--+0 Wl,m S WO,m
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com Wy = Sop—; 0 Ma(0)™ 0 S; 0 Sep_;oS;. A matriz W, é diagonal e o autovalor \;,, associado a
direcao L &

2n 2n
. _ 2 m
N = [T o2 TN
i=1 i=1

em que OSQn,i 9] Sz(Ek) == Ji,kEk e MA(Q)(E]) = )\jEj.
Fazemos ¢; = [[7 07, >0e )= 12", \i, temos que Ajm = ¢;A™. Seja B tal que B(E;) = ¢;E;

1

cnj = ¢; " e By, a matriz tal que B, (E;) = cn;E;. Denote [M];(0) a palavra obtida de [M]a(6)
trocando a primeira palavra A(f) por A(f) o B,. Para n grande o suficiente, [M];(0) é uma e;-
perturbacdo de [M]4(f). Como B, comuta com [M] () temos que (MaB,)" = Ma o B! e temos
uma homotetia.

Portanto existe uma (go + 21 )-perturbagao [M] ;(0,,) de [M]a(0,,) tal que [M] ;(0,,) = Wi, e, por

construcao, W, é uma homotetia.
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CAPITULO 8

Estudo sobre érbitas periédicas em S?

Neste capitulo, consideramos como variedade a esfera S?. Vamos impor restricdes sobre o campo E de
forma a garantir a existéncia de secao transversal global para o termostato gaussiano. O interesse nessa
secao transversal, que se encaixa nos trabalhos futuros, é buscar a existéncia de 6rbitas eliticas.

Vamos aplicar o teorema de Gauss-Bonnet para os termostatos gaussianos e encontrar condigoes
em que existe uma secio transversal global na esfera S?.

Definigao 8.1. Seja S uma superficie orientada ¢ N seu campo normal. Seja C' uma curva orientada
e o a parametrizagdo por comprimento de arco de C' em um ponto p € S. A curvatura geodésica kg de
o emp é definida por:

!

Da ’
kg ={(—,N AN«
g < dS >
Teorema 8.1 (Gauss-Bonnet). Seja R wma regiao reqular de uma superficie orientada cuja fronteira
OR € formada por curvas Ci,...,Cy, onde C;, i = 1,...,n, é reqular por partes, fechada, simples e

estd orientada positivamente. Seja 01,...,0, o conjuntos dos dngulos externos de R, temos que:

Z/ kg(s)ds+/ Kdo+ ) 0; = 2mx(R)
i=17Ci R i=1

onde s denota o comprimento de arco de C;.

Lembramos que a caracteristica de Euler da esfera S? é x(S?) = 2, do disco D ¢ x(D) = 1 e do anel
Céx(C)=0.

Suponha que o termostato gaussiano (S2, g, E) possua uma érbita fechada simples vo em S%2. Em
[4] foi demonstrada a existéncia de uma érbita 7 fechada e simples para o fluxo geodésico sobre S2.
Fazendo com que o campo F seja identicamente nulo sobre 7' entao 79 = 7/ continua sendo uma orbita
do termostato gaussiano.

Seja 7 : SS? — S? a projego canonica e considere o anel D = 7 (7o) \ {70U7g '} (9D = yoUxg t).
Vamos construir uma aplicacdo de retorno f: D — D.

Para isto é suficiente que exista T° > 0 tal que toda érbita do termostato gaussiano intercepte
70 em um segmento de tamanho menor que 7. Suponha que isto ndao acontece. Temos entdo duas
possibilidades:

e Existe 6rbita 3 que nunca intercepta g
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Yo

Yo

SS? SS?

Figura 8.1: Secdo transversal em SS2.

e Existe uma sequéncia de segmentos de érbita 1, de comprimento maior que n tal que 1, nao
intercepta 7p. Neste caso, tomamos a sequéncia ¢, = 1,(t,) dos pontos médios de 7, e existe
uma subsequeéncia tal que ¢, — q e v, = 7,,(t,) — v e a 6rbita v; com condicio inicial (g,v)
nao intercepta vy (pela dependéncia continua da condigdo inicial).

A orbita v divide o hemisfério que a contém em duas regides Sy e S1 (que contém a orbita 7).
Seja r o bordo da regidao S7. O bordo Sy é composto por vy e por r, conjunto formado por v, (de uma
parte ou de toda ~1) e pelos pontos limites de 7.

Seja {Vi}ieq1,..,ny uma cobertura de r por vizinhangas normais.

Considere a sequéncia de pontos {pi}i€{17..,,n} construida da seguinte forma:

e p,Er
e Trés pontos consecutivos da sequéncia, p;, pi+1 € Pit+2, pertencem a mesma vizinhanca normal
e Os pontos p; estdo ordenados de forma que r tenha orientagdo positiva.

Para cada par p; e p;+1 seja n; o segmento de érbita do termostato gaussiano que conecta p; a p;y1.
Observe que 1; nao esta contido no interior de S1 pois se isso acontecesse 7; interceptaria v; em dois
pontos, o que ndo pode acontecer pois estes dois segmentos estdo contidos em uma vizinhanca normal.
Portanto os segmentos de érbita 7; ou estdo contidos em Sy ou coincidem com 7.

Podemos construir essa sequéncia de pontos p; de forma que o poligono formado pelos segmentos
de Orbita 7; tenha todos os dngulos internos ¢; menores ou iguais a w. De fato, seja i¢ tal que o dngulo
interno formado por 7;, e M;,4+1 ¢ maior que m. Definimos uma nova sequéncia p retirando o ponto

Dig+1-

e pi=pi se <1
| Pi=piy1 se P>

S1

Dig+2

Pio+3 Pig+1  Dig

Dig-1 ﬁio—l
So SO
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A sequéncia p também cobre r com orientacao positiva e o segmento 7j;, ou estd contido em Sy
ou coincide com 7;. Dessa forma, o ponto p;,+1 que foi retirado da sequéncia estd contido em Sp.
Contradicao. Portanto os angulos internos ¢; sdo menores ou iguais a 7.

Chamamos de R a regiao definida pelo poligono que esta contida em Sy. O teorema de Gauss-Bonnet
nos diz que

/Kd0'+i/<EvJ_,N/\U>+i9¢:0
R i=1 7

=1

em que K > 0 é a curvatura da esfera e 6; = m — ¢; > 0 sdo os dngulos externos de R. A orbita -y 86

poderia existir se
n n
Z/ (E,.,N Av) = —(/ Kdo+) 6;) <0
i=1 "M R i=1

Portanto temos a aplicacdo de retorno definida se

Z/(EUL,NAWEO
i=1""

Se esta desigualdade é satisfeita, existe uma aplicagdo f : D — D definida no anel aberto D. Uma
vez que o fluxo é C*°, D é uma variedade de codimensao 1 e o fluxo é tranversal a D, pelo teorema
da funcao implicita, temos que f é de classe C'°°°. Além disso, a aplicacdo f preserva a estrutura
conformalmente simplética 2. Portanto f : D — D é conformalmente simplética, ou seja, f*Q = o2
onde o(z) = eo” Bé(sa)ds /o e D ety & o tempo de retorno a secao D.

Portanto se para toda regido R orientada positivamente com bordo formado por g e por um poligono
p com faces 1;;c7 vale

/<E,UJ_,N/\U> >0 i€l
i
entdo a aplicagao de retorno f estd bem definida. Isto significa que o campo externo E deve "empur-
rar"as orbitas para o interior de R.
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APENDICE A

Fendmenos conformalmente simpléticos

Nesta secdo, mostramos a riqueza dindmica do espacgo de sistemas conformalmente simpléticos a partir
de exemplos que possuem propriedades robustas. Construimos exemplos de sistemas

(i) Anosov
(ii) Axioma A e
(iii) Sistema com decomposi¢ao dominada e nao parcialmente hiperbolico.
Para isto, precisamos de algumas defini¢Ges.

Definicao A.1 (Conjunto hiperbolico). Seja M uma variedade compacta, f: M — M um difeomor-
fismoe Df : TM — TM a diferencial de f. Um conjunto f-invariante A é hiperbdlico se o fibrado
tangente restrito a A admite decomposicao em dois subfibrados D f-invariantes E* e E® denotados
subfibrado instdvel e estdvel, respectivamente,

TaAM = E°*® E"
e existem 0 < A <1 e c > 0 tais que
|IDf"v| < cA"™||v|| para todo v € E° en >0

|IDf ™| < eA||v|| para todo v € E* e n > 0.

Definicdo A.2 (Difeomorfismo de Anosov). Um difeomorfismo de classe C' f : M — M de uma
variedade compacta M é um difeomorfismo de Anosov se M € um conjunto hiperbdlico para f.

Defini¢ao A.3 (Conjunto nao-errante). Seja f : X — X uma aplicagao sobre um espago topoldgico
X. O ponto x € X ¢ ponto ndo-errante se para toda vizinhanca U de x existe um inteiro positivo N
tal que

NU)YNU + 2.

O conjunto dos pontos nao-errantes € chamado conjunto nao-errante.
Definicao A.4 (Difeomorfismo axioma A). Seja M uma variedade e f: M — M um difeomorfismo

sobre M. O difeomorfismo f é Azioma A se satisfaz:
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1. O conjunto nao errante de f, Q(f), é hiperbdlico e compacto.
2. O congunto dos pontos hiperbdlicos de f sao densos em Q(f).

Definicao A.5 (Difeomorfismo com decomposi¢ao dominada). Seja M uma variedade e f : M — M
um difeomorfismo sobre M. Um conjunto A f-invariante tem decomposicio dominada se o fibrado
tangente restrito a A admite decomposiciao em subfibrados

Th=FE1® - D E

e existe | € N tal que para todo i < j, x € A e todo par de vetores unitdrios u € E;(z) e v € Ej(x)
temos

IDf @yl _ 1
D f )]l 2
Além disso, a dimensdo de E;(x) é independentes de x € A para todo i =1,... k.

Definicao A.6 (Difeomorfismo parcialmente hiperbélico). Seja M uma variedade e f: M — M um
difeomorfismo sobre M. O difeomorfismos f é (uniformemente) parcialmente hipérbolico se para todo
x € M o fibrado tangente pode ser decomposto T,M = E*(x) ® E°(x) @ E"(x) e existem constantes
C>0e

O< A< <A<pe<Az3<us

com py < 1 < A3 tal que para todo n € N temos
Atloll/C < [IDfM ()| < Cptlloll para v € E*(2),
Agllvll/C < IDf™ ()|l < Cpgllvll para v € E(x),
Alloll/C < IDF ()l < Cpgllvll para v € E*(x).

As defini¢des para fluxos sfo inteiramente analogas.

Construiremos um exemplo de sistema Axioma A e outro com decomposicao dominada e ndo parcial-
mente hiperbolico. O interessante desses dois exemplos é que eles ndo podem ser construidos no contexo
simplético uma vez que, no conjunto das aplicacoes simpléticas nao existem atratores ou repulsores.
Além disso, neste mesmo conjunto, decomposi¢do dominada implica hiperbolicidade parcial.

Os exemplos a seguir sao de difeomorfismos conformalmente simpléticos e fluxos conformalmente
simpléticos. Nestes dois contextos, cada um dos exemplos segue o mesmo roteiro de construcao e
portanto apresentamos esse roteiro agora.

(1) Sistema Anosov

Este primeiro exemplo serve como base ou ponto de partida para a construcao dos outros dois
exemplos

(ii) Axioma A

Considere um sistema Anosov ¢ conformalmente simplético. Seja n érbita periddicade pe U C M
vizinhanca de 7. No interior de U, realizamos uma mudanca de indice de forma que a 6rbita 7
seja repulsora porém mantemos todos os outros pontos periédicos hiperbélicos do sistema original.
Este exemplo ndo pode ser construido no universo simplético e uma forma simples de se verificar
isto é observar que difeomorfismos simpléticos sao genericamente transitivos.
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(iii) Sistema com decomposi¢do dominada e ndo parcialmente hiperbolico.

Este é um exemplo de sistema dindmico, introduzido em [6], com decomposi¢ao dominada mas
sem subfibrado hiperbélico. O sistema é transitivo e seu fibrado tangente se decompoe em dois
subfibrados indecomponiveis: um centro-estavel e outro centro-instavel. Faremos aqui a constru-
¢ao e todas as justificativas sdo idénticas ao caso original e podem ser encontradas em [6].

Para a constru¢ao do exemplo sdo necessirias 3 cirurgias em um Anosov Linear g de indice
(dimensao do espaco estavel) 2. Duas cirurgias tem como fun¢do tornar um subespago instéavel
em centro-instavel e um subespaco estavel em centro-estavel. O objetivo da tltima cirurgia é
tornar os subespacos centro-instavel e instavel indecomponiveis e 0 mesmo para os subestagos
centro-estavel e estavel. A tnica forma de fazer isto é produzindo autovalores complexos.

Considere ¢ : M — M um sistema conformalmente simplético Anosov com indice de estabilidade
igual a 2n tal que ¢*w = Pw. Sejam 11, 9 e 03 oOrbitas periddicas distintas de ¢, p1 € 71,
P2 € M2 € p3 € n3. Sejam Uy, Us e Us C M vizinhancas de 71, 72 e 13, respectivamente, tais que
UNnU;=0parai#jeije{1,2,3}.

Inicialmente para ¢, todos z € M tem decomposicao do espago tangente
T.M=E"®E"® E°® E*.
Dentro de cada vizinhanca, realizaremos as cirurgias:

1. Mudanca de Indice: O indice de p; que é 2 se torna 3. A decomposicio do espaco tangente
neste ponto ¢ T, M = E*“ @ E° ® E° © E*.

2. Mudanca de Indice: Mudamos o indice de py para 1. A decomposicio do espaco tangente
neste ponto ¢ T, M = E“* @ E* © E" @ E*°.

3. Autovalor complexo: Os os autovalores correspondentes as diregoes instaveis e estaveis de
p3 serao complexos. A decomposi¢ao do espago tangente neste ponto é T, M = E" © E°.

Dessa forma, o sistema obtido tem decomposicdo dominada mas ndo é parcialmente hiperbélico
pois o fibrado tangente se decompde T'M = E“°@ E“ e cada um dos subfibrados é indecomponivel
devido aos autovalores complexos. Este exemplo também nao é simplético pois pontos como pq e
po nao podem existir em aplicacdes simpléticas.

No caso de sistemas conformalmente simpléticos, podemos pensar em bifurcacées e perturbacoes de
duas formas distintas. Uma delas é mantendo ou modificando a estrutura conforme, ou seja mantendo
ou modificando a funcao B tal que ¢*w = Sw, respectivamente.

Exemplos de difeomorfismos conformalmente simpléticos

(i) Anosov

O primeiro exemplo é um difeomorfismo simplético Anosov é o Anosov linear em T? e consiste na
aplicacdo T : T? — T? induzida pela transformacio linear A : R? — R?

(1)

com a 2-forma wy igual a forma de volume em T2
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(ii) Axioma A - modificando a estrutura conformalmente simplética

Este exemplo nao existe no contexto simplético pois tem um repulsor. Dependendo da estrutura

inicial, nao é possivel construir este exemplo sem modificar 5. O exemplo de Axioma A dado é o

difeomorfismo derivado de Anosov que é construido com uma cirurgia sobre um difeomofismo Anosov

em T? e a justificativa de que, de fato, temos um derivado de Anosov pode ser encontrada em [14].
Em dimensao dois, um difeomorfismo conformalmente simplético deve satisfazer

f*wf(x) = B(x)w:p
det(Df(z))we = Bl@)ws

e a unica restri¢ao sobre o difeormofismo é que det(D f(z)) = 5(z) > 0.

Consideramos ¢ : T2 — T? o Anosov Linear, 7 : R? — T2 projecdo natural e A : R> — T2 aplicacido
linear que induz g. Realizamos a cirurgia numa vizinhanca U de um ponto fixo p de g. Seja ¢ : T? — R?
carta local tal que ¢~ !(x1,22) = m(z1v1 + 29v2) onde v; e v s30 0s autovetores unitarios de L. Entdo
pogod Hwy,w2) = Ay, puw2) com A< 1, u>1elu=1.

Tome ¢ : R — R, uma funcao do tipo salto C°° com suporte contido em 71 (U) e tal que ¥ (t) = ¥ (—t)
em que 7] € a projecdo na primeira coordenada. Definimos o difeomorfismo f tal que, fora da vizinhanca
U, f coincide com g e, em U, f éigual a ¢! o F o ¢ em que

F(x1,22) = (A + (2 = Mo (krz1)Y(22)) 21, pe).

O ponto p é ponto fixo de f e, dentro da vizinhanca U, a derivada de f. se escreve

i) = () €0)

em que

alzr) = iji(xl,xg)
d
(@) = Gt

Figura A.1: A curva representa a coordenada x1 da aplicagio F.

Observe que det(Df(z)) = a(x)p. Definimos B(x) = a(z)u e ja sabemos que a(z) > 0 para todo
x € T?, entdo f satisfaz f*w = fw.

IMPA &1 Junho, 2012



lvana de Vasconcellos Termostatos Gaussianos

(iii) Decomposi¢cao dominada e nao-parcialmente hiperbdlico - modificando a estrutura
conformalmente simplética

Comecamos a construcio pelo Anosov linear g : R* — R* que consiste no produto cartesiano de dois

Anosov induzidos por
2 1 2 1
(i) me(T)

e é uma aplicacao simplética que preserva a forma candnica w = dxy A dxg + dzo A dxy.
Sejam p1,p2 e p3 € T4 pontos periodicos de g e Uy, Uy e Uz C T* vizinhancas do p; correspondente.
Inicialmente para g, todos z € T* tem decomposicao do espaco tangente T,T* = E*® E*® E* @ E*.
Dentro de cada vizinhanga, realizaremos as cirurgias:

1. O indice de p; que é 2 se torna 3. Este item é idéntico ao 2, bastando considerar g~ .

2. Mudamos o indice de po para 1.
Inicialmente em po os autovalores satisfazem a relacao
M <A <l<at<ah

Localmente, podemos escrever g como (com 0 correspondendo a py)

9(x) = (21,2, 73, 74) = (M121, Aaw2, Ay w3, A\ '7q)

Seja b: T* — R uma funcdo do tipo salto, com suporte em Us,. Escrevemos localmente f:

f(x) = db(z)g(x)
(db(z)\z1, db(x)Naxe, db(x)Ay x3, db(z)A\[ x4)

O difeomorfismo operado f é conformalmente simplético:

f*w = f*(d.%'l Adxg + dxo A d$4)
= (db(x))?(dzy A dxs + dxo A diy)
= 6(1’)((11‘1 Adxs + dxa A diL'4)

Basta escolher a constante ¢ = d? apropriada para a mudanca de indice. Tomando Ay led< )\fl,
temos:

d\ <1< dhy <d)\'t <d\*

3. Os autovalores correspondentes as direcoes instaveis e estaveis de pg serao complexos.

Podemos fazer essa cirurgia no espaco das aplicagbes simpléticas. Considere o ponto fixo ps e
uma vizinhanga coordenada Us. Suponha que Us seja suficientemente pequena tal que, dentro
dela, podemos escrever g:

g(x1, x2, 3, x4) = (M1x1, A2, A3x3, A4x4)
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onde 0 corresponde a p3, A\iAs = A2Agy = 1 e P® é o plano gerado por z; e x9 e corresponde ao
espaco estavel de g e P* é o plano gerado por x3 e x4 e corresponde ao espaco instavel. Vamos
produzir em P" e P? autovalores complexos para torna-los indecomponiveis.

Seja D? x D? um retangulo de dimensdo 4 contido em Uz e b : D?> — R com b(0) = 1 e
supp(b) C D%. Considere a familia de rotacoes R; : R? — R%:

Ry = (S )

sinb(x)t  cosb(z)t

e a familia de difeomorfismos ¢; : R* — R* dada por

¢e(2,y) = (Re(x), Re(y))-

Para t suficientemente grande, a composi¢ao f; = ¢;0g tem tem autovalores complexos associados
as direcoes P* e P%. Além disso, f; preserva a forma candnica e portanto é simplética.

Exemplos de fluxos conformalmente simpléticos
(i) Anosov

Seja (M, g) variedade Riemanniana de curvatura negativa e ¢ : TM — T'M o fluxo geodésico associado.
Considere o conjunto T°M = {(z,v) € TM|(v,v) = ¢} que é a restricdo de ¢ ao nivel de energia c.
O conjunto T°M ¢é uma variedade conformalmente simplética, de fato, a forma canoénica wy = dk (em
que k ¢ a l-forma tautologica em TM obtida atréves da métrica (-,-) em M) restrita a T(T¢M) &
simplética. O fluxo geodésico satisfaz ¢(T°M) C T°M. Logo, o fluxo geodésico restrito ao nivel de
energia ¢ é um fluxo conformalmente simplético.

(ii) Axioma A - preservando a estrutura conformalmente simplética

Considere (M, ¢,w, ) um fluxo conformalmente simplético Anosov tal que ¢*w = fw. Seja n orbita
periédica de ¢, p um ponto de n e e A? o cociclo derivada transversal ao longo de 7.

Existe § > 0 tal que para o sistema de coordenadas conformalmente simplético adaptado a 7,
h:V CR™ — U C M em que U é uma vizinhanca de p é tal que B(5,0) C V. Por abuso de
linguagem, denotamos a representacao em coordenadas pelos mesmos simbolos. Nosso objetivo é fazer
p um ponto repulsor e, se desejarmos manter a estrutura conforme fixa, é preciso existir ¢ > 0 tal que
os autovalores do cociclo linear em p satisfazem

. 1
MAN{ A jn h=1,....n > € > ma:v{/\fk}kzl,...,n
Se existir tal ¢ entao aplicaremos a seguinte proposicao n vezes para k =1,...,n.

Proposicao A.1 (Mudanca de indice-versao 1). Considere um fluzo conformalmente simplético ¢ :
M — M, t € R, tal que ¢*w = Pw, uma drbita fechada n de ¢ e a aplicacao linear de Poincaré
P = Aprerodo) sopre p € n . Suponha que em um sistema de coordenadas conformalmente simplético
adaptado a n, tal que os autovalores A\, € Ay de P associados as diregoes ey, € exiy, respectivamente,
500 tats que AgAjpyn = B € Agyn > 1> Ap.

Entao é possivel realizar uma cirurgia em ¢ e obter um fluzo conformalmente simplético qg tal que

(i) ¢ preserva a estrutura conforme = f3

(ii) n € orbita de ¢
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(111) Se ¢ € R € uma constante tal que

1< A <ce<

k+n

entao os autovalores da aplicacio de Poincaré P de ¢~5 empeEN SGo cAp > 1 e %)\Hn > 1.

Demonstra¢ao. Por abuso de linguagem, continuaremos a denotar a representagdo em coordenadas de

¢ e T da mesma forma. Vamos definir uma familia de difeomorfismos ¢! : M — M que produzira a

cirurgia desejada em ¢. Seja h: R — R uma funcao do tipo salto C*° tal que h(0) = le h(J) = 0.
Defina A : R x R x R2Zn+1 5 R2nHl ¢ ¢ por

1 sei=j#kouk+n
L+rt(c—1)b(|z]) sei=j5=k
A?",t,IEi‘:AiCL‘i': 1 . .
( )7] ( )7] 71+rt(c—1)b(|a:\) se1 = :n+l{;
0 sei#j

qg,r, = AT (o] ¢
Note que, para z € B(r,0), -

Fazendo gg = q~51 entdo temos o desejado.

(ii) Axioma A - modificando a estrutura conformalmente simplética

Seja A1,..., A autovalores da aplicagao de Poincaré T' de ¢ em p tais que \; <1, =1,...,k. Sejac

tal que ¢ > m e aplique a proposicao abaixo.

Proposicao A.2 (Mudanca de indice-versao 2). Considere (M,w) uma variedade conformalmente
simplética de dimensdo 2n + 1, ¢ : M — M, t € R, um fluro conformalmente simplético tal que
¢*w = Pw e seja n uma orbita de ¢. Consideramos a aplicagao de Poincaré P entre os pontos n(0) e
n(1), respectivamente.

Suponha que em um sistema de coordenadas conformalmente simplético adaptado a n, h : 'V C
R — U C M em que U ¢ uma vizinhanga de p ¢é tal que B(5,0) C V.

Seja ¢ € R uma constante. Entdo € possivel realizar uma cirurgia em ¢ para obter um fluzo
conformalmente simplético, ¢, tal que

(i) 0 € uma trajetoria de ¢

(ii) os autovalores da aplicagio de Poincaré P entre os pontos n(0) e n(1) sdo os autovalores de ¢
multiplicados por ¢

(iii) P preserva a estrutura conforme 3 = ¢"3

Demonstra¢ao. Por abuso de linguagem, continuaremos a denotar a representagdo em coordenadas de
é e T da mesma forma. Vamos definir uma familia de difeomorfismos ¢ : M — M que produzir a
cirurgia desejada em ¢. Seja h : R — R uma funcao do tipo salto C*° tal que h(0) =1 e h(d) = 0.
Defina A : R x R x R2"HL 5 R2n+L o ¢ por

1l sei=75=1
A(r,t,x);; = Ai(az)u =< 1+4+rtle=1)b(z|]) sei=7#1
0 sei#j
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¢r:Aro¢

Note que, para z € B(6,0), (&ﬁ)*wﬁ(m) = (1 + rt(c — 1))"b(|z|) B! (z)w,. Fazendo ¢ = ¢ entdo
temos o desejado.

U U

O

(iii) Decomposicao dominada e nao-parcialmente hiperbdlico - preservando a estrutura

conforme

Considere ¢ : M — M um fluxo conformalmente simplético Anosov com indice de estabilidade igual a
2 em uma variedade conformalmente simplética M de dimensdo 5 tal que ¢*w = fw. Sejam 11, N2 €
13 Orbitas periodicas distintas de ¢, p1 € n1, p2 € N2 € p3 € 3. Sejam Uy, Us e Us C M vizinhangas de
M1, 72 € M3, respectivamente, tais que U; NU; = () para i # j e 4,5 € {1,2,3}.

Para todo x € M, a decomposicao do espaco tangente ¢ T, M = E** & E* & E° & E*°. Dentro de
cada vizinhanca, realizaremos as cirurgias:

1.

Mudanca de Indice: O indice de p; que é 2 se torna 3.
Em p;, os autovalores satisfazem A3 > Ay > 1 > A9 > A tais que \MAz3 = = Ay,
Escolha c tal que 1 < Ay <c¢ < /\—12 e aplique a proposigao [A.1].

. Mudanca de Indice: Mudamos o indice de py para 1.

Em po, os autovalores satisfazem A3 > Ay > 1 > A9 > A1 tais que \MAz3 = = A4
Escolha ¢ tal que \y > ¢ > )\% e aplique a proposigao [A.1].

. Autovalor complexo: Os os autovalores correspondentes as dire¢bes instavel e estavel de ps serdo

complexos.

Existe § > 0 tal que para o sistema de coordenadas conformalmente simplético adaptado a 7,
h:V CR?® — U C M em que U ¢ uma vizinhanca de p3 é tal que B(6,0) C V. Por abuso de
linguagem, denotamos a representagao em coordenadas pelos mesmos simbolos.

Em p3, os autovalores da aplicacio de Poincaré satisfazem A3 > Ay > 1 > A9 > A\ > 0 tais que
AAs = 0 = A \g.

Queremos que os autovetores associados aos autovalores A3 e A4 estejam associados a um autovalor
complexo )\, e também que os autovetores associados aos autovalores \a e A1 estejam associdados
a um autovalor complexo As;. Para isto, precisamos escolher 6 tal que

(/\3 + )\4)2 cos’ 0 — 4X304 <0

(A2 4+ A1) cos? 0 — 4ha\; < 0.
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Seja b : R — R uma funcao do tipo salto C*° tal que b(0) = 1 e b(1) = 0. Defina R :
R x R x R2" — R?" por

1 sei=75=1

R 07$ :Rt T :{ ..
( )1,2 ( )172 (R’i2 o Rg4)w($) sei,5 >1

em que Rfj : R?" — R27,

i J
1 0 0 0 0 0
, ; 0 cos(b(|z|)td) 0O 0 —sin(b(|x|)t0) 0
RY)(x) = 0 0 1 0 0 0
. 0 0 0 1 0 0
J 0 sin(b(|z)td) 0 0 cos(b(|z|)t0) 0
0 0 0 0 0 1

o' =Rog

A familia de difeomorfismos gzNSt M — M em t =1 o fluxo qNS é tal que, n é uma trajetoria de qz~5,

¢ preserva a estrutura conforme 5 e o autovalor associado a e e e; € complexo.

(iii) Decomposi¢ao dominada e nao-parcialmente hiperbdlico - modificando a estrutura
conforme

Considere ¢ : M — M um fluxo conformalmente simplético Anosov com indice de estabilidade igual a
2 em uma variedade conformalmente simplética M de dimensdo 5 tal que ¢*w = Bw. Sejam 11, m2 € 713
6rbitas periddicas distintas de ¢, p1 € 1, p2 € 12 € p3 € 3. Sejam Uy, Uy e Us C M vizinhancas de 1y,
12 € 13, respectivamente, tais que U; NU; = 0 para i # j e 4,5 € {1,2,3}. Dentro de cada vizinhanga,
realizamos as cirurgias:

1. Mudanca de Indice: O indice de p; que é 2 se torna 3.

Em p1, os autovalores satisfazem A3 > Ay > 1 > A9 > A1 tais que \MAz3 = 3 = A4
Escolha c tal que A3 > % > A4 e aplique a proposicao [A.2] para este c.

2. Mudanca de Indice: Mudamos o indice de po para 1.
Em po, os autovalores satisfazem A3 > Ay > 1 > A9 > A1 tais que \MA3 = = A4
Escolha c tal que Ay > % > A; e aplique a proposicao [A.2] para este c.

3. Autovalor complexo: Os os autovalores correspondentes as direcoes instavel e estével de p3 serdo
complexos.

Idéntica ao caso anterior em que a estrutura simplética é preservada.
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Estrutura Hamiltoniana para o fluxo geodésico da conexdo de Weyl

Uma geodésica da coenxao de Weyl satisfaz V,w = 0 que em termos da conexdo Riemanniana esta

€equacao se escreve
Vow + 2y(w)w — |w|*E

Tomando a 2-forma Q = wy — (7) A K, temos
Vamos escrever o fluxo conformalmente Hamiltoniando em 7% M. Escolhemos coordenadas (¢q,U)

de M entao:
1. H(q,p) = 595;(0)pin;,
2. K" =pidg; ,
3. w* =dg; N dp;,

0H 0H

dH = ——dg;+ ——dp;
OH 1, .
£ = 3 19kIPED

7
OH i}
Op; = 9ubi

(2

. B dgi(F) dpi(F) \ _ () A(v)
A= det< dgi dp; det Eidq;  pidg

Fazendo dH = ix{) encontramos as equagoes

G = g;;p
. 1 * * *
pi = —iaigklpkpz—(v (v)pi — k" (v)E;)
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Considerando v; = ¢;, temos

Vi = Okgi;vkDj + 95;D;

* * 1 * * *
= Owgijoepj + gz-j< = 59i9upep — (V' (v)pj — & (U)Ej)

* * 1 * *
= <3k9zjvkpj - gijiajgkzlpkpl> - g?j (7*(U)Pj -k (U)Ej>
Dhvrvr — g5 (v (0)pj + [[0l|* E)
= Thyoeo — v ()i + |vl°g5 E;
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apenpice C

Geometria do espaco tangente de variedades com estrutura Weyl

Uma vez que definimos a no¢do de conexao compativel com a estrutura de Weyl para a variedade de
Weyl (M, F) no capitulo 3, faz sentido estudar a geometria do espago tangente T'M com respeito a
estrutura de Weyl e é isto que faremos neste apéndice.

Seja m: TM — M a projegao candnica, ou seja, se 0 = (z,v) € TM entao w(x,v) = .

Definicao C.1. Eziste um subfibrado de TT M chamado subfibrado vertical cuja fibra V(0) é
V(0) = ker(dgm).

Definicao C.2. Seja § € TyTM e z : (—e,e) — T M uma curva adaptada a . Tal curva pode ser
escrita como z(t) = (a(t), Z(t)). em que « = oz e Z é um campo vetorial ao longo de . Definimos
a aplicacao de conexdo K : TTM — TM da seguinte forma

Ko(&) = (Va2)(0).
Definicao C.3. O subfibrado horizontal € o subfibrado de TTM cuja fibra em 0 é dada por
H(0) = ker(Ky).

As aplicagbes dmr\ﬁ(e) c H(O) — TuM e IA(Q\V(Q) : V(0) — T, M sao isomorfismos lineares e
considerando o isomorfismo jg : ToT'M — T, M x T, M dada por

jo(§) = (dom€, Ky(§))
podemos escrever podemos escrever o espago tangente Ty T'M de T'M em 6 como a soma direta

TyTM = H(0) ® V(0) ~ R" & R™.

Assim, dado um vetor £ € TT M podemos identifica-lo com jg(&) = (&n,&w), em que &, = dpm(§) e
& = IA(g (£) sao a componente horizontal e vertical de &, respectivamente.

Seja z : (—e,e) = TM e 2(0) = &, considere a familia de geodeésicas do fluxo de Weyl f(s,u) =
7 o ¢'(2(u)) parametrizadas pelo pardmetro u e o campo de Jacobi J associado a essa familia.

Proposicao C.1. Dado 0 € TM e £ € TyTM et € R entio

dodi (&) = (Je(t), Je(t))
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Demonstracao.

K0 = Dwosz)| = dolr o 00)(6) = diy(oym o ol

ou =
Je(t) = é)aaw o pi(z(u)]
D 0
= 8—@— ogbt(z(u)) —0
D
= o (z(u)))u_O_K@ ) (dey(€))

O

Definigao C.4. Utilizando a decomposicao TyT M = ﬁ(Q) @ V(0), definimos a métrica de Sasaki por
(€. X))o = (dom€, domX) (o) + (Ko(€), Ko(X))n(s)

O fluxo geodésico da conexao de Weyl G:TM — TTM ¢ dado por

G(0) = 2 6 Oemo = 2 (plt). (el

utilizando a identificacdo jg R
G(0) = (v,0).
Chamamos de fibrado unitdrio de M, SM, o subconjunto de T'M formado por pontos da forma
0 = (xz,v) € TM com |v| = 1.

Proposicao C.2. Um wvetor & € TyT M pertence a TySM se e somente se (Ky(§),v) = 0 em que

0= (x,v).

Enumeramos agora um conjunto de propriedades tteis da conexao de Weyl.

nao usa simetria

As proximas duas propriedades valem para conexdes simétricas. A primeira é o lema de simetria e
a segunda é a equagao de Jacobi.

1. Simetria:

Seja f : A € R? — M uma superficie parametrizada e sejam (s,t) as coordenadas de R2. Seja
V = V(s,t) um campo vetorial ao longo de f. Entao

Dof _Dof
ds Ot Ot Os
2. Equacao de Jacobi:

Um campo de Jacobi J ao longo de uma geodésica n satisfaz

J+R(n,J)np=0

em que ﬁ(X,Y)Z =VyVxZ - VxVyZ + %[X’y}Z é a curvatura de Weyl.
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3.

Derivada do Fluxo Weyl

Da simetria da conexdo (lema de simetria) e do fato que o fluxo se escreve como ¢(t) = (n(t),n(t))
temos que a derivada do fluxo de Weyl satisfaz:

o' (&) = (Je(t), Je)

em que J é campo de Jacobi ao longo da trajetéria n(t) = w¢!(f) com condices iniciais J(0) e
J(0) iguais a componente horizontal e vertical de &, respectivamente.

As ultimas propriedades desta lista derivam-se do fato de que a conexao de Weyl ndo é compativel
com a métrica e sim com a estrutura de Weyl (Definicao [3.3]).

4.

Nao compatibilidade com a métrica :

Se g é o tensor métrico, entdo a sua derivada tensorial satisfaz

Xg(Y.2) = (Vxg)(V,2)+9g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)
Xg(Y.2) = —(X)g(Y.Z)+9(VxY,Z) +g(Y,VxZ)

. Simbolos de Christoffel:

Seja p um ponto de M e {eq,...,e,} uma base de T,,M, os Simbolos de Christoffel da conexao
de Weyl sao dados por Vee; =5, Fﬁjel e iguais a

TP =I5+ {7(€i)gkj +(ej)gri — v(ek)gij}g"””
k

em que (¢F™) ¢ a inversa de (grm)-
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APENDICE D

Propriedade do determinante

Demonstraremos uma propriedade de determinantes que é utilizada no capitulo 5.

Proposicao D.1. Considere a matriz

[t 4

B C

em que A, B e C sao matrizes n X n e 0 é uma matriz nula. Entdo
det(M) = (—1)"det(A)det(B).
Demonstracao. Provaremos o resultado por inducao.
(i) Passo base: Para n =1 o resultado é verdadeiro.

(ii) Passo indutivo: Célculo do determinante de uma matriz M com dimensao 2n x 2n.

2n
det(M) = Zml,kml,k
k=1

= > (—)"Fay pdet(M7HF)
k=1

em que o indice superior de M1"+k indica o ntimero da coluna retirada da matriz original e o
indice inferior indica o nimero da linha retirada. As matrizes M{”k sdo da forma

N 0, Ak
M1+k: |:31 Cll{|

Para clarear a notacio, chamaremos N* = M{L+k.
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2n—1
det(N*) = annnln

n

= Z(—1)l_lbl,nd€t((Nk)?+n—l)

=1

As matrizes (N¥)  tem dimensdo 2(n — 1) x 2(n — 1) e sdo da forma

l+n—

e 0 Al
(N )H—n—l = |:Bln Clllc

Pela hipotese de inducao

det((N*)}y 1) = (=1)""'det(Af)det(B}')

Assim

= Zn:(—l)l_lbz,n(—1)”_1d6t(A’f)d6t(Bz")

— zn:(_nlb,,ndet(A’f)det(Bm

e finalmente

det(M) = > (- 1+ka1kz )by ndet(A¥)det(BP)

k=1
= (=) (1) argdet(A}) Y (=1)F by det(BY)
k=1 I=1
= (D" (- aypdet(A}) Y (—1) by pdet(BY)
k=1 =1

= (—1)"det(A)det(B)
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APENDICE E

Resultado para difeomorfismos conformalmente simpléticos

Vamos mostrar um lema do tipo Franks para o caso de difeomorfismos conformalmente simpléticos.
Note que este caso engloba o caso simplético também.
Seja f: M — M um difeomorfismo conformalmente simplético. Iniciamos com um lema trivial:

Lema E.1. Seja A € CS(2,R) tal que ATJA = pJ. Entdo A~ pertence a CS(2n,R) e (A~1)JA™! =
1

=J.

m

Definicao E.1. Seja A € CS(Zn,]R)~ matriz conformalmente simplética. Uma e-perturba¢do de A €
uma matriz A € CS(2n,R) tal que ||[A— Al <e

Finalmente o lema que é o objetivo desde apéndice, ou seja, a versdo do lema de Franks para
difeomorfismos conformalmente simpléticos:

Lema E.2. Seja (M,w) variedade conformalmente simplética de dimensao 2n e x € M drbita periddica
de f de periodo p(z). Seja f;z 2T, M — Ty, M a diferencial de f nos pontos x;, i = 1,...,p(x) — 1.

Seja B; uma € perturbacao de df;z Entao existe e1 > 0 e difeomorfismo g eo-préximo na topologia
Cl de f tal que g'(x) = x; e tal que g;:i = B;. Além disso lim._,ge3 = 0.

Demonstracio. Parai=1,...,p(x) — 1, considere ¢; : V; C M — U; CR?*" i =0,...,p(x) — 1, cartas
locais conformalmente simpléticas que mapeiam uma vizinhanca V; de x; = f%(x) numa vizinhanca U;
do zero. Seja fz : U; — U1, a representacao de f em coordenadas.

Seja ¢; : U; — R uma fungdo funcdo do tipo salto com suporte em V; e imagem em [0, 1] tal que
61(0) =1 ¢ |6 (3)] < K para algum K; € R.

Seja E; a matriz simplética e1-proxima da identidade tal que B; = A; o df,, dada pelo lema, 7.5.

Considere a composicao conformalmente simplética § = (¢;(E; — I) + 1) o f;.

Note que g(z;) = ziy1 € g (2;) = E;jo f(0) = B; e, aléem disso, ||g — f|| < Ke = €3 em que
K =maz{Ky,...,Kpg-1}- O
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APENDICE F

Existéncia de secdo transversal para o fluxo geodésico

Este apéndice contém o argumento original de Birkhoff [4] que mostra a existéncia de se¢ao transversal
para S? com métrica com curvatura positiva para o fluxo geodésico.
Seja 1 a orbita fechada e simples, cuja existéncia foi mostrada em [4], que divide a esfera em

. P . . r Ty M .
dois hemisférios. Considere o quociente do espaco Ty, M pelo vetor 7, <”1,>. Vamos construir uma
71

aplicacao de retorno
. T’Yl /]M N T’Yl /]w )
(") (1)
Para isto precisamos que exista T' > 0 tal que toda dérbita do fluxo geodésico que intercepte o em um
segmento de tamanho menor que 7T
Suponha que isto ndo acontece. Temos entdo duas possibilidades:

e Existe érbita 7 que nunca intercepta g

e Existe uma sequéncia de segmentos de érbita 7, de comprimento maior que n tal que 7, nao
intercepta 7;. Neste caso, tomamos a sequéncia ¢, = 1,(t,) dos pontos médios de 7, e existe
uma subsequéncia tal que ¢, — q e v, = n;(tn) — v e a oOrbita com condi¢do inicial (¢g,v) nao
intercepta -y (pela dependéncia continua da condigao inicial).

A orbita 1 divide o hemisfério que a contém em duas regides Sy e S1 (que contém a orbita 7).
Seja r o bordo da regiao Sy. O bordo Sy é composto por vy e por r, conjunto formado por ~; (de uma
parte ou de toda ~1) e pelos pontos limites de ;.

Seja {Vi}ieq1,..,ny uma cobertura de r por vizinhangas normais.

Considere a sequéncia de pontos {pi}z‘e{l,...,n} construida da seguinte forma:

e p,ET
e Trés pontos consecutivos da sequéncia, p;, pi+1 € Pit+2, pertencem a mesma vizinhanca normal

e Os pontos p; estdo ordenados de forma que r tenha orientagdo positiva.

Para cada par p; e p;11 seja n; o segmento de drbita do fluxo geodésico que conecta p; a p;y1-
Observe que n; nao estd contido no interior de S7 pois se isso acontecesse 7); interceptaria v, em dois
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pontos, o que nao pode acontecer pois estes dois segmentos estdo contidos em uma vizinhanca normal.
Portanto os segmentos de dérbita 7; ou estdo contidos em Sy ou coincidem com ;.

Podemos construir essa sequéncia de pontos p; de forma que o poligono formado pelos segmentos
de Orbita 7); tenha todos os dngulos internos ¢; menores ou iguais a w. De fato, seja ig tal que o dngulo
interno formado por 7;, e M;j,4+1 ¢ maior que m. Definimos uma nova sequéncia p retirando o ponto

Dig+1-

. pi=pi  se i<ig
| Pi=pir1 se >

S

Dig+2

Pig+3 Pig+1  Dig

Pig—-1 ﬁio—l

S() SO

A sequéncia p também cobre r com orientacao positiva e o segmento 7;, ou estd contido em Sy
ou coincide com 7. Dessa forma, o ponto p;,4+1 que foi retirado da sequéncia estd contido em Sp.
Contradicao. Portanto os dngulos internos ¢; sao menores ou iguais a 7.

Chamamos de R a regido definida pelo poligono que estd contida em Sy. O Teorema de Gauss-
Bonnet nos diz que

/Kda—l—ieizo
R i=1

em que K é a curvatura da esfera e 0; sao os dngulos externos de R.
Sabemos que 6; > 0 (0; = m— ¢;) e pela hipotese de curvatura positiva, chegamos numa contradi¢ao.
Portanto, a érbita 71 nao pode existir.
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