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Resumo

O objetivo deste trabalho é analisar o erro na parte espectral de modelos de
circulagao geral devido ao uso de grade reduzida em vez de grade plena convencional.

O célculo dos coeficientes de Fourier-Legendre em uma expansao em harmonicos
esféricos pode ser numericamente exato quando uma grade Gaussiana normal é utili-
zada, mas ha introducao de erro devido ao uso de grade reduzida.

Neste trabalho, deduzimos uma férmula para o calculo do erro introduzido pelo
uso de grades reduzidas na avaliacdo de harmonicos esféricos. Aplicamos esta férmula
para obter uma estimativa quadrdtica do erro associado a grade reduzida. Aplicamo-la
também na avaliacao do erro em harmonicos de Hough.

Consideramos o sistema de equacoes de aguas rasas linearizadas no plano, para
utilizarmos o método espectral, usando série de Fourier no quadrado periddico, e ana-
lisarmos o efeito do uso de grades reduzidas na evolugao das ondas planares que sao
solucao do referido sistema. Estamos interessados em estudar apenas a parte linear
do método, que é a parte espectral. Este estudo foi feito com a intencao de avaliar
quaisquer erros, inclusive aliasing, mais facilmente que na esfera. Ha um erro nao linear
associado ao transporte lagrangeano, o qual nao é tratado, porque esta fora do escopo
desta tese. Mostramos que os tinicos erros lineares espaciais introduzidos pela redugao
da grade, além do erro de truncamento, sao os erros de aliasing.

Com esses resultados obtidos, fazemos um estudo detalhado do erro de trun-
camento espectral em conjunto com o erro de aliasing em transformadas de Fourier-
Legendre. Concluimos que existe margem para conseguir grades reduzidas melhores que
as de Courtier-Naughton (CN) e Hortal-Simmons (HS), do ponto de vista do balango
entre erro e custo. Isto é, a grade de (HS) tem erro exagerado, conforme Courtier-
Naughton perceberam e corroboramos neste trabalho, mas a grade de (CN) é cara
demais, pois reduz exageradamente o erro.

O objetivo deste estudo é que ele possa guiar a especificagao otimal da redugao
da grade em modelos operacionais de circulagao global espectrais semilagrangeanos.



Abstract

The objective of this work is to analyze the error in the spectral part of general
circulation models when reduced grids are used, instead of the conventional Gaussian
grid.

The numerical calculation of the Fourier-Legendre coefficients in the spherical
harmonic expansion when a normal Gaussian grid is used can be done with good
accuracy, but there is introduction of errors by the use of reduced grids.

In this work we obtain a formula for the calculation of the error generated by the
use of reduced grids in the evaluation of spherical harmonics. We apply this formula
to get a quadratic estimate of the error associated with the reduced grid and also to
evaluate the error in Hough harmonics.

We apply the spectral method, using Fourier series in the periodic square, for the
analysis of the errors introduced by the use of reduced grids in the evolution of plane
waves that are solutions of a linearized system of shallow water equations in the plane.
We interested in studying only the linear part of the method, that is the spectral part.
This study was made with the intention to evaluate any errors, including aliasing, more
easily than in the sphere. There is a nonlinear error associated with the lagrangean
transport, wich is not treated, because it is not part of the target of this thesis. We
show that the errors of aliasing are the only spatial errors in the linearized equations,
besides the spectral truncation error.

Once these results were obtained, we made a detailed study of the spectral trun-
cation error together with the aliasing in Fourier-Legendre transforms. We show that
there is a gap between Courtier-Naughton and Hortal-Simmons reduced grids, in sense
of balance between error and cost. The objective of this analysis is to serve as a guide
to optimal balance specification of reduced grids in operational semilagrangean spectral
global circulation models.
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1 Introducao

O método espectral, especialmente combinado ao tratamento semilagrangeano
dos termos de transporte, é muito eficiente computacionalmente quando usado em Mo-
delos de Circulacao Geral. A principal fonte de ineficiéncia é o excesso de pontos nas
vizinhancas dos polos na grade Gaussiana utilizada em métodos espectrais convencio-
nais, pois com o aumento da resolucao dos modelos, os pontos polares se tornam mais
préoximos. A integracao de modelos espectrais usando-se uma grade reduzida tem sido
considerada por alguns autores, a ponto de ser usada regularmente. Como a grade
reduzida tem poucos pontos ao longo dos circulos de latitude longe do equador, a van-
tagem no seu uso ocorre no sentido em que o erro nao é exagerado, mas a reducao de
custo é substancial, uma vez que ela gera uma economia no excesso de cdlculo. Hortal e
Simmons [9] fizeram integra¢des de modelos espectrais nos quais a grade Gaussiana de
pontos em que os termos nao lineares sao avaliados é reduzida. Entao um problema no
polo pode surgir do uso de uma grade gaussiana reduzida no método da transformada
espectral, uma vez que altos nimeros de ondas podem nao ter uma boa representagao
nas regioes proximas aos polos, devido ao erro de aliasing que surge com a redugao da
grade. De fato, no trabalho de [9] foram notados problemas de ruidos nas vizinhangas
dos polos na integragdo de modelos espectrais.

Neste trabalho, mostramos que no método espectral, a propagacao de ondas de
agua rasa nao sofre alteragoes por uso de grades reduzidas, como é o caso de diferencas
finitas, mostrado por Elvius e Stindstrom [7] entre outros. Os tinicos erros sao devidos
ao truncamento espectral (cuja teoria é bem conhecida) e ao aliasing. Por isso o
nosso objetivo é deduzir uma férmula para estimar o erro de aliasing combinado com o
truncamento espectral, no calculo dos coeficientes de Fourier-Legendre devido a redugao
da grade. Essa férmula avalia o erro do método espectral pelo uso de uma grade
reduzida no calculo dos coeficientes espectrais. Analisamos esse erro, na norma do
méaximo, no caso de um harmonico de Hough e também obtemos uma estimativa geral
para o erro na norma quadratica de uma combinacao linear de harmonicos esféricos.

No capitulo 2, descrevemos as equagoes de aguas rasas linearizadas, que analisa-
mos no estudo de propagacao de onda num meio heterogéneo, usando série de Fourier
no quadrado periddico. Este estudo foi feito com a intencao de avaliar quaisquer erros,
inclusive aliasing, mais facilmente que na esfera. Também obtemos solucoes analiticas
num dominio periédico. Com isto concluimos que no método espectral a propagacao
de ondas de agua rasa lineares num meio heterogéneo nao é alterada com a mudanca
de meio. No capitulo 3, tratamos destas equacoes discretizadas temporalmente e con-
cluimos que o método espectral ndo sofre com variacées de malha do tipo grade reduzi-
da. Este comportamento difere dos métodos de diferencas finitas, em que a velocidade
de propagac¢ao numérica das ondas depende da grade e, com isto, sao geradas reflexoes
espurias e transmissoes alteradas.

A tinica limitacao dos métodos espectrais, introduzida pelo uso de grade reduzida,
é o erro de aliasing combinado com o truncamento espectral, que sao os objetos de
estudo dos capitulos restantes. No capitulo 4, fazemos uma revisao dos resultados
classicos de transformada de Fourier discreta unidimensional. Nos capitulos 5 e 6,
deduzimos féormulas para o erro de aliasing combinado ao truncamento espectral em



grade bidimensional uniforme e reduzida, respectivamente, usando transformadas de
Fourier nas direcoes x e y. Ja no capitulo 7, estas formulas de erro sao deduzidas para
o caso de transformadas de Fourier-Legendre, usando-se os harmonicos esféricos. Este
é o capitulo central da tese.

No trabalho de Courtier e Naughton [5] foi sugerida uma grade reduzida com
mais pontos nas latitudes mais proximas aos polos, que a grade reduzida introduzida
por Hortal e Simmons. Isto faz com que o erro de aliasing diminua sensivelmente
nas regioes polares. No capitulo 8, constatamos que o erro de aliasing combinado ao
erro de truncamento espectral é pequeno, quando usamos a grade reduzida sugerida
por [5] na avaliagdo de harmonicos de Hough. Mostramos que existe margem para
conseguir grades reduzidas melhores que as de (CN) e (HS), no sentido de balango
entre erro e custo. Ou seja, a de (HS) tem erro exagerado, como Courtier-Naughton
perceberam e corroboramos neste trabalho, mas a grade de (CN) é cara demais, pois
reduz exageradamente o erro. Analisamos também o efeito do uso da grade reduzida no
erro de aliasing combinado ao truncamento espectral na energia cinética dos harmoénicos
de Hough.

Obtemos uma estimativa do erro de aliasing juntamente com o truncamento es-
pectral na norma quadratica, que permitird determinar grades reduzidas otimais, no
sentido de que o erro na representacao em harmonicos esféricos seja menor que uma
tolerancia especificada.



2 Ondas em Meios Homogéneos e Heterogéneos

Neste capitulo usamos o modelo de 4guas rasas no plano, para analisar o efeito
do uso de grade reduzida na evolucao de ondas planares, onde adotamos uma grade
reduzida planar como modelo de grade reduzida na esfera.

Com a motivagao de estudar o efeito em métodos numéricos de grades nao unifor-
mes ou nao isotrépicas, utilizamos inicialmente como modelo destes métodos numéricos,
EDP’s de evolugao com ondas gravitacionais possuindo velocidades distintas nas di-
recoes T e .

2.1 Propagacao em Meio Homogéneo Anisotrdpico

Consideramos o sistema de equagoes de dgua-rasa planar linearizado em torno
do estado estacionario (U, V, ®) constante, com o vetor de onda ¢ = (¢, ¢,), conforme
o sistema (A.3) do apéndice A, possuindo componentes distintas nas dire¢des z e y.
Assim, obtemos o sistema

( ou ou 8(;5 B
ot Ua_ Va_ “ oz =0
) v v, 209 -0 (2.1)

ot Var T oy T Yy
9 06 9 <8u @)

E+U8$+Va_y+q) 8x+8y

\

num dominio plano 0 <z < L, e 0 <y < L,. As condigbes de contorno sao periédicas
tanto na dire¢ao x como na diregao y.
Procuramos solugio de (2.1) da forma

0

U Up
00 e ’
—t(wgkrxt+wyly—wt 0
vl (zyt)= D 3 alk,l)e kermdel gl
k=—00 l=—0
0
o) (bk,z
onde denotamos
2T 2T
Wy = — € Wy = —.
L, L,

Substituindo esta solugdo em (2.1) e abandonando os indices k,! obtemos

w — Uwyk — Vwyl 0 —Awgk u?
0 w — Uwgk — Vwyl —cowyl 0 | =0. (2.2)
—Pw,yk —Puw,l w — Uwgk — Vwyl @°

Introduzimos a notacao

Gra = \[® [c2 (wk)* + 3 ()] (2.3)



Anulando o determinante da matriz (2.2) resulta a equacao cibica
(w = Uwgk — Vawyl) [(w - Uwgk — Van,l)® — G} )| =0. (2.4)
Uma das raizes da equacao (2.4) é
wy = Uwgk + Vw,l. (2.5)

Para w # Uwgzk + Vw,l obtemos ao extrair o valor de w na equagao (2.4)

wi = Uwgk + Vwyl + Gy, (2.6)
ou
w_ = Uwgk + Vwyl — Gy, (2.7)
O autovetor para o autovalor wy dado em (2.5) é solucdo de
0 0 —Awk u®
0 0 —cow,l v | =0. (2.8)
—wk® —w,l® 0 @°

Se k # 0 ou | # 0 entdo, sem perda de generalidade, supomos k£ # 0, pois o caso em
que [ # 0 é anélogo, logo

¢° =0
wrku® + wyl® = 0=u’ = —w—ylvo , k#0.
Wik

Assim, obtemos o autovetor
Ro(k,1) = (—wyl, w,k,0)" (2.9)
Agora, o autovetor para o autovalor w, dado em (2.6) é solucao de
Gk 0 —Awyk u®
0 Gry  —Ciw,l v | =0, (2.10)
—Wek®  —wyl® Gy @°
logo
Grau® — Ewyke® =0
Grav® — cwylg® =0
—wek®u® — w,lPv° + Gy, ¢ = 0

e as duas primeiras equacoes acima nos dao

2
0 c;wzk
u fr—y [——
Gy
2
o cywyl 0
vt = ——¢
Gy
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que nos da o autovetor
T
R (k1) = (Cw,k, Cwyl, Gry) . (2.11)
De modo andlogo, para o autovalor w_ dado em (2.7) obtemos o autovetor
T
R_(k,1) = (Cwsk, wyl, —Gy1) . (2.12)

Agora se kl = 0, por exemplo, supondo £ = 0 e [ # 0, pois 0 caso k # 0 e
I = 0 é analogo, entdo por (2.8), obtemos que Ry = (1,0,0)7 e por (2.10), segue que
Ry = (0, wyl,Goy)" e analogamente R_ = (0, ciwyl, —Go,)".

Notemos que se £k = | = 0 em (2.8) e (2.10), entdo os autovetores Ry, R, e
analogamente R sao constantes, que nao tem interesse.

Portanto, demonstramos o seguinte

Teorema 2.1 A solugio geral nio estaciondria do sistema (2.1) pode ser escrita na
forma

Sy t)= Y Y [oylk e wehtnlimviIR oy o (k, l)eehetnlyme Ry
k=—00 I=—o0
(k) #(0,0)
+ gk, 1)e (wekatwly—wot) R o

onde w,, w_ e wy sdo os autovalores e Ry (k,1), R_(k,l) e Ro(k,1) sdo os respectivos
autovetores do sistema matricial (2.2) € S = (u,v, $)T.

A solugao do sistema (2.1) correspondente aos indices £k = 0, [ = 0 é constante,
sendo assim estaciondria, logo nao sofre interferéncia do meio e nao tem interesse fisico,
portanto ndo serd analisada, também porque agora estamos interessados na solugdo da
perturbagdo em torno do estado bésico constante (U, V, ®).

Os autovetores R, e R_ correspondem as ondas de gravidade (ondas rdpidas) e
Ry corresponde a onda de Rossby (onda lenta), conforme [13].

Os coeficientes ay, o e oy sao determinados a partir de alguma condigao inicial
dada, conforme a observagao seguinte.

Observagao 2.1 A solugdo do sistema (2.1) fica completamente determinada, quan-
do é dada uma condigdo inicial (u(x,y,0),v(z,y,0),¢(z,y,0))T. De fato, parat =0,
mas (k,1) # (0,0) na solu¢ao geral dada no Teorema 2.1, obtemos o sistema
[y (k, 1) + a_(k, )] 2wk — ao(k, Dwyl = g
loy (K, 1) + o (K, D)] 2wyl + o (K, Dwk = By
[ (k,1) — a(k,1)] Gy = (/30,

onde 0s sequndos membros acima sdo os coeficientes de Fourier dos dados iniciais.
Logo, a solugao deste sistema nos fornece os coeficientes de Fourier oy, a_ e ay.



2.2 Reflexao e Transmissao de Ondas

Consideremos uma onda incidente (indice 7) sobre a fronteira y = 0, deslocando-
se no semiplano y > 0, onde possui vetor de onda ¢1 = (¢z,1,¢,1)". Admitindo que esta
onda possui no semiplano y < 0 vetor de onda ca = (¢z9,¢,2)", entao na passagem pela
interface y = 0, esta onda ird produzir uma onda refletida (indice ) e uma transmitida
(indice t), conforme a figura 1.

(kr,lr)
_— \<
— \
/((ki,li)

/
%

Figura 1: Reflexao de ondas planares.

(ke,lt)

Na descri¢do acima, estamos supondo o dominio infinito. Mas, no que se segue,
consideraremos comprimentos de onda finitos, submultiplos do periodo, para que o
tratamento seja consistente com o da se¢ao anterior, em que consideramos o dominio
periodico.

Devemos estabelecer uma condicao de continuidade, no eixo dos z, para a com-
ponente normal da velocidade e para o geopotencial da soma das ondas incidente,
refletida e transmitida. Representamos cada uma dessas ondas, respectivamente, na
direcao dos vetores com 3 componentes R;, R, e Ry e impomos a seguinte condigao de
continuidade em y = 0, Vz e Vi

[aie—i(wwkiw—kwit)Ri + are—i(wzkrz+wrt)Rr] e — [ate—i(katw—kwtt)Rt] e (2'13)

onde e = (0,1,0)T para a componente normal da velocidade ou e = (0,0,1)T para o
geopotencial. Sem perda de generalidade, podemos supor «; = 1.

Agora, admitimos que hd dois meios homogéneos unidos em y = 0, conforme a
figura 2, em que ¢;1 =cy1 =¢, g2 =c+0 (0 = 0) e ¢, 2 = c. Desse modo, temos um
meio isotrépico no semiplano y > 0 e outro meio isotrépico no semiplano y < 0.

Nas duas péximas subsecoes 2.2.1 e 2.2.2, impomos a condicdo de continuidade
(2.13) para cada uma das ondas de gravidade R, e R_ e também para a onda de
Rossby Rg. Desse modo analisamos o efeito do meio na propaga¢do de cada uma
dessas ondas.



y
e T y,l
X,1
X
E——
C
X2 T Cy2

Figura 2: Vetores de Onda.

2.2.1 Interacao das Ondas de Gravidade com a Interface

Sem perda de generalidade, supomos que R; = R_, isto é, a onda incidente na
interface y = 0 é a onda de gravidade do autovetor R_. Neste caso, a onda refletida tem
a dire¢do do autovetor R, (assim, R, = R, ) e, sem perda de generalidade, supondo
que k; > 0, k, > 0 e k; > 0, segue que a condi¢ao de continuidade (2.13) para este caso
fica

[efi(kaiz+w_t)R_ + arefi(w$krz+w+t)R+] e = [ate—i(wmktm—f—wit)Ri ‘e, (214)

onde R* = Ry é o vetor na direcao da onda transmitida através da interface y = 0,
resultado do desvio da onda incidente R .

Para e = (0,1,0) em (2.14), a continuidade da componente normal da velocidade
em (2.14), juntamente com as férmulas (2.11) e (2.12) nos dao

032/,1 lz 6fi(wzkiz+w_t) + 0112/,1 lr efi(wgckr;H—w.,.t) = 0572 I, e—i(wmktm—f—wit)' (215)
Denotemos, daqui em diante
Gg)l = \/<I> [cf” (wmk)2 + cfm (wyl)Q] ,i=1, 2. (2.16)

Para e = (0,0,1) em (2.14), a continuidade na componente do geopotencial em
(2.14) nos da

Y, ekt | GIY, ot = o, G, ookt (o1

Em (2.15) os coeficientes das exponenciais complexas ndo sao nulos, logo pelo
lema B.1 do apéndice B, para a condigao de continuidade (2.15) ser vélida para todo
t, devemos ter w_ = w* = w,. Do mesmo modo, a inica maneira de (2.15) ser vélida
para todo = é que k; = k., = k; = k. Agora

'L

w = Uwgk + Vwyl; — G},

7



wy = Uwgk + Vawyl, + GLY
w* = Uwgk + Vwyl, — Ggl)*,

onde supomos que as componentes do vetor velocidade (U, V)T sao suficientemente
pequenas para que o sinal das frequéncias acima sejam determinadas pelo termo da
raiz quadrada, ou seja, U e V sao tais que

Gk,l > Uwgk + wal
Entao usando o fato que w_ = w,, resulta que
Uw,k + Vgl — G8) = Uk + Vanyl, + G

donde obtemos [/, em termos de /;. Denotemos por simplicidade /; = [. Por argumentos
geométricos semelhantes ao que sdo feitos em [14], obtemos que os d&ngulos de incidéncia
e reflexao devem ser iguais.

Agora como w_ = w*, cancelando o termo comum Uw,k, temos que

Vwyl — G} = Vw,l, — GY),

donde ao usarmos c,;; = ¢y1 = cy2 = c € ¢z2 = ¢+ 0, também usando a notacao
consistente com (2.3)

Gri(6) = \/cp ((c+ )2 (wak)? + & (w,))], (2.18)
obtemos
wal - Gk,l(o) - wal* + Gk,l* (5) =0. (219)

Para cada [ fixado, denotemos o primeiro membro da equagédo (2.19) por H;(l,,9).
Logo H(l.,6) =0, a qual é satisfeita por [, =1 e d = 0. Mas

0H, dcw?l,

9T 1,0) = —Vy + 0%

o, -0 Y F G (0)
of,

Supomos que a componente V' seja tal que 5l (1,0) # 0. Logo, pelo Teorema da

Func¢ao Implicita, para cada § =~ 0, existe um finico l, # l, mas proximo de [, o qual
depende de [ e 6, tal que H(l,,d) = 0.
Agora voltemos a condi¢do de continuidade (2.14). Temos que

T

R_= (ci,lwzk, cz’lwyl, —ij}) ,
T

R, = (ci,lwwk, cz’lwylr, G,(Cll)r) ,

x _ (2 2 @) \T
R* = (cxyzwwk, CyaWyls _Gk,l*) .

Por outro lado, cancelando-se os termos da exponencial complexa em (2.15) e o
termo ¢y = ¢y2 = ¢, obtemos
4+ opl, = oyl,. (2.20)
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Em (2.17), ao usarmos ¢, 1 = ¢y1 = Cy2 = C € ¢y 2 = ¢+ 0, obtemos
—Ga(0) + ar Gy, (0) = =Gy, (6). (2.21)
Das equagoes (2.20) e (2.21), obtemos o seguinte sistema

I

ety =1
2.22
Gral0) ., Gra®) (222
Gri(0) " Gry(0) '

Para 0 ~ 0, mostramos que existe unico /, dado em termos de [, com I, # [, pelo
teorema da funcao implicita. Sendo [, # [, pelo sistema (2.22), oy # 1 e o # 0, temos
desvio, mudanca de amplitude e reflexdo da onda incidente na interface y = 0.

2.2.2 Interacao da Onda de Rossby com a Interface

Agora supomos que a onda incidente R; na interface y = 0 seja a onda de Rossby
do vetor Rg, dado na equagdo (2.9). Uma vez que néo ha outro tipo de onda de Rossby,
a tinica onda de Rossby Rg ao passar na interface ndo produzird ondas refletidas (entdo
R, = 0), mas poderd ter sua transmissao alterada, ou seja, um possivel desvio ou
mudancga de amplitude. Analisemos agora este caso, considerando uma condicao de
continuidade andloga & (2.14), a qual para este caso fica

[ei(wmkoz—f—wot)RO] ‘e = [atei(wzkf;w"‘wst)R’S -e, (223)

onde Ry = Rj(k, L) = (—wyls, wsk,0)" é o vetor na diregdo da onda de Rossby
transmitida através da interface y = 0. Temos também wy = Uko+Vie wy = Uk;+Vl,.

Para e = (0,1,0) em (2.23), a continuidade da componente normal da velocidade
nos dd

Wk e~ Wakostwol) — o 4y k¥ ¢ i(weksatwgt) (2.24)

Em (2.24), os coeficientes das exponenciais complexas nao sao nulos, logo pelo
lema B.1 do apéndice B, para a condigao de continuidade (2.24) ser vélida para todo
t, devemos ter wy = wg. Do mesmo modo, a tnica maneira de (2.24) ser vélida para
todo z é que kj = ko = k. Assim Uk +VI=Uk+Vl,, logol =1,,seV #0. Agora se
V =0, entao [ e I, ndo aparecem nas equagoes, logo nao importam os seus valores.

Em qualquer caso, de (2.24), cancelando os termos da exponencial complexa,
obtemos

wpk = aqwzk

donde ay = 1, se kK # 0. O caso £k = 0 nao nos interessa porque o vetor Rg =
(—w,l,0,0)T é paralelo ao eixo-z, ndao havendo assim interagao com a interface.

Portanto, para a onda de Rossby temos uma propagacao adequada, uma vez que
a onda incidente na interface y = 0 é totalmente transmitida sem desvio.
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X

Figura 3: Grade planar representando um meio heterogéneo.

2.3 Meétodo de Diferencas Finitas

Consideremos uma malha com distribuicao uniforme de pontos em cada linha hori-
zontal, conforme a figura 3. Esta malha é um modelo simplificado de grade planar
reduzida, em que temos um meio heterogéneo constituido por dois meios homogéneos
separados por uma interface, onde o meio superior é isotrépico: ¢ = (¢g,1,¢y,1) = (¢, ),
e o0 meio inferior é anisotrépico: ¢ = (¢z2,¢y2) = (¢ +0,¢), 6 ~ 0.

Mostramos no lema C.1 do apéndice C que o método de diferencas finitas apli-
cado ao sistema de equagoes de agua-rasa resulta numa relacao de dispersao em que
a velocidade de propagacao da onda depende do meio, ou seja, de Ax. Portanto para
método de diferencas finitas, grades diferentes funcionam como meios com ligeira di-
ferenca de velocidade. Assim, a mudanga na velocidade de propagacao de uma onda
numa simulagao numérica, quando passa de um meio homogéneo para o outro é devida
a reducao no numero de pontos, ou seja, a variacao de Ax.

Essa observacao juntamente com os resultados mostrados nas subsegoes 2.2.1 e

2.2.2 demonstram o seguinte

Teorema 2.2 Suponhamos vdlida a condi¢do de continuidade (2.18). Entdo no método
de diferencas finitas, a transmissao de onda de gravidade através da interface y =0 é
realizada com mudanga de amplitude, desvio e reflexao (o # 1, o, #0 e R_ # R* ).
Para a onda de Rossby, a propagac¢ao é adequada, no sentido de que a onda incidente
R_ ¢ totalmente transmitida sem desvio, reflexdo e mudanca de amplitude (o = 1,
a,=0eR_=R").
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3 Andlise da Parte Espectral do Método Semilagrangeano

Neste capitulo analisamos o efeito do uso de grade reduzida na evolucao de ondas
de dgua-rasa planares linearizadas no contexto do método espectral que ¢ utilizado
no procedimento semilagrangeano. Nosso objetivo é mostrar que a propagacao dessas
ondas nao sofre interferéncia, por uso de grades reduzidas, diferentemente do método
de diferencas finitas, conforme mostramos no capitulo 2. Mostraremos que o tinico erro
na parte espectral é devido ao aliasing combinado com o truncamento espectral.

3.1 Aguas Rasas Discretizadas em Grade Uniforme

Consideramos o sistema (2.1) no caso U = V' = 0, porque os termos de advec-
c¢ao de onde eles se originam nao sao tratados espectralmente, mas sim pela parte
lagrangeana. Entao discretizemos o sistema (2.1) usando diferenca finita

a_() ()+ B ()_ (31)

onde At é o passo de tempo.

Nas derivadas espaciais ug, vy, ¢ € ¢y, fazemos um tratamento implicito dos
termos lineares que produzem as ondas de gravidade (ondas rapidas), usando o operador
de média temporal, que resulta na seguinte discretizagao do sistema (2.1)

+ _ 9 4+ b
X R c Oyt 2y = 0 (3.2)
¢t — ¢~ uf +u; v+
q) iy z Y Y — 0
| A 2 2

Procuramos solugdo numérica do esquema (3.2) da forma

u” up,y
vT | (z,y) = i i ok, 1) e~ (waketwyly—wt) vRy (3.3)
o i d)g,l
e
ut ug,l
vt | (z,y) = i i a(k,l) ¢ Hwakztwyly—w(t+At)) vg,l i (3.4)
” S 2,

Substituindo (3.3) e (3.4) em (3.2), cancelando o termo e~*(Wzke+wyly=wt) o ahan-
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donando os indices k, [, obtemos

( wAt 1 TwAt 1
¢ A7 uo—e 2+ ictko° = 0,
wAt 1 twAt 1
{ ¢ W0 =& + ic2l¢° = 0,
At 2 y
eiwAt -1 0 eiwAt +1
— " — d————(iku® +il°) = 0.
A ) 5 (thu® +ilv”) 0

. 1. ~ . —i
Multiplicando cada equacio acima por ez “2! obtemos

( AN

0 _ . 2:7. 40 _
Ap U Ccyiko 0
—2iS .
< N ’UO—CCZ’Ll(ﬁO =0 (3.5)
—-2iS .0 —_—
-0 -0 =
| A7 0] Ciku Cilv 0
onde A
Sdéfsen<—w—)
2
e

e At
CY cos (_MT) ,

ou na forma matricial, denotando 7" = S/C, obtemos

-2 0 —Auwgk u®
0 —2L —clwyl v? | =0, (3.6)
—Qw,k —dw,l —% ¢°

onde o caso kK = 0,1 = 0 é especial e nos d4 (u°,v°, ¢*)T = (0,0,0), que nao tem
interesse.
Ao zerar o determinante do sistema (3.6), obtemos a seguinte relacao de dispersao

—2T (4T? 9 9 2T
—— | — -9 2) D (wy, 22" —0.
AL (At2 (wyl)” ¢, | + @ (wzk)” c; Al 0
. T - - . . -
Seja z = AL entdao usando a notagao (2.3), a relagao de dispersao fica
2 —Giz=0. (3.7)
Donde obtemos
zZ0 = 0 (38)
ou
Zy = GkJ (39)
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ou
- = _Gk,l- (310)

Quando At — 0, a matriz (3.6) converge para a matriz (2.2), com U =V = 0.
Isto mostra que o esquema (3.2) é consistente. Também as matrizes (3.6) e (2.2) tém
0s mesmos autovetores. Assim, os autovetores do sistema discretizado (3.2) sdo iguais
aos autovetores R, R_ e Ry do sistema analitico (2.1), escolhendo U =V = 0.

Denotemos ST = (v, v, ¢7)7. Entao demonstramos o seguinte resultado

Teorema 3.1 O esquema numérico (3.2) é consistente. Além disso, a sua solu¢do
geral nao estaciondria é dada por

S+t -T y, Z Z [a+(k,l) 6—i(wzkx+wyly—z+t)R+ +
k=—o00 I=—o0

(D) £(0,0)
(k l) —i(wakw+wyly—2z— t)R +

+ Oé()(k, l) e z(wmkm—kwyly—zot)RO] ’

onde z1, z_ e zy sGo os autovalores dados em (3.8), (3.9) e (3.10) e Ry (k,1), R_(k,)
e Ro(k,l) sdo os respectivos autovetores do sistema matricial (3.6), dados por (2.9),
(2.11) e (2.12). Os coeficientes a(k,l), a_(k,l) e ag(k,l) podem ser determinados a
partir da condi¢do inicial dada.

Temos que
o te(-wd)
TTUTALT NI
quando At — 0. Portanto, os autovalores dados em (3.8), (3.9) e (3.10) convergem
para os autovalores dados em (2.5), (2.6) e (2.7), respectivamente, quando At — 0.
Notemos que os autovalores (3.8), (3.9) e (3.10) ndo dependem de Az; eles dependem
apenas de Aft.

Consideremos uma grade de pontos com duplo valor de Az conforme a figura 5.
Nesta grade, mostramos que o método espectral aplicado ao sistema de equagoes de
agua-rasa resulta numa relagao de dispersao em que a frequéncia da onda nao depende
do meio, ou seja, de Ax. Logo a velocidade de propagacdo também nao depende do
meio. Os modos R, R_ e Ry também ndo dependem de Az. Assim para método
espectral, grades diferentes nao interferem na velocidade de propagacao da onda.

O erro de aliasing ocorre quando altos niimeros de onda interferem em niimeros de
onda mais baixos, provocando uma m4 representacao da onda na grade dada. Isto pode
ocorrer mesmo para as grades uniformes de pontos. Examinaremos o erro de aliasing
com mais detalhes na secao 3.3. Supomos, agora, que estejamos numa situacao em que
este erro nao interfira na parte espectral do modelo de dgua-rasa dado pelo sistema
(2.1). Essas observagoes juntamente com os resultados mostrados nas subsegoes 2.2.1
e 2.2.2 demonstram o seguinte

Teorema 3.2 Suponhamos vdlida a condigao de continuidade (2.18). No método es-
pectral, para ondas que se propagam sem erro de aliasing em nenhuma das duas grades
onde Az estd firado, a transmissao de onda através da interface y = 0 € realizada sem
desvio, mudanca de amplitude (a; = 1) ou reflexdo (o, =0).
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Mostramos em simulagdes numéricas (veja segdo 3.2) que o método numérico
espectral é exato (ou quase, s6 hd um erro temporal) para os comprimentos de onda
resolvidos pela grade fisica. Utilizamos esse método numérico para observar a evolugao
de ondas planas através da grade dupla. Os experimentos numéricos verificam que o
método espectral nao sofre interferéncias por uso de grade dupla, ao contrario do caso
de diferencas finitas. Este fato é explicado pelo teorema 3.2. A vantagem dos métodos
espectrais em grades heterogéneas do tipo grade dupla sobre os métodos de diferenca
finita é que nao sao introduzidos desvios e transmissoes espurias.

Na secao 3.2 abaixo, descrevemos o método numérico que empregamos nos expe-
rimentos para generalizar o resultado do teorema 3.2 para qualquer grade reduzida.

3.2 O Método Numérico Espectral em Grades Reduzidas

Para analisar em detalhe o efeito da grade reduzida (ver figura 4) sobre a pro-
pagacao de uma onda de dgua rasa, que é solugao do sistema (2.1), fazemos andlise do
tratamento numérico utilizado no método espectral, onde as derivadas 0/0x e 0/dy
sao tratadas espectralmente.

Segue das duas primeiras equagoes de (3.2) que

uf = u;—cift(;w;m)
2At
U; = Uzj_cyQ <;y+¢;y)’

assim obtemos o seguinte sistema com ) = At (ciqﬁm + c§¢yy)

,

At At

ut G0l = uT -G,
At _ At _

q§ v+ 01217(;5; = v — 057% (3.11)

At At

o @ZW = ¢ —At®(u, +v,) + éjwi
X X X X y

A _=

y Ax(m)

Figura 4: Grade planar reduzida. Ay é fixo, Ax é fixo apenas em cada linha horizontal.
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Supomos que (z,y) € [0, L] x [0, L,]. Entdo definimos a grade reduzida

Tn(m) = nAz(m) , n=1,...,N(m),

Ym = mAy , m=1,..., M,

~

_ L y
onde Az(m) = N (m) U
O nimero de pontos N(m) na dire¢do z é varidvel, enquanto que o nimero de
pontos M na direcao y é fixo, veja-se a figura 4.
No capitulo 6, estudaremos com mais detalhes as propriedades da transformada
discreta de Fourier (DFT) em grade reduzida. Por enquanto, definimos as seguintes
expansoes discretas de Fourier

e Ay =

M _q w_l

uH(@a(m),ym) = S S at(k,l)e i (wekenlm)wytum)

M
=2 ’“Z—M

M _1 N(2m) 1

U+($n(m),ym) — Z Z (k l) —i(wekzn(m)+wylym) (3.12)

k: N(2m)

¢ (wn(m), ym) = Z Z &+ (k, 1)eiweken(m)twylym)
=

—_N(m)
= k:— 2m

as mesmas equagoes (3.12) podem ser escritas trocando + por —. Entao, substituindo
as expansoes de Fourier (3.12) em (3.11), resulta que

At A At ~
at — A= wyiket = a7 + c§7wmik¢—
t At -
4 ot — ¢ - —wyilgt = @—+c§7wyz’z¢—
At . At\? . At
(1 i (7> Gi,z) dt = (1 — (7) Gi,z) o+ 2@7(%@%@‘ + wy il ™)

ou na forma matricial, denotando W, = ®Atw,ik e W, = ®Atw,il, obtemos

\

At o At
1 1
0 r g —wgik - 0 c 5 —wyik i
o At At
01 y 5 —wyil ot | = 0 1 V3 —wyil 0~
At 2 ¢* At 2 ¢~
0 0 1+(%> W, W, 1—( QG’”)

(3.13)
Desta forma atualizamos os coeficientes espectrais 4, v € ¢. Mas como é usado a
DFT nas diregoes x e y, o nimero de pontos de malha no espaco fisico deve ser suficiente
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para se usar uma transformada riapida de Fourier (FFT) nos coeficientes espectrais
(espago espectral). A redugdo de pontos na grade fisica é feita ao longo de cada linha
horizontal, assim no espaco espectral devemos completar com zeros aqueles niimeros
de onda mais altos para efetuar a FFT, uma vez que a FFT exige uma distribuicao
uniforme dos nimeros de onda (veja capitulo 6 para mais detalhes). Entao para obter
os valores atualizados de u, v e ¢ no dominio fisico, basta usar as expansoes (3.12).

Com o0 mesmo raciocinio usado na se¢ao 3.1, podemos mostrar para uma grade
reduzida qualquer, o resultado seguinte.

Teorema 3.3 No método espectral, para ondas que se propagam sem erro de aliasing
em nenhuma das grades onde Axz(m) estd fizado, a transmissao de onda através da
grade reduzida € realizada sem desvio, mudanca de amplitude ou reflexdo.

Utilizamos o método numérico (3.13) para observar a evolucdo de ondas planas
usando uma grade reduzida qualquer. Os experimentos numéricos verificam que o
método espectral nao sofre interferéncias por uso de grade reduzida, ao contrario do
caso de diferencas finitas. Este fato é explicado pelo teorema 3.3. A vantagem dos
métodos espectrais em grades heterogéneas do tipo grade reduzida sobre os métodos
de diferenca finita é que nao sao introduzidas alteragoes na propagacao das ondas.

3.3 O Erro de Aliasing

O erro de aliasing combinado com o truncamento espectral em grades reduzidas
utilizadas em modelos de circulagao geral, serd estudado com mais detalhes a partir do
capitulo 6. Nesta secao fazemos um estudo simples, por meio de exemplos, do erro de
aliasing que ocorre com a reducao da grade, numa situacao que ilustra o fenémeno de
aliasing. Necessitaremos dos resultados da transformada discreta de Fourier bidimen-
sional em grade reduzida que estao descritos no capitulo 6.

As definigoes seguintes sao usadas em toda a tese.

Definimos o delta modular de Kronecker oy (k) por

1, se k=0 ou multiplo de N
0, caso contrario.

on(k) = { (3.14)

Seja N = max N(m), entao para —N/2 < k < (N/2) — 1 definimos a seguinte
fungdo caracteristica da grade reduzida N(m), que depende de m

Ii(m) = (3.15)
N N(m) N(m) N
Oa__gk<— ou Sk<—
2 2 2 2

Consideremos um modelo simplificado de grade reduzida (ver figura 5) no retangulo
—A/2<zx<A/2,-B/2<y< B/2, com nimero de pontos em cada linha horizontal
dado por

| N1, se =M/2<m< -1
N(m)_{ Ny, se0<m< (M/2) -1,
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onde supomos M par e, sem perda de generalidade, N; > N,.
Definimos a grade dupla (veja a figura 5)

(m) = nAzy, se —M/2<m < —1
i) =\ nAz,, se 0 <m < (M/2) -1,

e Ym = mAy, onde

A A B
Axy = —, Aryo = —, Ay = —.
Ny’ Ny’ M
y Axl §
N N 7% X
X X X
Ax, $Ay
X V4

V2
Ay

Figura 5: Grade planar reduzida. Ay é fixo, Ax é fixo apenas em cada linha horizontal.

Esta grade é a mesma representada na figura 3 da secdo 2.3. Utilizaremos o
exemplo seguinte para ilustrar o erro de aliasing na grade dupla da figura 5.

Lema 3.1 Os coeficientes de Fourier na expansao discreta em soma dupla da func¢ao
flz,y) = eﬂ“(k"%ﬂo%), para —M/2 < | < (M/2) — 1 sdo dados pelas seguintes

formulas, para | # Iy

k() — k) eiﬂ(lo_l) —1 N2 NQ
M W _ 1 2

SNI (kO - k) lo—1 SNz(
BT A

Fei=1 _
(5]\/'1 (ko — k) l _le_iﬂ(lo_l) —1 N1 NQ NQ N1
A et — T e 2 gy 2 << L
v ) Sma Ty Sk vy S 2
(3.16)
e para | =l
~ 1 - 1 N. N.
On, (ko — k)= +6n, (ko — k)=, —= <k<=-1
2 2 2 2
Fry = LN N N ~ (3.17)
< 1 2 2 1
k) — ke =22 oy 2 L
dn, (ko k)2’ 5 <k< 5 OU 5 k<

Demonstracao: Os coeficientes de Fourier na expansao discreta em soma dupla da
funcao f(z,y) = e (kok %) 530 dados pelas férmulas (6.1) e (6.2). Mas por (6.1),
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temos para —% <k< % — 1 que

2
3
L

15 L N(m) N(m)
f(mn(m)’y(m))e z27mk/N(m)’ V< k < 1
Gom = N(m) n:_zl;m) 2 2
k,m - 2
N N(m) N(m) N
. ’ 9 = 9 ou 9 < 5
( 1 N(2m)_1 N N
- Z ei27r(ko—NZlm) -HO%) efiQWnk/N(m)’ . (m) < k < (m) q
_ N(m) __N(m) 2 2
= n=—2N(m)
N N(m)  N(m) N
——<k< - <k<
\ 0, 5 Sk< 5 U —— <k<,
donde
| 2l 1 Ngg:_l eanGk)  N(m) . N(m)
el2mlosy __ — 61 TRy - < < _
1/Jk,m - n=——5—
N N(m)  N(m) N
_ <« _ < N

Desse modo, usando a propriedade de ortogonalidade discreta das exponenciais com-
plexas, dada no lema 4.1 do capitulo 4, podemos escrever

o m N N
MO Sym) (ko — k), — (2m)— <k< (Qm) -1
Ve N N(m) N(m) N
m m
——< - < .
0, 7 < k< 5 ou 5 = k< 5

Agora por (6.2), usando a funcdo (3.15), podemos escrever para —5 <k < ¥ -1
M M
e—M <M _y

M _q M _q
1 2 ) 1 2 ' o~ ]
Fk,l — }: wkz,m e 12mmi/M _ 7 E: Ik(m) ei2mlo 77 5N(m) (ko _ k) 67127rml/M,
m:*% mzf%

donde para —N/2 <k < (N/2)—1e—-M/2<1<(M/2)-1

-1
1 ~ ) lo—1
Fey =~ L(m) Sy (ko — k) €27(57). (3.18)

m=—

S

Na grade dupla da figura 5, temos que N = N; e a fun¢do (3.15) fica para
—-M/2<m< -1, I(m)=1, —N;/2< k< (Ny/2)—1lepara0<m < (M/2)—-1

N. N.
1, —2<k<—=-1
L) = 2 2
0 N1<k< N N2<k<N1
-—— —— ou — —.
Ty S 5 M= 2
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Desse modo para —Ny/2 < k < (Ny/2)—1e —-M/2 << (M/2)—-1

= (M/2)-1

o oI U By SR L)
m=—M/2 m=0
ou seja
~ 1 _! . 2m ~ 1 (M/2)-1 . 2m
Fry=0n, (ko — k)— Z eo=0%m 1 5y (ko — k) — Z eio=03m — (3.19)
M m=—M/2 M m=0

Por outro lado, para —N;/2 < k < —Ny/2 ou Ny/2 < k < N;/2 e também
para —M/2 <1 < (M/2) — 1, entao o segundo somatério em (3.19) se anula (pois se
m=0,...,(M/2) — 1, entao Ix(m) = 0), logo

- 1 —1 ) .
Frp = 6N, (ko — k)ﬂ > eillo-D3Fm., (3.20)
m=—M/2

Notemos que se m’' = m + (M/2), entao

L . 2 (M/2)-1 or (1M ) (M/2)=1 2w,
Z ez(lofl)ﬁm — Z ez(lofl)ﬁ(m 77) — efz(lofl)'/r Z ez(lgfl ™
m=—M/2 m'=0 m/=0

Entao usando a férmula
2" —1

=14z24...+2"" V2 #1,
z—1

com z = eizﬁﬂ(lo_l), podemos escrever (3.19) na seguinte forma, para [ # [

z i27 (1g—1)\ M/2 ~ 21 0\ M/2
7, — Omi(ko — k)e—i(lo—l)ﬂ' (e i (o )> -1 N N, (Ko — k) (e o )) B
ol M ei%(lo—l) -1 M 6i%(lo—l) 1
(3.21)
ou melhor
_ [ 8w (ko — k) i, Oy (ko — k)] emlo D —1
Fya= T(_l) + i ST PR 1 # Iy, (3.22)
e para [ = ly, de (3.19), obtemos
) = ) | (/21
Froi=0n(ko—k)— Y. 1+6n(ko—k)— > 1,
M M2
m=—M/2 m=0
ou melhor . .
Frp = 6n, (ko — k)§ + O, (ko — k)§ (3.23)

Usando o mesmo raciocinio acima na equagao (3.20), obtemos as equagdes (3.16)
e (3.17). Isto completa a demonstragao do lema 3.1.
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Exemplo 3.1 Suponha Ny = Ny =14, kg = —6 e [y = 0.

Neste exemplo temos que —7 < k < 6 e —M/2 <[ < (M/2)—1. Se kg = —6 e
l =1y =0, entdo por (3.17)

= 1 - 1
Fk,O = 514(_6 — k)§ + (514(—6 - k)§

Donde segue que se k = —6, temos F_go =1, Fyo =0, Vk # —6 e por (3.16), podemos
verificar que Fy; = 0, Vk,l # 0. Assim nao ocorreu erro de aliasing, pois a onda
ko = —6 é bem representada nesta malha uniforme.

Exemplo 3.2 Agora escolhemos a grade reduzida de pontos com Ni = 14 e Ny = 8,
além disso tomamos lo =0 e kg = —6.

Entdo novamente —7 < k <6 e —M/2 <[ < (M/2)— 1. Usando (3.17) temos que
~ 1 = 1
Fk,O = 514(—6 - k)§ + (58(—6 - k)§

Se k = —6, entao

= 1 1
F_ = _ = —
6,0 514(0)2 5’

mas se k = 2, obtemos
~ 1 1
Fyg=0g(—=8)= = = )
20=03(=8)5 =5 #0

Portanto, ocorreu um erro de aliasing devido a reducao de pontos na malha, uma vez
que esta onda ¢ bem representada na grade com N; = 14 pontos, mas nao é na grade
com Ny = 8 pontos.

Na figura 6 temos duas ondas senos numa grade com N, = 8 pontos, denotados
pelas letras X. Uma onda seno tem nimero de onda ky = —6 e a outra kg = 2. Como
o nimero de pontos N, nao é suficiente para representar a onda com numero de onda
ko = —6, entao esta onda fica mal representada e se confunde com aquela com nimero
de onda ko = 2. Isto é o erro de aliasing. Esse erro de aliasing foi devido a reducao de
pontos na malha.

O erro de aliasing também pode ocorrer no caso da grade uniforme de pontos.
Observamos que no exemplo 3.1, mesmo se N; = N, = 8, ainda teriamos a ocorréncia
de aliasing, porque a frequéncia ky = —6 seria maior que a frequéncia de Nyquist.

Exemplo 3.3 Sejam kg = —6, lp =0, N; =14 e Ny = 12.
Entao pela férmula (3.17) temos
~ 1 = 1
Fro = 014(—6 — k)§ + d12(—6 — k)i’ —7< k<6,

logo se k = —6, entdo F. g9 = 1 e se k # —6, entdo Fio = 0. Por (3.16), podemos
verificar que F; =0, Vk, [ #0
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Figura 6: O erro de aliasing.

Agora o erro de aliasing foi evitado com o aumento de Ny, porque a onda kg = —6
¢ bem resolvida nas duas malhas N; = 14 e N, = 12.

Do exemplo 3.3 concluimos que uma receita antialiasing é fazer uma reducgao do
numero de pontos da malha que seja mais gradativa.

Portanto, o erro de aliasing tem papel importante na propagacao espectral, no
sentido de que pode ser gerada uma onda espuria.

A conclusao deste capitulo é que o unico erro na parte espectral dos modelos de
agua-rasa ¢ devido ao aliasing combinado com o truncamento espectral. No restante
da tese, analisaremos este erro, em especial, a sua relagao com as grades reduzidas.
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4 A DFT Unidimensional

Neste capitulo, recordaremos algumas propriedades da transformada discreta de
Fourier (DFT), necessdrias nos capitulos seguintes. Todos os resultados deste capitulo
sao cldssicos e podem ser encontrados em [2], [17] e [10].

A DFT é uma versao discreta da série de Fourier. Ela fornece aproximacgoes para
os coeficientes de Fourier de uma funcao dada. Nosso objetivo é estimar o tamanho do
erro nessas aproximacoes, para isto obteremos a formula de Poisson para o calculo do
erro entre o coeficiente de Fourier exato dado pela transformada de Fourier e o coefici-
ente aproximado dado pela DFT. Também deduziremos uma estimativa do decaimento
deste erro. Estamos interessados em erros pontuais. Por exemplo, se a componente
DFT é usada para aproximar o coeficiente de Fourier, qual o erro desta aproximacgao?

Seja f uma funcao A-periédica suave de uma variavel real x definida num intervalo

D =[-A/2,A/2], que tem uma representacao em série de Fourier da forma
S -
flz) = Z cpet2mhelA, (4.1)
k=—00

Temos a seguinte propriedade de ortogonalidade para a exponencial complexa
A
/ 2 eiQﬂ'jw/Aefﬂﬂ'km/Adx — A(SJ (k), (42)

A

2

onde 0,(k) é o delta de Kronecker usual definido por

1, sek=j

0; (k) = { 0, caso contrario. (4.3)

Formalmente, os coeficientes de Fourier ¢, em (4.1) sao dados pelas integrais

1 2 :
k= Z[A f(z)e2mke/A dy. (4.4)

para k =0,£1,42,....
Consideremos os pontos de malha

o A NN
Tn =NAT=nor, M= g ,
denotemos f,, = f(x,), logo por (4.1)
fn — Z ckeiQWkwn/A — Z Ck€i27mk/N. (45)
k=—00 k=—00

4.1 Propriedades da DFT

A transformada discreta de Fourier (DFT) de f é definida abaixo, para
N N

N 1

2

n=-— Yy

Z fne—i27mlc/N’ (46)



para k = —
definida por

N
R L

% — 1 e a transformada discreta de Fourier inversa (IDFT) de f é

fn — Z eri27mk/N. (4.7)

No caso discreto, temos o resultado seguinte

Lema 4.1 (Propriedade de Ortogonalidade) Sejam j e k inteiros e N um inteiro po-

sttivo. Entao
N 4
2

> eI ¢ ~ETRIN = Ny (j — k),
N

'Il:—7

onde & € o delta modular de Kronecker dado em (3.14).

Observacio 4.1 Notemos que como a sequéncia €>™/N é N-periddica, a propriedade
de ortogonalidade acontece quando o somatorio no lema 4.1 é calculada sobre quaisquer

N walores consecutivos de n, ou seja
P+N-1 . ~
Z ez?ﬂ'nj/N 67127rnk/N — NéN(] . k),
n=P

para qualquer inteiro P.

4.2 A Formula de Poisson

Substituindo (4.5) em (4.6) e usando o lema 4.1, obtemos para k = —%, ..., T —1
N 4
1 2 o0 . . .
Fk — N ZN (; ¢ eszn]/N) e—zQﬂnk/N
n=—%5 \J=7X®
N1
0 1 2 . , .
— ; ¢ N ZN e227rn]/N e—z27mlc/N
J=—0 n:—7
o o
= Z Cj 5N(.7 — ]f) = Z Ck+]’N == Z Ck+jN7
J=—00 j'=—o00 j=—00
onde usamos que gN(j —k)=1,paraj—k=jN,j €Z.
Donde segue a formula da Soma de Poisson discreta para k = —%, ey % —1:
o
Fk = C, + Z(Ck+jN + Ck—jN)- (48)

=1

O erro de aliasing é precisamente a diferenca Fy — ¢, entre o coeficiente Fj
fornecido pela DFT e o coeficiente de Fourier exato c.
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4.3 Decaimento dos Coeficientes de Fourier

A férmula de Poisson é uma relacao entre os coeficientes da DFT de uma funcao
e seus coeficientes de Fourier. Queremos estimar a magnitude |Fy — ¢/, ou seja, o erro
nos coeficientes de Fourier quando avaliados por meio da DFT. Mas antes precisamos
do resultado seguinte.

Teorema 4.1 (Taza de Decaimento dos Coeficientes de Fourier). Consideremos f e
suas v + 1 primeiras derivadas A-periddicas e continuas no dominio D, para r > 1.
Entao os coeficientes de Fourier de [ satisfazem

Vk#0,

lek| < W;

onde C é uma constante independente de k.

Primeiramente notamos que se £ = 0, entao por (4.4) |co| é limitado, pois f é
limitada em D.

Para demonstrar este teorema, comegamos usando a defini¢do (4.4) do k-ésimo
coeficiente de Fourier, k£ # 0, e integramos por partes

A2 .
ACk — / f(x)e—'zQﬂkz/A dz

—A/2
para obter
, A 1A/2 A/2
Acy = —i2rkz/A ‘Y I *’L?Wkw/Ad )
o = flz)e —i2mk | 4/2 127rk A/2 v

O termo integrado (primeiro termo) do lado direito da igualdade acima se anula
por causa da periodicidade de f e da exponencial complexa; o termo restante é in-
tegrado por partes de novo. Se este passo é executado um total de r + 1 vezes e a
periodicidade das derivadas ¢é usada a cada vez, encontramos

A r+1 (A/2 .
Acr = (—1 r+2( > / (r+1) —i2nkz /A d
e = (1) 12mk —A/2 / (z)e !

logo, usando a hipétese do enunciado do teorema, a integral acima fica limitada por
uma constante, o que resulta em

A r+1
A < ’( >
onde
r+1
C' = A max|f ()],
logo
lex| < Pa;;fa

como queriamos demonstrar.
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4.4 Erro nos Coeficientes de Fourier

Este resultado do Teorema 4.1 pode agora ser usado para obter uma limitagao
para o erro no uso da DFT como uma aproximacao dos coeficientes de Fourier de uma
funcao periddica. Temos o seguinte

Teorema 4.2 (Erro na DFT). Consideremos f e suas r + 1 primeiras derivadas A-
periodicas na direcdo-z e continuas em D, para v > 1. Entdo o erro na DFT como
uma aproximacao para os coeficientes de Fourier de f satisfaz

C
|Fk_ck|SWa

N
RE

)t

para k = — % — 1, onde C' € uma constante independente de k e N.

Pela férmula (4.8) segue que

Fr—ce =Y (Chpjn + Chojn), k= — -1

j=1

> N N
AR

— 1, temos que k£ + jN # 0, logo pelo teorema 4.1, os coeficientes

C
N P
Crin| S

Parak——Q,..., 5
de Fourier satisfazem

N
ERRE

|z
|
—_

para alguma constante C', independente de k. Portanto, para k = —

s 1 1
[Fr —cx| < Z (‘k+]N|r+1 ‘k_jN|r+1)

= Nr—|—1 Z

1

r+1+, 1k 1
RS i

Pelo teste da integral, as séries acima convergem para r > 1. Portanto, como queriamos
mostrar, para outra constante C' vale

‘Fk —Ck‘ S NT+1'
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5 A DFT Bidimensional em Grade Uniforme

Neste capitulo, estenderemos os resultados classicos do capitulo anterior para
o caso bidimensional em grade uniforme. Deduzimos uma férmula de Poisson para o
erro nos coeficientes de Fourier quando usamos DFT em vez da transformada continua,
também obtemos uma estimativa deste erro usando decaimento. Esta estimativa é 1til
para métodos espectrais no toro e serve como preliminar da estimativa que faremos no
capitulo 6, usando grade reduzida e no capitulo 7 para métodos espectrais na esfera.

5.1 Propriedades

Os resultados esta subsecao sao cldssicos e podem ser encontrados em [2] e [10].
Agora, consideremos uma funcao f a duas varidveis definida na regidao retangular

D = [— é, %] X [— g, g] Supomos que f é uma funcao suave no dominio D,
que tem uma representacao como uma série dupla de Fourier da forma
o o
flay =Y 3 cue™ i, (5.1)
k=—00 l=—

onde os coeficientes complexos cj; sao dados pelas integrais

1 % % —i2nk & —i2wl £
Ck,l=E/_é/_§f(x,y)e L 2lil?’fdxdy, k,l=0,+£1,42,... (5.2)

A série (5.1) converge (pontualmente) para a fun¢do f no dominio D e para a
sua extensao periodica fora desse dominio. Esta série descreve como a funcao f pode
ser obtida como uma combinacdo linear infinita de modos (senos e cossenos) que tém
um numero inteiro de periodos no dominio D. O coeficiente c;; é simplesmente o total
pelo qual o k,[-ésimo modo “pesa” nesta representacao de f.

Supomos que a funcao f é amostrada no dominio D em pontos espagados unifor-
memente numa grade uniforme (GU) :

A N N
n=nAz=n—, n=——, .., =-1
N __ MM

Ymn =M y—mM, m = 2,...,2 .

Denotando os valores amostrados f,,» = f(Zn,Ym), definimos a transformada
discreta de Fourier dupla (DFT2GU) de f por

1 [ 1 i i2rnk/N _—i2wml/M
F, = . ei2mn e~ t2mrm , 5.3
k,l M ZM N ZN fn,m ( )
parak:—%,...,%—l el = —%,...,%—1 e a inversa (IDFT2GU) por
M1 L1
fn,m — Z Z Fk:,l ei27rnk/N ei27rml/M’ (54)
I=—Y p=—12
paran:—%,...,%—l em:—%,...,%—l.
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5.2 A Férmula de Poisson

Com os valores amostrados fnm,» = f(Zn,Ym), podemos usar a série de Fourier
le

(5.1)defparaescrever,comn:_%,”.’%_ m= — ]\2/1"”’]\24_1:
o o0 . -
e
fn,m = f(xn, ym) = Z Z cj,p 6127T] x 6127rp B
j=—00 p=—00
o o (5.5)

i2mnj /N i2 M
— Z Z cj,pez g/ el Tmp/ )

j:—oo p=—00

Logo ao substituir (5.5) em (5.3), obtemos para k = —%,..., T —1e
1=-Y M1
55
31 %71 oo

2 oo
Fk,l ﬁ Z % Z ( Z Z cj,peiZﬂnj/Nei?nmp/M>e—i27mk:/Ne—i27rml/M‘

:—% :_% j=—00 p=—00
Segue que
%_1 1 %_1
Fp, = Z Z Cip— S Z (12T —k) /N yi2mm(p—1)/M
2 2
donde pelo lema 4.1, para i = =% .. M _1 p=-2  J_1

Fau= > Y cj,pSN(j_k)éM Z Z Chk+jN,I+pM- (5.6)

j=—00 p=—00 j=—00 p=—0Q

Portanto obtemos a férmula da Soma de Poisson discreta para

_ M _ N ,
l —_ 2 PR 1 k _7 3 - ]. .
Fri=cry+ E E Chk+jN,l+pM- (5.7)

—00 p=—00
(4,2)#(0,0)

Esta formula é uma relacao entre a DFT2 de uma funcao e os seus coeficientes
de Fourier. Neste caso, o coeficiente Fj; é igual a c,; mais coeficientes de Fourier
adicionais correspondentes a outros nimeros de onda. Concluimos assim, que o k, (-
ésimo modo estd ligado aos outros modos cujos indices diferem de £ por multiplos de
N e de [ por multiplos de M. Isto é precisamente o erro de aliasing dado por

Z Z Ck+jN,l+pM-

j=—00 p=

(J,p)#(O 0)
Neste caso, o coeficiente Fj; é igual a c;; mais combinacoes de coeficientes de
Fourier adicionais correspondentes aos nimeros de onda mais altos. Vemos que o k, (-

ésimo modo estd ligado aos outros modos cujos indices diferem de k£ por multiplos de
N e de [ por miultiplos de M. Vejamos porque estes modos estao associados aos outros.
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O valor de k, [-ésimo modo, com nimero de onda w;, = % , W = % , no ponto de

grade x, = % € Ym = WVB ¢ dado por

. . . A . . .
ez27rwkacn ezQﬂwlym — 61271'(%)("7) ez?w(%)(%) _ i2mnk/N ez?wlm/M_

e
O valor do modo k + jN, [+ pM, com niumero de onda wyyjxy = —kt{N €
Wipn = H2Y 1o ponto de grade (T, Ym) ¢

; . o (k+iN\nA o l+pM
EI2T Wi N Tn E2TWiLpM Yo —  i27( iV ynd ei2m( oM ymB
i2nnk/N gi2nml/M gi2mjn

i2rnk/N ei27rml/M

= e e227rpm

= €

Entao, os modos (k,1) e (k + jN,l 4+ pM) coincidem nos pontos da grade; por
isto, eles sao confundidos. Isto é precisamente o efeito aliasing, no qual os modos com
numeros de onda mais altos mascaram os modos com nimeros de onda mais baixos.

5.3 Decaimento dos Coeficientes de Fourier

A férmula da soma de Poisson discreta indica como sao introduzidos erros na
DFT2. O nosso objetivo é estimar a magnitude de |F; — ¢/, neste sentido deduzimos
0 seguinte

Teorema 5.1 (Taza de Decaimento dos Coeficientes de Fourier). Consideremos f e
todas as suas derivadas parciais mistas até a ordem (¢+ 1) + (r + 1), A-periddicas na
direcdo-x e B-periodicas na direcdo-y e continuas no dominio D, para r,q > 1. Entdo
0s coeficientes de Fourier de f satisfazem

C

S TRt

VI#£0,VEk#0,

onde C' ¢ uma constante independente de k e [.

Primeiramente notamos que se £k = [ = 0, entdo por (5.2) |cx,| é limitado, pois f
é limitada em D.

Para demonstrar este teorema, comec¢amos usando a definigdo (5.2) do k, [-ésimo
coeficiente de Fourier, kI # 0, e integramos por partes

AJ2 B/2
ABC]” _/ l‘ y —szkx/A —227rly/B da:dy
AJ2J-B/2
para obter
B/2 A2 af .
AB ( ’ —127rkz/A _/ —ZZﬂ'km/Ad ) —227rly/Bd )
kit = —7,27rk —-B/2 T y)e —A/2 A/2 oz (z,9)e ¥)e 4

O termo integrado (primeiro termo) do lado direito acima anula-se por causa da
periodicidade de f e da exponencial complexa; o termo restante é integrado por partes
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de novo. Se este passo é executado um total de r + 1 vezes e a periodicidade das
derivadas é usada a cada vez, temos que

, A r+1 B/2 A/2 aT‘Flf ok _iom
ABe = (0 () [, ([, garrtamle ™A de)e =/ ay. (5

e invertendo a ordem de integragao , obtemos

. A \Ttl rA)2 B/2 5T+1f i ionl
ABegy = (1) +2(z’27rk> /A/2 (/B/Z W(x,y)e e dy)e i da, (5.9)

1
agora, usando um raciocinio analogo ao anterior, aplicado a funcao Py (z,y), segue
x

que

A 7t g+l pA/2 rB/2 ar+q+2f i )
r+ —i2nky/B —i2mlz /A
ABeyy = (1) q<z27rk> (227?[) /A/2/B/2 (93:7“+‘1+2 T y)e Mhdye dz.

Usando a hipétese, resulta que

r+1 q+1

B
C'. (5.10)

127l

_‘ A
T2k

Entao de (5.10), obtemos
C

ol < e

Agora, para demonstrar o caso k£ = 0 ou [ = 0, supomos sem perda de generalidade
que [ = 0, entdo usando a defini¢do (5.2) e integrando por partes abaixo

A/2 B2
ABcy —/ f(z,y)e —i2rka/A qrdy
Aj2J-B/2
obtemos
B/2 A2 9 f ‘
AB — ( *ZZW/CCC/A _/ *ZZWkw/Ad >d ]
k0 = —127rk —-B/2 T.y)e —A/2 AJ2 8:5 z.y)e v

Assim, seguindo o mesmo raciocinio que empregamos para obter (5.9), temos que

ABcyy = (—1)"? (i> ™ /A/2 (/3/2 @(x, y)e 2rky/ B dy) dz,

27k —A/2 \J-B/2 Ox"t!
donde e
- !
‘ 21k
Logo
C

k0| < (£

como queriamos demonstrar.
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5.4 Erro nos Coeficientes de Fourier

Agora estimaremos o erro pontual na aproximacgao dos coeficientes de Fourier de
f via a DFT2GU, usando o seguinte

Teorema 5.2 (Erro na DFT2GU). Consideremos f e todas as suas derivadas parciais
mistas até a ordem q + r + 2, A-periddicas na direcao-x e B-periddicas na direcdo-y
e continuas em D, para r, q > 1. Entao o erro na DFT2GU como uma aprorimacao
para 0s coeficientes de Fourier de f satisfaz

C D
Nt

paral= -2, H-11#£0ek=-%4,...,5—1,k#0 onde C e D sio constantes
independentes de k, |, M e N.

|Freg — crgl <

De fato, da férmula (5.7) segue que

o0 o0
Fog—ci= ), > ChajNpm

j=—o00 p=—00

(4,2)#(0,0)
paral:—%,...,%—lek:—%,...,%—l.
Para | = —%,...,%—lek: —%,...,g—l, kl # 0, temos que [ nao pode

ser multiplo de M e k nao pode ser miltiplo de N, ou seja, | + pM # 0,Vp € Z e
k+ jN # 0,Vj € Z, logo pelo teorema 5.1, obtemos

o0 o0 Cl o C/I
Fp,— <
Pl < XY N M 2, T p

e SR S
< et 1 T+
Nr+1pfa+1 jz_;go ‘j 4 % r+ o2 |p+ ﬁ‘(ﬁ-
CII o0 1 1
T et T
p=—00 |]€|T+1 ‘p-i— ﬁ‘
D C D

Mat1 Nr+1 + Mq—l—l‘k‘r—}-l S Nr+1 + Mq—i—l'

As séries acima convergem pois r, ¢ > 1.

o o0
Observacao 5.1 Se k =1=0, entdo Fyy—cop = z Z CiNpMm, € se kl =0,
(4,2)#(0,0)

o o0

por exemplo, k =0 el # 0, entdo Fy;—co; = Z Z CjN,i+pM, Onde em qualquer
j:—oo p=—00

. ) (4,2)#(0,0)
caso no somatorio temos que j e p nao se anulam simultaneamente. Como demons-
tramos no teorema 5.1 que o coeficiente de Fourier c;, sempre terd um decaimento na
coordenada ndo nula, temos em qualquer situacdo um decaimento para Fy; — ci;, que
pode ser demonstrada de modo andloga ao caso kl # 0.
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6 A DFT Bidimensional em Grade Reduzida

Agora vamos investigar o seguinte: quao bem a DFT2 aproxima os coeficientes
de Fourier de f quando usamos uma grade reduzida de pontos? Para isto deduziremos
uma versao da féormula de Poisson para grade reduzida, o que serve como preliminar
do capitulo 7. Também é importante explicar a inversa IDF'T e analisar a complemen-
taridade que existe entre as duas transformadas e suas aproximagoes. A vantagem no
uso de grade reduzida ocorre no sentido em que o erro nio é exagerado, mas a redugao
de custo é substancial.

6.1 Propriedades

Supomos que a funcao dada f tem periodo A na dire¢do x e B na diregao y; isto
inclui a situagdo na qual f pode ser definida apenas no dominio D e é entao estendida
periodicamente. Supomos que a fun¢ao peridédica f é amostrada no dominio D em
pontos espacados numa grade reduzida (GR), conforme a figura 4

mB M M
m=mAy = o = —e L 1
Ym =MV =3 M= 2
nA N(m) N(m)
xn(m) n x(m) N(m) ) n 2 ) ) 2

Denotando os valores amostrados fy, , = f(2,(m), yr), definimos a transformada
discreta de Fourier (DFT2GR), Fj;, para —M /2 <1 < (M/2)—1 da seguinte maneira.
Primeiramente, se N' = max N (m), definimos

( Nem)
1 E f —i2mnk/N(m) _N(m) <k< N(m) -1
N(m) ZN(M) nom © Ty =T
Vrm = 4 n=- =5 (6.1)
N N(m) N(m) N
< — < —
\ 0, 5 = k 5 ou 5 S k< 5
entdao a (DFT2GR), para —J <k <X —1¢
M_,
1 3 ,
Fry=— Z Vrm e~ i2mml/M, (6.2)
M &,

2

Definimos a transformada discreta de Fourier inversa (IDFT2GR), para
N(m) N(m)

_ _ _ M M
n=-—-=—">...,—-—lem=—5,...,5 —1, por
Y1 Z
_ 12rnk/N(m) _i12nwml/M
fam= D D Fyye?mHNm gmmi/il (6.3)
I=—M p=_XN
2 2
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Observacao 6.1 Em contrapartida, pela formula (5.1) para séries de Fourier, seque
que

[e’s} [e’s} o en(m) .
fn,m = f($n (m), ym) = Z z Cip ei2mI T pi2mp im
ST (6.4)

— Z Z Cip ez27rnj/N(m) 6127rmp/M_

j:*OO p=—00

6.2 A Férmula de Poisson

Ao substituir (6.4) em (6.1), obtemos de (6.2) utilizando a funcao (3.15) que

M,l N(m) 1
1 00 e 2 1 2 . . .
Flc,l - Z Cip Z Ik(m) Z eszn(]—k)/N(m) eszm(p—l)/M’
M j=—00 p=—00 :_% N(m) ne—— N(2m)

portanto, pelo lema 4.1, obtemos a férmula da soma de Poisson discreta para

1=-4 ... %2- 1k——,“”%—1
Fk,l = M Z Z Z Ik: Cj,p 5N(m) (_7 _ k)ez%rm(l’—l)/M‘ (6.5)
j=—00 pP=—00 \py—_M
ou na forma
1 o o A24 1
Fkl == H Z Z Z Ik Ck—l—jN(m),p EZQWm(p_l)/M. (66)

j==00 p==00 M

Notemos que se N(m) = N, para m = —&,..., 4 — 1, entdo a férmula (6.6)
reduz-se a férmula (5.7) para grade uniforme.

A férmula (6.6) indica como e quando o aliasing introduz erros na DEFT2GR. Mas
quao sério é este erro? Para responder a esta questao, vamos deduzir uma expressao

para calcular a diferenca Fj; — ¢, ou seja, o erro nos coeficientes produzidos pela
DFT2GR.

Usando a fungdo (3.15) e definindo a fungao Jy(m) = 1 — Ix(m), podemos rees-
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crever a férmula (6.5) da seguinte maneira

M_y
1 S S S S . 2mm(p—
By = 22 % % % 1= Jlm)] cipduen(j — kyeme o
j=—00 p=—00 m:_%
1 & 51
= M Z Z Z CgpéN (m) ] —k) z27rm(p*l)/M+
j==00 p==00p—_M
1 o0 o0 M -1
+ 47 o> Z [—Je(m)] ¢ p Ongm) (j — k)e2mm=O/M
j==00 p==00p—_M
RN
= Cg} -+ M Z Z Z Cip 6N(m) (] _ k)eZZWm(p—l)/M+
j=—00 Pp=—00,,—_M
Gk, g 2
1 S S Py . i2nm(p—
+ Z Z Z [ Jk Cj,p 5N(m)(] —_ k)eQ (p l)/M’
]——OO p=—o0 m__T
donde
RN N e B |
Fo—er = 37 2 X Cjip Oy (j — K)e>rm@=D/M 4
j=—00 P=—00,,__M
()£ k) ?
MY
! 3 s : i2rm(p—1)/M
+ 37 >y 2 | )] Cip Oy (7 — k)e2mm @O/

j=—00 p==00y— M

Agora definimos a seguinte funcao

v 1 se(p) = (k1)
in ={ o % (R e, o0
entao
M1
Py — kg = Z S S = iG] i By (G — K0

J—*OO == m=— %

Z Z Z [ Jk Cj,p SN(m) (] _ k)eiQﬂ'm(p—l)/M.

_]——OO p=—00 m———
Portanto, obtemos a seguinte versao da férmula de Poisson
o

> oy Z L (m) = 6,00, P)] Cp Onviem) (7 — k)™ P=D/M - (6.8)

=—00 Pp=—00 m———

1

Fk,l—Ck,l = M -
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6.3 Erro nos Coeficientes de Fourier

O erro no calculo numérico dos coeficientes espectrais tem duas partes. Uma
parte deste erro é devido ao truncamento, a qual existiria mesmo para grade uniforme.
Outra parte é devida apenas ao uso de grade nao uniforme.

O decaimento no erro de truncamento é bem conhecido e pode ser encontrado,
por exemplo, em [3]. Acreditamos que vale um resultado andlogo ao Teorema 5.2
para a estimativa do decaimento do erro pontual devido ao uso da grade reduzida na
aproximacao dos coeficientes de Fourier de f.

6.4 FErro na DFT2GR Inversa

Agora partimos do dominio de frequéncias com uma sequéncia c;; de coeficientes
de Fourier de uma funcao f no dominio D. Queremos reconstruir a funcdo f que tem
os coeficientes de Fourier ¢, ou seja, determinar as amostras f(x,(m), Ym)-

Pela definicao de IDFT2GR,

E (m)
z2kmnm z2lym
fam= Y Fue® i (6.9)
=4 k=-2=
Onden—_m M_lem__ﬂ M—]_
= By ==,

7

A série de Fourier para f(z,(m), yy,) é

> ad o g 2n(m) o ym
F@a(m)yym) = Y 3 e 7T 2R (6.10)
l=—0 k=—0o0
onden = M) MG ) o o b M
Suponhamos que nao haja erro de aliasing e analisemos o erro que resulta quando
subtraimos (6.9) de (6.10). Neste caso, F; = ¢y, para k = —%, s, 2 —1le
= —%, .-+, 5 — 1, entdo obtemos
. N(m) -1 . 1\2/[ 1 N(2m) 1 o N(m) -1 . i .
Z Z + Z Z + Z Z + Z Chy ei2mk = ezZﬂ'l}’Bﬂ’
l=—00 k=—00 l=—0c0 j_N(m) l=—c0 f__N(m) =M N(m)
2 2 -2
(6.11)

que é o erro de truncamento.
Logo o erro no uso da IDFT2GR para aproximar as séries de Fourier é, a grosso
modo, o erro no truncamento da série de Fourier mais o erro de aliasing.

Observacao 6.2 Uma fungdo f com a propriedade de que os coeficientes de Fourier
cky sdo zero para |k| > I, |l| > & € dita ser de banda-limitada.

Notemos que em (6.11), se os coeﬁc1entes ¢k, sao nulos, exceto para os valores de
k= —%, cen 2 —lel= —%, . — 1, entao a IDFT2GR reproduz exatamente os
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valores de f(z,(m),ymn), a menos de erro de aliasing. Este é o caso de uma fungao
peridédica de banda limitada. Isto simplesmente diz que se f tem um numero finito
de componentes de frequéncia e a IDFT2GR tem termos suficientes para incluir todos
eles, entao f pode ser reconstruida exatamente nos pontos de grade.
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7 Harmonicos Esféricos

Este é o capitulo central da tese. Neste capitulo, deduzimos uma versao da
formula de Poisson que permite a avaliacdo de erros ao usar grade reduzida em ex-
pansoes em harmonicos esféricos (ver apéndice E).

Os harmoénicos esféricos sdo as autofungdes do operador laplaciano na esfera (ver
equagdo (E.2)). Estes harmoénicos sdo usados em modelos de circulagio geral e servem
como base para expandir os harménicos de Hough (ver apéndice F).

Seja A € [0,27] a longitude e u = senf, onde 6 € [—%, g] é a latitude. Se f é
uma funcgao suave na esfera, ela pode ser representada por uma expansao convergente
de harmonicos esféricos da forma

fA )= i i g Yig(A, i), (7.1)

k=—o0 I=|k|
onde cada harménico esférico Yy (A, p) = Py (u)e*™ é o produto de um modo de
Fourier em A e uma funcdo de Legendre em p. Os modos de Fourier obedecem a
relagdo de ortogonalidade (4.2), enquanto que os de Legendre satisfazem a relacio de
ortogonalidade (D.4).

O truncamento mais usado nas expansoes em harmonicos esféricos é o trunca-
mento triangular de tamanho 7" (ver (E.3) no apéndice E). O erro de truncamento tem
um decaimento com 7" conforme veremos na subsec¢do 8.1. Logo da série infinita (7.1),
obtemos a aproximacao

FOm) = 33 i Vs, 0. (7.2
k=—T I=|k|

A transformada do espaco fisico para as coordenadas espectrais é obtida como
segue. A relagao de ortogonalidade (E.4) para os harmoénicos esféricos implica que

1 1 2w _
ari =5 [ | T Tk m)dAda, (7.3)
mJ-1Jo
ou equivalentemente
1
are = [ (W) Pea(p) dp, (7.4)
onde
. Lpom —ikA
an(w) = 5= [ FO e ™ d (7.5)
m Jo

A tltima destas integrais é a transformada de Fourier que pode ser avaliada a
partir dos dados sobre uma malha discreta em A usando DFT. Depois de computar
a transformada de Fourier de f, a integral (7.4), que é a transformada de Legendre,
pode ser avaliada usando quadratura gaussiana. Desde que consigamos evitar erro de
aliasing, é possivel avaliar numericamente ambos (7.4) e (7.5) sem introduzir erros além
daqueles associados com o truncamento original da expansdo de harmonicos esféricos
em algum nimero de onda finito, mas isto sé é possivel para func¢oes de banda limitada.
Por isto, agora passemos a discutir o erro de aliasing.
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Portanto, é importante que o procedimento de transformada nao gere erros ex-
cessivos em qualquer um dos modos retidos na expansao truncada original. Assim
quando usamos o método da transformada devemos reter nimeros de pontos N(m) na
direcao zonal suficientes nas transformadas discretas de Fourier e nimero de pontos
de grade meridional M suficientes na quadratura gaussiana que define a transformada
de Legendre discreta. Por isto, devemos relacionar o nimero de pontos na malha a
ser usada com o truncamento 7. Usamos uma malha (A, itr,), com m = 1,..., M,
n=1,...,N(m) pontos.

Avaliamos as integrais (7.4) e (7.5) numericamente como segue:

1
2T

[ 10 ™ ixz —L 5 0, e B, (1)
0 ’/’Lm - N(m) — n ’/J'm 7 *

com os pontos \,(m) uniformemente espagados para uma dada latitude g,

M) = (n — 1)AN(m) = %;
/_11 k(1) Preg (1) dpn = > win @k (ptm) Py (fim)- (7.7)

m=1
Definimos as transformadas discretas como segue. Seja N = . g1a<xMN (m), entao
_m_
a transformada discreta de Fourier na direcao zonal A\ é dada por

1 N(m) . N(m) N(m)
e 3 JOnm) e e, - < < Ty
(pk,m == n=1 (7_8)
N N(m) N(m) N
Oa 9 = k< 9 ou 9 < k < —2

Assim, para —% < k< % —1e |k] <1 < M, definimos a transformada de

Legendre discreta na dire¢ao meridional p por

M
Fry =Y W QrmPry(tim)- (7.9)

m=1

A equagdo (7.7) é uma férmula de quadratura gaussiana em que os “pesos” wy,
sao os coeficientes dados por [12]

_ @M - 1) - p7)
U N (Boprr () (10

e [m sd0 os zeros do polindmio de Legendre P (p). Esta férmula é exata para
polinémios de grau < 2M — 1. Logo a integral em (7.7) serd exata se 2T < 2M — 1,
ou seja, se um minimo de (27 + 1)/2, ou melhor, T+ 1 pontos de grade meridionais
for usado, assim M > T + 1. A férmula de quadratura (7.6) é exata para ndimero
de onda que nao exceda N. Este critério para o nimero de onda exige que a malha
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fisica inclua um minimo N(m) igual a 2T pontos de grade ao longo de cada circulo
de latitude m, ou seja min N(m) > 27. Se N(m) e M satisfizerem a estas condicoes,
entdo os termos ay; serdo computados exatamente para |k| < T e |k| <1 < T. Os
termos restantes (para |k| > T e | > T') serdo desprezados na expansio de f, uma vez
que s6 estamos interessados em determinar os coeficientes de Yy (A, u) = Py (p)e A,
para |k| < T e |k|] <1 < T. Se as integrais forem calculadas com valores menores
que N(m) e M adotados acima, teremos que as contribui¢des dos termos de mais alta
ordem na expansao de f acabardo sendo transferidos para os nimeros de onda mais
baixos, incrementando-os. Este fenomeno é o aliasing e é uma fonte de instabilidade na
simulag¢ao numérica da evolugao do sistema fisico, uma vez que acarreta transferéncia
de energia dos nimeros de ondas altos para nimeros de ondas mais baixos, podendo
levar a um grande crescimento destas ultimas ondas. Respeitando-se a condi¢do para
N(m) e M, ndo teremos aliasing.

7.1 Decaimento dos Coeficientes de Fourier-Legendre

No apéndice D, introduzimos as funcoes de Legendre e mostramos no teorema
D.1, um resultado sobre o decaimento dos coeficientes de Legendre. Este resultado é
usado na demonstracao do teorema a seguir.

Teorema 7.1 (Taza de Decaimento dos Coeficientes de Fourier-Legendre). Conside-
remos f e todas as suas derivadas parciais mistas até a ordem 2q+(r+1), 2w-periddicas
na direcao zonal-A\, limitadas e continuas no dominio

D={(\p):xe€l0,2n], p€[-1,1]},

para r,q > 1. Entdo os coeficientes de Fourier-Legendre de f satisfazem

C

SW’ Vk#0,1#0,

onde Ay = —l(l + 1) e C € uma constante independente de k e .
De (7.3), segue para k # 0 que

1 2 .
maes = [ [ O Yk m)drd
-/ 11 ( /0 7O e dA) Poi(p)du

= [ (oS [ 3 by

O termo integrado (primeiro termo) do lado direito da igualdade acima se anu-
la por causa da periodicidade de f e da exponencial complexa; o termo restante é
integrado por partes de novo. Se este passo é executado um total de r + 1 vezes e a
periodicidade das derivadas é usada a cada vez, encontramos

, 1\7+1 1 2 ar-l—lf »
s = () [ ([ o)
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Invertendo a ordem de integragao , obtemos

1\t pom 1 8r+1 )
o= (-0 () (] aw{ O ) Pea(p) dp) =2,

Notamos primeiramente que se [ = 0 na equacao acima, entao segue da hipétese
do teorema que a integral é limitada, logo obtemos um decaimento apenas na compo-
nente de Fourier, ou seja, em k.

r—+1

aAr—f—l

Agora, para | # 0, fixando A e aplicando o Teorema D.1 a como fungao de

14, obtemos

1\7*t1 1 2m 1 aq+r+1f )
— (1) 2 — —ikA
2 g = (=1) (m) A?/o ( L B WP ’“’l(“)d“)e dX.

Agora usando a hipétese, obtemos

C

_. 7.11
EFIAT (1

lag,| <

Observacao 7.1 Vimos na demonstragcao do teorema 7.1 que os coeficientes de Le-
gendre ay; tem um decaimento, para kl # 0, nas direcées zonal (k) e meridional (1).
Agora, para l = 0 e k # 0, este decaimento ocorre apenas na dire¢io zonal (k), na
componente de Fourier, conforme vimos no teorema 5.1. Enquanto que, se k = 0 e
[ # 0, este decaimento ocorre apenas na dire¢ao meridional (1), na componente de
Legendre, como ¢ dado no teorema D.1 do apéndice D.

7.2 FErro na Transformada de Fourier-Legendre

Nas secoes que se seguem, deduzimos a férmula de Poisson e determinamos o
erro no calculo dos coeficientes de Fourier-Legendre quando usamos grade uniforme,
ou seja, uma grade Gaussiana convencional (ver figura 7) e, também, quando usamos
uma grade reduzida (ver figura 8).

7.2.1 Foérmula de Poisson para Grade Uniforme
Consideremos que a grade é uniforme, i.e., N(m) = N, Vm. De (7.1) temos que

oo o0

FOnsttm) = Y2 D ajp Pip(pm)e?™. (7.12)
Jj=—00 p=|k|
De (7.9), obtemos
M 1 N
Foy= Y wn NZ Ay )€~ Py (bn) - (7.13)
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Figura 8: Os pontos de grade vistos do polo numa grade reduzida.
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Agora, substituindo (7.12) em (7.13)

(e}

Z Z a;p P p(tm)e U/\n) kA

N g\ i o

Pri(ptm)

M 1
Fk,l = Z Wm
o] M ) )
- ¥ Yy [ﬁzeﬂmw-wﬂ P i) Pos )
= n=1

8
8
g

= Z ZajpéN Zme]p Hm Plcl(,ufm)
j j m=1

Jj= p:|]|
[es) oo M
= > > kiing Y Wi Prying (i) Prapim)-
j=—00 p=|k+jN| m=1

Logo, pela observacao D.1 do apéndice D, obtemos a férmula da soma de Poisson
discreta

o0 9] M
Feg = arg + Y > Ghijng O Wi Peyinp(ttm) Prg(iim).- (7.14)
j=—00 p=|k+jN]| m=1

(4:p)#(0,0)

Notamos que o erro de aliasing acontece mesmo para grades uniformes e é dado

por
o] [e] M

Yo D keing D Wi Phainp(bm) Peg(tim)-
j=—00 p=|k+jN| m=1

(7:p)#(0:1)

No caso de grades uniformes, este erro pode ser muito pequeno de acordo com a
escolha do nimero de pontos na malha M e N e do truncamento 7.

7.2.2 Formula de Poisson para Grade Reduzida

Consideremos que a grade é reduzida, i.e., N é uma funcao de m. Desta forma,
a variacao de m causard aliasing, introduzindo erros na DFT, o qual estimaremos a
seguir. Veja a figura 9.

De (7.1) obtemos

o0

FOwm) ) = 3 3 a5 Prplpim) €. (7.15)

Jj=—o00 p=|j|

De (7.9), usando a fungdo (3.15) obtemos que

Fry =Y Ix(m) wn, Nim) > FOn(m), ) e ™ By (1) (7.16)
m=1 n=1
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Figura 9: Pontos de longitude N como funcao de cada circulo de latitude m nas grades
uniforme (esquerda) e reduzida (direita) na esfera vistas do polo P.

Agora substituindo (7.15) em (7.16), segue que

M N(m) oo ()
1 2] m —1 m
Feg = 3 Ix(m) wn (N(m) > lZ > ajpPp(pim)e )] e~ )> P (pim)
m=1 n=1 |j=—oc p=j|

o 1 N 2w (n— j— m
= > X X h(muwna, (—N(m) 3 e >> P (tan) Pra (),
j= n=1

logo usando a observacao 4.1, obtemos

o o

Fiu= Y 3 > Ii(m) waajpbnem (G — k) Pip(pm) Peg(bm), (7.17)

j=—00 p=|j|m=1
ou ainda, podemos escrever na forma

00 M 00

Fpi= Z Z Z I,(m) Ak+jN(m),p Wm Pk+jN(m),p(/1'm)Pk,l(lf'm)' (7.18)

j=—00 m=1 p=|k+jN(m)|

Usando a fungdo Jiy(m) = 1 — Ix(m) e a funcdo dx,(j, p) dada em (6.7), podemos
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reescrever a equacao (7.17) na forma

oo [e’s) M
Foo o= > > 2 1= Jk(m)] win ajpdnemy (5 — k) Pip(ttm) Pt (tm)
j=—00 p=[j| m=1
[e’¢) [e’s} M B
= Z Z Z Win Gj.p Onm) (5 — ) Pip(tm) P (i) +
j=—00 p=|j|m=1
o] [es) M N
+ 2 > D [=Ie(m)] Wi gy Ongmy (G — k) Pip(hm) Peg (1)
j=—o0 p=|j|m=1
o0 [e’s) M N
= ap+ Z Yo D W On(my(J — k) Pip(tim) Pea (i) +
=—00 :| m=1
( )#g k,l)
+ Z Z Z [—Jk(m)] wma”éN m)(J = &) Pjp(tm) Pry(bim),
j=—00 p=[j|m=1
donde
[e7e] [e9) M B
Foi—agy = Z Z Z 1- 5k,l(j:p)] Wm Gjp ‘5N(m) (J—Fk) Pj,p(ﬂm)Pk,l(Mm)"‘
j=—o00 p=|j| m=1
o0 [e’s} M N
+ > > > [FIk(m)] Wi ajp dngmy (5 — k) Pip(ttm) Pra(pim),
j=—00 p=|j| m=1
logo
Fri—ag; = Z Z Z m)+1-— 5kl(] P)] Wi a]p5N ( —k) Pj,p(,um)Pk,l(,U'm)'

Jj=—o00 p=|j| m=1

(7.19)

7.3 Erro na Transformada Inversa de Fourier-Legendre

Se f(A, p) é aproximada pela série truncada de harmonicos esféricos da forma
(E.3), a transformada do conjunto de coeficientes espectrais para os pontos sobre uma
malha latitude-longitude pode ser computada usando a relagao

w|2

FOum),um)) = Y ppme®M 1 <m< M, 1<n<N(m), (7.20)
k=

onde ¢y, ¢ dada em (7.8).

A soma (7.20) é uma transformada discreta de Fourier inversa com relagao a
coordenada longitudinal \,(m); esta transformada pode ser avaliada com um erro de
aliasing, de modo andlogo ao que fizemos para a transformada discreta de Fourier
direta. Desta transformada obtemos N valores de pontos de grade ao longo de cada
circulo de latitude com 1 < m < M.
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A transformada inversa de (7.9) é uma transformada discreta do espaco espectral
para o espaco de Fourier dada por

T
Okm = Y Fioy Poy(pim)-
I=[k|

A falta de uma transformada rapida para a coordenada de latitude, ou seja uma trans-
formada rapida de Legendre, torna o modelo espectral de harmonico esférico menos
eficiente que os modelos espectrais que usam as séries de Fourier bidimensionais.
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8 Erro na Avaliacao de Expansoes em Harmonicos Esféricos

E usual expressar o estado da atmosfera em termos dos coeficientes de harmonicos
esféricos, quando sao usados métodos espectrais para previsao global de tempo. O uso
da grade reduzida ocasiona um erro na parte espectral do método semilagrangeano, o
qual queremos avaliar, mas para isto precisamos obter férmulas de erro para expansoes
em harmonicos esféricos devido ao uso da grade reduzida. Também obtemos uma
féormula de erro, quando é usada uma grade Gaussiana plena.

8.1 Erro na Avaliagcao de um Coeficiente Harmonico

Temos por (7.17) que

Fu= 3 3 S L(m) agdnin (G — ) 0nProlin) Pes(i). (1)

j=—o00 p=|j|m=1

Consideremos o truncamento triangular |[j| < 7T e |j| < p < T, assim usando a
propriedade que P;, = 0, se p < j, o erro de truncamento é dado por

Gu= 3 5 3 Lm)apbnim (G — F) wnPip(i) Praliin). (82)

j=—00 p>max{|j|,T} m=1

Como 08 pesos wy, sdo limitados (veja a equacdo (7.10)), [dnemy(j — k)| < 1,
\I.(m)| <1 e pela propriedade (D.5) |Py,;| < 1, temos que

M

> I(m) SN(m)(j — k) Wi Pj (o) Py ()| < C M,

m=1

onde C = max |wy,|. Denotemos C' = CM.

Logo, para j # 0 temos pelo teorema 7.1 que existe uma constante C” tal que

o o o o CII
! !
< Z Z C'agy| < Z Z ¢ G HT]A, e
j=—00 p>max{|j|,T'} j=—0oc p>max{|j|,T} J P
B i CICII i 1
55700 11 el T} plp+ 1)l
c'cr = gt =
- |j|Z>T g+ p>z|1 p(p+ 1)| |a|Z<T ik ng pp+1
< Z c'c” i Z c'c” i
T gl p>T [p(p + 1)‘ l9I<T ik p>T p(p+1)l

No primeiro somatério (j > T') do segundo membro acima fazemos j = j' + T,
j'=1,2,3,... e no segundo somatério (p > T) fazemos p =p' + T, p' = 1,2,3,....
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CICII

Entao denotando C] = C'C" e C)y = ) o1 obtemos
\J|<T| Jl
o
1

G < C’ -
Gul < Gy g +T|,.+1 > +T|2q T

1 > Cs

= TT+1 ]"2:1 i 1r+1 Z p —}—T‘Qq T2q pgl %,_i_l‘?q.

Como as séries em j' e p' sdo convergentes, denotando suas somas, respectiva-
mente, por S; e Sy, obtemos para C; = C]515; e Cy = C45,
C C
T (8.3)
Tr—|—1 T2q
Para T suficientemente grande, segue que o erro de truncamento (8.2) é pequeno,
entdo de (8.1) podemos aproximar Fj ; por

T M
Fy.= Z Z Z I, (m) QAk+4§N(m),p mek-f—jN(m),P(,um)Pk,l(Mm)' (8.4)

§==T p=|k+jN(m)] m=1

Quando a grade é uniforme, N(m) = N, para todo m, entao para evitar aliasing,
tomamos N > 27, conforme discutimos no capitulo 7. Agora, na grade reduzida N
depende de m, sendo impossivel evitar completamente o erro de aliasing, pois podere-
mos ter alguns termos em que j — k é miltiplo de N(m), o que depende da escolha da
grade.

8.2 Erro em Combinacao de Harmonicos Esféricos

Dado um harmonico esférico Pj, ,,(1)e"0*, segue que aj,,, = 1. Se os demais
coeficientes a;, = 0, para j # jo ou p # po, logo por (8.1)

Z Qjo,po 1 5N(m ( ' k) Wi Pjo po (Nm)Pk,l(Mm)- (8-5)

E conveniente descrever um estado tipico da atmosfera como uma combinac¢ao
linear de harmonicos esféricos. Neste caso, uma féormula do erro introduzido pelo uso
de grade reduzida ao avaliar os coeficientes dos harmonicos esféricos é util.

A férmula (7.18) pode ser usada para avaliar esse erro, pois uma vez conhecidos
os coeficientes a;; dados na expansao (7.15) devidamente truncada, a qual ja inclui o
erro de truncamento, entao podemos obter o coeficiente aproximado Fj; por meio da
férmula (7.18).

Sejam A o vetor de componentes ay; € F' o vetor de componentes Fj;, estamos
interessados no erro relativo, o qual definimos por

£ — Al

= AT (8.6)

onde ||.|| é a norma do maximo ou a norma quadratica, como explicamos a seguir.
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8.2.1 Erro na Norma do Maximo

Consideremos E' o vetor de componentes Ey; = Fi; — ay.
do méximo por ||.||«, € definimos por

1E]|00 = max | Bk, -
—T<k<T,|k|<ILT

Denotemos a norma

A norma do maximo é mais sensivel a possiveis desvios que outras normas.

8.2.2 Erro na Norma Quadratica

Definimos a norma quadréatica, denotada por ||.||2, pela expressao

k; l% (Bry)”
K(T) ’

12 =

onde o numero

k=—T i=|k|

é tal que se todos os Ej; forem 1, entdo ||E|s = [|[E|le =

S Y= T r =T+

A intencao desta

normalizacao é facilitar a comparacao entre as normas do maximo e quadratica.

Sejam A o vetor de componentes @, [IM o vetor de componentes

E

Z P; () Peg (i),

também denotemos

Hp,l(.j, ka m) = W Pj;p(IU'M)Pk,l(,U’m),
> 2 IGk
j=—00 p=|j|
Assim por (7.17), obtemos que

oo

Frim 3 50 3 (1= Jum) [BG — )+ By (G — b) — (i —

j=—00 p=[j|m=1

47

k)| ajp (5, by m).



Donde podemos escrever que

[es) M _
Fr, = Z S > on(G — k) ajp (4, k,m)+

i
8
hs}
Al
i
3
I

S S S [ anGi— )] agp Tyl b m)

j=—00 p:|j‘ m=1

é o efeito conjunto dos erros de truncamento e de aliasing na grade uniforme, logo
¢ desprezivel, pois esperamos trabalhar em regimes em que cada um dos varios er-
ros existentes sdo pequenos, digamos O(J). Assim, os termos que representam erros
combinados devem ser O(6?), que deverdo ser despreziveis.

A soma

i 2: 21 [—Jk(m) <5N(m)(j — k) — 5N(j — k))] ajp Hp,l(j,k,m)

j=—00
é o efeito conjunto do erro de truncamento e da diferenca dos erros de aliasing entre as

grades reduzida e uniforme, o qual consideramos desprezivel, pelo mesmo argumento
anterior.

Portanto

00 M
Fk,l = Z Z Z(SN(j—k)aj,pHp,l(j,k,m)—i-

j=—00 p=|j| m=1
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donde

0 [e7e] M
Frg—ary = Z Z Z On(j — k) a1, (4, k,m)+
j=—00 =|j| m=1
! (J,;i))#zk,l)
0o co M B
+ 3 Z S° (O (G — B) = (G — k)) a3 Ty, o, ).
j=—00 p= m=1

O primeiro termo no lado direito da desigualdade acima é o erro associado ao indice
k,l devido primordialmente ao truncamento espectral, enquanto que o segundo termo é
devido primordialmente ao aliasing. Provavelmente seria melhor fazer estimativas sepa-
radas dos erros de truncamento espectral e do aliasing na equagdo acima, que poderiam
ser feitas com técnicas independentes, possivelmente obtendo estimativa global com
menos folga. Por simplicidade elas nao sao separadas e procedemos assim.

Usando o fato que ‘(51\, j— k)‘ <le ‘(5N my(J — k) — on(j — k)‘ < 1, podemos
escrever pela desigualdade triangular que

oo [e’s) M [e’s) oo M
Frg—argl < Y- > D lajpl (g kom) + Y Y0 > lajpl M5, k,m)| .

j=—o00  p=|j m=1 Jj=—00 p=|j|m=1

|
(4:p)# (k1)
|aj,p‘ < Z Zag’,p”
V it v
temos ao denotar |[All; = [> Y a2, que para todo k, I
VA

Como

[ere] o0 M
Frg—arg <Al | Yo X2 DO [Mpulg, kym)| + Z Z Z (4, k,m)| |
j=—oo  p=lj| m=l j=—o00 p=[j|m=1
(4:p)#(k,l)
logo temos para todo k,1
2
o0 [¢s) M [es) oo M
2 2 . .
Fro—ard> < A3 | X2 X X MG km)[+ X D > [T, k,m)
j=-oo  p=|j| m=l1 j=—o0 p=l|j| m=1
(4,p) 7 (K1)

Se denotarmos

o0

SO MuGEm+ Y Y S MG em)  (810)

|
(4:p)#(k,1)

entao da ultima desigualdade obtemos
. 2
>3 Fi = aal* < A3 03 [ (k)
kool kol
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Agora denotando

), = ¢z 3 11 ()], (8.11)

extrando a raiz quadrada na tltima desigualdade e usando a notagdo (8.11), obtemos
ZZ \Fk,z — Ok,
ko1

Logo uma estimativa para o erro relativo € dado em (8.6) na norma quadrética é

2 < [|All |11l

e < ||ITIM]s. (8.12)

Na obtengao da estimativa (8.12), temos séries infinitas em j e em p, mas nas
aplicacoes praticas, estas séries sao finitas, pois a malha tem um numero finito de
pontos.

Assim, obtemos uma estimativa para o erro que nao depende da combinagao
linear {a;,} usada, portanto ela é intrinseca a grade utilizada numa triangulacao.

A estimativa (8.12) que obtivemos fornece uma maneira alternativa de gerar gra-
des reduzidas, uma vez que definida uma tolerancia para |[II" ||, podemos verificar se
o erro relativo (8.6) é menor que a tolerancia dada.

Comparando a nossa proposta de reducao da grade com a proposta definida por
[5], temos a vantagem de simplificar a avaliacdo da qualidade da grade reduzida. De
fato, para avaliar a grade reduzida, conforme [5], para cada nimero de onda /, com uma
notagao compativel com (8.7), o qual também depende do truncamento em questao M,

pois nos termos wy, € fim,, temos m € {1,..., M}, definido o somatério
Mo
F;ﬂo (k,a k) = Z W Pk’,l(um)Pk,l(Mm), (813)
m=1

onde k e k' tém a mesma varia¢do, mas podem ser diferentes. Notemos que I'M (k', k) =
117 (', k) (ver (8.7)). Entdo Courtier e Naughton calculam os nimeros (ver (8.9))

Mo __ Mo ( 1./
e = max | [T (K. 0. (8.14)
onde m, é o indice da primeira latitude m = 1,..., M contando-se do equador a par-

tir da qual a grade é efetivamente reduzida. Assim Courtier e Naughton verificam
se cada nimero (8.14) é menor ou igual a uma tolerancia ¢, especificada, a qual eles
adotaram como sendo €, = 107'2. Na nossa proposta, em vez disso, calculamos ape-
nas um niimero, ou seja, pedimos que |[[I*||, seja pequeno, consequentemente as suas
coordenadas ITM (k) devem ser pequenas. A imposi¢ao de que estes erros sejam peque-
nos leva a uma desigualdade semelhante aquela imposta por Courtier-Naughton. Os
dois conjuntos de desigualdades (o nosso e o de Courtier-Naughton) nao sao equivalen-
tes, apesar de serem semelhantes. Preferimos o nosso por ter uma clara interpretacao
geométrica.

Notemos que se ||[TI* ||, dado na equagao (8.11) é pequeno, entdo as componentes
1Y% (k+jN, k) (ver (8.7)) devem ser pequenas. Isto significa que permitimos que a gra-
de reduzida afete apenas um pouco a ortogonalidade dos harmonicos esféricos, quando
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seu produto interno é avaliado por meio da grade reduzida em vez da grade gaussi-
ana normal. Este critério de quase ortogonalidade de todos os pares de harmonicos
esféricos pode ser substituido por uma tnica desigualdade, que acarreta esta quase
ortogonalidade, da seguinte maneira.

Teorema 8.1 Dada uma tolerincia €,, seja (GR) uma grade reduzida que satisfaz
IT]ls < €.

Entdo a grade (GR) também satisfaz ao critério de quase ortogonalidade de todos os
pares de harmonicos esféricos distintos.

Demonstragio: As componentes 1 (k) de ITM satisfazem (ver egs. (8.9) e (8.11))
07 (k)] < (Tl , Vi, L.

Logo, se ||[II?||; < ¢,, entdo o resultado segue, uma vez que a desigualdade acima é
valida para todos os nimeros de onda zonal k£ e meridional /, desse modo todas as
componentes ITM (k) sao menores ou iguais a €,. Portanto, se a grade (GR) satisfaz
a hipétese do teorema, entdo também satisfaz ao critério de quase ortogonalidade de
todos os pares de harmonicos esféricos distintos.

Figura 10: Harmoénico de Hough: s=5, t=5, r=0 (Rossby). Altura equivalente: h =
10km.
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8.3 Erro na Avaliacao de um Harmoénico de Hough

Os harmonicos de Hough sdo as autofungoes do sistema de dguas rasas sobre a
esfera de acordo com a equacdo (F.4) (ver apéndice F). Eles sdo os modos normais da
parte horizontal das equagoes primitivas da atmosfera linearizadas em torno do repouso,
e por isto sao ondas importantes que se propagam na atmosfera. Logo, qualquer método
numérico deve representa-las bem, para que possa servir como um método de previsao
numérica de tempo.

A figura 10 foi feita usando o software GRADS. Ela representa a variacao da
altura da superficie livre h da onda de Rossby r = 0 numa grade reduzida.

A componente geopotencial G5, de um harménico de Hough é, como segue de

(F.8)

s+2Tp—1

Goghp)= Y CIP,p(p)e™,
p=s

onde s é o nimero de onda zonal, ¢ é o indice meridional e T;, é o truncamento da
série que representa o harmonico de Hough, a qual consideramos exata. Nao podemos
confundir esse truncamento com o truncamento triangular 7' (dado em E.3).

Se a funcao for um harmoénico de Hough com nimero de onda zonal s, entao
na equacdo (8.4), a;, sé tem coeficientes diferentes de zero para j = s e valores do
indice meridional p tais que, no caso simétrico, p = s,s+ 2,...,5s+ 2(Ty — 1) e, no
caso antisimétrico, p = s+ 1,5+ 3,...,5s + 215 — 1. O coeficiente ay,; ser zero nao
significa que Fj; seja zero, simplesmente estaremos contabilizando Fj; — 0. Entao de
(8.4), obtemos para p < T no caso simétrico que

5+2(T071

) M .
FkJ = Z Z Cg Ik(m) 5N(m)(3 — k) mes,p(,um)Pk,l(,um). (815)
b=s m=1

8.4 As Grades Reduzidas

Em uma malha Gaussiana convencional, o niimero de pontos ao longo de cada
longitude é o mesmo. O espacamento entre os pontos de grade na esfera, na diregao
meridional é aproximadamente uniforme, por serem as raizes de um polinomio de Le-
gendre. J4 o nimero de pontos ao longo de cada latitude é o mesmo e é distribuido
uniformemente, resultando desse modo, numa distancia entre pontos vizinhos perten-
centes a uma mesma latitude muito menor nas regides préximas aos polos. Desse modo,
temos um grande acimulo de pontos préximos aos polos. Nas latitudes equatoriais,
isto ndo acontece porque os circulos de latitude sdo maiores (ver figura 7). Para tornar
este espacamento mais uniforme na esfera, o niimero de pontos por latitude deve ser
reduzido gradativamente do equador até os polos. Consideraremos grades reduzidas
que sao constituidas de uma malha onde o espagamento fisico entre os pontos de grade
na esfera é aproximadamente uniforme.

Em sua proposta original de grade reduzida, Hortal e Simmons [9] basearam
sua escolha de nimero de pontos por latitude na geometria da esfera. Assim, cada
linha de latitude 6 € [—7/2, 7/2] deve conter aproximadamente cosd# NLON pontos,
onde NLON é o niimero de pontos por latitude no modelo com malha Gaussiana e,
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portanto, é também o niimero de pontos de grade ao longo da linha do equador # =0
na grade reduzida. A escolha efetiva do nimero de pontos por latitude ainda deve
satisfazer uma restricio de ordem pratica. Este nimero deve ser adequado para a
execugao de uma transformada rapida de Fourier (FFT), ou seja, deve ser da forma
2mgnepneyna o Assim, Hortal e Simmons escolheram como numero de pontos na
latitude € o primeiro nimero inteiro desta forma que seja maior ou igual a cos§ NLON.
Mais tarde Courtier e Naughton [5] notaram em modelos globais, alguns problemas
relacionados ao surgimento de ruidos na integracao nas vizinhancgas dos polos com o
uso deste tipo de malha, os quais sao eliminados com o emprego de mais pontos nas
primeiras linhas préximas aos polos.

No trabalho de Courtier e Naughton, foi apresentada uma grade reduzida com
mais pontos nas latitudes mais préximas aos polos que a grade reduzida introduzida
por Hortal e Simmons. Isto fez com que o problema nos polos fosse eliminado. Courtier
e Naughton adotaram uma abordagem em que a grade reduzida é definida ndo por um
critério geométrico, mas sim em funcao da capacidade de representacao dos nimeros de
onda zonais, dentro de uma dada precisao, do seguinte modo: definida uma tolerancia
€, entao um numero de onda ! deixa de ser importante em uma dada latitude 6 se

1
A Pk,l(,u) Pk:,l(,u)d,u S €, Vk, k, S T.
i

Temos que #; = arcseny; é a primeira latitude em que se pode desprezar as con-
tribui¢oes do nimero de onda [/, que também é desconsiderado nas latitudes seguintes
mais proximas aos polos. A malha é simetricamente definida no outro hemisfério.

Com o objetivo de mostrar que existe espaco para grades intermedidrias entre a de
Courtier-Naughton (CN) e a de Hortal-Simmons (HS), cujo custo computacional seja
mais baixo que (CN), mas com erro de aliasing ainda pequeno suficiente, construimos
a grade (GC), onde o niimero de pontos por latitude N(m) das grades reduzidas de
Courtier-Naughton, Hortal-Simmons e da grades construidas é dado conforme a se-
guinte tabela

| Grades Reduzidas |
m 1 2 314 |56 | 7|89 10111213 |14...
CN |18 2536|4045 |54 |60 |64 |72 |72(75]181]190|90...
GC|12|14 |18 (2430|3645 50|60 |64|72|75(801|90...
HS | 6 |12 |18 |24 (30|36 |45|50 |60 |64 |72|75]|80|90...

As grades coincidem em outras latitudes e sao simétricas em relacao ao equador.
A latitude correspondente a m = 1 é a mais préxima ao polo. Os nimeros de pontos
por latitude podem ser vistos por completo no programa erroinit.m contido no apéndice
F.2.

A grade uniforme denotada por (GU) é aquela com o mesmo nimero de pontos
N(m) em cada latitude m =1,..., M.

Apesar da grade reduzida ser bidimensionalmente ndo uniforme, sua implementa-
¢do requer apenas sequéncias de transformadas unidimensionais de Fourier e de Le-
gendre em grades uniformes. Esta é uma grande qualidade da grade reduzida, pois
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transformadas para grades realmente nao uniformes sao invariavelmente mais caras ou
menos precisas que as transformadas classicas.

8.5 Resultados Numéricos

Na nossa andlise numérica consideramos as ondas de Rossby (r = 0), onde Ty = 50
el < s < 40. No caso simétrico, temos 1 < g < 79, com ¢ impar e no caso antisimétrico,
temos 2 < g < 80, com ¢g par. Consideramos o truncamento 7" = 105 e as grades
reduzidas acima com M = 160. Esta escolha de M satisfaz a relacgo M > T + 1
discutida no capitulo 7. A grade uniforme (GU) tem o nimero de pontos N(m) = 320
em cada latitude m = 1,...,160. Obtemos a estimativa maxima para o erro relativo €
(ver (8.6)) na norma quadrética, conforme dada em (8.12). Também obtemos, usando
a norma do méximo, o erro relativo (8.6) para alguns harmonicos de Hough dados.

8.5.1 Erro de Aliasing e Truncamento em Harmonicos Esféricos

Na tabela a seguir, temos o erro relativo € dado por (8.6), na norma do méximo,
do erro de aliasing e truncamento espectral de alguns harmonicos esféricos dados pela
equagao (8.5) para alguns valores de jg, po dados.

| Erro € |
S,q GU CN GC HS
jo=3.po=>5 |3,16x107"[3,16x107" 3,16 x 10" | 9,69 x 10~°
Jo=3,p0=16 [3,02x103[3,02x10"]3,02x10 3| 5,05x 107
jo=3,p0="78 |4,78x107 8 |4,78x10 8 [478x10 8| 1,11 x10*
jo=20,p0 =30 |2,32x107" ] 2,32x 107" [ 2,32x 107 | 2,32 x 10~
Jo=20,p0 =65 | 3,94x 1071 [ 3,94 x 1078 [ 1,49 x 10719 [ 1,49 x 10710
Jo=11,po =79 [ 2,24 x 1073 [ 2,24 x 1078 | 1,41 x 1075 | 1,41 x 107°
Jo=20,po="79 | 3,47 x 1071 | 3,47 x 10 3 | 6,40 x 10°° | 6,40 x 10°°
Jo=40,p0 =79 | 3,54 x 1071 | 3,54 x 1071 [ 3,54 x 10°13 | 3,54 x 10~ 13
Jo=40,po =105 | 4,47 x 10~ | 4,47 x 10~ | 1,54 x 10711 | 1,54 x 10~
Jo=63,p0=105]2,45x 1018 [2,45x 107 % | 2,45 x 1073 | 2,45 x 10~ 13

Notemos que o erro na grade reduzida (CN) é o mesmo que na grade uniforme
(GU). Isto mostra que a redugdo na grade (CN) é muito restritiva, no sentido de
que a mesma precisao especificada por eles poderia ser atingida por uma grade mais
econOmica. Se os tempos de computagao fossem medidos para cada grade, seria possivel
determinar aquela de melhor custo/beneficio.

8.5.2 FErro de Aliasing e Truncamento em Harmonicos de Hough

Calculamos o erro relativo € dado por (8.6), na norma do maximo causado por
aliasing e truncamento espectral (veja a equacdo (8.15)), em alguns harmonicos de
Hough para s, ¢ dados, usando as grades reduzidas (CN), (GC), (HS) e também a grade
uniforme (GU). A altura equivalente é denotada por h. Veja o cédigo no apéndice F.2.

Analisamos o erro €, o qual constatamos ser pequeno.
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Caso Simétrico (h = 10000m)

s,q GU CN GC HS
s=3,q=5 [490x10[490x10"[490x10 8] 7,87 x 108
s=3,q=17 [4,28x1073 [ 4,28 x107"3 [ 4,23 x 107" | 2,05 x 107
s=3,q=75 | 7,18 x 107 B [ 7,18 x 107 | 7,78 x 10~ | 2,24 x 10~*

s=20,q=2311511x10"3[5,11x 10" [ 2,08 x 10~12 | 2,08 x 10~

s=20,q=065|6,10x10"1 6,10 x 10~ | 4,46 x 10~% | 4,46 x 1078

s=11,q=7913,95x10 8 [3,95x 10 8| 1,11 x107° | 1,11 x 107°

s=20,q=79 [4,71 x1078 [ 4,71 x 107 | 6,89 x 1077 | 6,89 x 10~

s=40,q="794,98x1078[4,98x1071¥[1,31 x1071* | 1,31 x 107
Caso Simétrico (h = 3262m)

s,q GU CN GC HS
s=3,q=5 [4,90x107[4,90x 107 [4,90x 10713 [ 7,87 x 10713
s=3,q=17 [3,94x107%[3,94x 107" [3,94x 107" | 1,90 x 107°
s=3,q=75 | 7,6Tx10° B [7,67x10" | 7,67 x 10" | 2,20 x 10~*

s=20,q=231]5,06x10"1[5,06x10"13[1,97x 10712 [ 1,97 x 10~

s=20,q=065|6,10x10"1 6,10 x 10~ | 4,46 x 10~% | 4,46 x 1078

s=11,q=7913,95x10 8 [3,95x 10 8| 1,11 x107° | 1,11 x 107°

s=20,q=79 (4,71 x10 B [ 4,71 x10 8| 6,89 x107 | 6,89 x 107

s=40,q=179[3,95x107" [3,95x 107 | 1,11 x 107 | 1,11 x 107°
Caso Simétrico (h = 105m,)

s,q GU CN GC HS
s=3,q=5 [2,64x107[2,64x10"]2,64x10"13[2 02x 10"
s=3,q=17 | 7,31 x1078 [ 7,31 x 1073 [ 7,31 x 1073 | 2,33 x 10~
s=3,q=175 |554x10"8[554x10"" |5,54x 10" | 1,82 x 10~*

s=20,q=2314,90x10""[4,90 x 10713 [ 4,89 x 107" | 4,89 x 10~
s=20,q=065|4,8x10""[4,83x1071| 2,30 x107® | 2,30 x 1078
s=11,q=79 4,36 x10 3 [ 4,36 x 108 | 7,31 x 10 | 7,31 x 1076
s=20,q="79 4,88 x 1071 | 4,88 x10 3| 4,18x 1077 | 4,18 x 10~
s=40,q=79 |504x10 8 [504x10 18 [1,34x10 " ]1,34x10 !

Os erros nos casos simétrico e antisimétrico sao muito préximos, de modo que
consideramos apenas 0 caso simétrico.

Apesar de termos mostrado que o erro de truncamento é pequeno, pois ele tem
um decaimento com 7', conforme mostramos em (8.3), ele tem influéncia nos resultados
acima.

Os erros nas grades (CN) e (GU) sao os mesmos, isto mostra que a grade de
Courtier e Naughton tem, aparentemente, mais pontos que o necessdrio.

8.6 Calculo da Energia Cinética com Aliasing

No trabalho de [11], os harménicos de Hough sdo usados como base para ex-
pansao horizontal dos campos de vento e massa de um modelo de equacao primitiva
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global para um estado tipico da atmosfera. A parte vertical é obtida da solugao da
equacao da estrutura vertical com a altura equivalente como autovalor. Esta expansao
dos dados globais permite a particao da energia em dois tipos distintos de movimentos
- as ondas de gravidade e as ondas de Rossby.

A energia cinética total K de um estado tipico da atmosfera é dada por
K=Y kg,
5,9

onde os valores dos pesos k,, de cada modo de (s, ¢) na energia cinética total K sao
dados nas Tabelas 1, 2, 3, 4, 5 e 6 do apéndice F.

A energia cinética F,, do harmoénico de Hough H,, é definida, de acordo com
[13], por (F.9). Os coeficientes A e Bf em (F.9) sdo calculados com um erro de aliasing,
conforme a férmula (8.1) e o programa contido no apéndice F.2. Denotemos os valores
calculados por Ag = Al+dAle Bg = Bl+ 0B}, onde 6 Al e 6 B! sao os erros de aliasing
de A7 e B}, respectivamente.

Estamos interessados em calcular o erro na energia cinética E devido ao aliasing
ocasionado pela redugdo da grade, levando em conta os pesos ks, de cada modo (s, q).
Entao definimos a energia cinética com aliasing por

1 1 s+2T9—1 9 9
E=oYhalz— L po+D)|(Ar+oan)+ (Br+oBy)’| . (8.10)
syt 59  p=s

Entao de (8.16), obtemos o erro na energia cinética devida ao aliasing

1 1 s+2Tp—1
0F = 7 quq {E—q p; 2p(p+ 1) [AL0AL + BE 6 B] } . (8.17)

Programamos a férmula (8.17) (veja o cédigo no apéndice F.2) e concluimos, por
meio de experimentos numéricos, que a maior parte da energia cinética dos harmoénicos
de Hough dados concentra-se nos modos de frequéncia (s, ¢) mais altos. Sendo assim,
para o truncamento triangular 7' = 105 que consideramos, os valores de 6 F sao muito
pequenos, mostrando assim que o erro de truncamento é maior que o erro de aliasing.

‘ Energia 6 F ‘
h GU CN GC HS
9570m | 1,99 x 1073 [ 2,00 x 10713 [ 1,99 x 10713 | 1,41 x 10~
3262m | 2,46 x 10713 | 2,44 x 10713 | 2,46 x 10713 | 8,41 x 1012
105m | 1,38 x 1073 [ 1,25 x 10713 [ 1,38 x 10713 [ 5,69 x 1012

Com isso esperamos que para malhas suficientemente grandes, de uso em no-
vos modelos de circulagdo geral, que possam levar em conta todos os coeficientes dos
harménicos de Hough considerados, tenhamos um erro de truncamento menor, pois
ele decai com T, como mostramos em (8.3) e assim o erro de aliasing passe a ter
importancia.
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8.7 Conclusoes

O estado da atmosfera pode ser representado por uma combinacao linear de
harmonicos esféricos ou de harmonicos de Hough e, em cada um dos casos, obtivemos
uma férmula para o calculo do erro introduzido ao avaliar os coeficientes da expansao
quando uma grade reduzida é usada em vez de uma grade plena.

Essas férmulas sdo obtidas de (8.1) e podem ser usadas diretamente de duas
maneiras. Uma é calcular o erro para um harmonico de Hough para uma grade dada.
Outra é calcular o erro em uma combinac¢ao linear de harmonicos esféricos que seja
representativa de estado tipico da atmosfera.

Pela nossa andlise numérica feita na se¢ao 8.5, concluimos que a grade reduzida de
Courtier e Naughton é, aparentemente, mais fina que o necessario, portanto utilizando
o método descrito no teorema 8.1 é possivel encontrar uma grade reduzida menos fina
que (CN), mas com precisdo bem préxima.

Ha& outra finalidade para este trabalho. Acreditamos que pode ser utilizado para
achar a grade reduzida otimal levando em conta o custo computacional, para um trun-
camento especificado. Para isto, porém, é necessario saber os custos computacionais
de cada parte de um modelo de circulagao geral que utilize esta grade. Técnicas de
otimizacao combinatérica poderao ser uteis para esta utilizacao.
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A As Equacoes de Aguas Rasas na Terra

Q

Figura 11: Sistema de Coordenadas.

Os resultados desta se¢cao podem ser encontrados em [4], [12] e [14]. Sejam L o
comprimento caracteristico do movimento horizontal, U a velocidade caracteristica e
Q a velocidade de rotacao da Terra. O nimero de Rossby er é definido por

U
A ToT A

Consideramos um movimento de larga escala caracterizado por ez < 1, ou seja, aquele
cuja duracao é grande comparado ao periodo de rotagdo da Terra. Aqui considera-
mos que para qualquer movimento do fluido, a tunica forca exercida sobre sua su-
perficie é a pressdo, dada por meio do gradiente do geopotencial ¢ = ¢(r,t), onde
r = (z(t),y(t),2(t)) é o vetor posigdo de uma particula de fluido no tempo ¢. No
modelo de aguas rasas, consideramos um fluido incompressivel homogéneo com uma
fronteira horizontal inferior rigida e superior uma superficie livre. A velocidade hori-
zontal é considerada invariante com a altura, assim vy = (u(z, y, t),v(z, y, t),0). No
sistema de dguas rasas, usamos as equagoes de conservacao de momento e de massa
(continuidade). A equacdo de continuidade para um fluido incompressivel é

ow o ow_
oz Oy 0z

V-v
que ao ser integrada verticalmente com uma condicao de fronteira inferior w = 0 em

z =0, nos da
w__h(a_u+8_v)
N oxr 0y/’

onde w é a velocidade vertical e h = h(z,y,t) é a altura da superficie livre. Também

dh  Oh
w—a—aﬁ‘VHV}l,
donde oh
EI—VH'Vh—hV'VH,
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que multiplicada por g nos da a equacao de continuidade

0
% v Vo6V v,

onde
h(z,y,t)
o= [ gdz=gn
0

é o geopotencial na superficie livre. Pela segunda lei de Newton, o balanco do momento
horizontal num referencial inercial fica

dVH

dt
Se considerarmos o vetor 2 como eixo de rotagao da Terra, entao neste sistema de
coordenadas nao inerciais em rotagao , conforme a figura 11, obtemos

= Vo

dVH
— +2Q x vy = —-V¢.
" " ¢
Portanto, a equacao de conservacao do momento horizontal para o modelo de aguas

rasas €
aVH

ot
onde f = 202 é o parametro de Coriolis, isto é, a componente vertical da vorticidade
planetaria, que consideramos constante, usando o plano-5 como aproximacao . Assim
obtemos o seguinte sistema de equacoes de dguas rasas

=—(va-V)va — fk x vig — V¢,

d
NV kfxvg+Vé = 0

dt
d
d—f+¢v-v,, = 0,

(A.1)

onde

g—2+u£+v2—g+v -V,
dt ot oxr oy ot T

ou, em termos de coordenadas, para o caso f =0

( du  ,0¢ .
E + Cma—x =0
dv =~ ,0¢ B

do¢ ou  Ov\
ﬂ*‘f’(@*a—y) =9

onde introduzimos o vetor de onda ¢ = (¢, ¢,), para analisarmos o efeito da grade
reduzida na propagagdo de ondas de dgua-rasa. Linearizamos o sistema (A.2) em
torno do estado estaciondrio u = U e v = V constante e de um geopotencial constante
¢ = ®. Para isto, escrevemos

u=U+v,v=V+1v,¢=0+¢,
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onde u',v',¢' é o desvio de ordem O(eg) dos seus valores médios U, V, ®, respectiva-
mente. Entdo abandonando a linha nos termos de O(eg) do sistema (A.2), obtemos
( ou ou 5 00

ou

96 06 06  [(du  Ou
P iy? (XL %%) 2 0
Lo VstV T (8x+8y> 0
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B Identidades para Funcoes Ondulatérias

Lema B.1 Se k; tém sinais iguais e w; tém sinais tguais e sao tais que
alefi(klwf’wlt) + aze*’i(k&w*’umt) + ase*i(k}?,w*’w;;t) — 0’ Vx’ Vt, (B]_)

com coeficientes nao nulos o; € IR, 1 =1,2,3. Entao

k1:k2:k3a

De fato, consideremos a equagdo (B.1) juntamente com suas derivadas primeira e se-
gunda com relagao a x. Entao para ¢t =0 e z = 0 obtemos

a1+ o + Q3 = 0
k1a1 + k20z2 + k3a3 = 0
k?al + k%ag + k§a3 = 0,

ou na forma matricial

oy 1 1 1
A (65)] =0 y onde A= kl ]{32 kg
o 2Ok R

Temos que A é uma matriz de Vandermonde e det A = 0. Assim
(kg - kl)(k3 - kQ)(kQ - kl) = 0

Suponhamos, sem perda de generalidade, que k; = k9 = k. Portanto, para t = 0, a
equagao (B.1) fica

(1 + ag)e™ + age™*s* = 0,

donde

I
o

{ (o1 + ag)cos(kx) + agcos(ksz)
(o1 + ag)sen(kx) + azsen(ksz)

I
o

ou matricialmente

( cos(kx) cos(ksx) ) ( Q1+ Qg ) = 0.

sen(kz) sen(ksx) a3

B:<wMM(m%%>

sen(kz) sen(ksx

entdo det B = 0, ou seja
sen(k — k3)z =0,
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logo k = k3. Portanto
kl = ]{52 = li'g = k

Agora para x = 0, a equagao (B.1), juntamente com suas derivadas primeira e segunda
com relacao a t, em ¢t = 0 nos fornece

a1+ Qg + a3 =0
QW1 + oWy + QigW3 = 0
aw? + awi + azwi = 0
ou na forma matricial
o 1 1 1
Cl ag | =0,0onde C=| wy wy ws
s w? w3 w3

Temos que C' é uma matriz de Vandermonde e det C' = 0. Assim
(’(1)3 - wz)(’wg — wl)(wz - ’LUl) =0.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que w; = wy = w. Portanto, para x = 0, a
equagao (B.1) fica

(011 + aQ)ezwt + a3€zw3t’
donde

(a1 + ag)cos(wt) + agcos(wst) = 0
(a1 + ag)sen(wt) + agsen(wst) = 0,

ou matricialmente

( cos(wt) cos(uwst) ) ( 01 + 0 ) 0,

sen(wt) sen(wst)
assim obtemos para a matriz

cos(wt) cos(wst)

b= ( sen(wt) sen(wst) )
Queremos que det D = 0, ou seja
sen(w —w3)x =0

logo w = ws. Portanto
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C Relacao de Dispersao em Diferencas Finitas

O resultado a seguir pode ser encontrado em [7] e é usado para mostrar por meio
de exemplo, que no método de diferencas finitas, a velocidade de propagacao da onda
depende da grade.

Lema C.1 Consideremos o sistema (2.1) discretizado pelo sequinte método de dife-
rencas finitas semi-implicito

( uj—f—l _ U,j_l ) ) ¢j+1 + gbjfl
m,nzAt m,n + UU,Jw + V’U/g/ + 6525 x 5 x — 0
J+l _ Ai—1 ) ) j+1 j—1 pitl it
m’nzm%n UGV + e (u R ) "

onde usamos as aprorimacoes

Fm—|—1n_Fm—1n an+1_an—1 i .
F, = > =~ F, = — ——  F) = F(mAx,nAy, jAt).

Entao obtemos uma relacdo de dispersdo onde a velocidade de propagacdo da onda
depende da malha, ou seja, de Ax e Ay, além de At.

De fato, procuremos solugdes de (C.1) da forma

ul, . u®
Ugn,n — e—i(wwmAzk—kwynAyl—jAtw) 1)0 ’ (02)
T ¢°
onde foi usado o fato que x = mAz, y = nAy e t = jAL.
Denotando , ,
5 = bty — 7w 9isen(At w) (C.3)
- 2At - 2At '
1At w —iAtw ;
e +e 2isen (At w)
= = 4
Ci 2At 2At (C4)
5 ek — emiATk  Disen(Ax k) (C.5)
T 2Ax B 20z '
Ayl _ p—idyl 94 Ayl

s, = e e _ isen(Ay!) (C.6)

2Ay 2Ay

e substituindo (C.2) em (C.1), obtemos
) 2
StUO + USzUO + VSyUO + CEI (61Atwsw + e_ZAth;c) ¢0 =
. :
) Sp° + US0° + VS, 0° + 5‘1’ (e’Athy + e‘“Athy) bo =
b , . . ; .

50" +USe’ + V8,8 + 3 (€47 S5u” + 74 Sy + 75,00 + e7AWS00) =
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donde
(S;+US, + VSy)uO + ci AtCy S0 =0

(St + US4+ VSy)v° + ¢ AtC,Sy ¢y =0
(St + USy + V8,)8” + ®AL (Ci8,u° + CiSy0°) = 0,
ou na forma matricial, denotando-se A = A(Az, Ay, At) = Sy + US, + V' S,, obtemos

A 0 c2AtS,C, ud
0 A c2AtS,C 0 | =0,
BALS, DALS, A ¢

donde ao zerar o determinante do sistema, obtemos a seguinte relagao de dispersao

N — APAEL (28207 + c2S2CY) =0,

Entao, obtemos A = 0 ou A = :I:\/CIDAt (c%S%CE + chEC’f). Para X\ # 0, temos que A
depende de At, Az, Ay, pois C, S; e Sy dependem de At, Az, Ay, de acordo com as
equagdes (C.4), (C.5) e (C.6). Agora, se A =0, entdo S; + US,; + VS, = 0, ou seja,
St =—(US; +VS,), logo pelas expressoes (C.3), (C.5) e (C.6), segue que

wntat) = -a¢ o (S50 L (smB0)]

o= s - p (<22 (20|

Logo, w depende de At, Az, Ay, ou seja, depende da grade. Portanto, a relacao de
dispersao de todas as ondas dependem de At, Az, Ay.

donde
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D Transformada de Legendre

Todos os resultados mencionados neste apéndice sao classicos e podem ser encon-
trados em [3], [6], [12] e [17]. Precisamos primeiramente definir as func¢oes de Legendre
e depois enunciar resultado sobre transformada de Legendre discreta, pois temos que
avaliar o erro nos coeficientes da expansao de uma funcao em harmonicos esféricos.

D.1 Funcoes de Legendre

As fungoes de Legendre Py (1) de ordem k e grau | sao as solucoes da equagdo de
Legendre

i (a=mE)+ (00— £2) o 0.1)

dp — U
onde p € [—1,1], com a condi¢do de serem limitadas nos extremos do intervalo. Pode-
mos obter Py ; usando a férmula de Rodrigues

(- e
Pk:,l(:u‘) = 2! d,U,H—k (:u’2 - 1)l (DQ)

Segue que Py; tem [ raizes, das quais k estao nos polos 4 = £1, enquanto que [ — &
estdo entre os polos. Quando k =0, Pp;(¢) é o polindmio de Legendre em p de grau
. A func¢ao de Legendre normalizada Py, é dada por

Pt = (U (20 p 03

e a correspondente relacdo de ortogonalidade é

1 ~
/_1 Pk,l(lj’)P"",S(/j’) du = 516,7" 6l,s- (D4)

Denotemos a funcao de Legendre normalizada PM por P;, entao temos a seguinte
propriedade
|Peg| <1, VE,L. (D.5)

Quando k =0, P,,;(p) é o polindmio de Legendre em y de grau . Neste caso, obtemos
os polinémios de Legendre normalizados, denotemos por Pj, a partir da férmula de
Rodrigues (D.2) e da equagio (D.4), com k = 0, dados por

20+ 1 1 d

1/2
P(p) = (T) QZ_l!d—,ul(MZ -1, 1=0,1,... (D.6)

donde obtemos os polinémios de graus [ = 0 e [ = 1 ao tomarmos, respectivamente,
[ =0 el =1 diretamente na férmula acima. Os demais polinémios podem ser obtidos
pela férmula de recursao

1P () = pPi(p) —ePa(p), 1=1,2,... (D.7)
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l2 1/2
onde ¢ = <7> .

412 — 1
Definimos
—k2
— K
e o operador diferencial eliptico L por
d dP
L(P)=— (1 —-p*)— P D.9
)= 4 (0= )+ ator, 0.9)
entao (D.1) fica
L(P) = A\P. (D.10)
Uma propriedade 1til dos polinémios de Legendre é
Pyi(p) =0, sel <k.
Se f € L?[-1,1] é uma funcdo suave tal que
f(u) = Z Z kg Pri (1)
k=—00 I=|k|
entdo os coeficientes de Legendre de f sdo definidos por
1
aks = (fs Prg)rz-1,n) = /_1 J () Py () dpe. (D.11)

Teorema D.1 (Taza de Decaimento dos Coeficientes de Legendre). Consideremos
f e suas 2q primeiras derivadas continuas e limitadas no dominio p € [—1,1], para
q > 1. Suponha que f e suas q primeiras derivadas pertencem a L?*(—1,1). Entdio os
coeficientes de Legendre de [ satisfazem

Yk, VI # 0,

C
<

onde C' € uma constante independente de k e .

Usando as equagoes (D.8), (D.9) e (D.10), obtemos ao fazer integracdo por partes que

N = [ 160 51 (0= 2% + s an

-1

= sea-0% ] - [ Lot - fwar]

1_1 + /_11 [% ((1 - uZ)%) + q(u)f(u)] Py ydp
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Se | = 0, entao vale a observagao 7.1 para o decaimento de ayo. Para [ # 0, definimos
fo=f, i =Lf € L?(—1,1), pois a derivada segunda de f é de quadrado integrével,
logo

1
g, = X(fla Pk,l)L2(—1,1)-
!
Com 0 mesmo argumento acima, obtemos que
1
Qg = F(ﬁ’ Pry)r2(-1,1)5
i
onde fo = Lf; € L?(—1,1). A iteragao deste argumento nos da

1
A = A_;](fq) Pk,l)L2(—1,1): (D-12)

para ¢ > 1, pois f, = L(f, 1) € L*(—1,1). Logo, usando a hipStese de f, ser limitada e
a propriedade (D.5), segue pela desigualdade de Cauchy-Schwarz em (D.12), que existe
C > 0 tal que

< —
‘azk,l = |Al‘q’

como queriamos mostrar.

D.2 Transformada de Legendre Discreta

Para as fungoes de Legendre, temos a férmula de quadratura gaussiana seguinte

1 M
[ 1P = Y S ) P (D.13)
- m=1
que ¢é a transformada de Legendre discreta, a qual é exata para polindmios de grau
< 2M — 1. Na férmula (D.13), os coeficientes w,, sdo os pesos dados por
2M —1)(1 — pp)

Wy, = D.14
APy (i) (D-14)

e [l s30 os zeros do polindémio de Legendre Py p(1).

Observacao D.1 Quando f = Py, | <T, obtemos

1
[ Prai) Pealydp = 1.

porque as fungoes de Legendre Py estao normalizadas. Por outro lado, se 2T < 2M—1,
ou seja, M > T + 1, da formula (D.13) obtemos

M
> Pey(pm) Py (pom) W = 1.

m=1

69



E  Harmoénicos Esféricos

Os resultados mencionados neste apéndice podem ser encontrados em [3], [6], [12]
e [17]. A equagdo de Laplace para A € [0, 27]

0 0%y 1 0%
— (1= p? (l+1)Y = E.1
o (=5 ) + e + 0+ DY =0 (E.)
pode ser escrita na forma
VY = —I(1 +1)Y, (E.2)

onde V é o laplaciano em coordenadas esféricas

0 o2 1 02
=—((1—p :
v op <( M)3u2>+1—u23A2

A equagio (E.1) é resolvida pela separagio de varidveis Y (u, ) = P(u)L()), que nos
fornece a equacao

d?L 9

e + k*L =0,
cuja solugdo é L = e** e a equagdo na varidvel p é (D.1) cuja solugdo é P = Py.
Assim, a solugdo da equagio de Laplace (E.1) é da forma Yy (A, p) = Pr(p)e*. As
funcoes Y} sao chamados harménicos esféricos de grau [ e ordem k.
Nas aplicagoes praticas, a expansao de uma funcao f em série infinita de harmonicos
esféricos deve ser truncada por uma aproximacao numérica da forma

T Nk
f()‘a ,U/) = Z Z Q. }/;c,l(A: :U/)a (E3)
k=—T I=|k|

onde o truncamento é escolhido dependendo de como N (k) é uma fungdo de k. Ado-
tamos o truncamento triangular no qual N (k) = T, por ser o mais usado hoje em dia,
uma vez que fornece uma expansao uniforme na esfera, no sentido de que a expansao
¢ invariante sob qualquer rotacao do sistema de coordenadas na esfera.

A relacao de ortogonalidade para os harmonicos esféricos é dada por

1 1 g2« o
%/_1/0 YA )Y rs(A, p)dAdps = G b5, (E.4)

onde Y, ; é o conjugado complexo de Y, ;.
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F Harmoénicos de Hough

Os resultados deste apéndice sao conhecidos e podem ser encontrados em [?],
[11],[13] e [16]. As equacoes de dguas rasas (A.1) sobre a esfera, linearizadas em torno
de um estado de repouso v = 0, v = 0 e de um geopotencial constante ¢ = ¢y = ghy,
onde hg é a altura equivalente, sao dadas por

( ou 10¢ _
v COoS
) PR TR =0 (F.1)
0¢ 1 Ou 1 Ov
\ E—Hﬁo (acos%ﬁ—i_ acos%%) 0

onde g é a gravidade, a é o raio da terra, A € [0,2n] é a longitude e 6 € [—%, g] é a
latitude. Consideremos

U vV ghg cosf @
v = +/ghgcosfv
¢ = ghoo
;- L

20

As componentes u, v e ¢ sao , respectivamente, as componentes de velocidade zonal e
meridional e o geopotencial na superficie livre. Entao para as varidveis adimensionais
i, D e ¢, o sistema (F.1) fica (sem a notagdo ~)

( v 09
88 senfv + cosg B 0
v ¢
8t+sen0u+’ya(0 | 0 (F.2)
0¢ v Ou v O(vcost)
(ot Feoshor Tcost 00 |
onde 7y é o parametro de Lamb dado por
_ Vgho
7= 00
O sistema (F.2) pode ser escrito como
ow
— 4+ LW =0 F.3
5 T (F.3)
onde
u
W=1|w
¢
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v 0
0 send cosf O\
L= senf) 0 72
06
v 0 7 0O(cosh) 0

cosd DN cosh 00
Os harmonicos de Hough sao a solucao do problema de autovalores

LH =wH, (F.4)
onde os autovalores v sao todos reais. Logo o vetor
W(A0,t) = H()\ 0)e ™

é uma solugdo de (F.3) e v estd relacionado as frequéncias de oscila¢do do sistema. As
solugbes de (F.4) podem ser escritas por separa¢ao de varidveis como

H; (), 6) = G(0)e

onde
Ug
Cs — _ZV:]S
ZS

q

é chamada a func¢do de Hough e

RN [—gg] SR
sao fungoes a serem determinadas. O indice s é o nimero de onda longitudinal e ¢q é
o indice meridional, que esta relacionado ao nimero de zeros entre os polos no perfil
meridional de Uy, V/ e Z;. Existem dois tipos de fung¢ées de Hough: simétricas e anti-
simétricas. As primeiras sdo aquelas para as quais as componentes u e ¢ sao simétricas
em relacao ao equador § = 0 e v é antisimétrica. As tdltimas sdo aquelas em que u e
¢ sao antisimétricas e v é simétrica. As fungoes de Hough simétricas e antisimétricas
podem ser classificadas em trés grupos: ondas de gravidade para leste e para oeste e
ondas rotacionais (ou de Rossby), de acordo com o sinal e a magnitude da frequéncia
v. Usaremos um indice adicional r para indicar o tipo de cada modo, com a convencao
r = —1 para onda de gravidade para oeste e r = 1 para leste e 7 = 0 para onda de
Rossby. A ortonormalidade dos harmonicos de Hough pode ser enunciada como segue

1 2n rl * ’ 1 2 rl £ . ,

— S s I s s i(s—s")A _

21 /) [1 < q7‘) Hq’r’d:u’d)‘ - o /0 /71 ( r) q'r€ d,LLd)\ = 51‘,1" 53’51 5(1,(]'7
(F.5)

onde p = senfl. A propriedade do conjunto de harmoénicos de Hough {H;.} ser completo
segue diretamente da mesma propriedade valida para o correspondente conjunto de
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fungbes de Hough { ;r}' Assim dada qualquer funcao vetorial diferenciavel, periddica
e continua Q(A, #) podemos escrever

QA 0) = > a5 Hy,

SEZ q,T

onde os coeficientes da expanséo g, sdo determinados unicamente utilizando-se a con-
digdo de ortogonalidade (F.5),

Gr=o [ [ (H000) QU 0)duir = [ (G0) Q)i

onde
1

A 27 .
f) = — / A, B)e A,
As fungoes de Hough também satisfazem a relacao
G = (&)
onde s é um inteiro positivo. Para obter as fung¢des de Hough (. transformamos U,

e V,, em func¢do de corrente ¥ e potencial de velocidade @, usando as relagoes de
Helmholtz (omitindo-se os indices r, s € q)

;o st - DU
e(1—p?)
F.
y oo —s¥+iD® (F6)
(1 —p?)

onde D = (1 — ,u?)di
w

substituimos em (F.3), obtemos que ®, ¥ e Z satisfazem

é o divergente. Agora se usamos (F.4) com as equagoes (F.6) e

(WV? = 8)(i®) + (uV*+D)¥ =  VZ
(VV? = 8)U + (uV? + D) (i®) = 0 (F.7)
1
vZ = —-V*(i®)
€
, d o d s 3 3 _
onde V* = i (1—p )@ ST Como as fungoes de Legendre sao as autofuncgoes

de operador Laplaciano V2, é conveniente representar a solucdo usando uma expansao
em série em termos de funcgoes de Legendre. Desse modo escreveremos, a partir de
agora, o harmonico de Hough na forma

® iAd
Hyg=| T | =) By | Psp(p), (F.8)
z) "\ c
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onde os indices g servem para lembrar que os coeficientes também dependem de gq.
Substituindo (F.8) em (F.7) e utilizando a ortogonalidade do conjunto P ,, encontra-
mos os coeficientes AZ, B e C? com a série (F.8) truncada em p = s + 27, — 1.

A energia cinética do harménico de Hough H , dado por (F.8) é definida por [13]

s+2Tp—1

Eyg= 3. pp+1) [(AZ)2 + (B;)Z] : (F.9)

p=s

F.1 Energia Cinética de um Estado tipico da Atmosfera

As Tabelas 1, 2, 3, 4, 5 e 6 mostram os valores dos pesos ks, de cada modo (s, ¢) na
energia cinética total
K=Y kg
5,4

de um estado tipico da atmosfera com altura equivalente, respectivamente, A = 10000m,
h = 3262m, h = 817m, h = 256m, h = 105m e h = 40m. Todos os dados foram obtidos
das Figs. 5a e 5b de [11].

Tabela 1: Distribuicao da energia cinética para o modo vertical n =1

| Energia Cinética k, , (m?/s?) |

q | s= s=2|s=3|s=4]s=5|s=6
1 1,45 2,95 1,15 1,75 2,50 4,15
3 5,5 19 10 15 9,7 2,8

5 19 1,45 4,15 5,50 4,60 3,55
7| 1,75 10 5,95 0,77 0,46 | 0,715
9 3,7 0,81 0,84 | 0,725 | 0,67 0,75
11 3,7 3,25 | 0,685 | 0,475 | 0,565 | 0,52

131 0,895 | 0,325 | 0,76 | 0,625 | 0,49 | 0,295
151 0,83 | 0,325 | 0,595 | 0,95 0,25 | 0,295
17 0,58 | 0,082 | 0,55 0,46 | 0,295 | 0,0865
19| 0,31 | 0,145 | 0,115 | 0,25 | 0,0955 | 0,0985
21| 0,076 | 0,28 0,34 | 0,091 | 0,0445| 0,175
23 10,0565 | 0,0925 | 0,0615 | 0,0895 | 0,058 | 0,034
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Tabela 2: Distribuicao da energia cinética para o modo vertical n = 2

| Energia Cinética k, , (m?/s?) |
s=1|s=2|s=3|s=4|s=5|s=6
0,97 4.3 0,88 0,91 0,67 1,0
41,5 19 6,95 1,9 5,35 3,1
505 | 55 | 0025 | 2.65 | 475 | 2.2
0,91 | 4,15 1,45 0,94 0,85 0,52
9 2,2 10,535 1,3 0,475 | 0,94 0,79
11| 2,2 3,7 0,595 | 0,565 | 0,37 0,88
13| 0,34 | 0,79 | 0,865 0,19 0,40 0,58
151 0,415 | 0,265 | 0,73 0,52 | 0,235 | 0,40
171 0,22 10,235 | 0415 | 037 | 052 | 0,19
19| 0,22 | 0,19 | 0,115 | 0,0955 | 0,265 | 0,0895
21| 0,25 | 0,07 | 0,0745| 0,091 | 0,088 | 0,19
23| 0,061 | 0,073 | 0,094 | 0,090 | 0,076 | 0,037

| oy w2

Tabela 3: Distribuicdo da energia cinética para o modo vertical n = 3

| Energia Cinética ks, (m?/s?) |

q|s=1|s=2|s=3|s=4|s=5|s=6
1 0,13 | 0,745 | 0,82 0,61 0,565 | 0,535
3| 3,85 1,6 0,82 0,40 | 0,035 | 0,31
3 6,7 4,6 0,775 | 0,475 | 0,73 0,28
7 0,52 0,58 0,28 0,16 | 0,205 | 0,115
9 | 0,46 0,43 | 0,355 | 0,0865 | 0,0895 | 0,082
11| 0,082 | 0,34 0,1 0,079 | 0,091 | 0,094

13| 0,67 0,43 | 0,355 | 0,0805 | 0,058 | 0,061
15 10,0685 | 0,0565 | 0,1 0,16 | 0,082 | 0,0385
17| 0,073 | 0,0535 | 0,115 | 0,07 | 0,085 | 0,0565
19| 0,07 |0,0595 | 0,0745 | 0,067 | 0,0385 | 0,064
21| 0,025 | 0,061 | 0,058 | 0,031 | 0,037 | 0,055
23 10,0265 | 0,028 | 0,04 | 0,0515| 0,046 | 0,043
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Tabela 4: Distribuicao da energia cinética para o modo vertical n =4

| Energia Cinética k, , (m?/s?) |
s=1|s=2|s=3|s=4|s=5|s=6
3,1 4,3 2,8 3,7 0,91 0,31
1,75 2,65 3,95 0,91 1,45 0,97
13 16 1 | 22 | 565 | 088
7,45 9,25 3,4 1,15 2,35 0,79
9 4,9 3,25 2,05 0,85 0,15 0,61
11| 2,35 0,67 0,82 0,88 0,7 0,265
13| 0,76 0,34 0,28 0,46 | 0,097 | 0,067
151 0,325 | 0,31 0,355 | 0,061 | 0,235 | 0,0835
171 0,064 | 0,089 | 0,086 | 0,073 | 0,055 | 0,043
19 1 0,0895 | 0,061 | 0,046 | 0,028 | 0,07 | 0,0565
21| 0,091 | 0,0745 | 0,064 | 0,067 | 0,0595 | 0,034
23 | 0,061 | 0,031 | 0,0655 | 0,046 | 0,019 | 0,028

| oy W Qe

Tabela 5: Distribuicdo da energia cinética para o modo vertical n =5

| Energia Cinética ks, (m?/s?) |

q|s=1|s=2|s=3|s=4|s=5|s=6
11025 | 0,15 | 0,415 | 0,67 | 0,37 | 0,097
310,535 0,16 | 0,76 | 0,625 | 0,46 0,37
o2 | 3,85 5,5 10,955 | 0,19 0,91 0,46
7 | 5,065 | 8,35 2,8 10,445 | 0,97 0,37
9| 6,1 8,5 1,15 | 0,58 | 0,925 | 0,415
11| 6,7 7,45 10,985 | 0,64 | 0,73 0,4

131 4,9 3,4 10,945 0,805 | 0,535 | 0,64
151 2,5 091 | 0,88 | 0,82 | 0,95 0,28
17| 0,91 | 0,097 | 0,535 | 0,67 | 0,15 | 0,145
19 10,745| 0,61 | 0,15 | 0,31 | 0,091 | 0,076
210,082 | 0,25 | 0,091 | 0,088 | 0,046 | 0,0565
231 0,145 | 0,082 | 0,064 | 0,07 | 0,0745 | 0,04
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Tabela 6: Distribuicdo da energia cinética para o modo vertical n = 6

| Energia Cinética ks, (m?/s?) |

q|s=1|s=2|s=3|s=4|s=5|s=6
1] 0,52 0,1 0,175 | 0,076 | 0,061 | 0,019
3 1 0,55 | 0,088 | 0,073 | 0,0805 | 0,031 | 0,046
5| 0,73 | 0,64 | 0,205 | 0,085 | 0,091 | 0,16
7 10,655 | 0,85 0,58 0,082 | 0,34 | 0,25
9 1 055 |0,865| 0,64 | 0,325 | 0,37 0,1

11| 0,82 1,9 0,52 0,46 0,1 | 0,085

131 0,97 | 3,1 0,46 | 0,385 | 0,19 | 0,067
15 1 3,1 0,19 0,37 | 0,31 | 0,097
171 1,6 2,5 | 0,097 | 0,37 | 0,31 | 0,205
19 2,06 | 1,15 | 0,097 | 0,28 | 0,31 | 0,094
21| 2,2 0,94 |0,0805 | 0,16 | 0,25 | 0,076

J

23| 22 0,79 | 0,076 | 0,22 0,13 | 0,055

F.2 Programas utilizados

Segue o programa erromax.m em MatLab para o cdlculo do erro dado na equacao
(7.19), na norma do maximo. O programa para o calculo de (8.17) é energiapesos.m que
utiliza o programa energiainit.m. Seguem também os arquivos de dados necessarios.
O arquivo de dados coefCmat contém os coeficientes dos harmonicos de Hough e é
gerado por um c6digo em Fortran denominado de Houghpack [16]. O arquivo de dados
zerosColatRad0160 contém as 160 raizes do polindomio de Legendre do mesmo grau que
corresponde ao nimero de latitudes. Uma vez obtidos os polinomios de Legendre pelas
férmulas (D.6) e (D.7), entdo usamos o Método da Bisse¢io para extrair as suas raizes.
As fungbes de Legendre sdo geradas no programa FuncoesLegendre.m. As grades de
pontos estao definidas no programa erroinit.m. O arquivo gaussweights0160 contém os
160 pesos da férmula de quadratura gaussiana (7.7) obtidos a partir da equagao (7.10).
O arquivo de dados pesospurimat contém os pesos k;, dados nas Tabelas 1, 2, 3, 4,
5 e 6. Os programas abaixo sao feitos para o caso em que um harmoénico de Hough é
dado. Agora, para o caso de ser dada uma combinagao linear de harmonicos esféricos, o
programa ¢ praticamente o mesmo, mas deve ser modificado, pois o arquivo de entrada
contendo os coeficientes dos harmoénicos esféricos pode ser fornecido de modo diferente
ao que é feito no programa abaixo. Utilizamos a regra dos 2/3 na definicao das grades
reduzidas, ao contrtario do que foi feito no capitulo 7, onde todos os modos foram
utilizados.

Tohhototo ol lolotoloohofototohohote Programa FuncoesLegendre.m %hlkltelshlolstsholololstohololotslols
% Gera as funcoes de Legendre associadas

T = 105; % truncamento espectral

7



T_0 = 50; % truncamento da expansao de Hough
smax = 40;
M = 160;

% define as latitudes

zerosColatRad0160
x = cos(x);
mu = x’;

legmax = max(smax+2x(T_0-1), T) ;
PP = zeros(legmax+l, legmax+l, M);

for grau = 0: legmax,
leg = legendre(grau,mu);
for ordem=0:grau
PP(grau+l,ordem+1,:) = sqrt((2*grau+l)/2) * leg(ordem+l,:) * ...
sqrt(factorial(grau-ordem) /factorial(grau + ordem)); ,
end
end

filename = strcat(’Palegr’,int2str(T))
save filename PP

TR R h kDD hhhhts Fim do programa %hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh%
TR I I Ik ddstotstohh Programa erroinit.m hhhhhhhlhlhlelslslststssshhsslolotolotstsss

hhhhhhhhh Inicializa programa para calcular o erro %hhkhhhh
%h%hh% Casos Simetrico e Antisimetrico %%%%%

% Apenas uma das duas linhas ( caso simetrico ou caso antisimetrico ) deve
% ser usada

clear
close all

% Truncamento espectral
T = 105;

% Numero minimo de pontos necessarios para que a equacao (7.7) seja exata

% M>T+ 1;

M = 160; 7% adotamos este valor por jah termos prontos os arquivos de dados
% contendo as latitudes e os pesos correspondentes
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% Define as latitudes

zerosColatRad0160 % Arquivo de dados contendo as latitudes
x = cos(x);

mu = x’;

% Define os pesos da formula de quadratura gaussiana (eq. (7.9))
w = zeros(1,1,k2);

gaussweights0160 % Arquivo de dados contendo 0s pesos
w(l,1,:) =y;

%» Truncamento da expansao dos harmonicos de Hough

% Dados de entrada para obter o arquivo coefCmat

T_0 = 50;

smax = 40;

Imax = 79; % Caso Simetrico

%lmax = 80; % Caso Antisimetrico

% PP contem as funcoes associadas de Legendre avaliadas nos pontos de
% de malha. Atencao estah preparado para smax=40, T=50, M = 106;

load (’Palegr’, ’PP’)
% Matrizes necessarias no calculo do erro

% Caso Simetrico
ErroHough = zeros(smax,lmax) ;

% Caso Antisimetrico
hErroHough = zeros(smax,lmax+1l) ;

% Definicao das grades

% Grade Uniforme

N = [320*ones(1,160)];

% Grade de Courtier & Naughton (CN)

% N = [18 25 36 40 45 54 60 64 72 72 75 81 90 90 96 100 108 120 120 125 ...

yA 128 135 144 144 150 160 162 180*ones(1,3) 192*ones(1,3) 200 ...

% 216*ones(1,4) 225 225 240*ones(1,3) 243 250 250 256 270*ones(1,4)
yA 288%ones(1,6) 300%ones(1,5) 320*ones(1,36) 300*ones(1,5)

% 288*ones(1,6) 270*ones(1,4) 256 250 250 243 240%*ones(1,3)

% 225 225 216*ones(1,4) 200 192*ones(1,3) 180*ones(1,3) 162 ...

% 160 150 144 144 135 128 125 120 120 108 100 96 90 90 81 75 ...
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% 72 72 64 60 54 45 40 36 25 18];
% Grade Construida (GC)

WN = [12 14 18 24 30 36 45 50 60 64 72 75 80 90 96 100 108 120 120 125 ...

yA 128 135 144 144 150 160 162 180%ones(1,3) 192%ones(1,3) 200 ...

% 216*ones(1,4) 225 225 240xones(1,3) 243 250 250 256 270*xones(1,4)
% 288%ones(1,6) 300*ones(1,5) 320%*ones(1,36) 300%*ones(1,5)

% 288%ones(1,6) 270xones(1,4) 256 250 250 243 240%ones(1,3)

% 225 225 216*xones(1,4) 200 192*%ones(1,3) 180*ones(1,3) 162 ...

% 160 150 144 144 135 128 125 120 120 108 100 96 90 80 75 72 ...

YA 64 60 50 45 36 30 24 18 14 12];

% Grade Hortal & Simmons (HS)

%N = [6 12 18 24 30 36 45 50 60 64 72 75 80 90 96 100 108 120 120 125 128 ...
135 144 144 150 160 162 180 180 180 192 192 192 200 216*ones(1,4)
225 225 240%ones(1,3) 243 250 250 256 270%ones(1,4) 288%ones(1,6)
300*ones(1,5) 320*ones(1,36) 300*ones(1,5) 288*ones(1,6) 270*ones(1,4)
256 250 250 243 240%*ones(1,3) 225 225 216%ones(1,4) 200 192 192 192 ...

180 180 180 162 160 150 144 144 135 128 125 120 120 108 100 96 90 80 ...

75 72 64 60 50 45 36 30 24 18 12 6];
IRl tototototodohth Fim do programa %hhhhhlletshshihhlleleletolsdshsshhhlelelh

Dot hotohototototo totoloto o to foto foto o te Programa erromax .m %ihlislslelslolststetstotslotslotstolstolstotetote s

Wl ththtohhls Programa para calcular o erro na norma do max %hhhhhhhihb
%hhkh Casos Simetrico e Antisimetrico %%%%%

% inicializa o programa (dados de entrada)

erroinit;

% Calcula o Erro dado na equacao (8.4)
r = 0 % Onda de rossby

%for s = 1:smax

hfor q = 1:2:1max % Caso Simetrico
hfor q = 2:2:1max % Caso Antisimetrico
input (° s )

input (’ q ?)

save modoshough s r q -ascii

Q0
nn
non

% Calcula os coeficientes dos harmonicos de Hough (v. proxima secao)
lonehough.x % Roda o executavel e guarda em coefCmat
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coefCmat % Arquivo de dados contendo os coeficientes
% calcule MAX (F_{k,1} - a_{k,1})/ MAX(a_{k,1})

ErroMax = 0.0;

limite = min(T,s+2%(T0-1));

if ( mod (limite-s,2) "= 0 ), 1limite = limite-1 ; , end
posicoes = floor((limite-s)/2 + 1) ;

for k = -T:T % pelo erro do maximo nao eh preciso calcular k negativo
signK = 1;
if (k<0), signK = (-1)°k; , end

Delta = zeros(1,1,M);
I = zeros(1,1,M);

for m = 1:M
if (mod(s-k,N(m) == 0), Delta(i,1,m) = 1; , end
if (k >= -N(m)/2 & k <= N(m)/2-1), I(1,1,m) = 1; , end
end % loop m

for 1 = abs(k):T
vecaux = zeros(T0,1);

for p = s:2:1limite 7 Caso Simetrico
vecaux (int8((p-s)/2+1)) = signK * sum(PP(p+1,s+1,:) .x
PP(1+1,abs(k)+1,:) .*x w(1,1,:) .* Delta(l,1,:).*I(1,1,:));
end %loop p

FKL = (sum(vecaux(l:posicoes,1) .* coefC(l:posicoes)) );
% Caso Simetrico

if ( k == s & mod(1-s8,2) == 0 & 1 <= limite)
Erro = abs(FKL - coefC(int8((1-s)/2+1)));
else
Erro = abs(FKL) ;
end

if ( ErroMax < Erro ), ErroMax = Erro; , end

end % loop 1
end % loop k
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ErroHough(s,q) = ErroMax/max(abs(coefC(1:posicoes))) ; % Caso Simetrico

ErroHough(s,q)

% end % loop q
%end % loop s

save (’ErroAliasHough’, ’ErroHough’)

IR AR R AR R R R %A% Fim do programa %hhhhelslelelshhshshsh bttt hhhhihh

D tolototototo ot ot tototohotohotels ~ Programa energiapesos.m  %ihtetislotslotstolotolotstetotetols
Dtolototototohoto htololotootels Programa para calcular o exro %kttt lotstoltsltstetstslols

Whh%%h Casos Simetrico e Antisimetrico %%%A%%
% Apenas uma das duas linhas ( caso simetrico ou caso antisimetrico ) deve
% ser usada

% inicializa o programa (dados de entrada)
energiainit;
pesospurimat;

% Calcula o Erro dado na equacao (8.4)

r = 0 % Onda de rossby

Somal = 0;
Soma2 = 0;
for s = 1:6

for q = 1:2:23 7 Caso Simetrico
sfor t = 2:2:1max % Caso Antisimetrico
hs = input (° s = 7?)
hq = input (° q = )
save modoshough s r q -ascii

% Calcula os coeficientes dos harmonicos de Hough (v. proxima secao)
tonehough.x % Roda o executavel e guarda em coefCmat

coefAmat 7 Arquivo de dados contendo os coeficientes A
coefBmat ) Arquivo de dados contendo os coeficientes B

limite = min(T,s+2*x(T0-1));
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if ( mod (limite-s,2) "= 0 ), 1limite = limite-1 ; , end
posicoes = floor((limite-s)/2 + 1) ;
% primeiro obtem o erro de alias de A e de B:
for k = -T:T % pelo erro do maximo nao eh preciso calcular k negativo
signK = 1;
if (k <0 ) , signK = (-1)"k ; , end
Delta = zeros(1,1,M);
I = zeros(1,1,M);
for m = 1:M
if (mod(s-k,N(m)) == 0), Delta(m) = 1; , end
if (k >= -N(m)/2 & k <= N(m)/2-1), I(1,1,m) = 1; , end

end % loop m

for 1 = abs(k):M
vecaux = zeros(T0,1);

for p = s:2:limite % Caso Simetrico
vecaux(int8((p-s)/2+1)) = signK * ...
sum(PP(p+1,s+1,:) .x PP(1+1,abs(k)+1,:) .* w(l,1,:) .* Delta(l,1,:).*xI(1,1,:));
end %loop p

AKL (k+T+1,1+1) = sum(vecaux(l:posicoes) .* coefA(l:posicoes));
BKL (k+T+1,1+1) = sum(vecaux(1l:posicoes) .* coefB(1l:posicoes));
if ( k == s & mod(1-s,2) == 0 & 1 <= limite)
ErroAliasA(k+T+1,1+1) AKL (k+T+1,1+1) - coefA(int8((1-s)/2+1));
ErroAliasB(k+T+1,1+1) BKL (k+T+1,1+1) - coefB(int8((1-s)/2+1));
end

end % loop 1
end % loop k

ErroEnergiaComAlias = 0;
for k = -T:T
for 1 = abs(k):T
ErroEnergiaComAlias = ErroEnergiaComAlias + ...
(1) *(1+1)*(ErroAliasA(k+T+1,1+1) "2 + ErroAliasB(k+T+1,1+1)72 );
end
end

ErroEnergiaComAlias ;

for 1 = s:2:1imite
pos = int8((1-s)/2 +1);
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ErroEnergiaComAlias = ErroEnergiaComAlias + ...
2% (1) *(1+1) *(coefA(pos) *ErroAliasA(s+T+1,1+1) +...
coefB(pos) *ErroAliasB(s+T+1,1+1)) ;
end

ErroEnergiaComAlias;

EnergiaSemAlias= O;
for 1 = s:2:s + 2 *(T0-1) %
pos = int8((1-s)/2+1);
EnergiaSemAlias = EnergiaSemAlias + ...
1% (1+1)*(coefA(pos) "2 + coefB(pos)~2);
end

EnergiaSemAlias2 = 0;

for 1 = s:2:1limite
pos = int8((1l-s)/2+1);
EnergiaSemAlias2 = EnergiaSemAlias2 + ...
1% (1+1)*(coefA(pos)~2 + coefB(pos)~2);

end

EnergiaHough(s,q) = ErroEnergiaComAlias/EnergiaSemAlias?2;

Somal = Somal + EnergiaHough(s,q)*pesospuri(s,q);
Soma2 = Soma2 + pesospuri(s,q);

ErroEnergiaComAlias;
EnergiaSemAlias;
EnergiaSemAlias2;

end % loop q
end % loop s

Energia = Somal/Soma2

save (’EnergiaH’, ’EnergiaHough’)
Tolototololotololotolololototofototolofotete Fim do programa %ihletstsletersloletstsloledssslotststelors oot totolers o

Tt hotohototototototofotofotohotofotote Programa energiainit.m %hlhlelelstetslotslotslotstotstolstotstote s
hhtehhtohhtehhte Inicializa programa para calcular o erro %hhhhhlbhilhhhleh
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%hhk%h Casos Simetrico e Antisimetrico %%%%%

% Apenas uma das duas linhas ( caso simetrico ou caso antisimetrico ) deve
% ser usada

clear
close all

% Truncamento espectral
T = 105;

% Numero minimo de pontos necessarios para que a equacao 7.7 seja exata
h M >= T+1;
M = 160;

% Define as latitudes

zerosColatRad0160 % Arquivo de dados contendo as latitudes (v. proxima secao)
x = cos(x);

mu = x’;

% Define os pesos da formula de quadratura gaussiana

w = zeros(1,1,M);

gaussweights0160 % Arquivo de dados contendo os pesos (v. proxima secao)
w(l,1,:) =y;

%» Truncamento da expansao dos harmonicos de Hough (v. [1])

% Dados de entrada para obter o arquivo coefCmat (v. proxima secao)
TO = 50;

smax = 40;

lmax = 79; % Caso Simetrico

%1max = 80; % Caso Antisimetrico

% PP contem as funcoes associadas de Legendre avaliadas nos pontos de
% de malha. atencao estah preparado para smax=40, T0=50, T = 105;

load (’Palegr’, ’PP’)

% Matrizes necessarias no calculo do erro
% Caso Simetrico

EnergiaHough = zeros(smax,lmax) ;

ErroAliasA = zeros(2*M+1,M+1);
ErroAliasB = zeros(2*M+1,M+1);

% Caso Antisimetrico
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%ErroHough = zeros(smax,lmax+1) ;
vecaux = zeros(T0,1);

% Grade Uniforme

N = [320*ones(1,160)];

% Grade de Courtier & Naughton (v. [7])

% N = [18 25 36 40 45 54 60 64 72 72 75 81 90 90 96 100 108 120 120 125 ...

yA 128 135 144 144 150 160 162 180%ones(1,3) 192*%ones(1,3) 200 ...

% 216*ones(1,4) 225 225 240%*ones(1,3) 243 250 250 256 270*ones(1,4)
yA 288*ones(1,6) 300%ones(1,5) 320*ones(1,36) 300*ones(1,5)

% 288*ones(1,6) 270*xones(1,4) 256 250 250 243 240%*omnes(1,3)

% 225 225 216*ones(1,4) 200 192%ones(1,3) 180*ones(1,3) 162 ...

% 160 150 144 144 135 128 125 120 120 108 100 96 90 90 81 75 ...

/A 72 72 64 60 54 45 40 36 25 18];

% Grade Construida

% N = [12 14 18 24 30 36 45 50 60 64 72 75 80 90 96 100 108 120 120 125 ...

yA 128 135 144 144 150 160 162 180*ones(1,3) 192*ones(1,3) 200 ...

% 216*ones(1,4) 225 225 240*ones(1,3) 243 250 250 256 270*xones(1,4)
% 288*ones (1,6) 300*%ones(1,5) 320%ones(1,36) 300%ones(1,5)

% 288*ones(1,6) 270xones(1,4) 256 250 250 243 240%*ones(1,3)

% 225 225 216%ones(1,4) 200 192%ones(1,3) 180%*ones(1,3) 162 ...

% 160 150 144 144 135 128 125 120 120 108 100 96 90 80 75 72 ...

pA 64 60 50 45 36 30 24 18 14 12];

% Grade Hortal & Simmons

%N = [6 12 18 24 30 36 45 50 60 64 72 75 80 90 96 100 108 120 120 125...
128 135 144 144 150 160 162 180 180 180 192 192 192 200 ...
216%ones (1,4) 225 225 240%*ones(1,3) 243 250 250 256 270*ones(1,4)...
288*ones(1,6) 300*ones(1,5) 320*ones(1,36) 300*ones(1,5)
288*ones (1,6) 270xones(1,4) 256 250 250 243 240%*ones(1,3) 225 ...
225 216%*ones(1,4) 200 192 192 192 180 180 180 162 160 150 144 144 ...
135 128 125 120 120 108 100 96 90 80 75 72 64 60 50 45 36 30 24 18 12 6];

I I hdtetsdhhh Fim do programa %hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh
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