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Resumo

Apresentamos um estudo motivado pela recuperacao de Oleo através da
injecao de dgua em um meio poroso estratificado. A agua injetada nao é pura,
ela contém particulas, goticulas de dleo, bactérias, e muitos elementos quimicos
dissolvidos, cada um deles com sua capacidade particular de reduzir a permeabil-
idade na regiao perto do poco. O principal objetivo deste trabalho é desenvolver
uma ferramenta computacional que permita estudar, e futuramente validar, de
forma detalhada, modelos propostos na literatura e seus respectivos mecanismos
de retencao de particulas em suspensdo. Dentro desse panorama, os experimen-
tos computacionais apresentados visam avaliar a capacidade do modelo numérico
em capturar padroes distintos de escoamento na presen¢a ou nao do mecanismo
de retencao de particulas, ou seja, verificar se as particulas migram para outras
camadas.

Para isso, aplica-se uma formulagao mecanica do fluxo de 4dgua contendo
particulas em suspensao, sem qualquer interacao de natureza quimica ou ter-
modinamica entre o fluido e o reservatoério.

O modelo matematico tridimensional é considerado em uma geometria cilindrica
axissimétrica. Estudamos a evolugao da concentragao de particulas em um meio
poroso heterogéneo, composto por camadas verticais. Em particular testamos
modelos empiricos de retencao, a forma como as particulas ficam retidas no meio
poroso, e suas implicacoes. As ferramentas numéricas usadas nesse estudo sdao o
método das caracteristicas para o transporte e retencao de particulas acoplado ao
método de elementos finitos mistos (Raviart-Thomas de grau mais baixo) para a
velocidade e pressao.






Abstract

This study is motivated by the production of oil throug the injection of
water in stratified porous media. The injected water is not pure - it contains oil
drops, bacteria and chemical elements, each one with its own capability to reduce
the permeability in the neighborhood of the well. The main goal of this work
is to develop a computational tool that allows the study and, in the future, the
validation of models proposed in the literature and of their respective particle
retention mechanisms. Within this context, we intend to provide computational
evidence that the numerical model captures different trajectory patterns. These
patterns depend on whether we have particle retention or not and, consequently,
if particle migration occurs between layers.

To do so, we apply a mechanic formulation for the flux of water containing
suspension particles. At the present time we do not consider any chemical or
thermodynamical interaction between fluid and reservoir.

The three dimension mathematical model considers a cylindrical axissym-
metric geometry. We study the evolution of the concentration of suspended and
deposited particles in a heterogeneous, vertically stratified reservoir. In particu-
lar, we test empirical retention models, the way the particles are retained in the
medium and its consequences. The numerical tools used in this study are the
method of characteristics for the transport and deposition of particles, coupled
with the finite element method (lowest order Raviart-Thomas) for the velocity
and pressure.
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Capitulo 1

Introducao

Oleo e géas sdo encontrados em poros de varias rochas, quase sempre arenito
e calcarenito. Rochas reservatorios podem ser rasas, como no Texas e Kuwait,
onde elas sao encontradas apenas a alguns metros da superficie da terra. Ja em
outros lugares como o Mar do Norte e o Brasil os reservatérios sao encontrados
a quilometros abaixo do nivel do mar. Em reservatérios rasos ou profundos o
método de producao é o mesmo: penetrar a rocha reservatério com pocos e neles
fazer escoar o 6leo. Um dos problemas mais comuns em engenharia de petréleo em
campos maduros € a necessidade de técnicas eficientes para aumentar a producao
de é6leo.

Baseadas na idéia de que a baixa recuperacao de petréleo era resultado das
baixas pressoes nos reservatorios, as primeiras experiéncias buscavam fornecer
pressao ao reservatorio por meio de injecao de um fluido cuja finalidade era deslo-
car o fluido residente no meio poroso e ocupar o espaco deixado por ele.

Nos processos convencionais de recuperagao utilizam-se dgua ou géas natural
como fluidos de injecao. A agua de injecao pode ter quatro origens diferentes:
agua subterranea, coletadas em leng¢éis aquiferos, dgua de superficie, coletada em
rios e lagos, 4gua do mar e dgua produzida, isto é, a 4gua que vem associada a
producdo de petréleo. O fator de recuperagdo pela injecao de dgua é de cerca de
30 a 40%, podendo chegar a valores de até 75% do 6leo originalmente existente
[47]. O problema é que esse processo pode ter recupera¢do muito mais baixa se
parte do reservatério nao for varrido pela dgua. Quando dgua com particulas
é injetada, esse processo é agravado pela formacao de zonas de dano no meio
poroso, onde a permeabilidade diminui. A figura (1.1), extraida de [16], mostra
a retencao de particulas no meio poroso, diminuindo sua permeabilidade.

O resultado final do processo é a diminuicao da producao de petréleo. Em
casos extremos deve-se interromper a producao para fazer o tratamento ade-
quado. Resolver problemas dessa natureza custa a industria milhdes de délares
por ano em perda de producdo. Aqui como na medicina, é melhor prevenir do
que remediar.

Modelos matematicos para esse fenomeno constituem uma ferramenta ex-
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Figura 1.1: Problemas devidos a retencao de particulas em meios porosos. Reti-
rada de [16].

tremamente 1til para a prevencao e reparo desse tipo de problema. Saber as
condigoes que levam ao entupimento do meio poroso e onde e quando ele ocorre
ajuda desenvolver tratamentos preventivos e de intervencao para reestabelecer a
producdo. De fato, o primeiro passo para a criagdo de um programa de reme-
diacdo realmente efetivo do ponto de vista econémico consiste em identificar a
localizagio dos depdsitos de minerais [16].

Nas ultimas décadas, a importancia da regiao perto do poco de injecao e
o possivel impacto negativo do dano de formagao na producao tém sido ampla-
mente estudado pela industria do 6leo. Muitos pesquisadores experimentais e
tedricos téem dedicado seus trabalhos a esse tema, dando contribuigoes para o en-
tendimento de todos os aspectos desse fenomeno [1], [3], [5], [12], [16], [19], [23],
[25], [27], [35], [36], [43], [48], [49].

A reprodugao em laboratorio das mesmas condig¢oes encontradas num reser-
vatorio de petrdleo é uma tarefa bastante complexa. Reconstruir a geometria
das fronteiras impermedaveis que envolvem o meio poroso onde estdao contidos os
fluidos, composic¢ao e configuragdo tanto destes como da rocha, bem como as
condicoes de pressao e temperatura, representaria elevado custo financeiro e con-
sumiria tanto tempo que se tornaria uma atividade quase impraticavel nos dias
de hoje. O uso de simulacao computacional para estudar os modelos matematicos
¢ uma solucdo bastante atraente. Através desses modelos, seria possivel recriar
todas as caracteristicas de um problema fisico e prever, em pouco tempo de
simulagdo, um comportamento que poderia levar até mesmo alguns anos. A
simulacao é bastante utilizada hoje em dia para resolver problemas nos mais
diversos campos da ciéncia. Na industria do petréleo é possivel verificar a via-
bilidade de uma bacia analisando, através de simulacao, parametros como a vida
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1util e produtividade por intervalo de tempo. E uma ferramenta ttil também no
gerenciamento de um processo de recuperacao secunddria, através da localizacao
Otima para a perfuracao de pocos injetores e produtores, além das caracteristicas
do fluido de injecao para que se obtenha maior eficiéncia.

Nesse contexto, o principal objetivo deste trabalho é desenvolver uma ferra-
menta computacional que permita estudar, e futuramente validar, de forma detal-
hada modelos propostos na literatura e seus respectivos mecanismos de retengao
de particulas em suspensao em um meio estratificado, na vizinhanca de um poco.

O modelo matematico basico para a filtracdo profunda com retencao de
particulas consiste em um sistema hiperbélico-eliptico [9]. A parte hiperbdlica
contém uma equacao de balanco de massa das particulas e uma equacao cinética
para a retencao de particulas ([25], [36], [43]) e a parte eliptica apresenta equagoes
para a velocidade e pressao no meio poroso [5], [17], [19]. Para prever o declinio
de injetividade, o modelo matematico requer duas funcoes empiricas: coeficiente
de filtracao, que diz como as particulas depositam-se no meio poroso e funcao de
formacao de dano, que descreve o declinio de permeabilidade devido as particulas
depositadas. O problema matematico da determinacao destas funcoes via dados
de laboratério recai em resolver dois problemas inversos [3], [10]. N&o é nossa
intengao determiné-las.

O capitulo 2 dessa tese apresenta a fisica envolvida no problema, seguida da
sua formulacao matematica no capitulo 3.

Esse modelo matematico é bastante complexo e propomos um método numérico
para resolvée-lo. Vamos tratar separadamente as partes eliptica e hiperbélica do
sistema. Primeiramente, atualizamos a parte eliptica usando um método de ele-
mentos finitos mistos (Raviart Thomas de mais baixo grau) [5], [17], [38] e depois
avancamos no tempo a parte hiperbdlica usando uma variante do método das
caracteristicas [19], [21].

Para desenvolvermos o método completo, partimos de um modelo mais sim-
ples, unidimensional, onde s6 é preciso resolver numericamente a parte hiperbdlica
do sistema. Para essas equagoes, o capitulo 4 descreve o método das carac-
teristicas, sua formulagao e experimentos numéricos para modelos unidimension-
ais linear e radial.

Quando consideramos um sistema de dimensao maior, trabalhamos numa
geometria cilindrica e incorporamos a parte eliptica do modelo, que também
requer solu¢ao numérica. Para isso, o capitulo 5, apresenta o método de elementos
finitos mistos utilizado e o algoritmo completo estd mostrado no capitulo 6.

Para finalizar, o capitulo 7 mostra os resultados numéricos obtidos.
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Capitulo 2

A Fisica dos Reservatorios

2.1 Propriedades Basicas dos Reservatorios

O petréleo é acumulado em uma rocha chamada de reservatério. Esta rocha
pode ter muitas origens ou naturezas, mas para cotituir reservatério deve apre-
sentar espagos vazios em seu interior (poros) e esses vazios devem estar inter-
conectados.

No estudo de um reservatorio de petréleo é fundamental o conhecimento das
propriedades basicas da rocha e dos fluidos nela contidos. Sao essas propriedades
que determinam as quantidades dos fluidos existentes no meio poroso, a sua
distribuicao, a capacidade dos fluidos se moverem e mais importante de tudo, a
quantidade de fluidos que pode ser extraida.

“A estrutura de um reservatorio de petrdleo é complexa devido a hetero-
geneidade e principalmente 4 estratificacdo em camadas, que é natural nas rochas
reservatorio” [7]. Uma rocha reservatério, de maneira geral, é composta de graos
ligados uns aos outros por um material que recebe o nome de cimento. Também
existe entre os graos outro material muito fino chamado de matriz. O volume to-
tal ocupado por uma rocha reservatorio é a soma do volume de materiais sélidos
(graos, matriz e cimento) e do volume de espacos vazios entre eles. O volume
de espago vazio é chamado de volume poroso. Portanto, a porosidade de uma
rocha é definida como a razao entre o volume poroso e o volume total da rocha.
A porosidade depende da forma, da arrumacao e da variacao do tamanho dos
graos, além do grau de cimentacao da rocha.

Mesmo que uma rocha contenha uma quantidade apreciavel de poros e den-
tro desses poros existam hidrocarbonetos em uma quantidade razoavel, nao ha
garantias de que eles possam ser extraidos. Para que isso ocorra é necessario que
a rocha permita o fluxo de fluidos através dos canais porosos existentes. Quanto
mais cheios de estrangulamentos, mais estreitos e mais tortuosos forem esses
canais, maior serd o grau de dificuldade para os fluidos moverem-se no seu inte-
rior. Por outro lado, poros maiores e mais conectados oferecem menor resisténcia
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ao fluxo de fluidos.

A medida da capacidade de uma rocha permitir o fluxo de fluidos é chamada
permeabilidade. Quando existe um tnico fluido saturando a rocha esta pro-
priedade recebe o nome de permeabilidade absoluta. Permeabilidade efetiva é
a capacidade de deixar fluir preferencialmente um fluido particular através da
rocha quando outro fluido esta presente no reservatério. Permeabilidade rela-
tiva é a razao entre permeabilidade efetiva de um fluido em particular, com uma
saturagao particular, e a permeabilidade absoluta do fluido, com saturacao total.
Se apenas um fluido estd presente na rocha, sua permeabilidade relativa é 1. O
calculo da permeabilidade relativa permite a comparacao entre a habilidade de
fluidos em escoar na presenca um do outro, ja que a presenca de mais de um
fluido em geral inibe o escoamento.

A diminuicao da permeabilidade perto de pogos de injecao de dgua é um
problema chamado perda de injetividade. A perda de injetividade é claramente
uma func¢ao da qualidade da 4gua injetada e das propriedades da rocha.

Nem todos os fluidos sdao iguais. Alguns escoam mais facilmente, como a
agua, enquanto outros escoam lentamente, como o mel e o xarope. A resisténcia
que as moléculas de um fluido fazem contra um deslocamento é a viscosidade
desse fluido. Segundo [8], a viscosidade é uma medida da deformacao que se opoe
a fric¢ao interna do fluido.

2.2 Tipos de Particulas

Um exame rapido em um copo de dgua pode nos dar a impressdao de que a
dgua é pura e que o copo nao contém nada além da dgua. Mas um exame mais
apurado normalmente revela que a dgua contém uma infinidade de particulas
microscopicas, tipicamente na escala de 10 — 20um. Essas particulas podem
ser organicas ou inorgéanicas. As particulas organicas incluem bactérias e plank-
ton. Elas tém tipicamente densidade como a da agua e sao macias e facilmente
deformdveis. Particulas inorganicas sao frequentemente minerais argilosos mas
outros minerais também s3o encontrados, como a silica (areia) na dgua do mar.

Particulas finas sao encontradas na superficie dos poros em formacoes petroliferas.
Essas particulas incluem minerais argilosos, silica, quartzo, feldspato, mica, car-
bonatos e baritina.

Quando uma suspensao de liquido com particulas é injetado em um meio
poroso, varios mecanismos fazem as particulas aderirem ao meio poroso. Esse
processo é chamado retencao de particulas.

2.2.1 Mecanismos de Retencao de Particulas

Quando o fluido contendo particulas alcanca o meio poroso, as fases liquida
e sélida da suspensao podem ser separadas por deposi¢ao ou acimulo nos poros.
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O processo de retencao de particulas no meio poroso recebe o nome de filtragao
profunda (deep bed filtration).

Podemos ter basicamente dois tipos de filtracao, a interna e a externa. Na
primeira, as particulas sao retidas no interior do meio poroso, causando um
reducdo na permeabilidade desse meio, e na segunda as particulas depositam-
se nas faces da rocha, criando assim um novo meio poroso com caracteristicas
(porosidade, permeabilidade, ...) diferentes da formacgao original [1]. Uma vez
que conseguirmos modelos validos para cada um desses problemas desacoplados,
podemos entao acopla-los para descrever o sistema completo de dano de formacao.

Nesse trabalho, vamos considerar apenas filtragao interna, em particular o
modelo de filtragao profunda e perda de injetividade que ocorre devido a filtracao
profunda. Esse modelo sera apresentado no préximo capitulo. Nao trataremos
outros casos como por exemplo o de sedimentacao e ignoraremos o movimento
browniano das particulas.

2.3 Injecao de Agua no Meio Poroso

O dano de formacdo pode ter véarias causas: operacoes de perfuracio (o
fluido de perfuracao pode conter surfactantes e emulsificadores que alterem a
molhabilidade da rocha, reduzindo a permeabilidade efetiva da fase 6leo), com-
pletacdo, produgao (obstrugdo de microporos por migragdo de materiais finos,
produgao de areia), estimulacao, elevacao [47]. Nesse trabalho estudamos apenas
o dano de formacao causado pela injecao de dgua no meio poroso.

A injecao de dgua do mar é ha muito tempo o método mais econdmico
e eficiente para melhorar a recuperacao offshore de 6leo usada na industria
de petroleo. Além da injecao de dgua do mar, grandes quantidades de agua
produzida podem também ser reinjetadas, ja que esse é um dos meios mais
economicos e ecolégicos de utilizar (ndo descartar) essa dgua. Devemos lembrar
que nas regioes produtoras de 6leo e gis ja maduras, a razao entre agua pro-
duzida e hidrocarbonetos produzidos excede 25 para 1. Esse é o volume de dgua
que deveria ser descartada. O descarte de dgua produzida s6 pode ser feito obe-
decendo a determinadas especificacoes, regulamentadas por 6rgaos de controle do
meio ambiente, que limita a quantidade de poluentes (teor de éleo, graxa, HsS,
etc) nos efluentes aquosos. A disponibilidade, o custo e outras caracteristicas
apresentadas pela dgua fazem com que ela seja o fluido preferencial utilizado na
recuperacao adicional de 6leo.

Em campos terrestres, a injecao de agua produzida, desde que nao cause
problemas ao reservatério, é também a melhor opcao em termos ambientais
porque resolve a questao do destino final da dgua produzida junto com o 6leo.
Proporciona ainda uma economia de dgua doce de boa qualidade (de aquiferos),
comumente utilizada para essa finalidade, que fica, assim, disponivel para fins
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mais nobres, como o consumo humano.

A dgua do mar e a dgua produzida podem ser misturadas antes de serem in-
jetadas ou podem ser injetadas alternadamente nos pogos. Entao a dgua injetada
contém necessariamente particulas minerais sélidas, goticulas de 6leo, bactérias,
e muitos elementos quimicos dissolvidos, cada um deles com sua capacidade par-
ticular de reduzir a permeabilidade perto do poco.

19



Capitulo 3

Modelo Matematico

Para estudar a perda de injetividade devida ao dano & formacao porosa
causado pela retencao de particulas, considere o escoamento de adgua contendo
particulas em suspensao. Essa dgua é injetada num meio poroso através de um
poco de injecao que penetra no meio poroso, como mostra esquematicamente a
figura (3.1). Essa figura é apenas ilustrativa, ndo reproduz nem as escalas reais
do sistema nem sua geometria. O meio poroso nao é homogéneo mas, nos casos
mais simples, ¢ estratificado por camadas, como mostra a figura (3.2), com o pogo
ao centro, representado pelo furo. De novo estudaremos o caso mais simples, em
que o poco é perpendicular a estratificagao.

injecao de agua com particulas

|
|
|
|
| .
poco me10 poroso
|
|
|
1

Figura 3.1: Injecao de 4gua no meio poroso

Com o passar do tempo, as particulas em suspensao ficam retidas no meio
poroso, reduzindo a sua permeabilidade. Vamos supor que a reducao da per-
meabilidade é devida apenas a filtracao interna, ou seja, que particulas grandes
ficam retidas ao tentar passar por poros pequenos. Assim sendo, é uma boa

20



Figura 3.2: Representacdo do meio poroso estratificado na geometria 3D axis-
simétrica. O poco de injecao, no centro, é representado pelo furo, que é perpen-
dicular a estratificagao

aproximacao considerar que a porosidade ¢ do meio permanece constante. Além
disso, estamos considerando um comportamento apenas mecanico, sem qualquer
interacao de natureza quimica ou termodinamica entre o fluido e a rocha. O
objetivo desse estudo é desenvolver uma ferramenta numérica para o estudo de-
talhado desse modelo, mas devemos ressaltar que o esquema numeérico que vamos
apresentar nos proximos capitulos nao esta restrito & porosidade constante.

3.1 O Modelo Multidimensional

O principio fisico fundamental para o transporte de particulas no meio
poroso é a equacao para conservacao de massa. Desse principio pode-se deduzir
a equacao de adveccao-difusao,

%(gbc—!—a)—}—V-(uc—DVc) —0, (3.1)

0<c<1le0<0o<1-0¢,ondec(x,t),x € R®éa concentracio de particulas em
suspensao, o(x, t) é a concentragao de particulas retidas no meio poroso, u(x, t) =
(u1(x,t), us(x,t), us(x,t)) é a velocidade do escoamento e D é o coeficiente de
difusdo efetivo. Como foi dito, a porosidade (¢) do meio poroso é constante.
Por simplicidade, suporemos que as particulas suspensas e retidas tém a mesma
densidade da agua. Assim, a conservacdo de massa reduz-se a conservacao de
volume.

Duas excelentes aproximagoes sao introduzidas. Primeiramente, o fluido é
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considerado incompressivel, o que implica em
V-u=0. (3.2)

Além disso, de acordo com [25], a difusdo é desprezivel (D ~ 0) para particulas
maiores que lum e de importancia limitada mesmo para particulas pequenas.
Entao o 1ltimo termo da equagao (3.1) pode ser omitido. Assim, a equacao (3.1)
pode ser escrita na forma simplificada

%(qﬁc—i—a)—i—u-Vc:O (3.3)

Estamos considerando um fluido unifasico, composto apenas de agua com
particulas suspensas. Para esses problemas, evidéncias experimentais unidimen-
sionais mostram que a relagao

_kdp
pdz’

(3.4)

onde p é a viscosidade do fluido, e k£ a permeabilidade absoluta do meio poroso, é
valida para uma grande quantidade de parametros experimentais. Essa relagao é
conhecida como Lei de Darcy. Em um meio poroso real, o campo de velocidades e
o gradiente de pressao sao vetores com trés componentes. Uma forma mais geral

da Lei de Darcy relacionando a velocidade (u) do escoamento com a pressao (p)

¢é dada por
K
u=-— IL(J) Vp (3.5)

onde k(o) é chamada funcdo de dano de formagao (ou tensor de permeabilidade
relativa). Em geral, a viscosidade p depende da concentracdo de particulas mas
para pequenas concentragoes, no entanto, vamos ignorar esse efeito.

Nao existe uma deducao fisica da funcao de dano de formagao. Essa funcao é
empirica e deve ser determinada usando dados de laboratério [3], [10], [49]. Assim,
o problema de prever essa funcdo comeca por escolher um modelo expressando
k(o) em fungéo de outras propriedades da rocha. O produto Kk(o) é dadas por

Kiki(c) 0 0
Kk(o) = 0 Koko(o) 0 . (3.6)
0 0 K3 k3 (O')

Ele ¢é diferente nas varias direcoes devido ao modo como o meio poroso foi for-
mado.

A taxa de deposicao de particulas no meio poroso é considerada funcao da
concentragao de particulas retidas,

0o
o < f(o). (3.7)
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A taxa de deposicao de particulas no meio poroso usada neste trabalho é escrita

na forma proposta em [25],
0o

ot

Essa férmula diz que a probabilidade de retencao de uma particula no meio poroso
é proporcional a velocidade do fluido assim como a concentracao de particulas em
suspensao. O coeficiente de proporcionalidade A, chamado funcao de filtracao, é
uma funcao da concentracdo de particulas retidas ¢ e vamos considera-lo como
uma fung¢ao quadrdtica dessas particulas A\(o) = Ay + ao + bo?a,b,c € R. No
entanto, os métodos numéricos desenvolvidos neste trabalho generalizam-se sem
maiores dificuldades para taxas de deposicao que sao fungoes gerais de o, u e x.

Assim, o sistema (3.2), (3.3), (3.5) e (3.8), com condigdes de iniciais e de
contorno apropriadas, determina a evolugdo da velocidade (u), da pressao (p)
e das concentragoes de particulas em suspensdo (c) e retidas (o). Segundo [1],
um modelo cldssico de deposicao profunda obedece 4 suposi¢oes: A dispersao
hidrodindmica é desprezivel (D ~ 0), a variagdo na porosidade é considerada
desprezivel (¢ = constante), o escoamento é incompressivel e a taxa de filtragao é
fungéo da deposigao (A(0)). Entéo temos o modelo cléssico de deposigio profunda
[25]. Formas mais gerais que (3.6) e (3.8) podem ser facilmente colocadas no
modelo numérico que desenvolveremos.

A(o)|ule. (3.8)

3.2 Modelo Unidimensional

O primeiro modelo considerado € a injecao de 4gua em um reservatorio uni-
dimensional linear e homogéneo entre o pogo injetor e o poco produtor. Este
modelo simplificado, claramente nao representa um reservatorio de petroleo mas
representa experimentos feitos em laboratorios. No entanto este modelo é bas-
tante 1til pois, como veremos, tem solucao explicita para casos particulares, com
os quais podemos testar e validar componentes do modelo computacional. Com
o modelo computacional validado, podemos partir para o caso de interesse, o
modelo tridimensional (3D) axissimétrico que sera visto mais adiante.

Em uma dimensdo, o sistema (3.2), (3.3), (3.5) e (3.8) toma a forma

%(qﬁc +o0)+ ug—; =0 (3.9)
g—j = \o)uc (3.10)
g—z =0 (3.11)
u= —KIL(U) g—i (3.12)
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A equagdo (3.12) pode ser escrita na forma

op  pu 1

e —fm. (3.13)
Para adimensionalizar o sistema, definimos
.1 i u(t) .
T=g1 o= oL A(G) = L) (o) (3.14a)
> e K
k() =k(o) p(Z,t)= ,uLu(t)p(x’t) (3.14b)
éz,t) =c(zx,t)  5(3,1) =o(x,t) ) =u(?), (3.14c)

onde L é o comprimento tipico de alcance das particulas. Entao o modelo 1D
adimensionalizado, abandonando o ~, sera

de Oc oo

T Nl
ot or ot (3:15)
oo

dp

£ . Nl
5 k(o) (3.17)

Como condicao inicial, considera-se a auséncia de particulas no meio poroso antes
da injecao,

Como condicao de contorno, temos a injecao continua de dgua com particulas em
suspensao, o que é traduzido por

c(x =0,t) = co(t).
Considera-se ainda que a pressao é conhecida em = = 0,
p(0,t) = po(?)
e vale zero em p(L,t). Para este modelo,
co(t)=co e polt) =po (3.18)

sao constantes. Para formas simples de ), este sistema tem solugao exata [10],
€OMO veremos a seguir.
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3.2.1 Duas Simplificagoes Muito Grandes

Seja A(0) = Ag € R constante. Essa simplifica¢gao tem pouco sentido fisico
uma vez (ue nao prevé o entupimento no seio do meio poroso. Um modelo mais
realista precisa de uma funcao de dano de formacao que dependa da concentracao
de particulas retidas, A(o). Para este caso geral, ndo conhecemos mais a solugéo
exata. Resolveremos tal sistema usando o método das caracteristicas no préximo
capitulo. De qualquer forma, o modelo simplificado é 1til para testar e validar o
esquema numeérico, uma vez que podemos comparar as solucoes exata e numeérica.
Além disso, vamos seguir os trabalhos de [11], [12], [36], [50] e considerar a redugao
de permeabilidade com sendo

B 1
- 1+ B0’

k(o) (3.19)
onde (3 é o coeficiente de dano, um parametro empirico constante, que descreve a
mudanca na tortuosidade do meio poroso conforme particulas vao ficando retidas
nos poro.

Para A(o) = Ao e k(o) = 1/(1 + Bo), o modelo fica entao

oc oc
oo
dp

Dessa maneira, conseguimos um sistema mais simples, uma vez que a primeira
equagao (3.20) desacopla das outras e podemos resolvé-la analiticamente, como
em [10].
Comegando pela equagao (3.20)
dc dc

1 -
8t+ ()C—}‘a:r 0,

podemos multiplica-la pelo fator integrante e** para obter

0

a (e/\OtC) =+ 2

g (e)“’tc) =0.

Entdo e*’c é constante ao longo das retas caracteristicas dz/dt = 1. Escolhamos
a caracteristica que passa por (x = 0,%;). Integrando sobre a caracteristica,

tem-se que = = (t — t1), ou seja, t = t; + x. Entdo

Mozt + )

25



é constante ao longo dessa reta. Em z = 0,
e*Mc(0,t;) = eMey.

Dai,
e Mt e(g ) 4 x) = eMligy,

ou
c(z,t1 +x) = e %,

Entdo a solugdo da equagio (3.20) serd

e %, t>x
c(z,t) = T 3.23
(@.1) {O, . (3.23

com grafico na figura (3.3), para t = 0.5, z € [0, 1].

Figura 3.3: Solucao exata da concentracao de particulas suspenas para A = )\
em t = 0.5.

Um vez conhecida a concentracao de particulas suspensas, podemos encon-
trar a concentracdo de particulas depositadas. Substituindo (3.23) em (3.21),
tem-se uma nova equagao em o, para t > z,

Integrando no tempo,

t
=0 +/ /\0006_/\0:1; dtl
x
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0.1

Figura 3.4: Solugao exata de 0 em t = 0.5

Entdo a solugdo para a equagao (3.21) é

codoe NP (t—1x), t>=x
o(z,t) = {0 < s (3.24)

com gréfico na figura (3.4), para t = 0.5, z € [0, 1].

Determinada a concentracao de particulas depositadas, a pressao p pode
ser calculada explicitamente em fungdo de o, substituindo (3.24) em (3.22) e
integrando no espaco:

p(z,t) =p(0,t) —z — ,B/Omo(s,t) ds.

r 1
/ 0'(55 t) ds = —Coei/\ow (t — —)\033 + > 3
0 )\0

oty s =P () e
po—z, t< .

donde

Para o pequeno, o modelo é adequado, uma vez que ainda nao houve uma
grande retencao de particulas na vizinhan¢a do pogo, mas para o grande nao,
uma vez que a concentracao de particulas depositadas pode crescer infinitamente.
Isso é facil de ver fixando z e tomando o limite quando ¢ — oo na solugao
(3.24). Matematicamente, isso se deve & imposi¢ao \(o) constante. O problema
é que para A qualquer, a solucdo exata nao é mais conhecida. Entao, para este
€aso, vamos apresentar no proximo capitulo um método numeérico para resolver o
sistema (3.15), (3.16), (3.17): o método das caracteristicas. A solugdo exata que
mostramos aqui sera usada para validar o método numérico.
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Capitulo 4

Modelo Computacional de
Evolucao

4.1 Método das Caracteristicas

Para leis de conservacao hiperbdlicas existem varios métodos numéricos
baseados em esquemas de integracao do tempo com direcao preferencial, tal como
o upwind, TVD (Total Variation Diminishing) [24] ou o ENO (Essentially Non-
Oscillatory) (para esses esquemas, consulte [28]). Estes métodos explicitos podem
precisar de passos de tempo muito pequenos, causando assim um custo elevado
da computagao.

Existe também uma familia de métodos nao oscilatorios de ordem mais
alta baseados no esquema de Lax-Friedrichs, desenvolvido por Tadmor (ver [33]
por exemplo), cuja vantagem é utilizar regras de quadratura para substituir o
custo alto dos programas para a solucao de problemas de Riemann nos esquemas
upwind. Se por um lado esses esquemas sao robustos e estaveis, por outro sofrem
de dissipacao excessiva.

Existem ainda os métodos lagrangeanos. Esses métodos procuram acom-
panhar a trajetéria fisica do material a partir do referencial deste. Assim, como
o fluxo material se faz predominantemente ao longo de linhas caracteristicas,
técnicas lagrangeanas sao mais naturais quando se trabalha com equagoes de
transporte. Variantes de implementacao sao conhecidas na literatura de meteo-
rologia como transporte semi-lagrangeano [37].

E dificil construir um esquema semi-lagrangeano que conserve massa. Com-
pensando essa desvantagem, eles tém a propriedade de estabilidade computa-
cional incondicional, resultando em esquemas que nao tém a restricao tao comum
no passo de tempo, normalmente chamada de condi¢ao de CFL. A estabilidade
em passos longos de tempo é particularmente vantajosa, pois a cada passo de
tempo é resolvido um sistema eliptico para pressao e velocidade. Esta resolucao
¢é a parte computacional mais cara no nosso método numérico. Assim, passos
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longos de tempo permitem diminuir o custo computacional.

Esquemas semi-lagrangeanos sao consistentes e essa propriedade junto com
a estabilidade implica na convergéncia via teorema de Lax (para equagoes difer-
enciais parciais lineares com coeficientes constantes). Temos entdo que tomar
cuidado apenas com a precisdao na escolha do tamanho do passo de tempo, sem
consideragoes extra de estabilidade [37].

Existe uma cole¢ao de métodos chamados genericamente de ELLAM (Eulerian-
Lagrangian Localized Adjoint Methods), introduzidos em [15] que sao baseados
em métodos de elementos finitos onde as fungoes teste sdo constantes ao longo
das caracteristicas. Esse método trata a parte advectiva de maneira lagrangeana
e a difusiva de maneira euleriana, de modo a permitir o uso de grandes passos
de tempo sem perda de precisao. Mais ainda, o método é globalmente conser-
vativo. Entretanto, “todos os ELLAMs desenvolvidos sofrem de oscilagoes nao
fisicas” [34]. O estado da arte (progresso no desenvolvimento, anélise e aplicagoes)
desse método estd apresentado em [41].

O método das caracteristicas modificado (MMOC) foi formulado primeira-
mente para uma equacdo de adveccdo-difusdo em 1982 [21]. No MMOC, a
derivada temporal e o termo de adveccao sao combinados em uma derivada di-
recional ao longo das caracteristicas. Consequentemente, o MMOC estabiliza as
equagoes diferenciais parciais governantes, permite simulacao com grandes passos
de tempo sem perda de precisao e elimina a dispersao numérica excessiva.

Segundo [21], o principal ganho de se derivar na dire¢ao caracteristica aparece
no erro de truncamento do tempo. A aproximacao de du/dt por diferengas fini-
tas regressivas no tempo leva a erros da forma C'||0%u/0t?|| At em norma apro-
priada, enquanto que no método das caracteristicas modificado este erro vale
k||0?u/07?|| At. Em problemas de tranporte, a solugdo nio muda na diregio
caracteristica 7, ao contrario da direcdo t. Assim, esse esquema permite o uso
de intervalos de tempo maiores, com correspondentes ganhos em eficiéncia e ex-
atidao. Nao existem limitacoes no tamanho do At para que haja estabilidade.
Na pratica, nao se adotam valores grandes de At por razoes de precisdo. Nesse
mesmo artigo estima-se o erro desse método. Para interpolacgoes lineares por
parte, a estimativa de erro é O(At + min(h, h/At?)), enquanto que para uma
interpolagao quadrética, com At = O(h?), o erro é dado por O(h? + At).

O problema de se usar o MMOC para aproximar solucoes é que ele nao
preserva automaticamente leis de conserva¢ao na forma integral, levando a um
erro de balang¢o de massa em alguns tipos de problemas. Para o estudo numérico
de um fluxo bifésico e imiscivel num meio poroso, foi formulado em [19] um vari-
ante do MMOC chamada de método das caracteristicas modificado com ajuste
de massa (MMOCAA). A novidade aqui ¢ introducdo de um pardmetro ad hoc
para ajustar a massa. Esse método preserva a lei de conservacao desejada con-
tando ainda com as vantagens computacionais e conceituais do MMOC. Em cada
nivel de tempo, 0o MMOCAA conserva o volume de dgua globalmente mas nao
necessariamente localmente. Para esquemas localmente conservativos, veja [30].
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Para resolver o sistema completo em dimensao 2, objetivo desta tese, a maior
parte do tempo computacional é gasto na atualizagao da parte eliptica; portanto,
queremos um método para resolver as equacoes de transporte com precisao e que
nos permita usar passos de tempo grandes para resolver a parte eliptica o menor
nimero de vezes.

Usaremos o método das caracteristicas para resolver numericamente o nosso
modelo matemadatico, uma vez que o nosso grupo de pesquisa vem utilizando com
sucesso esse método para problemas em meteorologia. Outros métodos descritos
acima poderao ser utilizados no futuro.

Uma descricao da parte advectiva do método das caracteristicas modificado
(MMOC), sera baseada em [21]. Considere a equagio

c(x)g—? +b(x) - Vu=0, x€Q, t>0, (4.1)

u(x,0) = up(x), x € Q, (4.2)

sujeito a
V-b=0, xe.

As equacoes sdo definidas em um dominio limitado 2 € R?® para as varidveis
espaciais e o intervalo de tempo é finito. Definindo

Y(x) = [e(x)” + [b(x)[]"/?, (4.3)

a diferenciacao na direcao caracteristica 7 associada ao operador cu; +b - Vu é
dada por

0 1 0
= = V). 4.4
5= i (et + b9 V) (4.4
Entdo a equagdo (4.1) pode ser escrita na forma
ou
—Z = R? 4.
w(x)aT 0 xeR, t>0, (4.5)

o que nos diz que a solugao é constante ao longo das caracteristicas.
Considerando um passo no tempo At > 0, a solucao serd aproximada em
tempos t" = nAt. A derivada na direcao caracteristica serda aproximada da
seguinte maneira: seja x um ponto do espaco em um tempo t". Siga a car-
acteristica relacionada a derivada 0/07 passando por (x,t") de volta até sua
localizagao em (X,#""1). Denote esse ponto por X, como mostra a figura (4.1).

Ou seja,
At

X=x— b(x)@.

(4.6)

Considere a discretizacao

ou _ u(x, t") — u(xX, ")

or () AT
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® L ® ® =1
T

Figura 4.1: Esquema usado na diferenciacdo na dire¢ao caracteristica

Mas
(AT)? = (x — X)? + (At)?,

donde
u(x, t") — u(xX, ")

(=X + (AP

ou
¢8_7' ~ P (x) (4.7)

Usando a equacdo (4.6), temos que

x — X)? 212 _ [ x - [x — xﬁ 2 -
foc= 57+ (00717 =[x = (- b9 25) )+ (207

= [b2(X)(At)2/CQ(X) + (At)2]1/2
[b%(x)/c?(x) + 1]/2At

[b?(x) + ¢*(x)]' /2 At/ (x).

Substituindo na equacdo (4.7) e usando (4.3), ficamos com

(x,t") — u(xX,t" 1)
At ’

ou U
wa—T ~ c(x)

Entdo o MMOC para a equacao (4.1) é dado pela equacio (4.5), agora escrita na
forma ( ) ( )
u(x,1") —u(X, ")
c(x) A7 = 0.

Seja up(x,t") a solugdo aproximada. Essa férmula nos diz que para calcular a
solugao up(x,t™) precisamos conhecer apenas a solu¢ao no pé da caracteristica
Z em t"1. O problema é que na maioria das vezes esse ponto nao é um ponto
da malha. Para descobrimos a solu¢ao u,(X,%" 1) precisamos entao fazer uma
interpolagdo de valores uy(x;,t" ") da solugao conhecida nos pontos da malha.
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4.2 Modelo Unidimensional: Solucao Numérica

Uma vez apresentado o método das caracteristicas, vamos usa-lo para aprox-
imar a solugdo das equagoes (3.15) e (3.16):

Jdec  Oc do
o + - ot (4.8)
Jdo

Como vimos, o método das caracteristicas € um método para leis de con-
servacao e nao leis de balanco. Vamos entao adapta-lo utilizando uma média
temporal do lado direito da equacgao, no termo forcante de deposicao. Poderiamos
usar o termo forcante apenas no tempo anterior, de modo a obter um esquema
explicito, mas isso nos daria um método de ordem mais baixa.

Para a equacao de concentracao de particulas em suspensao (3.15), o método
das caracteristicas, usando uma média nos tempos t" e "~ no lado direito da
equacao, nos diz que

c(z,t") — c(z,t"1)
At

_ —%[)\(a(x, ))e(z, 1) + Ao (@ 7))oz, )],

onde
T=x— At (4.10)
Para a equagao de concentragdo de particulas retidas (3.16), a derivada na
direcao caracteristica é igual a derivada temporal, uma vez que a caracteristica é

vertical. Dessa forma, os pés das caracteristicas serao também pontos de malha.
Temos entao, analogamente,

o(z,t") — o(z,t" )
At

= %[/\(o(x,t"))c(g;, ) + Mo (z, " H))e(z, ).

Vamos fazer uma discretizagao uniforme no espago. Considerando um espagamento
Az, vamos aproximar solucoes em z; = 1Ax. Para simplificar a notacao, vamos
considerar ¢ = ¢(x;,t") e analogamente para . Dai, as equagoes tomam a forma

n =n—1
c; — G 1

i GO P G (4.11)
of — 0-?_1 1 ny,.n n—1y\ .n—
e e ] (412

onde E?_l e 6?_1 sao respectivamente os valores interpolados de c e o em (T;, £ 1).

Se ao invés da média do lado direito escolhéssemos tomar ¢ e o no tempo
t"~!, depois que achdssemos as interpolagoes no ponto T, determinariamos c?* e
ol explicitamente. Mas ao usarmos c e o também no lado esquerdo no tempo n,
temos um esquema implicito.
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Podemos reescrever a equacao (4.11) na forma

n L= (At/2)A@ ),y
K PN NI SYEDRE (4.13)

e a equagao (4.12) como

A
o} = f{k(oﬁ)ci" + A7 e o (4.14)

Substituindo (4.13) em (4.14), chamando £ = o7 e definindo

1— (At/2)\ !

] -i(- (A/t/)Q)()\(zg) )E;’_l + A0 N + o™, (4.15)
vemos que precisamos achar a raiz de f(£) = 0. O método numérico funcionara
entao da seguinte forma. Conhecida a solucdo no tempo " ~* nos pontos de malha,
o primeiro passo é determinar T. Conhecido os pés das caracteristicas, podemos
calcular 57! e ¢/~' usando interpolagdo numérica. Uma vez feito isso, podemos
usar a equacao (4.15) para achar os valores de o pelo método de Newton que é
dado, em cada tempo, por

1) = —of + SN

¢®) = gle=1) J(EED)

 f(EG-DY
onde k é o indice que controla o numero de iteracoes do método de Newton. Uma
vez encontrado o, usamos a equagao (4.13) para determinar ¢! explicitamente.
A pressao p pode ser determinada explicitamente, via integracao numérica:

— [Tkt (o)dz t
p(w,t) = {po Jo k(o) dz t>a (4.16)
po—2x, t< .

O tratamento numérico da condigao de fronteira é bastante simples. Uma
vez que estamos considerando uma injecao continua de particulas em suspensao
no meio poroso com concentragao cg, o0 primeiro elemento da malha tem o valor
de ¢ dado por ¢y e o valor de o sai da equacdo (4.9), com ¢ = ¢g. Além disso,
se a caracteristica que sai de algum elemento cruzar a fronteira de injecao, esse
elemento toma automaticamente o valor do primeiro elemento.

ALGORITMO:

Facac=10, o = 0.

Ache Z;.

Dados ¢! e o', ache /' e 37! via interpola¢io numérica.
Substitua em (4.15) e ache ¢ pelo método de Newton.
Substitua of em (4.13) e ache c?.

Substitua of em (4.16) e ache p} via integracdo numérica em x .
Repita passos 3-6 para avancar no tempo.

NO Ot W
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4.2.1 Estudo Numeérico

Primeiramente é necessario que se faca um estudo de interpolagoes numéricas
a serem utilizadas no MMOC. Ja vimos que para o caso particular A\ = \g con-
stante conhecemos a solu¢do exata (se¢do 3.2.1). Vamos entdo avaliar alguns
métodos de interpolagdo numérica usando a funcao de dano A = 1 e comparar a
solucao numérica com a solucao exata mostrada em 3.2.1. Neste caso, nao pre-
cisamos usar o método de Newton e assim vemos apenas o efeito da interpolacao
polinomial.

Para isso, consideramos uma malha com 100 pontos e um passo no tempo
At = 0.001. Em todos os experimentos, a concentra¢o inicial usada foi ¢g = 0.3.
As figuras foram feitas ap6s 500 passos no tempo.

A figura (4.2) mostra a solu¢ao exata de ¢ (linha cheia) e as respectivas
solugbes numéricas para interpolacdo linear (linha pontilhada), cibica de La-
grange (linha ponto e trago) e spline (linha tracejada). Podemos ver que a inter-
polacao linear é extremamente difusiva e a interpolagao com splines oscila demais.
A interpolagao cibica de Hermite, figura (4.3), embora pouco difusiva e sem os-
cilagbes introduz um atraso de fase. Esse atraso pode ser visto também em (4.5),
que é o grafico das particulas retidas (o), onde a linha cheia mostra a solugao
exata e a pontilhada a solugdo obtida por intepola¢do de Hermite. A figura (4.4)
também mostra a solu¢ao para (o) com interpolacao linear (linha pontilhada),
cibica de Lagrange (linha ponto e trago) e spline (linha tracejada). Apenas a
interpolagao linear se destaca, pelo efeito difusivo que falamos acima.

Para melhorar o resultado da interpolacao numérica, uma solucao seria
usar técnicas de shape preserving, substituindo os polinémios interpoladores por
polinomios que preservem forma. Assim as oscilagoes nao fisicas que aparecem
na solucao podem ser reduzidas ou até eliminadas. Mas “embora esquemas com
shape preserving nao apresentem oscilagoes, em troca eles sao caracterizados por
fenomenos de amortecimento ou difusdo sobre as solucoes oscilatérias”[37], além
de serem mais caros.

Sabemos que o método das caracteristicas nao conserva massa. Portanto,
um estudo da quantidade de massa observada nos experimentos é bastante ade-
quado. A tabela abaixo mostra a comparacao de massas das particulas suspensas
(c) para a solucdo exata e para cada uma das interpolagoes:

t=20.5 t =0.85
massa er massa er
exata 0.1190 - 0.1724 -
linear 0.1195 | -0.0042 || 0.1729 | -0.0029

Lagrange - cub || 0.1181 | 0.0076 || 0.1718 | 0.0034
Hermite - cub || 0.1061 | 0.0874 | 0.1587 | 0.0795
spline 0.1181 | 0.0076 || 0.1718 | 0.0034

Em termos de quantidade de massa, a interpolagao cibica de Lagrange e
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—— analitica
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— - cubica lag
— — spline

c(x)

Figura 4.2: Efeito da interpolagdo na concentracao de particulas suspensas. Com-

paracao da solucao exata com a solug¢ao numérica via interpolacao linear, cibica
de Lagrange e spline

a interpolacdo por spline sdo as que melhor conservam massa, com um erro de
menos de 1%. Mas como ja vimos, a interpolagio ciibica de Lagrange é a que
tem menor oscilagdo entre as duas. Por isso, vamos usar daqui para frente a
interpolagao cibica de Lagrange que apresentou o melhor resultado.

Para sabermos como é a solucao geral do sistema, escolhemos a funcao de
dano A\ = 1 — 20, que é mais representativa fisicamente. Para uma malha com

100 pontos e um passo no tempo 0.001, temos nas figuras (4.6) e (4.7) a evolucao
temporal de ¢ e o respectivamente.
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Figura 4.3: Efeito da interpolagao cibica de Hermite na concentracao de
particulas suspensas. Comparacao da solucdo exata com a solucdo numérica

0.16 T

0.14

0.12 B

0.1 B

0.08 - B

a(x)

0.02- B

-0.02 L L L L L L I I I

Figura 4.4: Efeito da interpolagdo numérica na concentragdo de particulas retidas.
Comparacgao da solugdo exata com a solucdo numérica via interpolacao linear,
cubica de Lagrange e spline
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hermite
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Figura 4.5: Efeito das interpolagao cibica de Hermite na concentragao de
particulas retidas. Comparacao da solucao exata com a solucdo numérica

0.4

c(x)

Figura 4.6: Evolucao temporal da concentracdo de particulas suspensas, numa
malha com 100 pontos e passo no tempo At = 0.001, para A =1 — 20
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Figura 4.7: Evolugao temporal da concentragao de particulas retidas, , numa
malha com 100 pontos e passo no tempo At = 0.001, para A =1 — 20
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4.3 Modelo Bidimensional Axissimétrico

O modelo 2D axissimétrico ainda é unidimensional. Como veremos, a novi-
dade introduzida aqui é a velocidade do escoamento que nao é mais constante

mas varia com 1/7.

A partir de agora, vamos trabalhar em coordenadas cilindricas (r, 6, z). Isso
quer dizer que o reservatério estd sendo considerado como mostra a figura (4.8):

Figura 4.8: Representacao do reservatorio na geometria 2D axissimétrica

Para um escoamento 2D axissimétrico, nossas variaveis sao

u = u(r,t)
¢ = c(rt)
o=o(rt)
p=p(rt)

A equacao de conservacao de massa para um escoamento incompressivel

(3.3) ¢

0
a(q&c + o) + u(r,t) o

fe _

Como estamos considerando a porosidade do meio constante, podemos reescrever

essa equacao na forma
oc n dc do
— 4 Uu—=—-——.
ot or ot
A taxa de deposicao de particulas (3.8) diz que

?9_(; = Mo)u(r, t)c

enquanto a Lei de Darcy (3.5) fica
_ Kk(o)0p
U’(T’ t) - U 67'
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A equacao da velocidade agora é dada por
——(ru) = 0. (4.21)

Assim, (4.18), (4.19), (4.20) e (4.21) munidas de condi¢bes de contorno e dados
iniciais adequados, determinam c¢(r,t),o(r,t),p(r,t) e u(r,t).
Utilizaremos as varidveis reescaladas

F=—r Z=—z (4.22a)
T'o To
| T
t= =t U= — 4.22b
7t E=u (4.22b)
c=c Gg=0 (4.22¢)
A = ro) (4.22d)
KT
g (4.22)
Substituindo essas escalas no sistema e abandonando o ~, temos:
Oc dc do
i = 4.23
o or T @ (4.23)
(?9_: = Ao)uc (4.24)
op 1
— = —Uu— 4.25
ar k(o) (4.25)
2(7“u) =0 (4.26)
or o ’
A equagao (4.26) pode ser integrada em r, o que nos dé
A
- = 4.27
u="2, (4.27)

A € R. Substituindo (4.27) em (4.23), (4.24) e (4.25):
oc Aoc_ oo
ot ror ot
oo A

E:?)\(O’)C
op _ A1
or  rk(o)

onde A depende da condicao de fronteira. Esse sistema é complementado pelas
condigoes iniciais de auséncia de particulas em ¢ = 0

c(r,00=0 e o(r,0)=0,
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e de fronteira
c(ro, t) = co(t), (4.28)

que corresponde a injecao de uma certa concentragao de particulas sélidas em
funcao do tempo em r = ry que é a borda do pocgo, onde de fato comeca o
dominio que estamos trabalhando. Com a condicao de fronteira para c e a equagao
(4.30) podemos calcular o em 7 = 5. Um caso bem comum aparece quando a
concentragao inicial de particulas ¢y(t) e a vazao sdo constantes em ¢. Portanto,
vamos estudar o caso onde

co(t)=cy e A=1L1

Com isso, o sistema final toma a forma:

Ooc 1@_ oo

? +os = (4.29)
o 1

p_ 1 1
5= T EE) (4.31)
u(r) = % (4.32)

Esse é o sistema radial que vamos resolver. A dificuldade do modelo 2D axis-
simétrico em relagao ao modelo 1D aparece na velocidade das caracteristicas na
equagao (4.29), a velocidade agora ndo é mais constante, pois varia como 1/7.
Isso requer cuidados computacionais extras, tanto na hora de definir a malha,
que agora nao pode mais comecar em zero, como na hora de calcular o pé da
caracteristica.

Vamos usar o método das caracteristicas para resolver essas duas equacoes,
€cOMo veremos na proxima secao.

4.3.1 Método Numérico

Para um método numérico do sistema

de 10c 1

I 4.

ot * r or T/\(a)c (433)
oo 1

vamos novamente usar o método das caracteristicas, descrito na secao 4.1. Tomando
como antes uma média temporal do lado direito, as equagoes (4.33) e (4.34) ficam
discretizadas na forma
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A=) ot et ) + SaGotrm et )}

" " (4.35)

et At At ) 2%_{A(U(n,t"))C(mt”)+>\(0(7‘i,t”_1)) (ri, ")},
(4.36)
T, =T; — lAt (437)

T

Apesar de 7; ser um né da malha, o ponto 7; (pé da caracteristica) ndo é um né
em geral. Os valores de (T3, 1" ') e o(7;, ") devem ser calculados interpolando
os valores nos nés vizinhos. Usaremos a interpolagao cibica de Lagrange, que
mostrou ser a mais apropriada no método numérico para o sistema 1D linear
(segdo 4.2.1).

Considerando c(r;, ") = c?, ¢(7;, " ') = ¢! e analogamente para as outras
fungoes, a equagao (4.35) pode ser reescrita na forma

n 1- (At/?rl) (_n 1) —n—1
T T (At 2r) (o7 (4.38)

e a equacao (4.36) como

o —{,\( e + Mot e + ol (4.39)
Substituindo (4.38) em (4.39) temos
n __ _n—1 At n (At/er) (—n 1)—n—l n—1\ n—1
0; =05 2_73 (Ui) 1+ (At/2r)A(07) G+ Ao )G (4.40)

Entao o método numérico consiste nos seguintes passos: Conhecida a solugao
no tempo t"~! nos pontos de malha, o primeiro passo é calcular 7; e determinar

! e ¢! usando interpolacio numérica. Uma vez feito isso, podemos usar a

7
equagdo (4.40) para achar os valores de ¢ pelo método de Newton. Depois de
calcular o7, usamos a equacao (4.38) para determinar ¢! explicitamente.
No caso de geometria radial a pressao também pode ser calculada explicita-
mente [10] para cada tempo t, integrando a equagao (4.31).

Entao o algoritmo fica assim:

ALGORITMO:

Facac=00 = 0.

Calcule 7;.

Dados ¢! e o', ache /' e 37! por interpolacdo ciibica de Lagrange.
Substitua em (4.40) e ache ¢ pelo método de Newton.

Substitua of em (4.38) e ache c.

Substitua of em (4.31), integre numericamente em 7 e ache p.

Repita passos 3-6 para avancar no tempo.

NO Ot W
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Como no modelo 1D, o modelo 2D axissimétrico também tem solucgao explicita
para funcao de deposicao constante, A = A\g. O calculo da solucao é andlogo ao
anterior, por isso vamos omiti-lo. A solugao das equagoes (4.33) e (4.34) é

—Xo(r—ro)
C(’I“,t):{coe , To <1 <Tp (441)
0, 7>rn,
A —Xo(r—ro) 2% — 2 2 9 -
o(r,t) = {CO e (2 =" ro)/2r, mo <r <7 (4.42)
0, 7>rm,

onde 7, = 2t + 72 e 7y é a borda do poco.

Os experimentos a seguir foram feitos numa malha com 100 pontos, com um
passo no tempo At = 0.001 e fun¢ao de deposicao A = 1. Consideramos também
ro = 0.1.Usamos interpolagao cubica de Lagrange e comparamos os resultados
exatos com os resultados numeéricos. Os gréficos (4.9) e (4.10) apresentam essa
comparagao para particulas suspensas e depositadas, respectivamente, apos 200
passos no tempo.

—— analitica
— - numerica

0.2

c(r)

Figura 4.9: Comparacao entre concentracao de particulas suspensas exata (linha
cheia) e numérica (linha pontilhada), apés 200 passos no tempo

Também aqui podemos examinar o comportamento da quantidade de massa.
A tabela abaixo mostra a massa total de particulas suspensas exata e numérica:
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—— analitica
— — numerica

05 q

Figura 4.10: Comparacio entre concentragdo de particulas retidas exata (linha
cheia) e numérica (linha pontilhada), apés 200 passos no tempo

t=01]t=02]|t=03|t=04
exata 0.0897 | 0.1243 | 0.1473 | 0.1645
numérica 0.0887 | 0.1237 | 0.1468 | 0.1638
erro relativo | 0.0111 | 0.0048 | 0.0034 | 0.0043

Podemos ver que o erro de massa é bem pequeno, menor que 1.5%. A pergunta
natural que surge aqui, assim como nos experimentos do modelo linear, é o que
pode ser feito para melhorar a conservacao de massa? Existe uma variante do
método das caracteristicas, o método das caracteristicas com ajuste de massa
(MMOCAA)[19]. O problema é que essa formulagao usa parametros ad hoc que
queremos evitar no momento. Uma outra maneira de melhorar esse problema é
usarmos algoritmos como o Front-Tracking que usa interpolagoes que nao atrav-
essam a descontinuidade [31], mas transportar isso para dimensoes mais altas é
bastante complicado.

Para sabermos como é a solugao das equacoes para fungoes de deposicao mais
gerais, com maior significado fisico, repetimos o experimento numérico acima para
A =1—20. Os graficos estdo mostrados nas figuras (4.11) e (4.12). A primeira
mostra a evolucao temporal para c e a segunda para o.
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0.2

c(n

Figura 4.11: Concentracao de particulas suspensas apés 100, 200, 300 e 400 passos
no tempo, numa malha com 100 elementos e passo no tempo At = 0.001
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0.2 0.4 0.6

12

Figura 4.12: Concentracao de particulas retidas apés 100, 200, 300 e 400 passos
no tempo, numa malha com 100 elementos e passo no tempo At = 0.001
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4.4 Modelo Tridimensional Axissimétrico

Apesar da utilidade computacional, os modelos desenvolvidos até agora
sao unidimensionais, ou seja, permeabilidade e concentragoes de particulas sao
fungbes apenas de uma varidvel espacial (z e 7, respectivamente). Mas nenhum
reservatorio de petréleo é perfeitamente homogéneo. Portanto, a partir de agora,
introduziremos uma componente vertical (z) no nosso sistema e vamos considerar
0 meio poroso com propriedades que dependem de r e z, como mostra a figura
(3.2), reproduzida abaixo:

Figura 4.13: Reservatério na geometria 3D axissimétrica

Como ja foi dito no capitulo 3, esse é o modelo realmente de interesse.
Os casos 1D e 2D axissimétrico serviram para testar e validar componentes do
modelo computacional. Para esse modelo 3D axissimétrico, temos as variaveis

u = (uy(r, z,t), us(r, z,t))
c=c(r,z,t)

o=o(rzt)

p =p(r, 2,1).

Lembrando que estamos em coordenadas cilindricas axissimétricas e que, por-
tanto, para uma funcdo escalar f e uma fungdo vetorial f = (f}, f3) temos

_(Of of
vi= (%—z)



o sistema, de equacoes fica:

0
a(qﬁc#—a) +u-Ve=0 (4.43)
0
a_(; = \o)|ule (4.44)
u= —%k(a)Vp (4.45)
V.u=0. (4.46)

Usando novamente a hipotese simplificadora de que ¢ é constante e rearranjando,

o sistema toma a forma final

Jdc Joc @

5 u15+u;1,62=—)\(0)|u|c
0o
0 = X@)lule
u=——=%k(o)Vp
o)
V-u=0.

Para adimensionalizar esse sistema, considere as variaveis adimensionais:

r=—r, Z=—z t=_t 4.47
T TOT, z - 2, T ( a)
T T
Uy = —uy, Uz = —Us, (4.47D)
To To
c=c¢c o0=0 (4.47c)
A =roA (4.47d)
F T o 1 H ro+L
p=——=p, K= / / K(r,z)rdrdz. (4.47e
W Aot P -2 ) ), *07 (4470
Substituindo essas escalas no sistema e abandonando o ~, temos:
oc
qﬁa +u-Ve=-X\o)c|u| (4.48)
Z—j = \(o)c|u] (4.49)
K
= —=k(o)V 4.50
u=——k(o)Vp (4.50)
V.-u=0 (4.51)

Para resolver esse sistema é necessario estabelecer condicbes iniciais e de
contorno. Consideramos como condicao inicial a auséncia de particulas no meio
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poroso antes da injecao:
c(r,0)=0 e o(r,0)=0 em ¢t=0,
e como condicao de contorno, a quantidade de particulas injetadas com o fluido:
c(ro, 2,t) = co(2,t), t>0.

Frequentemente, ¢y nao depende de z e as vezes é constante, co(z,t) = ¢o. Pode-se
calcular 0 em r = ry a partir da equagao (4.49). Sao conhecidas ainda a pressao
na injecao (p(ry)) e em um raio especificado do meio poroso (p(ry)):

p(ro) = Do, p(Tf) = D1-

Além disso, “para que um depésito de 6leo mantenha-se em um terreno, o reser-
vatorio deve ser isolado por camadas de rochas impermedaveis, usualmente sal ou
argila” [7].

Até agora, nosso modelo numérico (1D e 2D axissimétrico) consistia em cal-
cular ¢ e o via método das caracteristicas e calcular p por integracao numérica.
Acontece que nao podemos mais calcular p explicitamente. Apresentaremos o
modelo numérico 3D axissimétrico por partes, a cada passo de tempo. Primeiro,
vamos supor que a velocidade é conhecida e calcular ¢ e ¢ pelo método das carac-
teristicas na préxima se¢ao, como vinhamos fazendo; em seguida, resolveremos as
equagoes de pressao (4.50) e velocidade (4.51) usando um método de elementos
finitos mistos, descrito no proximo capitulo. Nesta etapa, consideraremos c e o
fixos. O modelo completo sera apresentado no capitulo 6 e € composto entao pelo
método das caracteristicas acoplado a um método de elementos finitos mistos,
usados alternadamente a cada passo de tempo.

4.4.1 Método Numérico para um passo de tempo em c e
o

Consideraremos a velocidade u conhecida no seu valor em " 1. Queremos
resolver as equagoes (4.48) e (4.49), ou seja, calcular ¢ e 0. Para isso serd usado
novamente o método das caracteristicas (se¢ao 4.1). Para a equacao (4.49), como

em 2D axissimétrico,

n __ 1

do ol —o;
ot~ At
Tomando uma média no lado direito, a taxa de retencao cinética toma a forma
discretizada:

o —o

n—1
! 1
I = AT+ AT o
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Reescrevendo essa equacao, temos:

ol =o' 1+%(/\( M ul| 4+ Ao e Hul ) (4.52)
Para a equacao (4.48), se
¢ + [uf?,
a derivada na direcao caracteristica sera

0 0
b=t D

Entao o lado esquerdo da equacdo (4.48) fica

oc oc

Ja vimos no comeco do capitulo que

de_ o(x,t") — (X, =1y
or "~ At ’

(8

com A
X =x— —u(x,t").

¢

Finalmente, a discretizagao do lado esquerdo da equagao (4.48) serd dada por

C—C1

A equacao (4.48) discretizada, novamente considerando uma média do lado direito
e a notacao dos capitulos anteriores, fica entao

—n—1

¢i _{)\ n|un‘ +/\( ) —n— 1|ﬁn 1|}
Reescrevendo essa equagao de forma mais adequada, temos finalmente:

o 6 AYAEE,
q=? PN ED T (4.53)

Uma vez que conseguimos uma equagcao explicita para c, podemos substituir essa
equagao (4.53) em (4.52) para obtermos uma equacio apenas em o:

n_o.n—l g O'n (At/Z) ( ;L 1)| 1|—n lun n lun 1
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Para calcular E?_l e E?_l é preciso fazer uma interpolacao dos valores nos
nos vizinhos. Ja vimos em uma dimensao que a interpolacao mais interessante
para o nosso problema é a interpolagao cibica de Lagrange. Baseados nisso,
faremos aqui uma interpolacao cibica de Lagrange da seguinte forma (figura
(4.14)): se o ponto que queremos interpolar estd na marca¢ao X, vamos usar a
coordenada r desse ponto e fazer uma interpolagdo cibica de Lagrange em cada
uma das quatro linhas horizontais, usando para isso o valor conhecido nos pontos
marcados com uma bola branca. Dessa forma achamos valores interpolados nos
pontos localizados nas bola preta. Agora usamos esses valores para fazer uma
interpolagao cubica de Lagrange vertical, na coordenada z do ponto.

Se quisermos interpolar pontos perto das bordas da malha, temos duas
opcoes: a primeira é fazer uma interpolacao bilinear apenas nesses pontos e a
segunda é deslocar os pontos que estamos usando na interpolagao (figura (4.15)).
Optamos pela segunda opgao.

Esse tipo de interpolacdo é usado com sucesso em meteorologia e tem como
vantagem computacional o fato de calcularmos os pesos para as interpolacdes

horizontais apenas uma vez para cada ponto interpolado.

Jany A Jany Pan
o N BNV NP
Jany D-@—D Pan
N D N N
X
D ™ D Pan
NP NPaN  BRw %
™ O-e—D Pan
D N NP N
r

Figura 4.14: Esquema de interpolacao para um ponto em um elemento no interior
do dominio

O método numérico fica entdo: Dada a soluciao no tempo t"~! nos pontos
de malha, o primeiro passo é determinar X para podermos calcular 6?‘1 e Ei”_l
usando interpola¢ao numérica. Uma vez feito isso, podemos usar a equacao (4.54)
para achar os valores de 0} pelo método de Newton. Com os valores de ¢}, usamos

a equagao (4.53) para determinar ¢ explicitamente.
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Figura 4.15: Esquema de interpolacao para um ponto em um elemento da fron-
teira oeste
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4.4.2 Problema Teste

Vamos considerar a velocidade apenas na direcao r para tentarmos recuperar
o problema bidimensional axissimétrico e verificar o comportamento das concen-
tragoes de particulas suspensas e retidas. Para isso, é imposta uma velocidade
dada por

U1=1

U3:0,

ou seja, nao existe velocidade vertical, apenas horizontal. Nesses experimentos
foi considerada uma malha de 50 por 50 e um passo no tempo At = 0.0005. Os
experimentos estao apresentados nas figuras abaixo. A figura (4.16) mostra a
solugao em 3D para A = 1, apds 200 passos de tempo. Como vemos, ela é con-
stante na direcao z e podemos entao olhar apenas para o perfil dessa solucao. Nas
figuras (4.17) e (4.18), comparamos o experimento 2D axissimétrico (linha pontil-
hada) com o perfil do experimento 3D axissimétrico (linha cheia) para particulas
suspensas e depositadas, respectivamente. As figuras (4.19) e (4.20) repetem os
experimentos (4.17) e (4.18), respectivemente com A = 1+ 20 + 2. Vemos que o
resultado é exatamente o esperado, as linhas pontilha e cheia estao sobrepostas
em todos os experimentos.

A situacdo atual é a seguinte: se a velocidade for conhecida, j4 sabemos
calcular ¢ e 0. SO que a velocidade, assim como a pressao, ndo é conhecida
nem podem ser calculadas explicitamente. Vamos descrever, entao, no préoximo
capitulo, um método de elementos finitos mistos para resolver as equacoes de
pressdo (4.50) e velocidade (4.51).
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c(r,

Figura 4.16: Solucao em 3D com us = 0

Figura 4.17: Comparacio da solu¢ido numérica de ¢ 2D axissimétrica (tracejada)
e o perfil da solu¢do numérica 3D axissimétrica com uz = 0 (linha cheia) de ¢
para A =1

o4



0.16
L — perfil 3D axissimetrico i
0.14 — — 1Dradial
oazr nr=nz =50 7
dt=0.001
t=0.05
0.1F A=1 |
0.08 4
1
0.06 - 4
0.04 4
0.02[ 4
or 4
-0.02 L L L 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Figura 4.18: Comparagao da solugao numérica de o 2D axissimétrica (tracejada)
e o perfil da solugdo numérica 3D axissimétrica com ug = 0 (linha cheia) de o
para A =1

0.4
— — 1D radial
—— perfil 3D axissimetrico
0.35 R
nr=nz =50
o3 dt=0.001 1
t=0.05
0251 A=1+20+0° i
0.2 q
$ oas- B
0.1f 4
0.05[ il
ok 4
-0.05- il
~01 I I I I I

Figura 4.19: Comparacao da solu¢ao numérica de ¢ 2D axissimétrica (tracejada)

e o perfil da solugdo numérica 3D axissimétrica com uz = 0 (linha cheia) de o
para A\ = 1+ 20 + o2
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Figura 4.20: Comparagao da solugao numérica de o 2D axissimétrica (tracejada)
e o perfil da solugdo numérica 3D axissimétrica com us = 0 (linha cheia) de o
para A\ = 1+ 20 + o2
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Capitulo 5

Elementos Finitos

5.1 O Meétodo

Estamos trabalhando com coordenadas cilindricas axissimétricas portanto,
como ja foi dito, para uma fung¢io escalar f e uma funcio vetorial f = (fi, f3)

temos of of
vi= <8r 82)

V.f= (lﬁ(rfl) af’)

Por conveniéncia, reescrevemos o sistema adimensional (4.48)-(4.51):

Oc
g(f;a +u-Ve=-X\(0)c|u| (5.1)
5 = o)yl (5.2)
u= —%k(a)Vp (5.3)
V.-u=0. (5.4)

Ja vimos no capitulo anterior como se resolvem as equagoes (5.1) e (5.2) se u
for conhecida. Vamos agora ver como serao discretizadas e resolvidas as equacoes
de pressao e velocidade (5.3) e (5.4), supondo conhecido o. Estamos portanto,
nesse momento, interessados em resolver

V-u=0 (5.5)
u = —a«ao)Vp, (5.6)
com «a(o) = Kk(o)/K.

Uma questao importante na simulagdo de escoamentos em meios porosos é
a maneira na qual a velocidade u é calculada. Uma vez que desejamos obter com
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boa precisao a concentracao de particulas suspensas o, precisamos de uma boa
aproximacao para u.

Os métodos padronizados de diferencas finitas e de elementos finitos re-
solvem esse sistema para a pressao p que nao necessariamente é suave devido
ao impacto dos coeficientes (leia-se permeabilidade que varia abruptamente). A
resultante p é entao numericamente diferenciada e multiplicada por coeficientes
que dependem da permeabilidade para obtermos u. Assim, esses métodos geram
velocidades pouco precisas, o que reduz a precisao das concentracoes de particulas
que queremos encontrar.

Por essa razao, métodos de elementos finitos mistos para resolver o sistema
(5.5), (5.6) sdo particularmente atraentes ji que aproximam u e p com acuricia
comparavel. A chave para essas aproximagoes é o uso de espacos de polindmios
apropriados, como o proposto por [38].

Para resolver o sistema, vamos nos basear em [2] e [17]. Multiplicando a
equacao (5.6) por a~ !,

atu+Vp=0

e integrando com uma func¢ao teste v obtemos
/alu-de—i-/Vp-de:O, Vv € H(div). (5.7)
Q Q

Mas usando
V-(pv)=v-Vp+pV-v,

a equacao toma a forma

/a‘lu-de-l-/V-(pv)dQ—/pV-de:O.
Q Q Q

Pelo teorema da divergéncia,

/V-(pv)dQ:/ pv - nds,
Q o9

e entao a equacao (5.7) pode ser escrita como

/a_lu-de—/pV-de:—/ pv -nds (5.8)
Q Q B

Vv € H(div). A equagao (5.5) também pode ser integrada com uma fungio teste
q para obtermos

/ V- ugdQ =0, Vg € L*(9).
Q

Por definicao, H(div,Q) := {r € L*(Q)|V -7 € L*(Q)} [13]. Entdo o prob-
lema variacional relacionado ao sistema (5.5), (5.6) em coordenadas cilindricas
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axissimétricas é encontrar o par (u,p) € (H(div, ), L*(Q2)) tal que

/a‘lu-de—/pV-de:—/ pv -nds (5.9)
" Q )
/V-uquzO, (5.10)
Q

Vv € H(div), Vq € L*(Q).

Para resolver esse sistema, primeiramente escolhemos o ntiimero de elementos
que serao usados. Consideremos uma malha com m elementos na direcao r e
n elementos na direcao z. Temos ainda que escolher uma orientagao e uma
numeracao para as faces da malha. Tomando como exemplo uma malha com 6
elementos, nossa escolha estd representada na figura (5.1).

! O I S S
1 1 1 1
1 2 3 Uy U3 Us Uy
3 3 3
a3 Ug Ug
3 3 3
7] Uy 7

Figura 5.1: Exemplo de orientagao de malha usando 3 elementos na direcao r
(m = 3) e 2 na diregdo z (n = 2).

Chamaremos esse exemplo com 6 elementos de exemplo 3x2. Os céalculos
para esse exemplo 3x2 estao feitos em detalhes no Apéndice B. Associaremos
a (Ar,Az) um subespago de elementos finitos V}, x Qp de H(div,Q) x L*(Q),
como veremos a seguir. O espaco de velocidades serd entao V, = V" x V* onde
V7" contém funcgoes lineares por partes e continuas na direcdo r e constante por
partes na direcdo z e, analogamente, V? contém fungoes lineares por partes e
continuas na direcdo z e constante por partes na direcdo r. O espago de pressao
@5, consiste em funcoes que sao constantes por partes em cada elemento.
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Para que a notacao nao fique confusa, apenas nesse capitulo tomamos a
liberdade de usar indices superiores r e z para denotar as coordenadas dos vetores
que antes estavam sendo denotadas por indices inferiores 1 e 3. Aqui, os indices
inferiores denotam numeracdo da malha.

Sendo r; = 1o +iAr e z; = z9 + 1Az, para cada elemento E temos os
subespagos V4, (E) e Qi(F) dados por suas respectivas bases:

. [ 1—=(—m)/Ar . [ (r—=r)/Ar
£ = 0 ) & = ( 0 )

Vi(E) = 0 0
£ = £ =
1—(z—2z)/Az ) ( (z — zi)/Az) )

Qh(E):¢:{1emE

0 caso contrario.

O espaco de Raviart-Thomas de mais baixo grau é o espago gerado por
&, 1 =1,.4. Essas fun¢bes estdo mostradas nas figuras (5.2) e (5.3), para um
determinado elemento.

A i / /
// . f / /
#\\\ T / f/ |
\\ e /
s
% % /
d /S \ /\/
N\ // 3
% /// [—
N %
\i*‘— ——
\\‘J\ A N L
S N
5

Figura 5.2: base para V},

As fungoes uy e p, que estamos procurando podem entao ser escritas como
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Figura 5.3: base para @,

uma combinagao linear dessa base:

(m+1)n m(n+1)
uy(r, z) = Z ur&l (r, 2), Z ui&F(r, 2) (5.11)
i=1 i=1
pu(r,2) =Y pivi (r, 2). (5.12)
i=1

E importante notar que a componente normal de u ser constante nas faces
vai nos permitir construir um espaco vetorial de dimensao finita sobre {2 com
componente normal continua na interface de dois elementos pertencendo a um
subespago de H(div, ), onde estd definida a velocidade.

Assim, temos bem definidos

2mn+m-+n

Vi= |J Va®) e Qu=J Qu(E).

Sejam u € RMmtntrtlm o 5, ¢ R™" vetores com a seguinte ordenacio
(consistente com a malha):

U= (UL, oy Ulg 1y Ul +os Ul 1)m)
b= (pla apmn)

O problema de elementos finitos misto é encontrar o par (un,py) € Vi X @), tal
que

/aluhvth—/phV-vth: —/ prvh - nds (5.13)
Q Q o
/th-uh df2 =0 (5.14)
Q

\V/Vh € Vh(Q), th € Qh(Q)
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Vamos examinar as equagoes lineares envolvidas na discretizac¢ao de (5.13) e
(5.14). Para isso, considerando as expansoes (5.11) e (5.12) para uy e pp, 0 nosso
sistema discretizado (5.13), (5.14) toma a forma

A" 0 B u” fr
0 A B> | |w | =] f|. (5.15)
B" B* 0 p g

Como cada funcao &; sé6 é diferente de zero em uma pequena parte do dominio, é
mais eficiente fazermos uma discretizagao local (por elemento) do método. Pode-
mos pensar em uma matriz elementar A(E) como sendo um bloco da matriz
global A. Faremos entao uma descri¢ao detalhada de cada bloco da matriz. Para
o exemplo 3x2, as matrizes estao mostradas em detalhes no Apéndice B.

A matriz A7 € RmH)mx(m+1)n tem elementos na forma

AT(E) = /E o e A,

Como s6 existem dois &]’s diferentes de zero em cada elemento, a matriz A"(E)
serd uma matriz 2 x 2 dada por:

ar(g) = | Jpo 1 GE rdrds fpaTggrdrd:
T [pe g rdrdz [ a7 EREr rdrdz

Se considerarmos que o~! varia no espaco, devemos usar um método de

quadratura de Gauss para calcular essas integrais. Mas nds vamos considerar o
costante por elementos. Fisicamente, essa é uma boa aproximagao, uma vez que
o « estd associado a permeabilidade e nossa principal aplicacdo é meio poroso
em camadas. Isso facilita numericamente uma vez que as integrais podem ser
calculadas explicitamente. Sendo assim, a matriz elementar A™(E) é

A(E) = a”TAzAr [ Tit1 + 37 Tiy1 + 7

12 Tit1 T 75 3T¢+1 + 7

onde 7; e r; ;1 sdo os valores de r associados as faces do elemento F.
A matriz A* € Rim+hnx(m+)n tam glementos na forma

A*(E) = /E o 1EE dQ.

Como novamente s6 existem dois &7’s diferentes de zero em cada elemento, a
matriz A*(F) serd também uma matriz 2 X 2:

a(E) = | o Gg rdrdz [paTlGe rdrds
| [l rdrde [ a7 EE rdrde

As integrais para A* também podem ser calculadas explicitamente (Apéndice B)
e a matriz elementar A*(E) é:
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A*(E) = o 'AzAr 2(rig1 +73)  Tip1
12 Tit1+ T4 2(7°z'+1 + Ti) '

Para a matriz B" € R(™T)nxmn temos as integrais

10
B(B) = - [ v g a0
——/1/1- §T+r—a£; drdz
o E ! J 67'

e a matriz elementar B"(F) serd

B"(E):[ rifz }

—T'Z'_HAZ

Por fim, B* € RtDmxmn & dada por
B*(E) = / 625 40
N E ! aZ

e a matriz elementar B*(E) serd

; ri + Ar/2)Ar
B(E) = [ —((r,-+m{/%)m } '

Do lado direito das equacgoes temos as integrais de fonteira. Para f" €
Rm+1)nx1 “temos as integrais

_/ ph<£l:l’n> ds
0N

e para f? € R+Dmx1 g elementos sdo da forma

- / ph(&]ﬁla n) dS,
on

onde (-, -) denota produto interno. Para o sistema que estamos estudando, g €
R™*! se anula. Uma vez discretizadas as equagoes, temos o sistema (5.15), agora
escrito na forma

Au+ Bfp=f
Bu =0.

Resolveremos esse sistema com acelerador Usawa [13], [17]. Primeiro, eliminamos
u e depois resolvemos o sistema em p. Da primeira equacao,

u=A"'(f-B"p).
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Substituindo na segunda equacao, ficamos com
BA7'BTp = BA'f,

ou, de forma simplificada,
Cp=d,

com C = BA™!BT e d = BA7!f. A matriz A é uma matriz tridiagonal facil-
mente invertivel. Para resolver esse sistema, vamos usar o método do Gradiente
Conjugado (GC). Esse método é extremamente eficiente para resolver sistemas
com matrizes simétricas positivas definidas (spd) porque precisamos armazenar
em cada iteracao apenas um numero limitado de vetores. Para uma matriz spd
de tamanho n x n o GC converge em no maximo n iteragdes [13], [46]. Entre-
tanto, para problemas com um grande nimero de incégnitas, essa propriedade
¢ de pouca significancia, pois uma boa aproximac¢ao pode ser encontrada com
muito menos de n iteracoes.

E dificil prever precisamente a convergéncia de métodos iterativos, mas
podemos obter boas estimativas para o GC. Para um sistema Ax = b o erro
pode ser limitado em termos do nimero de condicionamento espectral k, da ma-
triz A.

Definicao: Se A\,uz € A\min SG0 respectivamente o maior € o menor auto-
valor de uma matriz A spd entdo o numero de condicionamento espectral de A é

ko (A) = Amaz (A)/)‘min (A)

Teorema: Se T € solugdo exata de Ax =b com A spd entdo, para qualquer
vetor inicial xq, pode-se mostrar que o método do Gradiente Conjugado gera uma
sequéncia 29 satisfazendo

12 = 2[4 < 20|20 — 2|4,

onde o = (Vka—1)/(Vka+1) e ||ul|4 := (Au,u)/2. A demonstracio encontra-se
em [13], [22].

Para usarmos o Gradiente Conjugado, queremos entao que C' seja simétrica
positiva definida e apresente um numero de condicionamento baixo.
Para mostrar que C' é spd, precisamos de uma definicdo e um lema.

Definicao: Chamaremos uma matriz A de estritamente diagonal dominante
sempre que para o0s elementos a;; da matriz A valer a propriedade

n
@] > Z lai;|, Vi
7j=1

Lema: A matriz A € spd.
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Demonstracao:

i) A é simétrica por construgao.
ii) J&4 vimos que para « constante por elementos e para as fungdes bases do
nosso espaco de elementos finitos,
AT = iCV*lAT’AZ 37“2' + Tit1 Ty + Tit1
12 Ti + i1 T+ 3rip

12 ri+rivr 2(r i)

Se considerarmos um meio homogéneo, com esses valores, temos uma ma-
triz A que é claramente estritamente diagonal dominante, mas mesmo em meios
estratificados, essa propriedade continua valendo. Entao, pelo Teorema de Ger-
shgorin [26] os autovalores \; de A estdo em um circulo centrado em d; com raio
fi. Como todas os elementos da nossa matriz sao positivas, isso significa que
Vi, \; > 0, ou seja, A é positiva definida.

Por (i) e (ii), A é spd.

1 . . . .
A% = —a_lArAz |:2(Tz + TH—I) T + Tit1 :| )

Teorema: A matriz C' ¢é spd.

Demonstracao:

i) C é simétrica:
Se A é simétrica A~! também é:

(A—l)T — (AT)—l — A_l.
Usando esse fato, temos:
C" = (BA'B")Y' = B(A™Y'B" =BA™'B" =C.

ii) C' é positiva definida:
Sabendo que se A é spd entdo A~ também é [45] e temos:

(Cz,z) = (BA™'B"2,2) = (A7'B"2,B"z) = (A 'y,9y) >0 Vy #0.

Por (i) e (ii), C é spd.

Apesar de termos uma matriz spd, o nimero de condicionamento dela nao
é muito baixo. Usamos entdo o gradiente conjugado pré-condicionado (PCG)
por uma decomposicao parcial de Choleski, na rotina do matlab cholinc.m. Esse
precondicionamento acelerou significativamente a convergéncia do CG [13], [42].
Para um caso particular, a tabela (5.1) indica o nimero de iteragdes para que o
PCG convirja considerando 3 tamanhos diferentes de malha.
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método | 100 elementos | 1600 elementos | 10000 elementos
CG 220 1935 5196
PCG 9 15 30

Tabela 5.1: Tabela comparativa para o gradiente conjugado com e sem pré-
condicionador.

5.2 Injecao de Agua Pura

O que acontece se injetarmos agua sem particulas? Se nao houver retencao
(6 = 0) e considerarmos o0 meio poroso apenas com uma camada, o sistema
adimensional (5.1), (5.2), (5.3), (5.4) a resolver passa a ser

Oc

i . = 1
d)at +u-Ve=0 (5.16)
V-u=0 (5.17)
u=—-Vp. (5.18)

Uma vez que as equacoes de pressao e velocidade passam a ter solucao exata
conhecida, podemos entao testar o método de elementos finitos mistos.

Para testar o método de elementos finitos mistos, vamos utilizar dois ex-
perimentos numéricos, em cada um deles vamos impor condi¢oes de contorno
especificas. Para esses experimentos, vamos considerar o nosso dominio com-
putacional r = [0.1,1.1] e z = [0, 1] e vamos nomear o contorno como na figura
(5.4).

norte

sul

Figura 5.4: bordo do dominio

O primeiro problema teste é considerar 5 = 0, desacoplando o método de
elementos finitos do resto do sistema em ¢ e o e comparar a solu¢ao numérica das
equacoes para p e u com a solucao exata p = 20r? — 4022. Do ponto de vista das
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equacoes de velocidade e pressao, isso é equivalente a considerar que nao existe

retencao de particulas.
Na fronteira, teremos

0.2 — 4022  no Oeste
2072 no Sul
24.2 — 402°> no Leste
2072 — 40  no Norte.

(5.19)

Agora, teremos que calcular quatro integrais de fronteira. As contas estao
feitas em detalhes no Apéndice B, e temos:
Para E no oeste:

fT(E)=0

fA(E) = —0.02Az + 4/3(22.1 — 22);
Para E no sul:

FT(B) = =5Ar(rips + 13) (ri +77)

fA(E) =0;

Para E no leste:

f(E)=0
f7(E) = 26.62A2 — 44/3(2},, — 23);

Para E no norte:

f(E)
f(E)

O resultado numérico para uma malha 40 x 40 estd mostrado nas figuras
(5.5), (5.6) e (5.7), para a pressao, a velocidades horizontal e a velocidade vertical,
respectivamente. Fizemos uma andlise de resolucao para as trés variaveis, como
mostra a tabela (5.2).

SAT(rip1 + r,-)(ri2+1 +7r2—4)
0
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elementos er(pn) er(u1p) er(usp)

10X10 = 100 0.0022 0.0092 0.0013
20.X20 = 400 5.6752 % 1074 0.0023 3.8003 « 10~*
40X40 = 1600 | 1.4270%10~* | 5.9244 %« 10~* | 1.0488 x 10~*
80.X80 = 6400 | 3.5729% 107> | 1.4942 x 10~* | 2.8366 % 10~
160X160 = 25600 | 8.9358 * 107° | 3.7653 * 107> | 7.5791 % 10~°
200X 200 = 40000 | 5.7192 * 107°% | 2.4157 % 107° | 4.9461 = 10~°
250X 250 = 62500 | 3.6604 « 10~¢ | 1.5498 + 10~° | 3.2253 % 10~©

Tabela 5.2: Erro relativo da pressao, velocidade horizontal e velocidade vertical

O segundo problema teste tem maior sentido fisico. Vamos considerar como
condi¢do de contorno baseada na figura (5.4) p = 1 na fronteira oeste, p = 0 na
fronteira leste e us = 0 nas fronteiras norte e sul.

Tomando o divergente da equacado (5.18), temos

V-Vp=0 (5.20)

Vamos nos concentrar na equagio (5.20). Com base na figura (5.4), que mostra
o bordo do dominio, a condi¢do de contorno para a pressao é us = dp/0z = 0 no
norte e sul, ou seja, fronteiras impermedaveis e pressao p = pg no oeste e p = p;
no leste.

Usando separacao de variaveis, seja

p = A(r)B(z).

Substituindo na equagao (5.20), duas equagoes diferenciais ordinérias tém que ser
resolvidas:

A pAn

Tt =0 (5.21)
BII

—) 22
3 (5.22)

Para a equacao em B,
B"=0= B=az+b.

A equacao a ser resolvida em A é

rA”" + A'=0.
Chame A’ = R. Dai:
rR'+ R =0,
que integrando nos d4
R=cr".
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Voltando a varidvel A,
A=clnr+d.

Entao as solugbes das EDO’s (5.21) e (5.22) s@o

A=clnr+d.
B=az+b

e a pressao nesse problema é dada por
p=AB = (clnr +d)(az + b).

Vamos impor as condigoes de contorno do nosso problema. Tomando a
derivada da pressao na direcao z,

9 _
0z

Como dp/0z = 0 em norte e sul e queremos uma solugao nao trivial, temos que

a(clnr + d).

a=0.
Entao
p=b(clnr + d).

As nossas duas outras condi¢oes de contorno nos dizem que p(oeste) = pg e
p(leste) = p;. Vamos chamar r em oeste de 7y e 7 em leste de 77. Assim, temos

beln(rg) + bd = pg
beln(ry) + bd = p,

donde
be P1— Do
In(rf/ro)
bd = pog lf(lrf/i(:))ln(ro)
Entao a pressao sera dada por
b1 —DPo

D=Dpo+ ml"(r/ro)-

Tomando a derivada da pressao na direcao 7,

Op  pr—po 1

or ln(rf/ro);’

ou seja, a velocidade horizontal decai como 1/7.
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Tomando a derivada da pressao na direcao z,

op

50.

Vale ressaltar que esses calculos permanecem vélidos para o caso em que
varias camadas sdao consideradas. A hipdtese de uma camada é apenas para
simplificarmos a notagao.

Examinaremos agora a solu¢ao numérica do segundo problema teste. Com
a condicao de contorno proposta, a tnica integral de fronteira que temos que
calcular é a integral no oeste:

21
/ 101 (=1) (—dz) = 0.1Ax.
zi+1

A figura (5.8) comprova que experimento ¢é feito com sucesso: a velocidade na

direcao z é zero e a velocidade da direcao r decai com r. Uma anélise de resolugao
estd mostrada na tabela (5.3).

0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1 11 12

Figura 5.8: perfil de u;, u; * r e uz. Como deveria ser, u; decai com r (u; *r é
constante) e uz=0

72



malha er(pn) er(U1p)

10x10 0.0199 0.0153
20x30 0.0051 0.0043
40x40 0.0013 0.0011

80x80 | 3.2370%10~* | 2.8009 x 10—*
100x100 | 2.0722 % 10~* | 1.7946 % 10~ *
160x160 | 8.0966 * 10~° | 7.0186  10—°

Tabela 5.3: Erro relativo com o refinamento da malha
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Capitulo 6

O Algoritmo Completo

O método numérico final para resolver o sistema (5.1), (5.2), (5.3) e (5.4)
conta com dois blocos de solugao. No primeiro bloco, sao resolvidas as equacoes
de velocidade e pressao via elementos finitos mistos. Uma vez atualizada a veloci-
dade, o segundo bloco, que utiliza o método das caracteristicas para resolver as
equacoes de concentracao de particulas suspensas e depositadas, pode ser usado
para evoluir ¢ e 0 de um passo de tempo At. O algoritmo esta descrito abaixo:

ALGORITMO COMPLETO

1. Facac=10, o =0.

Bloco A: atualizacao de p e u usando elementos finitos mistos

Calcule k(o)

Calcule o' (0)

Calcule as matrizes A", A%, B", B*

Ajuste as condigoes de contorno f”, f*

Use PCG para resolver o sistema que atualiza u e p

S Utk W

Bloco B: avanco no tempo de ¢ e o pelo método das caracteristicas

7. Calcule x
8. Dados ' !, o7 ! e X, ache ¢ ' e 57 ! via interpolagdo numérica
9. Ache o7 pelo método de Newton

10. Conhecendo o7, calcule ¢}

11. Volte ao bloco A.
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Por etapas, ja testamos o algoritmo da seguinte forma:

1. Com o bloco A desligado, testamos o bloco B, ou seja, obtivemos c e o,
supondo conhecido u:

1.1: Avaliamos os métodos interpolacao em 1D e decidimos usar a inter-
polacéo cibica de Lagrange (secdo 4.2.1).

1.2. Avaliamos o método das caracteristicas para uma velocidade carac-
teristica varidvel (2D axissimétrico) (se¢ao 4.3.1).

1.3. Usando velocidades especificas, retomamos o problema 2D axissimétrico

do problema 3D axissimétrico e assim testamos o nosso esquema numérico para
as leis de balanco (4.48) e (4.49) (secdo 4.4.2).

2. Para condigoes de contorno especiais, testamos o bloco A:

2.1 Dados p = 0 em leste e p = 1 em oeste, retomamos o problema 2D
axissimétrico. Com isso, testamos o algoritmo completo reduzido a uma dimensao
(segdo 5.2 ).

2.2. Isolando o bloco B (com § = 0), comparamos a solu¢gdo numérica para
o bloco B com uma solugao exata (p = 20r?> — 40z?). Esse foi o teste para o
esquema numérico do bloco B em 3D axissimétrico (segdo 5.2 ).

Uma vez que o método das caracteristicas nos da o resultado esperado, assim
como o método de elementos finitos, os dois métodos podem ser acoplados para
resolver o sistema completo.

6.1 Problema Teste

Ainda no espirito de retomar experimentos 2D axissimétricos, o problema
teste para o algoritmo completo considera como condicao de fronteira

uz = 0 no norte
p=0 no leste
uz =0 no sul

p=1 no oeste

e ainda 8 = 0. Teremos dessa forma fluxo apenas na diregao r.

Nos experimentos que seguem, foi utilizada uma malha 50 X 50 e um passo
no tempo At = 0.001. Consideramos 1y = 0.1 e L = 1. Os graficos sao apresen-
tados apos 50 passos no tempo.

Nas figuras (6.1) e (6.2), considera-se A = 1 e compara-se o experimento 2D
axissimétrico (linha pontilhada) com o perfil do experimento 3D axissimétrico
(linha cheia) para particulas suspensas e retidas, respectivamente. Nao d4 para
ver diferenca entre as duas solucoes, mosstrando que os programas sao equiva-
lentes. As figuras (6.3) e (6.4) repetem os experimentos (6.1) e (6.2), respective-
mente, com A = 1 + 20 + ¢2. Vemos que o resultado novamente é o esperado.
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Podemos partir agora para a solu¢ao do modelo 3D axissimétrico sem reducao,
que é o nosso principal objetivo.

0.4 T T
—— perfil 3D axissimetrico
0.35- — — 1D radial 4

031 q
nr=nz =50

dt=0.001

0.251- t=0.05 b
A=1

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Figura 6.1: Comparacao da solucdo numérica de ¢ 2D axissimétrica (tracejada)
e o perfil da solugdo numérica 3D axissimétrica (linha cheia) de ¢ para A =1
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0.16 T T
— perfil 3D axissimetrico
— — 1D radial
014 —
nr=nz =50
0.12 dt=0.001 1
t=0.05
A=1
0.1 b
0.08- —
5
0.06 - b
0.04- —
0.02- —
ol i
~0.02 I I I I I
[ 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Figura 6.2: Comparacao da solu¢ao numérica de ¢ 2D axissimétrica (tracejada)
e o perfil da solugdo numérica 3D axissimétrica (linha cheia) de o para A =1

0.4 T T
—— perfil 3D axissimetrico
— — 1D radial
0.351- q
nr=nz =50
031 dt=0.001 7
t=0.05
- 2
025 A=1+20+0 i
0.2 —
0.151- q
0.1r —
0.05- q
ok i
-0.05- 4
01 I I . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Figura 6.3: Comparagio da solugido numérica de ¢ 2D axissimétrica (tracejada) e o
perfil da solu¢do numérica 3D axissimétrica (linha cheia) de ¢ para A = 1+20+02
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0.16

T T
—— perfil 3d axissimetrico
— — 1D radial
0.141- b
nr=nz =50
0121 dt=0.001 1
t=0.05
A=1+20+0°
0.1r- —
0.08 - —
0.06 - i
0.04- —
0.02- i
or i
-0.02 I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Figura 6.4: Comparagao da solugdo numérica de ¢ 2D axissimétrica (tracejada) e o
perfil da solu¢ao numérica 3D axissimétrica (linha cheia) de o para A = 1+20+0?
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Capitulo 7

Resultados Numéricos

Nesse capitulo mostraremos que nosso modelo numérico é capaz de cap-
turar um padrao distinto de escoamento na presenca do mecanismo de deposi¢ao
de particulas. J4 vimos em (5.2) que na auséncia desse mecanismo, nao existe
velocidade na dire¢ao z, mas o mesmo nao acontece quando ele é considerado,
quando a velocidade vertical é nao trivial. Primeiro mostraremos experimentos
usando a pressao especificada como condicao de contorno, uma vez que este é o
caso de implementacao mais facil. Em seguida mostraremos experimentos com
com vazao especificada, por ser este o caso real com o qual a nossa industria lida.

7.1 Pressao Especificada

Em todos os experimentos, consideramos ¢ = 0.2, A = 1 — 20 m~! e as

condicoes de contorno para a velocidade e pressao dadas como u3 = 0 em norte e
sul, pressao p = p; Pano leste e p = (10°+p;) Pa no oeste, para um p; arbitrério.
A malha usada é de 100 por 100 elementos e o dominio computacional varia em r
de [0.1,0.6] m e em z de [0, 2.5] m. O passo no tempo é At = 1 dia. A concentragao
de particulas injetadas é ¢y = 10 ppm e 5 = 250.

Para entender a dinamica da evolucao da concentracao de particulas retidas
e da diminuicdo da permeabilidade, tomamos como exemplo um meio com 2
camadas, com permeabilidades absolutas K; = 100mD e Ky = 1600 mD.

Os gréficos (7.1), (7.2) e (7.3) mostram a evolug¢do temporal da concentragio
de particulas retidas aos 5, 100 e 200 dias, respectivamente. Como era de se
esperar, a deposicao na camada mais permedavel é maior que na camada menos
permeavel. Em outras palavras, a permeabilidade da camada mais permedvel
diminui mais rapidamente que a permeabilidade da outra camada.
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0.25 —

0.2 -

Figura 7.1: Concentracao de particulas retidas aos 5 dias, para um meio com
duas camadas com permeabilidades absolutas distintas K; = 100mD para 0 <
z2<1.25e Ky =1600mD para 1.256 < z < 2.5
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Figura 7.2: Concentracao de particulas retidas aos 100 dias
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Figura 7.3: Concentracao de particulas retidas aos 200 dias
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E como as particulas movem-se no meio poroso? Uma vez que ha interesse
real de saber se hd comunicacao entre camadas, isto é, se particulas migram
de uma camada para a outra, mostramos apenas o perfil de velocidade vertical
nas préximas figuras. Como o fluxo vertical é bem menor que o horizontal pela
natureza do problema, se mostrassemos o vetor velocidade completo a velocidade
vertical ficaria mascarada. Além disso, nao foram mostrados todos os vetores
para nao sobrecarregar a figura.

As figuras (7.4), (7.5), (7.6) e (7.7) mostram o fluxo vertical do experimento
anterior aos 10, 100, 200 e 400 dias, respectivamente. Nota-se que existe um
fluxo da camada menos permedvel para a mais permedvel e que, apés um tempo,
esse fluxo se inverte em parte da interface. Para esse experimento, a velocidade
vertical maxima é 8% da velocidade horizontal méxima, como mostraremos na
tabela (7.2), mais adiante. E importante ressaltar que na auséncia de deposig¢ao
nao hé fluxo entre camadas, como vimos na se¢io (5.2).

25

. T
151 T T T T

..................................

Figura 7.4: Fluxo entre duas camadas com permeabilidades distintas aos 10 dias.
A linha cheia na figura mostra a inteface entre as camadas mais permedvel (de
cima) e menos permeavel (de baixo)
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Figura 7.5
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Fluxo entre duas camadas aos 200 d

Figura 7.6
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Figura 7.7
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Uma vez familiarizados com a dinamica de evolucao de particulas retidas e
da velocidade vertical, pode-se dar inicio ao estudo da dependéncia de parametros.
Dois parametros foram analisados: razao entre permeabilidade absoluta das ca-
madas K;/K> e quantidade de camadas.

7.1.1 Razao entre Permeabilidades Absolutas Intercamadas

O primeiro parametro estudado é a razao entre permeabilidades absolu-
tas K;/K,. Para avaliar a influéncia desse pardmetro, foram mantidos fixos os
parametros do experimento anterior. Na industria de petréleo, costuma-se estu-
dar a vazao, e nao a velocidade. A razao para isso é que nao existe um medidor
de velocidade de fluxo que possa ser instalado na interface pogo-reservatorio e
transmitir os dados para a superficie, enquanto que a vazao pode ser medida
diretamente nas instalacoes de superficie dos campos de petrdleo. Entao, a partir
de agora, mostraremos os graficos da vazao total em fun¢ao do tempo.

Avaliamos um meio com 20 camadas e permeabilidades absolutas alternadas,
isto é, K1, Ky, K1, K5 e assim por diante. A figura (7.8) mostra a vazao total para
esse experimento, onde a varia¢ao das permeabilidades é (1) K; = 100mD, K,
200mD (linha cheia); (2) Ky = 100mD, Ky = 400mD (linha tracejada); (3
K, = 100mD, K, = 800mD (linha ponto-trago) e (4) K; = 100mD, K,
1600 mD (linha pontilhada).

Podemos ver que quanto maior o contraste entre as permeabilidades ab-
solutas maior sera a vazao total. Isto é natural uma vez que K5, a maior das
duas permeabilidades absolutas, esta sendo gradativamente aumentada. E inter-
essante observar que a velocidade vertical aumenta, indicando supostamente que
particulas irdo migrar cada vez mais de camadas menos permedveis para out-
ras mais permedveis. Esses valores estao indicados na tabela (7.1). Essa tabela
mostra o valor maximo atingido pelas velocidades horizontal e vertical (méximo
em todos os tempos). Podemos ver que a medida que a maior permeabilidade
absoluta aumenta, a velocidade vertical também aumenta.

|

~—

K,/K, | u; méxima (m/dia) | ug maxima (m/dia) | % de u,
1/2 9.5348 0.9891 0.1037
1/4 19.0695 2.3639 0.1240
1/8 39.1390 3.9953 0.1021
1/16 76.2781 5.6551 0.0741

Tabela 7.1: Valores méximos atingidos pelas velocidades horizontal e vertical
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Figura 7.8: Comparacao entre a razao de permeabilidade e a vazao total para um
meio com 20 camadas durante 200 dias, com K; = 100mD fixo
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7.1.2 Numero de Camadas

Para esses experimentos, foram mantidos fixos os dados dos experimentos
anteriores e variamos apenas o numero de camadas. Consideramos meios com 2,
10 e 20 camadas com permeabilidades absolutas K; e K, alternadas. A figura
(7.9) mostra vazdo total para esses trés experimentos, durante 50 dias. Como
era de se esperar, quanto maior o niimero de camadas, maior a vazao total, pois
a intercomunicacao entre camadas é melhor, propiciando assim mais facilidade
para que o fluido encontre um caminho de menor resisténcia ao escoamento.

70 T T
—— 2 camadas
— — 10 camadas

— - 20 camadas

60

50

40

vazao (m3/dia)

30

201

10 | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

dias

Figura 7.9: Comparagao entre o nimero de camadas e a vazao total para camadas
com permeabilidades K; = 100mD e Ky = 1600 mD, durante 50 dias

Uma andlise da velocidade vertical indica que o nimero de camadas tem
influéncia na retencao de particulas, embora isso nao faca muita diferenca na
vazao total, como vimos na figura (7.9). Vemos que quanto maior o nimero de
camadas, menor a velocidade vertical entre camadas. Essa afirmacao é compro-
vada com base no valor méximo atingido pela velocidade vertical em todos os
tempos, como mostra a tabela (7.2).

7.2 Vazao Especificada
Até agora, consideramos como condi¢ao de fronteira para o nosso problema

a pressao especificada nas fronteiras oeste e leste. No entanto, para retratar o
problema real com o qual a industria de petréleo lida, o parametro significativo
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no. camadas | u; méxima (m/dia) | uz maxima (m/dia) | % de u;
2 camadas 76.2781 6.3934 8.3934
10 camadas 76.2781 6.1570 8.0718
20 camadas 76.2781 5.6551 7.4138

Tabela 7.2: Valores maximos atingidos pelas velocidades horizontal e vertical

é a vazao, pois os engenheiros tendem a manter a vazao constante para assegurar
a producao regular do campo.
O sistema adimensional que estamos resolvendo (4.48-4.51) é

oc
g:;a +u-Ve=—-\o)c|u] (7.1)
2~ o)l (7.2)
= —%k(J)Vp (7.3)
V-u= (7.4)

A condicao inicial é a mesma de antes, ou seja, auséncia de particulas no meio
poroso antes da injecao:

c(r,0)=0 e o(r,0)=0 em t=0.

Como condicao de contorno, a quantidade de particulas injetadas com o fluido é
especificada,
c(ro, 2,t) = co(2,t), t>0.

A velocidade vertical (u3) é nula nas fronteiras norte e sul, ou seja, o reser-
vatério é impermedvel nessa parte. Mas agora nao conhecemos mais a pressao
nas fronteiras pois a nossa condigao de contorno é a vazao total ¢(t) injetada no
reservatorio.

O método para resolvermos esse novo sistema é o mesmo. A dificuldade é
que conhecer a vazao total nao é suficiente para resolver o problema, porque nao
sabemos como a vazao se distribui nas camadas. Por isso, alguns ajustes terao
que ser feitos para calcularmos a pressao em fun¢ao da vazao especificada em cada
passo de tempo. Em outras palavras, fixada uma vazao e iniciado o processo de
deposicao, temos que ajustar a pressao de injecao a cada instante para manter
esta vazao.

Considere um meio poroso (ainda mais geral que o nosso) com propriedades
que variam tanto na direcao r quanto na direcao z. Para esse meio, a componente
horizontal da equacdo (7.3) fica




Aqui, uy(r, 2), o(r, z) e p(r, z) significam, respectivamente, velocidade horizontal,
concentracaode particulas retidas e pressio no tempo "1,
Rearranjando,
ui(r,2) K op(r, 2)
Ky (r,2)ki(o(r, 2)) or

Integrando em 7:

K / K0, 2) )(r = /f apf; ar

= p(ri, z) = p(ry, 2)

Integrando em z e dividindo por H, ficamos com

_ E o ul(r’ Z) rdz
=5 /0 / Kr(r o) (o)) & 4 (7.5)

Como estamos considerando o fluido incompressivel, a vazao em todo o reser-
vatorio é constante e podemos considera-la na entrada do reservatério. Para esse
meio, a vazao na entrada do reservatorio atavés de uma camada de espessura
infinitesimal dz é dada por

dQ = uq(ro, 2)27r dz.

Integrando em z, temos a vazao total na entrada do reservatério dada por

Q =27 /H uy (7o, 2) dz. (7.6)
0

As equagoes (7.5) e (7.6) nos dao o ajuste na condigao de fronteira da pressao
em cada passo de tempo, num meio poroso com propriedades que variam nas
duas direcoes. O calculo da pressao em funcao da vazdo prescrita para o caso
geral nao é imediato, mas a seguir veremos como ele se simplifica bastante para
um meio com camadas sem intercomunicagao e logo depois para camadas com
intercomunicagao.

7.2.1 Camadas Sem Intercomunicacao

Vamos primeiro utilizar o calculo acima para um meio poroso com camadas
sem intercomunicacao. Em cada camada j, a componente horizontal da equagao

(7.3) serd
op’

Br) = k(o) 2 (77)
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Se a vazdo em cada camada ¢é dada por ¢/, entdo

T (7.8)
! 2mrhi’

onde A/ é a altura da camada j e a componente vertical u3 serd nula. Substituindo
(7.8) em (7.7), temos . . _
¢ _ Ko
T = = (0-‘7) - .
2mrhI K, or

) ¢ K, [T 1
P = ki K / k(o)

Integrando em r,

com Ap? = p/(r;) — p/(rf). Mas Ap? = Ap. Entéo essa equagao nos diz que a
vazao em cada camada é dada por

, K7 rodr O\
‘7:2 h/]: - A .
TR, </ rk(w)) P

Como a vazao total é ) = Z?Zl ¢’, podemos somar a equacao acima em todas
as camadas para obter

Q= Q—Wzn:thj (/’ _dr )lA
K = v Tk(07) b

Concluimos que para manter a vazao total constante, precisamos impor o gradi-
ente da pressao na forma final

Ap = le li K K < /f rkcé;))_ll 1, (7.9)

j=1

Este é o ajuste na condicao de fronteira da pressao em cada passo de tempo, num
meio poroso com camadas sem intercomunicacao.

Para um meio com n camadas intercomunicadas, o integrando da equagao
(7.5) continua sendo constante por partes na diregao z, de modo que conseguimos
novamente obter (7.9) para o ajuste na pressao.

7.2.2 Experimentos

Nos experimentos que seguem, consideramos os mesmos dados fixos da se¢ao
7.1 e trocamos a condi¢ao de contorno na pressao para vazao total especificada.
Assim, temos ¢ = 0.2, a fun¢do de dano A =1 —20 m ! e a condicao de contorno
dada por u3 = 0 em norte e sul e vazao constante @ = 30 m?®/dia. A malha usada
é de 100 por 100 elementos e o dominio computacional varia em r de [0.1,0.6] m e
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em z de [0,2.5] m. O passo no tempo é At = 1dia. A concentragdo de particulas
injetadas é ¢y = 10 ppm e B = 250.

Novamente, tomamos como exemplo um meio com 2 camadas, com perme-
abilidades absolutas K; = 100mD e Ky = 1600mD. Os gréficos (7.10), (7.11) e
(7.12) mostram a evolugdo temporal da concentracdo de particulas retidas aos 5,
100 e 200 dias, respectivamente Como vimos na secao 7.1, a deposi¢ao na camada
mais permeavel é maior que na camada menos permeavel. Em outras palavras,
a permeabilidade da camada mais permeavel diminui mais rapidamente que a
permeabilidade da outra camada.

0.5 —

0.4 -

r

Figura 7.10: Concentracao de particulas retidas aos 5 dias, para um meio com
duas camadas com permeabilidades absolutas distintas K; = 100mD para 0 <
z2<1.25e Ky =1600mD para 1.25 < z < 2.5
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Figura 7.11: Concentragao de particulas retidas aos 100 dias
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Figura 7.12: Concentragao de particulas retidas aos 200 dias
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Para sabermos como as particulas movem-se no meio poroso, as figuras
(7.13), (7.14), (7.15) e (7.16) mostram o fluxo vertical aos 10, 100, 200 e 400
dias, respectivamente. Nota-se que, como no caso de pressao prescrita, existe
um fluxo da camada menos permeavel para a mais permeavel e que, apés um
tempo, esse fluxo se inverte em parte da interface, como na se¢do (7.1). Para
esse experimento, a velocidade vertical maxima é 21% da velocidade horizontal
méxima, como mostraremos na tabela (7.4) mais adiante.

25
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Figura 7.13: Fluxo entre duas camadas com permeabilidades distintas aos 10
dias. A linha cheia na figura mostra a inteface entre as camadas mais permeavel
(de cima) e menos permedvel (de baixo)
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Figura 7.14: Fluxo entre duas camadas aos 100 dias
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Figura 7.15: Fluxo entre duas camadas aos 200 dias
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Para o estudo da dependéncia de parametros, analisamos os mesmos parametros
da segao (7.1): razdo entre permeabilidade absoluta das camadas K; /K5 e quan-
tidade de camadas.

7.2.3 Vazao Recuperada

Estamos usando um mecanismo que atualiza a pressao a cada passo de
tempo de modo a manter a vazao total constante. Entao um gréafico natural a
ser apresentado é a vazao recuperada pelos experimentos em funcao do tempo,
para vermos se de fato ela se mantém constante e igual a vazdo prescrita. A
figura (7.17) mostra a vazdo total numérica para um meio com 20 camadas e
permeabilidades absolutas altenadas K; = 100mD e Ky = 400mD em malhas
com 100x100 elementos (linha cheia) e 160x160 elementos (linha pontilhada),
onde a vazao imposta foi de 30m?/dia. Podemos ver que o mecanismo numérico
que estamos utilizando apresenta uma pequena oscilacao que desaparece depois
de alguns dias, deixando a vazao como esperada.

35 T
—— malha 100x100
— — malha 160x160

30~ — _ |

251 b

20 b

151 q

vazao (m3/dia)

0 L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

dias

Figura 7.17: Vazao numérica para um meio com 20 camadas e permeabilidades
absolutas altenadas K; = 100mD e Ky = 400mD em malhas com 100x100
elementos e 160x160 elementos, onde a vazao imposta foi de 30m3/dia
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7.2.4 Razao entre Permeabilidades Absolutas Intercamadas

Para avaliar a influéncia do parametro K;/K, na permeabilidade, consid-
eramos os mesmos dados dos experimentos anteriores e avaliamos um meio com
20 camadas e permeabilidades absolutas alternadas. Primeiro, mantivemos fixas
as camadas com permeabilidades absolutas mais baixas e variamos as perme-
abilidades mais altas. A figura (7.18) mostra a pressdo na entrada do reser-
vatério para esse experimento, durante 200 dias, para as permeabilidades (1)
K, = 100mD, K, = 200mD (linha cheia); (2) K; = 100mD, Ky = 400mD
(linha tracejada); (3) K; = 100mD, K, = 800mD (linha ponto-traco) e (4)
K; = 100mD, K, = 1600mD (linha pontilhada). No segundo experimento,
figura (7.19), mantivemos fixas as camadas com permeabilidades absolutas mais
altas e variamos as permeabilidades mais baixas, (1) K; = 800mD, Ky, =
1600 mD (linha cheia); (2) Ky = 400mD, K, = 1600 mD (linha tracejada); (3)
Ky, = 200mD, Ky = 1600mD (linha ponto-traco) e (4) Ky = 100mD, K, =
1600 mD (linha pontilhada). Nesses dois experimentos vemos que quanto mais
altas forem as permeabilidades, menor a variacao na pressao total no reservatorio.

x 10

T T
K/ =1/2

12
a5k __ K]_/K2 =1/4 i
_KJIK, =18
al K1/K2 =1/16 |
35 4
-
3f -7
< P
) -
g 25F - i
» -
7] -~
< -7
2 2r -7 5
B .-
-~ -
- ~
150 - - - -7 i
- -
- e
1r oo - 1
05f T T 1
0 Eistin) /\ 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
dias

Figura 7.18: Comparagao entre a razao de permeabilidade e a pressdo para um
meio com 20 camadas durante 200 dias, com K; = 100mD fixo
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Figura 7.19: Comparagao entre a razao de permeabilidade e a pressdo para um
meio com 20 camadas durante 200 dias, com Ky = 1600mD fixo
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A tabela (7.3) mostra o valor maximo atingido pelas velocidades horizontal
e vertical, em todos os tempos.

K, /K, | u; méxima (m/dia) | uz maxima (m/dia) | % de u;
1/2 24.8529 3.7784 17.02
1/4 29.8234 6.1370 20.58
1/8 33.1379 6.6954 20.20
1/16 35.0864 5.9710 17.02

Tabela 7.3: Valores maximos atingidos pelas velocidades horizontal e vertical

7.2.5 Numero de Camadas

Vamos novamente estudar a influéncia do niimero de camadas, mas agora no
caso de vazao prescrita, com uma vazao imposta igual a 30m?3/dia. A figura (7.20)
mostra a concentragao de particulas retidas aos 200 dias para um meio com 10
camadas e permeabilidades absolutas alternadas K; = 100mD, Ky = 1600mD,
onde usamos os mesmos dados dos experimentos anteriores.

Figura 7.20: Concentracao de particulas suspensas ap 6s 200 dias, para um meio
com 10 camadas intercomunicadas e permeabilidades absolutas alternadas K; =
100mD, Ky = 1600mD, aos 200 dias

Para sabermos se de fato a comunicacao entre camadas é um fenomeno
relevante, foram mantidos fixos os dados dos experimentos anteriores e variamos
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apenas o nimero de camadas. Consideramos meios com 2, 10 e 20 camadas com
permeabilidades absolutas K; = 100mD e K, = 1600mD alternadas. A figura
(7.21) mostra a pressao na entrada do reservatério para esses trés experimentos,
durante 200 dias. Esperavamos que quanto maior fosse o nimero de camadas
maior seria a migracao de particulas e, consequentemente, maior a pressao total,
mas para nossa surpresa a variagao na pressao foi muito pequena. Além disso, com
o aumento do numero de camadas, isto é, com o aumento da intercomunicacao,
as particulas retidas tém chance maior de bloquear a passagem de fluido, pois a
queda de pressao cresce.
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—— 2 camadas
— — 10 camadas
— - 20 camadas
10+ 7 i
7
P
~
e
/
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dias

Figura 7.21: Comparagao entre o niimero de camadas e a pressao na entrada do
reservatério para um meio com permeabilidades K1 = 100mD e Ky = 1600 mD,
durante 200 dias

O perfil de velocidade para as camadas 5, 6 e 7 desse meio com 10 camadas
estd mostrado nas figuras (7.22)e (7.23), aos 10 e 200 dias respectivamente. Nao
mostramos o perfil completo das 10 camadas por motivos didaticos, uma vez
que ele se repete para as outras camadas. Observamos que ele segue o mesmo
padrao que em duas camadas, com um fluxo na interface da camada menos
permedavel para a mais permeavel, invertendo-se em parte do dominio depois
de algum tempo.
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Figura 7.22: Velocidade vertical em um meio permeavel com 10 camadas e perme-
abilidades absolutas alternadas K; = 100mD, Ko = 1600mD. Zoom nas camadas
5 (100mD), 6 (1600mD) e 7 (100mD), aos 10 dias
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Figura 7.23: Velocidade vertical em um meio permedvel com 10 camadas e perme-
abilidades absolutas alternadas K; = 100mD, Ko = 1600mD. Zoom nas camadas
5 (100mD), 6 (1600mD) e 7 (100mD), aos 200 dias
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Uma analise da velocidade vertical indica novamente que o niimero de ca-
madas tem influéncia no fluxo de particulas. Quanto maior o niimero de camadas,
menor a velocidade entre camadas. Essa afirmacgao é comprovada com base no
valor méximo atingido pela velocidade vertical, em todos os tempos, como mostra
a tabela (7.4). Observamos que neste caso de maior aplicacio pratica (vazao pre-
scrita) a velocidade vertical (no caso de 2 camadas) chega a 21% da velocidade
horizontal.

no. camadas | u; maxima (m/dia) | us maxima (m/dia) | % de u,
2 camadas 35.0864 7.4618 21.27
10 camadas 35.0864 6.9776 19.89
20 camadas 35.0864 5.9710 17.02

Tabela 7.4: Valores méaximos atingidos pelas velocidades horizontal e vertical

Para sabermos a influéncia real da comunicacao entre camadas, as figuras
(7.24) e (7.25) comparam meios porosos com camadas intercomunicadas com
meios porosos com camadas sem intercomunicacao. Novamente para nossa sur-
presa, a variacao na pressao para os dois meios foi muito pequena, menor que

3%.

12 T
—— permeavel
— — impermeavel

10

pressao (Pa)
(2]

I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

dias

Figura 7.24: Comparagao entre meios com 2 camadas intercomunicadas (linha
cheia) e sem intercomunicagao (linha pontilhada)
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Figura 7.25: Comparacdo entre meios com 10 camadas intercomunicadas (linha
cheia) e sem intercomunicagao (linha pontilhada)
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7.3 Funcao de Filtracao variando por camadas

Vamos investigar um novo cenario. Consideramos os dados dos exepri-
mentos anteriores em um meio homogéneo com permeabilidade absoluta K; =
Ky =100mD. Consideramos 10 camadas nesse meio e funcao de filtragao (A(o))
varidvel de uma camada para a outra. Na figura (7.26), mostramos a pressao para
um meio poroso com comunicagao (linha tracejada) e sem comunicagao (linha
cheia) com fungoes de filtragio alternadas A\=1—20m ™ e A = 10(1 — 20) m™L.
A figura (7.27), mostra o mesmo experimento, mas com um contraste maior entre
as fungodes de filtragio, A\=1—20m ' e A = 20(1 — 20) m L.

x10°
12 T T

— incomunicaveis
— — comunicaveis

10

pressao (Pa)
(2]

0 I I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

dias

Figura 7.26: Pressao total para um meio com camadas sem intercomunicagao
(linha cheia) e intercomunicadas (linha pontilhada) com coeficiente de filtracdo
alternados A\ =1—20m ' e A = 10(1 — 20) m™*
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Figura 7.27: Pressao total para um meio com camadas sem intercomunicagao
(linha cheia) e intercomunicadas (linha pontilhada) com coeficiente de filtracao
alternados A\ =1—20m ' e A = 20(1 — 20) m™*
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Para o primeiro experimento, a velocidade vertical maxima é 34% da veloci-
dade horizontal maxima em todos os tempos e para o segundo ela vale 40% da
velocidade horizontal maxima, niimeros bastante altos em comparacao aos que
obtivemos nas se¢des anteriores (no méaximo 21%). Tivemos uma surpresa ao
constatar que apesar desses valores altos, a comunicacao entre camadas nao era
significativa, como acabamos de ver nos gréficos (7.26) e (7.27).

Uma possivel resposta para a irrelevancia da comunicacao entre camadas
estd na figura (7.28). Essa figura mostra a concentracao de particulas retidas
para o primeiro experimento, com pressdo mostrada na figura (7.26). Vemos
que de fato nao ha um espalhamento de particulas para outras camadas; elas se
concentram na mesma camada, formando uma espécie de orelhas. Esquemati-
camente, a figura (7.29) mostra o que a nossa intuigao previa (linha pontilhada
a esquerda) e o que estd de fato acontecendo (linha pontilhada a direita). Este
comportamento precisa ser investigado com mais cuidado.

25

15

0.5

Figura 7.28: Deposicao em um meio com 10 camadas intercomunicadas com
funcdes de filtragao diferentes, 20 vezes
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Figura 7.29: Esquema da retengao de particulas. A esquerda, a linha pontilhada
indica o que esperavamos que acontecesse e a direita a linha pontilhada indica o
que acontece na simulacao
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Capitulo 8

Conclusao

Consideramos um modelo matematico bidimensional para a evolucao da
concentragao de particulas em um meio poroso heterogéneo, composto por ca-
madas verticais. Desenvolvemos uma ferramenta computacional para estudar
esse problema em uma geometria cilindrica axissimétrica, utilizando o método
das caracteristicas para o transporte e retencao de particulas acoplado ao método
de elementos finitos mistos (Raviart-Thomas de grau mais baixo) para a veloci-
dade e pressao. Nosso modelo numérico foi capaz de capturar padroes distintos
de escoamento de particulas na presenca ou nao do mecanismo de retencao de
particulas. Vimos que na auséncia desse mecanismo nao existe velocidade verti-
cal, mas quando ele é considerado a velocidade vertical é nao trivial. Esperavamos
que por causa disso as particulas mudariam a sua trajetéria, migrando para ca-
madas onde o escoamento fosse mais facil, ou seja, deixariam a camada menos
permedavel e passariam a escoar na camada mais permeavel. Para nossa surpresa,
nossa intuicao estava errada e, apesar de existir fluxo entre camadas, ele era
insignificante. Uma possivel explicagdo para isto estd no fato de as particulas
acumularem-se na propria camada, um pouco mais para frente, formando uma
espécie de orelha, mas este comportamento ainda precisa de uma maior inves-
tigacao.

No futuro, pretendemos inverter o fluxo no nosso modelo de modo a permitir
o estudo de perda de injetividade na vizinhanca de pocos produtores em aquiferos.
Nessa linha, podemos trabalhar em uma geometria um pouco diferente e comparar
os dados numéricos obtidos com dados experimentais. E de interesse estudar a
dependéncia da velocidade na lei de retengao cinética.

Em uma outra linha de desenvolvimento, podemos generalizar a geometria
do reservatdério e considera-la tridimensional (ndo mais axissimétrica), com pogos
verticais e meio poroso inclinado, o que na pratica acontece devido a movimen-
tos tectonicos. Caso necessario, podemos implementar modelos numéricos mais
precisos.
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Apéndice A

Notacao

Quantidade fisica Simbolo | Unidade

concentracao de particulas suspensas c equagao (3.1)
concentracao de particulas retidas o equacdo (3.1)
permeabilidades absolutas K (mD) equacdo (3.5)
permeabilidades absolutas K\, K, | (mD) secao (7.1)
permeabilidade absoluta média K (mD) | equagao (4.47)
fungao de dano de formacao k(o) equacao (3.5)
raio tipico em volta do poco L (m) equacao (3.14)
pressao D (Pa) equacao (3.4)
vazio q(t) (m3/s) | equagdo (7.8)
varidveis espaciais T,z (m) equacdo (4.17)
raio do pogo de injecdo To (m) equacdo (4.22)
tempo t (dia) equacao (3.1)
escala tipica de tempo T (dia) | equagdo (3.14)
velocidade unidimensional U (m/s) equacao (3.4)
vetor velocidade u (m/s) equagio (3.1)
varidvel espacial x (m) equacdo (3.4)
coeficiente de dano B equacao (3.19)
queda de pressdo no dominio Ap (Pa) equacdo (7.9)
fungao de filtragao A(o) (m™) equacdo (3.8)
viscosidade da agua 7 (cp) equagao (3.4)
porosidade o equagao (3.1)

O leitor deve tomar cuidado com a notacao pois sao utilizadas as mesmas
letras para variaveis adimensionalizadas. No entanto, isso nao é motivo de panico
uma vez que o contexto deixa claro que tipo de varidvel (dimensional ou nao)

esta sendo utilizada.
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Apéndice B
Matrizes de Elementos Finitos

As entradas da matriz A" vém do calculo das integrais:

2
—1le¢rer — -1 1 =T
/Ea & & rdrdz /Ea ( Ar rdrdz
[EalﬁggrdrdZZ /Eoz1 (1 — T;:’) (T;:i) rdrdz
/oz_lfrfrrdez—/a_l r T 27“d7“dz
5 252 - . AT -
Vamos calcular cada uma delas:
r—r;\>
1. 11— : drdz =
/Ea ( Ar ) rdrdz
Tit1 — r—r;
=a'A / 1-2" ‘
i [ *( Ar )

2

Tit 2r2 2rr o 2?1l

-1 il ir
—a'A _ - d
“ 2/ "TAar T AT Ar2 Ar? . Arz Y

3

Titl 2r; 2 2r; 1
— —IA / 1 7 2(_ = 7 3 -
o z g f +7r . 2 +7r 2 dr

=aae [ (”E«) r ( f) (14 55) 75z e

Mas

1+ 5o = (A +r) = lit1 (B.1)
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Dai:

risn (2 2\ /7 1
-1 i+1 A i+1 3+
- AZ/” T(Aﬂ)” ( Ar>(Ar)+T A

Az [Tt
=« 1A—72 r(riy) +r*(=2rin) +r’dr
T

— oL Az 2 i T Oy To =Ty i i =Ty
Ar? | 2 " 3 4

Usando as fatoracoes

ri =18 = (Tig1 — 1) (Tig1 +7i) = Ar(rigs + 74) (B.2)
ré =1 = (rip — ) (r2 A riari A1) = Ar(rl + i +17) (B.3)
Ty =1 = (g + 1) (i — 1) (rigy +13) = Ar(rfy + 1)) (rigs +15)  (B.A)
temos:
Az [r? C2r 1
=a == [ Z; Tit1+Ti) ;1( P riari )+ Z(Tfﬂ + 712 (rig1 + 1)
3r? 2r.r; r2 2r3
= A { ’rz—l—l +7'z [ j;—l - 1314—1 + Zz:| - ;;—1}
1Az 1 2 2 3
= A—_2 {(n+1 +7;) [97“1-+1 — 87iTip1 + 37‘i] - 87'1-“}
1Az 1
= A—E {Tz—l—l + ;T Z+1 57'?7““.1 + 37‘?}
LAz 1
1Ar12{(n+1 ri)?(rip1 + 3r3) }
1
= Ea YAZAT (i + 3ry)

2./ a” ! (1 — T;f) (r;:i) rdrdz =
E

Titl .2 3 2 2

_ T 75T T 2r;r TIT

—artas [ R
,

Ar  Ar Ar? Ar? Ar?

Ti41 ) . 1 . 1
:a_lAZ/ r (—1—1) +rf— (1—1—22) —r*——dr
Ti

Usando (B.1) e



Az [T 2 3
=aT 3 r(—=riris1) +r(ri + rig) —rodr
T

Az [Tt r?,  —r? r3., = rd o —r}
_ O‘flﬁ (=riTis1) (%) + (15 4 Tis1) (%) — (%) dr
r? J,,

Usando (B.2), (B.3) e (B.4),

Az 75T i+ 1
=a IA—r [_ Z QZH (rig1 + 1) + ——5— 3 L2y + i+ 7) — 4(7"1'2+1 +77) (riva + Tz):|
Az 1
=a IE [(Tz+1 +n)12( i1 — 2riTip +Ti2):|
Az 1
= ! A 12(7,.Z+1 + T’)(Ti+1 - Ti)Z
1
=350 AzAr(riy1 + 1)
r—r;\?
3. ! . drdz =
/Ea ( A ) rdrdz
i+l 3 2r;r? rir
—1 Z
= A — d
“ Z/ A A AR
A Ti+1
’IA—; 3 — 2rir? 4+ rirdr
— oL Az [rig —ri _ 27"-T?+1 —1 n T_zrz'2+1 —r;
Ar? 4 ! ' 2
Usando (B.2), (B.3) e (B.4),
Az 1
= lpﬁ [3(Tz'2+1 + 12 (rigq +1i) — 8ri(r? Tiq + TipaTi + 7 2) + 6r2(riy1 + rz)]
Az 1
= IA—,,,Q 12[(7'14—1 + TZ)(3Tz+1 +7; ) 87’i7"i2+1]
4 Az 1 9 3
=a" 3 12[37"erl + Ty — BTt + T
1Az 1

Ar 12(37‘,+1 + 7“2)(7“14_1 )2

1
= Ea_lAzAr(?ﬂ"Hl +7;)
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Assim, a matriz elementar de A" é:

A"(E) = ioflAzAr

Tit1 + 3T Tig1 + 7
12 '

Tit1+ri 3ripr 1y

Também temos trés integrais para a matriz A*:

2
/ o EfEirdrdz = / a™t (1 — ZAZZZ) rdrdz
E E
—lezez — -1 1_Z_Zz = %
/Ea &&srdrdz /Ea ( X Ar rdrdz
2
/Ea_lggffr drdz = /Ea_1 (Z;ZZZ) rdrdz.
Calculando cada uma delas:
-1 zZ— Z; 2
1. | « 1- s rdrdz =
E
Zi+1 7 — 2 2 Ti4+1
:a_l/ (1— A Z) / rdrdz =
2 z Ti
2 N2 Zit1 N\ 2
R R A
=« 5 /Zl <1 A ) dz

Usando (B.2) e integrando em z,
z—z\"
1 _ (3
( Az ) ]

241

L Ar(ripr +14) %
2 -3

o MAZAY (rig + 1)
B 6

2 — 2z Z— 2z
2. 11— : : =
[Ea ( Az)(Az)rdrdz
Zi41 e R Ti41
=a_1/ 1—ZAzZZ) (ZAZZZ) / rdrdz =

2
2

_r2 [fZit1
iy T Z—Z z—Z
@ 2 / ( Az )( Az ) z
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Usando (B.2)

G Ar(rig + ) (A1
71A ) ) Zi4+1
=2 Z(g? an / 2Dz — 2Az — 22 + 22 + 22 — 22 d2
VA Zi
T Ap(r: ) Zit1
¢ g(&; +r) / —2i(2i + Az) + 2(22; + Az) — 2% dz
24

Usando (B.1), (B.2), (B.3), (B.4), (B.5) e integrando em z temos:

_ a YAr(rig + 1)

Az(zi + 2 Az(22 + zzip1 + 22
(_Zizi+1AZ + (% + 2zit1) 2z i) - (#1 il z))

2Az22 2 3
QA (rip 4 1) (7 i zEn
2Az 6 6 3
a'Ar(ri+ 1)1 )
2Az é(ziH )
T _
= 350 YAZAT (i + 1)

2
zZ— 2z
3./(1_1( Z) rdrdz =
Az
E
Zi41 2\ 2 priq1
:ofl/ (ZA ZZ) / rdrdz =
Z3 z T
2 2
_ a—1ri2+1 - Ti2 / oz =z dz
2 2 Az

Usando (B.1) e integrando em z:
3
z— Z;
=

Zi4+1
L Ar(rip + 1) Az

2 3

1
= éa_lAzAr(riH +7;)

Assim, nossa matriz elementar A*(E) é

A*(E) = _a_lAZAT [ 2(rigr+15)  Tigr ]

12 Tig1+ 75 2(7’i+1+7”i)
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Faremos a mesma coisa para a matriz B. As entradas da matriz B" vém de

10
B(B) = - [ iy 5 )0

)
o
:_/Equ- <§j+rar]> drdz

Mas

. r—r; 86{__i
G=1 Ar :>8r_ Ar
p_r—ri 0§ 1
&= Ar :>87°_A7"
Y=1emFE.

Dai, temos duas integrais a serem calculadas em B":

, _ r—r; 1
B{(E) = /El (1 Ar TA—T‘> drdz

T 2r
:—/EI—I-A—T—A—Tdrdz
:—{(1+£>A7‘Az—g(r-2 —rz)}

Ar Attt

Az

= —{(Ar +r;)Az — A—T(ri+1 —7i)(ris1 + 1)}

= —{(Ar +r;))Az — Az(2r; + Ar)}
=r;Az

r—r; 1
Bl (E) = — 1 : —
2 (E) /E ( Ar +7“AT> drdz

T4 2r
=- E—A—T+A—Tdrdz
T Az
= _""ArA oy 2
{ N z—i—AT(rZ+1 rz)}
= —{—riAz+ Az(2r; + Ar)}
:—7"1'_|_1AZ.

A matriz elementar para B" é entao:

BT(E):[ Acr, }

—Azrit
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Para B?, temos novamente duas integrais:

o€
B*(E) = —[Ew ;; do.

r
BYE)=— [ -
(F) /E AZdrdz

1
= 5(7"z'2+1 —17)
= Ar(r; + Ar/2)

Bi(E) = — /E < drdz
_ 2

1
{302 -]
= —{Ar(r; + Ar/2)}.
A matriz elementar para B? é entdo:

. Ar(r; + Ar/2)
B*(E) = [ —Ar(r; + Ar/2) } :

Uma vez calculadas as matrizes locais, conhecemos as matrizes globais. Para
o exemplo 3x2, capitulo 5, as matrizes globais sdo:
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A"
-3T‘1+T‘2 T+ 7o 0
T+ T T1+6T2+7‘3 Te + T3
0 T'2+7’3 7"2+6’I"3+7"4
. 0 0 T3+ Ty
A= 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
A?
-2T1+2T‘2 1+ 7o 0
1+ 7o 27"1+47‘2+27’3 To + T3
0 7"2+7"3 27"2+47‘3+27‘4
0 0 T3+ T4
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

a 'AzAr

=T
0 0
0 0
T3 + T4 0
T3+37‘4 0
0 3T1+T2
0 T+ 72
0 0
0 0
—1
_ @ AZAT*A%
12
0 0
0 0
T3+ T4 0
27’3"‘27'4 0
0 27’1+2T2
0 (Sl )
0 0
0 0

o O O OO

0

T3+ T4
T'3+37‘4 |

0 0
0 0
0 0
0 0
rL+ T 0
7“1+6’I"2+7‘3 9 + 73
Te + T3 T2+6T3+T4
0 T3+ T4
0 0
0 0
0 0
0 0
1+ 79 0
27‘1—|—47’2+2T3 Tg + T3
To + T3 27’2+47‘3+2’I‘4
0 T3+ T4

o O OO O

0
T3+ T4

2rs + 27y




¢al

B? = Ar

B" = Az

—T9 ()] 0

0 —r3 r3
0 0 —T4
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0
0
0
0
0
0
(ri + Ar/2)
—(’I‘i + AT’/Q)
0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
(A1 0 0
—T9 T2 0
0 —T3 T3
0 0 —T4
0
(ri + Ar/2)
—r(r; + Ar/2)
0
0
0
0
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0
(T1+AT/2) 0
—(Ti+AT/2) 0
0 0

0 —(T‘Z’+A7‘/2)_



Para o caso especifico que escolhemos (exemplo 3x2), com base na figura
(5.4), nossas integrais de fronteira sdo:
Para E no oeste:

fr(E)=0
fA(E)=— /0(0.2 — 4022 (1 _

Zi+1
= / 0.02 — 42%dz

i

T, —T;

. ) 0.1(—1) (—dz)

Para E no sul
fT(E) = _/520702 <1 — Z“A_ZZ“> r(=1)dr

Ti+1
= / 2072 dr

2

= 5(T;1+1 - T?)

f?(E) = 0;
Para E no leste
fT(E)=0

F(E) = —/24.2 — 4022 (ﬂ> 1.1(1) (1) dz
I Ar
Zi4+1
= —/ 26.62 — 442 dz

= —26.62Az +44/3(23; — 2})
Para F no norte
Zitl — 2
"(E)=— [ 20r° —40 (2L =) r1(—d
fr(E) /NOT 0( N )r( T)
Tit1
= —/ —20r% + 40r dr

i

= _5(7“?-1-1 - 7“;1) + 20(71'2+1 - Tzz)
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