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Resumo

O objetivo principal desse trabalho é calcular, em caracteristica zero, o limite
de pontos de ramificagdo em degeneracoes de sistemas lineares em familias de
curvas irredutiveis de Gorenstein.

No caso em que os sistemas lineares convergem para um sistema linear de
fato, Lax mostrou que o limite dos pontos de ramificacao correspondentes pode ser
calculado como o divisor de zeros da chamada secao Wronskiana definida em um
trabalho de Lax e Widland. Contudo, em geral, feixes invertiveis degeneram para
feixes sem tor¢ao de posto um, nao necessariamente invertiveis. O que fazemos
portanto é determinar o divisor limite de maneira intrinseca definindo o divisor
de ramificacao do que chamamos de um sistema linear fraciondrio: um par do
tipo (V, I), onde I é um feixe sem tor¢ao de posto um e V' um subespago vetorial
do espago de secoes globais de 1.

Palavras-chave: curvas de Gorenstein, limites de sistemas lineares, divisores
de ramificagao, feixes sem torcao de posto um.
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Introducao

O objetivo principal desse trabalho é calcular, em caracteristica zero, o limite
de pontos de ramificagao em degeneragoes de sistemas lineares em familias de
curvas irredutiveis de Gorenstein.

No caso em que os sistemas lineares convergem para um sistema linear de
fato, Lax em [L] mostrou que o limite dos pontos de ramificagdo correspondentes
pode ser calculado como o divisor de zeros da chamada secao Wronskiana definida
em [LW]. Contudo, em geral, feixes invertiveis degeneram para feixes sem tor¢ao
de posto um, nao necessariamente invertiveis. O que fazemos portanto é deter-
minar o divisor limite no caso em que os sistemas lineares degeneram para o que
chamamos de um sistema linear fraciondrio: um par do tipo (V,I), onde I é um
feixe sem torcao de posto um e V um subespaco vetorial do espaco de secoes
globais de 1.

Seja C' uma curva integral de Gorenstein sobre um corpo algebricamente
fechado k de caracteristica zero. Se I é um feixe sem torcao de posto um sobre
C podemos sempre tomar uma injecao I — L, em um feixe invertivel L. Dado
um sistema linear fracionério (V, I') sobre C, definimos seu divisor de ramifica¢ao
como sendo:

R(V,I)=R(V,L) — (r+ 1)[Y]

onde R(V, L) é o divisor de ramifica¢do do sistema linear (V, L), como dado em
[LW] e [Y] ¢é o divisor de Weil associado ao subesquema Y C C' cujo feixe de
ideais é a imagem do homomorfismo induzido I @ L= — O¢.

Se (V, I) é limite de uma familia (V,Z) de sistemas lineares sobre uma familia
de curvas, podemos tomar uma injecao Z — L em um feixe invertivel L, cuja
restricao em cada fibra permanece injetiva. Usamos entao os feizes de Jatos
relativos construidos por Laksov e Thorup em [LT2], que nos permite definir uma
secao Wronskiana relativa, a qual comuta com mudanca de base e é funtorial.
Tal se¢ao nos possibilita mostrar que o divisor limite coincide com R(V, I).

No primeiro capitulo sao expostos resultados basicos relativos a feixes sem
torcao de posto um e feixes de ideais fracionarios em especial no caso de curvas.

No Capitulo 2 lembramos a definicao do divisor de ramificacao de um sistema
linear definido sobre uma curva de Gorenstein via a chamada secdo Wronskiana
ja citada. Definimos entdo o que vem a ser um sistema linear fraciondrio (V,I)
bem como seu divisor de ramificacdo associado R(V,I), como divisor de Weil.



CONTEUDO 7

Verificamos que o divisor estd bem definido e que possui o grau esperado (Férmula
de Pliicker, vide Proposicao 2.8).

Mostramos no terceiro capitulo (vide Proposigao 3.9) uma férmula relacio-
nando o divisor de ramificacao de um sistema linear fracionério e o do induzido
via uma aplicacao birracional entre curvas de Gorenstein, obtendo simplificagoes
nos casos em que as singularidades sao pontos duplos e no caso em que a aplicagao
¢ a normalizacao da curva, recuperando em caracteristica zero uma féormula ja
obtida em [GL] e [St].

As construgoes dos feixes de jatos (via o trabalho de Laksov e Thorup em
[LT2]) e da secao Wronskiana relativa, a qual nos permitiré falar de divisores de
sistemas lineares em familias de curvas, sao feitas no quarto capitulo.

Finalmente, no Capitulo 5 (Teorema 5.13) mostramos que, quando o sistema
linear fracionario considerado é limite de sistemas lineares “de fato” em uma
familia de curvas de Gorenstein, o divisor de ramificacao fracionario, definido de
forma intrinseca na curva, é de fato o limite dos divisores de ramificagao corre-
spondentes. Vemos também, através de um exemplo, que nao ha uma estrutura
esquematica bem definida para o divisor de ramificagao fracionario.



Capitulo 1

Preliminares

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Apresentare-
mos a seguir alguns resultados e defini¢oes de carater geral a serem utilizados ao
longo do trabalho.

1.1 Feixes sem torcao

Sejam X um esquema reduzido de tipo finito sobre k e Z um feixe coerente
de Ox-modulos.

Dizemos que x € X é um ponto associado de I se existe uma vizinhanga afim
U = Spec(A) tal que = corresponde a um primo associado do A-médulo Z(U). O
conjunto dos pontos associados é denotado por Ass(Z). Os pontos associados do
esquema X, cujo conjunto é denotado por Ass(X), sdo os pontos associados do
feixe estrutural Oy. Pelas Proposigoes 111.2.2 e 111.2.3, p. 207, em [Mu], temos
que Ass(Z) é um conjunto finito e Ass(X) coincide com os pontos genéricos de
X.

Quando Z ¢ invertivel nos pontos associados de X dizemos que Z tem posto
um em X. Sendo X reduzido, quando X é irredutivel, temos que Z tem posto um
se e somente se existe um aberto denso U C X tal que Z|y é invertivel.

Definimos T'(Z), o subfeize de tor¢ao de I, como o feixe coerente dado pelo

kernel da aplicacgao:
7— || Z.

z€Ass(X)
sendo Z, = (i,)«4*Z onde i é o morfismo natural i, : Spec(Ox ) — X. Dizemos

que Z é um feize sem tor¢ao sobre X se T(Z) = 0.

Proposicao 1.1. Seja Z feixe coerente de Ox-mdodulos. Entao I é sem tor¢ao
em X se e somente se Ass(Z) C Ass(X).

Demonstracao. Observamos primeiramente que podemos olhar localmente em um
aberto afim U C X. Sejam A= Ox(U) e M =Z(U).
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Supondo que Ass(M) C Ass(A), podemos considerar a sequéncia natural de
homomorfismos:
M— [ Mp— ] M»
PeAss(A) PeAss(M)

e sendo injetiva a composigao dessas aplicagoes, obtemos que T(Z)(U) = 0.
Vamos mostrar agora que T'(Z)(U) = 0 implica que Ass(M) C Ass(A). Seja
Q € Ass(M). Logo, Q = ann(m) para algum m € M\{0}. Como a tor¢ao é nula,
para algum P € Ass(A) temos que mp # 0 em Mp. Seja a € A\{0} tal que
P = ann(a). Afirmamos que Q = P.
De fato, seja b € Q. Como mp # 0 temos que b € P; ou seja Q C P. Por
outro lado, como A é reduzido, P é minimal e portanto vale a igualdade. m

Proposigao 1.2. Sejam F e I feizes coerentes de Ox-modulos. Entao:

(i) Se L € sem tor¢ao, entdao todo subfeize de I também é sem torgao.
(i1) O feize % € um feize sem torgdo.

(i1i) Seja ¢ : F — I um homomorfismo. Entao ¢(T(F)) C T(Z). Logo, quando
T € sem torcao, ¢ se fatora por F — %

(iv) Seja ¢ : F — T uwm homomorfismo. Se F € sem tor¢ao e o homomorfismo
induzido
o I #=— ][] =
x€Ass(X) z€Ass(X)
¢ injetivo, entdo ¢ € injetivo.
Demonstracao. (i) Se F C T, entao Ass(F) C Ass(Z). Logo, da Proposicao 1.1,

se 7 é sem torcao, F também é sem torcao.
(ii) Seja G = % Pela definigdo do subfeixe de tor¢ao T'(F) temos que:

I 7=11 ¢
x€Ass(X) z€Ass(X)
Como a aplicacao induzida:
G— I 7
z€Ass(X)

¢ naturalmente injetiva, obtemos portanto 7'(G) = 0.
(iii) e (iv) Basta olharmos para o diagrama comutativo abaixo cujas se-
quéncias horizontais sao exatas:

0 —— T(F) F I *
x€Ass(X)
ql)l d)ASSJ(
0 —— T(T) 7 1 Z

x€Ass(X)
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]

Proposicao 1.3. Sejam I e F feixes coerentes de Ox-modulos. Se T é feixe sem
tor¢ao, entio Home, (F,T) também é sem tor¢ao.

Demonstracao. Seja ¢ € T(Homo, (F,Z)). Como:
(Homoy (F,TI)), ~ Homo, , (Fz, I,)

obtemos que ¢, : F, — Z, é o homomorfismo nulo para todo x em Ass(X). Logo,
olhando para o diagrama comutativo abaixo:

AN

J l

d)ASS:O
H Fo — H 7,
x€Ass(X) x€Ass(X)
vemos que ¢(F) C T(Z), e como Z é sem torgao temos que ¢ = 0. O

Corolario 1.4. Sejam T e F feizes coerentes de Ox-mdédulos, sendo L feixe sem
tor¢ao sobre X. Se s,t € Homp, (F,T) sao tais que s, = t, para todo x € Ass(X),
entao s =t.

Proposicao 1.5. Sejam I, e I, feixes sem tor¢ao de posto um sobre X. Entao
Homo, (T1,1,) é um feize sem tor¢ao de posto um sobre X.

Demonstragao. Pela Proposicao 1.3 basta observar que para todo x € X vale
que:
(Homoy (Z1,12)), = Homoy , (Z1,4, 25,

e portanto nos pontos associados de X o feixe Homeo, (Z1,Z,) é invertivel. O

Proposicao 1.6. Suponha X irredutivel, e sejam I, e Iy feixes sem tor¢ao de
posto um sobre X. Entdao todo homomorfismo nao nulo ¢ : Iy — Iy € injetivo.

Demonstragao. Seja x € Ass(X). Como X é irredutivel, temos que Oy, é um
corpo. Por outro lado, sendo Z; e Z, feixes sem torcao de posto um, o homorfismo
induzido:

(bx : Il,:v - 1-2,:2

¢ um homomorfismo nao nulo de Ox ,-espagos vetoriais de dimensao um, e por-
tanto injetivo. Logo, o homomorfismo associado ¢*** é injetivo, e pela Proposicéo 1.2,
temos que ¢ é injetivo. O

Definicao 1.7. Suponha X irredutivel, e seja Z um feixe sem torcao de posto
um definido sobre X. Seja s : Ox — Z um homomorfismo nao nulo, e portanto
injetivo pela Proposicao 1.6. Considere o homomorfismo induzido pela dualizagao
Homo, (Z,0x) — Ox, o qual, pelas Proposigoes 1.5 e 1.6, também é injetivo.
Denotamos por Js o feixe de ideais imagem dessa aplicagdo, e chamamos de
esquema de zeros de s o subsquema de X dado por Js.
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Definicao 1.8. Seja Z um feixe sem tor¢ao de posto um em X. Para todo inteiro
n > 0 definimos:
en
T(Z¢n)
Observamos que, para Z um feixe de ideais, o feixe Z" acima definido coincide
com a n-ésima poténcia de Z, pois esta é definida como a imagem da aplicacao
natural Z®" — Ox, e portanto isomorfa a Z" pelas Proposicoes 1.6 e 1.2.

mn

Proposicao 1.9. Sejam Z um feize sem tor¢ao de posto um e L um feize in-
vertivel. Entdao:

ZT@L)"~I"® L
para todo inteiro n > 0.
Demonstragao. Sendo L™ invertivel, vemos que (Z9" ® L®™), ~ T¥™ para todo

x € X. Logo,
T(I@m ® £®n) — T(I®n) ® LOn
Tensorizando a sequéncia exata 0 — T(Z®") — I%" — I" — 0 pelo feixe
invertivel L™ vemos que:
e @ Lo

~ " on.

1.2 Feixes sem torcao de posto um em curvas

Nesse trabalho, por uma curva entendemos um k-esquema projetivo integral
de dimensao um. Seja C' uma curva.

Proposicao 1.10. Seja I um feixe coerente de Og-mdodulos. Entdo I € sem
tor¢ao se, e somente se, Ip € um O¢ p-modulo sem divisores de zero para todo
PeC.

Demonstracao. Fazendo a analise local, basta observar que, como A é um dominio
de integridade, temos que Ass(A) = {0} e, portanto, se M é um A-médulo
finitamente gerado, Ass(M) C Ass(A) se, e somente se, M nao tem divisores de
Zero. [l

Proposicao 1.11. Seja I feixe sem torcao de posto um sobre C'. Entao, existem
um feixe L invertivel e um homomorfismo ¢ : I — L injetivo.

Demonstracao. Seja m > 0 tal que Home,(I,Oc)(m) seja gerado por segoes
globais. Como vale que

Hom(?c (I, OC)(m) = Hom(’)c (L Oc(m)),

existe um homomorfismo nao nulo ¢ € Home,. (I, Oc(m)), o qual pela Proposicao 1.6
¢ injetivo. O]
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Definicao 1.12. Seja K o feixe de fungoes racionais da curva C'. Um subfeixe
coerente nao nulo de K é chamado de feize de ideais fraciondrios.

Proposicao 1.13. Seja J um feize de ideais fraciondrios sobre C'. Entdao J é
um feize sem torcao de posto um.

Demonstracao. Como J C I, temos que o feixe J é sem torcao. Seja U C C
aberto afim nao vazio. Sejam
ho b
Y )

paRLEEb,
geradores de J(U) como O¢(U)-mdédulo, onde f;,g9; € Oc(U) parai=1,...,s.
Considere g = [] gi- Temos que gJ(U) C O¢(U) define uma subvariedade
i=1
fechada Yy de U, a qual é prépria pois J(U) # 0. Logo, gJ(U) é invertivel, e por
conseguinte J(U) é invertivel no aberto denso U\Yy C C. O

A reciproca vale:

Proposicao 1.14. Seja [ um feize sem tor¢ao de posto um sobre C. Entao I €
1somorfo a um feixze de ideais fraciondrios.

Demonstragao. Sejam U C C um aberto nao vazio tal que I|y ~ Op. Seja
1 : U — C omorfismo de inclusao. Entao, o homomorfismo dado pela composicao:

Z*I|U ; i*OU —_— i*KlU:IC

é injetivo. Como [ é um feixe sem tor¢ao de posto um, compondo novamente
com o homomorfismo natural I — i,[|y obtemos uma injegao I — K. [

Proposigao 1.15. Sejam C' uma curva nao singular e J um feize de ideais
fraciondrios. Entao, J é invertivel.

Demonstragao. Para cada P € C, sendo a curva nao singular, o anel local O¢ p
é um dominio de ideais principais. Dado Jp um ideal fracionario do anel local
Oc,p, existe g € O¢ p tal que gJp C O¢ p, e portanto gJp ¢ um ideal principal.
Logo, Jp ¢ um O¢ p-mdédulo livre. O

Lema 1.16. Seja J um feize de ideais fraciondrios sobre C. Entdao existe um
aberto nao vazio U C C tal que J|y = Op.

Demonstragao. Tome um aberto afim nao vazio V- C C tal que J|, = gOy para
algum g € K(C)*. Seja U C V um aberto afim nao vazio tal que g € Oc(U)*.
LOgO, J|U = OU~ O
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Observacgao 1.17. Uma maneira equivalente de tratarmos feixes de ideais fra-
ciondrios em uma curva, exposta em [St], e da qual faremos uso em alguns mo-
mentos nesse trabalho, é a seguinte:

Dado um feixe de ideais fracionarios J C IC, pelo Lema 1.16 podemos associar
a colecao:

{Jp}pec

onde cada Jp é um ideal fracionério de O¢ p, e Jp = O¢ p a menos de um ntimero
finito de pontos de C.

Reciprocamente, a cada colecao desse tipo associamos de maneira tinica um
feixe de ideais fracionérios J sobre a curva C. De fato, para cada P € C, sejam
g1,---,9s € K(C) geradores de Jp como O¢ p-médulo. Seja U C X um aberto
afim contendo P. Considere em U o feixe coerente de Opy-médulos J¥ dado por:

JP(U) = g10c(U) + -+ + g,0¢c(U)

Seja V' C U aberto afim nao vazio tal que J”|y = Oy e tal que Jg = Oc g para
todo @ € V. Logo, no aberto U” = V U {P} temos que J; = Jg para todo
Q € U?. Como os abertos U” cobrem C, e além disso vemos que

JP|UPmUQ = JQlUPmUQ = OUPQUQ para P 7é Q,

temos que os feixes JE|p se colam, definindo um feixe de ideais fracionarios J
sobre a curva C. Tal correspondéncia é claramente biunivoca.

Sendo assim, para definirmos um feixe de ideais fracionarios J sobre C', basta
definirmos a colecao de ideais fracionérios {Jp}pec associada.

Definicao 1.18. Dados J, H C K feixes de ideais fracionarios definimos o feize
condutor de H em J como sendo o feixe de ideais fraciondrios (J : H) dado
localmente em cada P € C' por

(J:H)p={f €K(C) | [Hp C Jp}.
Observamos que Homo,(H,J) ~ (J : H).

Notagao 1.19. Seja J um feixe de ideais fracionarios. Denotamos por J¢ o feixe
de ideais fracionéarios dado pelo feixe condutor

J¢ = (OC : J)

Definicao 1.20. Sejam J e H feixes de ideais fracionarios sobre C. Definimos o
feize produto JH como sendo o feixe de ideais fracionarios dado localmente em
cada P € C por JpHp, sendo esse ultimo o produto de ideais fracionarios.

Observagao 1.21. O feixe J.H ¢é o feixe imagem do homomorfismo natural:
J@H—K

e portanto, pela Proposi¢ao 1.6, isomorfo a J ® H quocientado pelo seu subfeixe
de tor¢ao. Logo, se H é invertivel, JH ~ J ® H.
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Definicao 1.22. Seja J um feixe de ideais fracionarios. Para cada P € C existe
a € Ocp\{0} tal que aJp C O¢ p. Definimos o grau de J em P como:

Oc.p . Ocp
— dimy,

d =di
egp(J) := dimy Oor T

Afirmamos que tal definicao nao depende do elemento a € O¢ p escolhido.
De fato, seja b € O¢ p nao nulo tal que bJp € O¢ p. Como abJp C O¢ p basta
mostrarmos o seguinte resultado:

Lema 1.23. Sejam A dominio local, g € A\{0} e Q@ C A um ideal ndo nulo tal
que (4(A/Q) < oo. Entao,

(a(A)gQ) = La(A/gA) + La(A/ Q).
Demonstracao. Sai diretamente da exatidao da sequéncia:

A A A

0= —— — =0

Q g9 gA
]

Como degp(J) = 0 a menos de um subconjunto finito de C, podemos definir o
grau de um feixe de ideais fracionarios, e também o divisor de Weil a ele associado,
da seguinte maneira:

Definicao 1.24. Seja J um feixe de ideais fracionédrios. Definimos o grau de J

como sendo:
deg(J) = ) degp(J)

pPeC

Definigao 1.25. Seja J um feixe de ideais fracionarios. Dizemos que o divisor
de Weil dado por:

W(J) = degp(J)P

é o divisor associado ao feixe J.

Proposicao 1.26. Sejam J e H feizes de ideais fraciondrios, onde H € invertivel.

Entao, W(JH) =W (J)+ W (H).

Demonstragao. Queremos mostrar que degp(JH) = degp(J) + degp(H), para
cada P € (. Pela definicao de grau de um feixe fracionario em um ponto da
curva C, vemos que podemos supor Jp e Hp ideais de O¢p e que, sendo H
invertivel, Hp = gO¢ p € JpHp = gJp para algum g € IC(C)*. Sendo assim, a
afirmacao sai novamente do Lema 1.23. O
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Definicao 1.27. Seja G um feixe coerente de Oc-médulos com suporte finito.
Definimos o divisor de Weil [G] associado a G da seguinte maneira:

G] := Z dimy(Gp).P

peC

Se Y C (' é um subesquema finito, definimos o divisor de Weil associado ao
subesquema Y como sendo:

Y] :=[Oy]

Proposicao 1.28. Sejam J C H feizes de ideais fraciondrios sobre uma curva
C. Entao, W(H)—-W(J) =[H/J].

Demonstracao. Seja P um ponto da curva C. Observamos primeiramente que
pela definicao de grau de um feixe fracionario em um ponto podemos supor que
Hp e Jp sao ideais de O¢ p. Logo, a afirmacao sai da sequéncia exata:

Hp Oc,p Oc.p
_—— — —_—

— 0.
Jp Jp Hp

]

Seja we o feize dualizante da curva C' (ver [H1], Proposigao 7.5, p. 242). Tal
feixe pode ser caracterizado como o feixe das formas diferenciais requlares de C),
de onde se obtém um homomorfismo natural

n: Qb — we

bijetor nos pontos nao singulares de C, sendo 2}, o feixe das diferenciais da curva
(ver [S], p. 68 e [AK], Obs. (1.17.ii), p. 170).

Observamos que, sendo we um feixe sem torgao de posto um podemos vé-lo
como um feixe de ideais fracionarios. A um feixe de ideais fracionérios isomorfo
a we damos o nome de feize de ideais canonico e denotamos por J,,.

Teorema 1.29. (Dualidade local) Sejam J C H feizes de ideais fraciondrios.
Seja J, um feixe de ideais canonico. Entdo, para todo P € C existe um k-
isomorfismo:

(Jop: Jp) Hp
—— ~ — Homy(—, k
(Jw,pZHp) k( Jp )
Demonstragao. Ver Teorema 1.5 em [St], p. 111. O

Corolario 1.30. Seja J,, um feize de ideais canonico. Entao, se J é um feixe de
1deais fraciondrios, para todo P € C wvale que

degP<Jw : J) = degP(‘]w> - degP(J)
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Demonstracao. Observamos primeiramente que pela definicao de grau em um
ponto podemos supor J, p e Jp ideais do anel local O¢ p. Sendo assim, pelo
Teorema 1.29:

(Jw P JP) Oc,p
— = 7 —Hom —_— k
(Ju.p : Ocp) «l Jp )
e pela Proposigao 1.28 obtemos que degp(J, : J) = degp(J,) — degp(J). O

Corolario 1.31. (Reflexividade) Seja J,, um feize de ideais canénico. Se J € um
feize de ideais fraciondrios, entdo (J, : (J,:J)) = J.

Demonstracao. Sai do Corolario 1.30 que:
deg((J, : (Jy = J))) = deg(J).
Como J C (J, : (J, : J)), pela Proposigao 1.28 obtemos a igualdade. O

Observagao 1.32. Se ¢ : ¢! — C é um morfismo birracional de curvas, entao o
comorfismo ¢¥ : O¢ — ,O¢ induz um isomorfismo:

ICC = QD*ICC’

onde K¢ e Ko sdo os feixes de fungoes racionais das curvas C' e C’. Ao longo
desse trabalho estaremos vendo o subfeixe ¢, Oc C Ko como o feixe de ideais
fracionéarios em C' correspondente via tal isomorfismo. Estaremos também come-
tendo um abuso de linguagem ao denotarmos, quando J' é um feixe coerente em
C’, (¢«J")p por simplesmente Jp, para cada ponto P da curva C.

Definigao 1.33. Seja ¢ : ¢! — C' um morfismo birracional de curvas. Definimos
o feize condutor associado a ¢ como sendo o feixe de ideais fracionérios (¢.Ocr)¢,
ou seja, o feixe dado localmente em cada P € C por

Q:p = (O(/*’p . OC/’p>.

Definicao 1.34. Seja 7 : C - Ca normalizacao de C e ¢ o feixe condutor
associado. Dizemos que C' é uma curva de Gorenstein se para todo ponto P vale
que:

P . Ocp
= dimy, —=
C,p Q:p

Teorema 1.35. Uma curva C é de Gorenstein se, e somente se, seu feixe dual-
izante we € invertivel.

Demonstracao. Ver [St], Teorema 2.3, p. 114. O

Corolario 1.36. Seja C' uma curva de Gorenstein. Entao para todo feize J de
ideais fraciondrios vale que (J€)=J e W(J¢) = =W (J)
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Demonstracdao. Sai do Teorema 1.35 e dos Corolarios 1.30 e 1.31. n

Proposicao 1.37. Se C' é uma curva de Gorenstein, entao para todo feixe I sem
tor¢ao de posto um sobre C' wvale que:

Hom@c (Hom@c (I, (90), Oc) ~ I

Demonstracao. Sai da Proposicao 1.14 e do Corolario 1.36. O

Quando I é um feixe sem torcao de posto um sobre uma curva C' definimos
seu grau como:

deg(I) = x(I) — x(Oc)

onde x(-) é a caracteristica de Euler. Vamos mostrar que esse grau coincide com
o grau acima definido para um feixe de ideais fracionarios.

Lema 1.38. Sejam J e H feixzes de ideais fraciondrios sobre C, sendo H in-
vertivel. Entao x(JH) = x(J) + deg(H).

Demonstracao. Pela Observagao 1.21, como H é um feixe de ideais fracionarios
invertivel, temos que JH ~ J® H e portanto se H' ~ H, entao JH ~ JH'. Além
disso, também pelo fato de H ser invertivel, vale que H ~ O¢(n1 Py + - - - +ngPs),
onde n; sao inteiros nao nulos e P; sao pontos nao singulares da curva C para
1=1,...,s.

Considere portanto um ponto nao singular P da curva C. Entao, como Jp é
livre de posto um como O¢ p-mdédulo, da seguinte sequéncia exata:

0— JOc(—P)—J—Jp—0

obtemos que x(J) = x(JOc(—P)) + 1. Logo, por indugado, obtemos a igualdade
desejada
X(JH) = x(J) + deg(H).

Proposicao 1.39. Seja J um feize de ideais fraciondrios. Entdo:

deg(J) = x(J) — x(Oc)

Demonstracao. Vamos supor primeiramente que J é um feixe de ideais. Seja
G = O¢/J. Entao x(O¢) — x(J) = x(G). Sendo G com suporte finito, temos
h*(G) =0 e h°(G) = —deg(J). Logo, deg(J) = x(J) — x(O¢).

Observamos que dado um feixe de ideais fracionarios J, existe um feixe de
ideais invertivel H tal que JH C O¢. Entao, pela Proposicao 1.26 vemos que:

deg(JH) = deg(J) + deg(H)
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Por outro lado, como JH e H sao feixes de ideais temos que:

deg(.]) = deg(JH) — deg(H) = x(JH) — x(H)
e pelo Lema 1.38 obtemos:

deg(J) = x(J) — x(Oc).



Capitulo 2

Divisores de ramificacao

Sejam C' uma curva de Gorenstein de género aritmético g e we seu feixe
dualizante. Seja d : Oc — wc a derivacao obtida tomando a composicao da
diferenciagao exterior Oc — Qf com o homomorfismo natural 1 : Qf — we.

2.1 O divisor de ramificacao de um sistema lin-
ear

Definigao 2.1. A um par (V, L), onde L é um feixe invertivel de grau d e onde
V C H°(C,L) é um k-subespago vetorial de dimensao r + 1, damos o nome de
sistema linear de posto r e grau d sobre a curva C.

Considere portanto um sistema linear (V, L) de posto r > 0 e grau d definido
sobre a curva C. Mostraremos agora, seguindo Lax e Widland em [LW], como
associar a este sistema linear um divisor de Weil, o chamado divisor de ramificacao
do sistema linear (V, L).

Seja {Uy, }aer uma cobertura por abertos afins de C' tais que L(U,) e we(Uy)
sejam O¢(U,)-médulos livres de posto um, sendo [, e €, seus respectivos ger-
adores nesse aberto. Sejam si,...,s,11 € H°(C,L) formando uma base para V'
como k-espago vetorial e sejam f1', ..., f*, € Oc(Uy) definidos por s;ly, = fla-

A derivacao d : O¢ — we induz localmente uma k-derivagao:

D . Oc(Ua) — Oc(Ua)

definida por d(U,)f = (Df).€q. Considere, para cada a € I', a funcao regular em
U, dada pelo seguinte determinante:

s

Dfe Dfae ... Dfo
s¢ = det ffl _f2 ,TH
Dty Dfg - DU

19
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onde D! é a composicao i vezes da aplicacao D.
Mostra-se entao que estas fun¢oes determinam uma secao global s do feixe
r+1
invertivel L™ ® wé ? >, chamada secao Wronskiana, cujo esquema de zeros Z
(ver Definigao 1.7) ndo depende das escolhas feitas inicialmente. Chamamos o

divisor de Weil associado
R(V,L) = [Z]

de divisor de ramifica¢ao do sistema linear (V,L). Um ponto P da curva C é
chamado um ponto de ramificagcdo do sistema linear (V, L) se degp R(V, L) > 0.
Note que a construcao acima depende do fato que L é um feixe invertivel.

Proposicao 2.2. (Férmula de Pliicker) O grau do divisor R(V, L) € dado por:

deg R(V,L) = (r+1)deg L + <r;1)(29—2)

Demonstracao. Basta observar que o grau de R(V, L) é o grau do feixe invertivel
7‘+1)

Lr“@w((j2 ) O

Proposicao 2.3. Sejam (V, L) um sistema linear de posto r e ¢ : L — H uma
mjecao em um feixe invertivel H. Entao:

R(V,H)=R(V,L) + (r + 1)[Y]

onde Y C C' o subesquema dado pelo feixe de ideais imagem do homomorfismo
L® H ' — O¢ induzido por .

Demonstragao. Seja U C C' um aberto afim, e sejam [ e h geradores de L(U) e
H(U) como O¢(U)-médulos livres de posto um. Vendo L como um subfeixe de
H temos que [ = g.h para algum g € O¢(U). Portanto se sy, S, ..., $41 formam
uma base para o subespaco vetorial V, temos que:

Si’U = fil = figh

para f; € O¢(U). Da férmula da derivagdo de um produto e das propriedades
multilineares do determinante segue que:

f19 f29 Jri19 i fo Jr1
D(fig) D(f9) -+ D(frwg)| _ . |Dh Dfe - Dfrn
D'(fig) D'(fag) -+ D'(frirg) Df Dfy oo Dify

Logo R(V,H) = R(V, L) + (r + 1)[Y] como queriamos mostrar. O
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2.2 Sistemas lineares fracionarios

Definicao 2.4. Seja I um feixe sem torcao de posto um e grau d sobre C. Seja
V C HC,I) um k-subespago vetorial de dimensao r + 1. Dizemos que o par
(V, 1) é um sistema linear fraciondrio de posto r e grau d definido sobre a curva

C.

Considere portanto um sistema linear fracionario (V,I) de posto r e grau d
definido sobre a curva C. Pela Proposicao 1.11 existe uma injecao em um feixe
invertivel ¢ : I — L. Tensorizando-a por L~! obtemos um homomorfismo injetivo:

¢ 1L — Oc.

Seja Y o subesquema correspondente ao feixe de ideais dado pela imagem de ¢y,
o qual é isomorfo ao feixe ] ® L~!.

Definicao 2.5. Definimos o divisor de ramificacao do sistema linear fraciondrio
(V,I) como:
R(V.I)=R(V.L) — (r + 1)[Y]

onde R(V, L) é o divisor de ramificacdo do sistema linear (V, L) e [Y] ¢é o divisor
de Weil associado ao subesquema Y (Definicao 1.27).

Mostraremos agora que esse divisor estd bem definido, ou seja, nao depende
da injecao tomada inicialmente.

Observagao 2.6. Também nao estd claro que o divisor R(V,I) é um divisor
efetivo. Na verdade s6 conseguiremos vé-lo no caso em que I é limite de feixes
invertiveis, o que serd feito posteriormente (veja Observagao 5.14).

Lema 2.7. Sejam L e L feizes invertiveis sobre C. Sejam ¢ : I — L e 5: I -1
duas injegoes. Entao, existem M feive invertivel sobre C' e inclusoes ¢ : L — M
ep: L — M tais que p o p = p o ¢.

Demonstragio. Sejam U C C aberto afim nao vazio tal que I|y, L|y e L]y sdo
triviais, e n, m e m seus respectivos geradores.

Sejam a,a € O¢(U) tais que ¢(n)=a.m e ¢(n)=a.m. Podemos definir entao
duas aplicagoes:

Y(U) : L(U) = Oc(U) e  ¢(U): L(U) — Oc(U)

m—a mea
Obtemos assim dois homomorfismos ¢ : L|y — Oy e ¢ : L|y — Oy tais que
Yodly =1ogly.
Queremos estender tais homomorfismos para toda a curva C. Vendo a curva
imersa em algum P", sendo C'\U um conjunto finito de pontos, podemos definir,
olhando para hiperplanos que passam por cada ponto, uma segao global de O¢ (1)
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tal que, o aberto principal C'y esteja contido em U. Sejam ¢y := ch e Jf = @E|cf-
Denotemos por F e F os feixes Home,(L,O¢) e Home,, (L, Oc).

Pelo Lema 5.14(b) em [H1], pg. 118, existe n > 0 tal que f"; se estende
a uma secao global ¢ de F' ® O¢(In) e tal que f"@ se estende a uma secao
global & de F @ Oc(In). Vemos entdo ¢ e $ como homomorfismos L — Oc(In)
e L — O¢(In) respectivamente. Logo, em C; vale que:

(o d)le, = (f™y) o dle, = (f"Uys) 0 dle, = (Fod)lc,

Como o aberto C; é denso e os feixes em questao sao sem torcao, pelo Corolario
1.4 temos que 0 ¢ = Y 0 ¢. O

Para mostrarmos que o divisor R(V, I) estda bem definido precisamos mostrar
que este nao depende do feixe invertivel e nem da injecao tomados inicialmente.
Pelo Lema anterior, basta considerarmos o caso em que temos injecoes

¢o: 1 — L e 0:1—M

onde L e M sao feixes invertiveis e ¢ : L — M ¢é tal que § = p o ¢.
Os homomorfismos ¢, ¢ e 6 induzem por sua vez, via tensorizagoes, os ho-
momorfismos injetivos:

e LOM' - 00, ¢p: 1L —0c e Oy: 1M ' — Oc.

Sejam J, Iy, e Iy os feixes de ideais imagens de ¢, ¢ e 6y respectivamente.
Como 6 = o, temos que Iy = I;,J. Como J é localmente principal temos, pela
Proposicao 1.26,

W (ly)=W(IL)+W(J).

Por outro lado, pela Proposicao 2.3 obtemos:
R(V,M)=R(V,L)+ (r+ 1)W(J)
Logo:
RV.M)— (r+1)W(ly)=RV,L)— (r+1)W(yL)
mostrando portanto que R(V, I), o divisor de ramificagao do sistema linear (V, I),

estd bem definido. Veremos agora o grau desse divisor:

Proposicao 2.8. (Férmula de Pliicker) Seja C' uma curva projetiva irredutivel
Gorenstein de género aritmético g. Seja (V, 1) um sistema linear fraciondrio sobre
C' de posto r e grau d. Seja R(V, 1) o divisor de ramifica¢ao de (V,1I). Entao vale
que:

deg R(V,T) = (T er 1) (29— 2) + (r+1)d.
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Demonstracao. Tomemos uma injecao ¢ : I — L, onde L é um feixe invertivel,
cuja existéncia ¢ garantida pela Proposicao 1.11. Novamente, tal inje¢ao induz
um homomorfismo injetivo ¢, : I @ L1 — O¢. Seja Y o subesquema dado pelo
feixe de ideais imagem de ¢y,.

Usando que degY = deg L — d pela Proposicao 1.26, da definicao do divisor
de ramificacado R(V, ) e da Proposigao 2.2 obtemos:

deg R(V, 1) = (T—I2_1>(2g—2) +(r+1)deg L — (r + 1)(deg L — d)

_ (r;1>(29—2)+(r+1)d

Exemplo 2.9. Sejam C C P? a ciibica nodal dada pela equacao

vz — 2’z —a® =0

e P=(0:0:1)seund. Seja (V,I) o sistema linear fraciondrio de posto um onde
I = Oc(1) ® Mp, onde Mp é o feixe de ideais do ponto P e V := H°(C,I).
Tomando L = O¢(1), calculamos o divisor de ramificagao do sistema linear (V, L),
obtendo R(V, L) = 6P. Como Mp é o feixe imagem do homomorfismo induzido
I ® L' — O, concluimos que:

R(V,I) = 6P — 2P = 4P.
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Comparacoes

Seja ¢ : ¢ — C um morfismo birracional de curvas. Se I é um feixe sem
torcao de posto um sobre C, denotamos por IO¢ o feixe sem torgao de posto um
quociente de ¢*I.

Considere um sistema linear fraciondrio (V) de posto r e grau d definido
sobre a curva C. Como ¢ é birracional, temos que ¢, /O é um feixe sem torgao
de posto um sobre C', e o homomorfismo natural:

I — QO*[OC/
¢ injetor. Portanto a aplicacao:
H(C,I) — H°(C, 0, 10c) = H*(C', I10¢)

também é injetiva, significando que V' pode ser visto como subespaco vetorial
do espago de segoes globais de IO¢:. Ou seja, o sistema linear fracionério (V, I)
induz de forma natural na curva C” o sistema linear fracionario (V,/O¢).

O objetivo agora é, sob essas hipdteses, relacionarmos os divisores de Weil
R(V,I) e ¢.R(V,10¢). Para isso, precisaremos de alguns resultados.

Observagao 3.1. Estaremos sempre considerando ¢,O¢ um feixe de ideais fra-
cionarios via o isomorfismo ¢, Ko ~ K¢, como descrito na Observacao 1.32.
Lembramos também que, ao morfismo birracional ¢, é associado o feixe condutor
¢ = (p«O¢r)° (ver Defini¢ao 1.33).

Proposigao 3.2. Seja ¢ : C' — C um morfismo birracional, onde C' é uma
curva de Gorenstein. Entdao, para cada ponto P em C vale que:

Oc.p . Ocp
= dimy,
c,.p P

onde € € o feize condutor associado a .

24
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Demonstracao. Observamos primeiramente que, pela Proposicao 1.28, vale que
W(p«Ocr) = [0 /Oc]. Por outro lado, como C' é curva de Gorenstein, pelo
Corolario 1.36, temos que W(p.Oc) = —W(€), o que implica na igualdade
desejada. O]

Lema 3.3. Seja ¢ : C' — C um morfismo birracional de curvas. Sejam J' C Ocs
feize coerente de ideais e Z' = =W (J'). Entao:

QO*Z/ - W(SO*OC’) - W(SO*J/>

Demonstracao. Sejam P € C e QQq,...QQ; os pontos de C’ com imagem P por .
Como dim(Ocr p/Jp) = dimg(Ocr p/Jp), pelo Teorema 8.15 em [M], pg. 62,
vale que

t
dimy(Ocr,p/Jp) =Y dimg(Ocr /T,

i=1

e sendo tal igualdade valida para todo ponto da curva C' temos que
[0:(Ocr [ T)] = 0. Z". (3.1)
Por outro lado, da sequéncia exata natural
0—J — Oc — Oc/J — 0
e do fato que ¢ é um morfismo afim obtemos a sequéncia exata:
0 — o — 000 — (O /J) — 0.
Logo de (3.1) e da Proposi¢ao 1.28 segue que

SO*OC’

*Z/ -
@ [ o)

| = W(p.0c) = W(p.J).

Proposigao 3.4. Seja ¢ : C' — C um morfismo finito de curvas e seja € o feize
condutor associado a ¢. Sejam wer e we 0s feizes dualizantes das curvas C' e C.
Entao:

p.wer ~ Homo, (0.0cr,we)

Demonstragao. Sejam G := pwer e H := Homo, (9.Ocr,we). Dado F um feixe
de Oc-modulos coerente afirmamos que existe um isomorfismo funtorial:

Home,, (F,G) ~ Homp, (F, H).
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De fato,

Homo,, (F, p.wer) ~ Home,, (9" F,wer)  (por adjuncao)
~ HY(C',p*F)" (por dualidade)
~ H'(C,p,0*F)" (pela finitude de )
~ HY(C,F ® p,0c)" (pela féormula da projecio)
~ Homo, . (F ® ¢.Ocr,we) (por dualidade)
~ Home,. (F, Homo, (¢«Ocr,we))

Tomando F = G, via o isomorfismo acima, podemos considerar ¢ : G — H
o homomorfismo correspondente a idg. Da mesma maneira, fazendo F = H
consideramos ¢ : H — G o homomorfismo correspondente a idy. Obtemos dessa
maneira o seguinte diagrama comutativo:

HOIIl(f)C (G, G) —=- HOHl(f)C (G, H)

| |

Home,.(H,G) — Homp,, (H, H)

onde os homomorfirmos verticais sao dados via composicao com 1. Desse dia-
grama obtemos que ¢o1) = idy. De forma inteiramente andloga, obtemos também
que ¥ o ¢ =1idg. Logo G ~ H. O

Proposigao 3.5. Seja ¢ : C' — C um morfismo birracional de curvas de Goren-
stein, e seja € o feixe condutor associado a p. Sejam wer e we o0s feixes dualizantes
das curvas C' e C. Entao:

(i) pwer ~ we ® €,
(i1) €O¢r € invertivel.
Demonstragao. (i) Da Proposigao 3.4, sendo w¢ invertivel, temos que

wwwer =~ Homo, (0.0, we) ~ we @ €.

(ii) Do homomorfismo natural sobrejetivo ¢*¢.,wer — wer, e da Proposigao 1.6,

~ Prorwer

obtemos o isomorfismo wer >~ === Logo,
or¢ao

e o (pawer @wg')
torcao torcao

-1

Q:OC/ = ~ wer K gp*wc

e como ambas as curvas sao de Gorenstein, segue que o feixe €O¢ € in-
vertivel.

]
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Lema 3.6. Seja ¢ : C' — C um morfismo birracional de curvas. Seja J um feize
sem torcao de posto um sobre C'. Entao, para todo n > 0 temos:

P (J") = ()"

Demonstragao. Pela Proposicao 1.14, podemos ver J como um feixe de ideais
fracionarios. Sendo assim basta ver que para cada aberto afim U de C temos
que:

pu(JNU) = T"(p™H(U) = T~ (U))" = (@ J(U))" = ()" (U)
sendo o produto tomado no corpo de fungoes das curvas C' e C'. [

Lema 3.7. Seja ¢ : C" — C um morfismo birracional de curvas de Gorenstein e
seja € seu feixe condutor. Entao:

W) = (2n — )W (<)
para todo n > 1.

Demonstracao. Observamos primeiramente que

Oc,p Oc.p " dim Oc.p
a3 ¢t "o,

para cada P € C. Por outro lado, pela Proposigao 3.5(ii), temos que

Oc p :
Q:% Q:%Oc/,p Q:p

o o -
~F <P pela Proposicao

e sendo a curva C' de Gorenstein, vale que dimy, OC; == o

3.2. Logo,
Oc,p

o, Cp

para todo ponto P € C.
O

Lema 3.8. Seja ¢ : C' — C um morfismo birracional de curvas de Gorenstein.
Sejam M um feize invertivel em C' e s’ : Ocr — M um homomorfismo nao
nulo de Oci-mddulos. Seja Jg o feize de ideais do esquema de zeros de s’ (ver
Defini¢ao 1.7). Considere a composi¢ao
] of ©us’
s:0c — p,0cr —— M

onde ©* € o comorfismo. Seja J, o feize de ideais do esquema de zeros de s. Logo,
vale a sequinte igualdade:

W((P*Js’> - W(Js> = QW(@*OC’)
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Demonstracao. Para cada homomorfismo de Og-médulos o, M — O¢ obtemos
um homomorfismo de Oc-modulos p, M — ¢, O¢r via a composi¢ao com o comor-
fismo. Como ¢ é um morfismo finito, este corresponde a um homomorfismo de
Oc¢r-moédulos M — O¢r. Dessa forma obtemos o homomorfismo natural injetivo:

Js ; Homoc(@*My OC) — QO*HOmOC,(M, OC') ; QD*JS’-

Sendo M invertivel em C’, dado P € C temos que Jyp = fOc p para
alguma f € K(C) = K(C"). Podemos considerar portanto Mp = %OCI’P e nesse
caso:

Jop =19 € K(C) | J001p € Ocp} = S
Como a curva C' é de Gorenstein, temos que:

JS/ O/ O/
’P:dimkf P 9 dim, =

dim
" Top fep “ Ocp

]

Obtemos finalmente uma férmula relacionando os divisores de ramificacao

R(‘/, I) e (,O*Ra/, ]OC’) :

Proposigao 3.9. Sejam ¢ : C' — C wum morfismo birracional de curvas de
Gorenstein e (V,I) um sistema linear fraciondrio de posto r sobre C. Entao

‘;O*IOC’

7]

RV, 1) — 0. R(V,10¢) = (r + 1)*W (0, Ocr) — (r + 1)

onde (V,IO¢) € o sistema linear fraciondrio sobre a curva C' induzido por (V, I).

Demonstracao. Pelo Lema 1.11 podemos tomar uma injecao ¢ : I — L, onde
L é um feixe invertivel sobre C, a qual por sua vez induz um homomorfismo de
Oc¢r-mbdulos injetivo ¢ : IOcr — ¢* L.

Pela definicao do divisor de ramificacdo de um sistema linear fracionario,
obtemos:

R(V,I) = R(V,L) — (r + 1)[Y] (3.2)
R(V,10¢) = R(V, L) — (r + 1)[Y] (3.3)

onde Y e Y’ s@o os feixes de ideais imagens dos homomorfismo injetivos induzidos:
¢L:I®L71—>OC e ¢ZP*L:IOC/®()0*L71—>OC/.
De (3.2) e (3.3) obtemos:

R(V.I) = ¢.R(V,10cr) = R(V, L) = ¢, R(V,¢"L) + (r + 1) (0. [Y'] = [Y]) (3.4)
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Vamos primeiramente avaliar o divisor ¢,[Y’] — [Y]. Para isso considere o
seguinte diagrama:

[9 L —— ¢.(I0c ® "L

ml (%*L)*l

(pﬁ
OC’ EE— Px OC”

onde 0 ¢ a composicao do homomorfismo natural:
I@L™" — ¢, (I0c)® L7
com o isomorfismo dado pela férmula da projecao:
0(I0c) @ L' ~ 0,(I0c @ "L 7)

Afirmamos que tal diagrama é comutativo. De fato, sendo ¢ birracional, os
homomorfismos (¢,.; ). 00 e ¢* 0 ¢, coincidem em um aberto denso de C. Logo,
pelo Corolério 1.4 sao iguais.

Sendo assim, da comutatividade do diagrama acima e do Lema 3.3 obtemos

a seguinte igualdade:

[90*(100/ ®¢*L™1)
I® L1

] + QO*Y/ =Y + W(QD*OC/)

e portanto, usando novamente a formula da projecao:

SO*IOC’]
I

.Y =Y = W(p.Ocr) — | (3.5)

Falta portanto determinarmos o divisor R(V, L) — ¢, R(V, ¢*L). Denotemos

(r;l

por M o feixe w, ) ® (p* L), O divisor de ramificagao R(V,*L) é o divisor
de zeros da segdo Wronskiana s : Ocr — M relativa ao sistema linear (V, p*L)

ou, equivalentemente, se Jy é feixe de ideais do esquema de zeros de s’ temos que
R(V,p*L) = =W (Jg). Pelo Lema 3.3 obtemos a igualdade:

0 R(V,p"L) = W(0.O0cr) — W(puJy) (3.6)

Seja s a composi¢ao

#t /
s:0c —— 0.0 = o.M

e seja J; o feixe de ideais do esquema de zeros de s. Usando a férmula de projecao

juntamente com os isomorfismos dados pela Proposigao 3.5(i) e pelo Lema 3.6

obtemos o isomorfismo

(T+1 r+1

oM = b ) g el) g it (3.7)



CAPITULO 3. COMPARACOES 30

Logo, segue de forma natural o seguinte diagrama:

| >

M —— wg?l) ® L}

onde sy, é a segdo Wronskiana relativa ao sistema linear (V, L). Afirmamos que esse

r+1
diagrama é comutativo. De fato, a secao de wg ) ® L™ obtida pela composicao

coincide com a se¢ao sy, no aberto denso onde ¢ é um isomorfismo. Como sao
secoes de um feixe invertivel, pelo Corolario 1.4, tém que coincidir em toda a
curva.

Sendo assim, da comutatividade desse diagrama e de (3.7) obtemos:

R(V,L) = —Ww(J,) — w(el2)) (3.8)
Por outro lado, pelo Lema 3.8
—W(Js) = 2W(.0c') — W(p.Jy)

e pela igualdade (3.8) temos que:

R(V,L) = 2W (0.0c) — W (puJy) — W(el3)).
Assim, pelo Lema 3.7, vale que

R(V.L) = =W (p.Jy) + (r(r +1) + )W (¢.O0cv)
e de (3.6) chegamos a

R(V,L) = ¢.R(V,0.L) = r(r + YW (.0cr)

Por fim, substituindo em (3.4) e utilizando (3.5) obtemos:

R(V,1) = @ R(V,100) = (r + 1T (0.0c:) — (r + 1) £127]

]

Estudaremos agora dois casos particulares mostrando que em ambos a formula
obtida na Proposicao 3.9 pode ser simplificada.

Definicao 3.10. Seja I um feixe sem torcao de posto um em C. Tome uma injecao
I — L, onde L é um feixe invertivel e considere J o feixe de ideais imagem do
homomorfismo injetivo induzido I ® L= — O¢. Definimos Bl;C, o blow-up de C

ao longo de I, como sendo o blow-up de C' ao longo do subesquema definido por
J.
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Observacao 3.11. Por [H1], Lema 7.9, p.161, a constru¢do acima independe,
a menos de isomorfismo, da inje¢do tomada inicialmente. Também por [H1],
Proposicao 7.16, p. 163, temos que Bl;C' é uma curva projetiva integral birra-
cional a curva C.

Supondo C' uma curva tendo apenas pontos duplos como singularidades e
¢ : C" — C o morfismo birracional associado a C' = BI;C, podemos aplicar a
formula dada na Proposicao 3.9, pois nesse caso temos que C’ também é uma
curva de Gorenstein.

Lema 3.12. Sejam C wuma curva integral e I um feixe sem torcao de posto
um sobre C. Seja P um ponto duplo de C. Entao existem um tunico morfismo
birracional v : CT — C que € trivial fora de P e um tnico feize sem tor¢do de
posto um I sobre C' tal que I ¢ invertivel em v~1(P) e v, 1T = 1I.

Demonstragao. Ver [EGK], Lema 6.4(iii), p. 5988. O

Lema 3.13. Sejam C' uma curva tendo somente pontos duplos como singu-
laridades e I um feize sem torcao de posto um sobre C. Sejam C' = BIl;C e
¢ : C" — C o morfismo birracional correspondente. Entio ¢,(IO0¢) = 1.

Demonstragcao. Observamos primeiramente que pela Proposicao 1.14 podemos
considerar / como um feixe de ideais fracionérios. Pelo Lema 3.12 sabemos que
existe uma curva C'T, uma aplicacao birracional v : CT — (' trivial nos pontos
onde I é invertivel, e um feixe invertivel I sobre CT tal que ~,IT = I.

Sendo assim, a aplicacdo natural v*1 — IT é sobrejetiva implicando em
% —= IT, e portanto o feixe IOy = toz;éo ¢é invertivel. Pela Proposicao 7.14,
p. 164, em [H1], temos que 7 se fatora por ¢.

Suponha por absurdo que O # C’. Como IO¢: invertivel em C” para algum

P € C vale que:

IpOcr p # (IpOcr p)Oct p
Por outro lado temos que:
Ip C IpOcrp € (IpOcr p)Oct p = IpOct p = Ip
de onde tiramos uma contradicio. Logo, CT = C' e portanto ¢,(IOc) =1. O

Proposicao 3.14. Sejam C uma curva tendo somente pontos duplos como sin-
gularidades e (V,1) um sistema linear fraciondrio de posto r sobre C. Sejam
C'"=BIl;C e p:C"— C a aplicagdo birracional associada. Entao, vale que

R(V,I) = ¢.R(V,10c:) = (r + 1)*W(¢.Ocr)
onde (V,10¢) € o sistema linear fraciondrio sobre C' induzido por (V,1).

Demonstracao. Basta usarmos o Lema 3.13 e a Proposicao 3.9. O
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Vamos mostrar agora que, no caso em que C” é nao singular e (V, I) é um sis-
tema linear de fato, podemos recuperar, em caracteristica zero, a formula obtida
em [GL], Proposi¢ao 1.6 e em [St], Observacao 3.5.

Proposigao 3.15. Sejam C uma curva de Gorenstein e ¢ : C' — C sua des-
singularizagcao. Considere (V,I) um sistema linear de posto r e grau d sobre a
curva C. Entao,

R(V, I) - QO*RG/, IOC/) = 7”(7’ + 1)W(¢*Oc/)
onde (V,IO¢) € o sistema linear sobre C' induzido por (V,I).

Demonstracao. Observamos novamente que podemos considerar I um feixe de
ideais fracionarios. Sendo este feixe invertivel, dado P um ponto da curva C
temos que Ip = fO¢p para alguma f € K(C) e portanto (IOc)p = fOcr p.

Logo, [%OC’] = W (p.Oc) e aplicando a Proposi¢ao 3.9 obtemos:

R(V7 I) - SO*R<V7 IOC”) = T(T + 1)W(90*OC’)



Capitulo 4

Feixes de jatos

O objetivo dessa secao é construir, para uma familia de curvas de Gorenstein,
uma secao Wronskiana global que seja natural, ou seja, tal que sua restricao as
fibras coincida com as se¢oes Wronkianas nas mesmas. Com isso, adquiriremos
ferramentas a fim de podermos estudar o comportamento de divisores de rami-
ficacao em familias de curvas.

Em [LT1], Laksov e Thorup mostram como as segdes Wronskianas, e conse-
quentemente, pontos de ramificacao de sistemas lineares, podem ser definidos em
uma familia X/B de curvas lisas, em qualquer caracteristica, usando os chama-
dos Sistemas de Wronski, construidos nesse caso através dos Feizes de Partes
Principais da familia. Sendo a familia suave, tais feixes sao localmente livres. No
caso singular, faz-se necessaria uma substituicao.

Isso é feito por alguns autores, entre os quais Esteves em [E1] no caso de
familias de curvas localmente de intersecao completa, nao necessariamente ir-
redutiveis e em caracteristica qualquer, e Gatto em [G1] e [G2] para familias
de curvas estaveis em caracteristica zero. Ambos constroem em cada caso um
homomorfismo natural:

nx/B : Qﬁg/g — WXx/B

onde Qﬁ( /B ¢ o feixe de diferenciais relativas e wx/p € o feixe dualizante relativo
da familia. Tal homomorfismo d& origem uma Op-derivagao:

dIOX —>wX/B

possibilitando a construgao dos chamados feizes de jatos relativos a d. Dada uma
familia de sistemas lineares definida sobre X /B, tais feixes de jatos permitem a
construcao da secao Wronskiana desejada.

Usaremos aqui a construgao feita por Laksov e Thorup em [LT2], supondo
a existéncia da aplicagao natural acima mencionada no caso de uma familia de
curvas de Gorenstein (a existéncia é garantida, por exemplo, no caso de uma
curva de Gorenstein devido a prépria definicao das diferenciais regulares e nos
casos acima citados). Mostraremos também que tal construgao, quando restrita

33
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a uma fibra, no caso de um sistema linear “de fato”, nos fornece o divisor de
ramificagao descrito na Secao 2.1.

4.1 Algebras de jatos

Sejam R — A um homomorfismo de k-dlgebras comutativas e M um A-
moédulo livre de posto um. Seja d : A — M uma R-derivagao, isto é, uma
aplicacao R-linear satisfazendo

d(fg) = d(f)g+ fd(g) para quaisquer f,g€ A

Por [LT2], (1.9), p. 399, para cada n > 0 associa-se a deriva¢ao d uma R-
dlgebra chamada dlgebra de jatos, denotada por J", sendo J° = A. Juntamente
com as algebras de jatos, para cada n > 0 temos um homomorfismo sobrejetivo
de R-algebras:

roJv— gl

e dois homomorfismos de R-algebras:
L, 6 : A—J"

0s quais comutam com r (cometendo aqui um abuso de notagao ao suprimir os
indices relativos a cada R-élgebra J™). Tais homomorfismos, por sua vez, dao a
cada J" quatro estruturas de A-médulo, duas obtidas via multiplicacao a direita,
as quais sao denotadas por J§ e J*, e duas via multiplicacao a esquerda, denotadas
por 5J" e J". Observamos ainda que tais algebras J™ nao sao comutativas.

Para cada n > 1 existe também um homomorfismo injetivo de A-mddulos
(segundo qualquer uma das estruturas consideradas):

1M —J"
comutanto com as sobrejecoes 7.

Proposicao 4.1. A multiplicagcao em J" induz para cada n > 1 um homomor-
fismo natural
it MO —

que € A-linear com respeito as quatro estruturas de A-maodulo de J". A sequéncia:

0 —— Mo = )

J’I’L

¢ exata para todo n > 1 e para qualquer uma das quatro estruturas de A-maodulo.

Demonstragao. Ver [LT2], (1.11), p. 400. O
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Se € é um gerador para o A-modulo livre M, a R-derivacao d induz uma
R-derivacao D : A — A dada por:

Seja D' a composicao i vezes da aplicacao D. Identificando M com a imagem
da aplicagao ¢ : M — J" e o anel A com sua imagem via ¢ obtemos o seguinte
resultado:

Proposicao 4.2. Sob qualquer uma das quatro estruturas, J" € um A-mdodulo
livre com base 1,¢, €%, ...,€". Mais ainda, a aplicagcdo § : A — J" € descrita nessa
base por:

f)=f+D(f)e+ ..+ D"(f)e"
Demonstracao. Ver [LT2], Proposi¢ao 2.2, p. 402. [

As élgebras de jatos podem ser consideradas com um novo produto, chamado
de produto shuffle ([LT2], Definigao 2.4) e o qual serd denotado por * . Pela
Proposigao 3.3 em [LT2], J" torna-se, com esse produto, uma dlgebra comutativa
e as aplicagoes ¢, 6 : A — J™ homomorfismos de R-dlgebras comutativas. Mostra-
se ainda que:

frx=fr e Oo(f)*xz=axd(f).

para cada f € A e cada z € J". Além disso, como

€ =ile

para todoi=1,--- ,n, a base de J" como A-mddulo livre passa a ser dada por:

4.2 Globalizacao: feixes de jatos

Neste trabalho, por uma familia de curvas X/B entendemos um morfismo
f : X — B plano, projetivo, onde B = Spec(R), sendo R um dominio e a fibra
X (b) uma curva geometricamente integral para todo b € B. Observamos que
nesse caso, por [M], Corolario 23.9, p. 184, X é um esquema reduzido e pelo
Teorema 8, Secao 1.6.3, em [Sh], é também irredutivel. Dado b € B, denotaremos
por Z(b) a restri¢ao de um feixe de Ox-médulos Z a fibra X (b).

Sejam f : X — B uma familia de curvas e M um feixe de Ox-mdodulos
localmente livre de posto um. Seja d : Ox — M uma Op-derivagao.

De acordo com [LT2], em 3.5, p. 419, as construgoes descritas na Secao 4.1,
inclusive o produto shuffle, se globalizam. Como observado no mesmo artigo em
3.8, p. 410, associados a derivagao d existem portanto para todo n > 0 feixes de
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Op-édlgebras definidos em X chamados feizes de jatos e denotados por J", sendo
J? = Ox, e cujas construcgoes comutam com mudanca de base B’ — B.

Juntamente com os feixes de jatos, para cada n > 0 temos homomorfismos
sobrejetivos de algebras:

r: jn N jn—l

e dois homomorfismos de algebras:
1,0 :Ox = J"

os quais comutam com r. Existem também homomorfismos injetivos de Ox-
modulos:
sendo que a multiplicagao em J"™ induz para cada n > 1 um homomorfismo
natural de Ox-mddulos:

it MO T,

obtendo-se a sequéncia exata:

7" T

0 —— M®n jn jnfl — 0 (4.1)

Sob qualquer uma das estruturas dadas por ¢ e 9, o feixe J" é um O x-moddulo

localmente livre de posto n+ 1 com base descrita localmente pela Proposicao 4.2.

Estaremos considerando J" com o produto shuffle, e portanto como uma

Ox-algebra comutativa com duas estruturas de Ox-mddulo dadas pelos homo-
morfismos ¢ e 9.

Definicao 4.3. Seja Z um feixe de Ox-médulos. Definimos o Z-Jato torcido
como:

J"L) = TJ5' @ox 1,

vendo-o como um feixe de Ox-modulos a esquerda via ¢ : Ox — J".

Observamos que, dado um homomorfismo de Ox-médulos Z — F, obtemos
homomorfismos naturais:

JTT) — T"(F)

comutando com rr = ridr e rr = r ® idr.
Tensorizando (4.1) por Z, e usando que J" é localmente livre para todo n
obtemos a seguinte sequéncia exata:

0 — ME"@T —2 g0T) 2 JVT) —— 0 (42)

onde i} =" ® idz.

Um feixe coerente de Ox-modulos Z é dito sem torcao de posto um sobre
X/B se Z é plano sobre B e Z(b) é um feixe sem tor¢ao de posto um sobre X (b)
para qualquer b € B. Observamos que, se Z é sem torgao de posto um em X/B,
entao Z é sem torgao de posto um em X.
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Lema 4.4. Seja T um feize sem tor¢ao de posto um em X/B. Entdo para todo
n > 0 existe um homomorfismo funtorial injetivo:

AT
TN T(T))

vn(T) L g M@(”-QH) _

Mais ainda, quando T é invertivel, v,(Z) é um isomorfismo.

Demonstracao. Mostraremos o Lema fazendo inducao em n. Para n = 0 o resul-
tado ¢é imediato. Suponhamos entao que existe um homomorfismo injetivo:

AN

Vp_1 Ak ®(g) —
B M r N )

A partir da sequéncia exata:

0 —— M@T 1, gn1) 2, 7 T) —— 0 (43)
construimos o homomorfismo:

DA e on g NI
on(D): NT" (D eM™ eI TN D)

definido localmente, moédulo torcao, por:
A AV @S g Ao A iy, NiF(S)

onde v; = rz(p;), pi secao local de J™(Z) para todo i = 1,...,n, e s se¢ao local
de M*" @ T.

Pela exatidao da sequéncia (4.3), para mostrarmos que tal aplicacdo estd
bem definida basta mostrarmos que um elemento nao nulo do tipo:

iz(s1) Nig(s2) Apa Ao A iy

, 1 . . .
estd em TN\ J™(T)). E isso vale pois, de fato, um elemento de tal tipo, nos
pontos em que Z é invertivel, é necessariamente nulo. Apds removida a torgao,
obtemos um homomorfismo injetivo:

G NI DeMIeT | N @
n : T(/\" jn_l(I) ®M®"®I) T(/\n+l jn(z))

Tensorizamos v,,_1(Z) pela identidade em M"®Z e compomos com a projegao
obtendo:

N TN T) @ (M"®1I)
TN"TH )@ M"®RT)

ME) @) @ (M"®T) —
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Finalmente, compondo com ¢,,(Z) e removendo a tor¢gao do dominio obtemos um
homomorfismo

D) T o o) L AT
2): e TN (@)

o qual, sendo um homomorfismo nao nulo de feixes sem torcao de posto um
definido em um esquema integral X, pela Proposi¢ao 1.2 é injetivo. A funtoriali-
dade segue da prépria construcao da aplicacao v,(Z).

Por fim, observamos que, no caso em que Z é invertivel, a sequéncia (4.3) é
uma sequéncia exata de feixes localmente livres, e nesse caso é sabido que ¢,,(Z)
é um isomorfismo, o que vai implicar pela construcao feita que v,(Z) também é
um isomorfismo. O

4.3 Construcao da secao Wronskiana em familias

Sejam X /B uma familia de curvas de Gorenstein, Q7 /p 0 feixe de diferenciais
relativo e wy/p o dualizante relativo da familia. Temos que nesse caso wx/p €
invertivel. Vamos supor que exista um homomorfismo natural:

nx/B : Q%{/B — WXx/B

que seja um isomorfismo nos pontos suaves de X/B. Considerando a composi¢ao
com a derivacao exterior obtemos uma O p-derivacao:

dIOX —>WX/B

Construimos entao os feixes de jatos J™ descritos anteriormente, considera-
dos com o produto shuffle mencionado, o que os torna Ox-algebras comutativas.
Tais feixes serao usados para a construgao da secao Wronskiana desejada.

Seja Z um feixe de Ox-mddulos. A partir do homomorfismo 6 : Ox — J"
obtemos uma aplicacao:

Observamos que tal aplicacao é Ox- linear com respeito a 9, mas nao é O x-linear
segundo a estrutura que estamos considerando em J"(Z) de Ox-médulo, dada
por t. Sendo § uma aplicacao Opg-linear temos que:

5II—>jn(I)

¢ um homomorfismo de f~!(Op)-mddulos via a estrutura de Ox-médulo de J™(Z)
dada por . Consideramos entao o homomorfismo de Ox-médulos:

91’ . OX ®f71((93) 7 — jn(I)
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localmente definido por:
g®@m — 1(g)oz(m) (4.4)

Dado V C f,7 subfeixe de Og-mddulos localmente livre obtemos uma aplicacao
correspondente:
f'v—-1

Tensorizando por Ox como Og-1(p,)-mddulo e compondo com 7 obtemos um
homomorfismo de O x-mddulos:

vV =0x ®o0 Yy — JY(T)

f~©op) f

n+1

Quando o posto de V é n + 1, ao tomar o produto exterior A de ambos os

lados obtemos a chamada secao Wronskiana:

n+1 n+1

st \NfFVv— N\J"@)

Observamos que, devido as propriedades do produto tensorial e do fato de
que a construgao das algebras de jatos e seus homomorfismos associados comuta
com mudancga de base e é funtorial, podemos concluir que a construcao da se¢ao
Wronskiana por sua vez também comuta com mudanca de base e é funtorial.

4.4 O caso de uma curva

Olhemos agora para o caso em que B = Spec(k), ou seja, X = C é uma
curva de Gorenstein. Nesse caso, temos um homomorfismo de Oc-médulos:

n: Q6 — we

o qual nos fornece a derivacao d : O¢ — w¢, e por conseguinte feixes de jatos J"
relativos a essa derivacao.

Seja I um feixe sem torgao de posto um definido sobre C'. Nesse caso podemos
dizer um pouco mais da aplicagdo v, (/) definida no Lema 4.4.

Lema 4.5. Sejam C uma curva de Gorenstein e I um feixze sem tor¢ao de posto
um sobre C. Entao para todo n > 0 o homomorfismo:

. T+l ®(n§l)_> /\nﬂjn(])
) I S N )

€ um isomorfismo.

Demonstragdao. Observamos primeiramente que a fim de mostrarmos a sobreje-
tividade, podemos fazé-lo localmente. Seja 7 : C' — C' a normalizacao da curva C
e seja P um ponto da curva C. A menos de isomorfismo de A-moddulos, podemos
supor que /p é um ideal de O¢ p.
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Denotemos por A e B os anéis locais O¢ p e Og p. Podemos ainda assumir
que €p C Ip, onde €p é o ideal condutor da normalizacao. De fato, temos que
I&B = bB para algum b € I§,, onde I§ = (A : Ip), valendo portanto as inclusoes:

1
AC ZIJCD CB
Dualizando, obtemos pelo Corolario 1.36:
CpCbIpC A

Logo, trocando Ip por blp podemos supor que €p C Ip.

Seja agora h € A tal que €p = hB. Entao, pela Proposicao 3.5(i), temos
que we p € gerado por € = %dz, onde dz é um gerador do B-modulo W p- Seja
D : A — A aderivacao dada por d(f) = D(f)e para todo f € A. Entao D é dada
por D =hD,, onde D, : B — B é a derivacao induzida por dz. Sendo assim:

D(Ip) = hD.(Ip) € hD.(A) C hB = €p

e portanto, sob as hipdteses acima feitas, obtemos que D(Ip) C Ip.
Olhando a prova do Lema 4.4 observamos que, por inducao, para mostrarmos
a sobrejetividade de v, (I) basta mostrarmos a sobrejetividade da aplicagao:

AT
(N Tm(1D))

definida localmente a partir da sequéncia exata (4.3) por:

b NI DO MT O T -

NN AV @S g Ao A iy NiT(S)

onde v; = ry(u;) para todo i = 1, ...,n. Ou seja, pela Proposicao 4.2, basta entao
mostrarmos que todo elemento do tipo:

y=(€"Rag) A A (" ®a,) (médulo torcio)

onde ag, - ,a, € Ipe 0 <1, ,1, <n, estd na imagem de ¢,.
A" I (Ip)

+1
forcao - Como elementos de A" J*(A), temos que:

Vendo os elementos de

n

Dm
E*k Qa = (e*ké(a)) ®1= Z #E*(mﬁk) ®1
m=0 '

Portanto v pode ser escrito como uma combinacao linear de termos da forma:

n

Dim(a,, o o
(H ]<Cll ))(6*(lo+jo) ® 1) Ao A (6*(zn+Jn) Q 1)

m=0



CAPITULO 4. FEIXES DE JATOS 41

onde 0 < jo, -+ ,jn < n. Usando o fato de que Di(Ip) C Ip, e também as
propriedades do produto exterior, basta mostrarmos entao que termos do tipo:

(ﬁbm)(1®1)/\(e®1)/\~--/\(e*"®1)

m=0

onde by, - ,b, sao elementos de Ip, estao na imagem desejada. Observamos
agora que, sendo:

n

a(e* ®1) = e*(6(a) — Z D:l(!a) €M ®1

m=1

" D™(a)
_ xk . *x(m—+k)
=" ®a E — (€ ®1)

m=1

para a um elemento qualquer de A temos que:

(ﬁbm)(1®1)/\(e®1)A~-/\(e*"®1):(1®bo)A~-/\(e*"®bn)+6

m=0

onde 3 é uma combinacao linear de termos da forma:
(IT D77 )€™ @ 1) A -oe A () @ 1)
m=0

para 0 < jo,--- ,J, < n satisfazendo jy + --- + 7, > 0. Como pelo menos um dos
Jm € positivo, irao existir dois inteiros mq, my tais que my + Jpmy, = M2 + Jmy, €
portanto 3 = 0, implicando que 7 pertence a imagem da aplicacao ¢,,.

O

Sejam [ um feixe invertivel e (V) um sistema linear de posto n definido
sobre C. Repetindo a construcao da Segao 4.3 obtemos a secao Wronskiana:

n+1 n+1

S : /\V@OCHAJ"(I)

Vamos dar uma descricao local desse homomorfismo a fim de mostrar que seu
divisor de zeros nos fornece o divisor de ramificacdo do sistema linear (V1)
segundo a defini¢ao dada por Lax e Widland em [LW], a qual aparece na Secao
2.1.

Sejam [ e € geradores dos O¢ p-médulos livres Ip e we p respectivamente em
um ponto P da curva C'. Logo, pela Proposicao 4.2, fazendo-se as identificacoes
necessarias e considerando J" com o produto shuffle, temos que

*n

190Le®l, ... — 1l
n!
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formam uma base para o O¢ p-médulo livre J"(1)p.
Usando a descricao local de d; dada pela Proposicao 4.2, obtemos:

D"f ..
—€
n!

=f1)+Df(exl)+ ...+ Dﬂ—?(e*”@l)

) ®1

Sejam vy, ..., v,41 € V formando uma base para o k-espago vetorial V. Logo,
v, p = fil para todo i =1,...,n + 1. Nesse caso, a se¢ao s é descrita localmente
como o determinante da matriz:

i  fo oo fan
Dfy Dfy -+ Dfa
DT;fl DT.’fg D”J;n+1

n! n! n!

Portanto, comparando com a definicao dada na Secao 2.1, vemos que tal secao
nos fornece como divisor de zeros exatamente o divisor de ramificacao definido
por Lax e Widland em [LW].



Capitulo 5

Familias de curvas

Apés definirmos de forma intrinseca o divisor de ramificagdo de um sistema
linear fracionario sobre uma curva, queremos estudar o comportamento desse
divisor em familias, justificando assim a sua definicao. Queremos mostrar que se
o sistema linear fraciondrio (V,I) é limite de sistemas lineares em uma familia
de curvas, entdo o divisor de ramificagao R(V,I) é por sua vez o limite dos
divisores de ramificagao correspondentes. Ainda que como subesquema o limite
seja variavel, o que veremos em exemplo a seguir, como divisor de Weil o limite
estd bem definido e coincide com a defini¢ao feita anteriormente.

Mostraremos ainda que existe uma “parte esquemética” do divisor R(V,I),
a qual é invariante por deformacoes e que chamaremos de divisor bdsico de ram-
ificacao.

Vamos agora tornar nossas afirmacoes mais precisas e mostrar alguns resul-
tados auxiliares que nos permitam demonstra-las.

5.1 O Divisor basico de ramificacao

Sejam C' uma curva de Gorenstein de género aritmético g e (V, I) um sistema
linear fracionario de posto r e grau d definido sobre C. Denotaremos por Sing([)
o conjunto dos pontos de C' onde I nao ¢ invertivel. Como I é sem torgao temos
que Sing([) C Sing(C).

Na Secao 4, vimos que a partir dos feixes de jatos J" associados a uma
derivacao d : Oc — we podemos definir a secao Wronskiana

r+1 r+1
"I
torcao

Seja R(V,I) o esquema de zeros da secio Wronskiana, e seja J; seu feixe de
ideais. Chamaremos tal subesquema de C de divisor bdsico de ramificacao do
sistema linear fracionario (V, I).

43
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r+1 Jr(I r ®(T+1)
NI o pran g 20

Observagao 5.1. Pelo Lema 4.5, temos que Toreao

r+1
Jr~ Hom(I"™!' ® w?( 2 ), Oc¢). Como C' é Gorenstein, pelo Corolario 1.36, vale
que:

e portanto

r+1

deg[R(V, T)] = deg(I" @ w("2)).

A fim de avaliarmos o grau do divisor R(V, I) precisamos avaliar o grau de ™!,
o que somente sera feito posteriormente sob a hipétese de que I é limite de feixes
invertiveis em uma dada familia. Nesse caso veremos que vale a desigualdade

deg(R(V,I)) < (r+1)d + (T —; 1> (29 — 2).

Queremos agora estudar a relacio entre R(V, ) e o divisor de ramificacao
R(V,I). Pela Proposigao 1.11 podemos tomar uma injegdo ¢ : I — L, onde L é
um feixe invertivel. De acordo com a Proposicao 1.6, a aplicacao induzida

¢r+1 . IT+1 _ Lr+1

também é injetiva. Tensorizando as aplicacoes ¢ e ¢, 1 pelos feixes L1 e L=+
respectivamente obtemos os homomorfismos injetores

IQL = 0n e I''oL ) - Op.

Sejam Iy e Iyr+1 os feixes de ideais imagens dessas injecoes, onde Y e Y"1 sdao
os subesquemas dados por tais feixes. Isso feito obtemos o seguinte:

Proposicao 5.2.

(i) A relagdo entre o divisor de ramificagio R(V,I) e o divisor bdsico R(V, )
¢ dada pela sequinte i1gualdade:

R(V.I) = [R(V, D) + [Y™] = (r + D[Y];

(ii) Seja Jy o feize de ideais de R(V,L). Entdo o feize de ideais J; é dado em
cada P € C por:
(JL’p . ]Y7'+1’p)

Demonstracdao. Pela funtorialidade das construgoes, da injecao I — L obtemos o
seguinte diagrama comutativo composto de aplicacoes injetivas:

o T

Ir—f—l ® wéj;rl)(bﬂidl‘/r-&-l ® wéﬂgl)
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r+1
Como o feixe L™ ® wé ) ¢ invertivel, pela comutatividade do diagrama

acima obtemos que para cada P € C' vale a igualdade:
JipJrp = Iyre1p
Portanto, como J;, é localmente principal, temos pela Proposicao 1.26 que
—[Y™ ] =[R(V.])] - R(V, L)
ou seja,
R(V.I) = [R(V,D)| + [Y"™'] = (r + D[Y].
Obtemos ainda que o feixe de ideais de R(V,I) é dado em cada P € C por:

JI,P = (qu : Jip) = (OQP : ]YT+1’PJICI7P) = (JLJD : IYT+I,P).
[]

Observagao 5.3. Vemos que o suporte de R(V,I) — [R(V,I)] estd contido em
Sing(1), apesar de nao conseguirmos dizer se tal inclusdo pode ser propria. Tam-
bém nao conseguimos afirmar que R(V,I) é um divisor positivo. Na verdade,
tudo passa pela dificuldade em avaliarmos para cada P € Sing([) a diferenca:

OC,P)

n dimy ( OC’P) — dimy(=;

J

quando J C O¢ p ¢ um ideal préprio.

Exemplo 5.4. Voltemos ao Exemplo 2.9 onde C' é a curva nodal plana dada pela
equacao y%z —z%z — 2% = 0 e (V, I) é o sistema linear fraciondrio dado pelas retas
passando pelo ponto P = (0:0: 1), onde I = O¢(1) ® Mp. Tomando novamente
L = O¢(1) vemos que, no aberto afim z # 0, o feixe de ideais que define o divisor
de ramificac¢do do sistema linear (V, L) é dado pela equagao:

32% + 222 — 2* =0

ou seja z° = 0. Nesse caso, sendo Y2 0 subesquema dado pelo feixe > de ideais M2,
vemos que R(V, ) é dado em P por (2*: (z,y)?) = (x,y)?. Logo R(V,I) = Y2

5.2 Comportamento em familias

Seja f : X — B uma familia de curvas de Gorenstein, onde B = Spec(R),
sendo R um dominio de valorizacao discreta, n seu ponto genérico e s seu ponto
especial. Suponha que a fibra especial X (s) seja a curva C. Como j4 foi observado
na Secao 4.2, nesse caso temos que X é reduzido e irredutivel.

Lembramos também que sendo R um dominio de ideais principais, um feixe
de Ox-modulos F é plano sobre B se, e somente se, f,F é sem tor¢ao sobre B.
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Definigao 5.5. Sejam Z um feixe sem torc¢ao de posto um sobre X/BeV C f,Z
um O p-subfeixe localmente livre de posto 7+ 1. Dizemos que (V,7Z) é uma familia
de sistemas lineares em X /B se a aplica¢ao composta:

V(s) — fI(s) — H(X(s),Z(s))
¢ injetiva.
Observagao 5.6. Nesse caso, sendo Z plano sobre B = Spec(R) e R um anel de

valorizacao discreta, o proprio feixe de Op-moédulos f.Z é sem torgao e portanto
um feixe localmente livre.

Definigao 5.7. Dizemos que o sistema linear fraciondrio (V, 1) é limite de sis-
temas lineares em X/B se existe uma familia de sistema lineares (V,Z) tal que
Z(s)=1,V(s) =V e também que Z(n) seja invertivel sobre X (n).

Suponhamos entao que (V, 1) é limite de sistemas lineares na familia X/B.
Seja R, o subesquema de X (n) representando o divisor de ramificacdo do sistema
linear (V(n),Z(n)). Pela Proposigao 9.8, p. 258 em [H1], o fecho esquematico R
de R, em X ¢ plano sobre B. O divisor limite da familia de sistemas lineares
(V,Z) sera dado portanto por [R(s)]. Nosso objetivo agora é provar que:

[R(s)] = R(V, )

além de mostrar também que R(V,I) é um subesquema de R(s). Para efetuar
essa comparagao vamos supor a existéncia de um homomorfismo natural

NX/B Q%{/B — Wx/B,

onde Qﬁ( /B é o feixe de diferenciais relativas e wx,/p € o feixe dualizante relativo
da familia X/B, lembrando que, sendo a familia de Gorenstein, wx/p é um feixe
invertivel em X.

Pelo Capitulo 4 existem feixes de Ox-algebras J" associados a derivacao
d: Ox — wx/p, induzida por 7x,p, juntamente com homomorfismos sobrejetivos
de algebras:

7,:é7n__>é7n71

Vimos que, dados Z feixe sem torgao de posto um em X/B e V C f,Z subfeixe
localmente livre de posto r+ 1, os feixes de jatos nos permitem definir a chamada

secao Wronskiana
n+1 n+1

s: \NFrv— \J@)
cuja construcao, como ja foi observado na Secao 4.3, é funtorial e comuta com
mudanca de base. Vamos agora utiliza-la para estudarmos limite dos divisores de
ramificagao dessa familia na fibra especial C.
Precisaremos também de alguns resultados preliminares a fim de mostrarmos

que, nesse caso, o divisor limite coincide com o divisor R(V, ) definido intrinse-
camente na curva.
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Lema 5.8. Sejam X/B uma familia de curvas e F feize coerente sobre X plano
sobre B. Seja ¢ : 'H — F um homomorfismo de feixes coerentes sobre X e
considere G = coker (¢). Seja b € B. Sao equivalentes:

(1) ¢(b) : H(b) — F(b) € injetivo;

(i) Eziste uma vizinhanga U de b tal que ¢| -1y € injetivo e G| f~H(U) € plano
sobre U.

Demonstragao. Ver [E2], Lema (2.10). O

Lema 5.9. Seja X/B uma familia de curvas de Gorenstein onde B = Spec(R),
sendo R um dominio de valorizagao discreta. Sejam n o ponto genérico de B e s
o ponto especial. Seja I feize sem tor¢ao de posto um sobre X/B. Entao existem

um feize invertivel L sobre X e uma injecao ¢ : T — L com cokernel plano sobre
B.

Demonstracao. Observamos primeiramente que, pelo Teorema de Serre, existe
um inteiro m tal que que Hom(Z(s), Ox(s)(m)) é gerado por secoes globais. Con-
sidere portanto um homomorfismo nao nulo ¢, : Z(s) — Ox(s(m). Vamos
mostrar que @, se levanta a uma aplicagao ¢ : Z — Ox(m).

Da sobrejegao natural

H(X,Hom(Z,Ox(m))) — H°(X, Hom(Z, Ox(m)))(s),
vemos que basta mostrarmos o isomorfismo
H°(X,Hom(Z,Ox(m)))(s) ~ H°(X(s), Hom(Z(s), Ox(s)(m))).

De fato, por [AK1], (6.5.3), p. 96, temos que Ext'(Z,wx,p) = 0. Como a
familia é de Gorenstein, wx,/p ¢ invertivel e portanto:

Ext'(Z,0x(m)) = 0.

Logo pelo Teorema (1.9)(ii) de [AK1], p. 59, sendo Ext!(Z, Ox(m)) plano sobre
B vale a mudancga de base

Hom(Z,0x(m))(b) ~ Hom(Z(b), Oxw)(m)).

para todo b € B. Por outro lado, por Serre, podemos supor também que m é tal
que para qualquer b € B vale que:

H'(X(b), Hom(Z(b), Oxpy(m))) = 0

Logo, pelo Teorema 12.11, em [H1], p. 290, se F := Hom(Z,Ox(m)) eb € B, a
aplicagao
R'f.(F) @ k(b) — H'(X (), F(b))
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é sobrejetiva e portanto um isomorfismo. Sendo assim, R f,(F) = 0 o que, pelo
mesmo Teorema, implica que

fo(F) @ k(s) — H(X(s), F(s))
¢ um isomorfismo. Logo
F(F) @ k(s) = HY (X, F)(s) = H*(X(s), Hom(Z(s), Ox(s)(m)))

como queriamos mostrar.
Por fim, como ¢, é injetiva, pois Z(s) é sem tor¢ao de posto um, pelo Lema
5.8 temos que ¢ é também injetiva e seu cokernel é plano sobre B. O]

Lema 5.10. Sejam X/B uma familia de curvas onde B = Spec(R), sendo R um
dominio de valorizagao discreta. Seja n o ponto genérico de B. Sejam H feixe
coerente sobre X e u, : H(n) — G um homomorfismo sobrejetivo. Entdo existe
um tunico quociente u : ' H — G estendendo u,, e tal que G € plano sobre B

Demonstragao. Seja ¢ : X(n) — X a aplicagao de inclusao. A sobrejecao u,, induz
a composicao

u:H— t,H(n) — uG,

sendo a primeira aplicagao, a adjunta da identidade. Seja G a imagem de u.
Obtemos assim o seguinte diagrama comutativo:

V"H = H(n)

G ! .G =G

Como ¢ é uma inclusao de um aberto, temos que j também ¢é uma inclusao.
Sendo w, e u(n) sobrejegoes obtemos portanto que ¢*G = G. Como G(X(n)) é
um modulo sobre o corpo de fracoes de R, temos que ¢,G é um feixe sem torcao
sobre B, e portanto G também o é. Logo, como R é um dominio de valorizacao
discreta, G é plano sobre B.

Suponhamos que exista um outro quociente H — JF com as mesmas pro-
priedades. Observando o diagrama comutativo:

H — F

l ']

L’ H —— 1 VU F = 1,G

vemos que h(F) = u(H) = G. Por outro lado, como F ¢é plano sobre B, o
homomorfismo h é injetivo. Logo, F ~ G. [
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Lembramos que, dado V um subesquema de X, podemos definir a mul-
tiplicidade geométrica em V de um subesquema integral F© C X como sendo
my(F) = 0, no caso em que F nao é uma componente irredutivel de V' ou, caso
contrario, como my (F) = {(Ap), onde A := Oy, sendo  um ponto de F e P
o primo minimal de A correspondente a componente F.

Lema 5.11. Sejam R um dominio de valorizagdo discreta e B = Spec(R). Sejam
s o ponto especial e ) o ponto genérico de B. Sejam X /B uma familia de curvas
e V um subesquema finito e plano sobre B. Entao, se Q € V(s) vale que:

my«(Q) = Z my (F)mpe)(Q),

onde a soma percorre todos os subesquemas integrais F' de X que sejam planos e
finitos sobre B.

Demonstragao. Sejam Q) € V(s) e A := Oy,. Sejam Vi,...,V; as componentes
irredutiveis de V' passando por @ e Pi,...,P; os primos minimais de A cor-
respondentes. Seja t € R um parametro local. Como V é plano sobre B, temos
que t nao é um divisor de zero em A. Segue de [F], Lema A.2.7, p. 410, que

U(AJLA) = U(Ap)U(A/(P; + tA)). (5.1)

i=1

e portanto, em termos de multiplicidades geométricas, obtemos

m\/(s)(Q) = va(‘/z)mw(s)(Q)- (5-2)

Note que, sendo V' plano sobre B = Spec(R) e R um dominio de valorizagao
discreta, nenhuma componente irredutivel de V' esté contida em X (s). Logo, cada
V; é também plano e finito sobre B. Por outro lado, se F' é um subesquema integral
de X, e F' é plano e finito sobre B entao ' = V; para algum ¢ se e somente se
FCVe@Q € F(s). Logo, podemos reescrever (5.2) como

my (@) =Y my(F)mp(Q), (5.3)

onde a soma percorre todos os subesquemas integrais F' de X que sejam planos
e finitos sobre B. O

Proposicao 5.12. Seja X/B uma familia de curvas onde B = Spec(R), sendo
R um dominio de valorizacao discreta. Seja n o ponto genérico de B e s o ponto
especial. Sejam Y, Z e W subesquemas de X finitos e planos sobre B. Suponha
que W(n) =Y (n)UZ(n) esquematicamente. Se Y (n) € localmente principal onde
Z(n) nao é, entao:
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Demonstracao. Como W, Y e Z sao planos e finitos sobre B e W(n) = Y(n) U
Z(n), o suporte de W é o mesmo que o de Y U Z. Logo, basta mostrarmos que
vale

mw(s)(Q) = My (5 (Q) + mz(s)(Q)
para todo @ € W(s) e pelo Lema 5.11, basta mostrarmos que

myw (F) = my (F) + my(F) (5.4)

para toda subesquema integral F' de X que seja plano e finito sobre B. Seja entao
um tal F', e seja P seu ponto genérico. Seja S := Ox p. Sejam I e J os ideais
de Y e Zem S. Como F é plano sobre B, o ponto P pertence a X(n). Logo,
como W(n) = Y(n) U Z(n) esquematicamente, o ideal de W em S é o produto
IJ. Logo (5.4) é equivalente a:

U(S/IT) = 6(S/T) + £(S].J). (5.5)

Como P € X(n), ouY ou Z é localmente principal em P. Portanto, ou I ou J
¢é principal. Suponha, sem perda de generalidade que [ ¢ principal, gerado por
be S. Como X(n) é integral, b ndo é um divisor de zero em S. Logo a sequéncia
abaixo ¢ exata:

0 —— S/J —2— §/bJ —— S/bS —— 0.
Como o comprimento é aditivo em sequéncias exatas, e I = bS, obtemos (5.5). [

Teorema 5.13. Sejam C' uma curva de Gorenstein de género aritmético g e
(V. I) um sistema linear fraciondrio de posto r e grau d definido sobre essa curva.
Seja X/B uma familia de curvas de Gorenstein, onde B = Spec(R), R anel de
valorizagao discreta, tendo C' como sua fibra especial e (V, 1) como limite de uma
familia de sistemas lineares definida sobre X/B. Entao, se existe uma aplica¢do
natural

Nx/B : Qﬁ(/B — Wx/B,

onde Qﬁ(/B € o feize de diferenciais relativas e wx/p € o feize dualizante relativo
da familia X/B, temos que o divisor de ramificagcdo limite dessa familia coincide,
enquanto diwvisor de Weil, com o divisor de ramificacdo fraciondrio R(V,I). Além
disso, o divisor bdsico de ramificagio R(V,I) é um subesquema do esquema limite
correspondente, e portanto

deg[B(V, )] < (r +1)d + (r ; 1) (29— 2).

Demonstragao. Seja (V,T) a familia de sistemas lineares definida sobre X/B
cujo limite é o sistema linear fracionério (V,I). Seja R, o subesquema de X (n)
associado ao divisor de ramificagao do sistema linear (V(n),Z(n)). Tomando R =



CAPITULO 5. FAMILIAS DE CURVAS 51

R_m o fecho esquematico de R,, em X/B, queremos mostrar portanto que R(V,I) C
R(s) e que [R(s)] = R(V, ).

Pelo Lema 5.9, podemos considerar uma injecao ¢ : Z — L, onde £ é um feixe
invertivel e ¢ tem cokernel plano sobre B. Logo, pelo Lema 5.8, o homomorfismo
induzido na fibra especial Z(s) — L(s) é injetivo.

Seja ¢pyq : IO — £+ g aplicacio induzida por ¢ e G := coker ¢,,1. Pelo
Lema 5.10, existe H feixe plano sobre B, quociente de G tal que G(n) = H(n).
Considere a composicao L' — H e denote por Z,,; o kernel dessa aplicacao.
Obtemos assim o diagrama comutativo:

Z®(r+1) b1 L+l

|

0 — Z,,4 —— L

O T — Q
o

de onde concluimos que ¢,4; se fatora pela injecao Z,,; — L™ e também que
Tra(n) = 500 (1).
Além disso, observamos que Z,,; ¢ plano sobre B, pois H e L't o sao,
e que Z,.,; é um feixe sem tor¢ao de posto um sobre X /B, sendo portanto o
homomorfismo induzido na fibra especial:
I®(r+1) . Ir+1(3)

fatorado por uma injecao I"™ — Z,,(s).
Obtemos dessa maneira Z, 1, um feixe plano sobre B, que coincide generica-
mente com o feixe Z2+Y e cujo grau na curva C é dado por:

degIr+1(S) = degzr—i-l(n)
= deg Z°U" ()
= (r+1)degZ(n)
=(r+1)degl.

Lembramos que, supondo a existéncia de um homomorfismo natural
. Ql
Nx/B - 3ix/B —7 WX/B;

podemos construir a secao Wronskiana global

r+1 r+1

s \NfFVv— N\J@)
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Pelo Lema 4.4, obtemos um homomorfismo funtorial

(r+1 r+1

v, (L) - L7 ®wX/QB) — /\ J"(L),
o qual é um isomorfismo pelo fato de £ ser invertivel. Considere portanto o
seguinte diagrama comutativo:

r+l)

/\T‘+1 f*V BN /\7”+1 jr(:z‘) _’Z'T+1 ®w§(/2B

g l |

Un —1 7‘—;1
/\r+1 f*V /\T+1 jr(£> (£) Er—l—l ® wg(/B)

Pelo Lema 4.4, temos que a composicao:
r r r vp (L)1 r "3
N TNT) —— N () O i uE)
se fatora sobre X (n) pelo isomorfismo

r+1 'r+1)

AT @)~ T 2w i) ).

Como o cokernel de ¢ é plano sobre B, pelo Lema 5.10, 1 se fatora por ¢. Obtemos
assim um homomorfismo

r+1 1
N g ()
O-/\fv—> 7‘+1®WX/B

cuja restrigao a fibra genérica é a secio Wronskiana de (V(n),Z(n)). Sendo Z, 4
plano sobre B, temos que R = R, é o esquema de zeros de o.
Olhando para a fibra especial obtemos o diagrama comutativo

ATV o Wl
c —— ® Wer

| |

/\T-l-l V ® O 0'(8) (7%2#1)
c — Lr(s) ®we

do qual se obtém a inclusdo R(V,I) C R(s), e portanto a desigualdade

AeglR(V, 1) < deafRs)] =+ -+ (73 ) 20 - 2.

Lembrando que, pela Proposigao 5.2(i),

L®(r+1)

ROV 1) = BV, I)] + [C] = (4 D[]
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onde L := L(s), vemos que, para provarmos que [R(s)] = R(V,I), basta que
mostremos a igualdade

s ®(r+1)
e R T (5.6

Observamos que, devido & sequéncia de injegoes " — Z,.,1(s) — L™ mostrar-
mos (5.6) equivale a provarmos a igualdade
L®(r+1)

[IT’—H (3)

=+ D3] (5.7)

O homomorfismo injetor ¢ : Z — L induz, apds tensorizacao pelo feixe £71,
um outro homomorfismo injetor ¢, : T ® L7 — Ox. Seja Y o subesquema de
X dado pela imagem de ¢,. Observamos que ) é um subesquema plano e finito
sobre B, pois o cokernel de ¢ é plano sobre B e com fibras possuindo suporte
finito. Analogamente a partir da injecdo Z,,; — L' obtemos um subesquema
Y,.1 plano e finito sobre B, cujo feixe de ideais é isomorfo a Z,,; ® £~+D.

Como Y,11(n) = (r + 1)Y(n), temos que V.41 é o fecho esquematico do
subesquema (r 4+ 1))(n) e mostrar (5.7) equivale a mostrar que

Yra(s)] = (r + 1) [V(s)] (5-8)

Vamos mostrar (5.8) fazendo indugao em r. Para r = 0 nao hé nada a provar.
Suponhamos que (5.8) estd demonstrada para r > 0; ou seja vale que

Yr(s)] = r[Y(s)]- (5.9)

Observamos que Y,11(n) = Y(n) U V.(n) sendo essa unido esquematica, ou
seja, dada pelo produto dos ideais de definicao. Aplicando a Proposicao 5.12,
obtemos

1 (8)] = V()] + [Vr(s)] = (r + D (s)],

(
sendo a ultima igualdade dada pela hipétese de indugao (5.9) O

Observacao 5.14. Observamos que, na prova do Teorema 5.13, obtemos uma
inclusao de 1" em um feixe sem tor¢ao Z, 1 (s), cujo grau é dado por (r+1) deg I.
Logo, como consequéncia da prova desse Teorema, mostra-se que, no caso em que
I ¢é limite de feixes invertiveis, vale a seguinte desigualdade:

deg I < (r+1)deg !

Exemplo 5.15. Queremos estudar deformagdes do sistema linear (V,I), dado
pelas retas passando por P = (0: 0 : 1) na cibica nodal plana dada por:

vz —atz— a2 =0
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Nesse caso, vimos no Exemplo 5.4 que o divisor basico de ramificacao R(V,I) é
dado pelo feixe de ideais M3%.

Pelo Teorema 5.13, sabemos que, dada uma deformacao do sistema linear
(V,I), o divisor limite é um subesquema de grau 4 com feixe de ideais J entre
M3, e M3, Logo,

Jp = (azy + by*)Oc.p + (M) p

com a,b € k. Vamos mostrar que, para todo (a : b) € P! existe uma deformacao
do sistema linear acima tendo o subesquema correspondente a Jp como limite.
De fato, considere a seguinte familia a um parametro de ctibicas planas projetivas
olhada no aberto afim z # 0 :

y?—a® a2 =

Seja (V,Z) a familia de sistemas lineares das retas no plano passando por
(0,t). Vemos que (V, I) é o sistema linear limite de tal familia para t — 0. Com a
ajuda do [CoCoA] vemos que o ideal que define o divisor limite R(s) nesse aberto
¢ dado por:

(zy,y* — 2° — 2% 2%)

representando portanto na notagao acima o ponto (1 :0) € PL.
Considere agora a familia a dois parametros dada por:

4+ (t— 1) -2 —thy+t2 =0

e seja (V', ") a familia de sistemas lineares dada pelas retas do plano passando
por (t, At). Novamente (V) é o sistema linear limite dessa familia para t — 0.
Também com o auxilio do [CoCoA] calculamos o ideal de R(s) obtendo para cada
A€ k:

(zy\ + 2%,y — 2° — 2%, 2%)

correspondendo ao ponto (% 1) e PL.

Vemos com esse exemplo que apesar do divisor de ramificacao fracionério
estar bem definido como divisor de Weil, nao ha como colocarmos uma estrutura
de esquema bem definida, tal como acontece no caso de um sistema linear usual.

Na verdade, de acordo com a demonstracao do Teorema 5.13, havendo uma
deformacao do sistema linear fracionario dado, a estrutura extra de esquema
dada pelo limite nao depende na verdade do sistema linear em si, mas do feixe
sem tor¢ao de posto um em questao. Um passo natural a ser dado seria, por-
tanto, estudar a variacao dessa estrutura esquematica proveniente de limites em
familias, tentando decidir, por exemplo, em que situagao todos os casos possiveis
sao realizados, o que foi feito em um caso particular no exemplo anterior.
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