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a todos os funcionários do IMPA, ou melhor, a todo o instituto onde passei uma
fase muito boa da minha vida e da qual sentirei sempre muitas saudades. Por
fim, agradeço também ao Cnpq pelo essencial apoio financeiro.



Resumo

O objetivo principal desse trabalho é calcular, em caracteŕıstica zero, o limite
de pontos de ramificação em degenerações de sistemas lineares em famı́lias de
curvas irredut́ıveis de Gorenstein.

No caso em que os sistemas lineares convergem para um sistema linear de
fato, Lax mostrou que o limite dos pontos de ramificação correspondentes pode ser
calculado como o divisor de zeros da chamada seção Wronskiana definida em um
trabalho de Lax e Widland. Contudo, em geral, feixes invert́ıveis degeneram para
feixes sem torção de posto um, não necessariamente invert́ıveis. O que fazemos
portanto é determinar o divisor limite de maneira intŕınseca definindo o divisor
de ramificação do que chamamos de um sistema linear fracionário: um par do
tipo (V, I), onde I é um feixe sem torção de posto um e V um subespaço vetorial
do espaço de seções globais de I.

Palavras-chave: curvas de Gorenstein, limites de sistemas lineares, divisores
de ramificação, feixes sem torção de posto um.
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Introdução

O objetivo principal desse trabalho é calcular, em caracteŕıstica zero, o limite
de pontos de ramificação em degenerações de sistemas lineares em famı́lias de
curvas irredut́ıveis de Gorenstein.

No caso em que os sistemas lineares convergem para um sistema linear de
fato, Lax em [L] mostrou que o limite dos pontos de ramificação correspondentes
pode ser calculado como o divisor de zeros da chamada seção Wronskiana definida
em [LW]. Contudo, em geral, feixes invert́ıveis degeneram para feixes sem torção
de posto um, não necessariamente invert́ıveis. O que fazemos portanto é deter-
minar o divisor limite no caso em que os sistemas lineares degeneram para o que
chamamos de um sistema linear fracionário: um par do tipo (V, I), onde I é um
feixe sem torção de posto um e V um subespaço vetorial do espaço de seções
globais de I.

Seja C uma curva integral de Gorenstein sobre um corpo algebricamente
fechado k de caracteŕıstica zero. Se I é um feixe sem torção de posto um sobre
C podemos sempre tomar uma injeção I → L, em um feixe invert́ıvel L. Dado
um sistema linear fracionário (V, I) sobre C, definimos seu divisor de ramificação
como sendo:

R(V, I) = R(V, L)− (r + 1)[Y ]

onde R(V, L) é o divisor de ramificação do sistema linear (V, L), como dado em
[LW] e [Y ] é o divisor de Weil associado ao subesquema Y ⊂ C cujo feixe de
ideais é a imagem do homomorfismo induzido I ⊗ L−1 → OC .

Se (V, I) é limite de uma famı́lia (V , I) de sistemas lineares sobre uma famı́lia
de curvas, podemos tomar uma injeção I → L em um feixe invert́ıvel L, cuja
restrição em cada fibra permanece injetiva. Usamos então os feixes de Jatos
relativos constrúıdos por Laksov e Thorup em [LT2], que nos permite definir uma
seção Wronskiana relativa, a qual comuta com mudança de base e é funtorial.
Tal seção nos possibilita mostrar que o divisor limite coincide com R(V, I).

No primeiro caṕıtulo são expostos resultados básicos relativos a feixes sem
torção de posto um e feixes de ideais fracionários em especial no caso de curvas.

No Caṕıtulo 2 lembramos a definição do divisor de ramificação de um sistema
linear definido sobre uma curva de Gorenstein via a chamada seção Wronskiana
já citada. Definimos então o que vem a ser um sistema linear fracionário (V, I)
bem como seu divisor de ramificação associado R(V, I), como divisor de Weil.
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CONTEÚDO 7

Verificamos que o divisor está bem definido e que possui o grau esperado (Fórmula
de Plücker, vide Proposição 2.8).

Mostramos no terceiro caṕıtulo (vide Proposição 3.9) uma fórmula relacio-
nando o divisor de ramificação de um sistema linear fracionário e o do induzido
via uma aplicação birracional entre curvas de Gorenstein, obtendo simplificações
nos casos em que as singularidades são pontos duplos e no caso em que a aplicação
é a normalização da curva, recuperando em caracteŕıstica zero uma fórmula já
obtida em [GL] e [St].

As construções dos feixes de jatos (via o trabalho de Laksov e Thorup em
[LT2]) e da seção Wronskiana relativa, a qual nos permitirá falar de divisores de
sistemas lineares em famı́lias de curvas, são feitas no quarto caṕıtulo.

Finalmente, no Caṕıtulo 5 (Teorema 5.13) mostramos que, quando o sistema
linear fracionário considerado é limite de sistemas lineares “de fato” em uma
famı́lia de curvas de Gorenstein, o divisor de ramificação fracionário, definido de
forma intŕınseca na curva, é de fato o limite dos divisores de ramificação corre-
spondentes. Vemos também, através de um exemplo, que não há uma estrutura
esquemática bem definida para o divisor de ramificação fracionário.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Apresentare-
mos a seguir alguns resultados e definições de caráter geral a serem utilizados ao
longo do trabalho.

1.1 Feixes sem torção

Sejam X um esquema reduzido de tipo finito sobre k e I um feixe coerente
de OX-módulos.

Dizemos que x ∈ X é um ponto associado de I se existe uma vizinhança afim
U = Spec(A) tal que x corresponde a um primo associado do A-módulo I(U). O
conjunto dos pontos associados é denotado por Ass(I). Os pontos associados do
esquema X, cujo conjunto é denotado por Ass(X), são os pontos associados do
feixe estrutural OX . Pelas Proposições III.2.2 e III.2.3, p. 207, em [Mu], temos
que Ass(I) é um conjunto finito e Ass(X) coincide com os pontos genéricos de
X.

Quando I é invert́ıvel nos pontos associados de X dizemos que I tem posto
um em X. Sendo X reduzido, quando X é irredut́ıvel, temos que I tem posto um
se e somente se existe um aberto denso U ⊆ X tal que I|U é invert́ıvel.

Definimos T (I), o subfeixe de torção de I, como o feixe coerente dado pelo
kernel da aplicação:

I −→
∏

x∈Ass(X)

Ix,

sendo Ix = (ix)∗i
∗I onde i é o morfismo natural ix : Spec(OX,x) → X. Dizemos

que I é um feixe sem torção sobre X se T (I) = 0.

Proposição 1.1. Seja I feixe coerente de OX-módulos. Então I é sem torção
em X se e somente se Ass(I) ⊆ Ass(X).

Demonstração. Observamos primeiramente que podemos olhar localmente em um
aberto afim U ⊆ X. Sejam A = OX(U) e M = I(U).
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 9

Supondo que Ass(M) ⊆ Ass(A), podemos considerar a sequência natural de
homomorfismos:

M −→
∏

P∈Ass(A)

MP −→
∏

P∈Ass(M)

MP

e sendo injetiva a composição dessas aplicações, obtemos que T (I)(U) = 0.
Vamos mostrar agora que T (I)(U) = 0 implica que Ass(M) ⊆ Ass(A). Seja

Q ∈ Ass(M). Logo, Q = ann(m) para algum m ∈M\{0}. Como a torção é nula,
para algum P ∈ Ass(A) temos que mP 6= 0 em MP . Seja a ∈ A\{0} tal que
P = ann(a). Afirmamos que Q = P .

De fato, seja b ∈ Q. Como mP 6= 0 temos que b ∈ P ; ou seja Q ⊆ P . Por
outro lado, como A é reduzido, P é minimal e portanto vale a igualdade.

Proposição 1.2. Sejam F e I feixes coerentes de OX-módulos. Então:

(i) Se I é sem torção, então todo subfeixe de I também é sem torção.

(ii) O feixe F
T (F)

é um feixe sem torção.

(iii) Seja φ : F → I um homomorfismo. Então φ(T (F)) ⊆ T (I). Logo, quando
I é sem torção, φ se fatora por F → F

T (F)
.

(iv) Seja φ : F → I um homomorfismo. Se F é sem torção e o homomorfismo
induzido

φAss :
∏

x∈Ass(X)

Fx −→
∏

x∈Ass(X)

Ix

é injetivo, então φ é injetivo.

Demonstração. (i) Se F ⊆ I, então Ass(F) ⊆ Ass(I). Logo, da Proposição 1.1,
se I é sem torção, F também é sem torção.

(ii) Seja G = F
T (F)

. Pela definição do subfeixe de torção T (F) temos que:∏
x∈Ass(X)

Fx =
∏

x∈Ass(X)

Gx

Como a aplicação induzida:

G −→
∏

x∈Ass(X)

Fx

é naturalmente injetiva, obtemos portanto T (G) = 0.
(iii) e (iv) Basta olharmos para o diagrama comutativo abaixo cujas se-

quências horizontais são exatas:

0 −−−→ T (F) −−−→ F −−−→
∏

x∈Ass(X)

Fx

φ

y φAss

y
0 −−−→ T (I) −−−→ I −−−→

∏
x∈Ass(X)

Ix
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Proposição 1.3. Sejam I e F feixes coerentes de OX-módulos. Se I é feixe sem
torção, então HomOX

(F , I) também é sem torção.

Demonstração. Seja φ ∈ T (HomOX
(F , I)). Como:

(HomOX
(F , I))x ' HomOX,x

(Fx, Ix)

obtemos que φx : Fx → Ix é o homomorfismo nulo para todo x em Ass(X). Logo,
olhando para o diagrama comutativo abaixo:

F φ−−−→ Iy y∏
x∈Ass(X)

Fx
φAss=0−−−−→

∏
x∈Ass(X)

Ix

vemos que φ(F) ⊆ T (I), e como I é sem torção temos que φ = 0.

Corolário 1.4. Sejam I e F feixes coerentes de OX-módulos, sendo I feixe sem
torção sobre X. Se s, t ∈ HomOX

(F , I) são tais que sx = tx para todo x ∈ Ass(X),
então s = t.

Proposição 1.5. Sejam I1 e I2 feixes sem torção de posto um sobre X. Então
HomOX

(I1, I2) é um feixe sem torção de posto um sobre X.

Demonstração. Pela Proposição 1.3 basta observar que para todo x ∈ X vale
que:

(HomOX
(I1, I2))x ' HomOX,x

(I1,x, I2,x)

e portanto nos pontos associados de X o feixe HomOX
(I1, I2) é invert́ıvel.

Proposição 1.6. Suponha X irredut́ıvel, e sejam I1 e I2 feixes sem torção de
posto um sobre X. Então todo homomorfismo não nulo φ : I1 → I2 é injetivo.

Demonstração. Seja x ∈ Ass(X). Como X é irredut́ıvel, temos que OX,x é um
corpo. Por outro lado, sendo I1 e I2 feixes sem torção de posto um, o homorfismo
induzido:

φx : I1,x → I2,x

é um homomorfismo não nulo de OX,x-espaços vetoriais de dimensão um, e por-
tanto injetivo. Logo, o homomorfismo associado φAss é injetivo, e pela Proposição 1.2,
temos que φ é injetivo.

Definição 1.7. Suponha X irredut́ıvel, e seja I um feixe sem torção de posto
um definido sobre X. Seja s : OX → I um homomorfismo não nulo, e portanto
injetivo pela Proposição 1.6. Considere o homomorfismo induzido pela dualização
HomOX

(I,OX) → OX , o qual, pelas Proposições 1.5 e 1.6, também é injetivo.
Denotamos por Js o feixe de ideais imagem dessa aplicação, e chamamos de
esquema de zeros de s o subsquema de X dado por Js.
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Definição 1.8. Seja I um feixe sem torção de posto um em X. Para todo inteiro
n ≥ 0 definimos:

In =
I⊗n

T (I⊗n)
.

Observamos que, para I um feixe de ideais, o feixe In acima definido coincide
com a n-ésima potência de I, pois esta é definida como a imagem da aplicação
natural I⊗n → OX , e portanto isomorfa a In pelas Proposições 1.6 e 1.2.

Proposição 1.9. Sejam I um feixe sem torção de posto um e L um feixe in-
vert́ıvel. Então:

(I ⊗ L)n ' In ⊗ L⊗n.

para todo inteiro n ≥ 0.

Demonstração. Sendo L⊗n invert́ıvel, vemos que (I⊗n ⊗ L⊗n)x ' I⊗n
x para todo

x ∈ X. Logo,
T (I⊗n ⊗ L⊗n) = T (I⊗n)⊗ L⊗n

Tensorizando a sequência exata 0 → T (I⊗n) → I⊗n → In → 0 pelo feixe
invert́ıvel L⊗n vemos que:

I⊗n ⊗ L⊗n

T (I⊗n ⊗ L⊗n)
' In ⊗ L⊗n.

1.2 Feixes sem torção de posto um em curvas

Nesse trabalho, por uma curva entendemos um k-esquema projetivo integral
de dimensão um. Seja C uma curva.

Proposição 1.10. Seja I um feixe coerente de OC-módulos. Então I é sem
torção se, e somente se, IP é um OC,P -módulo sem divisores de zero para todo
P ∈ C.
Demonstração. Fazendo a análise local, basta observar que, como A é um domı́nio
de integridade, temos que Ass(A) = {0} e, portanto, se M é um A-módulo
finitamente gerado, Ass(M) ⊆ Ass(A) se, e somente se, M não tem divisores de
zero.

Proposição 1.11. Seja I feixe sem torção de posto um sobre C. Então, existem
um feixe L invert́ıvel e um homomorfismo φ : I → L injetivo.

Demonstração. Seja m � 0 tal que HomOC
(I,OC)(m) seja gerado por seções

globais. Como vale que

HomOC
(I,OC)(m) = HomOC

(I,OC(m)),

existe um homomorfismo não nulo φ ∈ HomOC
(I,OC(m)), o qual pela Proposição 1.6

é injetivo.
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Definição 1.12. Seja K o feixe de funções racionais da curva C. Um subfeixe
coerente não nulo de K é chamado de feixe de ideais fracionários.

Proposição 1.13. Seja J um feixe de ideais fracionários sobre C. Então J é
um feixe sem torção de posto um.

Demonstração. Como J ⊆ K, temos que o feixe J é sem torção. Seja U ⊆ C
aberto afim não vazio. Sejam

f1

g1

, . . . ,
fs

gs

geradores de J(U) como OC(U)-módulo, onde fi, gi ∈ OC(U) para i = 1, . . . , s.

Considere g =
s∏

i=1

gi. Temos que gJ(U) ⊆ OC(U) define uma subvariedade

fechada YU de U, a qual é própria pois J(U) 6= 0. Logo, gJ(U) é invert́ıvel, e por
conseguinte J(U) é invert́ıvel no aberto denso U\YU ⊆ C.

A rećıproca vale:

Proposição 1.14. Seja I um feixe sem torção de posto um sobre C. Então I é
isomorfo a um feixe de ideais fracionários.

Demonstração. Sejam U ⊆ C um aberto não vazio tal que I|U ' OU . Seja
i : U → C o morfismo de inclusão. Então, o homomorfismo dado pela composição:

i∗I|U
'−−−→ i∗OU −−−→ i∗K|U = K

é injetivo. Como I é um feixe sem torção de posto um, compondo novamente
com o homomorfismo natural I → i∗I|U obtemos uma injeção I → K.

Proposição 1.15. Sejam C uma curva não singular e J um feixe de ideais
fracionários. Então, J é invert́ıvel.

Demonstração. Para cada P ∈ C, sendo a curva não singular, o anel local OC,P

é um domı́nio de ideais principais. Dado JP um ideal fracionário do anel local
OC,P , existe g ∈ OC,P tal que gJP ⊆ OC,P , e portanto gJP é um ideal principal.
Logo, JP é um OC,P -módulo livre.

Lema 1.16. Seja J um feixe de ideais fracionários sobre C. Então existe um
aberto não vazio U ⊆ C tal que J |U = OU .

Demonstração. Tome um aberto afim não vazio V ⊆ C tal que J |V = gOV para
algum g ∈ K(C)∗. Seja U ⊆ V um aberto afim não vazio tal que g ∈ OC(U)∗.
Logo, J |U = OU .
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Observação 1.17. Uma maneira equivalente de tratarmos feixes de ideais fra-
cionários em uma curva, exposta em [St], e da qual faremos uso em alguns mo-
mentos nesse trabalho, é a seguinte:

Dado um feixe de ideais fracionários J ⊆ K, pelo Lema 1.16 podemos associar
a coleção:

{JP}P∈C

onde cada JP é um ideal fracionário de OC,P , e JP = OC,P a menos de um número
finito de pontos de C.

Reciprocamente, a cada coleção desse tipo associamos de maneira única um
feixe de ideais fracionários J sobre a curva C. De fato, para cada P ∈ C, sejam
g1, . . . , gs ∈ K(C) geradores de JP como OC,P -módulo. Seja U ⊆ X um aberto
afim contendo P. Considere em U o feixe coerente de OU -módulos JP dado por:

JP (U) = g1OC(U) + · · ·+ gsOC(U)

Seja V ⊆ U aberto afim não vazio tal que JP |V = OV e tal que JQ = OC,Q para
todo Q ∈ V. Logo, no aberto UP = V ∪ {P} temos que JP

Q = JQ para todo
Q ∈ UP . Como os abertos UP cobrem C, e além disso vemos que

JP |UP∩UQ = JQ|UP∩UQ = OUP∩UQ para P 6= Q,

temos que os feixes JP |UP se colam, definindo um feixe de ideais fracionários J
sobre a curva C. Tal correspondência é claramente biuńıvoca.

Sendo assim, para definirmos um feixe de ideais fracionários J sobre C, basta
definirmos a coleção de ideais fracionários {JP}P∈C associada.

Definição 1.18. Dados J,H ⊆ K feixes de ideais fracionários definimos o feixe
condutor de H em J como sendo o feixe de ideais fracionários (J : H) dado
localmente em cada P ∈ C por

(J : H)P = { f ∈ K(C) / f.HP ⊆ JP }.

Observamos que HomOC
(H, J) ' (J : H).

Notação 1.19. Seja J um feixe de ideais fracionários. Denotamos por J c o feixe
de ideais fracionários dado pelo feixe condutor

J c = (OC : J).

Definição 1.20. Sejam J e H feixes de ideais fracionários sobre C. Definimos o
feixe produto JH como sendo o feixe de ideais fracionários dado localmente em
cada P ∈ C por JPHP , sendo esse último o produto de ideais fracionários.

Observação 1.21. O feixe J.H é o feixe imagem do homomorfismo natural:

J ⊗H → K

e portanto, pela Proposição 1.6, isomorfo a J ⊗H quocientado pelo seu subfeixe
de torção. Logo, se H é invert́ıvel, JH ' J ⊗H.
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Definição 1.22. Seja J um feixe de ideais fracionários. Para cada P ∈ C existe
a ∈ OC,P\{0} tal que aJP ⊆ OC,P . Definimos o grau de J em P como:

degP (J) := dimk
OC,P

aOC,P

− dimk
OC,P

aJP

Afirmamos que tal definição não depende do elemento a ∈ OC,P escolhido.
De fato, seja b ∈ OC,P não nulo tal que bJP ⊆ OC,P . Como abJP ⊆ OC,P basta
mostrarmos o seguinte resultado:

Lema 1.23. Sejam A domı́nio local, g ∈ A\{0} e Q ⊆ A um ideal não nulo tal
que `A(A/Q) <∞. Então,

`A(A/gQ) = `A(A/gA) + `A(A/Q).

Demonstração. Sai diretamente da exatidão da sequência:

0 → A

Q
→ A

gQ
→ A

gA
→ 0

Como degP (J) = 0 a menos de um subconjunto finito de C, podemos definir o
grau de um feixe de ideais fracionários, e também o divisor de Weil a ele associado,
da seguinte maneira:

Definição 1.24. Seja J um feixe de ideais fracionários. Definimos o grau de J
como sendo:

deg(J) =
∑
P∈C

degP (J)

Definição 1.25. Seja J um feixe de ideais fracionários. Dizemos que o divisor
de Weil dado por:

W (J) =
∑
P∈C

degP (J)P

é o divisor associado ao feixe J.

Proposição 1.26. Sejam J e H feixes de ideais fracionários, onde H é invert́ıvel.
Então, W (JH) = W (J) +W (H).

Demonstração. Queremos mostrar que degP (JH) = degP (J) + degP (H), para
cada P ∈ C. Pela definição de grau de um feixe fracionário em um ponto da
curva C, vemos que podemos supor JP e HP ideais de OC,P e que, sendo H
invert́ıvel, HP = gOC,P e JPHP = gJP para algum g ∈ K(C)∗. Sendo assim, a
afirmação sai novamente do Lema 1.23.
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Definição 1.27. Seja G um feixe coerente de OC-módulos com suporte finito.
Definimos o divisor de Weil [G] associado a G da seguinte maneira:

[G] :=
∑
P∈C

dimk(GP ).P

Se Y ⊆ C é um subesquema finito, definimos o divisor de Weil associado ao
subesquema Y como sendo:

[Y ] := [OY ]

Proposição 1.28. Sejam J ⊆ H feixes de ideais fracionários sobre uma curva
C. Então, W (H)−W (J) = [H/J ].

Demonstração. Seja P um ponto da curva C. Observamos primeiramente que
pela definição de grau de um feixe fracionário em um ponto podemos supor que
HP e JP são ideais de OC,P . Logo, a afirmação sai da sequência exata:

0 −→ HP

JP

−→ OC,P

JP

−→ OC,P

HP

−→ 0.

Seja ωC o feixe dualizante da curva C (ver [H1], Proposição 7.5, p. 242). Tal
feixe pode ser caracterizado como o feixe das formas diferenciais regulares de C,
de onde se obtém um homomorfismo natural

η : Ω1
C −→ ωC

bijetor nos pontos não singulares de C, sendo Ω1
C o feixe das diferenciais da curva

(ver [S], p. 68 e [AK], Obs. (1.17.ii), p. 170).
Observamos que, sendo ωC um feixe sem torção de posto um podemos vê-lo

como um feixe de ideais fracionários. A um feixe de ideais fracionários isomorfo
a ωC damos o nome de feixe de ideais canônico e denotamos por Jω.

Teorema 1.29. (Dualidade local) Sejam J ⊆ H feixes de ideais fracionários.
Seja Jω um feixe de ideais canônico. Então, para todo P ∈ C existe um k-
isomorfismo:

(Jω,P : JP )

(Jω,P : HP )
−→ Homk(

HP

JP

, k)

Demonstração. Ver Teorema 1.5 em [St], p. 111.

Corolário 1.30. Seja Jω um feixe de ideais canônico. Então, se J é um feixe de
ideais fracionários, para todo P ∈ C vale que

degP (Jω : J) = degP (Jω)− degP (J)
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Demonstração. Observamos primeiramente que pela definição de grau em um
ponto podemos supor Jω,P e JP ideais do anel local OC,P . Sendo assim, pelo
Teorema 1.29:

(Jω,P : JP )

(Jω,P : OC,P )
= Homk(

OC,P

JP

, k)

e pela Proposição 1.28 obtemos que degP (Jω : J) = degP (Jω)− degP (J).

Corolário 1.31. (Reflexividade) Seja Jω um feixe de ideais canônico. Se J é um
feixe de ideais fracionários, então (Jω : (Jω : J)) = J.

Demonstração. Sai do Corolário 1.30 que:

deg((Jω : (Jω : J))) = deg(J).

Como J ⊆ (Jω : (Jω : J)), pela Proposição 1.28 obtemos a igualdade.

Observação 1.32. Se ϕ : C ′ → C é um morfismo birracional de curvas, então o
comorfismo ϕ] : OC → ϕ∗OC′ induz um isomorfismo:

KC ' ϕ∗KC′

onde KC e KC′ são os feixes de funções racionais das curvas C e C ′. Ao longo
desse trabalho estaremos vendo o subfeixe ϕ∗OC′ ⊆ ϕ∗KC′ como o feixe de ideais
fracionários em C correspondente via tal isomorfismo. Estaremos também come-
tendo um abuso de linguagem ao denotarmos, quando J ′ é um feixe coerente em
C ′, (ϕ∗J

′)P por simplesmente J ′P , para cada ponto P da curva C.

Definição 1.33. Seja ϕ : C ′ → C um morfismo birracional de curvas. Definimos
o feixe condutor associado a ϕ como sendo o feixe de ideais fracionários (ϕ∗OC′)c,
ou seja, o feixe dado localmente em cada P ∈ C por

CP = (OC,P : OC′,P ).

Definição 1.34. Seja π : C̃ → C a normalização de C e C̃ o feixe condutor
associado. Dizemos que C é uma curva de Gorenstein se para todo ponto P vale
que:

dimk

O eC,P

OC,P

= dimk
OC,P

C̃P

Teorema 1.35. Uma curva C é de Gorenstein se, e somente se, seu feixe dual-
izante ωC é invert́ıvel.

Demonstração. Ver [St], Teorema 2.3, p. 114.

Corolário 1.36. Seja C uma curva de Gorenstein. Então para todo feixe J de
ideais fracionários vale que (J c)c = J e W (J c) = −W (J)
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Demonstração. Sai do Teorema 1.35 e dos Corolários 1.30 e 1.31.

Proposição 1.37. Se C é uma curva de Gorenstein, então para todo feixe I sem
torção de posto um sobre C vale que:

HomOC
(HomOC

(I,OC),OC) ' I.

Demonstração. Sai da Proposição 1.14 e do Corolário 1.36.

Quando I é um feixe sem torção de posto um sobre uma curva C definimos
seu grau como:

deg(I) = χ(I)− χ(OC)

onde χ(·) é a caracteŕıstica de Euler. Vamos mostrar que esse grau coincide com
o grau acima definido para um feixe de ideais fracionários.

Lema 1.38. Sejam J e H feixes de ideais fracionários sobre C, sendo H in-
vert́ıvel. Então χ(JH) = χ(J) + deg(H).

Demonstração. Pela Observação 1.21, como H é um feixe de ideais fracionários
invert́ıvel, temos que JH ' J⊗H e portanto se H ′ ' H, então JH ' JH ′. Além
disso, também pelo fato de H ser invert́ıvel, vale que H ' OC(n1P1 + · · ·+nsPs),
onde ni são inteiros não nulos e Pi são pontos não singulares da curva C para
i = 1, . . . , s.

Considere portanto um ponto não singular P da curva C. Então, como JP é
livre de posto um como OC,P -módulo, da seguinte sequência exata:

0 → JOC(−P ) → J → J |P → 0

obtemos que χ(J) = χ(JOC(−P )) + 1. Logo, por indução, obtemos a igualdade
desejada

χ(JH) = χ(J) + deg(H).

Proposição 1.39. Seja J um feixe de ideais fracionários. Então:

deg(J) = χ(J)− χ(OC)

Demonstração. Vamos supor primeiramente que J é um feixe de ideais. Seja
G := OC/J. Então χ(OC) − χ(J) = χ(G). Sendo G com suporte finito, temos
h1(G) = 0 e h0(G) = − deg(J). Logo, deg(J) = χ(J)− χ(OC).

Observamos que dado um feixe de ideais fracionários J , existe um feixe de
ideais invert́ıvel H tal que JH ⊆ OC . Então, pela Proposição 1.26 vemos que:

deg(JH) = deg(J) + deg(H)
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Por outro lado, como JH e H são feixes de ideais temos que:

deg(J) = deg(JH)− deg(H) = χ(JH)− χ(H)

e pelo Lema 1.38 obtemos:

deg(J) = χ(J)− χ(OC).



Caṕıtulo 2

Divisores de ramificação

Sejam C uma curva de Gorenstein de gênero aritmético g e ωC seu feixe
dualizante. Seja d : OC → ωC a derivação obtida tomando a composição da
diferenciação exterior OC → Ω1

C com o homomorfismo natural η : Ω1
C → ωC .

2.1 O divisor de ramificação de um sistema lin-

ear

Definição 2.1. A um par (V, L), onde L é um feixe invert́ıvel de grau d e onde
V ⊆ H0(C,L) é um k-subespaço vetorial de dimensão r + 1, damos o nome de
sistema linear de posto r e grau d sobre a curva C.

Considere portanto um sistema linear (V, L) de posto r > 0 e grau d definido
sobre a curva C. Mostraremos agora, seguindo Lax e Widland em [LW], como
associar a este sistema linear um divisor de Weil, o chamado divisor de ramificação
do sistema linear (V, L).

Seja {Uα}α∈Γ uma cobertura por abertos afins de C tais que L(Uα) e ωC(Uα)
sejam OC(Uα)-módulos livres de posto um, sendo lα e εα seus respectivos ger-
adores nesse aberto. Sejam s1, ..., sr+1 ∈ H0(C,L) formando uma base para V
como k-espaço vetorial e sejam fα

1 , ..., f
α
r+1 ∈ OC(Uα) definidos por sj|Uα = fα

j lα.
A derivação d : OC → ωC induz localmente uma k-derivação:

D : OC(Uα) → OC(Uα)

definida por d(Uα)f = (Df).εα. Considere, para cada α ∈ Γ, a função regular em
Uα dada pelo seguinte determinante:

sα := det


fα

1 fα
2 · · · fα

r+1

Dfα
1 Dfα

2 · · · Dfα
r+1

...
...

...
Drfα

1 Drfα
2 · · · Drfα

r+1


19
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onde Di é a composição i vezes da aplicação D.
Mostra-se então que estas funções determinam uma seção global s do feixe

invert́ıvel Lr+1 ⊗ ω
(r+1

2 )
C , chamada seção Wronskiana, cujo esquema de zeros Z

(ver Definição 1.7) não depende das escolhas feitas inicialmente. Chamamos o
divisor de Weil associado

R(V, L) := [Z]

de divisor de ramificação do sistema linear (V, L). Um ponto P da curva C é
chamado um ponto de ramificação do sistema linear (V, L) se degP R(V, L) > 0.
Note que a construção acima depende do fato que L é um feixe invert́ıvel.

Proposição 2.2. (Fórmula de Plücker) O grau do divisor R(V, L) é dado por:

degR(V, L) = (r + 1) degL+

(
r + 1

2

)
(2g − 2)

Demonstração. Basta observar que o grau de R(V, L) é o grau do feixe invert́ıvel

Lr+1 ⊗ ω
(r+1

2 )
C .

Proposição 2.3. Sejam (V, L) um sistema linear de posto r e ψ : L → H uma
injeção em um feixe invert́ıvel H. Então:

R(V,H) = R(V, L) + (r + 1)[Y ]

onde Y ⊂ C o subesquema dado pelo feixe de ideais imagem do homomorfismo
L⊗H−1 → OC induzido por ψ.

Demonstração. Seja U ⊆ C um aberto afim, e sejam l e h geradores de L(U) e
H(U) como OC(U)-módulos livres de posto um. Vendo L como um subfeixe de
H temos que l = g.h para algum g ∈ OC(U). Portanto se s1, s2, . . . , sr+1 formam
uma base para o subespaço vetorial V, temos que:

si|U = fil = figh

para fi ∈ OC(U). Da fórmula da derivação de um produto e das propriedades
multilineares do determinante segue que:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1g f2g · · · fr+1g
D(f1g) D(f2g) · · · D(fr+1g)

...
...

...
Dr(f1g) Dr(f2g) · · · Dr(fr+1g)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = gr+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1 f2 · · · fr+1

Df1 Df2 · · · Dfr+1
...

...
...

Drf1 Drf2 · · · Drfr+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Logo R(V,H) = R(V, L) + (r + 1)[Y ] como queŕıamos mostrar.
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2.2 Sistemas lineares fracionários

Definição 2.4. Seja I um feixe sem torção de posto um e grau d sobre C. Seja
V ⊆ H0(C, I) um k-subespaço vetorial de dimensão r + 1. Dizemos que o par
(V, I) é um sistema linear fracionário de posto r e grau d definido sobre a curva
C.

Considere portanto um sistema linear fracionário (V, I) de posto r e grau d
definido sobre a curva C. Pela Proposição 1.11 existe uma injeção em um feixe
invert́ıvel φ : I → L. Tensorizando-a por L−1 obtemos um homomorfismo injetivo:

φL : I ⊗ L−1 → OC .

Seja Y o subesquema correspondente ao feixe de ideais dado pela imagem de φL,
o qual é isomorfo ao feixe I ⊗ L−1.

Definição 2.5. Definimos o divisor de ramificação do sistema linear fracionário
(V, I) como:

R(V, I) = R(V, L)− (r + 1)[Y ]

onde R(V, L) é o divisor de ramificação do sistema linear (V, L) e [Y ] é o divisor
de Weil associado ao subesquema Y (Definição 1.27).

Mostraremos agora que esse divisor está bem definido, ou seja, não depende
da injeção tomada inicialmente.

Observação 2.6. Também não está claro que o divisor R(V, I) é um divisor
efetivo. Na verdade só conseguiremos vê-lo no caso em que I é limite de feixes
invert́ıveis, o que será feito posteriormente (veja Observação 5.14).

Lema 2.7. Sejam L e L̃ feixes invert́ıveis sobre C. Sejam φ : I → L e φ̃ : I → L̃
duas injeções. Então, existem M feixe invert́ıvel sobre C e inclusões ϕ : L→M
e ϕ̃ : L̃→M tais que ϕ ◦ φ = ϕ̃ ◦ φ̃.

Demonstração. Sejam U ⊆ C aberto afim não vazio tal que I|U , L|U e L̃|U são
triviais, e n, m e m̃ seus respectivos geradores.

Sejam a, ã ∈ OC(U) tais que φ(n)=a.m e φ̃(n)= ã.m̃. Podemos definir então
duas aplicações:

ψ(U) : L(U) → OC(U) e ψ̃(U) : L̃(U) −→ OC(U)

m 7→ ã m̃ 7→ a
Obtemos assim dois homomorfismos ψ : L|U → OU e ψ̃ : L̃|U → OU tais que

ψ ◦ φ|U = ψ̃ ◦ φ|U .
Queremos estender tais homomorfismos para toda a curva C. Vendo a curva

imersa em algum Pr, sendo C\U um conjunto finito de pontos, podemos definir,
olhando para hiperplanos que passam por cada ponto, uma seção global de OC(l)
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tal que, o aberto principal Cf esteja contido em U. Sejam ψf := ψ|Cf
e ψ̃f := ψ̃|Cf

.

Denotemos por F e F̃ os feixes HomOC
(L,OC) e HomOC

(L̃,OC).
Pelo Lema 5.14(b) em [H1], pg. 118, existe n > 0 tal que fnψf se estende

a uma seção global ϕ de F ⊗ OC(ln) e tal que fnψ̃f se estende a uma seção

global ϕ̃ de F̃ ⊗ OC(ln). Vemos então ϕ e ϕ̃ como homomorfismos L → OC(ln)

e L̃→ OC(ln) respectivamente. Logo, em Cf vale que:

(ϕ ◦ φ)|Cf
= (fnψf ) ◦ φ|Cf

= (fnψ̃f ) ◦ φ̃|Cf
= (ϕ̃ ◦ φ̃)|Cf

Como o aberto Cf é denso e os feixes em questão são sem torção, pelo Corolário

1.4 temos que ϕ ◦ φ = ϕ̃ ◦ φ̃.

Para mostrarmos que o divisor R(V, I) está bem definido precisamos mostrar
que este não depende do feixe invert́ıvel e nem da injeção tomados inicialmente.
Pelo Lema anterior, basta considerarmos o caso em que temos injeções

φ : I → L e θ : I →M

onde L e M são feixes invert́ıveis e ϕ : L→M é tal que θ = ϕ ◦ φ.
Os homomorfismos ϕ, φ e θ induzem por sua vez, via tensorizações, os ho-

momorfismos injetivos:

ϕM : L⊗M−1 → OC , φL : I ⊗ L−1 → OC e θM : I ⊗M−1 → OC .

Sejam J, IL e IM os feixes de ideais imagens de ϕM , φL e θM respectivamente.
Como θ = ϕ◦φ, temos que IM = ILJ. Como J é localmente principal temos, pela
Proposição 1.26,

W (IM) = W (IL) +W (J).

Por outro lado, pela Proposição 2.3 obtemos:

R(V,M) = R(V, L) + (r + 1)W (J)

Logo:
R(V,M)− (r + 1)W (IM) = R(V, L)− (r + 1)W (IL)

mostrando portanto que R(V, I), o divisor de ramificação do sistema linear (V, I),
está bem definido. Veremos agora o grau desse divisor:

Proposição 2.8. (Fórmula de Plücker) Seja C uma curva projetiva irredut́ıvel
Gorenstein de gênero aritmético g. Seja (V, I) um sistema linear fracionário sobre
C de posto r e grau d. Seja R(V, I) o divisor de ramificação de (V, I). Então vale
que:

degR(V, I) =

(
r + 1

2

)
(2g − 2) + (r + 1)d.



CAPÍTULO 2. DIVISORES DE RAMIFICAÇÃO 23

Demonstração. Tomemos uma injeção φ : I −→ L, onde L é um feixe invert́ıvel,
cuja existência é garantida pela Proposição 1.11. Novamente, tal injeção induz
um homomorfismo injetivo φL : I ⊗ L−1 → OC . Seja Y o subesquema dado pelo
feixe de ideais imagem de φL.

Usando que deg Y = degL− d pela Proposição 1.26, da definição do divisor
de ramificação R(V, I) e da Proposição 2.2 obtemos:

degR(V, I) =

(
r + 1

2

)
(2g − 2) + (r + 1) degL− (r + 1)(degL− d)

=

(
r + 1

2

)
(2g − 2) + (r + 1)d

Exemplo 2.9. Sejam C ⊆ P2 a cúbica nodal dada pela equação

y2z − x2z − x3 = 0

e P = (0 : 0 : 1) seu nó. Seja (V, I) o sistema linear fracionário de posto um onde
I = OC(1) ⊗MP , onde MP é o feixe de ideais do ponto P e V := H0(C, I).
Tomando L = OC(1), calculamos o divisor de ramificação do sistema linear (V, L),
obtendo R(V, L) = 6P. Como MP é o feixe imagem do homomorfismo induzido
I ⊗ L−1 → OC , conclúımos que:

R(V, I) = 6P − 2P = 4P.



Caṕıtulo 3

Comparações

Seja ϕ : C ′ → C um morfismo birracional de curvas. Se I é um feixe sem
torção de posto um sobre C, denotamos por IOC′ o feixe sem torção de posto um
quociente de ϕ∗I.

Considere um sistema linear fracionário (V, I) de posto r e grau d definido
sobre a curva C. Como ϕ é birracional, temos que ϕ∗IOC′ é um feixe sem torção
de posto um sobre C, e o homomorfismo natural:

I → ϕ∗IOC′

é injetor. Portanto a aplicação:

H0(C, I) → H0(C,ϕ∗IOC′) = H0(C ′, IOC′)

também é injetiva, significando que V pode ser visto como subespaço vetorial
do espaço de seções globais de IOC′ . Ou seja, o sistema linear fracionário (V, I)
induz de forma natural na curva C ′ o sistema linear fracionário (V, IOC′).

O objetivo agora é, sob essas hipóteses, relacionarmos os divisores de Weil
R(V, I) e ϕ∗R(V, IOC′). Para isso, precisaremos de alguns resultados.

Observação 3.1. Estaremos sempre considerando ϕ∗OC′ um feixe de ideais fra-
cionários via o isomorfismo ϕ∗KC′ ' KC , como descrito na Observação 1.32.
Lembramos também que, ao morfismo birracional ϕ, é associado o feixe condutor
C = (ϕ∗OC′)c (ver Definição 1.33).

Proposição 3.2. Seja ϕ : C ′ → C um morfismo birracional, onde C é uma
curva de Gorenstein. Então, para cada ponto P em C vale que:

dimk
OC′,P

OC,P

= dimk
OC,P

CP

onde C é o feixe condutor associado a ϕ.

24
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Demonstração. Observamos primeiramente que, pela Proposição 1.28, vale que
W (ϕ∗OC′) = [ϕ∗OC′/OC ]. Por outro lado, como C é curva de Gorenstein, pelo
Corolário 1.36, temos que W (ϕ∗OC′) = −W (C), o que implica na igualdade
desejada.

Lema 3.3. Seja ϕ : C ′ → C um morfismo birracional de curvas. Sejam J ′ ⊆ OC′

feixe coerente de ideais e Z ′ = −W (J ′). Então:

ϕ∗Z
′ = W (ϕ∗OC′)−W (ϕ∗J

′)

Demonstração. Sejam P ∈ C e Q1, ...Qt os pontos de C ′ com imagem P por ϕ.

Como dimk(OC′,P/J
′
P ) = dimk(ÔC′,P/Ĵ ′P ), pelo Teorema 8.15 em [M], pg. 62,

vale que

dimk(OC′,P/J
′
P ) =

t∑
i=1

dimk(OC′,Qi
/J ′Qi

)

e sendo tal igualdade válida para todo ponto da curva C temos que

[ϕ∗(OC′/J ′)] = ϕ∗Z
′. (3.1)

Por outro lado, da sequência exata natural

0 → J ′ → OC′ → OC′/J ′ → 0

e do fato que ϕ é um morfismo afim obtemos a sequência exata:

0 → ϕ∗J
′ → ϕ∗OC′ → ϕ∗(OC′/J ′) → 0.

Logo de (3.1) e da Proposição 1.28 segue que

ϕ∗Z
′ = [

ϕ∗OC′

ϕ∗J ′
] = W (ϕ∗OC′)−W (ϕ∗J

′).

Proposição 3.4. Seja ϕ : C ′ → C um morfismo finito de curvas e seja C o feixe
condutor associado a ϕ. Sejam ωC′ e ωC os feixes dualizantes das curvas C ′ e C.
Então:

ϕ∗ωC′ ' HomOC
(ϕ∗OC′ , ωC)

Demonstração. Sejam G := ϕ∗ωC′ e H := HomOC
(ϕ∗OC′ , ωC). Dado F um feixe

de OC-módulos coerente afirmamos que existe um isomorfismo funtorial:

HomOC
(F,G) ' HomOC

(F,H).
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De fato,

HomOC
(F, ϕ∗ωC′) ' HomOC′

(ϕ∗F, ωC′) (por adjunção)

' H1(C ′, ϕ∗F )∨ (por dualidade)

' H1(C,ϕ∗ϕ
∗F )∨ (pela finitude de ϕ)

' H1(C,F ⊗ ϕ∗OC′)∨ (pela fórmula da projeção)

' HomOC
(F ⊗ ϕ∗OC′ , ωC) (por dualidade)

' HomOC
(F,HomOC

(ϕ∗OC′ , ωC))

Tomando F = G, via o isomorfismo acima, podemos considerar φ : G → H
o homomorfismo correspondente a idG. Da mesma maneira, fazendo F = H
consideramos ψ : H → G o homomorfismo correspondente a idH . Obtemos dessa
maneira o seguinte diagrama comutativo:

HomOC
(G,G)

��

' // HomOC
(G,H)

��
HomOC

(H,G) ' // HomOC
(H,H)

onde os homomorfirmos verticais são dados via composição com ψ. Desse dia-
grama obtemos que φ◦ψ = idH . De forma inteiramente análoga, obtemos também
que ψ ◦ φ = idG. Logo G ' H.

Proposição 3.5. Seja ϕ : C ′ → C um morfismo birracional de curvas de Goren-
stein, e seja C o feixe condutor associado a ϕ. Sejam ωC′ e ωC os feixes dualizantes
das curvas C ′ e C. Então:

(i) ϕ∗ωC′ ' ωC ⊗ C;

(ii) COC′ é invert́ıvel.

Demonstração. (i) Da Proposição 3.4, sendo ωC invert́ıvel, temos que

ϕ∗ωC′ ' HomOC
(ϕ∗OC′ , ωC) ' ωC ⊗ C.

(ii) Do homomorfismo natural sobrejetivo ϕ∗ϕ∗ωC′ → ωC′ , e da Proposição 1.6,

obtemos o isomorfismo ωC′ ' ϕ∗ϕ∗ωC′
torção

. Logo,

COC′ =
ϕ∗C

torção
' ϕ∗(ϕ∗ωC′ ⊗ ω−1

C )

torção
' ωC′ ⊗ ϕ∗ω−1

C

e como ambas as curvas são de Gorenstein, segue que o feixe COC′ é in-
vert́ıvel.
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Lema 3.6. Seja ϕ : C ′ → C um morfismo birracional de curvas. Seja J um feixe
sem torção de posto um sobre C ′. Então, para todo n ≥ 0 temos:

ϕ∗(J
n) ' (ϕ∗J)n.

Demonstração. Pela Proposição 1.14, podemos ver J como um feixe de ideais
fracionários. Sendo assim basta ver que para cada aberto afim U de C temos
que:

ϕ∗(J
n)(U) = Jn(ϕ−1(U)) = J(ϕ−1(U))n = (ϕ∗J(U))n = (ϕ∗J)n(U)

sendo o produto tomado no corpo de funções das curvas C e C ′.

Lema 3.7. Seja ϕ : C ′ → C um morfismo birracional de curvas de Gorenstein e
seja C seu feixe condutor. Então:

W (Cn) = (2n− 1)W (C)

para todo n ≥ 1.

Demonstração. Observamos primeiramente que

dimk
OC,P

Cn
P

= dimk
OC′,P

Cn
P

− dimk
OC′,P

OC,P

para cada P ∈ C. Por outro lado, pela Proposição 3.5(ii), temos que

dimk
OC′,P

Cn
P

= dimk
OC′,P

Cn
POC′,P

= n dimk
OC′,P

CP

e sendo a curva C de Gorenstein, vale que dimk
OC′,P
OC,P

= dimk
OC,P

CP
pela Proposição

3.2. Logo,

dimk
OC,P

Cn
P

= (2n− 1) dimk
OC,P

CP

para todo ponto P ∈ C.

Lema 3.8. Seja ϕ : C ′ → C um morfismo birracional de curvas de Gorenstein.
Sejam M um feixe invert́ıvel em C ′ e s′ : OC′ → M um homomorfismo não
nulo de OC′-módulos. Seja Js′ o feixe de ideais do esquema de zeros de s′ (ver
Definição 1.7). Considere a composição

s : OC
ϕ]

−−−→ ϕ∗OC′
ϕ∗s′−−−→ ϕ∗M

onde ϕ] é o comorfismo. Seja Js o feixe de ideais do esquema de zeros de s. Logo,
vale a seguinte igualdade:

W (ϕ∗Js′)−W (Js) = 2W (ϕ∗OC′)
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Demonstração. Para cada homomorfismo de OC-módulos ϕ∗M → OC obtemos
um homomorfismo de OC-módulos ϕ∗M → ϕ∗OC′ via a composição com o comor-
fismo. Como ϕ é um morfismo finito, este corresponde a um homomorfismo de
OC′-módulos M → OC′ . Dessa forma obtemos o homomorfismo natural injetivo:

Js
'−−−→ HomOC

(ϕ∗M,OC) −−−→ ϕ∗HomOC′
(M,OC′)

'−−−→ ϕ∗Js′ .

Sendo M invert́ıvel em C ′, dado P ∈ C temos que Js′,P = fOC′,P para
alguma f ∈ K(C) = K(C ′). Podemos considerar portanto MP = 1

f
OC′,P e nesse

caso:
Js,P = {g ∈ K(C) | g

f
OC′,P ⊆ OC,P} = fCP

Como a curva C é de Gorenstein, temos que:

dimk
Js′,P

Js,P

= dimk
fOC′,P

fCP

= 2 dimk
OC′,P

OC,P

Obtemos finalmente uma fórmula relacionando os divisores de ramificação
R(V, I) e ϕ∗R(V, IOC′) :

Proposição 3.9. Sejam ϕ : C ′ → C um morfismo birracional de curvas de
Gorenstein e (V, I) um sistema linear fracionário de posto r sobre C. Então

R(V, I)− ϕ∗R(V, IOC′) = (r + 1)2W (ϕ∗OC′)− (r + 1)[
ϕ∗IOC′

I
]

onde (V, IOC′) é o sistema linear fracionário sobre a curva C ′ induzido por (V, I).

Demonstração. Pelo Lema 1.11 podemos tomar uma injeção φ : I → L, onde
L é um feixe invert́ıvel sobre C, a qual por sua vez induz um homomorfismo de
OC′-módulos injetivo φ′ : IOC′ → ϕ∗L.

Pela definição do divisor de ramificação de um sistema linear fracionário,
obtemos:

R(V, I) = R(V, L)− (r + 1)[Y ] (3.2)

R(V, IOC′) = R(V, ϕ∗L)− (r + 1)[Y ′] (3.3)

onde Y e Y ′ são os feixes de ideais imagens dos homomorfismo injetivos induzidos:

φL : I ⊗ L−1 → OC e φ′ϕ∗L : IOC′ ⊗ ϕ∗L−1 → OC′ .

De (3.2) e (3.3) obtemos:

R(V, I)− ϕ∗R(V, IOC′) = R(V, L)− ϕ∗R(V, ϕ∗L) + (r + 1)(ϕ∗[Y
′]− [Y ]) (3.4)
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Vamos primeiramente avaliar o divisor ϕ∗[Y
′] − [Y ]. Para isso considere o

seguinte diagrama:

I ⊗ L−1 θ−−−→ ϕ∗(IOC′ ⊗ ϕ∗L−1)

φL

y (φ′
ϕ∗L

)∗

y
OC

ϕ]

−−−→ ϕ∗OC′

onde θ é a composição do homomorfismo natural:

I ⊗ L−1 → ϕ∗(IOC′)⊗ L−1

com o isomorfismo dado pela fórmula da projeção:

ϕ∗(IOC′)⊗ L−1 ' ϕ∗(IOC′ ⊗ ϕ∗L−1)

Afirmamos que tal diagrama é comutativo. De fato, sendo ϕ birracional, os
homomorfismos (φ′ϕ∗L)∗ ◦ θ e ϕ] ◦ φL coincidem em um aberto denso de C. Logo,
pelo Corolário 1.4 são iguais.

Sendo assim, da comutatividade do diagrama acima e do Lema 3.3 obtemos
a seguinte igualdade:

[
ϕ∗(IOC′ ⊗ ϕ∗L−1)

I ⊗ L−1
] + ϕ∗Y

′ = Y +W (ϕ∗OC′)

e portanto, usando novamente a fórmula da projeção:

ϕ∗Y
′ − Y = W (ϕ∗OC′)− [

ϕ∗IOC′

I
] (3.5)

Falta portanto determinarmos o divisor R(V, L) − ϕ∗R(V, ϕ∗L). Denotemos

por M o feixe ω
(r+1

2 )
C′ ⊗ (ϕ∗L)r+1. O divisor de ramificação R(V, ϕ∗L) é o divisor

de zeros da seção Wronskiana s′ : OC′ → M relativa ao sistema linear (V, ϕ∗L)
ou, equivalentemente, se Js′ é feixe de ideais do esquema de zeros de s′ temos que
R(V, ϕ∗L) = −W (Js′). Pelo Lema 3.3 obtemos a igualdade:

ϕ∗R(V, ϕ∗L) = W (ϕ∗OC′)−W (ϕ∗Js′) (3.6)

Seja s a composição

s : OC
ϕ]

−−−→ ϕ∗OC′
ϕ∗s′−−−→ ϕ∗M

e seja Js o feixe de ideais do esquema de zeros de s. Usando a fórmula de projeção
juntamente com os isomorfismos dados pela Proposição 3.5(i) e pelo Lema 3.6
obtemos o isomorfismo

ϕ∗M ' ω
(r+1

2 )
C ⊗ C(r+1

2 ) ⊗ Lr+1 (3.7)
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Logo, segue de forma natural o seguinte diagrama:

OC

s

��

sL

&&LLLLLLLLLLL

ϕ∗M //
ω
(r+1

2 )
C ⊗ Lr+1

onde sL é a seção Wronskiana relativa ao sistema linear (V, L). Afirmamos que esse

diagrama é comutativo. De fato, a seção de ω
(r+1

2 )
C ⊗Lr+1 obtida pela composição

coincide com a seção sL no aberto denso onde ϕ é um isomorfismo. Como são
seções de um feixe invert́ıvel, pelo Corolário 1.4, têm que coincidir em toda a
curva.

Sendo assim, da comutatividade desse diagrama e de (3.7) obtemos:

R(V, L) = −W (Js)−W (C(r+1
2 )) (3.8)

Por outro lado, pelo Lema 3.8

−W (Js) = 2W (ϕ∗OC′)−W (ϕ∗Js′)

e pela igualdade (3.8) temos que:

R(V, L) = 2W (ϕ∗OC′)−W (ϕ∗Js′)−W (C(r+1
2 )).

Assim, pelo Lema 3.7, vale que

R(V, L) = −W (ϕ∗Js′) + (r(r + 1) + 1)W (ϕ∗OC′)

e de (3.6) chegamos a

R(V, L)− ϕ∗R(V, ϕ∗L) = r(r + 1)W (ϕ∗OC′)

Por fim, substituindo em (3.4) e utilizando (3.5) obtemos:

R(V, I)− ϕ∗R(V, IOC′) = (r + 1)2W (ϕ∗OC′)− (r + 1)[
ϕ∗IOC′

I
]

Estudaremos agora dois casos particulares mostrando que em ambos a fórmula
obtida na Proposição 3.9 pode ser simplificada.

Definição 3.10. Seja I um feixe sem torção de posto um em C. Tome uma injeção
I → L, onde L é um feixe invert́ıvel e considere J o feixe de ideais imagem do
homomorfismo injetivo induzido I ⊗L−1 → OC . Definimos BlIC, o blow-up de C
ao longo de I, como sendo o blow-up de C ao longo do subesquema definido por
J.
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Observação 3.11. Por [H1], Lema 7.9, p.161, a construção acima independe,
a menos de isomorfismo, da injeção tomada inicialmente. Também por [H1],
Proposição 7.16, p. 163, temos que BlIC é uma curva projetiva integral birra-
cional à curva C.

Supondo C uma curva tendo apenas pontos duplos como singularidades e
ϕ : C ′ → C o morfismo birracional associado a C ′ = BlIC, podemos aplicar a
fórmula dada na Proposição 3.9, pois nesse caso temos que C ′ também é uma
curva de Gorenstein.

Lema 3.12. Sejam C uma curva integral e I um feixe sem torção de posto
um sobre C. Seja P um ponto duplo de C. Então existem um único morfismo
birracional γ : C† → C que é trivial fora de P e um único feixe sem torção de
posto um I† sobre C† tal que I† é invert́ıvel em γ−1(P ) e γ∗I

† = I.

Demonstração. Ver [EGK], Lema 6.4(iii), p. 5988.

Lema 3.13. Sejam C uma curva tendo somente pontos duplos como singu-
laridades e I um feixe sem torção de posto um sobre C. Sejam C ′ = BlIC e
ϕ : C ′ → C o morfismo birracional correspondente. Então ϕ∗(IOC′) = I.

Demonstração. Observamos primeiramente que pela Proposição 1.14 podemos
considerar I como um feixe de ideais fracionários. Pelo Lema 3.12 sabemos que
existe uma curva C†, uma aplicação birracional γ : C† → C trivial nos pontos
onde I é invert́ıvel, e um feixe invert́ıvel I† sobre C† tal que γ∗I

† = I.
Sendo assim, a aplicação natural γ∗I → I† é sobrejetiva implicando em

γ∗I
torção

= I†, e portanto o feixe IOC† = γ∗I
torção

é invert́ıvel. Pela Proposição 7.14,
p. 164, em [H1], temos que γ se fatora por ϕ.

Suponha por absurdo que C† 6= C ′. Como IOC′ invert́ıvel em C ′ para algum
P ∈ C vale que:

IPOC′,P 6= (IPOC′,P )OC†,P

Por outro lado temos que:

IP ⊆ IPOC′,P ⊆ (IPOC′,P )OC†,P = IPOC†,P = IP

de onde tiramos uma contradição. Logo, C† = C ′ e portanto ϕ∗(IOC′) = I.

Proposição 3.14. Sejam C uma curva tendo somente pontos duplos como sin-
gularidades e (V, I) um sistema linear fracionário de posto r sobre C. Sejam
C ′ = BlIC e ϕ : C ′ → C a aplicação birracional associada. Então, vale que

R(V, I)− ϕ∗R(V, IOC′) = (r + 1)2W (ϕ∗OC′)

onde (V, IOC′) é o sistema linear fracionário sobre C ′ induzido por (V, I).

Demonstração. Basta usarmos o Lema 3.13 e a Proposição 3.9.
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Vamos mostrar agora que, no caso em que C ′ é não singular e (V, I) é um sis-
tema linear de fato, podemos recuperar, em caracteŕıstica zero, a fórmula obtida
em [GL], Proposição 1.6 e em [St], Observação 3.5.

Proposição 3.15. Sejam C uma curva de Gorenstein e ϕ : C ′ → C sua des-
singularização. Considere (V, I) um sistema linear de posto r e grau d sobre a
curva C. Então,

R(V, I)− ϕ∗R(V, IOC′) = r(r + 1)W (ϕ∗OC′)

onde (V, IOC′) é o sistema linear sobre C ′ induzido por (V, I).

Demonstração. Observamos novamente que podemos considerar I um feixe de
ideais fracionários. Sendo este feixe invert́ıvel, dado P um ponto da curva C
temos que IP = fOC,P para alguma f ∈ K(C) e portanto (IOC′)P = fOC′,P .

Logo, [
ϕ∗IOC′

I
] = W (ϕ∗OC′) e aplicando a Proposição 3.9 obtemos:

R(V, I)− ϕ∗R(V, IOC′) = r(r + 1)W (ϕ∗OC′)



Caṕıtulo 4

Feixes de jatos

O objetivo dessa seção é construir, para uma famı́lia de curvas de Gorenstein,
uma seção Wronskiana global que seja natural, ou seja, tal que sua restrição às
fibras coincida com as seções Wronkianas nas mesmas. Com isso, adquiriremos
ferramentas a fim de podermos estudar o comportamento de divisores de rami-
ficação em famı́lias de curvas.

Em [LT1], Laksov e Thorup mostram como as seções Wronskianas, e conse-
quentemente, pontos de ramificação de sistemas lineares, podem ser definidos em
uma famı́lia X/B de curvas lisas, em qualquer caracteŕıstica, usando os chama-
dos Sistemas de Wronski, constrúıdos nesse caso através dos Feixes de Partes
Principais da famı́lia. Sendo a famı́lia suave, tais feixes são localmente livres. No
caso singular, faz-se necessária uma substituição.

Isso é feito por alguns autores, entre os quais Esteves em [E1] no caso de
famı́lias de curvas localmente de interseção completa, não necessariamente ir-
redut́ıveis e em caracteŕıstica qualquer, e Gatto em [G1] e [G2] para famı́lias
de curvas estáveis em caracteŕıstica zero. Ambos constroem em cada caso um
homomorfismo natural:

ηX/B : Ω1
X/B → ωX/B

onde Ω1
X/B é o feixe de diferenciais relativas e ωX/B é o feixe dualizante relativo

da famı́lia. Tal homomorfismo dá origem uma OB-derivação:

d : OX → ωX/B

possibilitando a construção dos chamados feixes de jatos relativos a d. Dada uma
famı́lia de sistemas lineares definida sobre X/B, tais feixes de jatos permitem a
construção da seção Wronskiana desejada.

Usaremos aqui a construção feita por Laksov e Thorup em [LT2], supondo
a existência da aplicação natural acima mencionada no caso de uma famı́lia de
curvas de Gorenstein (a existência é garantida, por exemplo, no caso de uma
curva de Gorenstein devido à própria definição das diferenciais regulares e nos
casos acima citados). Mostraremos também que tal construção, quando restrita

33
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a uma fibra, no caso de um sistema linear “de fato”, nos fornece o divisor de
ramificação descrito na Seção 2.1.

4.1 Álgebras de jatos

Sejam R → A um homomorfismo de k-álgebras comutativas e M um A-
módulo livre de posto um. Seja d : A → M uma R-derivação, isto é, uma
aplicação R-linear satisfazendo

d(fg) = d(f)g + fd(g) para quaisquer f, g ∈ A

Por [LT2], (1.9), p. 399, para cada n ≥ 0 associa-se à derivação d uma R-
álgebra chamada álgebra de jatos, denotada por Jn, sendo J0 = A. Juntamente
com as álgebras de jatos, para cada n ≥ 0 temos um homomorfismo sobrejetivo
de R-álgebras:

r : Jn → Jn−1

e dois homomorfismos de R-álgebras:

ι, δ : A→ Jn

os quais comutam com r (cometendo aqui um abuso de notação ao suprimir os
ı́ndices relativos à cada R-álgebra Jn). Tais homomorfismos, por sua vez, dão a
cada Jn quatro estruturas de A-módulo, duas obtidas via multiplicação à direita,
as quais são denotadas por Jn

δ e Jn
ι , e duas via multiplicação à esquerda, denotadas

por δJ
n e ιJ

n. Observamos ainda que tais álgebras Jn não são comutativas.
Para cada n ≥ 1 existe também um homomorfismo injetivo de A-módulos

(segundo qualquer uma das estruturas consideradas):

i : M → Jn

comutanto com as sobrejeções r.

Proposição 4.1. A multiplicação em Jn induz para cada n ≥ 1 um homomor-
fismo natural

in : M⊗n → Jn

que é A-linear com respeito às quatro estruturas de A-módulo de Jn. A sequência:

0 −−−→ M⊗n in−−−→ Jn r−−−→ Jn−1 −−−→ 0

é exata para todo n ≥ 1 e para qualquer uma das quatro estruturas de A-módulo.

Demonstração. Ver [LT2], (1.11), p. 400.
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Se ε é um gerador para o A-módulo livre M, a R-derivação d induz uma
R-derivação D : A→ A dada por:

d(f) = D(f)ε

Seja Di a composição i vezes da aplicação D. Identificando M com a imagem
da aplicação i : M → Jn e o anel A com sua imagem via ι obtemos o seguinte
resultado:

Proposição 4.2. Sob qualquer uma das quatro estruturas, Jn é um A-módulo
livre com base 1, ε, ε2, ..., εn. Mais ainda, a aplicação δ : A→ Jn é descrita nessa
base por:

δ(f) = f +D(f)ε+ ...+Dn(f)εn

Demonstração. Ver [LT2], Proposição 2.2, p. 402.

As álgebras de jatos podem ser consideradas com um novo produto, chamado
de produto shuffle ([LT2], Definição 2.4) e o qual será denotado por ∗ . Pela
Proposição 3.3 em [LT2], Jn torna-se, com esse produto, uma álgebra comutativa
e as aplicações ι, δ : A→ Jn homomorfismos de R-álgebras comutativas. Mostra-
se ainda que:

f ∗ x = fx e δ(f) ∗ x = xδ(f).

para cada f ∈ A e cada x ∈ Jn. Além disso, como

ε∗i = i!εi

para todo i = 1, · · · , n, a base de Jn como A-módulo livre passa a ser dada por:

1, ε,
ε∗2

2!
, ...,

ε∗n

n!

4.2 Globalização: feixes de jatos

Neste trabalho, por uma famı́lia de curvas X/B entendemos um morfismo
f : X → B plano, projetivo, onde B = Spec(R), sendo R um domı́nio e a fibra
X(b) uma curva geometricamente integral para todo b ∈ B. Observamos que
nesse caso, por [M], Corolário 23.9, p. 184, X é um esquema reduzido e pelo
Teorema 8, Seção I.6.3, em [Sh], é também irredut́ıvel. Dado b ∈ B, denotaremos
por I(b) a restrição de um feixe de OX-módulos I à fibra X(b).

Sejam f : X → B uma famı́lia de curvas e M um feixe de OX-módulos
localmente livre de posto um. Seja d : OX →M uma OB-derivação.

De acordo com [LT2], em 3.5, p. 419, as construções descritas na Seção 4.1,
inclusive o produto shuffle, se globalizam. Como observado no mesmo artigo em
3.8, p. 410, associados à derivação d existem portanto para todo n ≥ 0 feixes de
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OB-álgebras definidos em X chamados feixes de jatos e denotados por J n, sendo
J 0 = OX , e cujas construções comutam com mudança de base B′ → B.

Juntamente com os feixes de jatos, para cada n ≥ 0 temos homomorfismos
sobrejetivos de álgebras:

r : J n → J n−1

e dois homomorfismos de álgebras:

ι, δ : OX → J n

os quais comutam com r. Existem também homomorfismos injetivos de OX-
módulos:

i : M→ J n

sendo que a multiplicação em J n induz para cada n ≥ 1 um homomorfismo
natural de OX-módulos:

in : M⊗n → J n,

obtendo-se a sequência exata:

0 −−−→ M⊗n in−−−→ J n r−−−→ J n−1 −−−→ 0 (4.1)

Sob qualquer uma das estruturas dadas por ι e δ, o feixe J n é um OX-módulo
localmente livre de posto n+1 com base descrita localmente pela Proposição 4.2.

Estaremos considerando J n com o produto shuffle, e portanto como uma
OX-álgebra comutativa com duas estruturas de OX-módulo dadas pelos homo-
morfismos ι e δ.

Definição 4.3. Seja I um feixe de OX-módulos. Definimos o I-Jato torcido
como:

J n(I) = J n
δ ⊗OX

I,
vendo-o como um feixe de OX-módulos à esquerda via ι : OX → J n.

Observamos que, dado um homomorfismo de OX-módulos I → F , obtemos
homomorfismos naturais:

J n(I) → J n(F)

comutando com rI = r ⊗ idI e rF = r ⊗ idF .
Tensorizando (4.1) por I, e usando que J n é localmente livre para todo n

obtemos a seguinte sequência exata:

0 −−−→ M⊗n ⊗ I
inI−−−→ J n(I)

rI−−−→ J n−1(I) −−−→ 0 (4.2)

onde inI = in ⊗ idI .
Um feixe coerente de OX-módulos I é dito sem torção de posto um sobre

X/B se I é plano sobre B e I(b) é um feixe sem torção de posto um sobre X(b)
para qualquer b ∈ B. Observamos que, se I é sem torção de posto um em X/B,
então I é sem torção de posto um em X.
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Lema 4.4. Seja I um feixe sem torção de posto um em X/B. Então para todo
n ≥ 0 existe um homomorfismo funtorial injetivo:

vn(I) : In+1 ⊗M⊗(n+1
2 ) →

∧n+1 J n(I)

T (
∧n+1 J n(I))

Mais ainda, quando I é invert́ıvel, vn(I) é um isomorfismo.

Demonstração. Mostraremos o Lema fazendo indução em n. Para n = 0 o resul-
tado é imediato. Suponhamos então que existe um homomorfismo injetivo:

vn−1(I) : In ⊗M⊗(n
2) →

∧n J n−1(I)

T (
∧n J n−1(I))

A partir da sequência exata:

0 −−−→ M⊗n ⊗ I
inI−−−→ J n(I)

rI−−−→ J n−1(I) −−−→ 0 (4.3)

constrúımos o homomorfismo:

φn(I) :
n∧
J n−1(I)⊗M⊗n ⊗ I →

∧n+1 J n(I)

T (
∧n+1 J n(I))

definido localmente, módulo torção, por:

ν1 ∧ ... ∧ νn ⊗ s 7→ µ1 ∧ ... ∧ µn ∧ inI(s)

onde νi = rI(µi) , µi seção local de J n(I) para todo i = 1, ..., n, e s seção local
de M⊗n ⊗ I.

Pela exatidão da sequência (4.3), para mostrarmos que tal aplicação está
bem definida basta mostrarmos que um elemento não nulo do tipo:

inI(s1) ∧ inI(s2) ∧ µ1 ∧ ... ∧ µn−1

está em T (
∧n+1 J n(I)). E isso vale pois, de fato, um elemento de tal tipo, nos

pontos em que I é invert́ıvel, é necessariamente nulo. Após removida a torção,
obtemos um homomorfismo injetivo:

φ̃n(I) :

∧n J n−1(I)⊗M⊗n ⊗ I
T (

∧n J n−1(I)⊗M⊗n ⊗ I)
→

∧n+1 J n(I)

T (
∧n+1 J n(I))

Tensorizamos vn−1(I) pela identidade emMn⊗I e compomos com a projeção
obtendo:

(M(n
2) ⊗ In)⊗ (Mn ⊗ I) →

∧n J n−1(I)⊗ (Mn ⊗ I)

T (
∧n J n−1(I)⊗Mn ⊗ I)
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Finalmente, compondo com φ̃n(I) e removendo a torção do domı́nio obtemos um
homomorfismo

vn(I) : In+1 ⊗M⊗(n+1
2 ) →

∧n+1 J n(I)

T (
∧n+1 J n(I))

o qual, sendo um homomorfismo não nulo de feixes sem torção de posto um
definido em um esquema integral X, pela Proposição 1.2 é injetivo. A funtoriali-
dade segue da própria construção da aplicação vn(I).

Por fim, observamos que, no caso em que I é invert́ıvel, a sequência (4.3) é
uma sequência exata de feixes localmente livres, e nesse caso é sabido que φn(I)
é um isomorfismo, o que vai implicar pela construção feita que vn(I) também é
um isomorfismo.

4.3 Construção da seção Wronskiana em famı́lias

Sejam X/B uma famı́lia de curvas de Gorenstein, Ω1
X/B o feixe de diferenciais

relativo e ωX/B o dualizante relativo da famı́lia. Temos que nesse caso ωX/B é
invert́ıvel. Vamos supor que exista um homomorfismo natural:

ηX/B : Ω1
X/B → ωX/B

que seja um isomorfismo nos pontos suaves de X/B. Considerando a composição
com a derivação exterior obtemos uma OB-derivação:

d : OX → ωX/B

Constrúımos então os feixes de jatos J n descritos anteriormente, considera-
dos com o produto shuffle mencionado, o que os torna OX-álgebras comutativas.
Tais feixes serão usados para a construção da seção Wronskiana desejada.

Seja I um feixe de OX-módulos. A partir do homomorfismo δ : OX → J n

obtemos uma aplicação:

δI = δ ⊗ idI : OX ⊗ I −→ J n(I)

Observamos que tal aplicação é OX- linear com respeito a δ, mas não é OX-linear
segundo a estrutura que estamos considerando em J n(I) de OX-módulo, dada
por ι. Sendo δ uma aplicação OB-linear temos que:

δI : I → J n(I)

é um homomorfismo de f−1(OB)-módulos via a estrutura deOX-módulo de J n(I)
dada por δ. Consideramos então o homomorfismo de OX-módulos:

θI : OX ⊗f−1(OB) I → J n(I)
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localmente definido por:
g ⊗m 7→ ι(g)δI(m) (4.4)

Dado V ⊆ f∗I subfeixe deOB-módulos localmente livre obtemos uma aplicação
correspondente:

f−1V → I
Tensorizando por OX como Of−1(OB)-módulo e compondo com θI obtemos um
homomorfismo de OX-módulos:

f ∗V = OX ⊗Of−1(OB)
f−1V −→ J n(I)

Quando o posto de V é n + 1, ao tomar o produto exterior
∧n+1 de ambos os

lados obtemos a chamada seção Wronskiana:

sI :
n+1∧

f ∗V →
n+1∧

J n(I)

Observamos que, devido às propriedades do produto tensorial e do fato de
que a construção das álgebras de jatos e seus homomorfismos associados comuta
com mudança de base e é funtorial, podemos concluir que a construção da seção
Wronskiana por sua vez também comuta com mudança de base e é funtorial.

4.4 O caso de uma curva

Olhemos agora para o caso em que B = Spec(k), ou seja, X = C é uma
curva de Gorenstein. Nesse caso, temos um homomorfismo de OC-módulos:

η : Ω1
C → ωC

o qual nos fornece a derivação d : OC → ωC , e por conseguinte feixes de jatos J n

relativos a essa derivação.
Seja I um feixe sem torção de posto um definido sobre C. Nesse caso podemos

dizer um pouco mais da aplicação vn(I) definida no Lema 4.4.

Lema 4.5. Sejam C uma curva de Gorenstein e I um feixe sem torção de posto
um sobre C. Então para todo n ≥ 0 o homomorfismo:

vn(I) : In+1 ⊗ ω
⊗(n+1

2 )
C →

∧n+1 J n(I)

T (
∧n+1 J n(I))

é um isomorfismo.

Demonstração. Observamos primeiramente que a fim de mostrarmos a sobreje-
tividade, podemos fazê-lo localmente. Seja π : C̃ → C a normalização da curva C
e seja P um ponto da curva C. A menos de isomorfismo de A-módulos, podemos
supor que IP é um ideal de OC,P .



CAPÍTULO 4. FEIXES DE JATOS 40

Denotemos por A e B os anéis locais OC,P e O eC,P . Podemos ainda assumir
que CP ⊆ IP , onde CP é o ideal condutor da normalização. De fato, temos que
Ic
PB = bB para algum b ∈ Ic

P , onde Ic
P = (A : IP ), valendo portanto as inclusões:

A ⊆ 1

b
Ic
P ⊆ B

Dualizando, obtemos pelo Corolário 1.36:

CP ⊆ bIP ⊆ A

Logo, trocando IP por bIP podemos supor que CP ⊆ IP .
Seja agora h ∈ A tal que CP = hB. Então, pela Proposição 3.5(i), temos

que ωC,P é gerado por ε = 1
h
dz, onde dz é um gerador do B-módulo ω eC,P . Seja

D : A→ A a derivação dada por d(f) = D(f)ε para todo f ∈ A. Então D é dada
por D = hDz, onde Dz : B → B é a derivação induzida por dz. Sendo assim:

D(IP ) = hDz(IP ) ⊆ hDz(A) ⊆ hB = CP

e portanto, sob as hipóteses acima feitas, obtemos que D(IP ) ⊆ IP .
Olhando a prova do Lema 4.4 observamos que, por indução, para mostrarmos

a sobrejetividade de vn(I) basta mostrarmos a sobrejetividade da aplicação:

φn :
n∧
J n−1(I)⊗M⊗n ⊗ I →

∧n+1 J n(I)

T (
∧n+1 J n(I))

definida localmente a partir da sequência exata (4.3) por:

ν1 ∧ ... ∧ νn ⊗ s 7→ µ1 ∧ ... ∧ µn ∧ inI (s)

onde νi = rI(µi) para todo i = 1, ..., n. Ou seja, pela Proposição 4.2, basta então
mostrarmos que todo elemento do tipo:

γ = (ε∗i0 ⊗ a0) ∧ · · · ∧ (ε∗in ⊗ an) (módulo torção)

onde a0, · · · , an ∈ IP e 0 ≤ i0, · · · , in ≤ n, está na imagem de φn.

Vendo os elementos de
Vn+1 Jn(IP )

torção
como elementos de

∧n+1 Jn(A), temos que:

ε∗k ⊗ a = (ε∗kδ(a))⊗ 1 =
n∑

m=0

Dm(a)

m!
ε∗(m+k) ⊗ 1

Portanto γ pode ser escrito como uma combinação linear de termos da forma:

(
n∏

m=0

Djm(am)

jm!
)(ε∗(i0+j0) ⊗ 1) ∧ · · · ∧ (ε∗(in+jn) ⊗ 1)
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onde 0 ≤ j0, · · · , jn ≤ n. Usando o fato de que Dj(IP ) ⊆ IP , e também as
propriedades do produto exterior, basta mostrarmos então que termos do tipo:

(
n∏

m=0

bm)(1⊗ 1) ∧ (ε⊗ 1) ∧ · · · ∧ (ε∗n ⊗ 1)

onde b0, · · · , bn são elementos de IP , estão na imagem desejada. Observamos
agora que, sendo:

a(ε∗k ⊗ 1) = ε∗k(δ(a)−
n∑

m=1

Dm(a)

m!
ε∗m)⊗ 1

= ε∗k ⊗ a−
n∑

m=1

Dm(a)

m!
(ε∗(m+k) ⊗ 1)

para a um elemento qualquer de A temos que:

(
n∏

m=0

bm)(1⊗ 1) ∧ (ε⊗ 1) ∧ · · · ∧ (ε∗n ⊗ 1) = (1⊗ b0) ∧ · · · ∧ (ε∗n ⊗ bn) + β

onde β é uma combinação linear de termos da forma:

(
n∏

m=0

Djm(bm))(ε∗j0 ⊗ 1) ∧ · · · ∧ (ε∗(n+jn) ⊗ 1)

para 0 ≤ j0, · · · , jn ≤ n satisfazendo j0 + · · ·+ jn > 0. Como pelo menos um dos
jm é positivo, irão existir dois inteiros m1,m2 tais que m1 + jm1 = m2 + jm2 , e
portanto β = 0, implicando que γ pertence à imagem da aplicação φn.

Sejam I um feixe invert́ıvel e (V, I) um sistema linear de posto n definido
sobre C. Repetindo a construção da Seção 4.3 obtemos a seção Wronskiana:

s :
n+1∧

V ⊗OC →
n+1∧

J n(I)

Vamos dar uma descrição local desse homomorfismo a fim de mostrar que seu
divisor de zeros nos fornece o divisor de ramificação do sistema linear (V, I)
segundo a definição dada por Lax e Widland em [LW], a qual aparece na Seção
2.1.

Sejam l e ε geradores dos OC,P -módulos livres IP e ωC,P respectivamente em
um ponto P da curva C. Logo, pela Proposição 4.2, fazendo-se as identificações
necessárias e considerando J n com o produto shuffle, temos que

1⊗ l, ε⊗ l, ...,
ε∗n

n!
⊗ l
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formam uma base para o OC,P -módulo livre J n(I)P .
Usando a descrição local de δI dada pela Proposição 4.2, obtemos:

δI,P (fl) = 1⊗ fl = δ(f)⊗ l = (f +Dfε+ ...+
Dnf

n!
ε∗n)⊗ l

= f(1⊗ l) +Df(ε⊗ l) + ...+
Dnf

n!
(ε∗n ⊗ l)

Sejam v1, ..., vn+1 ∈ V formando uma base para o k-espaço vetorial V. Logo,
vi,P = fil para todo i = 1, ..., n + 1. Nesse caso, a seção s é descrita localmente
como o determinante da matriz:

f1 f2 · · · fn+1

Df1 Df2 · · · Dfn+1
...

...
...

Dnf1

n!
Dnf2

n!
... Dnfn+1

n!


Portanto, comparando com a definição dada na Seção 2.1, vemos que tal seção

nos fornece como divisor de zeros exatamente o divisor de ramificação definido
por Lax e Widland em [LW].



Caṕıtulo 5

Famı́lias de curvas

Após definirmos de forma intŕınseca o divisor de ramificação de um sistema
linear fracionário sobre uma curva, queremos estudar o comportamento desse
divisor em famı́lias, justificando assim a sua definição. Queremos mostrar que se
o sistema linear fracionário (V, I) é limite de sistemas lineares em uma famı́lia
de curvas, então o divisor de ramificação R(V, I) é por sua vez o limite dos
divisores de ramificação correspondentes. Ainda que como subesquema o limite
seja variável, o que veremos em exemplo a seguir, como divisor de Weil o limite
está bem definido e coincide com a definição feita anteriormente.

Mostraremos ainda que existe uma “parte esquemática” do divisor R(V, I),
a qual é invariante por deformações e que chamaremos de divisor básico de ram-
ificação.

Vamos agora tornar nossas afirmações mais precisas e mostrar alguns resul-
tados auxiliares que nos permitam demonstrá-las.

5.1 O Divisor básico de ramificação

Sejam C uma curva de Gorenstein de gênero aritmético g e (V, I) um sistema
linear fracionário de posto r e grau d definido sobre C. Denotaremos por Sing(I)
o conjunto dos pontos de C onde I não é invert́ıvel. Como I é sem torção temos
que Sing(I) ⊆ Sing(C).

Na Seção 4, vimos que a partir dos feixes de jatos J n associados a uma
derivação d : OC → ωC podemos definir a seção Wronskiana

s :
r+1∧

V ⊗OC −→
∧r+1 J r(I)

torção
.

Seja R(V, I) o esquema de zeros da seção Wronskiana, e seja JI seu feixe de
ideais. Chamaremos tal subesquema de C de divisor básico de ramificação do
sistema linear fracionário (V, I).

43
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Observação 5.1. Pelo Lema 4.5, temos que
Vr+1 J r(I)

torção
' Ir+1⊗ω⊗(r+1

2 )
C e portanto

JI ' Hom(Ir+1 ⊗ ω
⊗(r+1

2 )
C ,OC). Como C é Gorenstein, pelo Corolário 1.36, vale

que:

deg[R(V, I)] = deg(Ir+1 ⊗ ω(r+1
2 )).

A fim de avaliarmos o grau do divisor R(V, I) precisamos avaliar o grau de Ir+1,
o que somente será feito posteriormente sob a hipótese de que I é limite de feixes
invert́ıveis em uma dada famı́lia. Nesse caso veremos que vale a desigualdade

deg(R(V, I)) ≤ (r + 1)d+

(
r + 1

2

)
(2g − 2).

Queremos agora estudar a relação entre R(V, I) e o divisor de ramificação
R(V, I). Pela Proposição 1.11 podemos tomar uma injeção φ : I → L, onde L é
um feixe invert́ıvel. De acordo com a Proposição 1.6, a aplicação induzida

φr+1 : Ir+1 → Lr+1

também é injetiva. Tensorizando as aplicações φ e φr+1 pelos feixes L−1 e L−(r+1)

respectivamente obtemos os homomorfismos injetores

I ⊗ L−1 → OC e Ir+1 ⊗ L−(r+1) → OC .

Sejam IY e IY r+1 os feixes de ideais imagens dessas injeções, onde Y e Y r+1 são
os subesquemas dados por tais feixes. Isso feito obtemos o seguinte:

Proposição 5.2.

(i) A relação entre o divisor de ramificação R(V, I) e o divisor básico R(V, I)
é dada pela seguinte igualdade:

R(V, I) = [R(V, I)] + [Y r+1]− (r + 1)[Y ];

(ii) Seja JL o feixe de ideais de R(V, L). Então o feixe de ideais JI é dado em
cada P ∈ C por:

(JL,P : IY r+1,P )

Demonstração. Pela funtorialidade das construções, da injeção I → L obtemos o
seguinte diagrama comutativo composto de aplicações injetivas:

OC

sI
��

sL

((PPPPPPPPPPPPP

Ir+1 ⊗ ω
(r+1

2 )
C

φr+1⊗id//
Lr+1 ⊗ ω

(r+1
2 )

C
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Como o feixe Lr+1 ⊗ ω
(r+1

2 )
C é invert́ıvel, pela comutatividade do diagrama

acima obtemos que para cada P ∈ C vale a igualdade:

J c
I,PJL,P = IY r+1,P

Portanto, como JL é localmente principal, temos pela Proposição 1.26 que

−[Y r+1] = [R(V, I)]−R(V, L)

ou seja,
R(V, I) = [R(V, I)] + [Y r+1]− (r + 1)[Y ].

Obtemos ainda que o feixe de ideais de R(V, I) é dado em cada P ∈ C por:

JI,P = (OC,P : J c
I,P ) = (OC,P : IY r+1,PJ

c
L,P ) = (JL,P : IY r+1,P ).

Observação 5.3. Vemos que o suporte de R(V, I) − [R(V, I)] está contido em
Sing(I), apesar de não conseguirmos dizer se tal inclusão pode ser própria. Tam-
bém não conseguimos afirmar que R(V, I) é um divisor positivo. Na verdade,
tudo passa pela dificuldade em avaliarmos para cada P ∈ Sing(I) a diferença:

n dimk(
OC,P

J
)− dimk(

OC,P

Jn
)

quando J ⊂ OC,P é um ideal próprio.

Exemplo 5.4. Voltemos ao Exemplo 2.9 onde C é a curva nodal plana dada pela
equação y2z−x2z−x3 = 0 e (V, I) é o sistema linear fracionário dado pelas retas
passando pelo ponto P = (0 : 0 : 1), onde I = OC(1)⊗MP . Tomando novamente
L = OC(1) vemos que, no aberto afim z 6= 0, o feixe de ideais que define o divisor
de ramificação do sistema linear (V, L) é dado pela equação:

3x3 + 2x2 − 2y2 = 0

ou seja x3 = 0. Nesse caso, sendo Y 2 o subesquema dado pelo feixe de ideais M2
P ,

vemos que R(V, I) é dado em P por (x3 : (x, y)2) = (x, y)2. Logo R(V, I) = Y 2.

5.2 Comportamento em famı́lias

Seja f : X → B uma famı́lia de curvas de Gorenstein, onde B = Spec(R),
sendo R um domı́nio de valorização discreta, η seu ponto genérico e s seu ponto
especial. Suponha que a fibra especial X(s) seja a curva C. Como já foi observado
na Seção 4.2, nesse caso temos que X é reduzido e irredut́ıvel.

Lembramos também que sendo R um domı́nio de ideais principais, um feixe
de OX-módulos F é plano sobre B se, e somente se, f∗F é sem torção sobre B.
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Definição 5.5. Sejam I um feixe sem torção de posto um sobre X/B e V ⊆ f∗I
um OB-subfeixe localmente livre de posto r+1. Dizemos que (V , I) é uma famı́lia
de sistemas lineares em X/B se a aplicação composta:

V(s) −→ f∗I(s) −→ H0(X(s), I(s))

é injetiva.

Observação 5.6. Nesse caso, sendo I plano sobre B = Spec(R) e R um anel de
valorização discreta, o próprio feixe de OB-módulos f∗I é sem torção e portanto
um feixe localmente livre.

Definição 5.7. Dizemos que o sistema linear fracionário (V, I) é limite de sis-
temas lineares em X/B se existe uma famı́lia de sistema lineares (V , I) tal que
I(s) = I, V(s) = V e também que I(η) seja invert́ıvel sobre X(η).

Suponhamos então que (V, I) é limite de sistemas lineares na famı́lia X/B.
Seja Rη o subesquema de X(η) representando o divisor de ramificação do sistema
linear (V(η), I(η)). Pela Proposição 9.8, p. 258 em [H1], o fecho esquemático R
de Rη em X é plano sobre B. O divisor limite da famı́lia de sistemas lineares
(V , I) será dado portanto por [R(s)]. Nosso objetivo agora é provar que:

[R(s)] = R(V, I)

além de mostrar também que R(V, I) é um subesquema de R(s). Para efetuar
essa comparação vamos supor a existência de um homomorfismo natural

ηX/B : Ω1
X/B → ωX/B,

onde Ω1
X/B é o feixe de diferenciais relativas e ωX/B é o feixe dualizante relativo

da famı́lia X/B, lembrando que, sendo a famı́lia de Gorenstein, ωX/B é um feixe
invert́ıvel em X.

Pelo Caṕıtulo 4 existem feixes de OX-álgebras J n associados a derivação
d : OX → ωX/B, induzida por ηX/B, juntamente com homomorfismos sobrejetivos
de álgebras:

r : J n → J n−1

Vimos que, dados I feixe sem torção de posto um em X/B e V ⊆ f∗I subfeixe
localmente livre de posto r+1, os feixes de jatos nos permitem definir a chamada
seção Wronskiana

s :
n+1∧

f ∗V →
n+1∧

J n(I),

cuja construção, como já foi observado na Seção 4.3, é funtorial e comuta com
mudança de base. Vamos agora utilizá-la para estudarmos limite dos divisores de
ramificação dessa famı́lia na fibra especial C.

Precisaremos também de alguns resultados preliminares a fim de mostrarmos
que, nesse caso, o divisor limite coincide com o divisor R(V, I) definido intrinse-
camente na curva.
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Lema 5.8. Sejam X/B uma famı́lia de curvas e F feixe coerente sobre X plano
sobre B. Seja φ : H → F um homomorfismo de feixes coerentes sobre X e
considere G := coker (φ). Seja b ∈ B. São equivalentes:

(i) φ(b) : H(b) → F(b) é injetivo;

(ii) Existe uma vizinhança U de b tal que φ|f−1(U) é injetivo e G|f−1(U) é plano
sobre U.

Demonstração. Ver [E2], Lema (2.10).

Lema 5.9. Seja X/B uma famı́lia de curvas de Gorenstein onde B = Spec(R),
sendo R um domı́nio de valorização discreta. Sejam η o ponto genérico de B e s
o ponto especial. Seja I feixe sem torção de posto um sobre X/B. Então existem
um feixe invert́ıvel L sobre X e uma injeção ϕ : I → L com cokernel plano sobre
B.

Demonstração. Observamos primeiramente que, pelo Teorema de Serre, existe
um inteiro m tal que que Hom(I(s),OX(s)(m)) é gerado por seções globais. Con-
sidere portanto um homomorfismo não nulo ϕs : I(s) → OX(s)(m). Vamos
mostrar que ϕs se levanta a uma aplicação ϕ : I → OX(m).

Da sobrejeção natural

H0(X,Hom(I,OX(m))) −→ H0(X,Hom(I,OX(m)))(s),

vemos que basta mostrarmos o isomorfismo

H0(X,Hom(I,OX(m)))(s) ' H0(X(s), Hom(I(s),OX(s)(m))).

De fato, por [AK1], (6.5.3), p. 96, temos que Ext1(I, ωX/B) = 0. Como a
famı́lia é de Gorenstein, ωX/B é invert́ıvel e portanto:

Ext1(I,OX(m)) = 0.

Logo pelo Teorema (1.9)(ii) de [AK1], p. 59, sendo Ext1(I,OX(m)) plano sobre
B vale a mudança de base

Hom(I,OX(m))(b) ' Hom(I(b),OX(b)(m)).

para todo b ∈ B. Por outro lado, por Serre, podemos supor também que m é tal
que para qualquer b ∈ B vale que:

H1(X(b), Hom(I(b),OX(b)(m))) = 0

Logo, pelo Teorema 12.11, em [H1], p. 290, se F := Hom(I,OX(m)) e b ∈ B, a
aplicação

R1f∗(F)⊗ k(b) −→ H1(X(b),F(b))
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é sobrejetiva e portanto um isomorfismo. Sendo assim, R1f∗(F) = 0 o que, pelo
mesmo Teorema, implica que

f∗(F)⊗ k(s) −→ H0(X(s),F(s))

é um isomorfismo. Logo

f∗(F)⊗ k(s) = H0(X,F)(s) ' H0(X(s), Hom(I(s),OX(s)(m)))

como queŕıamos mostrar.
Por fim, como ϕs é injetiva, pois I(s) é sem torção de posto um, pelo Lema

5.8 temos que ϕ é também injetiva e seu cokernel é plano sobre B.

Lema 5.10. Sejam X/B uma famı́lia de curvas onde B = Spec(R), sendo R um
domı́nio de valorização discreta. Seja η o ponto genérico de B. Sejam H feixe
coerente sobre X e uη : H(η) → G um homomorfismo sobrejetivo. Então existe
um único quociente u : H → G estendendo uη e tal que G é plano sobre B

Demonstração. Seja ι : X(η) → X a aplicação de inclusão. A sobrejeção uη induz
a composição

u : H −→ ι∗H(η) −→ ι∗G,

sendo a primeira aplicação, a adjunta da identidade. Seja G a imagem de u.
Obtemos assim o seguinte diagrama comutativo:

ι∗H = H(η)

u(η)

��

uη

''PPPPPPPPPPPP

ι∗G j // ι∗ι∗G = G

Como ι é uma inclusão de um aberto, temos que j também é uma inclusão.
Sendo uη e u(η) sobrejeções obtemos portanto que ι∗G = G. Como G(X(η)) é
um módulo sobre o corpo de frações de R, temos que ι∗G é um feixe sem torção
sobre B, e portanto G também o é. Logo, como R é um domı́nio de valorização
discreta, G é plano sobre B.

Suponhamos que exista um outro quociente H → F com as mesmas pro-
priedades. Observando o diagrama comutativo:

H −−−→ Fy h

y
ι∗ι

∗H −−−→ ι∗ι
∗F = ι∗G

vemos que h(F) = u(H) = G. Por outro lado, como F é plano sobre B, o
homomorfismo h é injetivo. Logo, F ' G.
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Lembramos que, dado V um subesquema de X, podemos definir a mul-
tiplicidade geométrica em V de um subesquema integral F ⊂ X como sendo
mV (F ) = 0, no caso em que F não é uma componente irredut́ıvel de V ou, caso
contrário, como mV (F ) = `(AP), onde A := OV,Q, sendo Q um ponto de F e P
o primo minimal de A correspondente à componente F.

Lema 5.11. Sejam R um domı́nio de valorização discreta e B = Spec(R). Sejam
s o ponto especial e η o ponto genérico de B. Sejam X/B uma famı́lia de curvas
e V um subesquema finito e plano sobre B. Então, se Q ∈ V (s) vale que:

mV (s)(Q) =
∑

F

mV (F )mF (s)(Q),

onde a soma percorre todos os subesquemas integrais F de X que sejam planos e
finitos sobre B.

Demonstração. Sejam Q ∈ V (s) e A := OV,Q. Sejam V1, . . . , Vl as componentes
irredut́ıveis de V passando por Q e P1, . . . ,Pl os primos minimais de A cor-
respondentes. Seja t ∈ R um parâmetro local. Como V é plano sobre B, temos
que t não é um divisor de zero em A. Segue de [F], Lema A.2.7, p. 410, que

`(A/tA) =
l∑

i=1

`(APi
)`(A/(Pi + tA)). (5.1)

e portanto, em termos de multiplicidades geométricas, obtemos

mV (s)(Q) =
l∑

i=1

mV (Vi)mVi(s)(Q). (5.2)

Note que, sendo V plano sobre B = Spec(R) e R um domı́nio de valorização
discreta, nenhuma componente irredut́ıvel de V está contida em X(s). Logo, cada
Vi é também plano e finito sobre B. Por outro lado, se F é um subesquema integral
de X, e F é plano e finito sobre B então F = Vi para algum i se e somente se
F ⊆ V e Q ∈ F (s). Logo, podemos reescrever (5.2) como

mV (s)(Q) =
∑

F

mV (F )mF (s)(Q), (5.3)

onde a soma percorre todos os subesquemas integrais F de X que sejam planos
e finitos sobre B.

Proposição 5.12. Seja X/B uma famı́lia de curvas onde B = Spec(R), sendo
R um domı́nio de valorização discreta. Seja η o ponto genérico de B e s o ponto
especial. Sejam Y , Z e W subesquemas de X finitos e planos sobre B. Suponha
que W (η) = Y (η)∪Z(η) esquematicamente. Se Y (η) é localmente principal onde
Z(η) não é, então:

[W (s)] = [Y (s)] + [Z(s)].
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Demonstração. Como W, Y e Z são planos e finitos sobre B e W (η) = Y (η) ∪
Z(η), o suporte de W é o mesmo que o de Y ∪ Z. Logo, basta mostrarmos que
vale

mW (s)(Q) = mY (s)(Q) +mZ(s)(Q)

para todo Q ∈ W (s) e pelo Lema 5.11, basta mostrarmos que

mW (F ) = mY (F ) +mZ(F ) (5.4)

para toda subesquema integral F de X que seja plano e finito sobre B. Seja então
um tal F , e seja P seu ponto genérico. Seja S := OX,P . Sejam I e J os ideais
de Y e Z em S. Como F é plano sobre B, o ponto P pertence a X(η). Logo,
como W (η) = Y (η) ∪ Z(η) esquematicamente, o ideal de W em S é o produto
IJ . Logo (5.4) é equivalente a:

`(S/IJ) = `(S/I) + `(S/J). (5.5)

Como P ∈ X(η), ou Y ou Z é localmente principal em P . Portanto, ou I ou J
é principal. Suponha, sem perda de generalidade que I é principal, gerado por
b ∈ S. Como X(η) é integral, b não é um divisor de zero em S. Logo a sequência
abaixo é exata:

0 −−−→ S/J
b−−−→ S/bJ −−−→ S/bS −−−→ 0.

Como o comprimento é aditivo em sequências exatas, e I = bS, obtemos (5.5).

Teorema 5.13. Sejam C uma curva de Gorenstein de gênero aritmético g e
(V, I) um sistema linear fracionário de posto r e grau d definido sobre essa curva.
Seja X/B uma famı́lia de curvas de Gorenstein, onde B = Spec(R), R anel de
valorização discreta, tendo C como sua fibra especial e (V, I) como limite de uma
famı́lia de sistemas lineares definida sobre X/B. Então, se existe uma aplicação
natural

ηX/B : Ω1
X/B → ωX/B,

onde Ω1
X/B é o feixe de diferenciais relativas e ωX/B é o feixe dualizante relativo

da famı́lia X/B, temos que o divisor de ramificação limite dessa famı́lia coincide,
enquanto divisor de Weil, com o divisor de ramificação fracionário R(V, I). Além
disso, o divisor básico de ramificação R(V, I) é um subesquema do esquema limite
correspondente, e portanto

deg[R(V, I)] ≤ (r + 1)d+

(
r + 1

2

)
(2g − 2).

Demonstração. Seja (V , I) a famı́lia de sistemas lineares definida sobre X/B
cujo limite é o sistema linear fracionário (V, I). Seja Rη o subesquema de X(η)
associado ao divisor de ramificação do sistema linear (V(η), I(η)). Tomando R =
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Rη, o fecho esquemático deRη emX/B, queremos mostrar portanto queR(V, I) ⊆
R(s) e que [R(s)] = R(V, I).

Pelo Lema 5.9, podemos considerar uma injeção φ : I → L, onde L é um feixe
invert́ıvel e φ tem cokernel plano sobre B. Logo, pelo Lema 5.8, o homomorfismo
induzido na fibra especial I(s) → L(s) é injetivo.

Seja φr+1 : I⊗(r+1) → Lr+1 a aplicação induzida por φ e G := coker φr+1. Pelo
Lema 5.10, existe H feixe plano sobre B, quociente de G tal que G(η) = H(η).
Considere a composição Lr+1 → H e denote por Ir+1 o kernel dessa aplicação.
Obtemos assim o diagrama comutativo:

I⊗(r+1) φr+1−−−→ Lr+1 −−−→ G −−−→ 0

id

y y
0 −−−→ Ir+1 −−−→ Lr+1 −−−→ H −−−→ 0y

0

de onde conclúımos que φr+1 se fatora pela injeção Ir+1 → Lr+1 e também que
Ir+1(η) = I⊗(r+1)(η).

Além disso, observamos que Ir+1 é plano sobre B, pois H e Lr+1 o são,
e que Ir+1 é um feixe sem torção de posto um sobre X/B, sendo portanto o
homomorfismo induzido na fibra especial:

I⊗(r+1) −→ Ir+1(s)

fatorado por uma injeção Ir+1 → Ir+1(s).
Obtemos dessa maneira Ir+1, um feixe plano sobre B, que coincide generica-

mente com o feixe I⊗(r+1), e cujo grau na curva C é dado por:

deg Ir+1(s) = deg Ir+1(η)

= deg I⊗(r+1)(η)

= (r + 1) deg I(η)

= (r + 1) deg I.

Lembramos que, supondo a existência de um homomorfismo natural

ηX/B : Ω1
X/B → ωX/B,

podemos construir a seção Wronskiana global

s :
r+1∧

f ∗V →
r+1∧

J r(I).
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Pelo Lema 4.4, obtemos um homomorfismo funtorial

vn(L) : Lr+1 ⊗ ω
(r+1

2 )
X/B →

r+1∧
J r(L),

o qual é um isomorfismo pelo fato de L ser invert́ıvel. Considere portanto o
seguinte diagrama comutativo:∧r+1 f ∗V −−−→

∧r+1 J r(I) Ir+1 ⊗ ω
(r+1

2 )
X/B

id

y y ι

y∧r+1 f ∗V −−−→
∧r+1 J r(L)

vn(L)−1

−−−−−→ Lr+1 ⊗ ω
(r+1

2 )
X/B

Pelo Lema 4.4, temos que a composição:

ψ :
∧r+1 J r(I) −−−→

∧r+1 J r(L)
vn(L)−1

−−−−−→ Lr+1 ⊗ ω
(r+1

2 )
X/B

se fatora sobre X(η) pelo isomorfismo

r+1∧
J r(I)(η) ' (Ir+1 ⊗ ω

(r+1
2 )

X/B )(η).

Como o cokernel de ι é plano sobre B, pelo Lema 5.10, ψ se fatora por ι. Obtemos
assim um homomorfismo

σ :
r+1∧

f ∗V −→ Ir+1 ⊗ ω
(r+1

2 )
X/B

cuja restrição à fibra genérica é a seção Wronskiana de (V(η), I(η)). Sendo Ir+1

plano sobre B, temos que R = Rη é o esquema de zeros de σ.
Olhando para a fibra especial obtemos o diagrama comutativo∧r+1 V ⊗OC −−−→ Ir+1 ⊗ ω

(r+1
2 )

C

id

y y∧r+1 V ⊗OC
σ(s)−−−→ Ir+1(s)⊗ ω

(r+1
2 )

C

do qual se obtém a inclusão R(V, I) ⊆ R(s), e portanto a desigualdade

deg[R(V, I)] ≤ deg[R(s)] = (r + 1)d+

(
r + 1

2

)
(2g − 2).

Lembrando que, pela Proposição 5.2(i),

R(V, I) = [R(V, I)] + [
L⊗(r+1)

Ir+1
]− (r + 1)[

L

I
]



CAPÍTULO 5. FAMÍLIAS DE CURVAS 53

onde L := L(s), vemos que, para provarmos que [R(s)] = R(V, I), basta que
mostremos a igualdade

[
Ir+1(s)

Ir+1
] = [

L⊗(r+1)

Ir+1
]− (r + 1)[

L

I
] (5.6)

Observamos que, devido à sequência de injeções Ir+1 → Ir+1(s) → Lr+1, mostrar-
mos (5.6) equivale a provarmos a igualdade

[
L⊗(r+1)

Ir+1(s)
] = (r + 1)[

L

I
]. (5.7)

O homomorfismo injetor φ : I → L induz, após tensorização pelo feixe L−1,
um outro homomorfismo injetor φL : I ⊗ L−1 → OX . Seja Y o subesquema de
X dado pela imagem de φL. Observamos que Y é um subesquema plano e finito
sobre B, pois o cokernel de φ é plano sobre B e com fibras possuindo suporte
finito. Analogamente a partir da injeção Ir+1 → Lr+1 obtemos um subesquema
Yr+1 plano e finito sobre B, cujo feixe de ideais é isomorfo a Ir+1 ⊗ L−(r+1).

Como Yr+1(η) = (r + 1)Y(η), temos que Yr+1 é o fecho esquemático do
subesquema (r + 1)Y(η) e mostrar (5.7) equivale a mostrar que

[Yr+1(s)] = (r + 1)[Y(s)] (5.8)

Vamos mostrar (5.8) fazendo indução em r. Para r = 0 não há nada a provar.
Suponhamos que (5.8) está demonstrada para r ≥ 0; ou seja vale que

[Yr(s)] = r[Y(s)]. (5.9)

Observamos que Yr+1(η) = Y(η) ∪ Yr(η) sendo essa união esquemática, ou
seja, dada pelo produto dos ideais de definição. Aplicando a Proposição 5.12,
obtemos

[Yr+1(s)] = [Y(s)] + [Yr(s)] = (r + 1)[Y(s)],

sendo a última igualdade dada pela hipótese de indução (5.9).

Observação 5.14. Observamos que, na prova do Teorema 5.13, obtemos uma
inclusão de Ir+1 em um feixe sem torção Ir+1(s), cujo grau é dado por (r+1) deg I.
Logo, como consequência da prova desse Teorema, mostra-se que, no caso em que
I é limite de feixes invert́ıveis, vale a seguinte desigualdade:

deg Ir+1 ≤ (r + 1) deg I

Exemplo 5.15. Queremos estudar deformações do sistema linear (V, I), dado
pelas retas passando por P = (0 : 0 : 1) na cúbica nodal plana dada por:

y2z − x2z − x3 = 0
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Nesse caso, vimos no Exemplo 5.4 que o divisor básico de ramificação R(V, I) é
dado pelo feixe de ideais M2

P .
Pelo Teorema 5.13, sabemos que, dada uma deformação do sistema linear

(V, I), o divisor limite é um subesquema de grau 4 com feixe de ideais J entre
M3

P e M2
P . Logo,

JP = (axy + by2)OC,P + (M3
P )P

com a, b ∈ k. Vamos mostrar que, para todo (a : b) ∈ P1 existe uma deformação
do sistema linear acima tendo o subesquema correspondente a JP como limite.
De fato, considere a seguinte famı́lia a um parâmetro de cúbicas planas projetivas
olhada no aberto afim z 6= 0 :

y2 − x3 − x2 − t2 = 0

Seja (V , I) a famı́lia de sistemas lineares das retas no plano passando por
(0, t). Vemos que (V, I) é o sistema linear limite de tal famı́lia para t→ 0. Com a
ajuda do [CoCoA] vemos que o ideal que define o divisor limite R(s) nesse aberto
é dado por:

(xy, y2 − x2 − x3, x3)

representando portanto na notação acima o ponto (1 : 0) ∈ P1.
Considere agora a famı́lia a dois parâmetros dada por:

y2 + (t− 1)x2 − x3 − tλy + t2 = 0

e seja (V ′, I ′) a famı́lia de sistemas lineares dada pelas retas do plano passando
por (t, λt). Novamente (V, I) é o sistema linear limite dessa famı́lia para t → 0.
Também com o aux́ılio do [CoCoA] calculamos o ideal de R(s) obtendo para cada
λ ∈ k:

(xyλ+ 2y2, y2 − x3 − x2, x3)

correspondendo ao ponto (λ
2

: 1) ∈ P1.

Vemos com esse exemplo que apesar do divisor de ramificação fracionário
estar bem definido como divisor de Weil, não há como colocarmos uma estrutura
de esquema bem definida, tal como acontece no caso de um sistema linear usual.

Na verdade, de acordo com a demonstração do Teorema 5.13, havendo uma
deformação do sistema linear fracionário dado, a estrutura extra de esquema
dada pelo limite não depende na verdade do sistema linear em si, mas do feixe
sem torção de posto um em questão. Um passo natural a ser dado seria, por-
tanto, estudar a variação dessa estrutura esquemática proveniente de limites em
famı́lias, tentando decidir, por exemplo, em que situação todos os casos posśıveis
são realizados, o que foi feito em um caso particular no exemplo anterior.
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[EGK] E. Esteves, M. Gagné, S. Kleiman, Abel maps and presentation schemes,
Comm. Alg. 28 (12) (2000), 5961-5992.

[F] W. Fulton, Intersection Theory, Springer-Verlag (1985).

[G1] L. Gatto, K-forme wronskiane, successioni di pesi e punti di Weierstraβ
su curve di Gorenstein, Tesi di Dottorato, Università di Torino (1993).
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