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Matemática. Aprovada pela Comissão Examinadora abaixo assi-
nada.

Prof. Jorge Vitório Pereira
Orientador
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À famı́lia constitúıda no Rio (Afonso, Etereldes, Fabiano e Rener) por

todas as aventuras do ap.906 e por terem compartilhado muitos momentos de

ansiedade, alegria, tristeza etc.

Ao primo/irmão Etereldes pela amizade e pelo enorme incentivo nos

primeiros anos de ‘vida matemática’.
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Resumo

Fassarella, T.; . Sobre a Aplicação de Gauss de Folheações
Holomorfas em Espaços Projetivos. Rio de Janeiro, 2008. 91p.
Tese de Doutorado — Instituto de Matemática Pura e Aplicada.

Estudaremos alguns aspectos da aplicação de Gauss de folheações holo-

morfas de codimensão um em espaços projetivos. Quando tal aplicação é

dominante, analisaremos seus graus, particularmente o grau topológico. Uti-

lizaremos isto para mostrar que os graus da transformação polar associada a

uma função homogênea multivaluada, dependem apenas do conjunto de ze-

ros de tais funções. Em particular, obtemos uma prova de uma conjectura de

Dolgachev utilizando métodos álgebro-geométricos. Quando a aplicação de

Gauss associada a uma folheação de codimensão um não é dominante, estu-

daremos a relação entre esta folheação com a folheação por k-planos definida

pelas fibras da aplicação de Gauss. Utilizaremos esta relação para obter uma

classificação de folheações de codimensão um em P4 com aplicação de Gauss

degenerada.

Palavras–chave
Folheações holomorfas. Aplicação de Gauss. Transformações Polares.

Folheações degeneradas.



Abstract

Fassarella, T.; . On the Gauss Map of Holomorphic Foliations
on Projective Espaces. Rio de Janeiro, 2008. 91p. PhD Thesis
— Instituto de Matemática Pura e Aplicada.

We will study some aspects of the Gauss map of holomorphic foliations

of codimension one on projective spaces. When such map is dominant,

we investigate its degrees, particularly the topological degree. Then we

use this to show that the degrees of polar transformations associated to

multi-valued homogeneous functions can be determined by theirs set of

zeros. In particular, we get a proof for a conjecture by Dolgachev using

algebro-geometric methods. When the Gauss map associated to a foliation

of codimension one is not dominant, we examine a relation between this

foliation and the foliation by k-planes determined by the fibers of the

Gauss map. We use this relation to obtain a classification of foliations of

codimension one on P4 with degenerate Gauss map.

Keywords
Holomorphic foliation. Gauss map. Polar transformations. Degen-

erate foliations.
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Introdução

Ao longo deste trabalho estudaremos alguns aspectos da aplicação de

Gauss de folheações holomorfas de codimensão um em espaços projetivos

GF : Pn 99K P̌n

p 7→ TpF .

Quando GF é dominante, diremos que F é não-degenerada. Neste caso,

estudaremos no Caṕıtulo 2, os graus gri(GF), i = 0, ..., n − 1, onde gr0(GF)

coincide com o grau topológico de GF . Podemos obter uma relação entre estes e

o grau topológico da aplicação de Gauss da folheação restrita a certas seções por

k-planos (Teorema 2.9). Nas duas últimas seções deste caṕıtulo analisaremos,

sobre certas hipóteses, o grau da aplicação de Gauss de folheações logaŕıtmicas

e folheações com feixe tangente totalmente decompońıvel.

No Caṕıtulo 3 estudaremos os graus gri
(
∇Fλ

)
, i = 1, ..., n−1, onde ∇Fλ

é a transformação polar associada a uma função multivaluada

Fλ =

k∏

j=1

F
λj
j : Pn 99K P1,

Fj ∈ C[x0, ..., xn] é um polinômio homogêneo e λj ∈ C∗. Podemos associar à Fλ

uma folheação logaŕıtmica Fλ e obter uma relação entre os graus de GF
λ

e ∇Fλ

(Teorema 3.3). Utilizando os resultados do Caṕıtulo 2, demonstraremos que

os graus gri
(
∇Fλ

)
dependem apenas do conjunto de zeros V (

∏
Fj) (Teorema

3.5). Quando λj ∈ N, para todo j = 1, ..., k e estamos interessados no grau

topológico (i.e., i = 0) então este resultado foi proposto por I.V.Dolgachev

em [Do], onde uma resposta positiva já havia sido obtida por A.Dimca e

S.Papadima em [DiPa] utilizando métodos topológicos baseados na teoria de

Morse complexa.

Quando GF não é dominante, diremos que F é degenerada e o posto

de F é definido como a dimensão da imagem de GF . Neste caso, as fibras de

GF definem uma folheação por k-planos em Pn. No Caṕıtulo 4, estudaremos

folheações por k-planos e a relação com folheações degeneradas.

O estudo de folheações degeneradas em Pn foi utilizado na classificação
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das componentes irredut́ıveis do espaço de folheações de grau dois (cf. [CLn])

onde foi mostrado que, se F é uma folheação de posto no máximo dois em Pn

temos uma das seguintes possibilidades:

1. F admite integral primeira racional.

2. F é pull-back linear de uma folheação em P2.

No Caṕıtulo 5, estudaremos folheações de posto três em P4. Utilizando a

estrutura da folheação por retas definida por GF e a classificação de folheações

por planos em P4, vamos obter uma classificação similar ao caso de posto dois,

porém consideravelmente mais complicada, das folheações de posto três em

P4 que possivelmente não admitem integral primeira racional (Teorema 5.9).

Estes são os exemplos da seção 5.2.



1
Preliminares

1.1
Folheações Holomorfas de Codimensão Um

Uma folheação holomorfa singular F de codimensão um (por

simplicidade, folheação de codimensão um) em uma variedade complexa M

é determinada por um fibrado linear L e um elemento ω ∈ H0(M,Ω1
M ⊗ L)

satisfazendo

(i) codim(Sing(ω)) ≥ 2 onde Sing(ω) = {x ∈M |ω(x) = 0};

(ii) ω ∧ dω = 0 em H0(M,Ω3
M ⊗ L⊗2).

O conjunto singular de F , denotamos Sing(F), é por definição Sing(ω).

A condição de integrabilidade (ii) determina em uma vizinhança anaĺıtica de

cada ponto regular p de F , ou seja, p ∈ M\Sing(F) uma fibração holomorfa

de codimensão um onde o espaço tangente a cada fibra em um ponto dado

coincide com o núcleo de ω neste ponto. A continuação anaĺıtica destas fibras

determinam as folhas de F .

Consideremos o caso em que M = Pn. O grau de F , denotamos gr(F),

é definido como o grau do lugar de zeros de i∗ω ∈ H0(P1,Ω1
P1 ⊗ L|P1), onde

i : P1 → Pn é um mergulho linear genérico; geometricamente o grau é o número

de tangências entre a folheação e uma reta genérica. Sendo Ω1
P1

∼= OP1(−2)

segue que L ∼= OPn(gr(F) + 2).

O núcleo do morfismo de feixes

TPn → OPn(gr(F) + 2)

v → ivω

definido pela contração com ω é um feixe coerente chamado feixe tangente

de F o qual denotaremos por TF .

Consideremos a sequência de Euler

0 → O →
⊕

n+1

OPn(1) → TPn → 0.
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Dualizando a sequência exata acima e tensorizando por L obtemos

0 → Ω1
Pn(gr(F) + 2) →

⊕

n+1

OPn(gr(F) + 1) → OPn(gr(F) + 2) → 0.

Segue que a 1-forma ω ∈ H0(Pn,Ω1
Pn

(gr(F) + 2)) pode ser interpretada como

1-forma integrável em Cn+1, que ainda denotaremos por ω,

ω =

n∑

i=0

Aidxi

com Ai polinômios homogêneos de grau gr(F) + 1 satisfazendo a relação de

Euler iRω = 0, onde iR denota o produto interior com o campo de vetores

radial R =
∑n

i=0 xi
∂
∂xi

. A hipótese (i)codim(Sing(ω)) ≥ 2, garante que os

zeros comuns dos polinômios A′
is têm codimensão pelo menos dois. Esta 1-

forma define uma folheação de codimensão um F̂ em Cn+1, F̂ = π∗(F)

onde π : Cn+1\{0} −→ Pn é a projeção canônica. Por simplicidade, podemos

escrever F = (ω = 0).

1.2
Aplicação de Gauss

Seja F uma folheação de codimensão um em Pn. Consideremos a

aplicação de Gauss associada à F

GF : Pn 99K P̌n

p 7→ TpF

onde P̌n denota o espaço de hiperplanos em Pn e TpF o espaço tangente

projetivo da folha de F através de p.

Identificando P̌n com Pn obtemos a aplicação racional dada pelas coor-

denadas de ω

GF : Pn 99K Pn

p 7→ (A0(p) : ... : An(p))

onde o conjunto de indeterminação coincide com Sing(F).

Denotaremos por Im(GF) o fecho algébrico do conjuntoGF(Pn\Sing(F)).

A aplicação homogênea definida em coordenadas afins

ĜF : Cn+1
99K Cn+1

p 7→ (A0(p), ..., An(p)).
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será chamada levantamento de GF . Note que o levantamento está bem

definido a menos de multiplicação por uma constante não-nula.

Observação 1.1 Analogamente, se F é uma folheação de codimensão k em

Pn, podemos considerar a aplicação de Gauss

GF : Pn 99K G (n− k, n)

p 7→ TpF

onde G (n− k, n) denota a Grassmanniana de (n− k)-planos em Pn.

Definição 1.2 Dizemos que uma folheação de codimensão um F em Pn é

degenerada quando GF não é dominante. Caso contrário, dizemos que F é

não-degenerada. O posto de F é definido como a dimensão da imagem de

GF .

Nossa primeira observação a respeito da aplicação de Gauss é a seguinte:

Proposição 1.3 Toda folheação de codimensão um em Pn, n ≥ 3, com

singularidade isolada é não-degenerada.

Prova. Seja p uma singularidade isolada de F . Vamos mostrar que todo

hiperplano que passa por p pertence à imagem da aplicação de Gauss.

Seja H um hiperplano contendo por p. Em um sistema de coordenadas

afins (x1, ..., xn) ∈ Cn podemos supor p = 0 e H = (xn = 0). Neste sistema de

coordenadas F é induzida por uma 1-forma polinomial

ω =

n∑

i=1

aidxi,

satisfazendo ainda codim(Sing(ω)) ≥ 2.

Considere a folheação H = (dxn = 0) em Cn. Sendo p uma singularidade

isolada de F , o conjunto de pontos de tangência entre F e H,

tang(F ,H) = {ω ∧ dxn = 0} = {a1 = ... = an−1 = 0}

é uma curva passando por p. Seja qk ∈ tang(F ,H) uma sequência de pontos

(distintos de p) convergindo para p. Claramente temos que GF (qk) converge

para H em P̌n, i.e., H ∈ Im(GF). Portanto Im(GF) contém o hiperplano

p∨ ⊂ P̌n dual de p e um ponto GF(qk) ∈ P̌n\p∨. Pela irredutibilidade de Pn

conclúımos que Im(GF) = Pn. �



Caṕıtulo 1. Preliminares 13

Se F é um polinômio homogêneo em (n + 1) variáveis, denotaremos

por V(F ) ⊂ Pn o conjunto algébrico associado ao conjunto de zeros definido

por F . Quando V(F ) é uma hipersuperf́ıcie irredut́ıvel, o posto de V(F ) é

por definição o posto da diferencial de sua aplicação de Gauss em um ponto

genérico (veja o Apêndice A).

Definição 1.4 Se F = (ω = 0) é não-degenerada e ω =
∑n

i=0AidXi, o

divisor parabólico associado a F , é o conjunto algébrico V(PF) onde PF é

o polinômio homogêneo

PF = det

(
∂Ai
∂Xj

)
.

Proposição 1.5 Seja F uma folheação não-degenerada em Pn, n ≥ 2 e F um

polinômio homogêneo irredut́ıvel tal que V(F ) é uma hipersuperf́ıcie degenerada

e invariante por F . Então F n−k−1 divide PF , onde k é o posto de V(F ).

Prova. Seja V̂(F ) = π−1(V(F )) ∪ {0} o cone afim sobre V(F ) e

ĜF : Cn+1 −→ Cn+1

o levantamento deGF . Considere um ponto suave p ∈ V̂(F ) tal que sua imagem

seja um ponto suave de ĜF(V̂(F )). Se denotarmos por F , PF as respectivas

classes no anel local de germes de funções holomorfas Op é suficiente mostrar

que F
n−k−1

divide PF . Em um sistema de coordenadas (x0, ..., xn) tal que

p = ĜF(p) = 0 podemos supor que

V(F ) = {xn = 0} e ĜF(V̂(F )) = {xk+1 = ... = xn = 0}.

Portanto, ĜF = (A0, ..., Ak, xnAk+1, ..., xnAn) Ai ∈ O0.

Dáı segue que xn−k−1
n divide det(JĜF) em O0. Como tal mudança de

coordenadas induz um isomorfismo nos anéis locais temos que F
n−k−1

divide

PF . �

Observação 1.6 Um resultado similar a proposição anterior para trans-

formação polar associada a um polinômio homogêneo pode ser encontrado

em [S2, Se].

Corolário 1.7 Se F é uma folheação não-degenerada em Pn, n ≥ 2, então o

número de hipersuperf́ıcies degeneradas invariantes por F e com aplicação de

Gauss de posto k, 0 ≤ k ≤ n− 2, é no máximo

(
n+ 1

n− k − 1

)
gr(F).
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Prova. Basta observar que gr(PF) = (n + 1)gr(F). �

Observação 1.8 O caso em que V(F ) é um hiperplano no Corolário 1.7 foi

utilizado em [PY] para limitar a dimensão de certas variedades ressonantes

associadas a um arranjo de hiperplanos.

1.2.1
Singularidades do Tipo Morse em Seções Hiperplanas

Seja F um germe de folheação de codimensão um em (Cn, p). Diremos

que p é uma singularidade do tipo Morse, se existir um biholomorfismo

φ : (Cn, 0) −→ (Cn, p), tal que φ∗F possui uma integral primeira da forma

x2
1 + · · ·+x2

n. Se f : (Cn, p) −→ C é uma integral primeira de F em (Cn, p) tal

que p é uma singularidade isolada de df , então segue do Lema de Morse que p

é uma singularidade do tipo Morse de F se, e somente se, det(Hessp(f)) 6= 0.

Onde Hessp(f) denota a matriz hessiana de f em p. Lembramos que o número

de Milnor de F em p, é definido como

µ(F , p) = dim
OCn,p

< a1, ..., an >
,

onde ω =
∑n

i=1 aidxi é uma 1-forma definindo F e p é singularidade isolada

de ω.

Seja F uma folheação de codimensão um em Pn e i : Pk −→ Pn um

mergulho linear, 1 ≤ k ≤ n. Se i∗ω ≡ 0 dizemos que i(Pk) é invariante por F .

Caso contrário, dividindo i∗ω (interpretada como 1-forma em Ck+1) por um

fator comum entre seus coeficientes, obtemos uma folheação de codimensão

um i∗F = F|i(Pk).

Proposição 1.9 Seja F uma folheação de codimensão um em Pn, n ≥ 2 e

p ponto regular de F . Então dGF(p) tem posto n se, e somente se, p é uma

singularidade do tipo Morse de F|TpF .

Prova. Seja f : U −→ C uma integral primeira de F|U onde U é uma

vizinhança de p. A menos de uma mudança de coordenadas linear podemos

supor que p = 0, fx1(0) = ... = fxn−1(0) = 0 e fxn(0) 6= 0, ou seja,

TpF = {xn = 0}.

Se q = (x1, ..., xn) ∈ U ,

TqF = {(v1, ..., vn) ∈ Cn|
n∑

i=1

fxi(q) · (vi − xi) = 0}
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e portanto,

GF(q) =

(
fx1(q) : ... : fxn−1(q) : fxn(q) : −

n∑

i=1

fxi(q) · xi

)
∈ P̌n.

Logo, em coordenadas locais, a aplicação de Gauss tem a seguinte forma

GF(q) = fxn(q)
−1 ·

(
fx1(q), ..., fxn−1(q),−

n∑

i=1

fxi(q) · xi

)
.

Observe que a matriz Jacobiana de GF é dada por

JGF(p) = f−1
xn

(p)




fx1x1(p) · · · fx1xn−1(p) fx1xn(p)
... · · ·

...
...

fxn−1x1(p) · · · fxn−1xn−1(p) fxn−1xn(p)

0 · · · 0 fxn(p)



.

Portanto dGF(p) tem posto n se, e somente se, det(Hessp(f |TpF∩U)) 6= 0. Como

f |TpF∩U é uma integral primeira de F|TpF∩U , o resultado segue. �

Proposição 1.10 Se F é uma folheação de codimensão um em Pn, n ≥ 3 e

H ⊂ Pn é um hiperplano genérico. Então o grau de F|H coincide com o grau

de F e

Sing(F|H) = (Sing(F) ∩H) ∪GF
−1(H).

Mais ainda, se GF
−1(H) é não-vazio, então consiste em um número finito de

singularidades do tipo Morse de F|H.

Prova. A prova segue da Proposição 1.9 e do Teorema de Sard aplicado à GF .

�

Se f : M −→ N é uma aplicação holomorfa entre variedades complexas

de mesma dimensão e p é um ponto isolado em f−1(f(p)), então existem

vizinhanças V ⊂ M de p e W ⊂ N de f(p) tal que para todo valor regular

q ∈W , a cardinalidade do conjunto f−1(q) ∩ V é finita e independe de q, este

número é chamado grau local de f em p e denotamos por grp(f).

Proposição 1.11 Seja F uma folheação não-degenerada em Pn, n ≥ 2 e p

um ponto regular isolado em GF
−1(TpF). Então

grp(GF) = µ(F|TpF , p).
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Prova. Fixemos um sistema de coordenadas (x1, ..., xn) ∈ Cn onde p = 0 e

TpF = {xn = 0}. Considere uma vizinhança U ⊂ TpF de p tal que p é uma

singularidade isolada de F|TpF . Seja W = U × D ⊂ Pn uma vizinhança de p

que não intersecta o conjunto singular de F e V ⊂ P̌n uma vizinhança de TpF

tal que o grau local de GF em p é dado pelo número de pontos na imagem

inversa de um valor regular E ∈ V pela aplicação GF |W .

Seja ω 1-forma definindo F em W . Consideremos i1 : U −→ E uma

parametrização local de E ∩W e i2 : U −→ TpF a inclusão. Como podemos

escolher E suficiente próximo de TpF e portanto i∗1ω suficientemente próxima

de i∗2ω, por propriedades do número de Milnor obtemos que

∑

q∈Sing(i∗1ω)

µ(i∗1ω, q) = µ(i2ω
∗, p).

Observe que q ∈ Sing(i∗1ω) se, e somente se, i1(q) ∈ (GF |W )−1(E). Sendo

E um valor regular, segue da Proposição 1.9 que µ(i∗1ω, q) = 1. Portanto o

resultado segue da igualdade acima. �

1.2.2
Linearidade das Fibras

Seja p um ponto regular de F e M uma subvariedade complexa de

codimensão um contendo p e invariante por F , então GF quando restrita à

M coincide com a aplicação de Gauss projetiva

GM : M −→ P̌n

p 7→ TpM .

Denotaremos por posto(A) o posto de transformação linear A em questão.

Lema 1.12 Seja F uma folheação de codimensão um em Pn, n ≥ 2 e M uma

subvariedade complexa de codimensão um invariante por F . Se p ∈ M é um

ponto regular de F , então

posto(dGF(p)) = posto(dGM(p)) + 1.

Prova. Consideremos um sistema de coordenadas (x1, ..., xn) ∈ (Cn, p) onde

p = 0 e TpF = {xn = 0}. É fácil ver que

dGF(p)(
∂

∂xn
) /∈ dGF(p)(TpF).
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Como dGF(p)|TpF = dGM(p) o resultado segue. �

Se F é uma folheação degenerada então a diferencial da aplicação de

Gauss é singular em todo ponto e tem posto constante 1 ≤ r ≤ n− 1 fora de

subconjunto algébrico S de Pn. Pelo Teorema da Função Impĺıcita as fibras de

GF definem uma folheação holomorfa em Pn\S de dimensão n−r. A proposição

seguinte mostra que as folhas desta folheação são espaços lineares.

Proposição 1.13 Seja F uma folheação degenerada em Pn, n ≥ 2, de posto

k, 1 ≤ k ≤ n−1. Então uma fibra genérica de GF é uma união de subconjuntos

abertos de espaços lineares de dimensão n− k.

Prova. A prova segue do Teorema A.1 e do Lema 1.12. �

Observação 1.14 Claramente um resultado análogo vale para folheações de

codimensão arbitrária.

1.3
Classificação de Folheações de Grau Um

Denotamos por F(d, n) o espaço de folheações de codimensão um em

Pn e grau d. Observe que este é um subconjunto algébrico quase-projetivo

de H0(Pn,Ω1
Pn

(d + 2)). Veja o Apêndice B para notação das componentes de

F(d, n).

O estudo das componentes irredut́ıveis de F(d, n) foi iniciado por Joua-

nolou em [Jou] onde as componentes irredut́ıveis de F(1, n) foram classificadas

para todo n ≥ 3.

Teorema 1.15 [Jou] O espaço de folheações de grau 1 em Pn, n ≥ 3, tem

duas componentes irredut́ıveis PL(1, n) e R(1, 2).

A classificação das componentes irredut́ıveis de F(2, n) foi obtida por

D.Cerveau e A.Lins Neto em [CLn].

Teorema 1.16 [CLn] O espaço de folheações de grau 2 em Pn, n ≥ 3, tem

seis componentes irredut́ıveis PL(2, n), R(2, 2), R(1, 3), L(2, 1, 1), L(1, 1, 1, 1)

e PE(2, n).

Daremos uma prova do Teorema 1.15 baseada no trabalho de D.Cerveau

e A.Lins Neto [CLn]. Antes precisamos de dois lemas:

Lema 1.17 Se F ∈ F(1, 2) tem uma singularidade do tipo Morse p, então

existe uma reta invariante por F que não passa por p.
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Prova. Podemos supor que em uma carta afim C2 ⊂ P2, p = (0, 0) e F é

definida pela 1-forma (veja [LnSc], Proposição 8)

ω = (a1x+ b1y)dx− (a2x+ b2y)dy + l(ydx− xdy),

onde l = αx+ βy, ai, bi, α, β ∈ C. Sendo que F admite uma integral primeira

da forma f = xy+ · · · , numa vizinhança de (0, 0). Fazendo ω∧df = 0 obtemos

a1 = b2 = 0 e a2 = −b1. Portanto podemos supor

ω = ydx+ xdy + l(ydx− xdy),

Segue que F = (Ω = 0) onde

Ω = y(z + l)dx+ x(z − l)dy − 2xydz.

Se l ≡ 0 então a reta {z = 0} é invariante por F e o lema está provado.

Se l não é identicamente nulo, da igualdade acima é fácil ver que F possui três

singularidades distintas e não alinhadas. Neste caso, basta considerar a reta

que contém as singularidades distintas de p. �

Lema 1.18 Seja F ∈ F(d, 3) de posto 2. Se F|H tem grau zero para H

genérico pertencente à imagem de GF , então F é pull-back linear de uma

folheação em P2.

Prova. Seja F = (ω = 0). Considere

ΣF = {(p,H) ∈ P3 × Im(GF) | p ∈ H e ω|H ·Xp ≡ 0}

onde Xp é o levantamento para C4 do campo de vetores tangente a folheação

radial Rp formada por retas que contém p, ou seja, ΣF é formado pelo conjunto

de pontos (p,H) ∈ P3 × Im(GF) tal que F|H é radial em p.

Sejam τ1 : ΣF −→ P3 e τ2 : ΣF −→ Im(GF) as projeções na primeira

e segunda coordenadas. Por hipótese τ2 é birracional, logo dim(ΣF ) = 2.Por

outro lado, Im(τ1) ⊂ Sing(F). Para isto basta observar que se (p,H) ∈ ΣF ,

então F|H não admite integral primeira em uma vizinhança de p.

Como Sing(F) tem dimensão no máximo um, temos que as fibras de τ1

tem dimensão positiva. Portanto se fixamos p ∈ Sing(F) genérico, então o

conjunto de pontos de tangência entre F e Rp é todo espaço, já que contém

infinitos hiperplanos. Isto mostra que Im(GF) está contida no plano dual

p∨ ⊂ P̌3. Logo F é pull-back linear de uma folheação em P2. �
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Prova.(do Teorema 1.15) Seja F ∈ F(1, n), temos dois caso a considerar:

1. dim(Im(GF)) ≤ 2.

2. dim(Im(GF)) ≥ 3.

caso (1): Se dim(Im(GF)) = 1 pela linearidade das fibras, toda folha é

um subconjunto aberto de um espaço linear, logo F é um pencil de hiperplanos.

Suponhamos dim(Im(GF)) = 2. Seja E ∼= P3 genérico, vamos mostrar que F|E

é pull-back linear de uma folheação em P2. Dáı por ([CLn],Lema-2) o mesmo

segue para F .

Denotamos F|E por F1. Podemos supor que F1 tem grau 1 e

dim(Im(GF1)) = 2. Se H ∈ Im(GF1) genérico, G−1
F1

(H) consiste em uma

única reta. Assim, Sing(F1|H) contém pelo menos uma reta, portanto F1|H

tem grau zero. Logo pelo Lema 1.18, F1 = F|E é pull-back linear de alguma

folheação em P2.

caso (2): Pela Proposição 1.9 existe um plano E ∼= P2, tal que F|E

satisfaz as hipóteses do Lema 1.17. Assim, em um sistema de coordenadas

(x, y) tais que (0, 0) é uma singularidade do tipo Morse e a reta do infinito é

invariante, F|E é definida por uma 1-forma linear

ω = (a1x+ b1y)dx+ (a2x+ b2y)dy

e F|E tem uma integral primeira da forma f = xy + · · · , numa vizinhança

de (0, 0). Fazendo ω ∧ df = 0 obtemos a1 = b2 = 0 e a2 = b1, logo a menos

de uma mudança de coordenadas, F|E tem uma integral primeira racional da

forma XY/Z2. Portanto F|E é definida em coordenadas homogêneas de C3

pela 1-forma meromorfa fechada

ω =
dX

X
+
dY

Y
− 2

dZ

Z
.

Segue que F é definida em coordenadas homogêneas de Cn+1 por uma

1-forma meromorfa fechada Ω estendendo ω (cf. [CaLnS], Lema 9). Mais ainda,

se {Fj = 0}, j = 1, ..., k, são os pólos de multiplicidade rj ≥ 1 de Ω, então esta

se escreve como (cf. [CM])

Ω =

k∑

j=1

λj
dFj
Fj

+ d

(
G

H

)
,

onde Fj são polinômios irredut́ıveis primos dois a dois, H = F r1−1
1 . . . F rk−1

k e

gr(G) =
∑k

j=1(rj − 1)gr(Fj).
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Denotamos com letra minúscula as respectivas restrições dos polinômios

acima à E. Segue que

Ω|E =
k∑

j=1

λj
dfj
fj

+ d
(g
h

)
.

Como ω tem pólos simples segue que r1 = ... = rj = 1, i.e., g = 0. Sendo

que Ω|E deve ter três pólos simples, dois reśıduos iguais e um diferente temos

2 ≤ k ≤ 3.

Se k = 3 então podemos supor λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = −2, f1 = X, f2 = Y

e f3 = Z, ou seja,

Ω =
dF1

F1

+
dF2

F2

− 2
dF3

F3

onde gr(F1) = gr(F2) = gr(F3) = 1. Como {f1 = 0}, {f2 = 0}, {f3 = 0}

estão em posição geral, podemos supor F1 = X, F2 = Y , F3 = Z e assim F

é pull-back linear de uma folheação em P2. Isto contradiz a hipótese F tem

posto ≥ 3.

Se k = 2 obtemos f1f2 = XY Z, ou seja, podemos supor gr(f1) = 2,

gr(f2) = 1 e λ2/λ1 = −2. Portanto

Ω =
dF1

F1
− 2

dF2

F2
,

onde gr(F1) = 2 e gr(F2) = 1. Logo F ∈ R(1, 2). �



2
Estudo do Grau da Aplicação de Gauss

2.1
Grau Topológico

Se F é uma folheação de codimensão um em Pn, denotaremos por gr(GF)

o grau topológico da aplicação de Gauss associada à F . Se n = 2 segue da

Proposição 1.9 que gr(GF ) = gr(F). A primeira observação a respeito do grau

é a seguinte:

Proposição 2.1 Seja n ≥ 3. A aplicação gr : F(d, n) −→ N que associa

F ∈ F(d, n) ao grau da aplicação de Gauss GF é semi-cont́ınua superiormente.

Prova. Seja F ∈ F(d, n) não-degenerada e p ∈ GF
−1(H) para um hiperplano

genérico H com µ(F|H, p) = 1.

Seja W ⊂ H vizinhança do ponto p tal que Sing(F|W ) = {p}. Seja

ω ∈ Ω1(W ) definindo F|W . Existe uma vizinhança U ⊂ Ω1(W ) de ω tal que

se η ∈ U então ∑

q∈Sing(η)

µ(η, q) = µ(ω, p) = 1,

ou seja, η possui apenas uma singularidade q com µ(η, q) = 1.

Seja V ⊂ F(d, n) vizinhança de F tal que se F ′ ∈ V então Sing(F ′)∩W

é vazio. Diminuindo V , se necessário, podemos supor que se F ′ ∈ V e

ω′ ∈ Ω1(W ) define F ′|W , então ω′ ∈ U . Segue que F ′|H possui exatamente

uma singularidade em W . Isto é suficiente para mostrar que gr(F ′) ≥ gr(F).

�

Exemplo 2.2 Seja F ∈ R(1, k) uma folheação de codimensão um em Pn com

integral primeira da forma Lk/F onde gr(L) = 1 e gr(F ) = k. Podemos supor

que L = Xn. Então F = (ω = 0) onde ω = XndF − kFdL. Sendo

kF =
n∑

i=0

Xi

∂F

∂Xi

,
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obtemos

Sing(F)\(V(F ) ∩ V(Xn)) = V

(
∂F

∂X0
, ...,

∂F

∂Xn−1

)
.

Se F é genérico, segue do Teorema de Bezout que o número de singu-

laridades isoladas de F é (k − 1)n. Pelo argumento acima aplicado a F|Pn−1

obtemos que

gr(F) = (k − 1)n−1.

Proposição 2.3 Toda folheação de grau 1 não-degenerada têm aplicação de

Gauss birracional.

Prova. Se n = 2, então gr(GF) = gr(F) = 1. Se n ≥ 3, a prova segue do

Teorema 1.15, da Proposição 2.1 e do Exemplo 2.2. �

Observação 2.4 Seja F uma folheação de grau d em P3, S a união das

componentes de codimensão 2 do conjunto singular de F e E ∈ P̌3 genérico.

O número de singularidades isoladas de F|E contadas com multiplicidades é

dado pelo Teorema de Darboux

∑

p∈Sing(F|E)

µ(F|E, p) = 1 + d+ d2.

Portanto pela Proposição 1.10 segue que

∑

p∈E∩S

µ(F|E, p) + gr(GF) = 1 + d+ d2.

Exemplo 2.5 Segue da Observação 2.4 que se F denota um elemento genérico

na componente irredut́ıvel de F(2, 3) em questão temos:

1. F ∈ R(1, 3) ⇒ gr(GF) = 4;

2. F ∈ R(2, 2) ⇒ gr(GF) = 3;

3. F ∈ L(2, 1, 1) ⇒ gr(GF ) = 2;

4. F ∈ L(1, 1, 1, 1) ⇒ gr(GF) = 1;

5. F ∈ E(2, 3) ⇒ gr(GF) = 1 (veja também o Exemplo 2.22).

Conclúımos esta seção com a seguinte proposição:

Proposição 2.6 Seja F uma folheação de codimensão um em P3 de grau d

com gr(GF) ≥ d2. Então F ∈ R(1, d+ 1).
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Prova. Se gr(GF) ≥ d2 então a restrição de F a um plano genérico E, F|E

possui pelo menos d2 singularidades simples com ı́ndice de Baum-Bott zero,

logo por ([LnP],Proposição 5) admite integral primeira da forma C/Ld+1 onde

C é um polinômio homogêneo de grau (d + 1) e L é linear. Portanto F|E é

definida em coordenadas homogêneas de C3 pela 1-forma meromorfa fechada

ω =
dC

C
− (d+ 1)

dL

L
.

Segue que F é definida em coordenadas homogêneas de C4 por uma 1-

forma meromorfa fechada Ω estendendo ω (cf. [CaLnS], Lema 9). Mais ainda,

se {Fj = 0}, j = 1, ..., k, são os pólos de multiplicidade rj ≥ 1 de Ω, então esta

se escreve como (cf. [CM])

Ω =

k∑

j=1

λj
dFj
Fj

+ d

(
G

H

)
,

onde Fj são polinômios irredut́ıveis primos dois a dois, H = F r1−1
1 . . . F rk−1

k e

gr(G) =
∑k

j=1(rj − 1)gr(Fj).

Denotamos com letra minúscula as respectivas restrições dos polinômios

acima à E. Segue que

Ω|E =

k∑

j=1

λj
dfj
fj

+ d
(g
h

)
.

Escrevemos C =
∏s

i=1C
di
i decomposição em polinômios irredut́ıveis,

∑s

i=1 digr(Ci) = d+ 1. Dáı temos

ω =

s∑

i=1

di
dCi
Ci

− (d+ 1)
dL

L
.

Como ω tem pólos simples segue que r1 = ... = rj = 1, i.e., g = 0.

Podemos supor que fk = L e λk = −(d + 1). Se escrevemos fj =
∏kj

l=1 f
el
j,l,

sua decomposição em irredut́ıveis, então para qualquer i ∈ {1, ..., s} existem

j ∈ {1, ..., k − 1} e l ∈ {1, ..., kj} tal que Ci divide fj,l, gr(Ci) = gr(fj,l) e

λjel = di. Dáı obtemos que λj ∈ N e
∑k−1

j=1 λjgr(fj) = d+ 1, portanto

Ω =
dF

F
− (d+ 1)

dFk
Fk

,

onde F =
∏k−1

j=1 F
λj
j e Fk é linear, ou seja, F ∈ R(1, d+ 1). �
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2.2
Graus da Aplicação de Gauss

Nesta seção estudaremos o grau da pré-imagem de um espaço linear

genérico em P̌n pela aplicação de Gauss.

Para uma aplicação racional φ : Pn 99K Pn, definimos gri(φ) como a

cardinalidade do conjunto φ−1
|U (Li)∩Σn−i, onde U ⊂ Pn é o aberto maximal de

definição de φ , Li ⊂ Pn é um espaço linear genérico de dimensão i e Σn−i ⊂ Pn

é um espaço linear genérico de dimensão n − i. Se φ não é dominante então

claramente gri(φ) = 0. Se φ é dominante então dim(φ−1
|U (Li)) = i, portanto

gri(φ) coincide com o grau do conjunto algébrico φ−1
|U (Li).

Definição 2.7 Para cada par de números naturais (k, i) satisfazendo 1 ≤ k ≤

n e 0 ≤ i ≤ k − 1, definimos os números

eki (F) = gri(GFk).

onde Fk := F|Pk para algum Pk ⊂ Pn genérico.

Observe que en0 (F) coincide com o grau topológico de GF .

Segue da Proposição 1.10 que e20(F) = gr(F). Mais geralmente, para

0 ≤ i ≤ n − 1, eni (F) coincide com o grau da (n − i)-ésima classe polar de F

definida em [Mol].

Seja U = Pn \ Sing(F) e G = (GF)|U . Seja Li ⊂ P̌n um espaço linear

genérico de dimensão i, V i = G−1(Li) ⊂ U e Σn−i−1 = Ľi, i.e.,

Σn−i−1 =
⋂

H∈Li

H .

Lema 2.8 Se Σn−i é um espaço linear genérico de dimensão n − i (i ≥ 1)

contendo Σn−i−1 então

V i ∩ Σn−i = U ∩
(
Sing(F|Σn−i) ∪ Sing(F|Σn−i−1)

)
.

Mais ainda, Σn−i intersecta V i transversalmente.

Prova. Denotaremos Fj := F|Σ j . Por definição V i = {p ∈ U | TpF ⊇ Σn−i−1}.

Claramente os pontos p ∈ Σn−i−1 ∩ V i coincidem com Sing(Fn−i−1). Similar-

mente um ponto p ∈ (Σn−i \Σn−i−1) ∩ V i se, e somente se, TpF contém o join

J(p,Σn−i−1) = Σn−i, i.e., p ∈ Sing(Fn−i).

Falta provar a afirmação de transversalidade. Pela Proposição 1.10,

podemos assumir que todas as singularidades de Fn−i−1 contidas em U têm

número de Milnor um. Seja p ∈ Σn−i−1∩Vi. Se para todo Σn−i contendo Σn−i−1
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a interseção de V i com Σn−i não é transversal em p, então TpV
i∩TpΣ

n−i−1 6= 0.

Sem perda de generalidade podemos supor que Σn−i−1 = {x0 = . . . = xi = 0}.

Nesta situação a variedade V i é definida pela projetivização de {ai+1 = . . . =

an = 0} onde ω =
∑n

i=0 aidxi é uma 1-forma definindo F em coordenadas

homogêneas de Cn+1.

Temos que Fn−i−1 é definida pela 1-forma

n∑

j=i+1

aj(0, . . . , 0, xi+1, . . . , xn)dxj .

Se v ∈ TpV
i então um levantamento arbitrário v para Cn+1 satisfaz daj · v = 0

para todo i+ 1 ≤ j ≤ n. Portanto se TpΣ
n−i−1 ∩ TpV

i tem dimensão positiva

então µ(Fn−i−1, p) > 1. Contrariando nossa hipótese. Logo para Σn−i ⊇ Σn−i−1

genérico a interseção de V i com Σn−i ao longo de Σn−i−1 é transversal.

Seja p ∈ Σn−i \ Σn−i−1. Se Λ ⊂ aut(Pn) é o subgrupo que preserva

Σn−i−1 então Pn\Σn−i−1 é Λ-homogêneo. Segue do teorema de transversalidade

(cf. [Kle]) que um genérico Λ-transladado Σn−i ⊇ Σn−i−1 intersecta V i

transversalmente ao longo de Σn−i \ Σn−i−1. �

Teorema 2.9 Se F é uma folheação de codimensão um em Pn e (k, i) é um

par de números naturais satisfazendo 2 ≤ k ≤ n e 1 ≤ i ≤ k − 1 então

eki (F) = ek−i+1
0 (F) + ek−i0 (F).

O seguinte corolário segue diretamente do Teorema 2.9.

Corolário 2.10 Para números naturais s, k, i satisfazendo s ≥ 1, s+2 ≤ k ≤

n e 2 ≤ i ≤ k − 1 temos que eki (F) = ek−si−s (F) .

Prova. (do Teorema 2.9). Claramente basta considerar o caso k = n. Pelo

Teorema de Bertini podemos assumir que V i é vazio ou suave de dimensão i.

O teorema segue do Lema 2.8 uma vez mostrado que o fecho de V i em

Pn não intersecta Σn−i ∩ Sing(F).

Para Σn−i ⊃ Σn−i−1 genérico é claro que V i∩(Σn−i\Σn−i−1)∩Sing(F) =

∅. Podemos tomar Σn−i transversal a V i com o número maximal de singulari-

dades isoladas em U .

Falta mostrar que V i ∩ Σn−i−1 ∩ Sing(F) = ∅. Seja G : X −→ Pn uma

resolução da aplicação racional GF , i.e, π : X −→ Pn é um compósito de
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blow-ups e G é definida através do seguinte diagrama comutativo.

X

π

��

G

��
Pn

GF //___ P̌n

Seja I ⊂ Pn×P̌n a variedade de incidência, Gi(P̌n) a Grassmaniana de i-planos

em P̌n e

U =

{
(Li, x,H) ∈ Gi(P̌n) × Pn × P̌n

∣∣∣H ∈ Li, x ∈ Ľi =
⋂

H∈Li

H

}
.

Observe que U ⊂ Gi(P̌n) × I.

Se E ⊂ X é um divisor excepcional, então o conjunto de i-planos Li ⊂ P̌n

tal que G
−1

(Li)∩π−1(Ľi)∩E 6= ∅ é dado pela imagem do morfismo σ definido

a seguir, onde as setas sem denominação são as correspondentes projeções

naturais.

E ×I U

σ
**

��

// U

��

// Gi(P̌n)

E
π×G // I

Observe que I é aut(Pn)-homogêneo sobre a ação natural e que a seta vertical

U −→ I é um aut(Pn)-equivariante morfismo. O teorema de transversalidade

(cf. [Kle]), implica que

dimE ×I U = dimE + dimU − dim I = dim Gi(P̌n) − 1.

Segue que σ não é dominante. Repetindo o argumento para todo divisor

excepcional de π obtemos um aberto em Gi(P̌n) com a propriedade desejada.

Isto conclui a prova do teorema. �

2.3
Folheações Logaŕıtmicas

Considere a folheação logaŕıtmica Fλ em Pn definida em coordenadas

homogêneas de Cn+1 pela 1-forma meromorfa

ωλ =
k∑

i=1

λi
dFi
Fi

, λ = (λ1, ..., λk)
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onde Fi ∈ C[x0, ..., xn] são polinômios homogêneos e λ1, ..., λk números com-

plexos satisfazendo
∑k

i=1 λigr(Fi) = 0.

Se o divisor D =
∑k

i=1Di, Di = V(Fi) possui apenas singularidades do

tipo cruzamentos normais e os números complexos λi são não nulos então o

conjunto singular Sing(Fλ) é uma união disjunta S ∪R onde S = ∪i6=jDi ∩Dj

corresponde às singularidades de codimensão dois e R é um conjunto finito (cf.

[CkSoVa, CHKS]). Esta observação segue do fato que, sobre essas hipóteses,

o feixe Ω1(logD) é localmente livre de posto n (cf. [CHKS], Proposição 3) e

a 1-forma racional ωλ vista como elemento de H0(Pn,Ω1(logD)) não possui

zeros em uma vizinhança do suporte de D. Além disso, sobre essas hipótese,

o grau do conjunto singular de dimensão zero é dado pela classe de Chern top

do feixe Ω1(logD).

Vamos estender a descrição de Sing(F) acima. Seja π : (X, π∗D) →

(Pn, D) uma resolução de D, i.e., π é uma composição de blow-ups tal que

o suporte de π∗D possui apenas singularidades do tipo cruzamentos normais.

Observe que π∗ωλ pode ser considerada como uma seção global de Ω1(log π∗D).

Para cada componente irredut́ıvel E de π∗D consideremos o reśıduo de π∗ωλ

em E

λ(E) = λ(E, ωλ) =
1

2πi

∫

γ

π∗(ωλ)

onde γ : S1 → X \ |π∗D| é um caminho naturalmente orientado ao redor de E.

Se E é a transformada estrita de V(Fi) então, claramente, λ(E) = λi. Temos

o seguinte lema:

Lema 2.11 Para toda componente irredut́ıvel E ⊂ X do divisor excepcional

existem números naturais m1, . . . , mk tal que

λ(E) =

k∑

i=1

miλi .

Prova. Seja π1 : (X1, π
∗
1D) → (Pn, D) o primeiro blow-up no processo de

resolução de D com centro C1 ⊂ D e seja E1 = π∗
1(C1) o divisor excepcional.

Se Di = V(Fi) e D̃i denota a transformada estrita de Di então temos

π∗
1Di = niE1 + D̃i

onde ni é o número natural definido pela multiplicidade de Di ao longo de

C1. Além disso, sobre um ponto genérico p ∈ E1, seja t um germe de função
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holomorfa parametrizando uma seção transversal a E1 em p então

π∗
1(ωλ) =

(
∑

i

λini

)
dt

t
+ α ,

para alguma 1-forma holomorfa fechada α. A prova segue por indução sobre o

número de blow-ups necessários para resolver D. �

Definição 2.12 O vetor complexo λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Ck é dito não-

ressonante (com respeito a π) se λ(E) 6= 0 para toda componente irredut́ıvel

E de π∗D.

No que segue, denotamos por cn(L) a classe de Chern top do feixe L.

Lema 2.13 Se λ é não-ressonante então a restrição do conjunto singular de

Fλ ao complemento de D é um subconjunto algébrico de dimensão zero e grau

cn(Ω
1
X(log π∗D)).

Prova. Se λ é não-ressonante então a 1-forma π∗ωλ, vista como seção de

Ω1
X(log π∗D), não possui zeros em uma vizinhança de |π∗D|.

Se existisse uma componente de dimensão positiva em Fλ, não contida em

|π∗D|, então por amplitude do divisor π∗D esta componente deveria intersectar

o suporte de π∗D.

Como π∗D tem apenas singularidades do tipo cruzamentos normais o

feixe Ω1
X(log π∗D) é localmente livre de posto n. Segue que o grau da restrição

do conjunto singular de Fλ ao complemento de D é cn(Ω
1
X(log π∗D)) . �

Seja Σs ⊂ Pn um subespaço linear genérico de dimensão s e denote por

Xs = π−1(Σs) e Ds = (π∗D)|Xs. Segue do Teorema de Bertini que Xs é suave

e Ds é um divisor com apenas singularidades do tipo cruzamentos normais.

Proposição 2.14 Se λ é não-ressonante então

gr(GFλ) = cn−1(Ω
1
Xn−1

(logDn−1))

e para 1 ≤ i ≤ n− 1

grn−i(GFλ) = ci−1(Ω
1
Xi−1

(logDi−1)) + ci(Ω
1
Xi

(logDi)).

Prova. Se H ⊂ Pn é um hiperplano genérico, então pela Proposição 1.10,

G−1
Fλ

(H) coincide com as singularidades isoladas de Fλ|H que não são singula-

ridades de Fλ. Por escolha de H sobre o complemento da variedade dual de D

podemos supor que essas singularidades estão fora do suporte de D.
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Se πn−1 : Xn−1 −→ H é a restrição de π : X −→ Pn a Xn−1 então πn−1

é a resolução de D ∩ H e, além disso, para toda componente irredut́ıvel E,

do divisor excepcional, intersectando Xn−1 temos que o reśıduo de π∗
n−1(ωλ|H)

ao longo de qualquer componente irredut́ıvel de E ∩ Xn−1 é igual ao reśıduo

de π∗ωλ ao longo E. Portanto a 1-forma ωλ|H é não-ressonante com respeito à

πn−1.

Segue do Lema 2.13 que o número de singularidades isoladas de Fλ|H é

cn−1(Ω
1
Xn−1

(logDn−1)). Um argumento análogo mostra que

ek0(Fλ) = ck−1(Ω
1
Xk−1

(logDk−1)).

A conclusão do proposição segue do Teorema 2.9. �

2.4
Folheações com Feixe Tangente Totalmente Decompońıvel

Seja F uma folheação de codimensão um em Pn, n ≥ 3 com tem feixe

tangente totalmente decompońıvel

TF ≃ OPn(e1) ⊕ . . .⊕OPn(en−1).

A inclusão TF →֒ TPn , define folheações por curvas Gi com TGi = OPn(ei)

e cujas folhas estão contidas nas folhas de F . O conjunto dos pontos de

tangência entre Gi e um hiperplano genérico H , define uma hipersuperf́ıcie

tang(Gi, H) = V(Pi) em H onde Pi é um polinômio homogêneo em n − 1

variáveis de grau gr(Gi) = 1 − ei (veja [LnSc]).

Se V1, ..., Vn são hipersuperf́ıcies em Pn tal que ∩ni=1Vi é um conjunto

finito, então denotaremos por i(V1, ..., Vn; p) a multiplicidade de interseção

entre estas em p ∈ ∩ni=1Vi.

Proposição 2.15 Seja F uma folheação não-degenerada em Pn, n ≥ 3 com

feixe tangente TF ≃ OPn(e1) ⊕ . . . ⊕ OPn(en−1) e p um ponto isolado em

GF
−1(H). Então

µ(F|H, p) = i(tang(G1, H), ..., tang(Gn−1, H); p).

Prova. Seja ω 1-forma definindo F e Xi campo de vetores tangentes à folheação

por curvas Gi numa vizinhança de p, para todo i = 1, ..., n−1. Escolhemos um

sistema de coordenadas (x1, ..., xn) em p tal que

– p = 0 , TpF = H = {xn = 0} ;
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– ω =
∑n

i=1Aidxi e Xi =
∑n

j=1 aij
∂
∂xj

onde aij(0) = δij .

Neste caso Pi = ain|H. Queremos mostrar que os ideais 〈A1|H , ..., An−1|H〉 e

〈a1n|H , ..., an−1n|H〉 são iguais no anel local OH,p.

Como os campos X1, ..., Xn−1 geram o feixe tangente TF numa vizi-

nhança de p, ω pode ser escrita na forma iX1 . . . iXn−1(dx1∧ . . .∧dxn). Portanto

as coordenadas de ω são obtidas (a menos de uma mudança de sinal) tomando

os determinantes menores (n− 1) × (n− 1) da matriz (aij)
j=1...n−1
i=1,...,n , ou seja,

Ai = ±det




a11 . . . â1i . . . a1n

...
...

...
...

...

an−11 . . . ân−1i . . . an−1n




onde o śımbolo ̂ denota ausência da coluna (ou linha) i. Logo podemos

escrever Ai = α1ia1n + . . .+ αn−1ian−1n ,∀ i = 1, ..., n− 1, onde

αji = ±det




a11 . . . â1i . . . a1n−1

...
...

...
...

...

âj1
... âji

... âjn−1

...
...

...
...

...

an−11 . . . ân−1i . . . an−1n−1




.

Como aij(0) = δij segue que αij(0) = δij , i.e., a matriz (αij)i,j=1,...,n−1 é

invert́ıvel. Isto mostra que 〈A1|H , ..., An−1|H〉 = 〈a1n|H , ..., an−1n|H〉 . �

O teorema seguinte é baseado em um argumento de D. Cerveau.

Seja Xi ∈ H0(Pn, TPn⊗OPn(−ei)) campo de vetores tangente à Gi e com

Sing(Xi) = Sing(Gi), para todo i = 1, ..., n− 1.

Teorema 2.16 Seja F uma folheação não-degenerada em Pn, n ≥ 3 com

feixe tangente TF ≃ OPn(e1) ⊕ . . . ⊕ OPn(en−1). Se a dimensão do espaço

span{X1(p), ..., Xn−1(p)} é pelo menos n−2, para p ∈ Sing(F) genérico, então

gr(GF) = (1 − e1) . . . (1 − en−1).

Prova. Primeiro vamos mostrar que GF
−1(H) =

⋂n−1
i=1 tang(Gi, H) paraH ∈ P̌n

genérico. Seja S uma componente do conjunto singular de F e considere o

conjunto

ΛS = {(p,H) ∈ S × P̌n | p ∈
n−1⋂

i=1

tang(Gi, H)}.
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tang(    , H)    G1

tang(    , H)    G
2

Sing(   )F

Figura 2.1: Feixe tangente decompońıvel.

Uma fibra genérica τ−1
1 (p) da primeira projeção τ1 : ΛS −→ S

é formada pelo conjuntos dos hiperplanos H ∈ P̌n tal que H contém

span{X1(p), ..., Xn−1(p)} que por hipótese tem dimensão pelo menos n − 2.

Portanto a dimensão de τ−1
1 (p) é no máximo 1. Logo

dimΛS = dimτ−1
1 (p) + dimS ≤ 1 + (n− 2) = n− 1.

Segue que a segunda projeção τ2 : ΛS −→ P̌n não é dominante, portanto se

H ∈ P̌n \ τ2(ΛS) então
⋂n−1
i=1 tang(Gi, H)

⋂
S = φ. Agora se S1, ..., Sk são todas

as componentes do conjunto singular de F , basta tomar H ∈ P̌n\
⋃k

i=1 τ2(ΛSi).

Isto mostra que GF
−1(H) =

⋂n−1
i=1 tang(Gi, H) e como F é não-degenerada

este é um conjunto finito. Logo pelo Teorema de Bezout, GF
−1(H) possui

(1 − e1) . . . (1 − en−1) pontos contados com multiplicidades.

Pela Proposição 2.15 temos que

i (tang(G1, H), ..., tang(Gn−1, H); p) = 1

para todo p ∈
⋂n−1
i=1 tang(Gi, H). Portanto a cardinalidade do conjunto

GF
−1(H) é (1 − e1) . . . (1 − en−1). �

Proposição 2.17 Seja F uma folheação não-degenerada em P3 com feixe

tangente TF ∼= OP3(e1)⊕OP3(e2), D := Sing(G1)∩Sing(G2) e H ∈ P̌3 genérico.



Caṕıtulo 2. Estudo do Grau da Aplicação de Gauss 32

Então

gr(GF) = (1 − e1)(1 − e2) −
∑

p∈H∩D

i (tang(G1, H), tang(G2, H); p) .

Prova. Se S é uma componente de Sing(F) que não está contida em D, então

a dimensão de span{X1(p), X2(p)} é pelo menos 1 para p ∈ S genérico.

Logo utilizando o mesmo argumento da prova do Teorema 2.16 obtemos

S ∩ tang(G1, H) ∩ tang(G2, H) é vazio. Portanto

tang(G1, H) ∩ tang(G2, H) = (D ∩H) ∪GF
−1(H).

�

Exemplo 2.18 Considere a folheação de grau 3 em P3 definida em coordena-

das homogêneas pela 1-forma ω = iRiXiY (dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) onde

R = x0
∂

∂x0
+ x1

∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
,

X = x0
∂

∂x0
+ x1

∂

∂x1
,

Y = x2
0

∂

∂x0
+ x2

1

∂

∂x1
+ x2(x0 + x1)

∂

∂x2
.

Temos que [X, Y ] = Y e D := Sing(X)∩Sing(Y ) = (x0 = x1 = 0). Os campos

de vetores X, Y definem folheações por curvas G1, G2 respectivamente, com

TG1 = OP3 , TG2 = OP3(−1) e TF ∼= OP3 ⊕OP3(−1).

Seja H ∈ P̌3 genérico e p ∈ H ∩D. Além disso, é posśıvel mostrar que F

é não-degenerada. Portanto segue da Proposição 2.17 que

1 ≤ gr(GF) = 2 − i (tang(G1, H), tang(G2, H); p) ≤ 1,

ou seja,

gr(GF) = 1.

Seja ω germe de 1-forma holomorfa em (Cn, p). Dizemos que ω depende

de 1 ≤ k < n variáveis se existe um sistema de coordenadas em p tal que

ω =
∑k

i=1 ai(x1, ..., xk)dxi. O posto de ω em p, denotamos postop(ω), é

definido como o número mı́nimo de variáveis que podemos escrever ω.

Seja F um germe de folheação de codimensão um em (Cn, p). Se existir

um sistema de coordenadas em p tal que F pode ser representada por uma
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1-forma ω com postop(ω) = k < n, diremos que F é equivalente a um produto

local em p de uma folheação de codimensão um em (Ck, 0) por uma folheação

regular de codimensão k.

Corolário 2.19 Seja F uma folheação não-degenerada em Pn, n ≥ 3 com

feixe tangente TF ≃ OPn(e1) ⊕ . . . ⊕ OPn(en−1). Se F é equivalente a um

produto local em p de uma folheação em C2 por uma folheação regular de

codimensão 2, para p ∈ Sing(F) genérico, então

gr(GF) = (1 − e1) . . . (1 − en−1).

Prova. Seja q −→ span{V1(q), ..., Vn−2(q)} um campo de planos tangente à

folheação regular de codimensão 2. Então temos

Vi(q) ∈ span{X1(q), ..., Xn−1(q)}, ∀q ∈ Pn\Sing(F).

Considere qk ∈ Pn\Sing(F) uma sequência de pontos convergindo para p ∈

Sing(F). Segue que Vi(qk) =
∑n−1

j=1 aij(qk)Xj(qk) onde αij ∈ O(U\Sing(F))

e U vizinhança de p. Como cod(Sing(F)) ≥ 2, as funções αij se es-

tendem para todo U . Tomando limite quando k → ∞ obtemos que

{X1(p), ..., Xn−1(p)} é um conjunto de geradores para span{V1(p), ..., Vn−2(p)}.

Portanto dim(span{X1(p), ..., Xn−1(p)}) ≥ n− 2. �

Observação 2.20 Seja F um germe de folheação de codimensão um em

(Cn, p) representada por uma 1-forma ω. Se existe um campo de (n − k)-

planos integrável e tangente à F , então F é equivalente a um produto local

de uma folheação de codimensão um em (Cr, 0) por uma folheação regular de

codimensão r, para algum 1 ≤ r ≤ k. Reciprocamente, se F é equivalente a

um produto local de uma folheação de codimensão um em (Cr, 0) por uma

folheação regular de codimensão r, então existe um campo de (n − r)-planos

integrável tangente à F .

Prova. Considere um sistema de coordenadas em p = 0 tal que o campo

de planos é dado por q −→ span{ ∂
∂xk+1

, ..., ∂
∂xn

}. Por hipótese i ∂
∂xj

(ω) = 0,

∀ j = k + 1, ..., n. Da condição de integrabilidade de F obtemos

0 = i ∂
∂xj

(ω ∧ dω) = i ∂
∂xj

(ω).dω − ω ∧ i ∂
∂xj

(dω) = −ω ∧ i ∂
∂xj

(dω).

Segue da igualdade acima e do fato que codim(Sing(ω)) ≥ 2 que existe g ∈ Op

tal que i ∂
∂xj

(dω) = g.ω.
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Fixamos j ∈ {k+1, ..., n}. Tomando a derivada de Lie na direção de ∂
∂xj

,

obtemos

L ∂
∂xj

(ω) = i ∂
∂xj

(dω) + d(i ∂
∂xj

(ω)) = i ∂
∂xj

(dω) = g.ω.

Segue que os coeficientes de ω satisfazem a seguinte equação diferencial

∂ai
∂xj

= g.ai, ∀ i = 1, ..., n.

Portanto para todo i = 1, ..., n existe bi(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn) ∈ Op tal que

ai = h.bi, onde h = exp

(∫ xj

0

g(x1, ..., xj−1, s, xj+1, ..., xn)ds

)
.

Como h(0) = 1, a 1-forma
∑n

i=1 bidxi representa F . O resultado segue do fato

que aj = i ∂
∂xj

(ω) = 0.

Para a segunda parte da observação basta tomar o campo de planos

tangente a folheação regular de codimensão r. �

Dizemos que p é uma singularidade do tipo Kupka da folheação F

definida pela 1-forma ω se p ∈ Sing(F) e dω(p) 6= 0. Neste caso, F é equivalente

a um produto local em p de uma folheação em C2 por uma folheação regular

de codimensão 2 (cf.: [K]). Se p ∈ Sing(F) é uma singularidade do tipo Kupka

ou uma singularidade isolada de dω então dizemos que p é do tipo Kupka

generalizada (veja [CCGL]).

Observação 2.21 Se F tem feixe tangente totalmente decompońıvel e tem so-

mente singularidades do tipo Kupka generalizada então F satisfaz as hipóteses

do Corolário 2.19.

Exemplo 2.22 Seja k um número natural, considere a folheação Fk em C3

definida por iSiX(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) onde

S = (k2 + k + 1)x1
∂

∂x1

+ (k + 1)x2
∂

∂x2

+ x3
∂

∂x3

X = (k2 + k + 1)xk2
∂

∂x1

+ (k + 1)xk3
∂

∂x2

+
∂

∂x3

.

Esta se estende a uma folheação Fk em P3 definida em coordenadas

homogêneas pela 1-forma

ω = (k + 1)X3(X1X
k
3 − Xk+1

2 ) dX0 + (k2 + k + 1)X3(X2X
k
1 − X0X

k
3 ) dX1

+ (k + 1)(k2 + k + 1)X3(X0X
k
2 − Xk+1

1 ) dX2 +
(
k(k2 + k + 1)X2X

k+1
1

+ k2X0X1X
k
3 − (k2 + k)(k + 1)X0X

k+1
2

)
dX3.
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Calculando a diferencial do levantamento Ĝ da aplicação de Gauss de Fk

para Cn+1 no ponto p = (x0, x1, x2, 1) obtemos




0 β −β2x2
2 βx1(βx1 − xk+1

2 )

−α kαx2x
k−1
1 αxk1 −α(βx0 − x2x

k
1)

αβxk2 −αβ2xk1 kβαx0x
k−1
2 αβ(xk+1

1 − x0x
k
2)

k(xk1 − (k + α)xk+1
2 ) k((k3 + 2α− 1)x2x

k
1 + xk0) k(αxk+1

1 − γx0x
k
2) k3x0x1


 .

onde α = k2 + k + 1, β = k + 1 e γ = (k3 + 3α− 2). Dáı segue que

det(dĜ(0, 1, 0, 1)) = −kα2β2(α+ 1)(β2 + 1) 6= 0.

Portanto Fk é não-degenerada. Além disso, as singularidades de Fk são do

tipo Kupka generalizada e TF ∼= OP3 ⊕OP3(1 − k) (cf.: [CCGL]). Logo, pelo

Corolário 2.19 temos que

gr(GFk
) = k.



3
Transformações Polares

3.1
Introdução

Dado um polinômio homogêneo F ∈ C[x0, ..., xn] , associamos a aplicação

racional

∇F : Pn 99K Pn

x 7→ (F0(x) : ... : Fn(x))

onde Fi denota a derivada parcial de F em relação a xi. Esta aplicação é

chamada transformação polar de F .

Um caso particularmente interessante é quando ∇F é birracional (cf.

[ES, EKP, CiRS]) neste caso dizemos que F é um polinômio homaloidal.

A classificação de polinômios (reduzidos) homaloidais em três variáveis

foi obtida por Igor V. Dolgachev :

Teorema 3.1 [Do] Seja F um polinômio homaloidal em três variáveis sem

fatores múltiplos. Então a menos de uma mudança linear de variáveis, V(F ) ⊂

P2 é uma das seguintes curvas:

1. Uma cônica suave;

2. Uma união de três retas em posição geral;

3. A união de uma cônica e uma reta tangente à esta.

Nesse mesmo trabalho Dolgachev conjecturou que o grau da trans-

formação polar de F depende apenas do conjunto de zeros V(F ). Neste caso,

não é mais necessário a condição de F ser um polinômio reduzido no Teorema

3.1.

A. Dimca e S. Papadima deram uma resposta positiva a essa conjectura.

Eles mostraram que o grau de ∇F depende somente da topologia do comple-

mento de V(F ) em Pn:
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Teorema 3.2 [DiPa] O complemento D(F ) = Pn\V(F ) é homotopicamente

equivalente a um CW-complexo obtido de D(F )∩H anexando gr(∇F ) células

de dimensão n, onde H é um hiperplano genérico em Pn. Em particular, temos

gr(∇F ) = (−1)nχ(D(F )\H).

Este resultado foi obtido utilizando métodos topológicos baseando-se em

teoria de Morse complexa. O problema de obter uma prova álgebro-geométrica

da conjectura de Dolgachev foi proposto em [Di] e [CiRS]. O objetivo deste

caṕıtulo é obter tal prova álgebro-geométrica (Teorema 3.5). Respostas parciais

a este problema foram obtidas em [KS] e [B].

3.2
Transformações Polares × Folheações Logaŕıtmicas

Considere a função multivaluada

Fλ =

k∏

i=1

F λi
i : Pn 99K P1

onde Fi ∈ C[x0, ..., xn] é um polinômio homogêneo de grau di e λi ∈ C∗.

A função Fλ é homogênea de grau gr(Fλ) =
∑k

i=1 λidi. Apesar de Fλ

não ser uma função algébrica, ainda é posśıvel definir a transformação polar

associada

∇Fλ : Pn 99K Pn

x →

[
Fλ0(x)
Fλ(x)

: . . . :
Fλn(x)
Fλ(x)

]

onde Fλi denota a derivada parcial de Fλ em relação a xi. Quando todos os

λi’s são números naturais esta aplicação coincide com a transformação polar

definida no ińıcio do caṕıtulo.

Se gr(Fλ) = 0 então a derivada logaŕıtmica de Fλ define uma folheação

logaŕıtmica em Pn e a transformação polar ∇Fλ coincide com a aplicação

de Gauss dessa folheação. Portanto de agora em diante vamos supor que

gr(Fλ) 6= 0.

Considere a folheação em Cn+1 definida pela 1-forma

(
k∏

i=1

Fi

)
dFλ

Fλ
=

(
k∏

i=1

Fi

)
k∑

i=1

λi
dFi
Fi

.
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Observe que todas as singularidades desta folheação estão contidas em

V(
∏
Fi) já que pela fórmula de Euler temos

iR

(
k∏

i=1

Fi

)
dFλ

Fλ
= gr(Fλ)

(∏
Fi

)
.

Esta folheação em Cn+1 se estende naturalmente a uma folheação de

Pn+1. Se consideramos F1, . . . , Fk como polinômios em C[x0, . . . , xn, xn+1],

Fk+1 = xn+1 e λ = (λ0, . . . , λn,−gr(Fλ)) então esta coincide com a folheação

Fλ da seção 2.3 definida pela 1-forma logaŕıtmica

ωλ =
dFλ

Fλ
− gr(Fλ)

dxn+1

xn+1

.

Teorema 3.3 Se o grau de Fλ é não nulo então para i = 0, . . . , n− 1,

gri(GF
λ
) = gri

(
∇Fλ

)
+ gri−1

(
∇Fλ

)
,

onde estamos assumindo que gr−1

(
∇Fλ

)
= 0.

Prova. Se colocamos F̂j =
∏k

i6=j,i=1 Fi então a aplicação de Gauss da folheação

Fλ no ponto [x0 : . . . : xn+1] pode ser escrita como

[
xn+1

(
k∑

j=1

λjF̂j
∂Fj
∂x0

)
: . . . : xn+1

(
k∑

j=1

λjF̂j
∂Fj
∂xn

)
: −gr(Fλ)

(
k∏

j=1

Fj

)]
.

Portanto se p = [0 : . . . : 0 : 1] e π : Blp(Pn+1) −→ Pn+1 denota o blow-up de

Pn+1 em p então a restrição de G = GF
λ
◦π ao divisor excepcional E ∼= Pn pode

ser identificada com ∇Fλ, bem como o contradomı́nio de ∇Fλ com o conjunto

Pnp ⊂ P̌n+1 de hiperplanos que passam por p .

Considere a projeção ρ([x0 : . . . : xn : xn+1]) = [x0 : . . . : xn] com centro

em p e ρ̃ = ρ ◦ π : Blp(Pn+1) −→ Pn. Se escrevemos

∇Fλ(x) =

[
k∑

j=1

λjF̂j
∂Fj
∂x0

: . . . :
k∑

j=1

λjF̂j
∂Fj
∂xn

]
,

então temos o seguinte diagrama comutativo

Blp(Pn+1)

ρ̃

��

G //_________ Pn+1

ρ

���
�

�

Pn
∇Fλ //___________ Pn
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Seja Li ⊂ P̌n+1 um subespaço linear genérico de dimensão i e

W i = G−1
F
λ
(Li), W̃ i = G−1(Li) e V i = (∇Fλ)−1 (ρ(Li)).

Se U ⊂ Pn é o complemento da hipersuperf́ıcie V(
∏
Fj) então ([Pi], Lemma)

implica que V i ∩ U e W̃ i ∩ ρ̃−1(U) são densos em V i e W̃ i.

Segue do diagrama acima que ρ̃(W̃ i) ⊂ V i. Um simples cálculo mostra

que a restrição de G a fibra de ρ̃ sobre U induz um isomorfismo a correspon-

dente fibra de ρ. Combinando isto com a densidade de V i ∩ U e W̃ i ∩ ρ̃−1(U)

em V i e W̃ i respectivamente podemos concluir que o i-ciclo ρ̃∗W̃ i coincide com

o i-ciclo V i.

O i-ésimo grau da aplicação de Gauss Fλ pode ser expresso como

gri
(
GF

λ

)
= c1(OPn+1(1))i ·W i .

Se W̃ i = G−1(Li), H denota um hiperplano genérico contendo p e H̃ é sua

transformada estrita então, pela fórmula da projeção,

gri

(
GF

λ

)
= c1(π

∗OPn+1(1))i · W̃ i

= c1(ρ̃
∗OPn(1))

i · W̃ i +




i∑

j=1

(
i

j

)
H̃ i−j · Ej


 · W̃ i

= c1(OPn(1))
i · ρ̃(W̃ i) +






i∑

j=1

(
i

j

)
H̃ i−j · Ej−1


 ∩ E


 ·

(
W̃ i ∩ E

)

= c1(OPn(1))
i · V i + c1(OE(1))i−1 · (W̃ i ∩ E) .

Claramente temos que c1(OPn(1))i ·V i é igual a gri(∇Fλ). Por outro lado

c1(OE(1))i−1 · (W̃ i ∩ E) = gri−1(∇Fλ). Sendo que para Li genérico, W̃ i ∩ E é

igual a G−1
|E (Li ∩ Pnp ) como (i− 1)-ciclo sobre E. O teorema segue. �

Corolário 3.4 Se o grau de Fλ é não nulo então

gri(∇Fλ) = en+1−i
0 (Fλ) .

para i = 0, . . . , n− 1.

Prova. O resultado segue comparando os Teoremas 2.9 e 3.3. �
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3.3
Invariância do Grau da Transformação Polar

Teorema 3.5 Seja λ = (λ1, . . . , λk) um elemento de Ck tal que H(λj) > 0

para alguma aplicação R-linear H : C → R para todo j = 1, . . . , k. Sejam

F1, . . . , Fk polinômios homogêneos irredut́ıveis em C[x0, ..., xn]. Se Fλ =
∏
F
λj
j

então

gri
(
∇Fλ

)
= gri

(
∇
(∏

Fj

))

para todo i = 0 . . . , n− 1.

Prova. Seja F = Fλ a folheação em Pn+1 associada a Fλ. Pelo Corolário 3.4

temos que gri(∇Fλ) coincide com o grau da aplicação de Gauss de F|Pn+1−i

para um Pn+1−i ⊂ Pn+1 genérico.

Se D é o divisor de Pn associado a
∏
Fj então a interseção em Pn+1 de

V (xn+1 (
∏
Fj)) e um genérico Pn−i é isomorfo a união da interseção de |D|

com um genérico Pn−i ⊂ Pn e um genérico hiperplano H em Pn−i.

Se π : X → Pn−i é uma resolução de |D| ∩ Pn−i então pelo Teorema de

Bertini temos que esta também é uma resolução de |D|∩Pn−i com um genérico

H . Portanto o reśıduo de H , λ(H) = −gr(Fλ), não influencia no cálculo dos

reśıduos λ(E) para uma componente irredut́ıvel E do divisor excepcional de

π , já que nenhuma das transformadas estritas de H contém centros a serem

explodidos no processo de resolução. Logo a hipótese sobre λ junto com o Lema

2.11 implicam que λ é não-ressonante com respeito a π. Segue da Proposição

2.14 que

gr(GF|
Pn+1−i

) = cn−i(Ω
1
X(log π−1(D ∩ Pn−i +H))) .

Sendo que um argumento análogo mostra que a mesma fórmula vale para a

folheação associada a F =
∏
Fj então o teorema segue. �

Claramente a hipótese sobre λ ∈ Ck pode ser enfraquecida. O Lema 2.11

nos dá que existem um número finito de subespaços lineares contidos em Ck

definidos por equações com coeficientes em N tal que fora destes o grau de

∇Fλ é constante.

Corolário 3.6 Sejam F1, F2 ∈ C[x0, . . . , xn] polinômios homogêneos. Se F1 e

F2 são relativamente primos então

gri(∇F1 · F2) ≥ max{gri(∇F1), gri(∇F2)}

para todo i = 0, . . . , n− 1.
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Prova. Seja F1 a folheação de Pn+1 associada a F1 e F12 associado a F1F2.

Estas são, respectivamente, induzidas pelas 1-formas racionais em Pn+1

ω1 =
dF1

F1
− gr(F1)

dxn+1

xn+1
e ω12 =

dF1

F1
+
dF2

F2
− (gr(F1) + gr(F2))

dxn+1

xn+1
.

Seja H ⊂ P̌n+1 um hiperplano genérico e ι : H −→ Pn+1 a inclusão.

Temos que G−1
F1

(H) consiste de gr(GF1) pontos isolados correspondendo as

singularidades de ι∗ω1 contidas em H \ V(F1). Segue da prova do Teorema

3.5 que podemos assumir que ι∗ω12 é não-ressonante (com respeito a certa

resolução).

Se H , visto como ponto de P̌n+1, evita o fecho da imagem de V(F2)

sobre GF1 então as singularidades de ι∗ω1 contidas no complemento de V(F1)

estão contidas também no complemento de V(F1F2). Segue que para ǫ > 0

suficientemente pequeno a 1-forma ι∗(ω1 + ǫω12) tem pelo menos gr(GF1)

singularidades contidas no complemento de V(F1F2). Sendo que podemos

escolher ǫ de forma que ι∗(ω1 + ǫω12) é não-ressonante, a folheação induzida

tem aplicação de Gauss com grau igual ao da aplicação de Gauss de F12.

Segue do Teorema 3.5 que gr(∇F1F2) ≥ gr(∇F1). Com um argumento

análogo para F2 e também para seções lineares de dimensão mais alta o

corolário segue. �

O corolário acima essencialmente reduz o problema da classificação de po-

linômios homaloidais para classificação de polinômios homaloidais irredut́ıveis.

Apesar disso, acreditamos não ser posśıvel uma generalização da classificação

de Dolgachev em dimensão alta, pois já existem exemplos em P3 de polinômios

homaloidais irredut́ıveis de grau arbitrário, cf. [CiRS].

A seguinte proposição caracteriza todas as transformações polares homa-

loidais associadas a um produto de retas com pesos complexos.

Proposição 3.7 Sejam F1, . . . , Fk+1 ∈ C[x, y, z] formas lineares e λ =

(λ1, . . . , λk+1) ∈ (C∗)k+1. Então a transformação polar ∇Fλ associada a

Fλ =
∏
F
λj
j é birracional se, e somente se, a menos de uma reordenação

nos ı́ndices, F1, . . . , Fk ∈ C[x, y] , Fk+1 /∈ C[x, y] e
∑k

i=1 λi = 0.

Prova. Primeiramente suponhamos que Fj ∈ C[x, y], para todo j = 1, ..., k,

Fk+1 /∈ C[x, y] e
∑k

i=1 λi = 0. Se Fk+2 é uma forma linear genérica e

λk+2 = −
∑k+1

j=1 λj = −λk+1 então a prova do Teorema 3.5 mostra que o grau

de ∇Fλ é igual o número de singularidades da folheação F em P2 induzida
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pela 1-forma

(
k+2∏

j=1

Fj

)
k+2∑

j=1

λj
dFj
Fj

(3-1)

fora de V
(∏k+2

j=1 Fj

)
.

Observe que F tem grau k e que

∑

p∈Sing(F)

µ(F , p) = k2 + k + 1 .

Sobre V(
∏k+2

j=1 Fj) temos 2k+2 singularidades. Onde uma destas, que coincide

com a interseção das k primeiras retas, possui multiplicidade k2 − k − 1 que

pode ser calculada utilizando a fórmula de Van den Essen (cf. [Van]). As k+1

singularidades restantes possuem multiplicidade 1 já que consiste na interseção

de apenas duas destas retas. Somando todas estas multiplicidades obtemos

k2 + k. Portanto gr(∇Fλ) = 1. Isto prova a condição de suficiência.

Suponhamos agora que gr(∇Fλ) = 1. Seja p ∈ Sing(F), a menos de uma

reordenação dos ı́ndices, podemos supor que p ∈ ∩sj=1V(Fj). Denotamos por

F ′ a folheação definida pela 1-forma (3-1) quando a forma linear Fk+2 contém

p e continuamos denotando por F quando a forma linear é genérica. Como

F é uma pertubação de F ′ segue que existe uma vizinhança suficientemente

pequena U de p tal que

µ(F , p) + s+
∑

q∈A

µ(F , q) = µ(F ′, p) (3-2)

onde A = (U ∩ Sing(F))\V(Fk+2

∏s
j=1 Fj).

Afirmamos que se
∑s

j=1 λj 6= 0 então s = 2. Segue da fórmula de Van

den Essen que µ(F , p) = (s− 1)2. Além disso,

µ(F ′, p) = s2 + s− 1 , se

s∑

j=1

λj + λk+2 = 0 (3-3)

e

µ(F ′, p) = s2 , se

s∑

j=1

λj + λk+2 6= 0. (3-4)

Observe que gr(∇Fλ) ≥
∑

q∈A µ(F , q), logo se s ≥ 3 segue de (3-2), (3-3) e

(3-4) que gr(∇Fλ) ≥ 2. Isto mostra que s = 2 no caso que
∑s

j=1 λj 6= 0.

Vamos mostrar que existe um único p tal que
∑s

j=1 λj = 0. Se
∑s

j=1 λj =
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0 então
∑s

j=1 λj + λk+2 6= 0, segue que µ(F ′, p) = s2. Por outro lado,

µ(F , p) = s2 − s− 1. Portanto por (3-2) obtemos
∑

q∈A µ(F , q) ≥ 1. Portanto

se existisse outro ponto p com esta mesma propriedade teŕıamos gr(∇Fλ) ≥ 2.

Uma simples conta mostra que gr(∇Fλ) = k2−k+s−s2

2
+ 1. Portanto

gr(∇Fλ) = 1 se, e somente se, s = k. �

Exemplo 3.8 Se na Proposição 3.7

k∑

i=1

λi 6= 0 e
k+1∑

i=1

λi 6= 0

Então pela fórmula de Van den Essen segue que a multiplicidade da singulari-

dade contida nas k primeiras retas é (k − 1)2. Portanto gr(∇Fλ) = k − 1.



4
Folheações Degeneradas

4.1
Folheações por k-planos

Nesta seção vamos exibir alguns resultados conhecidos a respeito de

folheações por k-planos em espaços projetivos, incluindo as classificações de

folheações por retas em P3 e folheações por planos em P4.

Classicamente, folheações por k-planos em Pn são conhecidas como

congruência de k-planos de ordem um. Uma congruência de k-planos em Pn é

uma famı́lia de k-planos de dimensão n− k, i.e., uma subvariedade de G(k, n)

de dimensão n − k; sua ordem é definida como o número de k-planos que

passam por um ponto genérico de Pn.

Uma folheação por k-planos G em Pn é por definição uma folheação

holomorfa de dimensão k tal que toda folha está contida em um espaço linear de

dimensão k. O fecho algébrico B′ ⊂ G(k, n) do conjunto de k-planos invariantes

por G define uma subvariedade de dimensão n − k (esta pode ser vista

como imagem da aplicação de Gauss associada à G). Reciprocamente, uma

subvariedade B′ ⊂ G(k, n) de dimensão n− k tal que para um ponto genérico

de Pn passa um único elemento de B′, define uma folheação por k-planos em

Pn. Neste caso, dizemos que G é formada pela famı́lia B′. Consideremos a

variedade

Λ′ = {(p, L) ∈ Pn × B′ | p ∈ L}.

junto com as projeções naturais g′ : Λ′ −→ B′ e f ′ : Λ′ −→ Pn. Então temos o

seguinte diagrama

B ×B′ Λ′

f

((

g

��

φ∗
// Λ′

g′

��

f ′
// Pn

B
φ

// B′

onde φ é a resolução de B′ e f = f ′ ◦ φ∗. Denotamos por Λ o produto

fibrado B ×B′ Λ′. Observe que Λ é um fibrado projetivo sobre B, portanto
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uma variedade não-singular. Se L ∈ B, continuamos denotando por L ⊂ Pn o

respectivo k-plano associado.

Seja RG o divisor de ramificação de f , i.e.,

RG = {(p, L) ∈ Λ | detJf(p, L) = 0}.

Podemos escrever RG = HG + VG onde g||HG|
tem posto n − k em um aberto

denso e g||VG|
não é dominante. As componentes irredut́ıveis do suporte de HG

também serão chamadas de componentes horizontais.

Definição 4.1 Se E é uma componente irredut́ıvel do suporte de HG, então

f(E) será chamado componente fundamental de G. A união das componen-

tes fundamentais será chamada conjunto fundamental de G e denotaremos

por ∆G.

f
E

Λ P
n

f(E)

Figura 4.1: Componentes horizontais.

Observação 4.2 Seja G uma folheação por retas (i.e., k = 1). Se G possui

uma singularidade isolada p, então G consiste na folheação radial em p, ou

seja, G é formada pela famı́lia de retas que contém p. De fato, se E é uma

componente irredut́ıvel do suporte de VG, então f(E) contém pelo menos

uma reta de B′, neste caso p não seria singularidade isolada. Portanto sendo

p ∈ Sing(G) = f(|RG|), obtemos p ∈ ∆G. Segue que B′ ⊂ σ, onde σ denota a

famı́lia de retas que contém p. Sendo dim(B′) = dim(σ) = n − 1, o resultado

segue.

A primeira observação sobre o conjunto fundamental, devido a C.Segre,

é a seguinte:

Lema 4.3 [S1] A dimensão do conjunto fundamental é no máximo n− 2.

Prova. Se C é uma componente de dimensão n − 1 de ∆G então existe uma

componente irredut́ıvel E do suporte de HG tal que f(E) = C. Se p ∈ C é um
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ponto genérico, então f−1(p) é um conjunto finito. Como f é um morfismo

birracional, o Teorema Principal de Zariski diz que f tem fibras conexas,

portanto f−1(p) consiste em um único ponto. O que contradiz a hipótese

E ⊂ |HG|. �

Seja L ∈ B, como f |g−1(L) : g−1(L) −→ L é um isomorfismo, a restrição

do divisor HG à g−1(L) define uma hipersuperf́ıcie ∆G(L) em L ⊂ Pn.

Proposição 4.4 Seja L ∈ B tal que g−1(L) * |RG|. Então ∆G(L) é uma

hipersuperf́ıcie em L ⊂ Pn de grau n− k.

Prova. Como f |g−1(L) : g−1(L) −→ L é um isomorfismo, basta mostrar que

f ∗∆G(L) é uma hipersuperf́ıcie em g−1(L) de grau n− k.

Seja ψ : Dn−k −→ B uma parametrização local em uma vizinhança de L

da forma

ψ(s) = P(span{α0(s), ..., αk(s)}),

onde α0, ..., αk : Dn−k −→ Cn+1, são funções holomorfas. A aplicação f pode

ser estudada via seguinte parametrização local de Λ

λ : Dn−k × Pk −→ Λ

(s, t) 7→ ([t0α0(s) + ... + tkαk(s)], ψ(s)), t = (t0 : ... : tk),

ou seja, colocamos F = f ◦ λ.

Podemos supor que F é um isomorfismo em (s, e0), e0 = (1 : 0 : ...0),

para todo s ∈ Dn−k. Observe que dF (s, t)(T(s,t)Dn−k × Pk) coincide com o

projetivizado de espaço

span

{
α0(s), ..., αk(s),

k∑

i=0

ti
∂αi
∂s1

(s), ...,
k∑

i=0

ti
∂αi
∂sn−k

(s)

}

Segue que F é um isomorfismo em (s, t) se, e somente se, vale igualdade na

equação abaixo

span

{
α0(s), ..., αk(s),

k∑

i=0

ti
∂αi
∂s1

(s), ...,

k∑

i=0

ti
∂αi
∂sn−k

(s)

}
⊂

span

{
α0(s), ..., αk(s),

∂α0

∂s1
(s), ...,

∂α0

∂sn−k
(s)

}
= Cn+1.

Se denotamos
∂αi
∂s

(s) :=

(
∂αi
∂s1

(s), ...,
∂αi
∂sn−1

(s)

)
,
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para i = 0, ..., k, então existem matrizes, Ai(s) ∈ M((n − k); C), i = 0, ..., k,

tal que (A0(s) = Idn−k)

∂αi
∂s

(s) = Ai
∂α0

∂s
(s) mod span{α0(s), ..., αk(s)}.

Portanto F não é isomorfismo em (s, t) se, e somente se,

det

(
k∑

i=0

tiAi(s)

)
= 0.

O resultado segue do fato que det
(∑k

i=0 tiAi(s)
)

é um polinômio homogêneo

nas variáveis t0, ..., tk de grau n− k. �

Observação 4.5 Seja G uma folheação por retas em Pn. Escrevemos

HG =
∑

m(E)·E e dE := dimf(E).

onde E são hipersuperf́ıcies irredut́ıveis em Λ.

1. Com um simples argumento local como na prova da Proposição 1.5 pode-

se mostrar que m(E) ≥ n− dE − 1.

2. As fibras da aplicação f |E : E −→ f(E) definem uma folheação de

codimensão dE em E que denotaremos por ηE .

3. Quando g−1(L) intersecta E em um único ponto para um elemento

genérico L ∈ B. Temos a seguinte projeção ao longo das folhas de G

φE := f ◦ pE ◦ f−1 : Pn 99K f(E)

onde pE : Λ −→ E é a projeção natural.

Proposição 4.6 Seja G uma folheação por retas em Pn, n = 3, 4. Se E é uma

componente irredut́ıvel do suporte de HG tal que dimf(E) ≥ 1, então

kerdf(x) ⊂ TxE,

para um ponto genérico x ∈ E.

Prova. Observe que se kerdf(x) * TxE, então

TxΛ = TxE + kerdf(x).
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Portanto dfx(TxΛ) ⊂ Tf(x)f(E), ou seja, a reta f(g−1(g(x))) é tangente à f(E)

em f(x). Se dimf(E) = 1, então B′ seria uma famı́lia de retas tangentes a uma

curva e esta não cobriria todo espaço. Se dimf(E) = 2, então teŕıamos uma

famı́lia de retas tangentes a uma superf́ıcie, mas esta não define uma folheação

por retas (cf. [DeP5], Proposição 1.3). �

Notação 4.7 – Se F ⊂ Pn é um espaço linear então F∨ denota o espaço

dual formado por hiperplanos de F .

– Se E ⊂ F é um subespaço linear, então E∗
F denota o conjunto de

hiperplanos π ∈ F∨ que contém E. Se F = Pn denotamos apenas E∗.

Exemplo 4.8 Seja Σ ⊂ Pn um espaço linear de dimensão n−2 e C uma curva

irredut́ıvel tal que se F ∈ Σ∗, então (F ∩ C)\Σ consiste em um único ponto.

A famı́lia de retas que intersectam C e Σ define uma folheação por retas em

Pn que denotamos por G(Σ, C). Temos que ∆G = Σ ∪ C.

Exemplo 4.9 Um caso similar ao Exemplo 4.8 é quando consideramos a curva

C contida em Σ. Seja ψ : Σ∗ −→ C um morfismo não-constante. Neste caso,

para F ∈ Σ∗, definimos a famı́lia BF de retas contidas em F que passam por

ψ(F ). A união ∪F∈Σ∗BF ⊂ G(1, n) define uma folheação por retas em Pn.

Temos que ∆G = C e Σ = f(|VG|).

4.1.1
Folheações por Retas em P3

O estudo de folheações por retas em espaços projetivos foi iniciado por

E.E. Kummer em [Kum] onde obteve uma classificação em P3. Outras provas

de tal classificação foram obtidas em [Ran, ZILO, DeP3, C]. A prova da

classificação a seguir é baseada em [C].

Teorema 4.10 [Kum, Ran, ZILO, DeP3, C]

Seja G uma folheação por retas em P3. Temos uma das seguintes possibilidades:

1. G é a folheação radial por um ponto p.

2. G é formada pela famı́lia de retas secantes a uma cúbica torcida.

3. Existem uma reta L e um morfismo não-constante ψ : L∗ −→ L tal que

G é formada pela famı́lia de retas

∪π∈L∗ψ(π)∗π .
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4. Existem uma reta L e uma curva racional C tal que se π ∈ L∗, então

(π ∩ C) \L consiste em um único ponto e G é formada pela famı́lia de

retas que intersectam L e C.

a) Caso 1. b) Caso 2. c) Caso 3. d) Caso 4.

Figura 4.2: Folheações por retas

Prova. Temos Sing(G) = ∆G, de fato suponhamos que exista uma componente

irredut́ıvel E ⊂ |VG|. Como f(E) contém pelo menos uma reta L, obtemos

f(E) = L. Mas em um ponto genérico de L não passa outra reta invariante

por G, logo L não pode estar contida no conjunto singular de G, o que contradiz

a hipótese E ⊂ |VG|.

Se G tem uma singularidade isolada, então é radial pela Observação 4.2.

Portanto pela Proposição 4.4 podemos supor que

HG = E1 + E2 , HG = 2E ou HG = E.

e que Sing(G) tem dimensão pura 1.

Suponhamos C := ∆G irredut́ıvel. Se C é uma reta, então um plano τ

contendo C é invariante por G, logo G restrita à τ é radial por um ponto em

C. Este é o caso (3) do teorema.

Se C não é uma reta, sejam p e q pontos distintos em C e considere

Xp, Xq os cones formados por retas invariantes por G que passam por p

e q respectivamente. Estes cones se intersectam em uma curva contida no

conjunto singular de G, ou seja, em C. Logo uma reta genérica contida em Xp

invariante por G intersecta C em dois pontos distintos, ie, G é formada pelas

secantes de C. Como C não é planar, deg(C) ≥ 3. Seja π um plano genérico,

π ∩ C = {p1, ..., ps}. As retas ligando pi à pj, i 6= j, são invariantes por G e

como cada reta invariante tem no máximo dois pontos singulares de G obtemos

que s = 3. Segue que C é uma cúbica torcida. Este é o caso (2) do teorema.

Se ∆G é redut́ıvel então HG = E1 + E2 com f(E1) 6= f(E2). Denotamos

Ci = f(Ei), i = 1, 2. Seja π um plano genérico, digamos π ∩ C1 = {p1, ..., ps}

e π ∩ C2 = {q1, ..., qt}. Como as retas ligando pi à qj são invariantes por G e

cada reta invariante tem no máximo dois pontos singulares de G obtemos que

s = 1 ou t = 1, portanto uma das curvas é uma reta, digamos C1. Um plano τ
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contendo C1 é invariante por G, logo G restrita à τ é radial por um ponto em

C2. Este é o caso (4) do teorema. �

Comentário

Folheações por retas em P4 foram consideradas primeiramente por

G.Marletta. Em seu trabalho [Mar2] foi estudado o caso genericamente re-

duzido onde obteve a classificação completa quando o conjunto fundamental

é uma superf́ıcie irredut́ıvel, neste caso, uma reta genérica invariante pela fo-

lheação intersecta esta em três pontos distintos; o estudo de superf́ıcies com

tal propriedade (superf́ıcie com um ponto triplo aparente) foi feito primeira-

mente por E. Ascione em [Asc] e posteriormente por F. Severi em [Sev]. Este

caso foi estudado novamente por P.De Poi em [DeP4] com uma abordagem

mais moderna. O caso não-reduzido também foi estudado por Marletta em

[Mar1], seguido por De Poi em [DeP5]. Não iremos utilizar tal classificação de

folheações por retas em P4 para o estudo de folheações de posto três em P4,

somente alguns resultados gerais.

4.1.2
Folheações por Planos em P4

Z.Ran em [Ran] obteve a classificação completa de superf́ıcies de ordem

um em G(k, n), i.e., famı́lia de k-planos em Pn tal que um (n − k − 2)-

plano genérico encontra somente um k-plano da famı́lia. No teorema seguinte

obtemos tal classificação para n = 4, k = 2.

Teorema 4.11 Seja G uma folheação por planos em P4. Temos uma das

seguintes possibilidades:

1. G é formada pela famı́lia de planos que contém uma reta.

2. Existe um plano Σ e um morfismo ψ : Σ∗ −→ G(1, 4) tal que a reta

ψ(π) está contida em π, para todo hiperplano π ∈ Σ∗ e G é formada pela

famı́lia de planos

∪π∈Σ∗ ∪L∈(ψ(π))∗π L.

3. Existe uma superf́ıcie S e uma famı́lia de dimensão dois de cônicas

(distintas de retas) em S tal que G é formada pela famı́lia de planos

que contém tais cônicas. Mais ainda, S = S1,2 (o scroll racional de grau

3 em P4) se tais cônicas são irredut́ıveis ou S é um cone de grau 3 se

tais cônicas são reduzidas.
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Prova. Seja L ∈ B, a proposição 4.4 diz que ∆G(L) é uma cônica em L. Seja

Γ ∼= P3 ⊂ P4 genérico e consideremos a folheação por retas G|Γ em Γ. Observe

que

Sing(G|Γ) = ∆G ∩ Γ.

Se Sing(G|Γ) consiste em um único ponto, então ∆G é uma reta e portanto

estamos no caso (1) do enunciado.

Se Sing(G|Γ) contém uma reta, então ∆G contém um plano Σ, como

cada elemento L ∈ B intersecta ∆G em pelo menos uma curva segue que os

hiperplanos π ∈ Σ∗ são invariantes por G. Portanto G|π é uma folheação por

planos contendo uma reta. Logo estamos no caso (2) do enunciado.

Se Sing(G|Γ) é uma cúbica torcida, então segue que ∆G é irredut́ıvel e

possui grau três. Pelo Teorema de C. Segre (veja [S4] ou [MP], Teorema 4), uma

superf́ıcie contendo uma famı́lia de dimensão dois de curvas planas distintas

de retas é um cone ou uma projeção da superf́ıcie de Veronese V ⊂ P5. No

primeiro caso obtemos um cone de grau três, no segundo obtemos o scroll

racional de grau três S1,2 (a projeção linear de V para P4 com centro em um

ponto contido em V ), pois a projeção de V com centro em um ponto fora de

V não possui grau três, portanto estamos no caso (3) do enunciado.

�

a) Caso 1.

Σ

π

ψ(π)

b) Caso 2.

π

S

c) Caso 3. d) Caso 3.

Figura 4.3: Folheações por planos
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4.2
Folheações Degeneradas e Exemplos Gerais

Uma folheação degenerada em P2 é um pencil de retas. De fato, as folhas

de F são curvas degeneradas, portanto subconjuntos abertos de retas. Logo

pela Observação 4.2, F é radial por um ponto p ∈ P2.

Seja F uma folheação de codimensão um em Pn com aplicação de Gauss

de posto n−1, então pelo Teorema 1.13, as fibras de GF definem uma folheação

por retas G.

Como vimos na seção 4.1, a imagem por f : Λ −→ Pn do divisor de

pontos onde f não é isomorfismo restrito à g−1(L) ⊂ Λ define um divisor (uma

hipersuperf́ıcie) ∆G(L) em L ⊂ Pn. Neste caso, a Proposição 4.4 diz que ∆G(L)

é um divisor de grau n− 1.

Seja p ∈ Pn um ponto regular genérico, U uma vizinhança suficientemente

pequena de p e M ⊂ U uma subvariedade complexa de codimensão um

invariante por F , consideremos M0 := ∪p∈MLp (Lp é a reta invariante por

G que contém p). Dizemos que M0 é o saturado de um germe de folha genérica

de F por G. Temos o seguinte diagrama

ΛM0

fM0
:=f◦i1

''

gM0

��

i1

// Λ

g

��

f
// Pn

BM0 i2

// B

onde BM0 = g(M0) e ΛM0 = Λ|BM0
.

A imagem por fM0 : ΛM0 −→ M0 do divisor de pontos onde fM0 não é

imersão restrito à g−1(L) define um divisor ∆M0(L) em L. A Proposição A.4

diz que ∆M0(L) é um divisor de grau n− 2.

Proposição 4.12 Seguindo a notação acima. Seja L ∈ B tal que g−1(L) *

|RG|. Então

∆M0(L) ≤ ∆G(L).

Prova. Como f |g−1(L) : g−1(L) −→ L é um isomorfismo, basta mostrar que se

f ∗∆G(L) = V(PG) e f ∗∆M0(L) = V(PM0), então PM0 divide PG.

A menos de uma parametrização local de Λ temos que f é da forma (veja

a prova da Proposição 4.4)

f : Dn−1 × P1 −→ Pn

(s, t) 7→ [t0α0 + t1α1], t = (t0 : t1)
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Podemos supor que

1. f é um isomorfismo em (s, (1 : 0)) para todo s ∈ Dn−1 e colocamos

Σ := f(Dn−1 × (1 : 0)) seção transversal à G;

2. f(Dn−2 × {sn−1} × {(1 : 0)}) é invariante por F|Σ para todo sn−1 ∈ D.

Portanto, pela propriedade (2) acima, as restrições

fsn−1 : Dn−2 × P1 −→ Pn

(s, t) 7→ f(s, t), s = (s, sn−1),

parametrizam as folhas de F .

Observe que pela propriedade (1) acima, f é um isomorfismo em (s, t)

se, e somente se, vale igualdade na equação abaixo

span
{
α0(s), α1(s), t0

∂α0

∂s1
(s) + t1

∂α1

∂s1
(s), ..., t0

∂α0

∂sn−1
(s) + t1

∂α1

∂sn−1
(s)
}

⊂

span
{
α0(s), α1(s),

∂α0

∂s1
(s), ..., ∂α0

∂sn−1
(s)
}

= Cn+1 .

Se denotamos

∂αi
∂s

(s) :=

(
∂αi
∂s1

(s), ...,
∂αi
∂sn−1

(s)

)
, i = 0, 1,

então, existem matrizes Ai(s) ∈ M((n − 1); C), i = 0, 1, (A0(s) = Idn−1) tal

que

∂αi
∂s

(s) = Ai(s)
∂α0

∂s
(s) mod span{α0(s), α1(s)}.

Portanto f não é isomorfismo em (s, t) se, e somente se,

det(t0A0(s) + t1A1(s)) = 0,

ou seja, f ∗∆G(L) = V(PG), onde PG = det(t0A0(s) + t1A1(s)) é um polinômio

homogêneo nas variáveis t0, t1 de grau n− 1.

Por outro lado, a condição que o espaço tangente de F é constante ao

longo das folhas de G nos dá que:

span
{
α0(s), α1(s), t0

∂α0

∂s1
(s) + t1

∂α1

∂s1
(s), ..., t0

∂α0

∂sn−2
(s) + t1

∂α1

∂sn−2
(s)
}

⊂

span
{
α0(s), α1(s),

∂α0

∂s1
(s), ..., ∂α0

∂sn−2
(s)
}
.
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E vale igualdade acima se, e somente se, fsn−1 não é imersão em (s, t). Logo

existem matrizes Ai(s) ∈M((n− 2); C), i = 0, 1, (A0(s) = Idn−2) tal que

∂αi
∂s

(s) = Ai
∂α0

∂s
(s) mod span{α0(s), α1(s)}.

Portanto fsn−1 não é imersão em (s, t) se, e somente se,

det(t0A0(s) + t1A1(s)) = 0,

ou seja, f ∗∆M0(L) = V(PM0), onde PM0 = det(t0A0(s) + t1A1(s)) é um

polinômio homogêneo nas variáveis t0, t1 de grau n− 2.

Sendo

t0A0(s) + t1A1(s) =

(
t0A0(s) + t1A1(s) 0(n−2)×1

an−11(s) . . . an−1n−2(s) an−1n−1(s)

)
.

para algumas funções holomorfas aij : Dn−1 −→ C, obtemos PM0 divide PG. �

Exemplo 4.13 Considere a folheação por retas G = G(Σ, C) em Pn (veja o

exemplo 4.8). Temos

HG = E1 + (n− 2)E2 , f(E1) = Σ e f(E2) = C.

Seja φE1 : Pn 99K Σ ∼= Pn−2 a projeção ao longo das folhas de G e η

uma folheação de codimensão um em Σ. O pull-back de η através de φE1 ,

F := φ∗
E1

(η) define uma folheação de codimensão um em Pn. As fibras de φE1

são cones sobre C, assim cada folha de F é um join J(N,C) (veja o exemplo

A.2), onde N denota a folha de η que passa por q.

Suponhamos Σ = {(X0 : ... : Xn) ∈ Pn| X0 = X1 = 0}. A curva C pode

ser parametrizada por uma aplicação da forma

P1 −→ Pn

(s : t) 7→ (sP (s, t) : tP (s, t) : Q2(s, t) : ... : Qn(s, t))

onde P , Q2 ,..., Qn são polinômios homogêneos com deg(P ) = d e

deg(Qi) = d + 1, i = 2, ..., n . Escolhendo coordenadas afins (x1, ..., xn) =

(X0/Xn, ..., Xn−1/Xn) é fácil ver que o campo de vetores tangente à G é da

forma

V (x1, ..., xn) = x1(Qn − P )
∂

∂x1
+ x2(Qn − P )

∂

∂x2
+

n∑

i=3

(xiQn −Qi)
∂

∂xi
.
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A reta invariante por G que passa pelo ponto (x1, ..., xn) tem uma parame-

trização da forma s −→ (x1, ..., xn) + s. V (x1, ..., xn), além disso

(x1, ..., xn) + s. V (x1, ..., xn) ∈ Σ ⇐⇒ s =
1

P −Qn

.

Assim obtemos,

φE1 = (X2P (X0, X1) −Q2(X0, X1) : ... : XnP (X0, X1) −Qn(X0, X1)).

η

      C

Figura 4.4: Exemplo 4.13.

Teorema 4.14 Considere a folheação por retas G = G(Σ, C) em Pn. Seja F

uma folheação degenerada em Pn tal que as folhas de G estão contidas nas

fibras de GF . Então temos uma das seguintes possibilidades:

1. F é um pencil de hiperplanos;

2. F é o pull-back de uma folheação de codimensão um em Σ ∼= Pn−2 pela

projeção φE1, f(E1) = Σ, ao longo das folhas de G.

Prova. Podemos escrever HG = E1 + (n− 2)E2, com f(E1) = Σ e f(E2) = C.

Seja FEi := (f ∗F)Ei, i = 1, 2. Consideremos as folheações ηEi em Ei, i = 1, 2

de dimensão n− 1 − dimf(Ei) (veja a Observação 4.5).

Se FE2 coincide com ηE2 então F é o pencil de hiperplanos contendo Σ e

estamos no caso (1) do teorema.



Caṕıtulo 4. Folheações Degeneradas 56

Logo podemos supor FE2 6= ηE2 . Observe que se ηE1 é tangente à FE1,

então as fibras de φE1 são tangentes à F . Segue de ([CLnLPT], Lema 2.2) que

existe uma folheação de codimensão um η em Σ tal que F = φ∗
E1

(η). Neste

caso, estamos no caso (2) do teorema.

Portanto resta mostrar que ηE1 é tangente à FE1. Suponhamos por

absurdo que ηE1 não é tangente à FE1. Isto implica que se N é uma folha

de FE1 então f(N) tem dimensão n− 2.

Seja M0 o saturado de um germe de folha de F por G. Consideremos

uma parametrização local α : D −→ C ∩M0. Sejam β : Dn−2 −→ M0 seção

transversal à G|M0 e βt(s) := β(s, t), (s, t) ∈ Dn−3 × D tal que βt(s) ∈ Pn−1
t

para todo s ∈ Dn−3, onde Pn−1
t denota o hiperplano contendo Σ e α(t). Se

colocamos γ := φE1 ◦ β, a hipótese ηE1 não é tangente à FE1 implica que γ é

uma parametrização local de Σ.

Temos uma parametrização local de M0 da forma

ψ : C × Dn−2 −→ M0

(r, s, t) 7→ rα(t) + (1 − r)γ(s, t).

O espaço tangente de M0 em um ponto suave ψ(r, s, t) é dado por

Tψ(r,s,t)M0 = span

{
α− γ,

∂γ

∂s1
, ...,

∂γ

∂sn−3
, rα′ + (1 − r)

∂γ

∂t

}
.

Se para r, r̃ ∈ C temos Tψ(r,s,t)M0 = Tψ(r̃,s,t)M0, então existem ai ∈ C,

i = 0, ..., n− 3 e b ∈ C∗ tal que

r̃α′ + (1 − r̃)
∂γ

∂t
= a0(α− γ) +

n−3∑

i=1

ai
∂γ

∂si
+ b(rα′ + (1 − r)

∂γ

∂t
).

Observe que os vetores
{
α− γ, ∂γ

∂s1
, ..., ∂γ

∂sn−3
, ∂γ
∂t
, α′
}

são linearmente indepen-

dentes (já que γ é uma parametrização local de Σ). Igualando os coeficientes de

tais vetores na igualdade acima a zero, obtemos que r = r̃, ou seja, as folhas

de G não estão contidas em fibras de GF . Mas isto contradiz a hipótese do

teorema. Logo ηE1 é tangente à FE1. �

4.3
Folheações Degeneradas em P3

A classificação de folheações degeneradas em P3 tem um papel importante

no estudo das componentes irredut́ıveis do espaço de folheações de grau dois

([CLn], Teorema D). Apresentaremos tal classificação utilizando a classificação
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de folheações por retas em P3.

Teorema 4.15 [CLn] Seja F uma folheação degenerada em P3, então temos

uma das seguintes possibilidades:

1. F admite integral primeira racional da forma

φ : P3
99K P1

(x0 : ... : x3) 7→ (x2P (x0, x1) −Q(x0, x1) : x3P (x0, x1) − R(x0, x1)).

2. F é pull-back linear de uma folheação em P2.

Prova. Se F tem posto um, então as folhas de F são subconjuntos abertos de

espaços lineares (fibras de GF). Neste caso é fácil ver que F é um pencil de

hiperplanos.

Se F tem posto dois, seja G a folheação por retas definida pelas fibras de

GF . Se G tem uma singularidade isolada p então Im(GF) ⊂ p∗ ∼= P2, logo F é

pull-back linear de uma folheação em P2. Portanto, podemos supor que G não

possui singularidades isoladas.

Seja E uma componente irredut́ıvel de |HG| e M0 o saturado de um germe

de folha genérica de F por G. Consideremos

∆∗
M0

(L) := f ∗∆M0(L).

Sendo ker(df(p)) = TpηE então p ∈ ∆∗
M0

(L)∩E se, e somente se, TpηE = TpFE .

Portanto ∆∗
M0

(L) ∩ E é não vazio para o saturado M0 de um germe de folha

genérica de F se, e somente se, FE = ηE . Pela Proposição 4.12, ∆∗
M0

(L) ∩ E

é não vazio para algum E, logo FE = ηE para alguma componente irredut́ıvel

E de |HG|.

Pela Proposição 4.4 temos

HG = E1 + E2 , HG = 2E ou HG = E

e ∆G tem dimensão pura 1.

Suponhamos HG = 2E e denotamos C = f(E). Podemos supor que

C é uma reta e G coincide com a folheação de tipo (3) do Teorema 4.10.

Se FE := (f ∗F)|E então pela observação feita no parágrafo acima obtemos

FE = ηE . Isto implica que a projeção φE : P3
99K C é uma integral primeira

racional de F . Mas as fibras de φE são planos contendo C, i.e., F coincide com o

pencil de planos contendo C. Neste caso, F é pull-back linear de uma folheação

radial em P2 e portanto estamos no caso (2) do enunciado do teorema.
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Suponhamos HG = E e denotamos C = f(E). Pelo Teorema 4.10, C

é uma cúbica torcida e G é formada pelas retas secantes de C. Novamente,

devemos ter FE = ηE . Sendo que uma reta genérica g−1(L) intersecta E em

dois pontos distintos, obtemos que ∆∗
M0

(L) consiste em dois pontos distintos.

O que contradiz a Proposição A.4. Portanto este caso não acontece.

Suponhamos que HG = E1 + E2 e denotamos Ci = f(Ei), i = 1, 2.

Afirmamos que C1 6= C2. De fato, suponha por contradição que C1 = C2. O

cone Fp, p ∈ C, formado pelas retas invariantes por G que passam por p é

irredut́ıvel (já que C é irredut́ıvel). Se Ni é uma componente irredut́ıvel de

f |Ei, i = 1, 2. Então as imagens por f , f(g−1(g(Ni))), i = 1, 2, são cones

irredut́ıveis distintos formados por retas invariantes por G que passam por p.

Isto é absurdo, já que Fp é irredut́ıvel.

Podemos supor que HG = E1 + E2 e Ci = f(Ei), i = 1, 2 com C1 6= C2.

Pelo Teorema 4.10 podemos supor que C1 é uma reta. Se FEi := (f ∗F)|Ei,

então como já foi observado FE1 = ηE1 ou FE2 = ηE2.

Se FE1 = ηE1 então a projeção φE1 : P3
99K C1 é uma integral primeira

racional de F e resultado segue do Exemplo 4.13 e do Teorema 4.14. Neste

caso, estamos no caso (1) do enunciado do teorema.

Se FE2 = ηE2 então a projeção φE2 : P3
99K C2 é uma integral primeira

racional de F e como as fibras de φE2 são planos contendo C1, segue que F é

um pencil de planos e estamos no caso (2) do teorema. �



5
Folheações Degeneradas em P4

5.1
Generalidades

Se F é uma folheação de posto no máximo dois em Pn, então temos uma

das seguintes possibilidades (veja [CLn], Teorema B):

1. F admite integral primeira racional;

2. F é pull-back linear de uma folheação em P2.

De fato, se Σ é um espaço linear de dimensão três genérico, então F|Σ também

tem posto no máximo dois. Logo pelo Teorema 4.15, F|Σ satisfaz uma das

possibilidades acima. O resultado segue de ([CLn], Lemas 2 e 3).

Neste caṕıtulo vamos estudar folheações de posto três em P4. Neste caso,

as fibras de GF definem uma folheação por retas G. Como foi observado, temos

o seguinte diagrama associado à G

B ×B′ Λ′

f

((

g

��

φ∗
// Λ′

g′

��

f ′
// P4

B
φ

// B′

onde φ : B −→ B′ é a resolução de famı́lia de retas B′ ⊂ G(1, 4). O divisor

RG de pontos de ramificação de f pode ser decomposto como RG = HG + VG

onde HG é formado por componentes horizontais (i.e., g||HG| tem posto 3 em

um aberto denso). Se L ∈ B, por simplicidade, continuamos denotando por

L ⊂ P4 a reta associada invariante por G. A Proposição 4.4 diz que se L ∈ B

e g−1(L) * |RG|, então ∆G(L) é um divisor em L de grau três.

5.2
Os Exemplos

Folheação degeneradas podem ser constrúıdas a partir de folheações por

retas. No que segue, daremos alguns exemplos de folheações de posto três em
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P4, depois mostraremos que estes englobam todos os casos que possivelmente

não admitem integral primeira racional.

Seja M o germe de uma subvariedade complexa de codimensão um

invariante por F e M0 o saturado de M por G. Pela classificação de variedades

de posto dois em P4 (Teorema A.6) temos as seguintes possibilidades:

1. M0 é um cone;

2. M0 é um join de duas curvas;

3. M0 é uma união de planos (não-osculadores) contendo as retas tangentes

de uma curva C, ou seja, M0 é um band sobre C;

4. Existem uma curva C e uma superf́ıcie S tal que M0 é formada por retas

tangentes à S que intersectam C;

5. Existem duas superf́ıcies S1,S2 tal que M0 é formada por retas tangentes

à estas. Possivelmente S1 = S2.

Observação 5.1 Se uma folha genérica de F é do tipo (4) ou (5) acima,

então a famı́lia de retas definida por G seria formada por retas tangentes a

uma superf́ıcie contida em ∆G. Mas tal famı́lia não define uma folheação por

retas em P4 (veja [DeP5], Proposição 1.3).

No que segue, continuamos com a Notação 4.7 e separamos os exemplos

abaixo de acordo com o tipo de folha genérica. Estes podem ser: cones, joins

ou bands.

5.2.1
Cones

Exemplo 5.2 O pull-back por uma projeção linear P4
99K P3 de uma

folheação não-degenerada em P3 é uma folheação de posto três em P4. A

folheação por retas associada é formada pela famı́lia de retas contendo o centro

da projeção linear.

Observação 5.3 Em todos os exemplos abaixo, se F não admite integral

primeira racional, então esta deve ter posto três. De fato, se F não tem posto

três então podemos supor que F tem posto dois, pois, toda folheação de posto

um é um pencil de hiperplanos (logo possui integral primeira racional). Pela

classificação de folheações de posto dois F deveria ser pull-back linear de uma

folheação em P2, ou seja, as fibras da aplicação de Gauss associada à F são
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planos contendo uma reta (o centro da projeção linear). Mas toda folheação F

constrúıda a seguir provém de uma folheação por retas G cujo as folhas estão

contidas nas fibras da aplicação de Gauss de F . Portanto uma reta genérica

invariante por G deveria intersectar o centro da projeção linear. Mas para tal

folheação G, não existe uma reta fixa tal que uma reta genérica invariante por

G intersecta esta. Portanto F não pode ter posto dois.

5.2.2
Joins

Exemplo 5.4 Seja G uma folheação por retas em P4 definida pela famı́lia de

retas que intersectam uma superf́ıcie irredut́ıvel S e uma curva irredut́ıvel C

distinta de uma reta. Neste caso, pela Observação 4.5 temos

HG = E1 + 2E2 , S = f(E1) e C = f(E2).

Folheações por retas em P4 com as propriedades acima foram completamente

classificadas em [Mar2, DeP2], em todos os casos, se S não é um plano então

C é uma curva planar ([Mar2], pag.396;[DeP2], Lema 2).

Consideremos a projeção ao longo das folhas de G

φE1 : P4
99K S.

Definimos F = φ∗
E1

(η), onde η é uma folheação em S. Sendo φE1 uma aplicação

racional, F admite integral primeira racional se, e somente se, η admite integral

primeira racional.

Observe que as folhas de F são joins J(C,N) onde N é folha de η. Mais

ainda, o join de curvas distintas de retas, não contidas em um mesmo espaço

linear de dimensão três é uma variedade de dimensão três e posto dois. Segue:

1. Se S é um plano e η é não-degenerada, então F tem posto três (veja

também o Exemplo 4.13 e o Teorema 4.14).

2. Se C é uma curva planar, seja Σ o plano contendo C e π ∼= P3 ∈ Σ∗

genérico. Então pelo Teorema 4.10, π ∩ S contém uma reta lπ e G|π

é formada pela famı́lia de retas que intersectam C e lπ. Se lπ não é

invariante por η para π genérico, então F tem posto três.

Em todos os casos, segue da Observação 5.3 que se η não possui integral

primeira racional, então F tem posto três.
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5.2.3
Bands

Exemplo 5.5 Seja C uma curva planar distinta de uma reta e Σ o plano

contendo C. Considere um morfismo não-constante ψ : Σ∗ ∼= P1 −→ C e para

cada π ∈ Σ∗ seja Bπ a famı́lia de retas contidas em π que contém o ponto ψ(π).

A famı́lia de retas ∪π∈Σ∗Bπ define uma folheação por retas G em P4. Temos

HG = 3E , C = f(E).

Se p ∈ C é um ponto suave, denotamos por lp a reta tangente à C em p.

Considere a famı́lia de planos P ⊂ G(2, 4) invariantes por G definida por

P = ∪π∈Σ∗ ∪ξ∈(lψ(π))
∗
π
ξ.

Definimos a superf́ıcie

X = {(π, ξ) ∈ Σ∗ × P | ξ ⊂ π} ⊂ P1 × G(2, 4).

Observe que a primeira projeção τ : X −→ Σ∗ tem fibra genérica isomorfa a

P1 e considere a projeção natural

φX : P4
99K X

p ∈ ξ 7→ (π, ξ) ; ξ ⊂ π.

Σπ

ξ

P
4

X

>

φ
X

η

*

τ

Figura 5.1: Exemplo 5.5

Definimos F = φ∗
X(η), onde η é uma folheação qualquer em X. Como φX

é uma aplicação racional, F admite integral primeira racional se, e somente
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se, η admite integral primeira racional.

Por construção, as folhas de F são bands sobre a curva C. Mais ainda,

segue da Observação 5.3 que se η não admite integral primeira racional então

F tem posto três.

Exemplo 5.6 Seja S = S1,2 o scroll racional normal de grau três em P4, i.e.,

uma projeção linear da superf́ıcie Veronese V ⊂ P5 com centro p ∈ V

VOO
v

τp

  A
A

A

A

P2
ξ //___ S.

Considere o sistema linear de dimensão dois, ξ∗|OP2(1)| cujo um elemento

genérico é uma cônica irredut́ıvel em S. A famı́lia P ⊂ G(2, 4) de planos

que contém tais cônicas define uma folheação por planos em P4.

Seja θ uma folheação não-degenerada em P̌2 e

Gθ : P̌2
99K P2

l 7→ Gθ(l) ∈ l∗

a aplicação de Gauss associada. Definimos a aplicação racional ψθ := ξ◦Gθ◦ξ
−1
∗

ξ∗|OP2(1)|
OO

ξ∗

ψθ //_______ SOO

ξ
�

�

�

P̌2 = |OP2(1)|
Gθ //______ P2

.

Sendo Gθ(l) ∈ l∗, então ψθ(C) ∈ |C| (|C| denota o suporte de C) para

C ∈ ξ∗|OP2(1)|. Portanto a famı́lia de retas

B := ∪C∈ξ∗|OP2 (1)| ψθ(C)∗πC

onde πC denota o plano contendo |C| , define uma folheação por retas G em P4

tal que G|πC consiste na folheação radial por ψθ(C) ∈ |C| (veja a figura 5.2).

Definimos a folheação de codimensão um em P4, F := ϕ∗(θ) onde ϕ é

uma aplicação racional definida da seguinte forma

ϕ : P4
99K P̌2

q ∈ πC 7→ ξ−1
∗ (C).

Vamos analisar as folhas de F . Sendo que Gθ é genericamente um

difeomorfismo local, a imagem direta de θ por Gθ para P2 define uma web
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θ∨ (a web dual de θ) em P2 e por conseguinte uma web ξ∗θ
∨ em S, já que ξ é

uma aplicação birracional.

Consideremos a projeção ao longo das folhas de G

φ : P4
99K S

p ∈ πC 7→ ψθ(C).

Seja p ∈ S um ponto genérico, existe uma vizinhança U ⊂ S de p onde (ξ∗θ
∨)|U

é totalmente decompońıvel, ou seja, existem folheações η1, ..., ηk transversais,

tangentes à ξ∗θ
∨ onde k = deg(θ). Observe que

φ−1(p) = ∪ki=1πCi

onde ηi é tangente à |Ci| no ponto p e

φ−1(U) = ∪ki=1Wi

com πCi ⊂ Wi.

Segue da comutatividade do diagrama

P4

φ

((j

f
c _ [

X
T

ϕ
$$I

I

I

I

I

I

//___ ξ∗|OP2(1)|
OO

ξ∗

ψθ

//___ SOO

ξ
�

�

�

P̌2
Gθ

//_____ P2

que F|Wi
= φ∗(ηi), i = 1, ..., k. Portanto, por construção, uma folha de F|Wi

é

um band sobre uma curva invariante por ηi.

π

S

C

C

Figura 5.2: Exemplo 5.6

Observe que F admite integral primeira racional se, e somente se, θ
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admite integral primeira racional. Observe também que se θ tem grau um,

então F é o pull-back de uma folheação em S. Mais ainda, segue da Observação

5.3 que se θ não admite integral primeira racional então F tem posto três.

Exemplo 5.7 Sejam Σ ∼= P2 ⊂ P4 e ψ : Σ∗ ∼= P1 −→ Σ∨ ∼= P2 um morfismo

não-constante. Consideremos a superf́ıcie

X =
{
(π, p) ∈ Σ∗ × Σ | p ∈ ψ(π) ⊂ P2

}
⊂ P1 × P2

Seja R o divisor de pontos de ramificação da projeção

τ2 : X −→ Σ

(π, p) 7→ p.

Podemos escrever R = D + V , onde D é o divisor associado às componentes

horizontais de R e V às componentes verticais de R.

Seja η uma folheação de Riccati em X (veja [Bru], Caṕıtulo 4) com

respeito a fibração

τ1 : X −→ Σ∗

(π, p) 7→ π

tangente ao núcleo de dτ2 ao longo de |D|, i.e., se v ∈ H0(X, TX ⊗ T ∗
η ) é um

campo tangente à η, então

dτ2(π, p)v(π, p) = 0,

para (π, p) ∈ |D| genérico.

Antes de definir a folheação por retas faremos duas afirmações.

Afirmação 1 Seja vπ a restrição de v a uma fibra τ−1
1 (π) não invariante por

η. A condição de η ser tangente ao núcleo de dτ2 ao longo de |D| implica que

τ2∗(vπ) se estende a um campo de direções sem tangência com a reta ψ(π).

Prova. Primeiro observe que τ2(|D|)∨ = Im(ψ) ⊂ Σ∨, ou seja, consideremos os

seguintes casos:

1. τ2(|D|) consiste em um único ponto p ∈ Σ, se Im(ψ) é uma reta.

2. τ2(|D|) é uma curva e a famı́lia de retas definidas por Im(ψ) são tangentes

à τ2(|D|).
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caso 1. A menos de uma parametrização local de X em uma vizinhança

de um ponto genérico (π, p) ∈ |D|, podemos supor que (π, p) = (0, 0),

τ−1
1 (π) = {x = 0} e

τ2 : (C2, 0) −→ (C2, 0)

(x, y) 7→ (y, xy).

Se vπ(y) = ∂
∂x

+ a(y) ∂
∂y
, a ∈ O0, então a condição de tangência com o núcleo

de dτ2 ao longo de |D| implica que a(0) = 0, i.e., a(y) = yã(y), ã ∈ O0. Segue

que

dτ2(0, y)vπ(y) = y
∂

∂x
+ a(y)

∂

∂y
= y

(
∂

∂x
+ ã(y)

∂

∂y

)
.

Portanto ∂
∂x

+ ã(y) ∂
∂y

é uma extensão de τ2∗(vπ) sem tangências com a reta

ψ(π).

caso 2. Em um ponto genérico (π, p) ∈ |D| podemos supor que a reta

associada à ψ(π) possui tangência quadrática com τ2(|D|) em p. Portanto, a

menos de uma parametrização local deX em uma vizinhança de (π, p) podemos

supor que (π, p) = (0, 0), τ−1
1 (π) = {x = 0} e

τ2 : (C2, 0) −→ (C2, 0)

(x, y) 7→ (x+ y, xy),

ou seja, uma parametrização local da famı́lia de retas tangentes à cônica

{x2 − 4y = 0}.

Se vπ(y) = ∂
∂x

+ a(y) ∂
∂y
, a ∈ O0, então a condição de tangência com o

núcleo de dτ2 ao longo de |D| implica que 1 + a(0) = 0, i.e., 1 + a(y) = yã(y),

ã ∈ O0. Segue que

dτ2(0, y)vπ(y) = (1 + a(y))
∂

∂x
+ y

∂

∂y
= y

(
ã(y)

∂

∂x
+

∂

∂y

)
.

Portanto ã(y) ∂
∂x

+ ∂
∂y

é uma extensão de τ2∗(vπ) sem tangências com a reta

ψ(π). �

Afirmação 2 Se ainda denotamos por τ2∗(vπ) sua extensão, então existe uma

folheação radial θπ por um ponto pπ ∈ Σ tangente à τ2∗(vπ) ao longo da reta

ψ(π) ⊂ Σ.

Prova. O campo normal em ψ(π), τ2∗(vπ) pode ser estendido a uma folheação

θπ em uma vizinhança U de ψ(π) ⊂ Σ. Como o complementar de U é Stein, θπ
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se estende à uma folheação holomorfa em Σ que continuamos denotando por

θπ. Mas esta não possui pontos de tangência com ψ(π) ⊂ Σ, logo trata-se de

uma folheação de grau zero, i.e., radial por um ponto pπ ∈ Σ. �

Seja ϕ : Σ∗ −→ G(1, 4) um morfismo tal que ϕ(π) ⊂ π e ϕ(π) ∩ Σ = pπ, onde

Σ

π

ψ(π)

P
4 Σ

X

>

φ
X

η

*

τ1

ϕ(π)

Figura 5.3: Exemplo 5.7

continuamos denotando ϕ(π) a reta associada vista como subconjunto de P4.

Tal famı́lia de retas define uma superf́ıcie

S := ∪π∈Σ∗ϕ(π) ⊂ P4.

Se τ−1
1 (π) não é invariante por η, então a famı́lia de retas Bπ que

intersectam ϕ(π) e ψ(π) define uma folheação por retas em π e portanto

∪π∈Σ∗Bπ

define uma folheação por retas G em P4.

Como Σ é uma componente fundamental de G, existe uma componente

horizontal E ⊂ Λ tal que Σ = f(E). A projeção ao longo das folhas de G

φE : P4
99K Σ,

define uma aplicação racional

φX : P4
99K X

p ∈ π 7→ (π, φE(p)).

Definimos F = φ∗
X(η). Como φX é uma aplicação racional, F admite

integral primeira racional se, e somente se, η admite integral primeira racional.
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Por construção, uma folha de F é um band sobre uma curva N ⊂ Σ,

onde N é a imagem direta de uma folha de η por τ2. Mais ainda, segue da

Observação 5.3 que se η não admite integral primeira racional então F tem

posto três.

Observe também que se τ2(|D|) consiste em um único ponto, então |D|

é invariante por η e F é pull-back por φE de uma folheação em Σ.

Exemplo 5.8 Considere Σ ∼= P2 ⊂ P4 e seja ψ : Σ∗ ∼= P1 −→ |OΣ(d)|,

d > 1, um morfismo não-constante. Suponhamos que exista um morfismo

µ : Σ∗ −→ Σ tal que µ(π) ∈ ψ(π) e µ(π) é um ponto de multiplicidade (d− 1)

de ψ(π) (por simplicidade, continuamos denotando por ψ(π) ⊂ Σ a respectiva

curva associada). A superf́ıcie

X = {(π, p) ∈ Σ∗ × Σ | p ∈ ψ(π)} ⊂ P1 × P2

define uma fibração sobre Σ∗

τ1 : X −→ Σ∗

(π, p) 7→ π.

Consideremos a projeção

τ2 : X −→ Σ

(π, p) 7→ p.

Seja θπ a folheação Σ radial por µ(π). Sendo que τ2 é genéricamente um

difeomorfismo local, existe uma única folheação η em X tal que o conjunto

de pontos de tangência entre τ ∗2 (θπ) e η contém a fibra τ−1
1 (π) para π ∈ Σ∗

genérico. O conjunto de tangências entre η e τ−1
1 (π) está concentrado em

τ−1
2 (µ(π)), ou seja, o conjunto de tangências entre η e a fibração determinada

por τ1 coincide com τ ∗2 (Im(µ)).

Fixemos um morfismo ϕ : Σ∗ −→ G(1, 4) tal que ϕ(π) ⊂ π e ϕ(π) ∩

Σ = µ(π), onde continuamos denotando ϕ(π) a reta associada vista como

subconjunto de P4. Tal famı́lia de retas define uma superf́ıcie

S := ∪π∈Σ∗ϕ(π) ⊂ P4.

A famı́lia Bπ de retas que intersectam ϕ(π) e ψ(π) define uma folheação

por retas em π e portanto

∪π∈Σ∗Bπ
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define uma folheação por retas G em P4.

Como Σ é uma componente fundamental de G, existe uma componente

horizontal E ⊂ Λ tal que Σ = f(E). A projeção ao longo das folhas de G

φE : P4
99K Σ,

define uma aplicação racional

φX : P4
99K X

p ∈ π 7→ (π, φE(p)).

Definimos F = φ∗
E(η). Como φX é uma aplicação racional, F admite

integral primeira racional se, e somente se, η admite integral primeira racional.

Por construção, uma folha de F é um band sobre uma curva N ⊂ Σ,

onde N é a imagem direta de uma folha de η por τ2. Mais ainda, segue da

Observação 5.3 que se η não admite integral primeira racional então F tem

posto três.

Σ

π

ψ(π)

ξ

Σ

X

>

φ
X

η

*

τ1

Figura 5.4: Exemplo 5.8

5.3
Teorema de Classificação

Teorema 5.9 Seja F uma folheação de posto três em P4. Então temos uma

das seguintes possibilidades:

1. F admite integral primeira racional.

2. F coincide com uma das folheações descritas nos exemplos da seção 5.2.
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5.3.1
Estratégia da Prova

Se F possui posto três, podemos considerar a folheação por retas G

definida pelas fibras de GF . Seja M0 o saturado de um germe de folha genérica

de F por G, temos o seguinte diagrama

ΛM0

fM0
:=f◦i1

''

gM0

��

i1

// Λ

g

��

f
// P4

BM0 i2

// B

onde BM0 = g(M0) e ΛM0 = Λ|BM0
. O conjunto de pontos onde f não é imersão

(resp. fM0) define o divisor RG = HG + VG em Λ (resp. RM0 = HM0 + VM0 em

ΛM0) tal que a imagem por f das componentes horizontais, i.e., componentes

irredut́ıveis do suporte de HG (resp. HM0) define o conjunto fundamental ∆G

de G (resp. conjunto focal ∆M0 de M0).

Se L ∈ BM0 , então HG (resp. HM0) define um divisor ∆∗
G(L) (resp.

∆∗
M0

(L)) em g−1(L) que pode ser visto como divisor em L ⊂ P4 (já que

f |g−1(L) é um isomorfismo), neste caso, denotamos por ∆G(L) (respc. ∆M0(L)).

Se g−1(L) * |RG|, então

– ∆G(L) possui grau três (Proposição 4.4).

– ∆M0(L) possui grau dois (Proposição A.4).

– ∆M0(L) ≤ ∆G(L) (Proposição 4.12).

Se E é uma componente irredut́ıvel do suporte de HG, consideremos a

folheação (f ∗F)|E. Sendo que uma reta genérica g−1(L) é transversal à E e

invariante por f ∗F , segue que (f ∗F)|E define uma folheação de codimensão

um em E.

As fibras de f |E definem uma folheação ηE de codimensão dimf(E) em

E e denotamos ηE ⊂ (f ∗F)|E quando ηE for tangente à (f ∗F)|E.

Lema 5.10 Seja F uma folheação de posto três em P4 e G a folheação por

retas definida pelas fibras de GF . Se E é uma componente irredut́ıvel do suporte

de HG tal que f(E) possui dimensão dois. Então

ηE ⊂ (f ∗F)|E

se, e somente se, |∆∗
M0

(L)| ∩E é não-vazio para L ∈ B genérico.
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Prova. Segue da Proposição 4.6 que

kerdf(x) ⊂ TxE,

para um ponto genérico x ∈ E. Portanto kerdf(x) = TxηE , ou seja, TxηE ⊂

Tx(M0 ∩E), e somente se, x ∈ |∆∗
M0

(L)| (i.e., fM0 não é imersão em x). �

O lema anterior assume um papel fundamental, pois, se f(E) possui

dimensão dois, então ηE ⊂ (f ∗F)|E implica que as fibras da projeção

φE : P4
99K f(E)

ao longo das folhas de G, são cones invariantes por F .

A prova do Teorema consiste em analisar a relação entre o conjunto focal

∆M0 de M0 e as componentes irredut́ıveis do suporte de HG.

5.3.2
Prova do Teorema

Utilizaremos a notação da seção 5.3.1.

Se G é radial por um ponto p ∈ P4, então como G é tangente à F segue

que Im(GF) ⊂ p∨ ∼= P3 (onde p∨ ⊂ P̌4 denota a famı́lia de hiperplanos que

contém p). Segue que F é pull-back linear de uma folheação não-degenerada

em P3 pela projeção com centro em p. Portanto F coincide com a folheação do

Exemplo 5.2. De agora em diante vamos supor que G não possui singularidades

isoladas.

Como ∆M0(L) possui grau dois, vamos analisar os seguintes casos sepa-

radamente:

(I) - ∆M0(L) = p1 + p2.

(II) - ∆M0(L) = 2p.

(I) - ∆M0(L) = p1 + p2.

Agora podemos separar em dois casos de acordo com as componentes

irredut́ıveis de HG.

- |HG| possui apenas uma componente irredut́ıvel: Digamos HG = E. A

desigualdade

∆M0(L) ≤ ∆G(L),
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implica que

∆G(L) = p1 + p2 + p3

e |∆∗
M0

(L)| ∩ E é não-vazio. Segue da Observação 4.5 - (1) que f(E) possui

dimensão dois, logo pelo Lema 5.10 obtemos

ηE ⊂ (f ∗F)|E.

Mas isto contradiz a Proposição A.4, ou seja, neste caso M0 teria três pontos

focais distintos. Portanto este caso não pode acontecer.

- |HG| possui pelo menos duas componentes irredut́ıveis distintas:

Afirmação 3 Se ∆M0(L) = p1+p2, |HG| possui pelo menos duas componentes

irredut́ıveis distintas e ∆G possui dimensão pura dois, então F admite integral

primeira racional.

Prova. Segue da hipótese

∆M0(L) = p1 + p2

e do Lema 5.10 que existem E1, E2 componentes irredut́ıveis do suporte de HG

com possivelmente E1 = E2 tal que

ηEi ⊂ (f ∗F)|Ei , i = 1, 2.

Segue que HM0 = F1 + F2, onde F1,F2 são componentes irredut́ıveis distintas

de ΛM0 e invariantes por ηE1, ηE2 respectivamente. Logo M0 é um join

J(f(F1), f(F2)). Seja Ni, i = 1, 2 uma folha de ηEi tal que Ni ∩ Fi 6= ∅.

Fixamos i ∈ {1, 2}, como as folhas de ηi são algébricas, g−1(g(Ni)) intersecta

Fj, i 6= j, em uma curva algébrica Cj não-invariante por ηEj . Segue que M0

está contida no join J(f(C1), f(C2)). Portanto obtemos que uma folha genérica

de F é algébrica. O resultado segue do Teorema de Jouanolou [Jou]. �

Resta analisar o caso que |HG| possui pelo menos duas componentes

irredut́ıveis distintas e ∆G possui uma componente fundamental de dimensão

um, ou seja,

HG = E1 + 2E2 , dimf(E1) = 2 e dimf(E2) = 1.

Segue do Lema 5.10 que ηE1 ⊂ (f ∗F)|E1. Denotamos S = f(E1) e C = f(E2).

Portanto as fibras φ−1
E1

(p) são cones sobre C invariantes por F . Segue de

([CLnLPT], Lema 2.2) que existe uma folheação η em S tal que F = φ∗
E1

(η).

Logo F coincide com uma das folheações descritas no Exemplo 5.4.
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(II) - ∆M0(L) = 2p.

Pela classificação de variedades de posto dois e pela Observação 5.1,

podemos supor que M0 é um band, ou seja, M0 é formada por uma união de

planos (não-osculadores) contendo as retas tangentes de uma curva C e além

disso, é fácil ver que a folheação por retas G restrita à um tal plano é radial

por um ponto p ∈ C.

Como M0 é o saturado de um germe de folha genérica de F por G, a

famı́lia P ⊂ G(2, 4) de tais planos define uma folheação por planos em P4

invariantes por G. Então separamos em três casos segundo o Teorema 4.11:

Caso (1) do Teorema 4.11:

Se existe uma reta l tal que P é formada pela famı́lia de planos que

contém l, então Im(GF) ⊂ l∗ ∼= P2 ⊂ P̌4. Neste caso, F não possui posto três.

Caso (2) do Teorema 4.11:

Existe um plano Σ e um morfismo ψ : Σ∗ ∼= P1 −→ G(1, 4) não-constante

tal que P é formada pela famı́lia de planos

∪π∈Σ∗ ∪ξ∈(ψ(π))∗π ξ.

Sendo P invariante por G, existem morfismos

ϕπ : (ψ(π))∗π −→ π , ϕπ(ξ) ∈ ξ,

tal que G|ξ é formada pela famı́lia de retas que contém ϕπ(ξ). Temos as

seguintes possibilidades:

(i) ψ(π) ⊂ Σ, para todo π ∈ Σ∗ (veja a figura 5.5).

(i.a) Se Imϕπ = ψ(π), então

HG = 3E , f(E) = Σ.

Podemos supor que C∨ := Im(ψ) é uma curva contida em Σ∨. Seja

C ⊂ Σ a curva dual de C∨, i.e., a famı́lia de retas ψ(π) ⊂ Σ são

tangentes à curva C.

Seja p ∈ P4 um ponto genérico e M0 o saturado do germe de

uma folha genérica de F por G contendo p. Sabemos que M0 é um

band sobre uma curva CM0, i.e., M0 é formada por uma união de

planos contendo as retas tangentes de CM0 e além disso, G restrita
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à um tal plano é radial por um ponto p ∈ CM0 . Dáı segue que

C∨
M0

⊂ C∨ ⊂ Σ∨, portanto CM0 ⊂ C. Mas isto contradiz a hipótese

Imϕπ = ψ(π). Portanto este caso não acontece.

(i.b) Se Imϕπ = {pπ} ⊂ ψ(π), então G coincide com a folheação descrita

no Exemplo 5.5, i.e.,

HG = 3E , dimf(E) = 1 e f(E) ⊂ Σ.

Portanto a projeção φX : P4
99K X definida no Exemplo 5.5 possui

fibras conexas tangentes à F , segue de ([CLnLPT], Lema 2.2) que

existe uma folheação η emX tal que F = φ∗(η). Portanto F coincide

com uma das folheações descritas no Exemplo 5.5.

Σ

π

ψ(π)

ξ

a) Caso (i.a)

Σ

π

ψ(π)

ξ

b) Caso (i.b)

Σ

π

ψ(π)

ξ

c) Caso (i.c)

Figura 5.5: Caso (i).

(i.c) Suponhamos Imϕπ * ψ(π). Consideremos a superf́ıcie

S = ∪π∈Σ∗ ∪ξ∈(ψ(π))∗ ϕπ(ξ) ⊂ P4.

Seja p ∈ P4 um ponto genérico e M0 o saturado do germe de uma

folha genérica de F por G contendo p. Sabemos que M0 é um band

sobre uma curva CM0 , i.e., M0 é formada por uma união de planos

contendo as retas tangentes de CM0 e além disso, G restrita à um

tal plano é radial por um ponto q ∈ CM0 . Portanto CM0 ⊂ S.

Como p é um ponto genérico, podemos supor M0 * π, pois caso

contrário, F coincidiria com o pencil de hiperplanos contendo Σ e

portanto não teria posto três. Logo CM0 * π e TpCM0 * π.

Mas pela descrição de M0, existe um plano ξ ∈ P, com p ∈ ξ ⊂M0

tal que G restrita à π coincide com a folheação radial por p e além

disso, ξ contém TpCM0. Mas isto é absurdo, já que ξ ⊂ π. Portanto

este caso não acontece.

(ii) ψ(π) * Σ, para π ∈ Σ∗ genérico (veja a figura 5.6).
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(ii.a) Suponhamos Imϕπ = ψ(π). Consideremos a superf́ıcie

S = ∪π∈Σ∗ψ(π) ⊂ P4.

Com um argumento análogo ao caso (i.c) vemos que este caso não

acontece.

(ii.b) Suponhamos Imϕπ = {pπ} ⊂ ψ(π). Consideremos a curva

C = ∪π∈Σ∗pπ.

Pela descrição das folhas de F , os planos invariantes por P contém

as retas tangentes de C. Mas isto é absurdo, já que tais planos estão

contidos em π ∈ Σ∗. Portanto este caso não acontece.

(ii.c) Suponhamos Imϕπ ⊂ π\(ψ(π) ∪ Σ). Consideremos as superf́ıcies

S1 = ∪π∈Σ∗ψ(π) e S2 = ∪π∈Σ∗ ∪ξ∈(ψ(π))∗ ϕπ(ξ).

Observe que ∆G(L) = p1 + p2 + p3 onde p1 = L ∩ S1, p2 = L ∩ L2

e p3 = L ∩ Σ. Mas isto contradiz a hipótese ∆M0(L) = 2p, já que

∆M0(L) ≤ ∆G(L). Portanto este caso não acontece.

(ii.d) Suponhamos Imϕπ ⊂ Σ. Consideremos a superf́ıcie

S = ∪π∈Σ∗ψ(π).

Suponhamos primeiramente que a famı́lia de curvas Imϕπ, π ∈ Σ∗

é constante, ou seja, a função π 7→ Imϕπ é constante. Sabemos que

se M0 é o saturado de um germe de uma folha genérica de F por G,

então M0 é um band sobre uma curva CM0 , i.e., M0 é formada por

uma união de planos invariantes por P contendo as retas tangentes

de CM0 e além disso, G restrita à um tal plano é radial por um ponto

q ∈ CM0 . Portanto CM0 ⊂ Imϕπ ⊂ Σ. Mas isto é absurdo, já que

um plano ξ ∈ (ψ(π))∗ genérico não é tangente à Imϕπ. Portanto

podemos supor que π 7→ Imϕπ não é constante.

Se a famı́lia de curvas Imϕπ, π ∈ Σ∗, é formada por retas, então G

coincide com a folheação descrita no Exemplo 5.7, se não, G coincide

com a folheação descrita no Exemplo 5.8. Nos dois casos temos a

projeção φX : P4
99K X cujo as fibras são conexas e invariantes por

F . Logo por ([CLnLPT], Lema 2.2) existe uma folheação η em X

tal que F = φ∗
X(η) e portanto F coincide com uma das folheações

descritas nos Exemplos 5.7 e 5.8.
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Σ
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ψ(π)
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a) Caso (ii.a)

Σ

π

ψ(π)

ξ

b) Caso (ii.b)

Σ

π

ψ(π)

ξ

c) Caso (ii.c)

Σ

π

ψ(π)

ξ

d) Caso (ii.d)

Figura 5.6: Caso (ii).

Caso (3) do Teorema 4.11:

Existe uma superf́ıcie S e uma famı́lia C de dimensão dois de cônicas

(distintas de retas) em S tal que P é formada pela famı́lia de planos que

contém tais cônicas. Mais ainda, S é um cone de grau 3 se tais cônicas são

reduzidas ou S = S1,2 (o scroll racional de grau 3 em P4) se tais cônicas são

irredut́ıveis.

Denotaremos por πC o plano contendo uma cônica C ∈ C. Sendo que os

planos πC , C ∈ C, são invariantes por G (pela definição de P) obtemos que G

restrita à πC coincide com a folheação radial formada pela famı́lia de retas que

contém um ponto qC ∈ πC .

Afirmamos que qC ∈ S. De fato, se qC /∈ S teŕıamos ∆G(L) = qC +p1 +p2

onde p1, p2 ∈ S, já que por um ponto genérico de S passam infinitas retas

invariantes por G. Mas isto contradiz a hipótese ∆M0(L) = 2p, pois ∆M0(L) ≤

∆G(L). Portanto existe um morfismo ψ : C −→ S tal que ψ(C) = qC ∈ C e

uma projeção

φ : P4
99K S

p ∈ πC 7→ ψ(C).

Seja p ∈ P4 genérico e U uma vizinhança de p tal que φ|U possui

fibras conexas. Além disso, as fibras de φ|U são invariantes por F , logo por

([CLnLPT], Lema 2.2) existe uma folheação η em φ(U) tal que F|U = φ|∗U(η).

Como foi observado S é um cone de grau 3 se tais cônicas são reduzidas

ou S = S1,2 (o scroll racional de grau 3 em P4) se tais cônicas são irredut́ıveis.

Suponhamos que S é um cone. A famı́lia de cônicas C define uma fibração

por retas em S contendo o vértice. Seja M0 o saturado de um germe de folha de

F por G que contém p. Sabemos que M0 é um band sobre uma curva CM0 ∈ S,

i.e., M0 é formada por uma união de planos invariantes por P contendo as

retas tangentes de CM0 . Dáı segue que CM0 é tangente à fibração definida por

C, logo CM0 ⊂ C para algum C ∈ C. Portanto M0 é um band sobre uma reta,



Caṕıtulo 5. Folheações Degeneradas em P4 77

neste caso, é fácil ver que M0 possui posto um. Logo F possui posto no máximo

dois. Portanto este caso não acontece.

Se S = S1,2 então F coincide com uma das folheações descritas no

Exemplo 5.6.



A
Variedades com Aplicação de Gauss Degenerada

O estudo de variedades com Aplicação de Gauss Degenerada e proprie-

dades diferencial-geométricas de variedades algébricas tem origem em vários

trabalhos de C.Segre, entre estes [S1, S2, S3]. Este estudo foi renovado após o

artigo de Griffiths e Harris [GH2] onde o conceito de formas fundamentais, i.e.,

uma sequência de sistemas lineares definidos no espaço tangente projetivizado

em um ponto genérico da variedade são introduzidos e estudados; entre estes

está a segunda forma fundamental que pode ser interpretada como diferencial

da aplicação de Gauss. O assunto apresenta uma crescente literatura, veja por

exemplo [AG1, AG2, IL, FP]. Entre as técnicas utilizadas está o método de

“moving frames” introduzido por Frenet [Fre], Serret [Ser] e Darboux [Dar]

para o estudo de curvas e superf́ıcies e desenvolvido por E.Cartan [Car] para

o estudo de subvariedades em qualquer espaço homogêneo.

Seja M ⊂ Pn subvariedade complexa de dimensão m. Considere a

projeção canônica π : Cn+1\{0} −→ Pn, denotamos por M̂ = π−1(M) ∪ {0}

o cone afim sobre M . Dado um ponto p ∈ M seja p̂ ∈ M̂ tal que π(p̂) = p,

denotamos por TpM = P(Tp̂M̂) o espaço tangente projetivo de M em p. Temos

uma aplicação holomorfa naturalmente associada

Γ : M −→ G(m,n)

p 7→ TpM

denominada Aplicação de Gauss de M , onde G(m,n) denota a Grassman-

niana de m-planos em Pn. Claramente, se M é uma variedade projetiva então

Γ define uma aplicação racional onde o conjunto de pontos de indeterminação

coincide com o conjunto de pontos singulares de M .

O posto da subvariedade M é por definição o posto da diferencial de sua

aplicação de Gauss. Dizemos que M é degenerada se tem posto menor que

sua dimensão. Caso contrário dizemos que M é não-degenerada.

Se M é degenerada então a diferencial dΓ(p) é singular em todo ponto de

M e tem posto constante r < m fora de subconjunto anaĺıtico S de M . Pelo
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Teorema da Função Impĺıcita as fibras de Γ definem uma folheação holomorfa

em M\S de dimensão m − r que denotaremos por GM . Um dos principais

resultados a respeito desta aplicação, diz que as folhas desta folheação são

espaços lineares.

Teorema A.1 [S2, GH2] Seja M uma subvariedade complexa de Pn de di-

mensão m e Γ a aplicação de Gauss associada à M . Se M é degenerada,

então uma fibra genérica de Γ é uma união de subconjuntos abertos de espaços

lineares de dimensão m− r, onde r é o posto de M .

Além das referências citadas anteriormente existe uma prova elementar

para o caso hipersuperf́ıcie obtida por Fischer e Wu em [FW], posteriormente

generalizada Fischer e Piontkowski em [FP].

Exemplo A.2 Dados E e F subespaços lineares de Pn denotaremos por

< E,F > o projetivizado do espaço gerado pelos respectivos cones afins Ê

e F̂ . Sejam V1, V2 ⊂ Pn subvariedades projetivas. Definimos o Join de V1 e V2

como J(V1, V2) = ∪p∈V1, q∈V2, p 6=q < p, q >. Temos o seguinte resultado clássico:

Lema de Terracini: Se z ∈ J(V1, V2) é um ponto genérico então

TzJ(V1, V2) =< TpV1, TqV2 >,

para quaisquer p ∈ V1\Sing(V1), q ∈ V2\Sing(V2) tal que z ∈< p, q >.

Segue do Lema de Terracini que J(V1, V2) é uma variedade degenerada.

Seja M ⊂ Pn subvariedade complexa de dimensão m e posto 1 ≤ r < m.

Seja B′ ⊂ G(m − r, n) o fecho algébrico da famı́lia de (m − r)-planos que

contém as fibras de Γ. Consideremos M0 := ∪L∈B′L ⊂ Pn. Consideremos a

variedade

Λ′ = {(p, L) ∈ Pn × B′ | p ∈ L}.

junto com as projeções naturais g′ : Λ′ −→ B′ e f ′ : Λ′ −→ Pn. Então temos o

seguinte diagrama

B ×B′ Λ′

f

((

g

��

φ∗
// Λ′

g′

��

f ′
// Pn

B
φ

// B′

onde φ é a resolução de B′ e f = f ′ ◦ φ∗. Denotamos por Λ o produto

fibrado B ×B′ Λ′. Observe que Λ é um fibrado projetivo sobre B, portanto

uma variedade não-singular.
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Seja RM0 o divisor de ramificação de f , i.e.,

RM0 = {(p, L) ∈ Λ | detJf(p, L) = 0}.

Podemos escrever RM0 = HM0 + VM0 onde g||HM0
|
tem posto r em um aberto

denso e g||VM0
|
não é dominante.

Definição A.3 Se E é uma componente irredut́ıvel do suporte de HM0, então

f(E) será chamado componente focal de M0. A união das componentes

focais será chamada conjunto focal de M0 e denotaremos por ∆M0 .

É posśıvel mostrar que ∆M0 ⊂ Sing(M0) (veja [IL], Teorema 3.4.2). Seja

L ∈ B, como f |g−1(L) é um isomorfismo, a restrição do divisor HM0 à g−1(L)

define uma hipersuperf́ıcie ∆M0(L) em L.

Proposição A.4 Se g−1(L) * |RM0 |, então ∆M0(L) é uma hipersuperf́ıcie em

L de grau r.

Prova. Seja ψ : Dr −→ B uma parametrização local em uma vizinhança de L

da forma

ψ(s) = P(span{α0(s), ..., αm−r(s)}),

onde α0, ..., αm−r : Dr −→ Cn+1, são funções holomorfas. A menos de uma

parametrização local de Λ temos que f é da forma

f : Dr × Pm−r −→ M0

(s, t) 7→ t0α0(s) + ... + tm−rαm−r(s), t = (t0 : ... : tm−r)

Podemos supor que f é imersão nos pontos (s, e0) para todo s ∈ Dr.

Como o espaço tangente de M0 é constante ao longo de L, obtemos

span

{
α0, ..., αm−r,

m−r∑

i=0

ti
∂αi
∂s1

, ...,
m−r∑

i=0

ti
∂αi
∂sr

}
⊂ span

{
α0, ..., αm−r,

∂α0

∂s1

, ...,
∂α0

∂sr

}
.

Observe que vale a igualdade na equação acima se, e somente se, f é um

isomorfismo em (s, t). Se denotamos

∂αi
∂s

:=

(
∂αi
∂s1

, ...,
∂αi
∂sr

)
,

para i = 0, ..., m− r, então existem matrizes, Ai(s) ∈ M(r,C), i = 0, ..., r, tal

que
∂αi
∂s

= Ai
∂α0

∂s
mod span{α0, ..., αm−r}.
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Segue que

m−r∑

i=0

ti
∂αi
∂s

=

(
m−r∑

i=0

tiAi

)
∂αo
∂s

mod span{α0, ..., αm−r},

portanto, f não é imersão em (s, t) se, e somente se,

det

(
m−r∑

i=0

tiAi(s)

)
= 0.

�

Uma simples análise do conjunto focal permite obter uma classificação

de superf́ıcies degeneradas.

Teorema A.5 [G, S2] Se M ⊂ Pn é uma superf́ıcie complexa degenerada.

Então temos as seguintes possibilidades:

1. M0 é um cone sobre uma curva;

2. M0 é uma superf́ıcie formada pelas tangentes de uma curva.

Prova. Se M tem posto zero, então claramente M0 deve ser um plano. Podemos

supor queM tem posto um. O conjunto focal deM0, intersecta cada reta L ∈ B

em um único ponto e tem dimensão zero ou um. Se ∆M0 tem dimensão zero

então M0 é um cone. Se ∆M0 tem dimensão um então a aplicação

f : D × P1 −→ M0

(s, (t0 : t1)) 7→ π(t0α0(s) + t1α1(s))

tem posto um em um ponto genérico (s, (t0 : t1)) ∈ |HM0|, ou seja, uma reta

genérica L ∈ B é tangente à ∆M0 . �

No caso de hipersuperf́ıcies em P4 temos o seguinte:

Teorema A.6 [AG1, Rog, MT] Se M ⊂ P4 é uma hipersuperf́ıcie complexa

de posto dois. Então temos as seguintes possibilidades:

1. M0 é um cone;

2. M0 é um join de duas curvas;

3. M0 é uma união de planos (não-osculadores) contendo as retas tangentes

de uma curva;
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4. Existem uma curva C e uma superf́ıcie S tal que M0 é formada por retas

tangentes à S que intersectam C;

5. Existem duas superf́ıcies S1,S2 tal que M0 é formada por retas tangentes

à estas. Possivelmente S1 = S2.

Prova. Segue as mesmas linhas da prova do Teorema A.5. Para detalhes veja

[AG1, Rog, MT]. �



B
Componentes do Espaço de Folheações

Denotamos por F(d, n) o espaço de folheações de codimensão 1 em Pn

e grau d. Observe que este é um subconjunto algébrico quase-projetivo de

H0(Pn,Ω1
Pn

(d + 2)). Se n = 2 então a condição de integrabilidade é trivial,

portanto F(d, 2) é um subconjunto aberto de um espaço linear.

É fácil ver que toda folheação de grau zero é um pencil de hiperplanos, ou

seja, tem integral primeira da forma F/G onde F,G são polinômios homogêneos

de grau um.

Algumas famı́lias infinitas de componentes irredut́ıveis de F(d, n) são

conhecidas:

Pull-back linear . Seja A o conjunto de projeções lineares Pn −→ P2. O

conjunto de folheações F ∈ F(d, n) do tipo pull-back linear de P2, PL(d, n) é

definido pela imagem do morfismo

A× F(d, 2) −→ F(d, n)

(ψ,G) 7→ ψ∗(G).

Então PL(d, n), d ≥ 1, n ≥ 3 é uma componente irredut́ıvel de F(d, n),

(cf. [CaLn]).

Pull-back genérico . Seja Am o conjunto de aplicações racionais ψ =

(F0, F1, F2) : Pn −→ P2 de grau algébrico m, i.e., gr(Fi) = m tal que Vi =

(Fi = 0),para i = 1, 2, 3 estão em posição geral. Seja B ⊂ F(k, 2) o conjunto

de folheações com apenas singularidades hiperbólicas. O par (φ,F) ∈ Am ×B

é dito um par genérico se C(φ)∩Sing(F) é vazio, onde C(φ) denota o conjunto

de valores cŕıticos de φ. Se (φ,F) é um par genérico então φ∗(F) ∈ F(d, n)

com d = (k+2)m−1. Denotamos por PG(d, n) o fecho de Zariski do conjunto

formado pelas folheações do tipo φ∗(F) onde (φ,F) é um par genérico.

Então PG(d, n) é uma componente irredut́ıvel de F(d, n) (cf. [CLnE]).
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Racional. Sejam p, q ∈ N primos entre si tal que p + q − 2 = d, definimos

R(p, q) o conjunto de folheações F ∈ F(d, n) com integral primeira da forma

F p/Gq onde F e G são polinômios homogêneos de grau l e m respectivamente,

com lp = mq.

O fecho de Zariski R(p, q), p + q − 2 = d é uma componente irredut́ıvel

de F(d, n) (cf. [GLn]).

Logaŕıtmica. Sejam F1, ..., Fk, k ≥ 3, polinômios homogêneos em Cn+1

tal que
∑k

i=1 di − 2 = d onde di = gr(Fi) e λ1, ..., λk números complexos

satisfazendo
∑k

i=1 λi. di = 0.

Denotamos por L(d1, ..., dk) o conjunto de folheações definida em coor-

denadas homogêneas de Cn+1 pela 1-forma

k∑

i=1

λi
dFi
Fi

com F1, ..., Fk primos entre si.

O fecho de Zariski L(d1, ..., dk) é uma componente irredut́ıvel de F(d, n)

(cf. [Cl]).

Álgebra de Lie afim . Denotamos por E(d, 3) ⊂ F(d, 3) o conjunto de

folheações Fαβ que em uma carta afim C3 ⊂ P3 pode ser definida pela 1-forma

iXαβ iS(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) onde

S = ((d− 1)2 + d)x1
∂

∂x1
+ d. x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3

Xαβ = α((d− 1)2 + d)xd−1
2

∂

∂x1
+ β. d. xd−1

3

∂

∂x2
+

∂

∂x3
. α, β ∈ C∗

Observe que Sing(Fαβ) contém a curva racional normal (t(d−1)2+d, td, t) e

que o grupo de transformações afins que preservam esta é isomorfo ao grupo

afim Aff(C). Além disso, [S,Xαβ ] = −Xαβ , portanto S e Xαβ geram uma

ação do grupo afim Aff(C) em C3, onde as folhas de Fαβ coicidem com as

órbitas desta.

O fecho de Zariski E(d, 3), d ≥ 2, n ≥ 3, é uma componente irredut́ıvel

de F(d, 3) (cf. [CCGL]). O caso d = 2 foi analisado primeiramente em [CLn].

O pull-back por projeções lineares, i.e., o fecho de Zariski dos conjuntos

PE(d, n) = {φ ∗ (F)|φ : Pn −→ P3 projeção linear e F ∈ E(d, 3)}, d ≥ 2,

n ≥ 3, também geram componentes do espaço de folheações.
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Meta-abeliana subálgebra de aut(Pn) . Considere a subálgebra de Lie g de

aut(Pn) gerada por

X =

n∑

i=0

(n− 2i)Xi

∂

∂Xi

e Yj =

n−j∑

i=0

Xi+j
∂

∂Xi

.

Então g define uma folheação F(g) ∈ F(n−1, n) definida em coordenadas

homogêneas pela 1-forma iRiXiY1 ...iYn−2(dX0 ∧ ... ∧ dXn) onde R é o campo

radial.

O fecho da órbita de F(g) pela ação natural do grupo aut(Pn) em

F(n− 1, n) é uma componente irredut́ıvel de F(n− 1, n) (cf. [CkP]).

O estudo das componentes irredut́ıveis de F(d, n) foi iniciado por Joua-

nolou em [Jou] onde as componentes irredut́ıveis de F(1, n) foram classificadas

para todo n ≥ 3.

Teorema B.1 [Jou] O espaço de folheações de grau 1 em Pn, n ≥ 3, tem duas

componentes irredut́ıveis PL(1, n) e R(1, 2).

A classificação das componentes irredut́ıveis de F(2, n) foi obtida por D.

Cerveau e A. Lins Neto em [CLn].

Teorema B.2 [CLn] O espaço de folheações de grau 2 em Pn, n ≥ 3, tem

seis componentes irredut́ıveis PL(2, n), R(2, 2), R(1, 3), L(2, 1, 1), L(1, 1, 1, 1)

e PE(2, n).
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