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Sumario

Nesta tese obtivemos essencialmente trés tipos de resultados. Primeiro: obtivemos
resultados gerais para duas Leis de Conservacao, usados em um método pritico para a
resolugao tedrica de Problemas de Riemann. Segundo: estuddmos um modelo quadratico
de duas Leis de Conservacao do tipo IV com Regiao Eliptica para o qual encontramos
solucoes satisfazendo o critério de entropia de Lax. Seguidamente provimos a existéncia
de uma bifurcagao de Hopf que garante a inexisténcia de Perfil Viscoso para algumas
solucoes encontradas, incluindo quando ambos os estados se encontram na Regiao Hiper-
bélica; esta é, tanto quanto sabe o autor, a primeira vez que se determina a inexisténcia
de solucao global para um Problema de Riemann. Terceiro: fizemos simulacoes numéri-
cas para pares de estados para os quais nao haviam sido encontradas solugoes tedricas.
Nestes casos obtivemos solucoes numéricas de longa duracao que, acreditamos, nao se-
jam solugoes assimptoticas da Equacao Diferencial Parcial. Serao necessérios trabalhos
posteriores para maior entendimento destes resultados.



Abstract

On this thesis we obtained essentially three kinds of results. First we obtain general
results on two conservation laws used in a practical method for Riemann Problems solving.
Also we study a quadratic model of two Conservation Laws of type IV with elliptic region.
We solve the Riemann Problem with Lax “s entropy criterion. Then we prove the existence
of a Hopf bifurcation that implies non-existence of a travelling-wave for several solutions,
even with both states in the strictly hyperbolic region. Finally we perform numerical
simulations for pairs of states without solution and we find long lasting solutions, which,
we believe, fail to be asymptotic solutions. However more numerical simulations are
needed in order a best understanding of these numerical results.
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Capitulo 1

Introducao

Leis de Conservagao tém sido estudadas desde hd muito tempo pois sao modelos mateméticos para
diversos problemas fisicos como, por exemplo, dindmica dos gases ou escoamento em meios porosos.

O estudo dos sistemas hiperbdlicos foi iniciado por Riemann no século XIX tratando do problema de
dois gases contidos num tubo e separados por uma membrana que se rompe. Observa-se um choque e
uma rarefac¢do deslocando-se em sentidos opostos dentro do tubo. Jd nos anos cinquenta do século XX
Lax descreveu a solugéo do Problema de Riemann local (ver [16]) e introduziu um critério de entropia que
viria a ficar conhecido pelo seu préprio nome. Solugoes completas também foram determinadas, como,
por exemplo, no p-sistema da dindmica dos gases (ver [21]). Com a maturidade da teoria a perda de
hiperbolicidade tornar-se-ia o alvo das atengoes. Nos anos oitenta Keyfitz, Kranzer, Isaacson e Temple
estudaram linhas de pontos de equilibrio no plano, mais propriamente linhas onde os autovalores coinci-
dem mas o autoespago geométrico da diferencial do fluxo tem dimensao 1. Estes autores introduziram
também o critério de entropia de contacto conhecido por KKIT, adequado aos modelos que estudaram. O
problema do estudo de linhas de pontos de equilibrio reside no facto destes serem fortemente instéaveis do
ponto de vista estrutural. Em 1987 Schaeffer e Shearer estudaram leis quadréticas homogéneas com uma
singularidade isolada no plano onde os autovalores coincidem e o autoespago geométrico tem dimensao
2. Os autores lograram, entao, reduzir os parametros do fluxo de seis para dois e classificar estes pontos
de equilibrio em quatro tipos (I, II, IT e IV) néo degenerados (ver [19]). Os Problema de Riemann para
estes quatro tipos de pontos de equilibrio foram sendo resolvidos por diversos autores (ver, por exemplo,
[15]).

O passo seguinte foi perturbar o fluxo com termos lineares de forma a se obter uma regiao eliptica
e, portanto, obter solugdes para problemas com fluxos quadréticos. Holden em [10] resolveu um caso
particular do tipo I usando o critério de entropia de Lax, obtendo solugoes multiplas. Palmeira estudou
os fluxos com termos lineares (ver [18]) construindo uma variedade onde foliagoes representam choques
e rarefacgbes. A classificacdo de Schaeffer e Shearer mantém-se vélida para estes fluxos mais complexos.

Azevedo usou o mesmo modelo de Holden mas estudou-o utilizando o cretério de entropia de Gel’fand,
Courant e Friedrichs (ver [5], [9] e [2]) obtendo ainda assim multiplicidade de soluges. Estas solugbes
sdo, porém, realizdveis. Este critério pressupoe que os choques tenham um perfil de onda viajante, o que
implica a existéncia de uma trajectéria conectando os dois estados de um choque num sistema de equagoes
diferenciais ordindrias. Plohr e Cani¢ estudaram certas bifurcacoes que podem levar ao desaparecimento
dessa trajectéria (ver [4]).

Nesta tese foi estudado um modelo do Tipo IV com Regiao Eliptica. Usando o critério de Lax
foram encontradas regices apresentando, dependendo dos dados, tanto unicidade como multiplicidade
ou mesmo inexisténcia de solugdes. Encontramos exemplos de problemas de Riemann em cuja solugao
necessariamente aparecem choques de Lax que nao possuem perfis viscosos; dai temos inexisténcia de
solucao incluindo quando ambos os estados estao fora da Regiao Eliptica. Foi feito ainda um breve estudo
numérico de solugoes envolvendo descontinuidades que, apesar de satisfazerem a relagao de Rankine-
Hugoniot, violam a condicao de Lax ou apenas nao possuem Perfil Viscoso. Os resultados sao descritos
no Capitulo 6.

Esta tese é composta essencialmente por duas partes; a primeira constituida pelo capitulo 2 e a
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segunda pelos capitulos 3, 4, 5 e 6.

No primeiro capitulo -cuja leitura por especialistas pode ser omitida com a excepgao de algumas partes
referidas mais & frente- sdo apresentados resultados gerais para Sistemas de Duas Leis de Conservagao.
Esta apresentagao nao é exaustiva, pelo contrdrio, ela apresenta apenas o que serd necessdrio na segunda
parte do trabalho. Este direccionamento reflecte-se, por exemplo, no facto de nao se fazer qualquer estudo
com Uy, e Ug ambos dentro da Regiao Eliptica (ver conclusao B.1) ou pela escolha das Estruturas de
Codimensao-1 a serem tratadas, tanto na secgdo 2.3 como na secgao 2.5. Contudo também é verdade que
na secgao 2.5 estao listadas bifurcagoes que nao aparecem no modelo; mas aqui o motivo é a simplicidade,
evitando seleccionar a priori somente as bifurcagoes relevantes para a o resto do trabalho.

Na primeira parte pode salientar-se alguns resultados e defini¢oes que nao estao presentes, ou nao sao
padrao, na literatura; portanto de interesse mesmo para especialistas na drea. Apesar da naturalidade da
defini¢do de Contacto Duplo Heterogéneo (definigdo 2.21), este apresenta-se fundamental na construgao
das solugoes quando associadas aos Choques Sesqui-sénicos (definigdo na subsecgéo 2.4.2). A importancia
deste Contacto Duplo Heterogéneo torna premente o estudo da curva de Rankine-Hugoniot dentro da
Regiao Eliptica. O teorema de Bethe-Wendroff nao é védlido nesta regiao, o que motivou um novo teorema
(ver teorema 2.2) que ndo é, ao contrario do que se poderia esperar, uma extensdo da validade do
resultado obtido por Bethe-Wendroff. Com este novo teorema é possivel apresentar as bifurcagoes tipicas
(subsecc@o 2.5.3) da curva de Rankine-Hugoniot quando o estado & esquerda na Regido Estritamente
Hiperbodlica cruza um Contacto Duplo Hiperbolico-eliptico (defini¢ao 2.21).

Na seccao 2.6 ¢ dada a forma de construir os Grupos de Ondas partindo de curvas de Rankine-
Hugoniot classificadas. Contudo saber construir Grupos de Ondas nao é ter um método completo de
obtencao de solugoes, pois é necessédrio saber quando terminar essa construgao. Para isso é fundamental
o estudo dos Choques Triplos (subsecgao 2.6.2) onde é crucial o lema 2.1. Este novo resultado permite
determinar tangéncias e incompatibilidades geométricas entre Grupos de Ondas. Deste método advém
solugbes que satisfazem as condicbes de entropia de Lax.

Na segunda parte da tese é estudado detalhadamente um modelo especifico, cujo fluxo é dado pela
equagdo (3.1). No capitulo 3 é apresentado o modelo juntamente com as suas simetrias, as Estruturas
de Codimenséo-1 e as curvas de Rankine-Hugoniot para cada uma das Gama-regides (definigao 3.1). Por
fim sdo definidas trés L-regioes para o problema.

O capitulo 4 ¢é dividido em trés secgoes: em cada uma é exibida a solugdo de Riemann para uma
L-regiao usando o critério de Lax. O uso deste critério foi motivado pela existéncia de ciclos limite que
tornam particularmente restritiva a exigéncia de Perfil Viscoso. Assim, com o critério de Lax, foi possivel
procurar eventuais solugoes de uma forma exaustiva utilizando os resultados apresentados na secgao 2.6.

Na primeira secgao deste capitulo serao dadas todas as solugoes estruturalmente estaveis da L-regiao
L1. Mais trés solugbes especiais sdo exibidas, todas sobre a Bifurcagdo Secundéria, sendo uma delas a
solucao para o ponto DRS. Todas estas solugbes sdo muito semelhantes as encontradas no problema
com ponto umbilico.

Na segunda seccao serdo dadas em detalhe apenas as solugdes para uma parte da L-regido Lo (como
em todo este Capitulo usamos o critério de Lax); as solugbes obtidas estdo completas mas apresentam
multiplicidade. Para o restante de Lo as solugoes sdo discutidas de uma forma genérica. Todas estas
solucoes compreendem Rarefacgbes Transicionais. Este tipo de onda havia sido previsto teoricamente
mas, tanto quanto sabe o autor, nunca haviam sido encontradas naturalmente num problema. Agrade-
cemos a Arthur Azevedo por te-las apontado para nés. Intimamente associado a estas Rarefacgoes
Transicionais existe um conjunto de ondas de velocidade positiva que é recorrente nas solugoes de Ls.
Com isto queremos dizer que perturbagoes de Uy, dentro de Lo, nao levam a habitual leve alteragao
(L} ,. continua) no conjunto de ondas; estas simplesmente mantém-se inalteradas.

Por fim, na ultima secgao sao descritas as solugoes para L3 nas R-regioes em que estas existem. A
inexisténcia de solugao global, por um lado, deve-se ao stibito desaparecimento das ondas de velocidade
positiva, por outro, deve-se ao facto do Grupo de Ondas-1 passar a terminar na Coincidéncia.

O capitulo 5 versa sobre os Sistemas de Equagdes Diferenciais Ordindrias Associados ao modelo
estudado e estd dividido em trés secgoes. Na primeira faz-se o estudo do tipo de pontos de equilibrio
encontrados no modelo. Na segunda secc¢do s@o encontradas condigoes para a existéncia de bifurcagdes de
Hopf nas equagoes diferenciais associadas ao modelo especifico - no apéndice D mostra-se que na realidade
esta bifurcacao faz parte de uma bifurcacao de Bogdanov-Takens. Esta bifurcacao e as caracteristicas dos
conjuntos de Rankine-Hugoniot deste modelo permitem concluir a existéncia de descontinuidades que
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satisfazem as desigualdades de Lax, para ambas as familias, que nao sdo choques visto que ndo tem perfis
viscosos. Na terceira secgdo avalia-se a relevancia da bifurcagdo nas solugoes encontradas no Capitulo
4. Pensamos que na L-regido £; todas as solugbes tem Perfil Viscoso. Contudo, esta bifurcagdo garante
a inexisténcia de Perfil Viscoso para um choque de Lax usado na construcao de todas as solugoes da
L-regiao L£o. Mais, para parte da L-regiao Lo, onde se situa o estado cuja solugao foi dada em detalhe,
a inexisténcia desse Perfil Viscoso resulta na inexisténcia de solugao para algumas R-regioes, assim
como no desaparecimento da multiplicidade de solugoes. Na L-regiGes L3 verifica-se um agravamento da
inexisténcia de solugoes.

No capitulo 6 sao descritos resultados obtidos via simulacao numeérica. As solugoes de Riemann com
Perfil Viscoso encontradas foram confirmadas. Depois foram escolhidos estados tais que se enquadrassem
nos varios casos onde nao existia solucao de Lax, ou, a existir, que esta nao possuisse Perfil Viscoso. Em
todas as simulagdes foram encontradas solugoes que persistem por longos periodos de tempo, na realidade
persistiram e resistiram em todas as simulacgoes realizadas. Nas solugoes de longa duragao aparecem
choques inadmissiveis, em alguns casos como previsto teoricamente no Capitulo 4. Contudo acreditamos
tratarem-se de artefactos numeéricos, ou seja, de alguma forma a viscosidade fisica é dominada pela
numérica. Estamos convictos que estas solugoes que contemplam choques sem perfil nao sao realmente
solugoes assimptoticas da Equagao Diferencial Parcial.

Quando foram usados estados rodeados por ciclos limite ndo foram encontradas solugoes oscilantes
de alta frequéncia que indicassem estarmos na presenga de solugdes em medida obtidas por Frid, ver [8],
contudo nao podemos afirmar que este tipo de solugdo nao aparece neste modelo. Foi também possivel
observar solugoes de longa duragao que dependem da estrutura do salto inicial, & semelhanca do ji
observado por A. Azevedo em [2]. Por exemplo, é possivel observar ciclos que permanecem por longos
periodos que parecem resultantes de érbitas homoclinicas.

Apesar das explicagoes encontradas para resultados numéricos esperamos realizar posteriormente
mais experimentos assim como tratamento analftico das simulagoes.

Por fim temos quatro apéndices com resultados que sao utilizados no corpo da tese.
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Capitulo 2

Duas Leis de Conservacao

Um sistema de duas Leis de Conservagao é o conjunto de equagoes
Uy+FU),=0 (2.1)
onde

(z,t) e R x RT,U(z,t) € R?
F:Ue€R?— F(U) € R? de classe C?

Ao semi-plano (x,t) € R x RT chama-se espaco fisico e ao plano U € R? chama-se espago de estados,
portanto aos vectores U chama-se estados. A fungao F (U) chama-se Fluxo.

Lax solucionou o Problema de Riemann Local no caso de a diferencial do Fluxo ter autovalores reais
e distintos (ver [16]). De forma a identificar onde o Teorema de Lax é aplicavel tornam-se naturais as
seguintes defini¢oes:

Definigao 2.1 Chama-se Regidgo Estritamente Hiperbdlica ao conjunto Ry C R? onde DF(U) tem
autovalores reais e distintos.

Definicao 2.2 Na Regiao Estritamente Hiperbdlica os autovalores sio ordenados de tal forma que A1 (U) <
A2 (U). Mais, define-se uma base de autovectores & direita de DF (U), {r1 (U),r2 (U)}, associados aos
autovalores com o mesmo indice. Define-se também a sua base dual, {l; (U),l2 (U)}, que sao autovectores
a esquerda de DF (U).

Nota 2.1 Usualmente normaliza-se o campo de vectores a direita de forma a apontar no sentido do
crescimento dos autovalores correspondentes. Na Definicao 2.2 nao o fizemos, tornando-a equivalente a
uma defini¢do de um campo de direc¢des.

Definigao 2.3 Chama-se Regidao Eliptica ao conjunto Rr C R? onde DF(U) tem autovalores com-
plexos conjugados com parte imagindria diferente de zero.

Na Regiao Eliptica é desnecessédria a ordenacao dos autovalores complexos e entao ambos sao identi-

ficados por A.; isto porque o mais importante é a parte real do autovalor complexo e temos Re (A1) =
Re(A2) = Re(Ae).

Definicao 2.4 Na Regido Eliptica define-se uma base de vectores, {r1 (U),r2 (U)}, tal que de DF (U),
Re(Xe) —Im(Ae)
Im(X\.) Re(Ae)

escrita nessa base, tome a forma , assim como a sua base dual {ly (U),l2 (U)}.

Nota 2.2 No interior da Regidgo Eliptica a defini¢io 2.4 ndo estabelece um tnico campo de direc¢des
definido; existe uma infinidade de bases que transformam DF (U) na forma pretendida. Apesar de tudo
considera-se escolhida uma base na vizinhancga de cada ponto.
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2.1 Problema de Riemann

Riemann, no meio do século XIX, estudou o problema de um tubo com dois gases. Desprezando o
efeito das paredes do tubo, devido & viscosidade dos gases, este é um problema essencialmente unidimen-
sional. Este tipo de problema de valor inicial ficou entdo conhecido como Problema de Riemann.

Explicitamente, chama-se Problema de Riemann associado & Lei de Conservagao (2.1) ao seguinte

problema de valor inicial
o . U if < 0,
U(z,t=0) = { Un if 20, (2.2)

O sistema de equagdes (2.1) com o valor inicial (2.2) resulta num problema independente de escala;
queremos dizer com isto que uma mudanca de coordenadas (x,t) — (ax, at) com a > 0 ndo altera nem
o sistema de equagoes nem as condicOes iniciais. Admitindo existéncia e unicidade de solugao conclui-se
que todas as solugoes sao constantes ao longo de semirectas centradas na origem no semiplano superior.
Logo a solugdo depende apenas de um pardmetro, por exemplo da velocidade ¢ = x/t. Para t > 0
podemos reescrever o sistema de equacoes com este parametro obtendo

U+ F (U)5 =0 (2.3)
e as condigbes fronteira

U() — Ugcom§— —oo,
U() — Ugcom & — +oo.

2.2 Solugoes Fundamentais

Defini¢ao 2.5 Chama-se Rarefacgdo a uma solugio de (2.3) com Ug # 0 para € € [€1,6,).

Numa Rarefaccao Ug é autovector de DF (U) e £ é um autovalor de DF (U). Se procurarmos
solugoes de um Problema de Riemann partindo do estado a esquerda teremos que usar Rarefacgoes com
& crescente; se procurarmos solugoes de um Problema de Riemann partindo do estado a direita teremos
que usar Rarefacgoes com £ decrescente.

A solugao trivial de (2.3) tal que Us = 0 é extremamente importante pois serd usada em todas
as solucoes. Contudo ainda nao é possivel resolver todos os problemas apenas com solucoes triviais e
Rarefacgoes, é necessario admitir solugoes descontinuas para garantir as sua existéncia.

As solugbes descontinuas tém que, de certa forma, satisfazer a Lei de Conservagao; mais propriamente
satisfazem a sua forma integral, ver [16],

d b

G | Utede=F U (a,0) = F U G.0).

Suponhamos que existe uma descontinuidade de U em £ = s com limite esquerdo Uy, e direito Ug,
entao esta descontinuidade satisfaz a lei integral se e s6 se satisfazer as relacbes de Rankine-Hugoniot
que passamos a definir, ver [16].

Definicao 2.6 Chama-se relagoes de Rankine-Hugoniot a
—s(Ur —Upr)+ F(Ugr) — F(UL) =0.
Para estudar as relagoes de Rankine-Hugoniot ¢ 1itil definir algumas funcgoes.
Definicao 2.7 Define-se H como uma funcio de R2 x R? x R em R? tal que

H(Up;Ug;s) = —s(Ur —UL)+ F(Ugr) — F(UyL).
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Definigao 2.8 Define-se hy, como uma fungdo de R?* x R em R? tal que
hu, (Ur;s) = H(UL; Ur; s).

Definigao 2.9 Define-se como conjunto, ou curva, de Rankine-Hugoniot de um estado fizo Up o
conjunto

H(UL) = {UR eR?:3s¢ R, H(UL;UR;S) = 0}
Definigao 2.10 Seja 7 a projeccio de R? x R em R? que leva (Ug,s) em Ug.
Pode entdo definir-se H(UL) como 7 (h?JL), onde h?JL ¢ o conjunto de nivel zero de hy, .

Definigao 2.11 Quando, fizando Uy, e Ug, existe s tal que H(Ur;Ug;s) = 0 é facil ver que ele é unico
se e s6 se Uy, # Ug; entdo para Uy, # Ug define-se esse s como s(Ur,UR).

Definigao 2.12 Chama-se Choque aos tripletos (Ur,Ug,s) com Ur, # Ur que satisfazem as relagoes
de Rankine-Hugoniot.

Definicao 2.13 Ao pardmetro s = s(Up,Ug) chama-se Velocidade do Choque; a descontinuidade
em U (£) acontece precisamente quando & = s (U, Ug).

Temos agora condigdes necessdrias para a construgao de solugoes U (£) com descontinuidades, todavia
estas condic¢bes nao sao suficientes. Muitas das solucoes das relagoes de Rankine-Hugoniot nao represen-
tam choques fisicamente admissiveis. Urge entao encontrar um critério para determinar se um Choque
pode ou nao ser utilizado, por outras palavras determinar se um Choque é ou nao admissivel. Todavia
nfo existe nenhum critério que seja aceito universalmente. As duas préximas subseccoes apresentam dois
critérios de admissibilidade, também chamados de critérios de entropia.

2.2.1 Choques de Lax

Em 1957 Lax estabeleceu condigdes para a admissibilidade dos choques, ver [16]. No caso particular
de duas Leis de Conservagao estas condigoes resumem-se a admitir apenas dois tipos de choque, 1-Choque
e 2-Choque, definidos a seguir.

Definicao 2.14 Chama-se 1-Choque a um choque (Ur,Ug,s) que satisfaca:
5</\1(UL) 6/\1(UR)<S<)\2(UR). (24)
Chama-se 2-Choque a um choque (Ur,Ug,s) que satisfaca:

A1 (UL) <5< A (UL) e Ao (UR) < s. (2.5)

Na Figura 2.1 sdo dados exemplos de dois problemas de Riemann cujas solu¢oes sdo um 1-Choque e
um 2-Choque. Nota-se pela figura que os nomes sdo sugestivos:

e no 1-Choque a Caracteristica 1 «choca-se» com a descontinuidade por ambos os lados; e a Carac-
teristica 2 cruza a descontinuidade da esquerda para a direita.

e no 2-Choque a Caracteristica 1 cruza a descontinuidade da direita para a esquerda; e a Caracteris-
tica 2 «choca-se» com a descontinuidade por ambos os lados.

Os Choques de Lax sao boas aproximacgoes & admissibilidade sobretudo para choques fracos, ou seja,
choques onde Uy, e Ui estao proximos.
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______ Caracteristica 1
Caracteristica 2

2-Choque

Figura 2.1: Choques de Lax.
2.2.2 Perfis Viscosos

O sistema de equagdes (2.1) geralmente resulta da simplificagdo de sistemas mais complexos (ver
[9],[21]), frequentemente de sistemas da forma

U, + DF(U)U, = ¢(D (U) Uy) (2.6)

T

Fisicamente o termo direito do sistema (2.6) pode representar viscosidades, tensoes capilares e outras
grandezas; contudo é habitual chamar-se, indiscriminadamente, de viscosidade; & matriz D (U) chama-se
Matriz de Viscosidade e a € factor multiplicador. O estudo destes problemas com termos parabdlicos é
bastante complicado, assim sempre que possivel simplifica-se a equagao eliminando o termo da direita
para obter uma aproximacao.

Uma forma de se determinar a admissibilidade de um Choque é verificar se a solucéo de (2.6) tende
para esse Choque quando se faz e tender a zero. E muito complexo validar Choques assim.

Outra forma de se determinar a admissibilidade é pedir que o Choque seja o limite de uma solugao
especial de (2.6) quando € tende a zero. Mais propriamente essa solugdo especial é uma solugéo do tipo
onda viajante; ou seja, uma solu¢ao que depende apenas do pardmetro 7 = x — ct, onde ¢ é chamada de
velocidade da onda.

Reescrevendo (2.6) na coordenada 1 obtemos

—cU, +DF (U)U, =€¢(D(U)U,), ;

n )
integrando em 7 chegamos a
—cU+F(U)+ K =¢eD(U)U,. (2.7)
Motivados pelos Choques impomos as seguintes condigoes fronteira
lim U(n) = Ug, lim U,=0, (2.8a)
n——00 n——00
1. = 1. = M 2.
L U () Ur,  lm Uy=0; (2.8b)
substituindo em (2.7) temos
—c(Ur —UL)+ F(Ug)— F(UL) =0, (2.9a)
K = CUL - F (UL) 5 (2.9b)

o que reafirma a necessidade das condigoes de Rankine-Hugoniot, pois s = ¢ dado s ser unico para
Ur # Ug. De (2.9) tira-se igualmente K = cUgr — F (Ug).

Até agora nao avangamos nada quando & admissibilidade. Voltemos ao sistema (2.7), podemos olhar
para ele como um sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias da forma

Up=D"'(U)H (Up;U;s), (2.10)

onde se admitiu a inversibilidade de D (U) e se fez a mudanga de varidvel 7 = n/e. Tecnicamente
deveriamos distinguir a fungéo U (n) da fungao U (7)), ou seja, escrever U (7); mas para ndo sobrecarregar
a notagao omitimos a barra.
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Defini¢ao 2.15 Chama-se Sistema de Equacées Diferenciais Ordindrias Associado a (Up,s)
ao sistema (2.10).

Por construgao os estados U e Ug sdo pontos estaciondrios do Sistema de Equagtes Diferenciais
Ordindrias Associado; pode haver outros.

Defini¢ao 2.16 Diz-se que um choque (Up,Ug,s) tem Perfil Viscoso se eziste pelo menos uma tra-
jectdria do Sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias Associado a (Ur,s(Ur,Ug)) tendo Ur, como
a-limite e Ur como w-limite.

Neste trabalho serd usada a matriz identidade para a Matriz de Viscosidade, isto é D (U) = I. Assim
podemos reescrever o Sistema de Equagdes Diferenciais Ordindrias Associado ao choque (Ur, Ug, s) como

Up=H UL U;s). (2.11)

Mais, os autovalores de um ponto de equilibrio de (2.11), U, sdo A (U) — s.
2.3 Conjuntos Relevantes

O estudo do conjunto de Rankine-Hugoniot de um estado Uy, é feito seguidamente. Comecemos com
o conhecido teorema de Bethe-Wendroff (ver [24] ou [22]).

Teorema 2.1 (Bethe-Wendroff) Seja Ug € H(UL)NRy com Ur # Uy, tal que l;(Ug)-(Ur—Ur) # 0.
Entao a velocidade s(Ur,U), vista como uma fun¢ao ao longo da curva de Rankine-Hugoniot, tem um
ponto critico em Ug se e s6 se s(Ur,Ur) = X\i(Ur) para algum i € {1,2}. Nesse ponto H(UL) é tangente
ar; (UR)

Mais, esse ponto critico é degenerado se e sé e l; (Ug) D*F (Ug)r? (Ug) = 0.

O teorema de Bethe-Wendroff nao é aplicavel quando Ug estd em Rg.

Quando temos um dos estados de um choque dentro da Regiao Eliptica a estabilidade da singularidade
do Sistema de Equacgoes Diferenciais Ordindrias é dada pelo sinal da diferenca entre a parte real dos
autovalores e a velocidade do choque; assim é importante a comparagdo entre Re(A) e s. A seguir é
enunciado um novo teorema complementar ao de Bethe-Wendroff, onde Ug € REg.

Teorema 2.2 Seja Ug € H(UL) NRE com Ug # Ur; se s(UL,Ug) = Re (A.(Ug)) entdo a velocidade
s(Ur,U), vista como uma fun¢do ao longo da curva de Rankine-Hugoniot, tem Ugr como ponto regular.
Temos H (Ur) parametrizavel e tangente, em Ug, ao vector

(i, 0)" =k (ly(Ug —UL), =y Ug —UL))" . k#0,

nas coordenadas da base {ri,r9} escolhida; sendo (u,@)T o vector velocidade de uma parametrizagao de
H(UL) temos $ = —kIm (A (Ug)).

Prova. Tomemos Dhy, = (Ur —Ur)ds — [DF(Ug) — s]dUg e s(Ur,Ur) = Re(Ac(Ur)). Supo-
nhamos que o vector (s =0,Ug #0) pertence ao o micleo de Dhy,. Sabemos que [DF(Ug) — s] é
regular pois Ur € R, logo também [ Ur—U, DF(Ug)-s ] é regular e entao o nicleo de Dhy;, é
unidimensional. Mas como Dhy, (s =0, UR) éigual a [DF(Ug) — 9] Ur temos que Dhy, (s =0, UR) =

0 implica que Ur = 0. Assim, por absurdo, conclui-se que & # 0.

Como Dhyy, é regular temos H (Ur) localmente parametrizdvel em Ug.

Escrevendo Dhy, na base de vectores {r; (Ugr)}, definida na Regido Eliptica (ver definicao 2.4)
obtemos

oo | 5] 2 (600 ReOeT) o I Un) ] ;
L 1.} lg (UR — UL) Im ()\e (UR)) Re (/\6 (UR)) — S 1.}
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tomando s = Re (Ae (Ugr)) obtemos

] S
. ll (UR - UL) 0 —Im (/\e (UR)) .
Dh =
N ls(Ur —Up) Tm (A (Ug)) 0 p
cujo nicleo é
$ = —kIm(A\(Ug))
@ = k-lo(Up—Up)
v = —k-l4(Ur-UyL).

E de notar que (I (Ug — UL),l2 (Ur — U)) # (0,0) pois Ur # Ur. =

Sabemos entdo que acontece exactamente o contrario, acerca de $, daquilo que poderia ser esperado
por uma analogia directa com o teorema de Bethe-Wendroff.

Tomemos (Ug, s°) € hy;, eadiferencial Dhy, = (Ugr — Uy) ds+[DF(Ug) — s]dUg. Se Dhy, (U}, s°)
é regular entao, pelo teorema da submersao, temos que h?]L é localmente uma curva, logo parameterizdvel
localmente.

Por defini¢ao o ponto (U%, 50) é singular se e s6 se Dhyy, (UI%, so) é singular, e Dhyy,, (U%, 50) é singu-
lar se e s6 se existe um covector [ diferente de zero tal que [ - Dhy, (U%, 50) = 0. Quando Dhy, (U%, 50)
é singular, normalmente o conjunto bifurca em (UI%, 50); todavia podem acontecer vdrias coisas para

. : = 0 (0 : 0
além da bifurcacao como, por exemplo, (U RS ) ser um ponto isolado de hy;, .
Estudo de h%L:

1. Para UI% = Uy, temos:

(a) Se (U}, s°) é ponto singular entdo s = \; (U}).
Se UI% = U, € Ry entdo existem 2 valores de s° que satisfazem s° = )\; (Ul%). Neste caso
dizemos que ocorre a Bifurcagao Priméria de H (Uy,), isto é, partindo de U, saem 2 ramos de
H (UL), cada um com a direcgdo de um autovector;

(b) Se (UI%,SO) é ponto regular entao h?JL é localmente uma curva “vertical” (no sentido que
Ugr = 0), logo 7 é singular.

Se U% = Ur € RE entdo qualquer que seja o valor se s° temos Dhy, (U%, 50) regular, logo
UL ¢é ponto isolado de H (Up).

2. Para UY, # Uy, temos:

(a) Se (UI%,SO) ¢ ponto singular entao Dhy, (UI%,SO) ¢é singular, isto é, existe um [ tal que
l- DhUL (UR, 8) =0.
Para termos Dhyy, (UJO27 50) singular também DF' (Ul%) — 59 terd que ser singular, assim temos
9=\ (UI%) e por consequéncia [ = [; (U%). Para I - Dhy, (Ug, s) = 0 ser satisfeito neces-
sariamente [; (U]%) (U% - UL) =0.

Estes pontos sa@o pontos de possivel bifurcacao de h?]L;

(b) Se (Ug, ") é ponto regular entao hy;, ¢ localmente uma curva. Esta curva ndo é “vertical”
pois se Ur = 0 teriamos (Uz — U) $ = 0 o que implica § = 0, absurdo pela regularidade de
Dhy, . Neste caso h?]L projecta regularmente e H (Uy,) é parametrizavel.

2.3.1 Estruturas de Codimensao-1

Nesta subsecgao serao definidas Estruturas de Codimensao-1 relevantes para o modelo a ser estudado
no capitulo 3. A importancia geral destas estruturas ficard patente na seccao 2.5.
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Definigao 2.17 Chama-se i-Bifurcagao Secunddria ao conjunto
Bi = {UL € R2 . HUR S H(UL), UR 7é UL75 (UL7 UR) = )\Z(UR) € ZZ<UR) . (UR - UL) = 0}
e chama-se simplesmente Bifurcacao Secunddria ao conjunto B = B; U Bs.

Apesar do nome sabemos que mesmo com Uy, € B ndo temos necessariamente um Ur € H(U) \ U
tal que H(U},) bifurque; temos sim que Dhy, (Ug, s (Ur,Ug)) é singular para algum Ug.

Definig¢ao 2.18 Chama-se i-Inflexao ao conjunto Z; = {U € Ry : D\; (U)r; (U) =0} e chama-se
simplesmente Inflexao ao conjunto T =11 UZ,.

Este conjunto pode ser visto assim: tomemos o valor do i-autovalor, \;(U), como uma funcdo sobre
o campo integral de r;(U). Esta fun¢ao atinge um ponto critico ao cruzar o Local de i-Inflexdo. Se
esse ponto critico for um méximo entao as i-rarefacgoes terminarao de ambos os lados da i-Inflexao; de
modo similar se esse ponto critico for um minimo entao as i-rarefaccoes comegarao de ambos os lados
da i-Inflexao.

Proposicao 2.1 Na Regido Estritamente Hiperbdlica vale (ver [11])
DX (U)r; (U) =0 1; (U) DF?(U)r; (U)* = 0. (2.12)
Com esta proposi¢ao podemos redefinir as i-Inflexdes como
T, = {U e R?: 1, (U)DF?(U)r; (U)* = o} .
Definigao 2.19 Chama-se Local de Coincidéncia, ou simplesmente Coincidéncia, ao conjunto
C={UeR*: DF (U) tem dois autovalores reais iguais}

Nota 2.3 No contexto dos artigos que usam a Variedade de Onda Fundamental, introduzida em [11],
a letra C é usada para representar a Variedade Caracteristica; e a letra &, essa sim, é usada para
Coincidéncia. Nesta tese C representa a Coincidéncia e, como veremos bem mais tarde, a letra £ a
Ezxtensao Esquerda da Coincidéncia.

Definigao 2.20 Chama-se (ij)-Contacto Duplo Hiperbdlico ao conjunto
Dy ={UL € Ry : 3Ur € H(UL) N Ry, Ug # UL, s(Ur, Ug) = Xi(Ur) = X\;(Ur)}
e chama-se simplesmente Contacto Duplo Hiperbolico ao conjunto Dy = U5_; U;_| Dj.

Existe uma identificagao natural entre D;; e Dj;, ou seja se Uy, € D;j, Ur € H (U) N Ry, Ur # Ugr
e 8<UL, UR) = /\Z(UL) = /\j(UR) entao Ur € Dﬂ

Defini¢ao 2.21 Chama-se (et)-Contacto Duplo Eliptico-hiperbdlico ao conjunto

Dei ={Up € Rg: WUr € HUL) N Ru,s(Ur,Ur) =Re(Ae (Ur)) = X; (Ugr)}.
Chama-se (ie)-Contacto Duplo Hiperbolico-eliptico ao conjunto

Die={Ur € Ry : 3Ur € HUL) N RE,s (UL, Ug) =X (Ur) =Re (A (Ugr))}
e chama-se simplesmente Contacto Duplo Heterogéneo ao conjunto Dg = U12:1 (Die UDg;).

Claramente, também aqui, existe uma identificagdo natural entre o (ei)-Contacto Duplo Eliptico-
hiperbdlico, De;, e o (ie)-Contacto Duplo Hiperbolico-eliptico Die.

Definicao 2.22 Chama-se i-FExtensao Esquerda de um conjunto Z ao conjunto
S(Z)z = {UR € R? : AU, € Z,Ug € H(UL),UR 7& UL,S(UL,UR) = )\Z(UL)}

e chama-se simplesmente Extensao Esquerda de um conjunto Z ao conjunto € (2)=E(Z),UE (2),.
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Definigao 2.23 Chama-se i- Extensao Direita de um conjunto Z ao conjunto

(2)& ={Ur €eR?*:3UL € 2,Ug € H(UL),Ur # Up,s(Ur,Ur) = N\i(Ur) }
e chama-se simplesmente Extensdo Direita de um conjunto Z ao conjunto (£2)E =(2)&E1 U (Z)&,.
Definigao 2.24 Seja Ur € £ ({UL}) entdo diz-se que Ur e UL sio associados.

Passaremos a chamar Ui e Uy, de associados se estiverem identificados pela identificagao natural.
Por razoes histéricas cabe também definir:

Definicao 2.25 Chama-se i-Histerese, 'H;, a i-Extensdo Fsquerda da i-Inflexao. Ou seja,
Hi=E(L);, = {Ur € R?:3UL € T;,Up € H(UL),Ur # Us, s(Ur, Ur) = \i(UL) }
e chama-se simplesmente Histerese ao conjunto H = Hi U Ha.

Cada elemento da Histerese é associado de algum elemento da Inflex@o.

2.3.2 Locais Sénicos
Esta secgao versa sobre estruturas de Codimensao-2; estruturas de Codimensao-1 definidas sobre o
conjunto de Rankine-Hugoniot.

Definicao 2.26 Chama-se i-Local Sonico a Esquerda de um estado Ur, ;S (UL), & sua prdpria
i-Extensio Esquerda. Ou seja

:(S ({UL}) =& (UL)z = {UR S H(UL) . UR 75 UL € S(UL7 UR) = )\1<UL)}
Chama-se simplesmente Local Sonico Esquerdo de Uy, ao conjunto *S (Ur) = SU 3S.

Definicao 2.27 Chama-se i-Local Sonico & Direita de um estado Up, Sf(UL), & sua propria i-
Ezxtensao Direita. Ou seja

S; ({UL}) = €(UL); = {Ur € H(UL) : Ur # Ur € (UL, Ur) = Ai(Ur)}
Chama-se simplesmente Local Sénico Direito de Uy, ao conjunto S* (Ur) = S§ US;.

Os Locais Sénicos, como é bem conhecido, sao fundamentais na construcao das solugoes dos Problemas
de Riemann. No apéndice A, resumo do artigo [20], este facto fica patente.

2.4 Sectores da Curva de Rankine-Hugoniot e as suas Fronteiras

Como j& dissemos nem todas as solugoes das relagoes de Rankine-Hugoniot representam realmente
choques. Contudo ¢ ttil classificar todo o conjunto de Rankine-Hugoniot, mesmo quando ele representa
choques inadmissiveis.

2.4.1 Ambos os Estados na Regiao Estritamente Hiperbdlica

A semelhanca da classificacdo de Lax para o 1 e 2-choques faremos a classificacio de todo o conjunto
de Rankine-Hugoniot baseada nas relagoes entre as duas velocidades caracteristicas a esquerda, A1 (UL) e
A2(UL), a direita do choque, A1 (Ug) e A2(URr), e a prépria velocidade do choque, s = s(Uy,, Ugr). Existem
nove relagbes abertas possiveis entre os parametros acima. Nos esquemas estao representados no plano
at a descontinuidade (linha vertical) e as posigdo relativa das caracterfsticas de cada lado do choque;
junto encontra-se a convencgao gréfica para cada Sector que serd usada em todas as figuras.
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Defini¢ao 2.28 (Sector) Cada conjunto de pontos de uma curva de Rankine-Hugoniot com a mesma
classifica¢do serd chamado de Sector dessa curva.
H (Uy) tem nove classificagoes possiveis:

9.

Transporte o Direita, Hrp (Ur) se s < A (Ur) < X\2(UL) e s < A\ (Ur) < A2(Ugr

:
i

I-C'hoque, His (UL) se s < )\1(UL) < Mg (UL) e )\1<UR) <s < )\2<UR) AZ

Compressivo ou Sobrecompressivo, He (Ur) se s < M(Ur) < A(Ur) e Mi(Ur) < A2(Ugr) < s

1-Expansivo, Hig (Ur) se M (UL) < s < X2(U) e s < A\ (Ugr) < \2(Ug) SAZ
Cruzamento, Hx (Ur) se M1 (Ur) < s < A2(UL) e M (Ugr) < s < A2(Ug) }_4;4
2-Choque, Has (Ur) se A (Ur) < s <Xa2(Ur) e Mi(Ur) < A2(Ugr) <s XA—
Ezxpansivo, Hg (Ur) se Mi(Ur) < X2(Ur) < s e s < A (Ur) < X2(Ur) g-l—ré

2-Expansivo, Hag (Ur) se M (Ur) < A2(Ur) < s e Ai(Ur) < s < X\2(Ug) &

Transporte & Esquerda, Hrg (UL) se M (Ur) < Xa(Ur) < s e \i(Ug) < M\a(Ug) < s g_&_

Definicao 2.29 Se um choque de Cruzamento admite Perfil Viscoso entao ele chama-se Transicional.
Logo parte de Hx (Ur) poderd ser classificada como Hr (UL).

E também util classificar os Locais Sénicos que sio, em casos nao degenerados, pontos isolados no
conjunto de Rankine-Hugoniot que se situam na fronteira entre dois sectores. A fronteira entre dois
sectores serd escrita como F(-,-). Abaixo os Contactos Duplos aparecem classificados com um W ou um
M, classificagao que s6 serd dada em 2.5.3.

Se UL € Ry e Ugp € Ry N'H (UL) temos os seguintes locais relevantes:

1.

2.

1-Choque:
(a) Sénico a Esquerda, S (Ur) se s = A\ (Ur) < A2 (Ur) e Mi(Ugr) < s < A\2(Ugr):
Ur € F(His (U) , Hx (UL)); __/_I\_{__I_/.i}ﬁw
(b) Sénico a Direita, S7 (UL) se s < A (UL) < A2 (UL) e A\ (Ug) = s < Aa(Ur):
Ur € F(His (Ur) , Hrp (U)); __/_I\____%I_\_/.._/.I.Z
(c) Duplamente Sénico, ;87 (UL) se s = A (Ur) < A2 (UL) e A (Ur) = s < X2(Ug):
Ur € .7:(7'[15 (UL) SHre (UL)) se U, € D11W e Ugr € D11 M ou
Ur € f(HX (UL) ,Hig (UL ) se U, € D11M e Ur € D11 W.
2-Choque:

(a) Sénico a Esquerda, 58 (Ur) se A\1(UL) < s = A2(UL) e M(Ur) < XA2(Ug) <

Ur € F(H2s (UL) , Hre (UL)); /l\ \I [\ \ K




(b) Sénico a Direita, S5 (Ur) se M (Ur) < s < A2(Ur) e M (Ugr) < A2(Ugr) = s:

UREf(Hgs(UL),HX (UL)); /R /I\l /I\

(c¢) Duplamente Sénico, 585 (Ur) se /\1(UL) <s=MX(Ur) e Mi(Ur) < A2(Ugr) = s:
Ugr € .7:(7'{25 (UL) s Hx (UL)) se Ur, € DooW e Ugr € Dao M ou
Ur € f(HTE (UL) , Hop (UL)) se Ur, € Do M e Ur € Do W.

3. Choque de Cruzamento:

(a) Sénico a Esquerda, 53X (Ur) se A\i(Ur) < s = A2(Ur) e Mi(Ug) < s < X\2(Ug):

Ur € F(Hx (Ur) ,Haop (UL)); /I\ \‘ I\ \ I\

(b) Sénico a Direita, X7 (Ur) se \(Ur) < s < )\2 (Ur) e Mi(Ug) = s < X\2(Ug):

Ur € F(Hx (UL),Hie (UL)); \/I\/\/I V\/I %

(c¢) Duplamente Sénico, 3 X5 (Ur) se M (UL) < s =Xa(UL) e M (Ug) = s < X2(Ug):
Ur € f(HX (UL) SHig (UL)) se U, € DyyW e Ur € D12 M ou
UR S f(HE (UL) ,HQE (UL)) se U, € Dy1 M e UR € Do W.

4. Choque Compressivo:

(a) Sénico a Esquerda, 7C (UL) se s = M (UL) < A2(UL) e M1(Ugr) < A2(Ug) <

Ur € F(He (UL) , Has (UL)); AN VA

(b) Sénico a Direita, C; (Ur) se s < A\ (Ur) < X2(Ur) e \1(Ugr) < A2(Ugr) = s:

Ur € F(He (Ur) ,His (UL)); A A\[ A\/

(¢) Duplamente Sénico, $C5 (Ur) se s = A\ (Ur) < A2(Ur) € Ai(Ur) < A2(Ug) = s:
UR € f(HC (UL) ,Hls (UL)) se Ur, € D1aW e UR € D1 M ou
Ur € f(HX (UL) ,Hgs (UL)) se Up € D1osM e Ug € Dy W.

2.4.2 Um estado na Regiao Estritamente Hiperbdlica e outro na Regiao Elip-

tica

Quando um e um s6 dos estados do choque se situa na Rp sao védlidas as definicbes da subseccao
anterior substituindo o autovalor pela sua parte real. Contudo ¢ de salientar que nem todos os sectores
sao encontrados nestes casos. Isto porque em alguns sectores s tem um valor intermédio entre A\; e Az, 0
que nao pode suceder com as partes reais do mesmo se estivermos na Regiao Eliptica. Explicitamente:

1. Se Ur € Rg e Ug € Ry entao:

(a) S&o possiveis os seguintes sectores:

i
il.
iii.
1v.
V.

vi.

Transporte a Direita, Hrp (Ur) com s < Re(A(UL)) e s < A (Ur) < A2(Ur);

1-Choque, His (UL) se s < Re (A (Ur))e M (Ur) < s < A2(Ug);

Compressivo ou Sobrecompressivo, He (Ur) ou C (Ur) se s < Re(A(Ur)) e \(Ugr) <
A2(Ur) < s;

Expansivo, Hg (Ur) se Re (A (UL)) < s e s < A\ (Ugr) < \2(Ugr);

2-Expansivo, Hag (UL) se Re(A(UL)) < s e AMi(Ugr) < s < A2(Ug);

Transporte & Esquerda, Hrg (Ur) se Re (A (UL)) < s e M (Ur) < A2(Ugr) < s

(b) S&o impossiveis os sectores:

i.

1-Expansivo, Hig (UL);
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ii. Cruzamento, Hx (Ur);
iii. 2-Choque, Has (UL);

2. Se U, € Ry e Ug € RE entao:

(a) S&o possiveis os seguintes sectores:

i. Transporte a Direita, Hrp (Ur) se s < A1 (Ur) < A2(UL) e s < Re (A (Ug));

ii. Compressivo ou Sobrecompressivo, H¢ (Ur) ou C(Ur) se s < M(UL) < A(UL) e
Re (A (Ur)) <

iii. 1-Expansivo, 7‘(1E (Ur) se M(UL) < s < X2(UL) e s <Re(A(Ur));

iv. 2-Choque, Has (UL) se M (UL) < s < A2(UL) e Re (A (Ugr)) <

v. Expansivo, Hg (Ur) se \1(Ur) < X2(Ur) < se s <Re (/\(UR)),

vi. Transporte a Esquerda, Hrg (Ur) se A\1(Ur) < XA2(Ur) < s e Re(A(Ur)) < s
(b) Sao impossiveis os sectores:

i. 1-Choque, H1s (UL);
ii. Cruzamento, Hx (UL);
iii. 2-Expansivo, Hag (Up).

Apesar das diferencas, relativamente ao choque com ambos os estados na Regiao Estritamente Hiper-
bdlica, serd usada a mesma convencgao gréfica nas figuras.

H4 também diferengas nos Locais Sénicos. Aqui serd usada uma nomenclatura que ndo consta da
literatura.

1. SeUr € Rp e Ug € Ry N'H (UL) entdo temos um Local:
(a) 1-Choque:
i. Sesqui-s6nico & Esquerda, *S (Ur) se s = Re (A ) e M(Ur) < s < A\2(Ugr):

Ur € F(Har (UL), His (UL)); \ I\ " k /i\
ii. Sénico a Direita, S5 (Ur) se s < Re(AUyL)) e A\i(Ug) = s < A2(Ug):

Ur Ef(?‘hs (UL)uHTD (UL)); /I\ M\/ M %

ili. Sesqui-uni-sénico, *S; (Ur) se s = Re (A(UL)) e M (Ugr) = s < A2(Ug):
Ugr € ]:(HQE (UL) ,Hg (UL)) se Ur, € D1 W ou
Ur € F(His (Ur) ,Hrp (Ur)) se U, € D1 M.

(b) Choque Compressivo:

i. Sesqui-s6nico & Esquerda, *C (Ur) se s = Re (A ) e M(Ur) < X2(Ug) <

Ur € F(Hre (U) ,He (Ur)); \ K || k A

ii. Sénico a Direita, C (UL) se s < Re (A(UL)) e Mi(Ugr) < A2(Ug) = s:

Ur € ]:(HC (UL) ,His (UL)); A\ m /

ili. Sesqui-uni-sénico, :C; (UL) se s = Re (MUL)) e A\1(Ugr) < A2(Ug) = s:
Ugr € ]:(HTE (UL) S Hog (UL)) se Ur, € DoW ou
Ugr € .7:(7'(15 (UL) ,He (UL)) se Up, € Do M.

2. Se U, € Ry e Ug € R entao temos um Local:

(a) 2-Choque:
i. Sénico a Esquerda, 58 (Ur) se A\ (UL)

&
e ||
7/\

Ur € F(Hre (Ur) , Has (UL));




i. Sesqui-s6nico & Direita, SF (Ur) se A1(Ur) < s < XA2(UL) e Re (A\(Ug)) = s:

Ur € F(Ha2s (Ur) , Hag (UL)); \/i\ \/I " \/I /

iii. Uni-sesqui-s6nico, 58 (Ur) se A\1(UL) < s = A2(UL) e Re (AM(Ug)) =
UR c f(HTE (UL) ,H1E (UL)) se Ur, € Dy X ou
Ugr € f(HE (UL) ,st (UL)) se Up, € Do Z.

(b) Choque Compressivo:
. Sénico & Esquerda, $C (UL) se s = A\1(UL) < A2(UL) e Re(A(Ug)) < s

Ur € F(Has (UL),Hc (UL)); \/i\ \/’\ /'\

i. Sesqui-s6nico & Direita, C} (Ur) se s < M (Ur) < A2(Ur) e Re (A(Ur)) =

Ur € F(Hc (Ur), Hrp (UL)); /'\ /I " /I /

iii. Uni-sesqui-sénico, ;C* (Ur) se s = A\1(UL) < A2(UL) e Re (/\(UR)) =
UR c .7‘-(7'[25 (UL) ,HTD (UL)) se U, € DX e
Ur € f(HlE (UL) s He (UL)) se Up € D1Z.

Notar que ha sobreposi¢oes nas definicoes. Nem sempre ha diferenca quando um estado estd, ou
nao, na regiao eliptica. Por exemplo, o conjunto Choque Compressivo Sénico a Esquerda é escrito como
iC (Ur) independentemente da localizagao de Ug.

2.5 Bifurcagoes na Classificagao da Curva de Rankine-Hugoniot

Na seccao 2.3 foram definidas as estruturas de codimensao-1 para um Sistema de Leis de Conservagao.
Cabe agora estudar o que acontece quando U}, cruza essas estruturas. Como se verd ocorre uma alteragao
da classificacdo do conjunto de Rankine-Hugoniot, ou seja, Sectores aparecem, ou desaparecem, em locais
bem determinados.

2.5.1 Bifurcacoes na Inflexao

Tomemos um estado Ury sobre a i-Inflexao e dois estados préximos Urp, e Upz um de cada lado a
i-Inflexao. Pode-se observar uma de quatro bifurcagoes genéricas, duas para cada uma das i-Inflexoes,
711 e I, referentes a maximos e minimos do respectivo autovalor. Nas quatro bifurca¢ées dois sectores
colapsam com a aproximagao de Uy, a Inflexdo, e depois reaparecem do lado oposto em ordem inversa
(mas na mesma ordem relativamente a Ur).

Para obter estas bifurcacoes analisa-se a sequéncia de sectores para os Ur; com j € {1,2,3}, ou seja,
Uri, Ura e Urs. Sabemos que na Regido Estritamente Hiperbélica H (Ur;) bifurca em Uy,;, bifurcagao
priméria. Para cada um dos estados Ur; atenddmos ent&o apenas ao i-ramo de H (Ur;) que é tangente
a r; (Ur;) em Urj. Sabemos também que préximo a Ur; temos s (Ur;,U) = (N (Ur;) + A (U)) /2 +
O* (|U — Uyr;|) (ver [21]); pelo Teorema 2.1 de Bethe-Wendroff sabemos que s (UL, U) = \; (U) se e s6
se § =0, desde que [; (U — Ur;) # 0, logo U # Uy;.

Na Figura 2.2 estao representados, no eixo horizontal, os i-ramos dos estados Upi, Urs e Urs; em
cada um dos graficos da ﬁgura estao representados \; (U), abreviado para \;, s (U, U), abreviado para
s, e \j (Ur;), abreviado para A; L Dado o caracter local e genérico deste estudo é considerado que o outro
autovalor tanto de Uy, quanto de U nunca iguale qualquer um dos escalares representados nos gréficos.

Tomemos, a titulo de exemplo, i = 1. Temos:

1. Nos sectores identificados por S1 vale: A\ (Up) < s < A1 (U) < A2 (UL), A2 (U), logo temos um
sector tipo 1-Expansivo;

2. Nos sectores S2 vale: A1 (U) < s < A1 (Ur) < A2 (UL), A2 (U), logo temos um sector tipo 1-Choque;
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3. Nos sectores S3 vale: s < A1 (Ur), A\ (U) < A2 (UL), A2 (U), logo temos um sector tipo Transporte
a Direita;
4. Nos sectores S4 vale: A\ (Up) < s < M (U) < A2 (Ur), A2 (U), logo temos um sector tipo 1-

Expansivo.

Neste exemplo temos um minimo de A1, entdo este conjunto de bifurcagao serd chamado Zym (ver a
seguir os quatro casos).

A e A . A Y A \ Y
13 S
Li] | 4 7&2 kv% Ai ~ |

ULt > U UL >U ULs >U

rd

51182183154 S1154 S1183(5254

Figura 2.2: Sectores da curva de Rankine-Hugoniot préximo de Z.

Seguem-se as quatro bifurcagdoes com o nome, as sequéncias de sectores e ainda diagramas com os
i-ramos de U, com os sectores classificados, isto para Ur; e Urs. A Inflexdo esta representada por um
segmento de recta obliquo.

1. Inflexdo 1:
(a) Méximo de Aq:

Defini¢ao 2.30 Z; M : Conjunto de bifurcagdo onde a sequéncia (1-Choque, Uy, 1-Expansivo,
Cruzamento, 1-Choque) passa a (1-Choque, Cruzamento, 1-Ezpansivo, Uy, 1-Choque):

N\ O e ———— —_

U \ Ui

RN

(b) Minimo de A\q

Defini¢ao 2.31 Zym: Conjunto de bifurcagao onde a sequéncia (1-Ezpansivo, Ur,, 1-Choque,
Transporte a Direita, 1-Expansivo) passa a (1-Expansivo, Transporte & Direita, 1-Choque, U,
1-Expansivo):

AN o

U \ UK

- — N

2. Inflexao 2:
(a) Méximo de Ay
Definicao 2.32 ZoM: Conjunto de bifurcagcdo onde a sequéncia (2-Choque, Uy, 2-Expansivo,

Transporte & Esquerda, 2-Choque) passa a (2-Choque, Transporte & Esquerda, 2-Expansivo,
U, 2-Choque):

—— - —— — —

(b) Minimo de Ag
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Defini¢ao 2.33 Zom: Conjunto de bifurcagao onde a sequéncia (2-Ezpansivo, Ur,, 2-Choque,
Cruzamento, 2-Expansivo) passa a (2-Expansivo, Cruzamento, 2-Choque, Uy, 2-Expansivo):

2.5.2 Bifurcagoes na Histerese

Tomemos um estado Uy sobre a i-Histerese e dois estados préximos U, e Urs um de cada lado a
i-Histerese. Pode observar-se uma de doze bifurcagoes genéricas, seis para cada uma das Histereses H; e
‘Hs, trés referentes a méximos e trés referentes a minimos do respectivo autovalor na Inflexdao. Em todos
o0s casos um sector aparece, ou desaparece, no meio de um outro sector.

Na Figura 2.3 temos trés graficos, um para cada um dos estados Uri, Ure e Urs; cada um deles
representa uma parametrizagao de H (Ur;) perto de Z; onde estao esbocadas as funcoes \; (U), abreviada
para \; e s (Ur;,U), abreviada para s;. Pelo teorema 2.1 de Bethe-Wendroff sabemos que s (Ur;,U) =
Ai (U) se e s6se § =0, desde que I; (U — Ur;) # 0. Mais, nas condigbes atrds e atentendo a proposigao
2.1 temos 5 (Ur;,U) =0se esése U € Z;.

Dado o caracter local e genérico deste estudo é considerado que os autovalores nao representados
nunca igualam qualquer um dos escalares dos graficos.

Tomemos, a titulo de exemplo, i = 2, A\; (UL), A1 (U) < s < A2 (UL). Neste caso temos:

1. Nos sectores identificados por S1 vale: A1 (Ur), M1 (U) < s < A2 (U) < A2 (Up), logo temos um
sector tipo Cruzamento;

2. No sector identificado por S2 vale: Ay (Up), A1 (U) < A2 (U) < s < A3 (UyL), logo temos um sector
tipo 2-Choque;

O exemplo corresponde ao Conjunto de bifurcagao Hams.

li A

N

1 i A T i A

5T 50 51U 57 Y 57 >V

Figura 2.3: Sectores da curva de Rankine-Hugoniot na Bifurcacao da Histerese.
Seguem-se as doze bifurcagoes com o nome, as suas descri¢oes e ainda diagramas de H (Ur) com os
sectores classificados, isto para Up; e Ursz. A Histerese estd representada por um segmento de recta
obliquo.

1. Histerese 1:

(a) Maximo de Ap:

i. Definicao 2.34 HiM;: Conjunto de bifurca¢do onde aparece um Transporte & Direita
no meio de um I1-Choque:
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Definigao 2.35 HiMs: Conjunto de bifurca¢io onde aparece um 1-Expansivo no meio
de um Cruzamento:

U 9
U -

Definigao 2.36 HiM;s: Conjunto de bifurca¢ao onde aparece um Expansivo no meio de

um 2-FExpansivo:
]

UL /,111
f

ULs

(b) Minimo de A;:
i. Definicao 2.37 Him,: Conjunto de bifurcacao onde aparece um 1-Choque no meio de
um Transporte a Direita:

Ui )

Uts ettt e e et e

Definigao 2.38 Himso: Conjunto de bifurcacdo onde aparece um Cruzamento no meio
de um 1-Expansivo;

’ LR B B B B N N N |
Ui
Uts
T
Definigao 2.39 Himgs: Conjunto de bifurcagdo onde aparece um 2-Expansivo no meio
de um FExpansivo:

UL
O S _

2. Histerese 2:

(a) Mdaximo de Ao:
i. Definicao 2.40 HoM;: Conjunto de bifurcacdo onde aparece um 1-Choque no meio de
um Compressivo:

U
UL e e eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenes —

smmm R ————— e s sEEEEEEEEEEEE——

Definigao 2.41 HoMs: Conjunto de bifurcagio onde aparece um Cruzamento no meio
de um 2-Choque:
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Definigao 2.42 HyM;s: Conjunto de bifurca¢ao onde aparece um 2-Ezxpansivo no meio
de um Transporte a Esquerda:

Ui /al,(2
ULs I

i. Definicao 2.43 Homy: Conjunto de bifurcacdo onde aparece um Compressivo no meio
de um 1-Choque:

(b) Minimo de As:

]

UL /‘#2
|

Us

Definigao 2.44 Homs: Conjunto de bifurcacdo onde aparece um 2-Choque no meio de
um Cruzamento:

Uws
Us

LER R LY F b F LR e

H,

N N NN SN BN SN N BN SN BN NN RN BN BN BN BN A

Definigao 2.45 Homg: Conjunto de bifurcacao onde aparece um Transporte o Esquerda

no meio de um 2-FExpansivo:
]

Uws /4/2
I

Us

2.5.3 Bifurcagoes nos Contactos Duplos

Estado a direita em Ry

Tomemos um estado Urs sobre um Contacto Duplo Hiperbdlico, ou um Contacto Duplo Eliptico-
hiperbdlico, e dois estados préoximos Uy e Upz um de cada lado do Contacto. Pode observar-se uma de
doze bifurcacgoes genéricas, duas para cada um dos Contactos D11, D12, D21, D2z, De1 € D 2. Em todos
0s casos aparecem, ou desaparecem, dois sectores na fronteira entre dois sectores distintos.

Na Figura 2.4 temos trés graficos, um para cada um dos estados Uy, Upe e Ups; cada um deles
representa uma parametrizacao de H (Ury) perto de Dj; onde estdo esbocadas as funcoes A; (U), abre-
viada para A;, s(Up;,U), abreviada para s; e Re(\; (Urg)), abreviada para Re (Afk> Em todos os
Contactos Duplos, acima referidos, temos s (Ura, Ur) = Re (A\; (Ur2)) = Aj (Ur), onde Ur € Dj;, e nos
quatro primeiros temos também Re (\; (Urz2)) = A; (Ur); pelo teorema 2.1 de Bethe-Wendroff sabemos
que s (Upe,U) atinge um ponto critico em Ur e que H (Ur2) tem a direccéo de r; (Ur) em Ug.

Dado o caracter local e genérico deste estudo é considerado que os autovalores nao representados
nunca igualam qualquer um dos escalares dos graficos.

Tomemos, a titulo de exemplo, i =1, j =2 e A\ (U) < s < Ay (UL). Neste caso temos:
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1. Nos sectores identificados por S1:
M (U) <M (UL) <s(Ur,U) <2 (U) < A2 (Ur)
logo temos um sector tipo Cruzamento;
2. Nos sectores identificados por S2:
MWU) <X U) <A (Ur) <s(Ur,U) <X (Ur)
logo temos um sector tipo 2-Choque;
3. Nos sectores identificados por S3:
M (U)<s(Ur,U)< A (Up), A2 (U) <Xy (Up)
logo temos um sector tipo 1-Choque;
4. Nos sectores identificados por S4:
MWU) <X U)<sUr,U) <X (Ur) <X (Ur)
logo temos um sector tipo Compressivo;

O exemplo corresponde ao Conjunto de bifurcacao Do W.

7\

N 83 A s, A J

L AAN Re(} A4 Re () N\

ML o N \\\Ki
52

> >U >U

S11S3 {54 82 ST 1382 S1

Figura 2.4: Bifurcagao em Contactos Duplos Hiperbdlicos e Eliptico-hiperbdlicos.

Seguem-se as doze bifurcagoes com o nome, as suas descri¢oes e ainda diagramas de H (Ur) com os
sectores classificados, isto para Up; e Urs. O Contacto Duplo estd representada por um segmento de
recta obliquo.

1. Contacto Duplo Hiperbdlico:

(a) D

i. Definicdo 2.46 D;; M: Conjunto de bifurcagdo onde da sequéncia (Transporte a Direita,
1-Ezpansivo, Cruzamento, 1-Choque) passa a (Transporte & Direita, 1-Choque):

Uui ’
Uis

T T AN ———————

Definigao 2.47 D1W: Conjunto de bifurcacio onde da sequéncia (Cruzamento, 1-
Choque, Transporte o Direita, 1-Expansivo) passa a (Cruzamento, 1-Expansivo):

Uws
Us
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(b) D12

i. Defini¢ao 2.48 Do M: Conjunto de bifurca¢io onde da sequéncia (1-Chogque, Cruza-
mento, 2-Choque, Compressivo) passa a (1-Choque, Compressivo):

U /_%12
Us [

Definigao 2.49 D1, W : Conjunto de bifurcagao onde da sequéncia (2-Choque, Compres-
sivo, 1-Choque, Cruzamento) passa a (2-Choque, Cruzamento):

U
Us
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(c) Do

i. Definicao 2.50 Do M : Conjunto de bifurcacdo onde da sequéncia (1-Expansivo, Expan-
sivo, 2-Expansivo, Cruzamento) passa a (1-Expansivo, Cruzamento):

UL /$21
ULs :

Definicao 2.51 Dy W: Conjunto de bifurca¢iao onde da sequéncia (2-Expansivo, Cruza-
mento, 1-Expansivo, Expansivo) passa a (2-Expansivo, Expansivo):

-m---—-—

- ...

(d) Doz

i. Definicao 2.52 Doy M: Conjunto de bifurca¢io onde da sequéncia (Cruzamento, 2-
Ezpansivo, Transporte ¢ Esquerda, 2-Choque) passa a (Cruzamento, 2-Choque):

Ui
ULs

:322
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Definicao 2.53 DyxW: Conjunto de bifurca¢io onde da sequéncia (Transporte o Esquer-
da, 2-Choque, Cruzamento, 2-Expansivo) passa a (Transporte o Esquerda, 2-Expansivo):

UL
ULs

2. Contacto Duplo Eliptico-hiperbdlico:

(a) D1

i. Definicao 2.54 D, M: Conjunto de bifurcacdo onde da sequéncia (Transporte & Direita,
Ezpansivo, 2-Fxpansivo, 1-Choque) passa a (Transporte & Direita, 1-Chogque):
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Uui .
Uis

Definicao 2.55 D1 W: Conjunto de bifurcagdo onde da sequéncia (2-Ezxpansivo, 1-Choque,
Transporte & Direita, Expansivo) passa a (2-Expansivo, Expansivo):

o /me1 ---- PN — o

(b) DeQ

i. Defini¢ao 2.56 DM : Conjunto de bifurcag¢io onde da sequéncia (1-Choque, 2- Expansivo,
Transporte o Esquerda, Compressivo) passa a (1-Choque, Compressivo):

Uws
Us

—_—— — —e———— e B N EEEEEE N E——

Definicao 2.57 D.oW: Conjunto de bifurcag¢io onde da sequéncia (Transporte & Esquer-
da, Compressivo, 1-Choque, 2-Expansivo) passa a (Transporte o Esquerda, 2-FErpansivo):

Uui >,
Uis [

Estado a direita em Rg

Tomemos um estado Urs sobre um Contacto Duplo Hiperbolico-eliptico e dois estados préximos Uy
e Urs um de cada lado do Contacto. Pode observar-se uma de quatro bifurcagoes genéricas, duas para
cada um dos Contactos D, e Dy.. Nos quatro casos desaparece um estado na fronteira entre dois sectores
distintos e aparece um quarto na mesma fronteira.

Na Figura 2.5 temos trés graficos, um para cada um dos estados Uri, Ure e Urs; cada um deles
representa uma parametrizagdo de H (Uri) perto de D.; onde estdo esbogadas as fungdes A; (Urg),
abreviada para A% s (UL, U), abreviada para s; e Re (\. (U)), abreviada para Re (\.). Pelo teorema
2.2 sabemos que s (Urz,U) tem como ponto regular Ug € De;.

Dado o caracter local e genérico deste estudo é considerado que os autovalores nao representados
nunca igualam qualquer um dos escalares dos graficos.

Tomemos, a titulo de exemplo, i =1 e s < Ay (UL). Neste caso temos:

1.

Nos sectores identificados por S1: s(Ur,U) < A1 (Ur) < Re(Ae (Ur)) < A2 (U), logo temos um
sector tipo Transporte & Direita;

. Nos sectores identificados por S2: Re (Ae (Ugr)), A (Ur) < s(Ur,U) < A2 (U), logo temos um

sector tipo 2-Choque;

Nos sectores identificados por S3: Re(Ae (Ur)) < s(UL,U) < A\ (UL) < A2 (U), logo temos um
sector tipo Compressivo;

. Nos sectores identificados por S4: A1 (Ur) < s(UL,U) < Re(Ae (Ugr)) < A2 (U), logo temos um

sector tipo 1-Expansivo;
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Figura 2.5: Bifurcagdo em Contactos Duplos Hiperbolico-elipticos.

O exemplo corresponde ao Conjunto de bifurcagao D1.C.

Seguem-se as quatro bifurcagbes com o nome, as suas descrigoes e ainda diagramas de H (Uy) com
os sectores classificados, isto para Up; e Ups. O Contacto Duplo Hiperbolico-eliptico estd representada
por um segmento de recta obliquo.

1. (a) DLe

i. Definicao 2.58 D;.C: Conjunto de bifurcag¢io onde da sequéncia (2-Choque, 1-Expansivo,
Transporte o Direita) passa a (2-Choque, Compressivo, Transporte & Direita):

Uui .
Uis

I — — N NN N NN NN NN . ——

Definigao 2.59 D;.D: Conjunto de bifurcagio onde da sequéncia (1-Expansivo, 2-Choque,
Compressivo) passa a (1-Expansivo, Transporte & Direita, Compressivo):

pa— i —— —mE R R R

I S I EEEE EEEEEEEEEEE——

(b) D2,e

i. Defini¢ao 2.60 D,.C: Conjunto de bifurcacdo onde da sequéncia (Transporte & Esquer-
da, Expansivo, 1-Expansivo) passa a (Transporte a Esquerda, 2-Choque, 1-Erpansivo):

UL

Definicao 2.61 Dy.D: Conjunto de bifurcagio onde da sequéncia (Ezxpansivo, Trans-
porte & Esquerda, 2-Choque) passa a (Expansivo, 1-Expansivo, 2-Choque):

UL

2.5.4 Bifurcagoes na Extensao Esquerda da Coincidéncia

Tomemos um estado Up, sobre a Extensao Esquerda da Coincidéncia e dois estados préximos Uy e
Urs um de cada lado da Extensao. Pode observar-se uma de seis bifurcagoes genéricas, trés para méximos
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de Re (A1 (Ugr)) e outras trés para minimos de Re (A2 (Ug)). Em todos os casos um sector aparece, ou
desaparece, na fronteira entre dois sectores distintos.

Na Figura 2.6 temos trés graficos, um para cada um dos estados Up1, Urs e Ups; cada um deles re-
presenta uma parametrizacdo de H (Ury) perto da Coincidéncia onde estdo esbogadas as fungoes A; (U),
abreviadas para A;, s (UL, U), abreviada para s e Re (A, (U)), abreviada para Re (A.). Pelo teorema 2.2
sabemos que s (U2, U) tem como ponto regular Ur € D,;. Mais, num caso genérico (fora do ponto DRS
e fluxo ndo degenerado) as derivadas direccionais (Dy ), na direcgao do autovector V sobre a Coincidéncia,
sdo escritas como Dy (Re (X)) = K e Dy (M) = K £ |L| para alguns parametros K e L. No Apéndice
B este facto é provado para Fluxos Quadraticos nao Homogéneos, que sdao boas aproximacoes de fluxos
genéricos (ver as equagoes (B.21)). No caso da figura 2.6 temos K < 0 e |L| > |K]|, contudo é de referir
que se obtém bifurcagoes similares para outras relagoes entre K e L.

Dado o caracter local e genérico deste estudo é considerado que os autovalores nao representados
nunca igualam qualquer um dos escalares dos graficos.

Tomemos, a titulo de exemplo, A; (UL) < s < Az (UL). Neste caso temos:

1. Nos sectores identificados por S1: A1 (Ur) < A1 (Ugr) < s (Ur,U) < A2 (Ur) < A2 (UL), logo temos
um sector tipo Cruzamento;

2. Nos sectores identificados por S2: A\ (Ur) < Re (A (Ugr)) = Re (A2 (Ugr)) < s (UL, U) < X2 (Up),
logo temos um sector tipo 2-Choque;

3. Nos sectores identificados por S3: A\ (Ur) < s(Ur,U) < Re(A1 (Ur)),Re (X2 (Ugr)) < X2 (Ur),
logo temos um sector tipo 1-Expansivo;

O exemplo corresponde a um mdaximo de Re (A\; (Ug)) e ao conjunto de bifurcagio EAp:

s, s,
T T Rel) | 7 ~Rep) >K>§<Rem

SIS 51 5350 Y

Figura 2.6: Bifurcagdo na Extensao da Coincidéncia.

Seguem-se as seis bifurcagdes com os seus nomes, as suas descri¢des e ainda diagramas de H (Ur)
com os sectores classificados, isto para Uy, e Ups. A Extensao da Coincidéncia estd representada por
um segmento de recta obliquo.

1. Méximo de Re (A\1):

(a) Definigao 2.62 £\,: Conjunto de bifurcagdo onde aparece um Expansivo na Fronteira entre

um 1-Fxpansivo e um Transporte a Esquerda:
]

Uws /g
Us :

Definigao 2.63 E\,: Conjunto de bifurcagdo onde aparece um 1-Expansivo na Fronteira en-
tre um Cruzamento e um 2-Choque:

Uws
Us

— ————

£
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Definigao 2.64 E\.: Conjunto de bifurcagcio onde aparece um Transporte a Direita na Fron-
teira entre um 1-Choque e um Compressivo:

|

Ui /g
ULs I

| S I EEEEEEEEEEE——
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2. Minimo de Re (A2):

(a) Definigao 2.65 Ey,: Conjunto de bifurca¢io onde aparece um Transporte & Esquerda na
Fronteira entre um 2-FExpansivo e um FExrpansivo:

U /g
Us :

Definigao 2.66 Ey,: Conjunto de bifurcagdo onde aparece um 2-Choque na Fronteira entre
um Cruzamento e um 1-Expansivo:

Ui
ULs

£

Definicao 2.67 Ey.: Conjunto de bifurcacdo onde aparece um Compressivo na Fronteira
entre um 1-Choque e um Transporte a Direita:

EEE I EEE NN NN

———

2.6 Construcao das Solucoes

Em 1996 S. Schecter, D. Marchesin e B. Plohr estudaram a estabilidade estrutural de solugoes do
Problema de Riemann. O apéndice A contém uma versao simplificada do artigo [20] que ird nortear a
nossa busca por solugoes. Contudo serd feita uma ponte entre o estudo tedrico de 1996 e a construgao
préatica de solugoes partindo do conhecimento das curvas de Rankine-Hugoniot com os sectores classifi-
cados. Este conhecimento pode ser obtido por via computacional, por exemplo, usando o programa [14],
ou analiticamente.

A supra-referida ponte é feita nesta secgao, obtendo-se um método novo (apenas na forma) de cons-
truir solugoes de Riemann. Na primeira subsecgao sao dados os diagramas para a construcao dos quatro
grupos de onda. Os trés primeiros, Grupo de Ondas-1, Grupo de Ondas-2 e Grupo Transicional, aparecem
em solugoes estruturalmente estaveis (ver A); enquanto que o ultimo, o Grupo Compressivo, desempenha
um papel distinto, determina uma fronteira na construcao de solugoes, ou seja, determina quando se
deve parar com uma construcao devido a incompatibilidade geométrica. Papel idéntico ao do Grupo
Compressivo desempenham os Choques Triplos e o caso especial tratados na subsecgao 2.6.2.
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2.6.1 Diagramas para a Construgao dos Grupos de Onda

Nesta subseccao serd dado o método pritico de construir os diversos Grupos de Onda Compostos
partindo de conjuntos de Rankine-Hugoniot previamente classificados. Na lista abaixo serao dadas as
formas de construir cada pedaco de todos os Grupos de Onda. A parte visual do procedimento é
esquematizado nos diagramas.

1. Grupo de Ondas-1:

(a) Composta Rarefacgdo/Choque: Ry 7S, apds uma 1-Rarefacgao entre Uy, e Ups pode haver um

U UL
choque entre Uy; e Ug com Ug € 1S (Un) Y | l.J_ R o}
(b) Composta Choque/Rarefac¢ao: SiRj, ap6s um 1-Choque Sénico & Direita entre Ur, e Uys, ou
Ur
seja Uy € 87 (Up), pode haver uma 1-Rarefacgao de Uy até Ur y_‘-_ _____ Uwm <

(¢) Ry 387 R;i: Apés uma 1-Rarefacgao entre Uy, e Ups; pode haver um choque duplamente sénico
entre Ups1 e Upgo com:
i. Uy € D1iW e Uy € D11 M ou
ii. Upjp € D1iM e Upo € DWW

e por fim pode haver uma 1-Rarefaccao conectando Uyso € Ug;
2. Grupo de Ondas-2:

(a) Composta Rarefacgdo/Choque: Ry 5S, apés uma 2-Rarefacgdo entre Uy, e Upr pode haver um

Uv/ UL
choque entre Uy e Ug com Ug € 38 (Unr) Ur

(b) Composta Choque/Rarefaccao: S; Ra, ap6s um 2-Choque Sénico a Direita entre Uy, e Uy, ou

Ur
seja Upr € 85 (Ur), pode haver uma 2-Rarefacgdo de Uy até Ug UL Uw ;

(¢) Rs 385 Ro: Apos uma 2-Rarefacgao entre Uy, e Ups1 pode haver um choque duplamente sénico
entre Uy e Upo com:
1. Upn € DWW e Upyo € Do M ou
il. Upp1 € DooM e Upyo € Do W

e por fim pode haver uma 2-Rarefacgdo conectando Upso e Ug.
3. Grupo Transicional:

(a) Composta Rarefacgdo/Choque: Ry 5X, apdés uma 2-Rarefaccdo entre Uy e Uy pode haver

Uv /" UL

um choque entre Ups e Ug com Uy € 53X (Upy) Ur :

(b) Composta Choque/Rarefaccio: X; R;, apés um Choque de Cruzamento Sénico & Direita
entre Uy e Uy, ou seja Uy € Af (Ur), pode haver uma 1-Rarefaccao de Uy até Ug

Ut Um Ur

¢ mEmEmEm )

(¢) Ry 53X Ry: Apds uma 2-Rarefaccao entre U, e Upsp pode haver o choque duplamente sénico
entre Ups1 e Upgo com:

i. Uprp € DoaiW e Upngo € D12 M ou
il. Uprp € Doy M e Uppa € D12 W

e por fim pode haver uma 1-Rarefacgdo conectando Upso e Ug.

4. Grupo Compressivo:
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(a) Ry 1C: Apds uma 1-Rarefacgdo entre Up e Ups pode continuar-se de Ups até Ug com um 2-
Choque; contudo a construgao do 2-Choque deve cessar quando Ug € C (Uyy); ou seja, o uso
do sector Compressivo de Uys, ap6s uma 1-Rarefacgao, viola a Compatibilidade Geométrica;

————— R

UL{
no esquema Upr sé pode situar-se na regiao cinza ;

(b) C5Rs: Apés um 1-Choque entre Uy, e Ups pode continuar-se de Uy até Ur com uma 2-
Rarefacgdo; todavia o uso da 2-Rarefacgdo deve cessar quando Uy € C3 (Ur); ou seja, a
constru¢ao de uma 2-Rarefac¢ao partindo do sector Compressivo de Uy, viola a Compatibili-

Ur
dade Geométrica; no esquema Ug s6 pode situar-se na regiao cinza U _ 1_’ _______ i

(¢) Ry iC5Rs: Apds uma 1-Rarefacgao entre Uy, e Uy pode haver o choque duplamente sénico
entre Upr1 e Upyo com:

i. Upr € D1oW e Upngs € Doy M ou
ii. Upr € DioM e Uppo € Doy W

e por fim pode haver uma 2-Rarefaccao conectando Upso € Ug.

Nota 2.4 As ondas compostas do tipo Rarefacgao/Choque aparecem como continuagao natural do Grupo
de Ondas apds uma Rarefacdo intersectar a sua Inflexao. Uma vantagem da utilizagio destes diagramas
reside no facto de ndo ser necessario conhecer o local desta intersecgao para se construir a onda Composta.
Efectivamente existem ondas compostas sem que a Rarefacgdo intersecte a Inflexdo.

2.6.2 Choques Triplos

Na resolugao do problema de Riemann sabemos que é necessdrio ter em atencao a velocidade crescente
das ondas, ou seja, a Compatibilidade Geométrica. Apds uma 1-Rarefaccao sempre poderd haver uma
2-Rarefacgao, dado que A\; < A\y. Contudo nem sempre é possivel que exista um 2-Choque, de Uy, até
Ug, ap6s um 1-Choque de Uy, até Uyy; isto porque a velocidade s(Upr, Ug), a grosso modo, diminui com
a distancia entre Uys e Ug, podendo assim ficar inferior a velocidade s(Ur, Ups). Contudo o Ug tal que
s(Ur,Un) = s(Upn,Ugr) pode ser bem caracterizado. Também ¢é possivel generalizar estas ideias para
outros tipos de choque. Comecemos pela conhecida Regra de Choque Triplo (ver, por exemplo [22]):

Proposicao 2.2 (Regra do Choque Triplo) Suponhamos que Upr € H(Up), Ug € H(Un) e Up €
H (Ur). Entao ou Ur, Uy e Ugr representam trés estados sobre uma mesma recta (estados Ur, Uy e
Ug colineares) ou entio s(Ur,Upr) = s(Unr, Ur) = s(Ur, UL).

Proposicao 2.3 (Existéncia de Choque Triplo) Suponhamos que temosUy € H(UL), Ur € H(Up)
e s(Ur,Upn) = s(Upn,Ur) = s. Entao Ugr € H(UL) e s(Ug,UL) = s.

Apesar da sua simplicidade a proposi¢do da Existéncia de Choque Triplo é extremamente titil na
procura de solucoes; isto porque, por vezes, é extremamente simples saber que dois choques tém a
mesma velocidade, pela andlise dos sectores.

Em seguida enunciamos um novo Lema para Choques Triplos.

Lema 2.1 Tomemos Uy € H(Ur) e Ugp € Ry NH (Upn) NH(UL); mais, suponhamos U, Uy e Ug
nao colineares nem elementos de B. Pela Regra do Choque Triplo temos s(Ur;Un) = s(Un;Ur) =
s(Ug;UL) = sg. Podemos entdo afirmar

1. Se Ur ¢ 8*(Upr) entao, pelo Teorema 2.1 de Bethe-Wendroff, existe uma vizinhanga, A, de Ur
tal que AN H(Uys) pode ser parametrizado por E(U) = s(Unr; U) — so; isto, por Compatibilidade
Geométrica, garante-nos que a sequéncia dos choque de U, até Uy sequido de Upy até U é invdlida
para U : £(U) < 0.

2. SeUg € §;(Un) entao \i(Ug) = so e também Ug € SF(UL). Pelo Teorema 2.1 de Bethe- Wendroff
H(UL) e H(Upr) sao tangentes a r;(Upr) em Ug, logo tangentes entre si.
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A alinea 1 deste tltimo lema dé-nos informagao sobre quando devemos parar a construgdo de um
Grupo de Onda partindo de um Uj; que por sua vez estd num Grupo de Onda de um Up; a alinea 2
dé-nos informagao, em casos particulares, sobre tangéncias destes Grupos de Onda.

Cinco Choques Triplos Particulares

Nas solugoes de Riemann (dadas no capitulo 4) do modelo que iremos estudar no capitulo 3 séo
utilizadas os seguintes cinco Choques Triplos:

1. 74 : Upyp € Hus (Ur) ,Ug € He (Ur) e Ug € Has (Un): a construgao do Grupo de Ondas-2, que
parte de Uy, termina em Ug;

[ U Uvu Ur
bt Um € His (UL),Ur € C3 (UL) e Ur € S5 (Unm): a construgao do Grupo de Ondas-2, que

parte de Uy, é tangente a H (Ur,) exactamente em Ug; é também nesse ponto de tangéncia onde
o Grupo de Ondas-2 passa de 2-Choque para 2-Rarefacgao (ver secgao 2.6.1);

R2

——Eamaa,,
",

—— UL Uv  Ur

QNL AN

3. 7.: Uy €38 (UL),Ur € 5C(UL) e Ug € Has (Uns): a construgao do Grupo de Ondas-2, que parte
de Uy, termina em Ug;

T

Ta: Uym € 3T (Up), Ugr € 58S (UL) e Ug € Has (Up): a construgdo do Grupo de Ondas-2, que
parte de Uy, termina em Ug;

REREINIVY
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5. e : Uy € 58 (Ur), Ug € 2C(Ur) e Ur € Has (Unr): a construgao do Grupo de Ondas-2, que parte
de Uys, termina em Upg;

UL UM Ur

A verificagdo das condigbes do Lema 2.1 por vezes é imediata se usada a Proposi¢do da Existéncia
de Choque Triplo. Mais, para dois Choques Sénicos com um estado comum a ambos é muito simples
determinar se tém a mesma velocidade; basta tomar em atencao que autovalor é igual a velocidade do
choque. Uma forma mnemonica de identificar essa igualdade consiste em observar se os dois tipos de
Choque Sénicos tem o mesmo nimero do lado correspondente ao estado em comum.

Exemplos (Y e Z representam qualquer tipo de Choque Sénico):

1. Se Uy, € ifp* (UL) e Ugp € ZZ(UM) entao S(UM,UL) = /\p (UM) e S(UR,UM) = /\q (UM)7 logo
basta ter p = ¢ para estes dois choques terem a mesma velocidade;

2. Se Uy € ;Y (Ur) e Ur € ;Z (Ur) entdao s (Unr,UrL) = Ay (Ur) e s (Ur,Ur) = Ay (UL), logo basta
ter p = q para estes dois choques terem a mesma velocidade.

Caso Especial

Nesta seccao dedicada aos Choques Triplos cabe expor um caso especial, que nao sendo um Choque
Triplo, tem um papel similar na construgao de solugoes. Pode colocar-se entao a seguinte questao, serd
possivel efectuar um 2-Choque entre Uyp; e Ur apds uma 1-Rarefaccdo entre Uy, e Up?7 A resposta é a
mesma que a dada para os choque triplos.

Choque tipo p: Upr € Ry (Ur), Ugr € $C (Ups): a construgdo do Grupo de Ondas-2, que parte de Uy,
termina em Ug;

2.7 Equilibrios do Sistema de Equagoes Diferenciais Ordinarias
Associado

Como foi visto na subseccao 2.2.2 a cada choque é associado um sistema de duas equagoes diferenciais
ordindrias, referido como Sistema de Equagbes Diferenciais Ordindrias Associado ao Choque. Nesta
secgao serd feito um estudo sobre os seus pontos de equilibrio.

Esta subsecgao estudamos do ntimero méximo de pontos de equilibrio desses sistemas, para tal os
Choques sao agrupados em trés Classes Esquerdas (A, S e R - que dependem apenas de Uy, e s) e em
trés Classes Direitas (também A, S e R - que dependem apenas de Ug e s). Esta nomenclatura advém
da natureza dos seus pontos de equilibrio nos Sistemas de Equagoes Diferenciais Associados; ou seja:
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1. Classe Esquerda A implica que Uy, seja um Atractor;
Classe Esquerda S implica que Uy, seja uma Sela;
Classe Esquerda R implica que Uy, seja um Repulsor;
Classe Direita A implica que Ug seja um Atractor;

Classe Direita R implica que Ug seja um Sela;

o G N

Classe Direita S implica que Ug seja um Repulsor.
Definimos entao as Classes assim:

Definigao 2.68 Classe Esquerda:
Os Choques ou sectores que satisfazem Re (A1 (Ur)) <Re (A2 (Ur)) < s sao de Classe Esquerda A.
Os Choques ou sectores que satisfazem A\ (Ur) < s < A2 (Ur) sdo de Classe Esquerda S.
Os Choques que satisfazem s < Re (A1 (Ur)) < Re (A2 (Ur)) sao de Classe Esquerda R.

Definigao 2.69 Classe Direita:
Os Choques ou sectores que satisfazem Re (A1 (Ur)) < Re (A2 (Ur)) < s sao de Classe Direita A.

Os Choques ou sectores que satisfazem A\ (Ur) < s < A2 (Ug) sdo de Classe Direita S.
Os Choques que satisfazem s < Re (A1 (Ugr)) < Re (A2 (Ugr)) sao de Classe Direita R.

Nestas definigoes a utilizagao da parte real dos autovalores é obviamente desnecessdria na Regiao
Estritamente Hiperbdlica. Mais, se U, estd na Regiao Eliptica entao nao existem sectores de Classe
Esquerda S, se é Ur que estd Regiao Eliptica entao nao existem sectores de Classe Direita S.

E de notar que definidas as Classes de um Choque, ou sector, este fica classificado; por exemplo, o
sector dos 2-Choques tem Classe Esquerda S e Classe Direita A. Dizemos que os 2-Choques sao de Classe
SA.

De forma exaustiva dizemos:

e os Transportes & Esquerda sdo de Classe AA;
e 0s Choques 2-Expansivos sao de Classe AS;
e 0s Choques Expansivos sao de Classe AR;

e 0s 2-Choques sao de Classe SA;

e 0s Choques de Cruzamento sao de Classe SS;
e os Choques 1-Expansivos sao de Classe SR;
e 0s Choque Compressivos sao de Classe RA;

e 0s 1-Choques sao de Classe R.S;

e 0s Transportes a Direita sao de Classe RR.

Este estudo é genérico, logo admitimos que as condigoes para a aplicagao do Teorema de Bethe-
Wendroff (teorema 2.1) sdo satisfeitas. Nestas condiges, e directamente de Bethe-Wendroff e do Teorema
2.2, sabemos que a velocidade (vista como func¢do sobre a curva de Rankine-Hugoniot) atinge pontos
criticos apenas nas transicoes entre sectores com Classes Direitas diferentes que ocorram na Regiao
Estritamente Hiperbdlica. Ou seja, os pontos da Regido Eliptica onde ocorra mudancga de Classe Direita
serdo pontos regulares da fungao s. Este facto leva & seguinte defini¢ao:

Definigao 2.70 Tomemos uma curva de Rankine-Hugoniot, H (Ur). Nesta curva cada Classe Esquerda
X tem um Indice, Wi, (X), ou simplesmente w (X). Este Indice é dado pela diferenca entre o nimero
de sectores distintos de H (Ur) pertencentes & Classe Esquerda X e o nimero de transigoes entre sectores
de Classe Esquerda X que ocorrem dentro da Regidgo Eliptica.

Ou seja, w(X) = N(X) —T(X), onde N (X) é o numero de sectores de Classe Esquerda X, em
H(UL), e T(X) é o mimero de transi¢ées entre sectores de Classe Esquerda X que ocorrem na Regido
Eliptica.
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Figura 2.7: Exemplo de Classes Esquerda e Direita sob o Conjunto de Rankine-Hugoniot.

Esta defini¢ao de Indice est4 relacionada com o nimero de vezes que a Velocidade de Choque ¢é critica
entre sectores da mesma Classe Esquerda. Claramente por cada ponto critico (ndo degenerado) de s é
possivel encontrar dois estados cuja Velocidade de Choque é a mesma, ver a Figura 2.7. Na Figura o
Indice da Classe Esquerda R é trés, w (R) = 3, pois existem trés sectores de Classe Esquerda R, dois
1-Choque e um Compressivo; ainda, a transicao de Classes Direitas dentro desta Classe Esquerda faz-se
de S para R, logo com um ponto critico de s. Se forem considerados os choques de velocidade sg as
Equagoes Diferenciais Associadas tem quatro equilibrios, em Uz, um em cada sector de 1-Choque e um
no sector Compressivo.

E de notar que uma transicio entre sectores de uma mesma Classe Esquerda ocorre na Regido
Eliptica se e s6 se essa transicao se faz entre um sector de Classe Direita A e um de Classe Direita
R. Por exemplo, a transigdo de um sector de Classe SA (2-Choque) para um sector de Classe SR (1-
Expansivo) necessariamente ocorre na Regido Eliptica e, portanto, a velocidade do Choque néo é critica
na transicio. Dada uma curva de Rankine-Hugoniot classificada ¢ facil calcular o Indice de cada Classe
Esquerda.

2

Definigao 2.71 Dado Uy, e s o Sistema de Equagdes Diferenciais Associado é tinico. Define-se entao
¥ (UL, s) ao nimero de pontos de equilibrio desse sistema.

Lema 2.2 Dado U, e s temos definidos a Classe Esquerda, C (Uy,s), e o seu Indice, w (C (Up,s)).
Mais, temos definido o Sistema de FEquagoes Diferenciais Associado, logo também ¥ (Up,s). E wvdlido
entio X (Ur,s) <w(C (Ur,s)) + 1.

Este Lema déd-nos um majorante para o nimero de pontos de equilibrio que podem ser encontrados.
A sua prova é imediata pela contagem dos estados Uy que satisfazem as condigdes de Rankine-Hugoniot
para o dado Uy, e s.
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Capitulo 3

O Modelo Quadratico Especifico

3.1 O Modelo

Usamos como modelo o Sistemas de Duas Leis de Conservagao com fluxo

F(Z> - %(%2;)0 > * (25))’ (3.1)
DF(Z) _ [?m v+2}7 )

do Tipo IV, segundo a classificacao de Schaeffer e Shearer. Explicitamente temos a = 3, b = 0.

Como nao temos este fluxo na forma simplificada a regiao eliptica nao estd centrada na origem. A
origem é o ponto DRS (Dumortier, Roussarie e Sotomayor - ver [6]) e o ponto (0,—4) é a extensao
esquerda do ponto DRS, que chamaremos de ponto DRS’.

Os autovalores da diferencial do Fluxo, DF'| sdo

Moo= 2u— U+ (v+1)2 -1, (3.3a)
A2 2u+/u2 + (v +1)2 -1, (3.3b)

e os autovectores & direita na Regiao Hiperbdlica sao

T
r = (u—\/u2 + (v+1)2 —1,1)) e (3.4a)

Ty = (u+\/u2+(v+1)2—1,v)T~ (3.4Db)

A escolha do parametro b = 0 nao foi casual, foi feita para que o modelo tenha as simetrias apresen-
tadas a seguir.

Seja R a reflexdo no eixo vertical, por exemplo, se U = (u,v) entdo R(U) = (—u,v). Temos entao
uma simetria no Fluxo, nomeadamente F' (R (U)) = —R(F (U)). Daqui resultam outras simetrias, que
seguem no texto.

A curva de Rankine-Hugoniot associada a Uy, = (up,vy) €

H(UL) ={(ur,vr) =Ug : 3s € R, Hy(ur,vp;ur,vr;s) = 0 e Hyo(urp,vr;ur,vg;s) = 0}
onde

3 1
Hy(ur,vp;ur,vR;S) = _S(UR_UL)+§(u?%_UQL)+§(U12~‘:_U%)+2(UR_UL) (3.5a)

Hy(ur,vrn;uR, VR; S) —s(vgr —vr) + uRVvR —uLvL (3.5b)
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Temos também A1 (u,v) = 2u—/u? + (v +1)2 — 1 e Ao(u,v) = 2u++/u? + (v + 1)2 — 1. Claramente

Hi(ur,vr;ur, vR;s) Hi(—ur,vp; —uR, vR; —8), (3.6a)
Hy(ur,vp;ug,vR;s) = —Ha(—up,vn;—ug,vRr;—s), (3.6b)
MU) = =M (R(U)), (3.6¢)
MU) = M (R(U)). (3.6d)

Assim
ROH(U)) = H(R(U)) e s (R(UL), R(Un)) = —s(Us, Un). (3.7)

Tendo em consideragio os autovalores para U e R(U) temos a seguinte regra de reflexdo dos sectores
de Lax:

e R( 1-Choque ) = 2-Expansivo e R( 2-Expansivo ) = 1-Choque;

e R( 2-Choque ) = 1-Expansivo e R( 1-Expansivo ) = 2-Choque;

e R( Compressivo ) = Expansivo e R( Expansivo ) = Compressivo;
e R( Cruzamento ) = Cruzamento.

Seja o Sistema de Equagdes Diferenciais Ordindrias Associado a (up,vr;s) definido pelo campo de
vectores

(Hy(up,vp;ug,vg;s), Ha(up, vp; up, vr;s))’ 2 (Hy, Hy)T. (3.8)

Entéo o Sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias reflectido, associado a (—ur,,vr; —s) é gerado pelo
campo de vectores

(Hy(—up,vr; —ug, vg; —8), Hy(—up,vp; —ug,vg; —s))" = (Hy, —Hs)T = —R(H,, Hy)" (3.9)

Ou seja, todas as trajectérias sio reflectidas com inversdo temporal, isto é, sdo percorridas em sentido
inverso.

3.2 Estruturas de Codimensao-1 do Modelo

Nas Figuras 3.1 e 3.2 estao esbocadas as Estruturas de Codimensao-1 e pontos importantes das suas
intersecgoes.

Estas estruturas dividem o espaco de fase em diversas regioes; em cada uma destas regioes as curvas
de Rankine-Hugoniot sao idénticas (ou seja, tem exactamente a mesma sucessao de sectores).

Definicao 3.1 As regioes definidas pelas Estruturas de Codimensdo-1 serao chamadas de Gama-regides,
T;.

A seccdo seguinte contém as curvas de Rankine-Hugoniot classificadas para cada uma das Gama-
regioes.

Nas proximas subsecgoes sao dadas formas paramétricas para as Estruturas de Codimensdo-1; os
cdlculos foram feitos em Maple (programa [23]) partindo directamente das definigoes das Estruturas.
A classificacao das bifurcagoes foi feita por comparagao das curvas de Rankine-Hugoniot nas diversas
regides (ver préxima sec¢do). Para se obter as curvas de Rankine-Hugoniot e as suas classificagoes foi
usado o programa RP, [14].
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Figura 3.1: Estruturas de Codimensao-1 (formas préximas das reais) e algumas Gama-regioes.
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3.2.1 Inflexao

As Inflexdes, I; e 1o, sao dadas pelas curvas

7 = {u-1/121n9n(5+317),v =€ [Zo]} (3.10a)
{uz—,/12;”9n(5+3n),v=n,ne [—Z,O]} (3.10D)

Na Figura 3.3 estao esbogados os campos integrais dos autovectores; as sectas indicam o sentido de
crescimento dos autovalores. Estao representadas também as Inflexdes. E de notar que algumas curvas
integrais dos autovectores cruzam a Inflexdo duas vezes.

1

- INflexd0 T —— 1-Rarefaccdo  -.-- Inflexdo 2 —— 2-Rarefaccdo

Figura 3.3: Campos integrais dos autovectores e Inflexoes.

As bifurcagoes da Rankine-Hugoniot em 7 sdo as seguintes (ver Figura 3.2 e sec¢ao 2.5):
1. Entre o infinito e H: ZoM;

2. Entre H e A: Zom;

3. Entre A e I: Zym;

4. Entre I e o infinito Z7 M.

Com a reflexao no eixo vertical temos as seguintes trocas 1 — 2,2 —1, M - mem — M.

3.2.2 Histerese

As Histereses sao dadas pelas curvas paramétricas

V3 [ —q 3
Hy = {u—? 7n+9(7n+9),v——3n—4,n6{—Z,O} ) (3.11a)

V3 [ 3

Cada ponto das Histereses é associado ao ponto com o mesmo parametro n da respectiva Inflexao, dadas
por 3.10a e 3.10b.
As bifurcagoes da Rankine-Hugoniot em H s@o as seguintes (ver Figura 3.2 e secgdo 2.5):
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1. Entre o infinito e G: Hy Ms;
Entre G e I: H1M;y;

Entre I e N: Himg;

Entre N e H: HaoMo;

Entre H e F: Homs;

S A

Entre F e o infinito: Ham;.
Com a reflexao no eixo vertical temos as seguintes trocas, primeiro indice, 1 — 2, 2 — 1, M — m,

m — M, segundo indice, 1 - 2,2 —2e¢3 — 1.

3.2.3 Coincidéncia

A Regiao Eliptica, R, é limitada pela Coincidéncia, C, que por sua vez é a circunferéncia de raio 1
centrada em (0, —1):
C={+@w+1)?=1} (3.12)

A Regido Estritamente Hiperbdlica, Ry, é a parte do plano exterior a C.

3.2.4 Extensao Esquerda da Coincidéncia

A FEztensdo Fsquerda da Coincidéncia, £, é uma curva muito préxima de uma elipse centrada em
(0, —2) com eixo horizontal de 1.49 e eixo vertical igual a 2. Precisamente £ é dada pela curva paramétrica

3u = £f(n)+g), (3.13a)
v = h(n)+mn, (3.13b)

cujos pontos sao associados aos pontos com o mesmo 7 da calota v > f% da Coincidéncia duplamente
coberta por

3u = +f(n)—g), (3.14a)
v = h(n)—mn, (3.14b)

onde

an —1
gn) = -n*—-2n
n(2n —5)
h(n) = 2212
(n) pr—
-2<9n<0

ou seja, cada ponto da calota de C d4 origem a dois pontos de &.
Para cada um dos seguintes trechos de £ temos (ver Figura 3.2 e secgao 2.5):

1. Entre A e M: Extensao do segmento AC de C e Bifurcagao £X\;
2. Entre M e N: Extensao do segmento AC de C e Bifurcagao &\p;
3. Entre A e L: Extensao do segmento AB de C e Bifurcacao Eyp;
4. Entre L e N: Extenséo do segmento AB de C e Bifurcacao Ey,.

Com a reflexao no eixo vertical temos as seguintes trocas A -y, y - A\, a — ¢, b—bec— a.
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3.2.5 Bifurcagao Secundéria

A Bifurcag¢ao Secunddria, B, é o eixo horizontal, v = 0 e H (ur,0) bifurca em (—3uy,0).
3.2.6 Contactos Duplos

O Contacto Duplo Hiperbdlico é constituido pelas duas rectas dadas pelas formas paramétricas:

u = £V3/3(n-1), (3.15a)
vo= N (3.15Db)
A solugao de declive negativo corresponde a um (1,2)-Contacto Duplo para n < —3/2, a um (1,1)-
Contacto Duplo para —3/2 < n < —1/2 e a um (2,1)-Contacto Duplo para —1/2 < . A solucdo de
declive positivo corresponde a um (2,1)-Contacto Duplo paran < —3/2, a um (2,2)-Contacto Duplo para

—3/2 <n < —1/2 e aum (1,2)-Contacto Duplo para —1/2 < 7. Os pontos sao associados aos pontos
com o mesmo 7 das mesmas rectas com a parametrizagao

u = FV3/3(n+3) (3.16a)
= —p-—2 (3.16Db)

O Contacto Duplo Hiperbdlico apresenta as seguintes bifurcagdes (ver Figura 3.2 e secco 2.5):
1. Entre o infinito e L: Dy M;

2. Entre L e H: Doy M;

3. Entre H e B: Dy W

4. Entre B e o infinito: Doy W

5. Entre o infinito e C: Dy M

6. Entre C e I. D11 M,

7. Entre I e M: D1 W

8. Entre M e o infinito: Do W.

H4 uma identificacao natural é D;; — Dj;, M - W e W — M.

Como j4 foi dito os Contactos Duplos Heterogéneos aparecem aos pares pela identificagdo natural,
cada ponto do Contacto Hiperbolico-eliptico é identificado com um ponto do Contacto Eliptico-hiperbdlico,
o seu associado.

O Contacto Eliptico-hiperbélico é dado pelas duas curvas paramétricas, juntamente com as respectivas
reflexGes no eixo vertical,

= —fr(m)+g9+(), (3.17a)
= (3.17b)

e o Contacto Hiperbolico-eliptico ¢ dado pelas duas curvas paramétricas, juntamente com as respectivas
reflexdes no eixo vertical,

u = g+(n), (3.18a)
v = he(n). (3.18b)



Os estados associados sdo os que tem o mesmo pardmetro 7. O dominio das fungbes fi, g+ e hy é
[-8/5,—1/2] enquanto que o dominio das fungoes f_, g— e h_ & [—8/5,0]. Explicitamente temos as
funcoes

W(p) = /1677450 +25
Sha(n) = nF¥() -5
15f1 (n) = /2412 + 78y — 24nhy (n) £+ 18V (1) + 90
759+ (7)) = +/—1905n% — 10501 & 930V (1) [9307 + 1800] + 9000

E de notar que os dominios das fungoes seriam alargados se em vez de se impor a igualdade entre a
velocidade do choque com a parte real dos autovalores complexos fosse pedida a igualdade entre s e a
média entre os dois autovalores que é sempre 2u, independentemente da localizagao do estado. Nesse

caso os contactos nao terminariam na Coincidéncia.
Estes contactos sdo curvas com as seguintes bifurcagoes e conjugacgoes (ver Figura 3.2 e seccdo 2.5):

1. Contacto Hiperbolico-eliptico entre L e J: Dy.C;
Contacto Eliptico-hiperbélico entre B e D: Do W

2. Contacto Hiperbolico-eliptico entre J e A: D5 C;
Contacto Eliptico-hiperbdlico entre D e A: Do M;

3. Contacto Hiperbolico-eliptico entre A e K: D1.C;
Contacto Eliptico-hiperbdlico entre A e E: D W

4. Contacto Hiperbolico-eliptico entre K e M: D;.C;
Contacto Eliptico-hiperbdlico entre E e C: D1 M.

Para todos os Contactos Duplos temos a reflexao no eixo vertical faz-se com as seguintes trocas 1 — 2,
21, M —-WeW — M; mantém-se C, D e e.

3.3 Curvas de Rankine-Hugoniot

Usou-se o programa RP, [14], para obter os conjuntos de Rankine-Hugoniot classificados que se
seguem. Serd omitida a indicagao explicita do U, quando este for elemento de Ry pois ele se situa na
tnica bifurcagao. Na Regiao Eliptica Uy, é representado por um ponto; nao foi tomado o cuidado de o
localizar exactamente na regiao a que pertence. As figuras sdo distorcidas de forma a se evidenciarem
todos os seus sectores; contudo preservou-se similaridade com a forma inicial.
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Figura 3.4: Curvas de Rankine-Hugoniot classificadas.

3.4 L-Regioes e Curvas Suplementares

Nesta secgao serao definidas as L-regioes deste problema; no capitulo seguinte serao resolvidos os
Problemas de Riemann. Naturalmente a definicao das L-regides estd intrinsecamente relacionada com
as proprias solugdes, logo nesta seccdo serdo referidos, além das préprias regides, alguns aspectos gerais
das solugoes.

Neste problema as solugoes foram reunidas em trés grupos genéricos, ou seja, trés L-regioes; que
chamaremos de L1, Lo e L3. Estas estao separadas por duas curvas (ver Figura 3.5), as curvas 7 e S.
Acima e a direita da curva 7 situa-se a L-regido £1; a curva S divide o resto do Espago de Estados nas
L-regides Lo e L3, respectivamente acima e abaixo de S.

A L-regidao L1 situa-se na Regido Estritamente Hiperbdlica e as suas solugoes caracterizam-se pelo
facto de o Grupo de Ondas-1, dos seus estados, estar totalmente contido também na Regido Estritamente
Hiperbdlica, Ry, especificamente, sem tocar a Coincidéncia. Todos os estados na Regiao Estritamente
Hiperbdlica pertencentes as outras duas L-regioes tém como tltima onda o Grupo de Ondas-1 uma 1-
Rarefacgao; 1-Rarefaccdo esta que termina na Coincidéncia. Notar que o Grupo de Ondas-1 ndo passa
pela Regido Eliptica, pois af ndo hd Rarefacgoes nem 1-Choques.

A curva S, desconsiderando L, separa a regiao para a qual a solugdo contém uma Rarefaccao
Transicional, da que nao a possui, respectivamente L5 e £3. Ambas as regioes contém estados na Regiao
Eliptica.
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Definigao 3.2 A curva T é o conjunto de pontos Uy, que estao na fronteira entre os estados da Regido
Estritamente Hiperbolica cujo Grupo de Ondas-1 termina na Coincidéncia, via 1-Rarefac¢ao, e aqueles
estados da Regiao Estritamente Hiperbdlica cujo Grupo de Ondas-1 estd totalmente contido na Regido
Estritamente Hiperbdlica sem tocar a Coincidéncia.

De forma equivalente, a curva T é constituida pela parte esquerda da Bifurca¢do Secunddria, do
infinito até o Ponto A, pela Extensio Fsquerda da Coincidéncia entre os Pontos A e M e por fim pela
1-Rarefac¢ao do infinito até o Ponto M (ver Figura 3.2).

Definicao 3.3 A curva T divide o espaco de estados em dois: a regiGo acima e a direita de T foi
chamada de regidgo L.

Cabe analizar porque as duas definigdes dadas para 7 sao equivalentes. Na subseccao 4.1.5 do
préximo capitulo serd dada a solugao para a parte esquerda da Bifurcacao Secundaria; contudo é claro
que nestes casos o Grupo de Ondas-1 nao estd estritamente contido em Ry, dado que uma 1-Rarefacgao
percorre o semi-eixo negativo de u, da esquerda para a direita, cruzando a Coincidéncia na origem, o
ponto DRS. Imediatamente acima deste semi-eixo, como serd mostrado na subsecgdo 4.1.1, o Grupo
de Ondas-1 nao toca a Coincidéncia; imediatamente abaixo as 1-Rarefac¢ao terminam na Coincidéncia.
Mais, claramente todas as 1-Rarefaccoes abaixo continuam terminando na Coincidéncia até que cruzam
a l-Inflexdo. Isto acontece no Ponto I onde se intersectam a Inflexao, a Histerese e o Contacto Duplo
(ver Figura 3.2 para localizar todos os pontos sobre as Estruturas de Codimensao-1 que se usam nesta
explicagdo). Para se saber como continua o Grupo de Ondas-1 ¢ fundamental ter em atencdo que parte
do Contacto Duplo é intersectado pela 1-Rarefaccao. Se isto acontece entre os Pontos I e M entao o
Contacto Duplo é do tipo D11 W, logo, como se sabe pelos diagramas de construgao de solugdes (ver
subsecgao 2.6.1), o Grupo de Ondas-1 continua com uma 1-Rarefac¢do no ponto associado ao ponto da
intersecgao, que necessariamente se situa entre os Pontos C' e I onde temos o Contacto Dy; M. Partindo
daf chega-se a Coincidéncia. Na seccao 4.3 é dado um exemplo deste tipo de construc¢do. Por outro lado,
se a intersecc@o entre a 1-Rarefacgao e o Contacto Duplo se dd abaixo de M ent@o o Contacto é do tipo
D12W e o Grupo de Ondas-1 termina no ponto associado, que necessariamente estd localizado acima de
C, logo em Dy M. No Capitulo 4 serd dada uma solugdo deste tipo (ver Figura 4.14).

Por fim, por observagao das curvas de Rankine-Hugoniot sabe-se que nas Gama-regioes I'7p, I'7ps, T'7c,
T7cs, T7d, Tras, s, Dspis I'7e, I'sei € I'7g @ Curva de Rankine-Hugoniot possui a Fronteira entre 1-Choque
e Transporte a Direita (condi¢do para a constru¢do de uma composta, ver subsecgio 2.6.1) no espago
entre a Coincidéncia e a Inflexdo; logo o Grupo de Ondas-1 chega a Coincidéncia via 1-Rarefaccdo. E de
notar que tal ndo acontece nas Gama-rregioes I'74, I'7as, I'sas I'sas € 'sq; onde o Grupo de Ondas-1 esté
completamente na Regido Estritamente Hiperbdlica. Também é facil de ver que nas Gama-regies I'74,
T'sq e I'14 existe uma 1-Rarefacgéo ligando directamente qualquer estado & Coincidéncia.

Definicao 3.4 Chama-se curva S ao trecho da 1-Rarefaccao que contém o ponto DRS' desde o infinito
até o préprio ponto DRS' reunido com Hag (DRS/).

Para além das curvas 7 e S foram definidas mais trés curvas auxilidres, R, J e K (ver Figura 3.5);
estas iltimas nao sao relevantes para a definicao das L-Regides.

A L-regido £; tem soluc¢oes muito similares as do problema com ponto umbilico (ver [15]), por este
facto serdo dadas todas as solugbes particulares da classe de solugoes de L. Para tal é necessdrio definir
a curva J.

Definicao 3.5 A curva J é o conjunto de pontos U cujo sector His (Ur) é tangente a Iy quando
U — —00.

Esta curva distingue dois tipos de solugao, dependendo de existéncia ou nao de intersecgao do sector
His (Ur) com Zs.

Para se encontrar J no modelo basta tomar em consideragao que sobre Zo temos v — —% quando
u — —o0 e que sobre a Rankine-Hugoniot v — 3vy, quando u — —oo. Assim J ¢é definida por v = —%.

Neste modelo existem rarefacgbes transicionais (ver [12]). Estas rarefacgdes cruzam C tangencial-

mente, e isso ocorre no ponto DRS. Entao é conveniente definir a seguinte curva:
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L-Regiao L,

3 L-Regido L,

m mm 1CUVa S s CUVa T
—w===Curva R - —=—-CuvaJ
Curva K ——— 2-Rarefaccdo em DRS'
.......................... Coincidéncia — —__.EBxtensGo Esquerda
Da Coincidéncia
————— Bifurcacdo Secunddria — . —.-Contacto Duplo

Figura 3.5: L-Regioes L1, L2, e L3 definidas pelas curvas 7 e S.
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Definigao 3.6 Chama-se curva R & 2-Rarefac¢do que se inicia em I e cujo extremo é o ponto DRS;
junta-se ainda aos estados cujo 2-Choque Sonico & Direita coincide com algum estado da 2-Rarefacgao.
Resulta que R é uma curva unindo o ponto DRS ao ponto DRS .

De forma equivalente, R é o Grupo de Ondas-2 para tris do ponto DRS que se inicia com uma
2-Rarefacgao.

E de notar que a curva R nao é simplesmente o Grupo de Ondas-2 para tras do ponto DRS’; teremos
que excluir o sector de 2-Choque para trds, ou seja, excluir o sector 2-Expansivo (para a frente) do ponto
DRS.

A curva S distingue os estados para os quais o Grupo de Ondas-1 cruza R, ou seja estados em Lo,
daqueles cujo Grupo de Ondas-1 néo cruza a curva R, ou seja os estados em L3. Quando o Grupo
de Ondas-1 cruza R teremos uma Rarefacgdo Transicional, que desempenha um papel relevante no
problema.

A L-regido Lo é dividida pela Curva K. Se um estado de L5 estd em Ry entdo o Grupo de Ondas-1
termina na Coincidéncia; desse ponto na Coincidéncia parte o Grupo de Ondas-2. A Curva K distingue
se o Grupo de Ondas-2 referido passa a direita ou a esquerda do ponto DRS’. Se o estado estd em R
entdo a Curva K distingue se o Grupo de Ondas-2 que parte da fronteira entre os sectores 2-Expansivo
e 1-Choque passa a direita ou a esquerda do mesmo ponto DRS'.

E de notar que aqui serd mais correcto usar uma ideia generalizada do Grupo de Ondas-2, e s6 af
verificar se esse Grupo de Ondas-2 generalizado passa & esquerda ou a direita do ponto DR.S ". Contudo
a explicagao desta generalizacao serd deixada para a subsecgao 4.2.1.

Definicao 3.7 Define-se como Ponto K aquele sobre a Coincidéncia cuja 2-Rarefac¢ao passa pelo ponto
DRS'.

Definicao 3.8 Definicio auziliar: & por¢ao de 2-Rarefac¢ao entre o ponto K e o ponto DRS' chama-se
Por¢ao-K.

Esta ultima definigdo é util apenas para simplificar a préxima.

Definigao 3.9 Define-se como Curva K a unido da 1-Rarefaccdo que chega ao Ponto K com os estados
da Regiao FEliptica cuja fronteira entre os sectores 2-Expansivo e 1-Choque coincide com a Por¢io-K.
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Capitulo 4

Solucoes

Neste capitulo serao dadas solucoes para as trés L-regioes usando o critério de Lax para validar
as solugoes, relaxando o pedido da existéncia de Perfil Viscoso. Assim o método dado na seccao 2.6
apresenta-se suficiente para a construgao das solugoes. Contudo muitas vezes, como sabem todos que j&
usaram o programa [14], sé apds a visualizagdo da solugdo é que se torna claro e facil encontrar o choque
que se procurava.

Nas construgoes de solugoes deste capitulo muitas vezes terd que usar notacoes pesadas, em vista a
simplificar um pouco serao usadas as convengoes que se seguem:

1. Grupo de Ondas-1:

*S (U;) entao U; serd escrito como UF”;
(e) Se U; € 1S5 (U;) entao U; serd escrito como U}

Se U; € St (U;) entdo U; serd escrito como UFSL.

(

(b) Se U; € 3S (U;) entdo U; serd escrito como UZ%;
€ 83 (U;) entao U; serd escrito como UP?;
€ S (U;) entdo U; serd escrito como U
€ 585 (U;) entdo U; serd escrito como U292
€ 587 (U;) entdo U; serd escrito como U25€.

3. Grupo de Cruzamento:

(a) Se U; € Hx (U;) entao U; serd escrito como U;¥;
(b) Se U; € 3X (U;) entdo U; serd escrito como U2X;
(c) Se U; € X7 (U;) entdo U; serd escrito como U;X?;
(d) Se U; € 3X; (U;) entdo U; serd escrito como UZX1.

4. Grupo Compressivo:

(a) Se U; € Hc (U;) entdo U serd escrito como UL
(b) Se U; € ;C (U;) entdo U; serd escrito como UF%;
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(c) Se U; € *C (U;) entdo U, serd escrito como U
(d) Se U; € C; (U;) entdo U; serd escrito como US?;
(e) Se U; € C! (U;) entdo U; serd escrito como UL®;
(f) Se U; € 1C; (U;) entdo U; serd escrito como U¢?;
(g) Se U; € *C3 (U;) entdo U; serd escrito como UFC?;
(h) Se U; € 1C; (U;) entdo U, serd escrito como U}“¢.

Y
Por vezes temos U, = U]Y e Uj = UZ, nestes casos escreve-se U, = (UZ) " .
Nas figuras onde séo construidas as solugoes serd usada a convengao gréfica para as ondas apresentada
na Figura 4.1. Nas Compostas Rarefac¢do-Choque a secta de Uy, até Ug pode ser eliminada.

U Uy, Us

1-Choque

® |-Rarefaccdo

[ ]
®
®

1-Composta: Choque-Rarefaccdo

1-Composta: Rarefaccdo-Choque

P —— —e 2-Choque

>® 2-Rarefaccdo

———————— = >e 2-Composta: Choque-Rarefaccdo

2-Composta: Rarefaccdo-Choque

@ E s E R EEEEEEE R EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE 7Y Choque Compress|vo

Figura 4.1: Convencao Griéfica das Figuras.

4.1 Solucoes em L,

Recordemos as Gama-regioes que intersectam L1, sao elas I'y, I's, I's, I's, I'sas, I'sa1, 'sa2, 'sai, T'12
e I'54;- Notamos que I's, foi dividida em dois, I's,1 e I'sqo respectivamente acima e abaixo de J. Ver
Figura 4.2.

Nesta seccao serdao dadas todas as solugGes estruturalmente estdveis encontradas na L-regidao L.
Contudo apenas a primeira, correspondente a Uy, € T'; UT'5, serd dada com detalhe. A segunda ja serd
dada de forma mais breve, enquanto que para as restantes, dadas as semelhangas entre todas, apresentar-
se-4 apenas a figura com a solucao completa. Mais, serao dadas também trés solugoes especiais, todas
sobre a Bifurcagao Secundédria, sendo uma delas a solugdo para o ponto DRS.

4.1.1 Solugao para Uy, € I'y UT,

1. Grupo de Ondas-1 (ver Figura 4.3):

(a) A esquerda de Uj, constréi-se naturalmente um 1-Choque até o infinito, Sy (Up);

(b) A direita constréi-se uma 1-Rarefaccio, Ry (UL), até Upra € I na fronteira entre I's, e I'syi;
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Coincidéncia ~ TTTTTY Inflexéo
_____ ExtensGo Esquerda e Histerese
Da Coincidéncia ——== Contacto Duplo
— " Bifurcacdo Secunddria Hiperbdlico
CuvaoT Curva J

Figura 4.2: L-regido £1 e as Gama-regides que intersecta.
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()

Inicia~se ai uma composta: 1-Rarefac¢ao de Uy, até Ups € Ry (Ur) e depois um 1-Choque
Sénico a Esquerda de Upz até U}fg € R151 (Up); esta construgdo pdra em Upo € DioW,
onde hé o colapso de UL%,, ULG, e Uyh em ULG? - conforme a notacio definida no inicio deste

capitulo.

2. Grupo de Ondas-2 (ver Figura 4.4):

(a)

(b)
()

De Uk onde K € {M5,L, M1, M2} constréi-se para cima uma 2-Rarefacgdo até o infinito;
para baixo usa-se o sector Has (Ux) que termina em U 15;2; continua-se para baixo com uma
2-Rarefacgdo até o infinito. No caso de Upso sabemos que hé o colapso de Uip,, UL, e Uyh

102
em Ujpy®.

De Uk onde K € {M3, M4} constréi-se para a direita uma 2-Rarefac¢do até o infinito; para
a esquerda usa-se o sector Hag (U ) que termina em UES € R1C (Uyp);

De Uify € R1S;(Ur) constréi-se para a direita uma 2-Rarefaccio até o infinito; para a
esquerda constréi-se um 2-Choque sobre sector Hog (Ujbsg) até Ujb% € R1C (Ur) onde ocorre
um Choque Triplo tipo 7.

Para os Uy, € (I'1 UT3) N Ly temos oito tipos de solugoes Estruturalmente Estéveis, uma em cada
R-regido, P;, do plano dividido pelas curvas da Figura 4.5 (as Estruturas de Codimenséo-1 nao devem
ser consideradas nesta divisdo do plano em R-regides).

Em cada R-regido as solugoes sdo da forma:

1.
2.

> W

S

Pli
PQZ

4.1.2

1-Choque, 2-Rarefacgao;

1-Rarefacgao, 2-Rarefaccao;

: 1-Composta (1-Rarefacgdo, 1-Choque), 2-Rarefaccao;
: 1-Rarefacgao, 2-Composta (2-Choque, 2-Rarefacgdo);
: 1-Choque, 2-Composta (2-Choque, 2-Rarefacgao);

;: 1-Choque, 2-Choque;

: 1-Rarefacgao, 2-Choque;

: 1-Composta (1-Rarefacgao, 1-Choque), 2-Choque.

Solucao para Uy € I'3UTYy

A solucgao para este caso é praticamente identica a da subsecgao anterior. Contudo hd uma diferenca,
neste caso existe He (UL) e este sector € utilizado na construgdo. Este facto leva ao aparecimento de um
Choque Triplo que nao aparecia para Uy, € I'y UTs.

Na Figura 4.6 temos o Grupo de Ondas-1, na Figura 4.7 temos a solugao global.

Para os Uy € I's NT'y temos nove tipos de solugoes Estruturalmente Estdveis; uma em cada R-
regidao, P;, do plano dividido pelas curvas da Figura 4.8 (as Estruturas de Codimensao-1 ndo devem ser
consideradas nesta divisdo do plano).

Em cada R-regido as solugoes sdo da forma:

1.
2.

AR

Py
Ps:
Ps:
Py:
Ps:

1-Choque, 2-Rarefacgao;

1-Rarefacgdo, 2-Rarefacgao;

1-Composta (1-Rarefacgdo, 1-Choque), 2-Rarefacgao;
1-Choque, 2-Rarefaccao;

1-Choque, 2-Composta (2-Choque, 2-Rarefac¢ao);
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Figura 4.3: Grupo de Ondas-1 para Uy, € T'; UT'5.

Figura 4.4: Solugéo Global para Uy, € I'; UTs.
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Figura 4.5: R-regides para Uy, € I'1 Uy (ndo consideramos C, D12W nem Z, na divisdo do plano).

Figura 4.6: Grupo de Ondas-1 para Uy, € '3 UTy.
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Figura 4.7: Solugao Global para Uy, € I's U Ty.

Figura 4.8: R-regides para Up, € I's UT'y (ndo consideramos C, D12W nem Z, na divisdo do plano).
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6. Ps: 1-Choque, 2-Choque;
7. P7: 1-Rarefacgao, 2-Choque;
8. Ps: 1-Composta (1-Rarefac¢ao, 1-Choque), 2-Choque;

9. Py: 1-Choque, 2-Choque;
4.1.3 Outras Solugoes em L,

Das restantes solucoes da L-regiao £; serd dada apenas a solucao final, pois nao aparece nenhum
facto novo nas construgoes.

A solucao para Uy € B com uy > 0 estd esbogada na Figura 4.9; a solugdo para Up € T'gys estd
esbocada na Figura 4.10; a solugao para Up € I's,; estd esbocada na Figura 4.11; a solugao para Up
€ I'gyo estd esbogada na Figura 4.12; a solugao para Uy, € I's,; estd esbogada na Figura 4.13; finalmente
a solucao para Uy, € (I'sq; UT12) N Ly estd esbogada na Figura 4.14; neste dltimo caso convém referir
que a 1-Rarefacgdo que parte de Uy, cruza o (1,2)-Contacto Duplo.

4.1.4 Solugao para o Ponto DRS

A solugao para o ponto DRS é muito similar as solu¢oes na L-Regido £1, nomeadamente & solugao
na regiao I's. Por este facto dar-se-4 apenas a descrigao da solucao global, ver Figura 4.15, e a Figura
com as R-regioes, 4.16.

Enfatizamos que para Uy, sobre o ponto DRS' temos a solugao para qualquer Ug. Entao, claramente,
também temos a solugao para qualquer Ug na vizinhanga do préprio ponto DRS. Apesar das semelhangas
entre as solugoes para Up, € I's e U = DRS existe uma diferenca fundamental: para U, = DRS e Ug na
vizinhanga do ponto DRS nao temos apenas ondas de pequena amplitude. Por exemplo, como veremos,
tomando Ur = (0, —€) -com um pequeno € > 0- a solucdo consiste numa 1-Composta do ponto DRS
até um ponto Uj,s préximo do ponto DRS' seguido de um 2-Choque de Uy, até Ug. Fazendo e tender
a zero, isto é, fazendo Ugr tender para o ponto DRS, entao o ponto Ujy; tende para o ponto DRS'.
Temos assim ondas de grande amplitude mesmo para Problemas de Riemann de pequena amplitude, em
grande contraste com o que acontece para qualquer estado & esquerda situado na Regiao Estritamente
Hiperbdlica. Temos também que quando Ug tende para Ur a velocidade da onda entre Ur e Uy e a
velocidade da onda entre Uys e Ui tendem ambas para zero, evidenciando assim a esperada continuidade
El

loc*
Em cada R-regido as solugbes sdo da forma (ver Figuras 4.15 e 4.16):

1. P;: 1-Choque, 2-Rarefacgao;

2. P,: 1-Rarefaccao, 2-Rarefacgao;

3. P3: 1-Composta (1-Rarefac¢do, 1-Choque), 2-Rarefacgao;
4. Py: 1-Choque, 2-Rarefaccao;

5. Ps: 1-Choque, 2-Composta (2-Choque, 2-Rarefaccao);

6. Ps: 1-Choque, 2-Choque;

7. P;: 1-Rarefaccao, 2-Choque;

8. Pg: 1-Composta (1-Rarefac¢ao, 1-Choque), 2-Choque;

9. Py: 1-Choque, 2-Choque;
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Figura 4.9: Solucao Global para U, € B com ug, > 0.

Figura 4.10: Solucao Global para Uy, € I'ggys.
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Figura 4.11: Solugao Global para Uy, € I'gy;.

Figura 4.12: Solugao Global para Uy, € I'gqo.
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Figura 4.13: Solugao Global para Uy, € I'gg;.

Figura 4.14: Solucao Global para Uy, € (T'12 UT'54;) N L.
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Figura 4.15: Solugdo Global para o DRS.

Figura 4.16: R-regides do DRS (ndo consideramos a Coincidéncia na divisdo do plano).
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Suponhamos agora que se chega ao ponto DRS via uma 1 ou 2-Rarefaccao. Por Compatibilidade
Geométrica temos acesso apenas a parte dos estados, aqueles cujas ondas tém velocidade ndo negativa.
Logo nao é mais possivel utilizar Hys (DRS) nem He (DRS). Assim apés a 1 ou 2-Rarefacgdo que
passam pelo DRS s6 é possivel aceder as R-regioes P, P3, P; e Pg, ver novamente a Figura 4.16. Em
particular se o Grupo de Ondas-1 de um estado cruza a curva R entao é possivel aceder a estas R-regioes
pela Rarefacgao Transicional que passa no ponto DRS.

Conclusao 4.1 Partindo de qualquer estado Up ma L-regidgo Lo é possivel aceder a qualquer Ug nas
R-regices Ps, P3, P; e Py do ponto DRS via Rarefac¢ao Transicional. Mais, fitando Ug, numa daquelas
R-regioes, as ondas de velocidade positiva sdo exactamente as mesmas independentemente da localiza¢do
de Ur, em Ls.

As solugoes dos Problema de Riemann normalmente exibem variagdes (ndo nulas) £, em relagio a

Uy. Pictoricamente as R-regides adaptam-se & mudanga de Uy, de forma suave e de tal maneira que todas
voltam a «encaixar». Contudo aqui observa-se este comportamento inusitado intimamente relacionado
com a Rarefac¢ao Transicional.

4.1.5 Caso Fronteira entre £, e L,

A fronteira entre £1 e Lo é constituida pela parte esquerda da Bifurcagdo Secundéria, B. Todavia,
nesta subsecgao, serd tratado apenas o caso em que Uy = (uL < —V3/3,vp = 0). Esta solucao é apre-
sentada para evidenciar a continuidade £}, . quando se passa da L-regido £; para a L.

O Grupo de Ondas-1 de Uy, é constituido, em parte, pela prépria fronteira entre £1 e Lo; 0 conjunto
de Rankine-Hugoniot de um estado Up; = (upr < 0,vpr = 0) é constituido pela recta v = 0 e pelo circulo
de centro em (—upr,—2) e raio 2y/u3; + 1; este conjunto bifurca em Uy (bifurcacdo primdria) e em
(—3uas,0) (Bifurcagdo Secundaria). E também facil o célculo dos Locais Sénicos, em particular dos
seguintes:

Para (f\/§/3 <upy < 0,vp = 0):

e 1-Local Soénico & Esquerda para ur = 3upy, vg = —2 £ 24/1 — 3“?»1 e s = 3uyy;
e 2-Local Sénico & Esquerda para ur = upr, vp = —4 € 8 = upy;
e 2-Local Soénico & Direita para ugp = —up — 2 u?\/f +1l,vp=—-2es=—uy —2 u%w +1=ug.

Para (uL <upy < f\/§/3,vM = 0):
e 2-Local Soénico & Esquerda para ug = uyr, vg = —4 € 8 = upg;
e 2-Local Soénico & Direita para ug = —up; — 2 u?w +1l,vp=—-2es=—uy —2 uﬁl +1=ug.

A solugao final para estes estados é muito similar ao primeiro caso tratado (Up € (I'y UT'3) N L4,
subsecgao 4.1.1) e foi esbogada na Figura 4.17.

Para esta solugdo vamos definir 12 L-regides (ver Figura 4.18), quando apenas 8 sdo estritamente
necessarias. Foi usada uma numeracao nao usual afim de facilitar a comparagao com as solugdes em Ls.

Em cada R-regiao as solugoes sdo da forma:

1. P;: 1-Choque, 2-Rarefacgao;

2. P5: 1-Rarefaccao, 2-Rarefacgao;
Py: 1-Rarefacgao, 2-Choque;
Pio: 1-Choque, 2-Choque

Py1: 1-Choque, 2-Composta (2-Choque, 2-Rarefacgao);

A A o

Py5: 1-Rarefacgao, 2-Composta (2-Choque, 2-Rarefacgao);
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Figura 4.17: Solugao Global para Uy, € B e up, < —/3/3.

7. P13: 1-Composta (1-Rarefacgao, 1-Choque), 2-Choque;

2-Rarefacgao;

)
8. Pi5: 1-Composta (1-Rarefaccao, 1-Choque)
9. Py7: 1-Composta (1-Rarefac¢do, 1-Choque), 2-Rarefacgao;
)

(

(

(
10. Pyg: 1-Composta (1-Rarefacgdo, 1-Choque), 2-Choque;
11. Pig: 1-Rarefacgdo, 2-Choque;

12. Pyy: 1-Rarefacgao, 2-Rarefaccao.
4.2 Solucgoes em L,

A classe de solugoes da L-regiao Lo é muito extensa. Por este facto apresentaremos apenas duas
solugbes particulares, pois isto é suficiente para o que queremos mostrar. Ou seja, na construgao das
solugoes serd usado um 1-Choque Sénico a Esquerda; contudo no capitulo seguinte serd mostrado que nao
existe Perfil Viscoso para esse choque. Mais, na parte de Lo que fica acima da Curva K esta bifurcagao
resulta na inexisténcia de solu¢ao com Perfil Viscoso.

A solucao para U, € L3 NRy acima da Curva K (ver definigdo 3.9) serd dada com bastante detalhe.
Depois serd feita uma andlise do comportamento geral das solugoes em L.

4.2.1 Uma Solugao para Uy € L, NRy acima da Curva K

Tomemos Uy, € I's, de forma que a 1-Rarefaccao que sai de Uy, toque C na fronteira entre I'gy € T'gq
nao passando por nenhuma outra Gama-regiao 6 (ver Figura 4.19).

Na Figura 3.4 vemos as curvas de Rankine-Hugoniot referentes a todas Gamas-regites, neste caso as
mais relevantes sao I'sq, I'spy, I'se, I'sa, Ted, Tod, Top € T'ioe.

Temos os seguintes passos na construgao da solugao (ver figura 4.21 e 4.22):

1. Grupo de Ondas-1:
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(a) A esquerda de Uy constréi-se naturalmente um 1-Choque até ao infinito, Sy (Ur);

(b) A direita constréi-se uma 1-Rarefaccio, Ry (Ur), de Uy, até C; passando por I'sq, £, T'sp, R,
sy, D C, T'se, Iom, I'sq, D12W, T'gq € C;

(¢) Construcao do segmento RS (Uy):

i. Partindo dos estados Ups11 € Ry (Ur) N Rgq constroi-se:
ii. Um 1-Choque Sénico & Esquerda entre Ups11 e U ]{4311 (na Figura 4.21 h4 trés sectas saindo
de Up11, deve ser acompanhada a secta do meio);
iii. Para estado Upr12 = Ry (U)NC temos UL7,, colapsado com U3h , resultando em USP), €
&
iv. No caso de Upr19 = Ry (Ur)ND12W em vez de um 1-Choque Sénico a Esquerda temos um

Choque Duplamente Sénico de Upqo até ULE M10 € Doy M- na bifurcagao ocorre o colapso

15 102
de USR,, Ui§, e Ui?), resultando em UiG32;

v. Este segmento fica na regiao I'12. e 0s seus extremos sao UM12 efe ]{/ﬁ% € Dy M.

Nota 4.1 Aqui temos um exemplo de uma Onda 1-Composta Rarefaccao/Choque sem que Rare-
faccao intersecte a 1-Inflexdo.

2. Grupo de Cruzamento:

(a) Partindo do ponto Upy = RN Ry (UL) é possivel construir uma Rarefacgdo Transicional
passando pelo ponto DRS e aceder a todos os estados descritos na secgao anterior, inclusive
o ponto DRS , conforme a conclusao 4.1, ver Figura 4.22.
(b) Construcao do segmento Ry RoT (UL):
i. Partindo dos estados Upss de Ry (UL) entre R e D2 C constréi-se o seguinte:

A. 2-Rarefaccao de Uypss até Uprs1 € Za, Ro (Unss);

B. Partindo dos estados Upss2 de Ra (Upss) em T's. constréi-se uma composta com um 2-
Choque Sénico a Esquerda de Ujps2 até U}ffsg. Para o estado Upss3 = Ro (Uprs)ND2.C
temos um 2-Choque Uni-sesqui-sénico até U3f € DeaM;

C. Mais, partmgo de UI%/[S;; efectua-se um 1-Choque Sesqui-sénico a Esquerda de UI%/[S;;
até (U275)""; de forma equivalente pode dizer-se que do estado Unsss construlu se
um Choque de Cruzamento Sénico a Esquerda entre Upsss e Usfss = (Uj%fsed) €
RiR-T (Up).

ii. O estado Uy = Ry (Ur) N D2.C pode ser visto simultaneamente como um Upss e como
um Upyss, assim:

A. Partindo de Ujyg constréi-se uma 2-Rarefacgdo até Uprer € Zo;

B. Partindo dos estados Uprge de Ro (Uprg) em I's. constréi-se uma composta com um
2-Choque Sénico & Esquerda de Upygo até Uﬁf&. Para o estado Ujsg temos UQSe
DEQM'

C. Ainda na composta, partmdo de U2 efectua-se um 1-Choque Sesqui-sénico & Es-

querda de U2Se até (UQSE) ; de forma equivalente pode dizer-se que do estado Uysg
constréiu—se um Choque de Cruzamento Sénico a Esquerda entre Upg e U =

(UQSe)
iii. Este segmento fica na regiao I'15. e 0s seus extremos sao os pontos DRS e Uj%fﬁ
(¢) Construgao do segmento R1T (Up):
i. Para U7 € T's. constroi-se:
A. 2-Rarefaccao de Ups7 até Unrp € Za, Ro (Uni7);

B. Partindo dos estados Ups72 € Ra (Uprr) constréi-se uma composta com um 2-Choque
Sénico & Esquerda de Upsrz até Uspyo;

C. Para o estado Ujs7 temos também um 2-Choque Sénico a Esquerda de Up 7 até U]%/%;
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D. Apés UZ%, usa-se o sector Hag (Unr7) até Uyfs;

E. Continuando, partindo de U I\Sf7 efectua-se um 1-Choque Sesqui-sénico & Esquerda de
Uyt até (U f;ﬁ)es; de forma equivalente pode dizer-se que do estado Uy;7 constréiu-se
um Choque de Cruzamento entre Upy7 e (UI\S/Ie7)eS = UI\)/<17 € Hx (Unr7).

ii. Para os estados Ups = Ry (Ur) NZa, Uprg € Ry (Ur) NTs4, Unrio = Ry (Up) ND12W e

Uni1 € Ry (Ur) NTgq, doravante chamados genericamente de Uyy;:

A. Usa-se o sector Hag (Upri) até Uys;

B. Depois, partindo de Uyf; efectua-se um 1-Choque Sesqui-sénico a Esquerda de Uyf;
até (U]\"’;fi)es; de forma equivalente pode dizer-se que do estado Ujs; constréiu-se um
Choque de Cruzamento entre Uy, e (Uf}fi)es = Uz, € Hx (Unsi).

ili. Para Upr12 = Ry (Ur) NC faz-se simplesmente o 1-Choque Sesqui-sénico & Esquerda de

Unniz (= Uyfis) até Usp, € € que resulta do colapso entre U3, e U2 y;

iv. Este segmento tem por extremos os estados Uiz e US?,, e localiza-se na regiao I'1z..

3. Grupo de Ondas-2:

(a) Para os estados Up; € S7(Ur) e também para os estados Upo € Uy em Ry (Ur) até R
(referidos abaixo como Upy;):

i. Partindo de Uyy; constréi-se uma 2-Rarefacgdo para cima até o infinito;

ii. Para baixo usa-se o sector Hag (Ups;) que termina em U]\"’;Izi;

iii. Apés Uy? usa-se uma composta, 2-Choque entre Uyy; e Uy? seguido de uma 2-Rarefaccio
de U2 até o infinito.

(b) Para os estados Unra, Upnrs, Une € Ups em Ry (Ur) entre R e Zoym (de forma andloga uso

UMi):

i. Usarse o sector Has (Ups;) que termina em U]\S/[Qi;

ii. ApoésU I\S/[% usa-se uma composta, 2-Choque entre Uyy; e UJ\SfZ seguido de uma 2-Rarefacgao
de Uy? até o infinito.

iii. Notar que o estado Ups € Ry (Ur) NZam é especial pois para baixo também se usa, a
semelhanga do que aconteceu no Grupo de Cruzamento, o sector Hag (Uars); H (Unrs),
na vizinhanca de Ujy;g, nao tem a forma tipica da Regiao Estritamente Hiperbdlica, pois
nao temos nenhum ramo de 2-Expansivo na Bifurcagao Primaéria.

(c) Para os estados Uprg € Ry (Ur) NT54:
i. Constréi-se para baixo uma 2-Rarefacgdo até Uprg1 € Zo;
ii. Continua-se com uma composta até Usry;
iii. Depois de U2%) usa-se Has (Unro) até Usty;
iv. Para baixo continua-se com uma 2-Rarefacgao de U7 até o infinito.

(d) Partindo de um Ups10 € Ry (Up) N D12 W:

i. Constréi-se para baixo uma 2-Rarefacgdo até Upri01 € Zo;
ii. Continua-se com uma composta até Uss,;

iii. Depois de U7, usa-se Has (Unr10) até UG- aqui ocorre o colapso de Uyd, Uil e Ui,

resultando em Ui

iv. Por fim faz-se uma 2-Rarefacgao de U352 até o infinito;

(e) Partindo de um Ups11 € Ry (Up) NTgg;
i. Constréi-se para baixo uma 2-Rarefaccao até Upr111 € Io;
ii. Continua-se com uma composta até Up,;;

iii. Depois de U37;; usa-se Has (Upr1) até ULS ;, aqui para-se a construgdo pois s (Unr11, Uz ;) =
A (Unr11), isto é, estamos na presenga de um Choque tipo p.

(f) Partindo de um Ups12 € Ry (Ur) NC;
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i. Constréi-se para baixo uma 2-Rarefacgao até Uprio1 € Io;

ii. Continua-se com uma composta até U, que resulta do colapso de Uz7), e ULS,, aqui
péara-se a construcao pois estamos na presenca de um Choque tipo p.

(g) Partindo dos estados Uipj; € R1S1 (Up):
i. Desce-se com uma 2-Rarefacgio de Ui}, até o infinito;

Nota 4.2 No extremo direito de R1Sy (UL) estdé Ui7,. A generalizagdo do Grupo de
Ondas-2 referida antes da defini¢ao da Curva K (ver seccdo 3.4) basea-se na identificagdo
do Grupo de Ondas-2 de UL7,, com o Grupo de Ondas-2 do proprio Unria. Assim podemos
dizer que o Grupo de Ondas-2 que parte Upri2 passa o esquerda do ponto DRS'.

ii. Para cima usa-se o sector Hag (U&fn) até se obter um Choque Triplo do tipo 7, com o
estado U35, .

(h) Partindo dos estados Usy; € RyT (Ur) com i € {7,8,9,10,11}:
i. Desce-se com uma 2-Rarefacgdo de Usy,; até o infinito;
ii. Para cima usa-se o sector Hag (Uzy;) até se obter um Choque Triplo do tipo 7. com o
estado (U]\"’;fi)ec € Has (Upr;); existe portanto um Choque Quadruplo entre Uy, Uz\"’;fi,

Usii e (U Jffi)ec (ou seja, a velocidade ¢ a mesma nos seis choques entre cada par de
estados) entre ver Figuras 4.20 e 4.22;

(i) Partindo dos estados U2l € Ry RoT (Uz), com i € {6,53}:
i. Desce-se com uma 2-Rarefacgao de U3/, até o infinito;
ii. Para cima usa-se o sector Hag (U]%};) = Hag ((U]%ff)es) até se obter um Choque Triplo

do tipo 74 (degenerado) com o estado (U;\qfi)e(32 = Uppi € Do.C, ver Figura 4.22.

Para este caso especifico de U € L, temos vinte R-regioes, P;. Na Figura 4.23 temos essas vinte
R-regioes esbocadas.

H& R-regioes com duas solugoes distintas. Seguem as sequéncias de ondas para cada R-regiao, ver
Figura 4.23.

1. P;: 1-Choque, 2-Rarefaccao;
2. Py: 1-Rarefaccao, 2-Rarefaccao;
3. P3I

(a) 1-Rarefaccao, 2-Rarefaccao;

(b) 1-Rarefacgao, 2-Composta (2-Rarefaccao, 2-Choque), 1-Choque Sesqui-sénico, 2-Choque;

(a) 1-Rarefaccao, 2-Composta (2-Rarefacgao, 2-Choque);
(b) 1-Rarefacgéo, 2-Composta (2-Rarefaccao, 2-Choque), 1-Choque Sesqui-sénico, 2-Choque;

(a) 1-Rarefaccdo, 2-Choque;
(b) 1-Rarefacgdo, 2-Composta (2-Rarefacgao, 2-Choque), 1-Choque Sesqui-sénico, 2-Choque;

(a) 1-Rarefaccao, 2-Rarefaccao;

(b) 1-Rarefacgio, 2-Composta (2-Rarefacgao, 2-Choque), 1-Choque Sesqui-sénico, 2-Choque;
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(a) 1-Rarefaccdo, 2-Composta (2-Rarefacc¢ao, 2-Choque);
(b) 1-Rarefacgdo, 2-Composta (2-Rarefac¢ao, 2-Choque), 1-Choque Sesqui-sénico, 2-Choque;

8. PSZ

(a) 1-Rarefaccdo, 2-Choque;
(b) 1-Rarefacgao, 2-Composta (2-Rarefacgao, 2-Choque), 1-Choque Sesqui-sénico, 2-Choque;
9. Py: 1-Rarefaccao, 2-Choque;
10. Pio: 1-Choque, 2-Choque;
11. Py1: 1-Choque, 2-Composta (2-Choque, 2-Rarefacgéo);
12. Pyo: 1-Rarefaccao, 2-Composta (2-Choque, 2-Rarefacgao);
13. Pyi3: 1-Composta (1-Rarefacgdo, 1-Choque), 2-Choque;
14. Py4: 1-Rarefaccao, 2-Composta (2-Rarefacgdo, 2-Choque), 1-Choque Sesqui-sénico, 2-Choque;
15. Py5: 1-Composta (1-Rarefacgao, 1-Choque), 2-Rarefac¢ao;
16. Pyg: 1-Rarefacgdo, 2-Composta (2-Rarefacgdo, 2-Choque), 1-Choque Sesqui-sénico, 2-Rarefacgao;
17. Py7: 1-Rarefacgdo, 2-Rarefacgao, 1-Composta (1-Rarefacgao, 1-Choque), 2-Rarefaccéo;
18. Pig: 1-Rarefacgdo, 2-Rarefacgao, 1-Composta (1-Rarefacgao, 1-Choque), 2-Choque;
19. Pig: 1-Rarefacgdo, 2-Rarefaccdo, 1-Rarefaccao, 2-Choque;
20. P»o: 1-Rarefacgao, 2-Rarefacgio, 1-Rarefacgao,2-Rarefacgéo;

Os segmentos R1S1 (Up), RiRT (Ur) e RyT (Ur,) formam uma estrutura continua com um extremo
no ponto DRS’. Existe assim uma colagem com as solugbes provenientes da Rarefacgdo Transicional,
obtendo-se uma solu¢ao completa para este Uy, € I's,. A priori serd licito esperar a existéncia de Perfil
Viscoso para os 1-Choques Sesqui-sénicos a Esquerda com os quais se construiu o segmento Ry RoT (Up).

Comparando esta solugao com dada na subsecgao 4.1.5 fica notdéria a naturalidade da construcao da
1-Composta para a qual a 1-Rarefac¢do ndo chega a Inflexdo. Mais, o Grupo de Ondas-1 ¢é dividido em
trés partes quando Uy, passa da L-regiao £ para a L-regido Lo, uma separagao dé-se no ponto DRS e
a outra no ponto DRS’.

4.2.2 Descrigao geral das solugoes em L,

Na L-regidao Lo, por definicdo, o Grupo de Ondas-1 de um estado U cruza a curva R e portanto,
como concluido em 4.1, chega-se ao ponto DRS via 2-Rarefac¢ao. Existem também 2-Rarefacgoes que
cruzam o Contacto Duplo Heterogéneo D5.C, estas encontram-se imeditamente a direita da Rarefacgao
Transicional. E entéo possivel repetir a construco feita na subseccéo anterior com os 2-Choques Uni-
sesqui-sénicos entrando dentro da Regido Eliptica; seguidamente usar os 1-Choques Sesqui-sénicos a
Esquerda obtendo-se o Grupo de Cruzamento que aparece na subsecgdo anterior.

Se Uy, estiver acima da Curva K entao existem R-regides a esquerda do ponto DRS l para os quais a
tnica solugao advém da sucessao das ondas 2-Choques Uni-sesqui-sénicos e 1-Choques Sesqui-sénicos a
Esquerda. Caso Uy, se localize abaixo da Curva K entao existe sobreposi¢ao de R-regioes.
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4.3 Solucoes em L3

As solugoes em L3 sdo incompletas, ou seja, existem R-regides sem solucao encontrada. Como foi
dito as solugoes nesta L-regido tem duas caracteristicas fundamentais: o Grupo de Ondas-1 termina na
Coincidéncia e nao existe Rarefacgao Transicional.

No exemplo dado nesta secgao a 1-Rarefaccao cruza o Contacto Duplo Hiperbdlico no sector D11 M.
Na Figura 4.24 estd esbogada a solucao para um estado na Gama-regiao I';s.

Seguem as sequéncias de ondas para cada R-regido, ver Figura 4.25.

1.
2.

10.
11.

© ® N o w

Pll

P

Ps:
Py :
Ps -
Ps -

P7Z

Py

Py

Py
Py

1-Choque, 2-Composta (2-Choque, 2-Rarefaccio);

: 1-Rarefacgao, 2-Composta (2-Choque, 2-Rarefacgao);

R-regiao sem solucgao;

1-Composta (1-Rarefacgao, 1-Choque, 1-Rarefaccao), 2-Choque;
1-Choque, 2-Choque;

1-Rarefacgao, 2-Choque;

1-Composta (1-Rarefacgao, 1-Choque), 2-Choque;

: 1-Composta (1-Rarefac¢ao, 1-Choque, 1-Rarefacgdo), 2-Rarefaccio;
: 1-Composta (1-Rarefaccao, 1-Choque), 2-Rarefacgo;
: 1-Choque, 2-Rarefaccao;

: 1-Rarefacgao, 2-Rarefaccao.

No capitulo 6 serdo comentados os experimentos numéricos realizados para a R-regido Ps. Surpreen-
dentemente, apesar da inexisténcia de solugao de Riemann, foi observada uma solugao que perdurou por
longos perfodos de tempo.
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Figura 4.18: R-regides para Uy, na fronteira entre £ e Lo (nao consideramos C, D12W nem 7, na diviséo
do plano).

Figura 4.19: Regides por onde passa a 1-Rarefac¢do que parte de I's, e chega & Coincidéncia na fronteira
entre I'gg € I'gq.

Se eC
(U )N A
1w Uy

U M11

Figura 4.20: Upsq11 € T'gq: Choque Quédruplo.
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Figura 4.21: Solucao Parcial (I) para Uy, € T's,.
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Figura 4.22: Solucao Parcial (II) para Uy, € T's,.

_:
o
—— —
= —_——

Figura 4.23: R-regioes para Ur, € I's,.
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Figura 4.24: Solucao Incompleta para Uy, € T'15 N L3.

v

Figura 4.25: R-regides para Uy, € I'13 N L3 (ndo consideramos a Coincidéncia na divisdo do plano).
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Capitulo 5

Sistema de Equacoes Diferenciais
Ordinarias Associado ao Modelo
Especifico

Na primeira seccao deste capitulo sao estudados pontos de equilibrio dos Sistemas de Equagoes
Diferenciais Ordinérias Associados (sistema de equagoes (2.11)) aos Choques encontrados neste modelo.

Na segunda seccao é estudada a bifurcacio de Hopf que ocorre no Modelo Especifico (ver fluxo
(3.1)). No apéndice C estao enunciados os teoremas e definigbes necessdrias para se obter o teorema 5.1,
fundamental nesta tese e assunto deste capitulo.

Estabelecida a bifurcacao de Hopf, sao estudadas as implicacbes que esta tem na existéncia de Perfil
Viscoso das solugoes encontradas. Em especial, s@o estudados os Sistemas de Equagoes Diferenciais
Ordindrias Associados ao 1-Choque Sesqui-sénico & Esquerda utilizado para construir a solu¢ao na L-
regiao Lo acima da Curva K. Devido ao teorema 5.1 conclui-se a inexisténcia de Perfil Viscoso para este
Choque, o que implica a inexisténcia de solugdo do problema de Riemann.

Os retratos de fase de diversos Sistemas de Equagoes Diferenciais Ordindrias Associados dados neste
Capitulo foram obtidos pelo cruzamento de informagdes tedricas e numéricas, tendo sido estas ultimas
obtidas usando sobretudo o programa [14].

5.1 Pontos de Equilibrio

O mimero de pontos de equilibrio das Equagoes Diferenciais Associadas para fluxos quadréticos é
menor ou igual a quatro, este ¢ um resultado conhecido (ver, por exemplo, [2]).

De forma alternativa, utilizando as secgoes 2.7 e 3.3, conclui-se também que no méximo serao encon-
tradas quatro pontos de equilibrio neste modelo. Para obter esta conclusao basta observar que qualquer
que seja o Uy, escolhido temos que o seu conjunto de Rankine-Hugoniot contém, no maximo, quatro
sectores da mesma Classe Esquerda (Definigao 2.68). Mais, quando sdo encontrados quatro sectores da
mesma Classe Esquerda uma das transicoes faz-se entre um sector de Classe Direita A (Definigao 2.69) e
outro de Classe Direita R, logo dentro da Regido Eliptica. Assim todas as Classes tém Indice (Definicao
2.70) igual ou inferior a trés, o que faz com que o maximo de pontos de equilibrio permaneca em quatro.

Contudo usando o método descrito na seccao 2.7 é possivel, por vezes, concluir um pouco mais.
Tomemos, por exemplo, U, na Gama regiao I's; a sucessao de sectores ¢ (1-Choque, U, 1-Expansivo,
Expansivo, 2-Expansivo, Cruzado, 2-Choque, Uy, 2-Expansivo) que equivale & sucessdo de Classes (RS,
SR, AR, AS, SS, SA, AS). Podemos concluir que o Indice da Classe Esquerda R ¢ 1, logo o nimero
méximo de pontos de equilibrio é 2, ou seja, tomando Ug no sector 1-Choque de Uy, sabemos que temos
apenas Uy, e Ur como pontos de equilibrio. Sabemos também que a Uj, estd associada um Repulsor e a
Upr uma Sela.
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Para exemplificar o caso da existéncia de quadro sectores com a mesma Classe Esquerda e mesmo
assim apenas existem quatro equilibrios tomemos Uy na Gama regido I'z,. A sucessdo de sectores é
(1-Choque, Cruzado, 2-Expansivo, Expansivo, 1-Expansivo, Uy, 1-Choque, Transporte & Direita, Com-
pressivo, 2-Choque, Ur, 2-Expansivo) que equivale a sucessdo de Classes (RS, SS, AS, AR, SR, RS,
RR, RA, SA, AS). Tomando Ug no sector 1-Choque, temos entdo um Choque da Classe Esquerda R.
Calculemos o Indice w (R): existem quadro sectores de Classe Esquerda R; notamos que temos uma tran-
si¢do entre um sector de Classe Direita A e um de Classe Direita R, logo esta transi¢ao ocorre na Regiao
Eliptica e portanto a velocidade do Choque néo é critica na transi¢ao. Resulta assim que w (R) = 3,
entao também aqui temos um méximo de quatro equilibrios.

Tomemos s de tal forma que Upg esteja no sector 1-Choque de Up. Escolhendo uma velocidade
suficientemente baixa existirdo apenas os pontos de equilibrio associados a U, um Repulsor, e a Ug,
uma Sela. Contudo para velocidades maiores de um 1-Choque podem aparecer pontos de equilibrio nos
outros sectores de Classe Esquerda R, nomeadamente, outra Sela para um equilibrio no outro sector
1-Choque e um Atrator, ou uma Repulsor, para um equilibrio, respectivamente, no sector Compressivo
ou no sector Transporte & Direita.

Sabemos que o Contacto Duplo Heterogéneo é importante para esta tese. Tomemos entao Uy, sobre
D1.C (motivados pela construgdo da Seccao 4.2.1 escrevemos Uy, = Upss3), a sucessdo de sectores é (1-
Choque, Ur, 1-Expansivo, Transporte & Esquerda, 2-Expansivo, Uy, 2-Choque, Cruzado, 2-Expansivo)
que equivale & sucessao de Classes (RS, SR, AA, AS, SA, SS, AS). Vamos centrar a nossa atengdo em
valores da velocidade proximos da velocidade do Contacto Duplo, isto é, Ay (Ur). Para s = Ay (UL), ver
Figura 5.1, existem apenas trés pontos de equilibrio, Uy, = Upyss, Uj%/f;g e Uz%fg?,- Os equilibrios sobre
o Contacto Duplo Heterogéneo sao degenerados, Uy, = Ups3 ¢ uma Sela-atractor e Usps um Atractor
nao hiperbdlico; sobre o sector de Cruzamento temos uma Sela, Ufjég. Para s um pouco superior a
A2 (UL), ver Figura 5.2, existem quarto pontos de equilibrio, o préprio U, = Upss € outros trés nos
sectores de Classe Esquerda A, Ui, Ugs € Urs. Temos Uy = Ujpss3 um Atractor, os dois equilibrios
sobre o sector 2-Expansivo sao Selas, Urs € Ugs, e o equilibrio no sector Transporte & Esquerda, dentro
da Regiao Eliptica, que é também Atractor, Ur;. Para s um pouco inferior a Ay (Up), ver Figura 5.3,
existem também quarto pontos de equilibrio, o préprio Uy, = Ujpsss, € outros trés nos sectores de Classe
Esquerda S, Ugy4, Ugs € Urg. Temos U, = Ugrss uma Sela, um Atractor sobre o sector 2-Choque, Ugs,
uma Sela no sector de Cruzamento, Ugg, e dentro da Regiao Eliptica um Repulsor, Ug4, sobre o sector
1-Expansivo.

5.2 Bifurcacao de Hopf do Modelo

Lema 5.1 Considere um sistema de duas Leis de Conservagdo (2.1) com Regiao Eliptica e o problema
de Riemann (2.2). Tomemos Ur na Regidgo Eliptica, s = Re (A ( UL)) = s* e o Sistema de Equagdes
Diferenciais Ordindrias Associado a (Ur,s*). Entdo os pontos de equilibrio (que ndo o prdprio Uy )
situam-se, genericamente (a menos que Uy, esteja sobre o Contacto Duplo Eliptico-hiperbdlico), sobre as
fronteiras entre os sequintes sectores de Uy :

e Compressivo e Transporte a Esquerda, ou
e 1-Choque e 2-Expansivo, ou
e Expansivo e Transporte & Direita.

Prova. Tomemos um equilibrio Ug € Ry do Sistema Associado a (Ur,s*). Genericamente (U, ¢
De1 UDea) a velocidade s* é distinta dos autovalores de Ug, entdo, pelo Teorema de Bethe-Wendroff
(2.1), s nao é critica em Ug. Assim préximo de Ug temos estados para os quais s < s*, logo temos um
sector de Classe Esquerda R, e estados para os quais s > s*, logo temos um sector de Classe Esquerda A.
Sabendo que nao estamos sobre um contacto duplo nenhuma caracteristica de Ug é sénica, logo basta
usar as relagOes possiveis entre s e os autovalores de Ugr para obter as fronteiras:

e se A\ (Ugr) < A2(Ugr) < s* entdo a transigdo é s < s*, Ho < Hrg,s > s%;

e se A\ (Ug) < s* < A\2(Ug) entdo a transigao é s < s*, Hig < Hag, s > s*;
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Figura 5.2:
A2 (Uyp).

Figura 5.3: Sistema Dindmico Associado a Uy, = Uy € Do.C com uma velocidade subcritica s <
A2 (Up).
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e se s* < A\ (Ugr) < A\2(Ug) entdo a transigao ¢ s < s*, Hrp < Hg,s > s*.
n

Teorema 5.1 Considere o sistema de duas Leis de Conservagdo (2.1), o problema de Riemann (2.2),
o fluxo (3.1) e um estado Ur, = (ul,vl) na Regiao Eliptica. Tomemos a familia a wm pardmetro, s, dos
Sistemas de Equagdes Diferenciais Ordindrias Associados a Up. Nesta familia ocorre, genericamente
(ur, #0), uma bifurcagio de Hopf para s = Re (A (Ur)) = s*. Temos ainda:

e seuyp <0 entdo a bifurca¢do é subcritica e para s = s* o equilibrio Up, é um Atractor;

e se up > 0 entdo a bifurcagdo é supercritica e para s = s* o equiltbrio Uy, é um Repulsor.

Prova. Para provar este teorema usaremos essencialmente o teorema C.1 do apendice C. Usaremos
também uma notagao semelhante.

Tomemos Uy, = (r,t) € Rg. Transladando a origem para Up = (r,t), ou seja, fazendo x = u —r e
y = v — t obtemos

3 1
i = §x2+(3r—s):ﬂ+§y2+(t+2)y
y = tetyx+(r—s)y

como o Sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias a um parametro, s, associado ao par (Ur, s). Rees-
crevemos este sistema com (z,y) = x e X = X (x;s). Claramente, apés a translagdo, a origem é uma
singularidade qualquer que seja o valor do pardmetro s; existirao mais pontos de equilfbrio em niimero
de 1 a 3. Diferenciando X obtem-se

N | 3x+3r—s y+t+2
DX(X’S)_{ y+t x—i—r—s]
€ na origem
3r—s t+2
DX (0;s) = [ 0T }

Seja 0 = v/ —r2 — t2 — 2t entéo os autovalores de DX (0;s) sdo A1 (s) =2r—s—if e A2 (s) =2r —s+ipf.
Estes autovalores sdo imagindrios dado que (r,t) € Rg, e imagindrios puros para s = 2r. Assim a
velocidade critica, s*, ¢ igual a 2r e claramente temos - [Re (A (8))] [s=s+ = —1 < 0, como pedido na

equagao (C.3) do Teorema C.1.
Para estudar a estabilidade da origem em X (x;s*) usaremos os Lemas C.2 e C.3. Os autovectores
de DX(0;s) sao r1 = (r —if,t) e ro = (r +if,t); facamos a mudanga de coordenadas

HEIRIM

Com esta mudanca de varidveis temos, omitindo as barras,

<RI
=3

, 362+2r N 1T2+1t 24 (2 o+ r? 4 t2 + 2t
T = —=z‘+—x —— 4 == r—s)x _—
21 YT\ 2B T23)Y 3 Y
. r
y o= gwy +2y° + B+ (2r = s)y.
Atendendo ao facto que 72 +¢2+2t = —3? e tomando s = s* = 2r obtemos, usando a notacio da equacio

(C.4) do Lema C.3,

i = —Py+[f(x)
) = PBr+g(x)

85



onde

T2
fx) = %§x2+¥z Jr(%EJr%%) y?
g(x) = gwy + 7y’

Pela equagao (C.5) isto resulta em

a = ——s>.
YYCE

Como na Regido Eliptica temos ¢ < 0 concluimos que:

se r < 0 entdo a; < 0, logo a origem é equilibrio estdvel e a bifurcagdo é subcritica;
se 7 > 0 entao a; > 0, logo a origem é equilibrio instédvel e a bifurcacao é supercritica,;

se 7 = 0 entao a; = 0, logo a bifurcacao é degenerada.

Coroldrio 5.1 Considere o sistema de duas Leis de Conservagao (2.1), o problema de Riemann (2.2) e
o fluzo (3.1).

Seja Uy, = (up,v) € Ry e ur, < 0 entdo existe um conjunto de medida ndo nula de estados
Ur € His(UL) para os quais nao existe, no Sistema de Equagdes Diferenciais Ordindrias Associado,
trajectoria ligando Uy, a Ug.

Seja Ur = (ugr,vr) € Rp e ugr > 0 entdo existe um conjunto de medida ndo nula de estados
UL € Hap(Ur), ou seja, existem Ur, e Ug € Has(UyL), para os quais nao existe, no Sistema de Equagdes
Diferenciais Ordindrias Associado, trajectoria ligando Uy, a Ug.

A razdo é que em ambos 0s casos o estado na Regiao Eliptica estd rodeado por um ciclo limite.

Este Corolario resulta do Lema 5.1, do Teorema 5.1 e do facto de, neste modelo, o conjunto de
Rankine-Hugoniot de todos os estados da Regido Eliptica conter uma fronteira entre os sectores 1-Choque
e 2-Expansivo. Uma anélise mais detalhada das curvas de Rankine-Hugoniot nas diversas Gama-regioes
permite ainda concluir:

Para qualquer Uy, € A existem Ur € B (ver Figura 5.4) que pertencem ao sector 1-Choque de Up,
(préximo a fronteira entre os sectores 1-Choque e 2-Expansivo) sem que exista trajectéria conectando
Up, a Ug; apesar da singularidade Uy, ser um Repulsor e Uz uma Sela. Notar que aqui necessariamente
a velocidade do choque entre Uy, e Ug ¢é inferior & velocidade critica a que se da a bifurcagdo de Hopf,
isto & s (U, Ug) < s*.

Para qualquer Uy, € (T'gqUTg4s) = A* C A (ver Figura 5.5) existem também Ur € B*, onde B*
é a reunido das Gama-regioes I'sp, Isp; € I'gp, que pertencem ao sector Compressivo de Uy, (préximo a
fronteira entre os sectores Compressivo e Transporte & Esquerda) sem que exista trajectéria conectando
U, a Ug; apesar da singularidade Uy, ser um Repulsor e Ur uma Atractor.

Por simetria temos também:

Para qualquer Up, € D (ver Figura 5.4) existem Ur € C que pertencem ao sector 2-Choque de Up,
(préximo a fronteira entre os sectores 2-Choque e 1-Expansivo) sem que exista trajectéria conectando Uy,
a Ug; apesar da singularidade Uy, ser uma Sela e Ug um Atractor. Mais uma vez temos s (U, Ug) > s*
(deste lado a bifurcacdo é supercritica).

Para qualquer Uy, € (T'sp U T'gp; UT'7) = D* (ver Figura 5.5) existem também Ur € C* = (T'g U Tges)
C C que pertencem ao sector Compressivo de Uy, (préximo a fronteira entre os sectores Compressivo e
Transporte a Direita) sem que exista trajectéria conectando Up, a Ug; apesar da singularidade Uy, ser
um Repulsor e Ugr um Atractor.

Identificamos no nosso modelo onde ocorre uma bifurcacao de Hopf. Cabe agora avaliar a relevancia
desta para a existéncia de Perfil Viscoso das ondas usadas nas solugoes encontradas no Capitulo 4.
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Figura 5.4: Areas de Bifurcagdo de Hopf sobre a Fronteira entre His e Hog.

5.3 Relevancia da Bifurcacao de Hopf para as Solucoes

5.3.1 L-regiao 1

Na subseccao 4.1 descrevemos as solugoes para a L-regido £1. A maior parte destas solugoes tém o
Grupo de Ondas-1 fora das regides onde ocorre a bifurcagdo, contudo existem alguns Uy, para os quais
isto nao acontece. Todavia mesmo para esses casos nao sao usadas ondas com velocidades préximas
das criticas, o que nos leva a pensar que provavelmente a bifurcacao de Hopf nao causa perda de Perfil
Viscoso das solugoes encontradas. Dizemos que nao sao usadas ondas com velocidades préximas das
criticas no sentido seguinte: os sectores usados nao sao adjacentes & fronteira entre sectores onde ocorre
a velocidade critica. Por exemplo, partindo de alguns pontos da Gama-regido I'15 é possivel que a 1-
Rarefacgao cruze a Gama-regiao I'gy;, dentro da regido onde ocorre a bifurcagdo. Contudo partindo de
estados Ups em I'gy; s6 é geometricamente compativel utilizar o sector 2-Choque de Ujs, néo se pode
usar o sector Compressivo; a bifurcacao ocorre na fronteira entre os sectores Compressivo e Transporte
a Direita, neste sentido, longe do sector 2-Choque.

5.3.2 L-regiao 2

Na subsecgao 4.2.1 utilizou-se choques do tipo 1-Choque Sesqui-sénico & Esquerda para se obter
uma solugdo completa para aquele estado na L-regiao Lo. Estes choques aparecem nas solugoes de uma
forma persistente, mesmo apds perturbagoes do Estado a Esquerda e do Estado & Direita estes choques
sao fundamentais para a existéncia de solucao. Este 1-Choque Sesqui-sénico a Esquerda sai da Regiao
Eliptica, & esquerda do eixo vertical (Regido A na figura 5.4), logo podemos utilizar o teorema 5.1 para
concluir que o Estado & Esquerda ¢ um Atractor. Entao claramente este choque nao possui Perfil Viscoso.

Figura 5.5: Areas de Bifurcacao de Hopf sobre as Fronteiras entre Heo e Hrp e entre Hg e Hrp.

87



Recordemos, de forma a analisar com mais pormenor este assunto, a construcdo feita na subseccao
4.2.1 partindo do estado Upss de Ry (UL) entre R e Dy.C:

1. (a) 2-Rarefaccao de Uyss até Uprst € Za, Ro (Unss);
(b) Partindo dos estados Upsso de Ry (Uprs) em T's. constréi-se uma composta com um 2-Choque
Sénico a Esquerda de Uy s até UI%/}S52' Para o estado Uprs3 = Ra (Unss) N DaeC' temos um

2-Choque Uni-sesqui-sénico até U3ps, € Deg M;

(c) Mais, partindo de U]%/}%eg efectua~-se um 1-Choque Sesqui-sénico & Esquerda de Uff;zg até

eS . . .
(U325)"™" = Uifss; de forma equivalente pode dizer-se que do estado Upss construiu-se um

Choque de Cruzamento Sénico a Esquerda entre Upyys3 e U%jgg = (Uﬁfseg)es € R1R.T (Up).

Nesta construcao aparece naturalmente um Sistema de Equacoes Diferenciais Ordindrias Associado
nao hiperbdlico, com duas singularidades colapsadas em Uyysz; de forma que existem apenas trés equi-
librios, Upss3 uma Sela-atractor, Uf\f;g um Atractor, dado estar na parte direita da Regiao Eliptica, e
Uz%/[)gs uma Sela. Apesar de degenerado este Sistema é recorente nas solugoes de Lo.

A fim de observar melhor este Sistema degenerado apresentamos da Figuras 5.6 4 Figura 5.8 o sistema
e duas perturbagdes do mesmo mantendo, fixo o estado da Regido Eliptica, U35%.

Na Figura 5.6 (idéntica & Figura 5.1) estd esbogado o retrato de fase do Sistema de Equagoes Dife-
renciais Ordindrias para a velocidade critica onde os pontos de equilibrio sdo Upsss, Uﬁfs% e Uj%jgg. Como
se viu, pelo Teorema 5.1 UJ%4S5€3 é um atractor.

Na Figura 5.7 estd esbocado o retrato de fase do Sistema de Equacoes Diferenciais Ordindrias Asso-

ciado a U]%fs% com uma velocidade ligeiramente inferior & critica. Aqui temos um ciclo limite que impede

a existéncia de Perfil Viscoso entre U]%/Isfg e qualquer um dos outros pontos de equilibrio, sendo que Ugy
e Ugs estdo em sectores de 1-Choque e Ugs estd no sector Compressivo.

Na Figura 5.8 estd esbogado o retrato de fase do Sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias Asso-
ciado a UJ%4S5€3 com uma velocidade ligeiramente superior a critica. Os tnicos equilibrios que permanecem
sao U%P%, e Ura, este 1ltimo localiza-se no sector 2-Espansivo.

E de notar que aqui foi fixado U]%/Isfg € Do M (Figuras 5.6 a 5.8) e na secgdo anterior (rever Figuras

5.1 e 5.3) o estado fixo estava sobre Dy.C. Daf a diferenca no nimero se equilibrios.

Conclusao 5.1 A solugao construida na secgdo 4.2 utiliza um 2-Choque Uni-sesqui-sénico de Uprsz até
U2 sequido de 1-Choque Sesqui-sénico & Esquerda de UZ5S, até UK,, estes tltimo ndo possui Perfil
Viscoso (ver Figura 5.6). Todavia existe uma solugdo alternativa, a utilizagao directa de um Choque de
Cruzamento Soénico a Fsquerda de Uprss até U%jgg, Neste caso conclutmos numericamente que também
nao existe perfil para esta alternativa. Note-se que o facto da bifurcacio de Hopf ser nao degenerada e
Unrss ser um equilibrio nao hiperbdlico tipo Sela-atractor impede a existéncia simultdnea de mais do que
um choque com perfil viscoso de entre os trés choques citados. No Capitulo 4 mostramos ser esta a unica
solugao satisfazendo o critério de Lax, resulta entdo que ndo existe solu¢do completa para o problema ao
exigirmos Perfil Viscoso para os choques.

Nota 5.1 A inexisténcia deste Perfil Viscoso, para além de implicar na inexisténcia de solu¢ao completa
para parte de Lo, garante a unicidade da solugdo quando ela existe.

5.3.3 L-regiao 3

Na subseccao 4.3 descrevemos as solugoes para a L-regiao L£3. Todas estas solugoes tém o Grupo
de Ondas-1 cruzando as regides onde ocorre a bifurcagdo e sdo usadas ondas com velocidades proximas
das criticas, o que nos garante que a bifurcagdo de Hopf causa perda de Perfil Viscoso de algumas
solucoes encontradas. Por exemplo, partindo de alguns pontos da Gama-regidao I';s a 1-Rarefacgao
cruza a Gama-regiao I'11, dentro da regiao onde ocorre a bifurcacao. Partindo de estados Up; em I'1;
é geometricamente compativel utilizar todo o sector 2-Choque de Uy, e este é adjacente ao sector 1-
Expansivo; assim utilizamos 2-Choque tao pertos da fronteira entre os sectores 2-Choque e 1-Expansivo,
onde ocorre a bifurcagdo, que necessariamente alguns deles ndo possuem Perfil Viscoso. Este facto agrava
a inexisténcia de solugdo em L3. J4 sabiamos que néo existia solucao de Lax para todas as R-regides,
com a Bifurcacao de Hopf sabemos que alguns dos 2-Choque utilizados na subsec¢ao 4.3 nao possuem
Perfil Viscoso.
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Figura 5.6: Sistema Dinamico Associado a U294 € DeaM com velocidade critica s = Re (A (U35)).

Figura 5.7: (UJQ\/}%%)).

Figura 5.8: Sistema Dinamico Associado a UZS € DM com velocidade supercritica s >
Re (A (Ufss))-
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Capitulo 6

Solucoes de Longa Duracao

Nos dois capitulos anteriores, Capitulo 4 e Capitulo 5, foram encontrados pares de estados U, e Ug
para os quais nao existe solug@o, ou seja, nao foi encontrada solugao satisfazendo os usuais critérios
de Entropia. Os critérios de entropia tentam captar, de uma forma simplificada, todos os choques
observaveis em equagdes com viscosidade (ver equagao 2.6).

Para tentar identificar os choques que deveriamos admitir no nosso modelo realizamos simulagoes
numéricas preliminares. As simula¢des numéricas foram feitas com o Programa Evolve, [13], usando o
método de Crank-Nicolson néo linear que permite introduzir termos viscosos ao modelo. E fundamental
a utilizagao de um método numérico que inclua viscosidade pois o que queremos é exactamente observar
choques em equacoes com viscosidade. Para matriz de viscosidade usamos a identidade multiplicada por
um factor, chamado Factor Multiplicador da Viscosidade, representado por eps.

Como condigao inicial foram usados Problemas de Riemann e condigoes iniciais lineares por partes.
Em alguns casos a solugao é sensivel as condic¢oes iniciais, nomeadamente pelo aparecemento de ciclos,
por vezes multiplos ciclos. Em todos os casos as solucoes persistiram por longos perfodos de tempo, na
realidade persistiram e resistiram em todas as simulagoes.

Foram realizados varios experimentos numéricos confirmando solugoes descritas no Capitulo 4. Con-
tudo os mais relevantes sdo os que tratam as situagbes para as quais ndo foram encontradas solugoes
tedricas ou aquelas onde se obtém solugoes distintas das previstas. Estas simulagoes dividem-se um trés
grupos, simulacoes com Uy, € Lo, simulagoes com U, € L3 e simulagoes com ciclos; cada caso é tratado
numa secgao.

6.1 Simulagoes para U, € Lo

Tomou-se Uy, e Ug tais que a tnica solugdo encontrada utiliza a sucessdo dos choques 2-Choque
Uni-sesqui-sénico seguido de um 1-Choque Sesqui-sénico a Esquerda, ou seja, como na subsecgao 4.2.1.
Para este tipo de par foi provado que a tnica solucao encontrada nao possui Perfil Viscoso. Contudo,
ap6s um curto periodo observa-se que a solugao numérica toma uma forma muito préxima da solugao
encontrada. Ou seja, apesar da inexisténcia de Perfil Viscoso a solugao numeérica parece utilizar esse
Choque.

Como exemplo apresentamos o experimento cujos os estados sdo U, = (—1.5; —0.7) e Ug = (0; —4.5).
Foram usados 40001 nodos para um intervalo em z de 20000 unidades de comprimento, um factor
eps = 0.2, o que resultou num Nimero de Reynolds de 14.5, e uma condigao inicial variando linearmente
de U, a Ui num intervalo de largura 160.

Da Figura 6.1 & Figura 6.4 observamos a evolucao da simulagao tanto no plano de estados como nos
gréficos das coordenadas, u () e v (x), correspondentes aos tempos 120, 220, 780 e 2400, respectivamente
iteracoes 1740, 3190, 11310 e 34800. E possivel observar, logo desde o tempo 120, o conjunto de ondas
previsto na subsecc¢ao 4.2.1, uma 1-Rarefacgdo, uma 2-Rarefacgdo, um Choque (que corresponde ao
Choque sem Perfil Viscoso) e finalmente uma 2-Rarefac¢go. Com o evoluir da simula¢io observamos a
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Figura 6.1: Solugao numeérica para Uy, = (—1.5;—0.7), Ur = (0; —4.5) e tempo 120.

esperada diminui¢cao das Ondas V. Nesta simulacao o Choque sem Perfil Viscoso acontece numa regiao
muito estreita (aproximadamente 4 nodos) apesar do elevado nimero total de nodos, 40001.

No intuito de observar o perfil de um Choque sem Perfil Viscoso tomamos Uy, € Dy C, nomeadamente
U = (—0.1142; —0.0060) e Ur = UF* = ( %Se)es = (—0.1956; —3.9830). Dado o cardcter sénico deste
choque esperamos um perfil bastante alongado, no espago fisico, do lado esquerdo, o que se veio a
verificar. Efectuamos sucessivas simula¢oes com densidade de nodos crescente. Primeiro utilizamos um
factor multiplicativo eps = 1.0; assim esperamos que o choque aparega, aproximadamente, numa regiao
20 vezes mais larga (em termos de nodos) do que havia ocorrido no caso anterior. Na sucessdo de
simulagoes utilizamos o perfil iterado como condigao inicial da simulagao seguinte. Depois repetimos as
iteragoes para um factor multiplicativo eps = 2.0.

Apresentamos, da Figura 6.5 a Figura 6.8, uma simulagdo que utilizou um perfil muito refinado como
condicao inicial, um intervalo de 250 unidades de comprimento, 8 nodos por unidade de comprimento,
eps = 1.0, que resulta num Nimero de Reynolds igual a 0.52, e um referencial que se move a velocidade
de —0.1957, correspondente a velocidade do Choque. Na Figura 6.5 é mostrado todo o intervalo em z,
de 0 a 250; nas restantes é apenas mostrado um pormenor da simulagao onde o o intervalo em x é de 25
unidades, logo 200 nodos. Observamos que o perfil mantém a sua forma.

Apresentamos também, da Figura 6.9 a Figura 6.12, uma simulacdo que utilizou um perfil muito
refinado como condigao inicial, um intervalo de 420 unidades de comprimento, um total de 2001 nodos
(4.8 nodos por unidade de comprimento), eps = 2.0, que resulta num Nuimero de Reynolds igual a 0.44,
e um referencial que se move a velocidade de —0.1957, correspondente a velocidade do Choque. Na
Figura 6.9 é mostrado todo o intervalo em x, de 0 a 420; nas restantes é apenas mostrado um pormenor
da simulagao onde o intervalo em = é de 40 unidades, logo apenas 190 nodos. Observamos que o perfil
mantém a sua forma no tempo e é identico ao perfil obtido com eps = 1.0. E de salientar que se observa
o natural alongamento do Choque, isto é, a largura do Choque no espago fisico é proporcional ao eps.

Nestas simulagoes vimos aparecer um choque sem Perfil Viscoso. O numero de nodos do perfil
numérico parece proporcional ao eps e a densidade de nodos. O perfil no espago de estados por sua
vez parece independente deste dois factores, sugerindo que estes choques sem perfil sao realizaveis.
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Figura 6.2: Solu¢ao numeérica para Uy, = (—1.5; —0.7), Ugr = (0; —4.5) e tempo 220.
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Figura 6.3: Solugdo numérica para U, = (—1.5;—0.7), Ur = (0; —4.5) e tempo 780.
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Figura 6.4: Solu¢ao numeérica para Uy, = (—1.5; —0.7), Ur = (0; —4.5) e tempo 2400.
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Figura 6.5: Simulagdo com o Choque sem Perfil Viscoso isolado: tempo 0 e eps = 1.0.
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Figura 6.6: Pormenor do Choque sem Perfil Viscoso: tempo 0 e eps = 1.0.
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Figura 6.7: Pormenor do Choque sem Perfil Viscoso: tempo 500 (iteragdo 20900) e eps = 1.0.
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Figura 6.8: Pormenor do Choque sem Perfil Viscoso: tempo 1000 (iteragio 41800) e eps = 1.0.
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Figura 6.9: Simulagao com Choque sem Perfil Viscoso isolado: tempo 0 e eps = 2.0.
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Figura 6.10: Pormenor do Choque sem Perfil Viscoso: tempo 0 e eps = 2.0.
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Figura 6.11: Pormenor do Choque sem Perfil Viscoso: tempo 500 (iteragdo 24900) e eps = 2.0.
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Figura 6.12: Pormenor do Choque sem Perfil Viscoso: tempo 1000 (iteragao 49800) e eps = 2.0.

Contudo acreditamos tratarem-se de artefactos numéricos, ou seja, de alguma forma a viscosidade fisica
é dominada pela numérica. Isto porque o choque estéd isolado, sem ondas precedendo-o nem sucedendo-o,
0 que o torna muito sensivel ao cumprimento das condigoes fronteira. Posto isto, estamos convictos que
estas solugoes que contemplam choques sem perfil nao sao realmente solugoes assimptoticas da Equagao
Diferencial Parcial.

Conclusao 6.1 Supomos que os choques sem Perfil Viscoso que surgem nestas simulagoes resultam de
erros numéricos.
Estes artefactos aparecem em duas formas:

e nos choques enquadrados entre duas ondas o perfil numérico contém muito poucos nodos, logo a
viscostdade numérica é elevada;

e nos choques isolados as condi¢cdes fronteira ndo sao cumpridas de forma inequivoca.

Nao temos razées para acreditar que se tratem verdadeiras solugoes assimptdticas da Equacdao Dife-
rencial Parcial.

Apesar desta convicgao nao temos dados analiticos que suportem estas interpretagoes, esperamos
obte-los em trabalhos posteriores.

6.2 Simulacoes com U, € L3

Tomamos varios estados Up, na L-regido L3 e Ug de tal forma que ndo tenha sido encontrada solugao,
como na secgao 4.3, e observamos solugdes numeéricas semelhantes entre si nos varios experimentos.

Apresentamos entdo apenas uma simulagio (ver a Figura 6.13 e a Figura 6.14) onde foram usados os
estados U, = (1.1; —1.6) e U = (1.1; —1.0), 10001 nodos, 0.5 nodos por unidade de comprimento, um
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factor eps = 5.0, que resulta num Nimero de Reynolds de 2.0. Também aqui apés um curto periodo de
tempo a solugao tendeu para um estado quase estético.

Na Figura 6.13 vemos a solucdo no espago de estados, o grafico u(x) e o grafico v (z); todos para
o tempo 1400 (iteracdo 4250). Na Figura 6.15 temos assinalados estados necessarios a interpretagao da
solugao obtida: de Uy a Uy temos um 1-Choque, de Uy a Upso temos um Choque composto com
uma Rarefacgdo de Upre a Upsz, por fim temos um 2-Choque de Uy a Ug. Na Figura 6.14 vemos
em pormenor o choque entre Uy e Uy para o tempo 6000 (iteracdo 18200). Existe, contudo, um
problema nesta interpretagao pois na seccao 4.3 haviamos verificado teoricamente que nao existia onda
ligando Uy a Upss. Para que o choque entre Upsq e Upso seja admissivel o estado Upe terd que se
localizar no sector 2-Choque de Ujsy; contudo, admitindo Ups; = (0.343;—3.925) € His (UL), este
sector termina em Upro = (0.172; —0.037), ou seja, dentro da Regido Eliptica (como na Figura 4.24).
Este 2-Choque Sesqui-sénico a direita tem velocidade s = 0.345.

Parece assim que a solugao numeérica faz uma ligacao do choque entre Up;; e Upso com uma 1-
Rarefacgao que termina em Ujys3. Nao sabemos exactamente porque encontramos esta sucessao de ondas,
mas adiantamos alguns factos que poderdo estar na base de uma possivel explicacao:

e primeiro de tudo, e mais importante, temos o facto de o choque que precede a 1-Rarefacgao se dar
numa regiao de apenas uma dezena de nodos, logo é perfeitamente possivel estarmos perante um
perfil numérico dominado pela viscosidade numérica;

e coadjovando na obtensao desta solugao poderao estar os seguintes factos:

— 0 2-Choque entre Ups; e Upso é sénico, logo o seu perfil é naturalmente alargado. Podemos
dizer, no contexto do Sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias Associado, que a trajectéria
que une Ups1 a Upro € muito demorada pois o equilibrio Upso é nao hiperbdlico. Neste caso
a solugao numérica atinge o estado Ujpso numa coordenada superior & esperada, logo também
para uma velocidade superior a esperada por longos periodos de tempo;

— o estado Upso estd muito préximo da Coincidéncia, logo muito préximo de 1-Rarefacgoes;

— O 2-Choque entre Ujps1 e Upso acontece numa regiao especial da curva de Rankine-Hugoniot
de Upsq, no sentido que a coordenada ugr de um possivel choque varia muito rdpidamente
com a velocidade do choque, s. Assim uma pequena variagdo na velocidade (localizagdo do
choque no espaco fisico) permite grande variacdo na posi¢do do estado. Na Figura 6.16 estao
marcados pontos da curva de Rankine-Hugoniot do estado Uy = (0.343; —3.925), os pon-
tos s@o os seguintes: (—0.329; —0.205), (—0.276; —0.164), (—0.204; —0.118), (—0.077; —0.064),
(0.172; —0.037), (0.440; —0.118), (0.577; —0.207), (0.651; —0.273) e (0.704; —0.328), associados,
respectivamente, as velocidades 0.380, 0.370, 0.360, 0.350, 0.345, 0.340, 0.330, 0.320 e 0.310.

6.3 Simulacoes com Ciclos

As solucoes numéricas por vezes dependem da condigao inicial. Esta dependéncia manifesta-se apenas,
tanto quanto podemos observar, pelo aparecimento de ciclos acoplados as solugoes tedricas. Para ilustrar
o aparececimento destes ciclos apresentamos uma par de simulagoes com Uy, = (—=1; 1), Uy = (—1;—-2),
eps = 1, 20001 nodos e 0.5 nodos por unidade de comprimento; resultando num Niumero de Reynolds de
2.0.

Da Figura 6.17 & Figura 6.19 vemos uma simulagao com uma condigao inicial linear por pedagos
(condigao inicial A) com os seguintes nodos: (x = —5000,U = Uy), (x = —80,U = Uy), (x = —40,U = (0;0)),
(x=0,U =(1;-1)), (x=40,U = (0;—4)), (x =80,U = Ug) e (z = 5000,U = Ug). Esta condigao ini-
cial conduz & solugao tedrica.

Da Figura 6.20 & Figura 6.22 vemos uma simulagao com uma condigao inicial linear por pedagos
(condigao inicial B) com os seguintes nodos: (z = —5000,U = Uy), (x = —=80,U =Uy), (x = 0,U = (1; —-0.5)),
(x =80,U = Ug) e (x =5000,U = Ug). Esta condigdo inicial conduz a uma solugao tedrica a excepgao
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Figura 6.13: Soluc¢ao numeérica para Uy, = (1.1; —1.6), Ugr = (1.1; —1.0), tempo 1400.
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Figura 6.14: Pormenor da solu¢ao numeérica para Uy, = (1.1; —1.6), Ug = (1.1; —1.0), tempo 6000.
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Figura 6.15: Esquema da solugdo numérica observada para Uy, = (1.1; —1.6) e Ug = (1.1; —1.0).
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Figura 6.16: Solucdo numérica para Uy, = (1.1;—1.6), Ug = (1.1; —1.0), tempo 6000 e nove pontos da
curva de Rankine-Hugoniot de Upry = (0.343; —3.925) incluindo a velocidade sénica s = 0.345.
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Figura 6.17: Condigao inicial A para Uy, = (—1.0; —1.0), Ug = (—1.0; —2.0).
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Figura 6.18: Solucao numeérica para Uy, = (—1.0; —1.0), Ug = (—1.0; —2.0), tempo 324 (iteragio 4050) e
condicao inicial A.
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Figura 6.19: Solugdo numérica para Uy, = (—1.0; —1.0), Ur = (—1.0; —2.0), tempo 688 (iteracdo 8725) e
condicdo inicial A.

de um ciclo adicional. Este ciclo aproxima-se de uma 6rbita homoclinica, sendo esta a provavel expli-
cagao para o seu aparecimentos. Orbitas homoclinicas aparecem naturalmente neste modelo devido a
Bifurcagdo de Bogdanov-Takens.
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Figura 6.20: Condigao inicial B para Uy, = (—1.0; —1.0), Ugr = (—1.0; —2.0).
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Figura 6.21: Solucao numérica para Uy, = (—1.0; —1.0), Ug = (—1.0; —2.0), tempo 213 (iteragio 2450) e
condigao inicial B.
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Figura 6.22: Solugéo numérica para Uy, = (—1.0; —1.0), Ug = (—1.0; —2.0), tempo 2000 (iteracao 25340)
e condigao inicial B.
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Capitulo 7

Conclusao

Nesta tese apresentamos resultados gerais para Leis de Conservagao. Contudo nem todos os resulta-
dos sao padrao, como os diagramas de construgao dos Grupos de Ondas, o Lema para Choques Triplos
que determina incompatibilidades geométricas e tangéncias entre Grupos de Ondas e o Teorema comple-
mentar ao Teorema de Bethe-Wendroff que permitiu a identificacdo dos Contactos Duplos Heterogéneos
assim como o estudo da bifurcagao na classificagdo do conjunto de Rankine-Hugoniot quando o estado a
esquerda cruza estes Contactos.

Estuddmos em pormenor um Problema de Riemann para duas Leis de Conservagao com um fluxo
quadrético nao homogéneo do tipo IV. Utilizamos o novo método na construgao das solugoes o que levou
a definigdo de trés L-regioes L1, L2 e Ls.

Na L-regido £; as solugbes sao muito semelhantes as encontradas no caso de uma singularidade
isolada. Definimos R-regices onde as solugbes sao tunicas. Os choques Compressivos desempenham um
papel singular, mas bem conhecido: a solucao nao é tnica se vista no espago de estados, contudo no
espago fisico essas duas solugbes sdo identicas. Acreditamos que todos os choques utilizados possuem
Perfil Viscoso. Obtivemos a solugdo completa para o DRS, surpreendentemente semelhante as solugoes
para um ponto umbilico.

Na L-regiao Lo é possivel construir solugoes completas satisfazendo a compatibilidade geométrica e o
critério de admissibilidade de Lax. Contudo em algumas R-regioes existem duas solugoes distintas, tanto
no espago de estados quanto, e mais importante, no espago fisico. Este fenémeno é bem conhecido em
problemas mistos hiperbdlicos-elipticos. Todas as solugbes nesta L-regido possuem Rarefacgdes Transi-
cionais cuja existéncia havia sido predita pela teoria e foram apontadas para nés por A. Azevedo. Apds
a Rarefacgao Transicional aparece um conjunto recorrente de ondas positivas que permanece inalterado
para todos os estados a esquerda. Para se obter solugoes completas em Lo foi fundamental a identificagao
dos Contactos Duplos Heterogéneos. Partindo de um estado na Regiao Eliptica, pertencente ao contacto
Duplo Eliptico-hiperbdlico, existe um 1-Choque Sesqui-sénico & Esquerda fundamental para a existéncia
de solugao global, inclusive quando ambos os estados estdo na Regiao Estritamente Hiperbdlica. Contudo
verificou-se nao existir Perfil Viscoso para este tipo de choque, ficando entdo o problema sem solugao
completa em Lo; desaparece também a multiplicidade de solugoes. A inexisténcia de Perfil Viscoso estd
relacionada com a Bifurcagao de Hopf inerente ao modelo.

Na L-regiao L3 nao foram encontradas solugoes completas satisfazendo o critério de Lax. Tal in-
existéncia resulta, por um lado, do desaparecimento da Rarefac¢do Transicional e consequentemente de
todo o conjunto de ondas positivas assim como, por outro lado, pelo facto do Grupo de Ondas-1 terminar
com uma 1-Rarefacgao que colide com a Coincidéncia.

Fizemos um estudo numérico preliminar das solugoes do Problema de Riemann para pares de estados
para os quais nao haviam sido encontradas solugoes ou, a terem sido encontradas, estas nao possuiam Per-
fil Viscoso. Em todas as simulagoes foram encontradas solugoes que permaneceram por longos periodos
de tempo. Visualizamos perfis numéricos para choques sem Perfil Viscoso, contudo estes aparecem num
nimero reduzido de nodos ou com condigoes fronteiras dificeis de verificar. Por este facto acreditamos
que estes perfis sao dominados pela viscosidade numérica, nao sendo verdadeiras solugoes assimptdéticas
da Equagao Diferencial Parcial.

Em trabalhos futuros pensamos fazer mais simulagées assim como um estudo analitico destes perfis.
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Apéndice A

Solucoes Estruturalmente Estaveis

Este apéndice é baseado exclusivamente no artigo [20].

No artigo é estudada a estrutura das solugoes de Riemann para n Leis de Conservagao, que compreende
uma sequéncia de ondas elementares, ou seja, rarefecgoes e choque de vérios tipos, onde os choques tém
perfil viscoso. Uma solucao de Riemann é Estruturalmente Estdvel se o nimero e o tipo de ondas em
cada componente da solugado sdo preservados quando se perturba Uy, Ug e o Fluxo, F (U). Sao entao
procuradas condigoes para se ter essa Estabilidade.

Nesse artigo é pressuposto que as rarefacgoes e os estados Uy, e Ui dos choques estao sempre na Regiao
Estritamente Hiperbdlica. As solugoes Estruturalmente Estdveis serdo em seguida caracterizadas, mas
cabe ja dizer que elas ndo compreendem Choques (Sobre-)Compressivos.

Nesta tese serdo apresentados apenas os resultados finais, omitindo-se até algumas das ideias bésicas
utilizadas nas demonstracoes e definigoes.

A solugao de um Problema de Riemann para U;p, = Uy e Ug = U, é dada por uma sequéncia de
grupos de ondas elementares; a cada onda elementar é associado um nimero, o Ntiimero de Riemann.

Definigao A.1 Sdo Ondas Elementares, w, as Rarefacgoes Genuinamente nao Lineares e os Choques
entre dois estados para os quais exista Perfil Viscoso.

Escreve-se entao w : Uy, — Upg e diz-se que w conecta Up, a Ug, via Campo Integral ou Perfil Viscoso,
respectivamente se w for uma Rarefacgdo ou um Choque.

Definicao A.2 Uma sucessdo de n ondas elementares (wy,ws, ...,wy) é dita permitida se

1. w; conecta U;—1 a Uy, isto é, Y;w : U;_1 — U;. Por outras palavras, o estado a direita de w; é o
mesmo que o estado & esquerda de w;y1;

2. a sucessao satisfaz a Compatibilidade Geométrica;

3. nao existem duas rarefacgoes da mesma familia sequidas.

Escreve-se entdo (wi,wa, ..., wy) : Uy — Uy — ... = Uy, e diz-se que a sucessdo conecta Uy a U,.

As Rarefacgoes Genuinamente nao Lineares serdo representadas por Rj, se associadas & primeira
familia, e Ro, se associadas & segunda familia.

Os Choques com Perfil Viscoso serao representados pelo tipo dos pontos de equilibrio Uy, e Ui do
Sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias Associado. Recordando, os pontos de equilibrio podem ser
Repulsores, R, Atractores, A, Selas, S, e Selas-N6 de dois tipos, as Repulsor-sela, RS, e Sela-Atractor,
SA. Por exemplo, um 1-Choque de Lax é representado por R-S enquanto que um choque com Uy, € Dqo
e Ur € Doy é representado por RS - SA.

Defini¢ao A.3 O Nuamero de Riemann de uma Onda Elementar, p(w), é um para as Rarefacgdes,
ou seja, p(R1) = 1, p(R2) = 1, e para os choques com Perfil Viscoso varia de —2 a 1 da seguinte
forma: p(R-RS) =0, p(R-S)=1,p(R-SA)=0,p(R-A) =1, p(RS-RS) =-1, p(RS-S) =0,
p(RS-SA) = -1, p(RS-A) =0, p(S-RS) = =1, p(S-5) =0, p(S-SA) =0, p(S-4) =1,
p(SA-RS)=-2,p(SA-S)=—-1,p(SA-SA)=—-1ep(SA-A)=0.
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Aqui apresento o Nimero de Riemann como uma simples definigdo, contudo ele deve ser calculado
tendo em conta a dimensao da Onda Elementar no espago Uy, x Ug cuja dimensdo é 2n. Basicamente se
pode dizer que p (Chogque) = 3 — ne, onde ne é o ntimero de condigdes a serem satisfeitas pelo choque;
temos duas equagoes das condigbes de Rankine-Hugoniot, uma por cada igualdade A (U) = s (que déo
origem as Selas-N6) e mais uma quando a conexao entre Uy, e Ug é feita por uma separatriz dupla (por
exemplo SA - RS).

Seguem as defini¢oes de vérios Grupos de Onda onde é pressuposto que as sucessoes sao todas permi-
tidas. Nas defini¢bes os termos entre paréntesis, que aparecem nas sequéncias, sdo opcionais, e se algum
deles aparecer a onda é chamada de Composta.

Definicao A.4 Grupo de Ondas-1 é simplesmente um 1-Choque de Lazx (R-S ou S1) ou uma sequéncia
de ondas do tipo

(R-RS)(R1RS - RS)...(R1RS - RS)R1(RS - S) ou de forma equivalente

(S7) (By 157)-.(R1 1ST)Ra(15).

Definigao A.5 Grupo de 2-Ondas é simplesmente um 2-Choque de Lax (S-A ou S3) ou uma sequéncia
de ondas do tipo

(§-SA)(R2SA-SA)...(RySA-SA)Ro(SA - A) ou de forma equivalente

(53) (R2 553)...(R2 353) Ra(35).

Defini¢cao A.6 Grupo Transicional é simplesmente um choque de Cruzamento (S-S ou T) ou uma
sequéncia de ondas
1. do tipo 1:
S-RS(R1RS - RS)...(RiRS - RS)R1(RS - S) ou de forma equivalente
T7 (Ry 157)..(Ra 1ST)Ra(19):

2. do tipo 2:
(§-SA)(ReSA-SA)...(ReSA-SA)RySA - S ou de forma equivalente
(53) (R2 555)...(R2 553) Ry 5T';

3. misto, ou seja Transicional Duplamente Sénico
(R2) SA- RS (Ry) ou de forma equivalente
(R2)y T7 (Ry).
Definicao A.7 Grupo Compressivo é simplesmente um choque Compressivo (R- A ou C) ou uma se-
quéncia de ondas
1. do tipo 1:
(R-RS)(R1RS - RS)...(RiRS - RS)R1RS - A ou de forma equivalente
(S7) (Ry 157)...(R1 157)R1 1C;
2. do tipo 2:
R-SA(R2SA-SA)...(RySA-SA)R, (SA - S) ou de forma equivalente
C3(Rz 553)..-(R2 353)Ra2(595);
3. misto, ou seja Compressivo Duplamente Sonico:

(R1) RS - SA(R3) ou de forma equivalente
(R1); C5 (Ra).

Teorema A.1 (Estrutura de Onda) Considere uma sucessio permitida de ondas elementares, (wy, wa, ...

Up— Ui — ... = Uy, tal que X, p (w;) = 2.
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1. Se a sucessao nao inclui ondas SA - RS entdo ela consiste de: um Grupo de Ondas-1, sequido por
um nidmero arbitrdario de Grupos Transicionais (em qualquer ordem), sequido finalmente por um
Grupo 2-Ondas.

2. Se a sucessio contém m > 1 ondas do tipo SA- RS, entdo estas ondas separam m + 1 sucessées de
ondas elementares, go, ..., gm- Cada sucessao de ondas elementares g; é exactamente wma sucessao
como em (1) com as restri¢oes:

(a) se i < m, a dltima onda da sucessio é uma 2-Rarefac¢do;

(b) sei>m, a primeira onda da sucessio é uma 1-Rarefac¢ao.

Teorema A.2 (Estabilidade Estrutural) Considere uma sucessdo permitida de ondas elementares,
(w1, wa, ...,wy) : Uy = Uy — ... = Uy, tal que X1, p (w;) =2 (como no teorema A.1). Assumindo que:

1. cada onda satisfaz uma condicdo apropriada de ndo degenerescénciay;

2. ¢é satisfeita a condi¢ao de interac¢ao entre Grupos de Onda, relacionada com transversalidade na
“colagem” de grupos;

3. se w; é uma onda do tipo x-S e wiy1 € uma S - % entdo a velocidade do primeiro choque é
estritamente menor que a velocidade do sequndo.

Entao a sucessao é Estruturalmente Estdvel.

Os Grupos de Onda, a Estrutura de Onda e a Estabilidade Estrutural norteardo todas as construgoes
em busca das solugdes do Problema de Riemann. Partindo de um certo U, serd construido o Grupo de
Ondas-1; serao procurados os possiveis Grupos Transicionais e entao construido o Grupo de 2-Ondas.
Na auséncia de ondas do tipo SA - RS a procura estars finalizada.
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Apéndice B

Fluxo de Schaeffer e Shearer

B.1 Fluxo Homogéneo

Considere-se o fluxo quadratico homogéneo

F<u> _ % <a11u2 + 2a12uv + a13v2) (B.1)

v a1 U2 + 2a99uv + ag3v?

e funcoes A (u,v), ..., D (u,v) tais que

W (fu fu\_(D+A C+B
DF(v>_<9u gv)_<CB DA> B2
isto &,
e 2A = f, — gv = (a11 — az2)u

(6112 - 6123)11;

b 20:fv+gu:

( Ju+
® 2B = f, — gu = (a12 — a21) u + (a13 — az2) v;
(a12 +az1)u+
Ju+

(a13 + a22) v;
® 2D = fi, + gy = (a11 + az2)u + (ai2 + az3)v.
Entao os autovalores de DF sao

Ai=D++\/A2+C?— B2 (B.3)

e o0s respectivos campos de autovectores sao
Q= (C+B,-A+ /A +C? - B?) (B.4)

Em 1987 Schaeffer e Shearer, [19], estudaram fluxos quadrédticos homogéneos com um ponto umbilico
isolado, ou seja, F' estritamente hiperbdlica excepto num ponto onde os autovalores coincidem e DF' é
diagonalizavel. Isto quer dizer que temos A% + C? — B2 > 0 excepto para um ponto, a origem, onde
A? 4 C? — B? = 0 trivialmente. Schaeffer e Shearer provaram que neste caso existe uma mudanca linear
de coordenadas no espago de estados de forma a obter um fluxo F' com B = 0, o que garante também
que existe um potencial para F, ou seja, existe uma fungao H tal que F' = VH.

Com B = (aj2 —ag)u + (@13 —aze)v = 0 o fluxo (B.1) pode ser reescrito apenas com quatro
parametros,
1 242 2
r U _1 a11u” + 2a12uv + a13v (B.5)
v 2 \a12u? 4 2a13uv + as3v?

Mais, o maior autovalor, A, é estritamente maior que zero fora da origem se e s6 se D? ¢ menor que
A%+ C? para todos os (u,v) que nao a origem. Equivalentemente, o menor autovalor, A_, é estritamente
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menor que zero nas mesmas condicoes. Por outro lado se existe um estado, que nao a origem, onde D? é
maior que A2 + C? entdo existen duas rectas onde Ay = 0 e outras duas onde A_ = 0. E f4cil visualizar
este facto atendendo que D é um plano e v A2 + C? um cone (em casos nao degenerados).

Como A e C sao lineares em u e v em casos nao degenerados,

(@11 — a22) (@13 + az2) # (a12 — az3) (a12 + a21), (B.6)

tem-se A2+ C? > 0 qualquer que seja (u, v) diferente de zero. Entdo, os campos podem ser escritos como
Qi = (sin (¥), —cos (¢) £ 1) para A2+ C? # 0 com cos (¢) = A/V/A2 + C? e sin (¢) = C/V A2 + CZ;
ou escritos como Q4 = (cos ((bi) ,sin ((bi)) onde

tan (¢, ) (%) (B.7a)

tan(¢_) = —cot (%) — tan (% = g) (B.7b)

Pelas duas tltimas expressoes fica claro que os dois campos s@o ortogonais. Como sé é importante a
direccao do campo, e nao o seu sentido, temos

|
=+
o
=]

¢+:
o_ =

(B.8a)

(B.8b)

(CIESEICIESE

|
oy

Define-se 0 e r tais que u = rcos (¢) e v = rsin (f). Tome-se a aplica¢do (u,v) — (A (u,v),C (u,v));
fixando r = 1 obtemos como imagem uma elipse, da qual é facil extrair ¢, ver Figura B.1.

\
v

NG§

Figura B.1: Definicao de 6 e de 1.

Pelas defini¢oes acima obtem-se 1 (6) e ¢ (¢ (0)) = ¢, (0) independentes de r e fungdes monétonas
Au Ay
Cu Cy
%qﬁi (1) =1 > 0 temos a mesma relacdo para a rotacao directa e inversa de ¢, (). Enquanto 6 e ¢
variam entre 0 e 27, ¢ varia apenas de 0 a 7; mais, ¥ (6 +7) = 1 (0) + 7, logo ¢ (0 +7) = ¢, () + T,
o que quer dizer que

em 0. A rotacdo de 1) é inversa a de 6 se e s6 se det ] < 0, e directa caso contririo; como

¢x (0 +7) = o= (0) (B.9)

Dado (u,v) # (0,0) calcula-se 6 e em seguida ¢é possivel calcular as direc¢oes dos campos de autovec-
tores, essas direcgOes sdo precisamente ¢, (#). Fica claro que os campos integrais dos autovectores nao
dependem de reescalonamento, logo podemos retirar um parametro do fluxo, fixando a;3 = 1. Mais,
uma rotac¢ao no espaco de estados também ndo altera as curvas integrais (nem B), logo o nimero de
parametros de (B.5) é reduzido a dois, fixando as3 = 0 Schaeffer e Shearer obtiveram entdo a familia de

fluxos ) 2, o )
U au” + 20uv +v
F = - B.1

<U> 2 < bu? + 2uw ) (B-10)

para a qual provaram que existem apenas quatro configuragoes nao degeneradas para as curvas integrais.
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Existem trés curvas no plano a — b, U, V e W, que separam, respectivamente, os fluxos de tipo I de
II, IT de IT e IIT de IV, ver Figura B.2; sao essas curvas

= {a = ibQ} (B.11a)
{a=b"+1} (B.11b)

W= {—32b4+(27+36*(a—2)—4*(a—2)2>b2+4(a—2)3:0} (B.11c)

<
Il

Familia 2

Familia 2 Familia 2
_Jr "
Familia 1 Familia 1 Familia 1 Familia 1
Tipo | Tipo |l Tipo Il Tipo IV

Figura B.2: Curvas U, V e W no plano a — b. Em cada regiao do plano estao esbocados exemplos dos
campos para as duas familias.

A esquerda da curva W temos fluxos que tém trés direccdes radiais, a direita temos apenas uma
direcgao radial. Ou seja, a curva W divide o plano em regioes onde cada uma das equacoes tan ((bi (9)) =
tan (f) tem uma e trés raizes; cada direcgao radial d4 origem a uma rarefac¢ao partindo do ponto umbilico.

A esquerda da curva V temos fluxos para os quais d%qﬁ (0) < 0, a direita temos d%¢ (8) > 0. Clara-
mente, se d%qﬁ () < 0 existem trés rafzes para tan (qﬁi (9)) = tan (), por isso a curva V fica a esquerda
de W.

A esquerda da curva U temos fluxos para os quais A\ < 0 e Ay > 0 excepto na origem, enquanto
que & direita de U existem duas rectas onde A\_ = 0 e outras duas onde A\; = 0. Esta curva nao é
importante para a forma das integrais dos campos de autovectores, mas torna-se importante quando se
pensa em rarefacgoes, onde a crescimento do autovalor desempenha um papel relevante. O facto de os
autovalores se tornarem zero nao é relevante por si s6; a importancia advém de os autovalores serem
cones com vertice na origem, e a existéncia, ou nao, dessas rectas define o crescimento dos autovalores.
Por exemplo, A é decrescente ao longo de semirectas que partem da origem se e s6 se existirem tais
rectas onde Ay = 0, caso contrdrio A é crescente em todas as direcgoes.

Surpreendentemente o estudo dos choques é muito semelhante ao estudo das rarefacgoes pelo seguinte
facto valido para fluxos quadraticos

- — 1
F(Ug)—F(UL)=DF (U)(Ug—UL),U = 5(UR—UL) (B.12)
que permite escrever as condigoes de Rankine-Hugoniot
—(UR—UL)S+F(UR)—F(UL)=O (B.13)
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da seguinte forma
(DF (U) —s) (Ur—UL) =0 (B.14)

Resulta que s ¢ autovalor de DF (U) com autovector (Ur — UL).

Pensemos entdo do seguinte modo, fixando U e calculamos 6 tal que @ = 7 cos (f) e v = 7sin (§); &
entao possivel calcular as duas autodirecgoes ¢ (6). Podemos concluir que s = Ay e qualquer par Up,
e Ur sobre a recta que passa em U com uma das direcgdes ¢4 (6), e equidistantes do préprio U, sao
solucao das equagoes de Rankine-Hugoniot, ver Figura B.3. Todavia esta nao é a forma mais usual de

Figura B.3: Solugoes das relagbes de Rankine-Hugoniot.

construir curvas de Rankine-Hugoniot; o mais natural ¢ a construcao de H (Ur), com Uy, fixo, ver Figura
B.4. Faz-se, de forma parecida, o seguinte: fixo U varia-se 6 entre 0 e 27 calculando ¢, (6); o caso
¢_ (0) serd referido depois. Intersecta-se as rectas que passam em Uz, com a direcgoes ¢, (f) com as que
passam na origem com direcgao 0; esse ponto é U. Toma-se entdo Ug sobre a recta que passa em Up,
equidistante de U.

Figura B.4: Construgéo de H (UpL).

Atendendo a relacdo (B.9) temos que a construgao com ¢_ () resulta exactamente na mesma curva
H (UL), dado que as direcgoes 0 e § + 7 sdo a mesma.

B.2 Fluxo Nao Homogéneo

Tomemos a familia de Fluxos Quadraticos de Schaeffer e Shearer e adicionemos termos lineares,
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obtemos

u 1 (au? 4 2buv 4+ v2 + dyu + eqv
F = = B.1
(v) 2 ( bu? + 2uv + dau + ezv (B.152)
u _ au+bv+d, but+v+e
pr(t) = [amtwd wresa ] B

De forma similar ao feito na secgao anterior definimos A, B, C e D fungoes de u e v:
1. 2A=DFy; — DFss = (a — 1)u+bv + dy — eg;
2. 2B = DFj5 — DFy = €1 — do;
3. 2C = DF19 + DF51 = 2bu+ 2v + €1 + do;
4. 2D = DFy1 + DF3 = (a+ 1) u+ bv + dy + es.

Aqui apresenta-se ttil realizar uma translagao nas coordenadas (u,v) de forma a obtermos d; = e; e
dy = —e1. E de notar que uma translacao nao altera os parametros da parte homogénea. Ficamos entao
com o fluxo numa forma simplificada

2 2
(1) =) oo
e as funcoes
L 24 = (a— 1) u+bo;
2. 2B = 2ey;
3. 2C = 2bu + 2v;
4. 2D = (a+ 1) u+ bv + 2es.
Entao os autovalores de DF' sao
A2+ C? - B (B.17)

Queremos estudar problemas com Regido Eliptica, logo temos que tomar e; # 0 (B # 0); pois as-

sim origina-se uma Regido Eliptica para A% + C? < B? = €2. Por defini¢io a Coincidéncia ¢ C =

{(u, v): A2+ C? = BQ} que, num caso genérico, ¢ uma elipse no espago de estados.
Os campos de autodirecgoes fora da Regiao Eliptica sao

0 = (C+B,—Ai A2 + 2 732) (B.18)
Sobre a Coincidéncia ambos os campos sao paralelos a (C' 4+ B, —A) = J e genericamente transversais

a Coincidéncia -paralelos apenas no ponto DRS (ver [6]). Na Regido Eliptica temos Re (\) = D, assim
a derivada direccional de Re (A) na direc¢ao do campo sobre a Coincidéncia é

Dg (Re (M) =VD-(C+B,-A) (B.19)
enquanto que as derivadas direccionais dos autovalores Ay sao
Dg(\s) =VD-(C+B,—A) £V (\/AQ y oo B?) (C+ B,—A) (B.20)
Podemos assim reescrever as derivadas como

gRe(V) = K (B.21a)
Dg(\s) = K=*|L (B.21b)



Voltando aos campos 24+ = (C + B, —-A+ A2+ (C? - B2) definimos % tal que cos (¢) = A/ A2 + C?
e sin(¢) = C/V/A2+ C?; B tal que cos(B8) = VA2 +C? — B2/\/A2+ C? e sin(3) = B/VA2+ C?

com [ € [—%,0] para B < 0e g € [0, %] para B > 0. Assim podemos reescrever os campos como

Q4 = (sin (¢) +sin (8) , — cos (¢) £ cos (B)) ou como

Qr = (cos(¢4),sin(¢4)) (B.22a)
b, = % B g (B.22b)
6. = % + g -7 (B.22c)

Os campos sdo ortogonais se o 86 se 3 = 0, ou seja, quando B/+v/ A% + C? = 0; isto nunca acontece pois
definimos B # 0. Contudo # — 0 quando v A% + C? — oco. Os campos sao paralelos se e s6 se 3 = £7,
ou seja, para B/v A2 + C? = £1, que é a condi¢ao para se estar em C.

Como vimos o estudo dos choques para fluxos quadraticos é muito semelhante ao estudo dos campos
de autovectores pelo seguinte facto

_ _ 1
F(UR)*F(UL):DF(U)(UR*UL),Uzi(UR+UL) (B.23)
que permite escrever as condigbes de Rankine-Hugoniot da seguinte forma
(DF (U) —s) (Ur—UL) =0 (B.24)
Resulta que s é autovalor de DF (U) com autovector (Ur — UL).
Conclusao B.1 Nos modelos quadrdticos qualquer choque (Uy,,Ug, s) tem o ponto médio entre Ur, e Ur
fora da Regigo FEliptica. Se o modelo quadrdtico tiver como Regido FEliptica uma elipse, entdo nao existe
nenhum choque com ambos os estados na Regiao Eliptica.
E de notar que a Regido Eliptica é sempre uma elipse quando se toma um fluxo da familia de
Schaeffer e Shearer. Contudo, apesar do nome, num caso geral a Regidao Eliptica pode ser definida por

duas hipérboles, ver [7]. Mais, com um fluxo geral, se a matrix de viscosidade for a identidade, nenhum
choque entre dois estados na Regiao Eliptica possui Perfil Viscoso.
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Apéndice C

Bifurcacao de Hopf

Este apéndice foi retirado do Livro [1] com pequenas adaptagoes.

Definigao C.1 Seja X(z) € R?,x € R? um campo de vectores suave. Uma singularidade, X, satis-
fazendo Tr(DX(X.)) =0 e Det(DX(X.)) > 0 é chamada de Singularidade de Hopf.

Lema C.1 Seja X(x) € R% x € R? um campo de vectores suave com uma singularidade de Hopf na
origem. Entdo a forma normal de X é dada por

(5 2) (2 ) Eotear{f)n(2) rout e
onde 8 = \/Det(DX(0)), N > 1 e ag, b € R.

Definigao C.2 (Singularidade de Hopf nao degenerada) Seja X(x) € R?, x € R? um campo de
vectores suave com uma singularidade na origem satisfazendo

Tr(DX(0)) = 0 e Det(DX(0)) > 0 (C.2)

Se o pardmetro a; da forma normal (C.1) de X (x) for diferente de zero entdo a origem é uma Singu-
laridade de Hopf Nao Degenerada.

Lema C.2 Se o campo de vectores suave X (x) € R%,x € R? tem uma Singularidade de Hopf Néo
Degenerada na origem, entio em X = X (x) a origem é um (onde ay é um pardmetro do sistema (C.1)):

1. foco estdvel se a; < 0;
2. foco instdvel se a; > 0.

Teorema C.1 (Hopf) Suponhamos que o sistema parametrizado @ = X(u,x),x € R%,u € R, tem
um ponto fizo na origem para todos os valores do parametro real p. Mais, suponhamos que os autoval-
ores, A\1(u) e Aa(u), de DX (u,0) sdo imagindrios puros para p = p*. Se a parte real dos autovalores,
Re(A1(p)) = Re(A2(p)), satisfaz

d
i [Re (A1 ()] [u=px <0 (C.3)
e a origem é wm ponto fixo assimptoticamente estdvel para u = u*, entdo:
e = pu* éum ponto de bifurcagcdo do sistema;

e para um p inferior a p* numa vizinhang¢a do préprio p* a origem é um foco instdvel rodeado por
um ciclo limite estdvel cujo tamanho cresce com \/ji;

e para um i superior a ¥ nmuma vizinhanca do proprio ¥ a origem é um foco estdvel.
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Lema C.3 Seja X (x),x = (z,y)T € R? um campo de vectores suave. Se em algumas coordenadas temos

xo0=(5 3 ) () (o) 4

entdo o pardmetro a1 da forma normal (C.1) de X (x) é dado por
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Apéndice D

Bifurcacoes de Hopf e
Bogdanov-Takens para Duas Leis de
Conservacao

Neste apéndice fazemos o estudo do Sistema de Duas de Equacoes Diferenciais Ordindrias Associado
para um Fluxo qualquer e matriz de viscosidade igual a identidade. Para um estudo com matriz de
viscosidade nao multiplo da identidade ver [4].

Comecemos por enunciar dois resultados de Sistemas de Duas Equagoes Diferenciais Ordindrias (ver

[1]):

1. Se tomarmos a familia a um parametro, 7, de Sistemas de Duas Equagoes Diferenciais Ordindrias
Y = G (Y;n), entdo, genericamente, ocorre uma bifurcagdo de Hopf para o parametro n* se:

(a) A origem é uma singularidade para todos os parametros, isto ¢, V,,G (0;77) =0 e
(b) Para o parametro n* vale Tr (DG (0;1*)) = 0 e Det (DG (0;n*)) > 0.

2. Se tomarmos a familia a dois parametros, 7 e &, de Sistemas de Duas Equagoes Diferenciais Or-
dindrias Y = G (Y;n,§), entao, genericamente, ocorre uma bifurcagdo de Bogdanov Takens para
os parametros n* e £ se:

(a) A origem é uma singularidade para todos os parametros, isto é, ¥, ¢G (0;1,£) =0 e
(b) Para o parametro n* vale Tr (DG (0;1*,£")) = 0 e Det (DG (0;5*,£7)) = 0.

Teorema D.1 Tomemos as duas Leis de Conservagio (2.1) com um Fluzo qualquer e Matriz de Vis-
cosidade igual & identidade. Suponhamos que existe Regidgo Eliptica. Temos, genericamente, o sequinte:

1. Para todo o Up € RE existe um s* tal que a familia, de pardmetro s, dos Sistemas de Duas de
FEquagdes Diferenciais Ordindrias Associados a (U, s) tem uma bifurcagdo de Hopf para s*;

2. Para toda a familia de estados Uy, (n) tal que existe um n* para o qual Uy, (n*) € C, existe entdo um
s* tal que a familia, de parametros n e s, do Sistema de Duas de Fquagoes Diferenciais Ordindrias
Associados a (Ur, (1), s) tem uma bifurcagao de Bogdanov-Takens para (n*,s*).

Prova. Tomemos entdo as Leis de Conservacdo (2.1). Os autovalores de DF (U) sao

201 (U)=-Tr(DF (U)) + \/Tr (DF (U))2 —4Det (DF (U)) (D.1)
logo a Regiao Eliptica é dada por

Tr (DF (U))* — 4Det (DF (U)) < 0 (D.2)
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e a Coincidéncia é dada por
Tr (DF (U))* — 4Det (DF (U)) =0 (D.3)

Facamos a translacao X = U — Up,, obtemos
Xi+DF (X +Ur) X, =0 (D.4)
e o Sistema de Duas Equagbes Diferenciais Ordingrias Associado
X(X)=-sX+F(X+Up) - F(Uy) (D.5)

onde claramente X = 0 é uma singularidade quaisquer que sejam Uy e s; esta foi a razao da translagao.
A diferencial do campo é

DX (X) = —sI +DF (X +Up) (D.6)

Daqui tiram-se as seguintes relacoes
Tr (DX (X)) = Tr(DF(X +Up)) - 2s (D.7a)
Det (DX (X)) = Det(DF (X +Up)) — sTr (DF (X + Up)) + ¢ (D.7h)

Voltemos ao nosso Sistema de Duas Equagoes Diferenciais Ordindrias (D.5) e fixemos Ur,. Obtemos
uma familia a um parametro, s, onde claramente a origem é sempre uma singularidade. As condigoes
necessarias para ocorrer uma bifurcagdo de Hopf sdo

Tr (DX (O;s*)) =0 (D.8a)
Det (DX (0;5*)> > 0 (D.8b)
ou seja, pelas relagoes (D.7), as condigdes (D.8) ficam
Tr(DF (Ur) = 25" (D.9a)
Det (DF (Ur)) — s*Tr (DF (Ur)) + s > 0 (D.9b)

E sempre possivel tomar s* tal que a primeira equacio seja satisfeita, entdo eliminamos s* e ficamos com
4Det (DF (Ur)) —Tr (DF (U)) >0

que nao é nada mais do que a equagao (D.2) para U = Ur. Assim podemos concluir que genericamente
ocorre uma bifurcagido de Hopf para o Sistema de Duas Equagoes Diferenciais Ordindrias a (Up, s) se e
86 se Up, estd na Regiao Elitica e 2s* = Tr (DF (Ur)).

Voltemos novamente ao Sistema de Duas Equagoes Diferenciais Ordindrias (D.5) e tomemos uma
familia a um parametro, &, de estados a esquerda, Uy, (§). Obtemos uma familia de Sistemas de Duas
Equagoes Diferenciais Ordindrias a dois pardmetros, s e £, onde, mais uma vez, a origem é sempre uma
singularidade. As condigbes necessarias para ocorrer uma bifurcacao de Bogdanov-Takens sao

Tr(DX(O;s*)) = 0 (D.10a)
Det(DX(o;s*)) = 0 (D.10b)
ou seja, pelas relagdes (D.7), as condicoes (D.10) ficam
Tr (DF (Uy (€7) = 2s° (D.11a)
Det (DF (U (¢))) — s*Tr (DF (U, (€))) + 5 = 0 (D.11D)

E sempre possivel tomar s* tal que a primeira equacio seja satisfeita, entdo eliminamos s* e ficamos com
ADet (DF (UL (£7))) = Tr (DF (UL (§7))) =0

que nao ¢ nada mais do que a equagao (D.3) para U = Up (). Assim podemos concluir que gener-
icamente ocorre uma bifurcacao de Bogdanov-Takens para o Sistema de Duas Equacoes Diferenciais
Ordindrias Associado a (Up, s) se e s6 se Ur, estd na Coincidéncia e 2s = Tr (DF (Ur)). m
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