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Introducao

0.1 Motivacao

Muitos problemas praticos importantes sao instancias particulares do Prob-
lema de Complementaridade Mondtono, que é definido como: Dado T :

R™ = R" um operador monétono maximal, encontrar
¢ € R} tal que 3y* € T(2*), y* € RY, ajy; =0,i=1,---,n.

O Problema de Programg¢ao Linear e o Problema de Programacdo Quadrdtica
sao casos particulares do Problema de Complementaridade Mondtono.

Para a resolugao do problema de complementaridade monétono, os métodos
de pontos interiores constituem uma ferramente de exceléncia, tanto tedrica
quanto pratica.

Em 1979 Khachian [27], apresentou o primeiro algoritmo de complex-
idade polinomial para a resolucdo do Problema de Programacao Linear.
Entretanto, este algoritmo era pouco eficiente em problemas praticos, com-
parado com o Método Simplex de Dantzig [16]. Em 1984 Karmarkar [26]
apresentou o primeiro algoritmo para programacao linear com complexidade
polinomial e com desempenho computacional competitivo com o Simplex em
problemas de grande porte. Este trabalho se tornou célebre e gerou uma
grande atividade de pesquisa no campo dos algoritmos de pontos interiores.

A bibliografia desta nova area é muito extensa, e inclui os trabalhos [18], [19],



. Muitos resultados na teoria de algoritmos de pontos interiores para o Prob-
lema de Programacao Linear foram estendidos ao Problema de Programacao
Quadratica e também ao Problema de Complementaridade Mondétono, lin-
ear e nao-linear, [20], [21], [32], [28], [54],[23], [4], [5], [54], [47], [36], [53],
[51], [50].

Sob condicoes de regularidade o Problema de Complementaridade Mono-
tono é um caso particular do problema de achar um zero de um operador
mondtono maximal. Um método classico para achar um zero de um operador
mondtono maximal é o Método de Ponto Prozimal, proposto por Rockafellar
em [40]. Aplicado ao problema de minimizagao irrestrita de uma fungao con-
vexa f, este método minimiza em cada iteracdo a funcao f(z)+ |z —z*|2.
Para garantir a convergéncia, o parametro p nao precisa convergir a 0 e os
erros associados a resolucao aproximada dos sub-problemas de minimizaca
em cada iteracao devem ser somaveis. No caso de problemas com restricoes,
os sub-problemas restritos sao tao dificeis (ou quase tao dificeis) quanto
o problema original. Para contornar esta dificuldade foram desenvolvidos
0s Métodos de Ponto Proximal Generalizado, nos quais o termo quadratico
||.1?/2 é substituido por um funcional p(41, %) que incorpora as restrigoes
impostas pelo conjunto viavel, restringindo os iterandos ao interior do con-
junto. Os principais funcionais de regularizagao/penalizacao empregados
nestes métodos foram as distancias de Bregman [7], [45] e as ¢-divergéncias
[48], [3]. Quando aplicados a problemas variacionais, os métodos de Ponto
Proximal Generalizado requerem hipdteses restritivas sobre o operador T,
como pseudo-monotonia ou para-monotonia.

Em trabalhos recentes [1, 2], Auslander, Teboulle e Ben-Tiba, propoem
um novo método proximal generalizado, no contexto de optimizacao convexa
e de forma mais geral para o Problema de Complementaridade Mondtono.

Nestes trabalhos os autores definem uma nova familia de funcionais reg-



ularizadores, que tem a grande vantagem de s6 precissar que o conjunto
de solugbes seja nao vézio, para obter os resultados de convergéncia. A
chamada funcao log-quadrdtica pertence a familia em questdo e tem a pro-
priedade de ser uma fun¢ao auto-concordante (ver [37]), o que poderia facili-
tar a resolucao de maneira eficiente dos problemas proximais pelo método de
Newton. Posteriormente, Burachik e Svaiter [11], estenderam os resultados
usando a mesma familia de funcionais regularizadores, mas considerando um
método proximal regularizado com critério de erro hibrido e o conceito de
e-extensao de um operador mondétono.

Motivados pelos resultados, até aqui mencionados, nosso propdsito neste
trabalho é a apresentacao de um algoritmo de pontos interiores polinomial-
mente convergente, apos um numero finito de pasos de um algoritmo tipo-
proximal generalizado. Para isto, introduziremos uma trajetéria central,
associada a uma funcao barreira tipo log-quadratica e estudaremos questoes
de interesse, e.g. boa definicdo, continuadade e convergéncia ao conjunto
solugao. Finalmente, no caso do problema de complementaridade linear
monotono, apresentaremos dois algoritmos path-following tipo short-step.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos algumas definicoes e resultados preliminares
relacionadas aos conceitos de operador mondétono maximal e e-extensdo de
um operador monétono maximal. Consideramos varios problemas envol-
vendo operadores mondtonos maximais. Também apresentamos o Método
do Ponto Proximal classico, com o critério de erro somével e o método de
ponto proximal hibrido de Solodov-Svaiter [44], com seu critério de erro rela-
tivo. No Capitulo 2 introduzimos as trajetdrias log-quadrdticas e estudamos
suas carateristicas de maior interesse, para a formulacao de algoritmos tipo
path-following, globalmente convergentes. Provaremos que a trajetoria esta

bem definida, é continua e, sob hipdteses de linearidade do operador ou



complementaridade estrita, converge ao conjunto solucao. Queremos enfa-
tizar que para a definicdo de trajetéria e o estudo de suas propriedades,
ndo precissaremos da hipdtese de factibilidade estrita, sempre presente na
literatura relacionada com o estudo de algoritmos de pontos interiores. No
Capitulo 3 apresentamos dois algoritmos de path-following, basicamente tipo
short-step, e que correspondem as duas trajetérias definidas e estudadas no
Capitulo 2. Provaremos que os algoritmos sao globalmente convergentes e

apresentaremos resultados de complexidade.

0.2 Notacgoes

Ao longo deste trabalho usaremos as seguintes notacoes:
oc=(1,1,...,1)%
Dado z € R™:

e z > 0,denota z; > 0, para todo i € {1,2,...,n}.

o %= (z¥,...,2%) onde o € R.

e Dado um conjunto I = {iy,ig,...,4p} C {1,2,...,n}, denotamos
1 = (Tiy, Tigy - -5 Tiy)-

o X =diag(x¥,29,...,z5), onde a € R.

Dado uma matriz definida positiva A:
o [ld]la = (d'Ad)'/?

T : R"™ = R"™ denota que o operador 1" é multivaluado. Diremos também

que o operador é ponto-conjunto, caso contrario diremos que o operador é



ponto-ponto. O dominio, a imagem e o grdfico de T sdo, respectivamente:

D(T) = {zeR"|T(z)# 0},
R(T) = {veR"|3z,veT(x)}
G(T) = {(z,v)[veT(x)}

Dado um conjunto C' C R"™ convexo e fechado:
e C° denota o interior de C.

e d(z,C) = minyec ||z —y|.

e Pc = projecao ortogonao sobre C.

A notagao ||.||, sem maiores especificagoes, denota a norma euclideana,
. 1/2
ie. |z| = (z,z)'2

e [; denota o operador identidade.

eR:=RU—-0c0U+ox.



Capitulo 1

Definicoes e resultados

preliminares

Neste capitulo apresentaremos de forma resumida algumas definigoes bésicas
e resultados uteis para nosso trabalho. O capitulo estd estruturado da
seguinte forma: na Secao 1.1 apresentaremos resultados relacionados ao con-
ceito de operador mondétono maximal, bem como resultados conhecidos sobre
a estrutura da imagem e a maximalidade da soma de operadores mondétonos
maximais. Também apresentaremos o conceito de e-extensao de um oper-
ador monétono maximal, introduzido em [8]. Na Secao 1.2 definiremos o
Problema de Complementaridade Mond6tono e o Problema de Desigualdade
Variacional. Apresentaremos o Método do Ponto Proximal Classico e os
critérios de erro nas variantes inexatas do método, com énfase no método
hibrido e a teoria de erro relativo de Solodov-Svaiter. Também apresentare-
mos, de forma resumida, os resultados principais de dois trabalhos relaciona-
dos ao estudo de trajetérias centrais, [22], [25]. Finalizaremos na Segao 1.4

com alguns resultados técnicos que usaremos posteriormente.



1.1 Operadores mon6tonos maximais

1.1.1 Definicoes e exemplo

A seguir apresentamos algumas defini¢bes e resultados bésicos de analise
convexa e da teoria de operadores mondtonos. Embora muitos destes sejam
vélidos em espagos de Hilbert e mesmo em espacos de Banach, vamos nos
restringir a espacos de dimensao finita.

Seja f: R" — (—o00, +00]. A fungdo f é convera se
f(az+ (1 a)y) < af(x) + (1 — a)f(y), Yo,y € R", Ya € [0,1]

Se, além disto, f nao for identicamente 400, entao ela é é convexa propria.
Uma condi¢do mais restritiva que a convexidade é a convexidade forte. A
funcao f é fortemente convexa, com parametro de convexidade forte v > 0

se

flaz+ (1 —a)y) <af(x)+ (1 -a)f(y) — (v/2)al — )|z -yl
Vx,y € R", Ya € [0, 1].

O subdiferencial de uma funcao convexa prépria f : R" — (—o00, 00|

é a aplicagao df : R® = R" definida por
Of(x) ={veR"| f(y) = f(z) + (v,y —z), Yy e R"}.

Proposicao 1.1.1. Seja f : R" — (—o0,+0o0] uma fung¢dao fortemente
conveza, propria, com parametro de convexidade y. Entdo, para todo x,y €

R" ev € 0f(x),
Fy) = f(@)+ {v,2" —a) + (v/2) |« — ||
Seja T : R™ = R™. O operador T' é mondtono se

V(z,v), (2',v") € G(T) = (v—',2—2') >0.



Como veremos a seguir, convexidade e monotonia estao fortemente rela-
cionadas. O operador T é fortemente mondtono, com pardmetro de mono-

tonia forte v > 0, se :
V(z,v), (a/,v") € G(T) temos (v — v,z —2') > |z — 2'|>.

Observemos que se f é uma fungéo convexa em R", entdo df e monétono.
Se f é fortemente convexa, com parametro v, entdo df e fortemente mondtono
com o mesmo parametro -y.

Um operador T : R™ = R"™ é mondtono mazimal se é mondtono e seua
grafica nao estd estritamente contida na grafica de qualquer outro operador

monotono, isto é,

T mondtono e

T monétono, G(T) C G(T) = T =T.

O proximo resultado foi provado por Rockafellar, no contexto de espacos

de Banach [38].

Teorema 1.1.2. Seja f: R" — (—o00, +00] uma fung¢ao convexa prépria,

semicontinua inferiormente, entao Of € mondtono mazximal.

Os operadores mondétonos maximais tém muitas propriedades interes-

santes, a seguir veremos algumas.
Proposigao 1.1.3. Se T': R™" = R", ¢ mondtono maximal, entdo
e 0 operador T~ : R® = R" definido por
T\ (w) = {z | w € T(x)},
também é mondtono maximal,

e para todo x € R™, T'(x) € um conjunto convezo e fechado,
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e para todo w € R™, T~ (w) é um conjunto convexo e fechado,
e G(T) é fechado.
Demonstragao. Ver [17, Proposicao 2.9], [6, Corolario 2.5]. O

Seja C' € R™ um conjunto convexo e fechado. O operador normalizador

do conjunto C é o operador N¢ : R = R"

Ne() {w e R" | (w,y —x) <0, Vy € C}, sex e C
clr) =
(Z), em outro caso.

A fungao indicadora de C C R™ é definida como ¢ : R® — RU{+o0},

0, sex € C
oo =
400, em outro caso.

Observemos que se o conjunto C' C R™ é convexo, fechado e nao-vazio,

entao d¢ é convexa, propria semicontinua inferiormente e
N¢g = 06¢ .

Portanto, neste caso, N¢ é mondétono maximal.

1.1.2 Soma e imagem de operadores mondotonos maximais.

Da definicdo de monotonia, segue-se imediatamente que a soma de oper-
adores mondtonos da como resultado um novo operador mondétono, mas em
geral a maximalidade nao é preservada da mesma forma. O problema da
maximalidade da soma de operadores mondétonos maximais é um problema
de grande interesse. A continuacdo apresentamos um conhecido resultado de
Rockafellar, que foi provado em espagos de Banach reflexivos [39, Teorema

1.

Teorema 1.1.4. Sejam 17 : R™ = R" e T5 : R™ = R"™ mondtonos maxi-
mais tais que D(Ty) N D(T)? # 0. Entdo Ty + Ty é mondtono mazimal.

11



O estudo da imagem de operadores monétonos maximais também é um
problema de grande interesse. A seguir apresentamos alguns resultados. O

seguinte resultado foi obtido por Minty, em espagos de Hilbert [33].
Teorema 1.1.5. Seja T : R™ =2 R" mondtono mazimal, entdo R(T+1;) =
R™.

Teorema 1.1.6. Seja T : R™ = R"™ mondtono mazimal. SeT" € fortemente

mondtono, entio R(T) = R".

Demonstragao. Ver [6] Corolario 2.4. O

1.1.3 eExtensao de um operador monétono maximal

Em [8] foi introduzido o conceito de e-extensio de um operador; vamos
lembrar sua definicao.

Dado € > 0, a e-extensio de T : R™ = R™ é o operador T19 : R = R",

T (z) = {v|{v -2,z —2') > —¢, paratodo 2’ € R", v € T(2')}.

E f4cil verificar que:
Para € > e, temos Tl (z) c Tl(z).
Se T’ é monétono maximal, TI(z) = T'(x).

O conceito de e-extensao e suas propriedades foram generalizadas a
espacos de Hilbert e a espagos de Banach [9, 10]. Aplicacoes da e-extensao
de um operador monétono podem ser encontradas em [41]. De forma geral,
a e-extensao é usada para relaxar relagoes de inclusao nos sistemas proximais

a serem resolvidos em cada iteracao de algoritmos de tipo ponto proximal.

O resultado que enunciaremos a seguir foi provado em [11, Lema 2.2]

Lema 1.1.7. Seja T : R™ = R™, mondtono mazximal tal que D(T) C R
SeveT(x) eue RY, entdo

v—ueTE(z),

12



com e = (z,u).
Iremos necessitar a seguinte extensao trivial do lema anterior.

Lema 1.1.8. Seja T : R™ x R™ == R™ x R™ mondtono mazimal, tal que
D(T) CR" x RY. Se (v,w) € T(x,y) eu € R, entdo

(0,0 — w) € TH(z,),
com & = {u,y).
Demonstracdo. Tome (v/,w') € T(a',y). Temos
() = (o= 0. ()~ (200
(@) = ), o)~ ) )+ (0.0~ (220))
> (00 ) = @0 ) = () = ) = )

onde a primeira desigualdade segue da monotonia do operador 7', e a segunda

desigualdade segue da nao-negatividade de u e y/. O

1.2 Problemas envolvendo operadores mondétonos

maximais

1.2.1 O Problema de Complementaridade Mondétono

Vamos recordar a defini¢ao formal do Problema da Complementaridade Mondtono:

Dado T": R® = R"™ um operador monétono maximal, encontrar
z¥ >0 tal que 3w* € T(z*); w* >0, zjw; =0, i=1,---,n. (1.1)
A notacao para este problema serd MCP(T). No caso em que o operador

mondétono maximal 7" for linear, denotaremos o problema por LM CP(T).

13



Diremos que o problema MCP(T) satisfaz a condi¢cdo de factibilidade

estrita se
Existem z,y € R" tais que y € T'(x) e x,y > 0.

Vamos denotar o conjunto de solugoes do MCP(T'), por Spc(T). Dire-
mos que (x*, y*) satisfazendo (1.1) sdo solugées complementares do problema

MCP(T). Usaremos a notagao
Syc(T) ={(z",y") | (2%, y") satisfazem (1.1)}. (1.2)

As solugoes complementares (z*,y*) € S},~(T) sao estritamente comple-
mentares se

x; >0o0uy; >0, i=1,---,n.

Alternativamente, dizemos que (z*, y*) satisfazem a condi¢cdo de complemen-
taridade estrita. Vamos denotar o conjunto destes pontos por Sy, (T).
O MCP(T) é nao degenerado se existirem solugoes estritamente comple-
mentares, caso contrario o MCP(T) é degenerado.

Associados a MCP(T'), definiremos os conjuntos

I'={ie{l,...,n}| existe (z*,y*) € S};c(T), com z; > 0},
J = {j €1,...,n| existe (z*,y*) € S};o(T), com y! > 0}, (1.3)
K:={1,...,n}\{IUJ}.

O conjunto de solucoes complementares S},~(T") é convexo e fechado
(ver [22, Lema 2.3]). No caso em que o MCP(T) é nao degenerado, prova-
se que a estrutura dos zeros das solucoes estritamente complementares é
invariante; ou seja, para toda solucao estritamente complementar, (z*,y*),
vale que :E;‘ = 0 para todo j € J e y; = 0 para todo 7 € I.

Seguindo a notacao de McLinden [31], para v € R™ definiremos o suporte
de v:

ow)={ie{l,...,n} |v; >0},

14



e consideraremos a ordem parcial em R"™ definida por:
v=useoc(v) Cou).

Dois vetores sao ditos equivalentes, denotando-se u ~ v, se u < v e v =X u,

isto é o(u) = o(v). Um elemento u € U C R" é dito <-mazximal de U, se
veUeu<v=— v~u.

E obvio que todo conjunto U C R", tem pelo menos um elemento maximal.

Guler e Ye [23], fizeram a seguinte observagao:

“Seja U C R™ um conjunto convexo. Entao todos os elementos

maximais de U sao equivalentes.”

Note-se que, em particular, a observagao anterior implica em que no caso
U C R, a estrutura dos zeros dos elementos maximais do conjunto U ¢
invariante; ou seja, se z; = 0 para algum z*, elemento maximal de U, entao

z; = 0 para todo z € U.
Observagao 1.2.1.

1. Os comentarios anteriores, aplicados ao conjunto Sy;~(T), implicam
em que para todo (x*,y*), elemento mazximal de Sy;~(T), vale que
x; > 0 para todo i € I, y;'-‘>0pamt0d0jEJeszyZzOpam
todo k € K.

2. Sob hipdtese de complementaridade estrita, Styo(T) € o conjunto
de elementos mazimais de S3;~(T). Logo, considerando (x*,y*) €
Stvc(T), segue do item 1) e da condi¢do de complementaridade,

(z*,y") =0, que 7 =0 para todo j € J ey =0 para todo i € I.

Para um resumo detalhado de varios dos principais resultados relaciona-
dos com o Problema de Complementaridade no caso finito-dimensional pode

ser consultado [24].
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1.2.2 O Problema da Desigualdade Variacional

O Problema da Desigualdade Variacional em R™ consiste em, dados T :

R" = R" e C C R"” convexo e fechado, encontrar

z* € C tal que 3 w* € T(2¥) com (w*,x —z*) > 0, para todo Vz € C.
(1.4)
Vamos empregar a notagao VIP(T,C) para este problema. Denotaremos o
conjunto de solugdes do VIP(T,C) por S(T,C).

O Problema de Complementaridade Monétono, MCP(T), é um caso
particular do Problema da Desigualdade Variacional VI P(T', C), considerando
C =R".

Consideremos o Problema de Otimizacao Convexa:

P) min  f(x) | (1.5)
sa.  gi(x) <0,i=1,...,m.
onde f, g; : R — R sdo funcgoes convexas, proprias e fechadas e difer-

enciaveis. Este problema também ¢é equivalente a um problema variacional:

VIP(Vf,C),

(1.6)
onde C ={z|g;i(x) <0, i=1,...,m}.

1.2.3 Um problema de desigualdade variacional particular

Estamos interessados em um Problema da Desigualdade Variacional partic-
ular:

VIP(T,R" x R (1.7)

onde T : R” x R™ = R"™ x R™ é mondtono maximal. Como veremos
adiante, problemas nesta forma serao trataveis pelo método da bareira log-

quadrética.
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O problema (1.7) é equivalente ao seguinte problema: Encontrar (z*, y*) €

R x R™ tal que
y* >0, existe w* >0, (0,w") e T(z*y"),wy; =0,i=1,...,m. (1.8)

Este problema problema acima é formalmente similar ao problema de com-
plementaridade nao linear, como formulado em (1.1).

Observemos que o problema de complementaridade mondtono pode ser
visto como um caso particular do problema (1.7), quando n = 0. Extender-
emos os conceitos de solucoes complementares e complementaridade estrita

ao problema (1.7).

Definicao 1.2.2. Dizemos que (x*,y*, w*) sdo solugoes complementares do
problema (1.7) se z*, y*, w* satisfizerem (1.8). O conjunto de solugies

complementares serd denotado por
Spm(T) ={(2",y*,w") | satisfazem (1.8)}. (1.9)

As solugoes complementares (z*,y*,w*) € Sy . (T) sdo estritamente

complementares se

(y;-k>00uw;‘>0>, t1=1,---,m.

Alternativamente, dizemos que (x*,y*,w*) satisfazem a condi¢ao de com-

plementaridade estrita.

O problema (1.7) é nao degenerado se existirem solugoes estritamente
complementares, caso contrario é degenerado.

Associado ao VIP(T,R" x R'!') introduziremos os seguintes conjuntos

I:={ie{l,...,m}| existe (z* ¢y*,w*) € S} ,.(T), com y; >0},

{7e{1,...,m}| existe (z* y*,w*) € S} ,.(T), com w; > 0},
{1

T
E={1,...m}\{ITuJ}.

17



Neste caso, estendendo a andlise feita para o Problema de Complementari-
dade Monoétono, também podemos provar que para toda solugdo estrita-

mente complementar (z*,y*, w*), vale que
y; > 0,w5 >0, (1.10)

e isto implica, pela condigao de complementaridade (y*,w*) = 0, em que

y5=0ew;=0.

Lema 1.2.3. Seja T monétono mazximal e Sy, . (T) o conjunto de solugoés

complementares do VIP(T,R"xRT), entio S}, ,,(T) é um conjunto convero

e fechado

Demonstragdo. Observemos que VIP(T,R" x R'") é equivalente ao prob-
lema:

Encontrar (z*,y*) tal que
0e [T+ NRanT](m*,y*),
ou, encontrar z*, y*, u* e w* tais que
(v, w") € T(z%,y"), —(u*,w") € Nrnxmryp(z*,y").
Definindo 7' : R"™ x R*t™ — Rntm x RHm

A~ N n m x*’ * + u*’w*
T(iv*ay*au*,w*) = Rl XR+( Y ) ( )
T ((u*w*)) = (2%, y")

Podemos reformular o sistema de inclusoes anterior como:
Encontrar (z*,y*, u*, w*) tal que

~

0eT(x"y",u",w").

E facil verificar, aplicando o Teorema 1.1.4 aos operadores monétonos

maximais 77 : R?™™ x R"T = R"™™ x Rt ¢ T, : R"™™ x R =
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R™»™™ x R definidos por:

Ti((z,y,u,v)) = (NRanT(m,y),Tfl(u,fu)) com D(T1) = R" x R} x R(T),
To(z,y,u,w)) = ((u,w),—(x,y)) com D(Ty) = R x R

que o operador T = T} +T, é mondtono maximal. Portanto, pelo Proposicao

1.1.3, segue-se que o conjunto
S(T) = {(x*jy*,u*,w*) |0 e T(m*,y*,u*,w*)}
é convexo e fechado. Para concluir, Observemos que

S (T) = {(@", 5", w") | (&*,y",0,0") € S(T).

Definiremos o suporte de (z,y,w) € R” x R™ x R™:
o(x,y,w)={ie{1,2,...,m} |y; >0 ouw; >0},
e consideraremos a ordem parcial em R"™ definida por:
(@, w') =2 (z,y,u) se o(2,y,w') C o(x,y,u).

Dois vetores sao ditos equivalentes, denotando-se (z/,y/,w’) ~ (z,y,w), se
(2", ¢, w') 2 (2, y,w) e (z,y,w) 2 (2, ¢, w'), isto é o (2', ¢, ') = o (z, y, w).

Um elemento (z,y,w) € U C R™ é dito <-mazimal de U, se
(z,y,w) €U e (zv,y,w) = (¢, ¢/, w) = (2, ¢, 0') ~ (z,y,w).

Pela convexidade de S}, ,,,(T'), temos que seus elementos maximais sao equiv-
alentes. Observemos que a ordem parcial, <, esta definida nas componentes
nao negativas, (y,w), das solu¢oes complementares. Portanto, segue-se que
a estrutura dos zeros das componentes (y,w) dos elementos maximais de
S;;m(T ) é invariante. Isto implica em que para todo elemento maximal,
(z*,y*,w*), de Sy, (T), vale que y; > 0, para todo i € Ie w; > 0, para

todo j € J e yf = wj =0 para todo k € K.
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Observagao 1.2.4.

1. Sob hipdtese de complementaridade estrita, o conjunto de solu¢des es-
tritamente complementares é o conjunto de elementos mazrimais de
S;m(T). Logo, considerando wma solugao estritamente complemen-
tar, (x*,y*, w*), seque da observagdo anterior e da condi¢io de com-
plementaridade (y*,w*) = 0, que para y; = 0 para todo j € J ew; =0

para todo i € I e y; = w;, =0 para todo k € K.

Como motivagao para o estudo do problema (1.7) consideremos um prob-
lema variacional na forma
VIP(T,C),

(1.11)
com C ={z|gi(z) <0,i=1,...,m},

onde T : R™ = R" é mondétono maximal e g; : R" — R sao funcoes
convexas, proprias, fechadas e diferencidveis. Uma grande variedade de
problemas variacionais vém dados na forma acima. O problema (1.6) é
um caso particular do problema acima. Portanto, o problema de otimizacgao

convexa (1.5) tambem é um caso particular de (1.11). Definindo outra vez
G(z) == (g1(2), - -, gm(x)) €

T(a:, y) = T(z) + ZG;‘%;;/J’VQ(*%)J' :

temos que T é monétono em R™ x R'! e sob condigoes de regularidade,
(1.11) é equivalente a VIP(T,R" x RT").
1.2.4 O problema de achar um zero de um operador monétono

maximal

Nesta se¢ao consideraremos o problema de achar um zero de um operador

mondtono maximal 7' : R = R"™: encontrar

z* € R" tal que 0 € T'(z"). (1.12)
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Entre os mais importantes procedimentos para resolver este problema
temos o método de ponto-proximal PPA, que consiste em:

Escolher 2y € R™ .

Para k=0,1,2....
Escolher Ay > 0 e obter x11 como uma solucao aproximada do problema:
Encontrar

z € R" tal que 0 € \T'(z) + = — xy, (1.13)
isto é

Tht1 ~ ()\kT + I)il(xk).

Este método foi estudado por Rockafellar [40] e esta baseado num resul-
tado de Minty [33]: Se T' é mondtono maximal e A > 0, entdo o operador
J; = (AT + I)~! é ndo expansivo, ponto-a-ponto e com dominio o espaco
todo.

Entre os mais importantes resultados ligados ao Método do Ponto Prox-
imal, destacamos o seguinte, devido a Rockafellar (vide [40]).

Se o problema (1.12) tem solugdao, e a sequéncia \j é limitada inferi-
ormente por um nimero positivo, entdo a sequéncia {xy}, . gerada pelo
método PPA converge fracamente a uma solugao do problema (1.12).

Certamente para um operador geral nao linear a resolugao exata de
(1.13) é um problema extremamente complexo, portanto é natural consid-
erar critérios de resolucao aproximada. Para admitir solugoes inexatas de
(1.13), introduziram-se diversas nogoes de erro. Por exemplo, Rockafellar

[40], considera xp1 = ‘]/\Tk (z1) + eg, com erros, {ex} o, satisfazendo
+oo
b Zk:l €k < +OO,
o llexll < Ollzk — zp_1ll, com Y220 6 < +oc.

Tossings [49] considera o esquema proximal zyi1 = Jf: (z1) + e, onde T* é

uma sequéncia de operadores mondtonos maximais convergindo a 7' em uma
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certa métrica e a sequéncia de erros {ey}, .y ¢ somdvel em norma, obtendo-
se convergéncia fraca a uma solugao. Lehdili e Moudafi [30] consideram o
esquema proximal de Tossings, com os operadores regularizacao de Tikhonov
do operador T, T* = T + puI. Com uma escolha adequada das sequéncias
de parametros A\ e ug, eles obtém convergéncia forte a uma solucao do
problema (1.12).

Iremos empregar os métodos hibridos e a teoria de condicoes de erro rel-
ativo, introduzida e estudada por Solodov-Svaiter [42, 41], na qual é deixado
de lado o requerimento de somabilidade dos erros. Os autores combinam o
passo proximal com uma projecao ou passo extragradiente, sem acrescentar
complexidade ao algoritmo. Desta forma eles garantem a convergéncia da
sequéncia ao conjunto solucao. A seguir, descrevemos este método.

O problema proximal (1.13), resolvido para um dado k, pode ser gener-
icamente descrito como o problema:

Encontrar

xz € R" tal que 0 € \T'(z) + = — 7, (1.14)

com Z € R" e A > 0 dados. De fato, tomando-se Z = zF e A = A\, o
problema (1.14) se transforma em (1.13). O problema proximal genérico

(1.14) é equivalente ao sistema

veT(x),

(1.15)
O=MNv+2z—12.

A inclusdo acima pode ser relaxada para v € TI)(z), e o erro neste relax-

amento, serd quantificado por
er(z,v) = inf{e >0|ve T[E](a:)} ,

com er(z,v) := +00 se o conjunto {e >0 | v € Tl(z)} for vazio. A igual-

dade em (1.15) é relaxada como 0 =~ A\v+ x — Z, e 0 erro nesta aproximacao
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é | M+ z — Z|. Em [44] foi introduzida a fun¢io Sy z: R" x R" — R
Staz(x,v) = |\ +z — Z||? + 2er(z,v). (1.16)

Ao longo deste trabalho denominaremos Stz de func¢do de mérito de

Solodov-Svaiter.

Apresentamos a continuacao alguns dos resultados de [44, 43], em forma

resumida.

Teorema 1.2.5. Sejam T : R" = R"™ mondtono mazximal, A > 0, z € R"

e Stz a funcao de mérito de Solodov-Svaiter. Entdo:

i) Stz € uma fung¢do de mérito para o sistema proximal (1.15), ou seja
Stz > 0eSraz(x,v) =0 se e somente se (x,v) € solugao do sistema

proximal (1.15).
ii) St Az € fortemente conveza com parametro de convezidade forte (2,2)?).

iii) Sejam x* € R™ uma solugao do problema (1.12) e (z,v) € R* x R" e

definamos T = T — \v. Entao:
lz* = 24 |* < fla* — 2|* + Sras(,v) — llz - 2%,
iv) Seja (z,0) € R™ x R™ uma solugdo do problema (1.15). Entao temos:
& — || + A*[|0 — v[|* < Sy (2,0), V(z,0) € R" x R™
Demonstragdo. Ver [43, Teorema 1, Corolario 1 e Lema 3]. O
Coroldrio 1.2.6. Seja (#,0) € solugao do sistema proximal (1.15) . Entdo
| — z||* < Sraz(r,v), Y(z,v) € R™™

Demonstragdao. Ver [44] Corolario 1. O
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Observagao 1.2.7.
1. Note-se que iii) garante que se vale a sequinte condi¢do
Staz(r,v) <oz — |2 (1.17)

onde o € (0,1), obtemos que ||z* —Z||?> < ||z* —Z|?> - (1 —0) ||z —z|%.
Ou seja, temos um decréscimo no quadrado da distancia ao conjunto
solucdo do problema. Basicamente, isto € o que garante a convergéncia

do método hibrido descrito em [43], a uma solugdo do problema (1.12).

Segue do Teorema 1.2.5 iii) o sequinte coroldrio, para o caso de definir

passos hibridos relazados.

Corolério 1.2.8. Sejam z* € R™ uma solugdo do problema (1.12) e (Z,v) €
R"™ x R™. Definamos z(6) = T — O v, entdo:

lz* = 2(@)]* < ll* = z[* + 0 [Sraz(z,v) — [z —z|].
Demonstragao. Definindo T, = & — Az, segue-se que
z0) =z -0 =0z - )+ (1—-0)z=0z,+ (1-6)z.
Logo, por iii) de lema anterior, obtemos que

lo* —z(O)|> = Ja* — 024 — (1-0)7||* < Olla* — 24 [* + (1 — 0)[|«* — 7|2
Ol = zl* + Stas(@,v) — o — 2] + (1 - 0) =" — 2|
la* = Z||* + 0 [STrz(z,v) — [l — 2?] .

IN

IN

O

1.3 Trajetérias centrais

Nesta secdo apresentaremos resultados relacionados com o conceito de tra-
jetoria central. Estes resultados nao serao usados ao longo do mnosso tra-
ballho e os apresentamos com o intuito de que possam ser comparados aos

Nnossos.
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No contexto do Problema de Complementaridade Mondtono MCP(T),
Guler [22] estuda a existéncia de trajetdrias centrais para operadores mondto-
nos maximais. A sequir apresentaremos de forma resumida seus resultados.

Seja T : R™ = R™ mondtono mazimal, consideremos as hipoteses
1. Ezistem (x,y) € R"xR" tais que x € D(T)NRY | ey € T(x)NRY .
2. D(T)NRY, #0 e G(T)N (R xRY,) # 0.
3. Vale 1 e o operador T satisfaz a propriedade-L, isto é:
Vv e R(T), Vye D(T), 3¢ =c(y,v) € R tal que
inf gy (1 — 0.2~ y) > ey, v).

Ezemplos de operadores mondtonos maximais que satisfazem a propriedade-
L sao, o subdiferencial de uma funcdo propria, convera e fechada, os oper-
adores mondtonos maximais coercivos, os operadores com dominio ou 1m-
agem limitados.

Por meio de uma formulagdo primal-dual, define-se a trajetéria central

como o conjunto:
{(z,y) e R} xR}, |y eT(z), XYe=pe, p>0}.

Prova-se que as hipdteses 1 e 2 sao equivalentes. Definindo-se o operador

V:R"=R" com D(V) =R:
V(z) ={(z,y) e R xR |y € T(z), XYe = z}.
Prova-se que V' € um operador semicontinuo superiormente, ou seja
Vz' € D(V) eVe> 0,36 >0, tal que x € Bs(z°) = T(2) C T(2")+B.(0),

e quando restrito a Rl , € ponto-a-ponto e continuo. Notando que a tra-
jetdria central corresponde a tomar (x(p),y(p)) € V(ue), os resultados an-
teriores implicam que ela estd bem definida e continua e os pontos de acu-

mulagao, quando p converge a zero, sao solugoes do problema MCP(T).
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Sob as mesmas hipdteses, provam-se também resultados andlogos para o
caso mais geral de trajetorias centrais, {(:c(t),y(t))}teR++, definidas como

solucao do sistema:

{(z,y) e R} x R | F(z,y) = w(t)},

onde F(z,y) = (XYe,T(z) —y) : R x R® = R" x Rl com D(F) =
(D(T) N err) xRY ew: (0,1 = R}, xR, é uma fungdo continua sat-
isfazendo w(0)=0. Desta forma, Guler generaliza os resultados de Kojima,
Mizuno e Noma [29], que consideram a mesma formulagao, no caso em que
T :R"™ — R"™ € um operador ponto-ponto, continuo, tal que o interior do
seu dominio contém o ortante positivo. Sob esta hipdtese, os autores provam
a existéncia e continuidade da trajetoria central e a otimalidade do ponto
limite, quando o pardmetro t converge a zero (vide [29]).

No contexto do Problema da Desigualdade Variacional VIP(T,C), Tusem
et al. [25] supoem que C° # O e consideram uma fun¢ao h : C° —
R estritamente convexa e diferencidvel, tal que Vh diverge na fronteira
do conjunto C. Os autores definem a trajetoria central para o problema
VIP(T,C) com barreira h, como o conjunto {x(A\)})cg,, de solugdes do

sistema parametrizado em \:
0 € AT (z) + Vh(z). (1.18)

Neste trabalho eles analisam condi¢oes sobre T, C' e h que garantem a ez-
isténcia e limitacao desta trajetoria, bem como condi¢des para a existéncia
de x* = limy_, 1o (\) e sua otimalidade.

Apresentaremos a sequir alguns dos resultados principais de [25]. Virios
conjuntos das sequintes hipdteses serao usadas.
A1) h : R" — R U {oo} € uma fungao estritamente conveza, fechada, e
continuamente diferencidvel em C°.

A2) h é coerciva na fronteira, isto é, para todo y € CY se {x;} ¢é uma
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sequéncia contida em C° que converge a um ponto T na fronteira OC de C,
entdo limg_, 1 oo (Vh(zy),y — z1) = —00.

A3) h € finita na fronteira, isto é, h : R — RU{oo} € uma funcao finita,
estritamente conveza, e continua em C.

A4) h é coerciva na zona, isto é, para todo y € R" existe x € C° tal que
Vh(z) =y.

A5) h é separdvel, isto é, h(x) =Y i1 hj(x;) com hj: (o, 5;) — R.

A6) D(T) N CO +# (.

A7) T é da forma T = T + Ny, onde V é um conjunto nao vazio, CONVETO
e fechado e 7:R* — R" ¢ ponto-a-ponto continuo e paramondtono, ou
seja, € mondtono mazimal e se (u—v,x—y) =0 comu e T(x) ev e T(y),
entio, v € T(z),u € T(y).

A8) As hipdteses de A7) sao vdlidas, sendo que neste caso V € uma variedade
linear, T é continuamente diferencidvel e existe um subespaco W tal que
Ker(J;)(xz) =W.

A10) S(T,C) #0.

A11) h atinge seu minimo em D(T) N C° em algum ponto .

A12) A funcgdao gap do problema VIP(T,C), que é definida por:

qr,C(z) = sup (v,z—vy), Ve € R"
yeC
veT(y)

€ finita em todo ponto.

A13) Uma das sequintes condigdes é vdlida:

1. S(T,C) ¢ limitado e T = Of para alguma fun¢io f : R — R U
{+o0}.

2. Eziste y € CON D(T) tal que limy_, o (uF, 2% — y) = oo para toda

{2*} tal que limy,_, 4 ||2"|| = 0o e para toda {u*} € T(z*).
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3. D(T)NC é limitado.

O seguinte resultado mostra que a trajetoria dada em (1.18) estd bem

definida.

Proposicao 1.3.1. Seja T : R™ = R"™ mondtono maximal tal que satisfaz

A10). Se umas das sequintes hipdtese for vdlida:

i) h satisfaz A4,

it) h satifaz A2 e A11, T satisfaz A8 e A12 € satisfeita,
entio o operador T\ = AT + Vh tem um tnico zero x(\) € D(T) U C°.
Demonstragao. Ver [25, Proposicao 2]. O

O seguinte resultado mostra que a trajetoria € continua e que o valor da

funcao barreira cresce ao longo dela.

Proposigao 1.3.2. Suponhamos que as as hipdtese da Proposicdo 1.3.1 sao
vdlidas, entdo:
i) h(xz(X\)) € ndao decrescente em A.

ii) () € continua em todo \ > 0.
Demonstragao. Ver [25, Proposicao 3]. O

O resultado a continugcao mostra que a trajetoria tem pontos de acu-

mulacdo.

Proposicao 1.3.3. Vamos supor que T : D(T) = R™ é mondtono maximal
e satisfaz A7), que S(T,C) # 0, que h satisfaz A11), e que todas as hipdteses
da Proposicao 1.5.2, sao validas. Se uma das sequintes condigoes for vdlida:
i) h satisfaz A3),

i1) A13) € satisfeita,

entao x(\) tem pontos de acumulagdo.
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Demonstragao. Ver [25, Proposicao 4]. O

O seguinte resultado mostra que os pontos de acumulagao da trajetoria

sao solugoes do VIP(T,C).

Proposigao 1.3.4. Se as hipdteses da Proposicao 1.3.3 sao vdlidas, entdo

todos os pontos de acumulagdo da trajetdria x(\) sao solugoes do problema

VIP(T,C).
Demonstragao. Ver [25, Proposicao 5]. O

A sequinte proposicao mostra que se a funcdo barreira € finita na fron-

teira, entdo a trajetoria € convergente e o limite pode ser caraterizado.

Proposicao 1.3.5. Suponhamos que as hipdteses da Proposi¢do 1.3.83 sao
vdlidas e que h satisfaz A2) entao, existe limy_ox(N\) e este limite é solugao

do problema:
min h(zx)

sazx e S(T,C)

Demonstragao. Ver [25, Proposicao 6]. O

No caso em que a funcgdo barreira h nao € finita na fronteira, os autores

também apresentam um resultado de convergéncia da trajetoria ao centro

analitico de S(T.C).
Definindo o conjunto J = {j € {1,...,n} |3z € S(T,C) com z; >0} e
considerando que h € separdvel, ¢ definida a funcdo: h: R}, — R
h(x) = hj(xy),
JjeJ

e prova-se o sequinte resultado.

Teorema 1.3.6. Suponhamos que C = R} e que as hipdteses A5, A2, Al, e
A1l A18 sao vdlidas e que o operador T satisfaz A6, A7, A8 e A10, entado,
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a trajetoria central {x(\)} converge quando N\ — 0 + oo a z*, solugdo do

problema:

sax € S(T,C).

Demonstragao. Ver [25, Teorema 2. O

Resultados adicionais sobre diferenciabilidade e analiticidade da trajetoria
central para o Problema de Complementaridade Linear Mondtono, podem ser
encontradas em [35] e [46]. Outros trabalhos relevantes em que se estudam
trajetorias centrais ndo relacionadas a barreira logaritmica, bem como algo-

ritmos de tipo path-following ao longo destas trajetdrias, sao [56], [12], [14],

[13], [55], [15],

1.4 Resultados Auxiliares

Concluimos este capitulo apresentando vdrios resultados técnicos, encontra-
dos na literatura e que usaremos ao longo do trabalho. Por razoes de com-
pleteza incluimos as demostracées. O primeiro é uma conhecida propriedade

da regularizacao de Tikhonov de wm operador mondtono mazimal.

Lema 1.4.1. Sejam T : R" == R™ mondtono mazimal, A > 0 e x(\) a

solucao do problema: Encontrar
x € R" tal que 0 € AT (z) + x.
Se T~1(0) # 0, entdo

i) le(A) — 2|l < [la* = z||, Va* € T7(0).

ii) limy 4o z(lambda) = Pp-1(g)(Z)

Demonstragao. Pelo Teorema de Minty (Teorema 1.1.5), temos que x(\)

estda bem definido para todo A > 0.
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i) Temos que Z — z(\) € AT (z())), logo pela monotonia de T', segue-se
que para todo z* tal que 0 € T'(x*)

(T —2(A),2(A) —2") 20,

donde obtemos

(@(\) = 2,2 — 7) > [l2 (V) — 2|

Aplicandoe a desigualdade de Cauchy-Schwartz ao lado esquerdo da ex-
pressao anterior, segue o resultado.
ii) Definamos v(\) = (1/A)(Z — z(A)). Observemos que pelo item i)
segue-se que {x(\), A >) é limitado, portanto
li A)=0.
)\—1>I-|r-loov( ) 0

Consideremos uma sequéncia convergente {x(A;)}ren arbitraria e denote-
mos por & o seu limite. Usando que a grafica de T é fechado, segue-se que

0 € T(z). Passando ao limite no item i) obtemos
|z — &|| < ||# — 2*||, para todo z* € T~1(0)
e isto implica no resultado. O

Apresentamos a sequir dois resultados técnicos, muito usados no estudo

de algoritmos do tipo path-following.
Lema 1.4.2. Sejam 3 € (0,1), a € R" tais que ||ja — e|| < 3, entdo
i)0<1—p<a; <148, parai=1,2,...,n,
i) A =diag(a) € ndo singular e ||A=1/2b| < ||b]|/(1 — B)*/2.
Demonstragao. Observemos que, da relagao [|a — e|| < (3, segue-se que

la; — 1| < B, parai=1,...,n.
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Portanto, vale que
0<1-p8<a;<1+p3,1=1,...,n.
Destas inequagoes seguem imediatamente os itens i) e ii). O

Corolério 1.4.3. Sejam x € R, X = diag(z), e d € R" tais que
| X~ td|| < 1. Entdo z+d € R,

Demonstrag¢io. Notemos que || X td+e—e| = | X1d|| < 1. Logo segue de
i) do Lema 1.4.2 que
X 'd+eeRL,.

Temos que z € R’ |, portanto multiplicando X ~1d + e a esquerda por X,

segue que v +d € R . O
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Capitulo 2

As trajetorias

log-quadraticas.

Neste capitulo, vamos definir e estudar as trajetorias log-quadrdticas para
o Problema de Complementaridade Mondtono e wm Problema da Desigual-
dade Variacional. Estas trajetorias estao associadas a barreiras log-quadrdti-
cas. Embora as trajetorias associadas a barreiras logaritimicas necessitem da
condicao de factibilidade estrita, as trajetorias log-quadrdticas nao requerem
esta hipotese. Nossos resultados ndo se deduzem dos resultados apresentados
no capitu-lo anterior, na Se¢do 1.3, embora nas provas de alguns resultados,
sejam usadas as técnicas de [29].

Para a defini¢do e estudo da trajetoria log-quadrdtica, consideramos uma
funcdo de barriera com estrutura de reqularizacdo-penalizacdo, isto €, ela é
a soma de um termo reqularizador, associado a componente quadrdtica e um
outro termo penalizador, associado a barreira logaritmica, ambos os termos
multiplicados por parametros diferentes. O caso em que o0s parametros sao
iguais corresponde aos algoritmos apresentados no Capitulo III. Neste caso,

dos resultados de [25], s6 podemos deduzir a existencia e continuidade da
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trajetoria log-quadrdtica, mas nao os resultados de convergéncia da trajetoria

ao conjunto solucgao.
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2.1 Trajetéria log-quadratica para o MCP(F)

Seja F : R™ = R™ mondtono maximal. Estamos interessados no Problema

de Complementaridade Mondtono definido por F,
MCP(F). (2.1)

Nossa primeira hipdtese é a existéncia de pontos interiores (ao ortante

positivo) no dominio de F, isto é

H1) D(F)NRY | #0.
Seguindo os trabalhos de Auslander, Teboulle e Ben-Tiba [1, 2], vamos
trabalhar com uma barreira log-quadrdtica. Dado T € R™ e p,v > 0, defin-

imos a barreira log-quadrdtica para R, com pardmetro proximal T, como

Ouwviz - R — f_{,

(v/2)||x — Z||? — pu " logxj, sex >0,
() = ! L (2.2)
+00, caso contrdrio.

Definicao 2.1.1. A trajetoria log-quadrdtica para o MCP(F) é a apli¢ao
que associa aos parametros (pu,v) € Ryt x Ryt o ponto x(u,v; ) solugdo
de
0€ F(z)+ Vo, uz(x), > 0. (2.3)
Equivalentemente, x(u,v;Z) € a solugao de
0€F(z)+v(x—z)—pz™ ', >0 (2.4)

Vamos mostrar que a trajetoria log-quadrdtica estd bem definida sob a
hipdtese H1), mesmo quando MCP(F') nao tem solugoes.

Se p,v >0, entao dp,, .z € mondtono maximal e

{Vouvz(x)}, sex >0,

Opp () = .
0, caso contrario.
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Como D(0puvz) = Ry, (2.3) € equivalente ao problema
0 € F(x)+ 0py:z(x). (2.5)

Além disto, pelo Teorema 1.1.4, a Hipdtese H1) garante que F + 0, .z €

mondtono mazximal.

Proposigao 2.1.2. A trajetoria log-quadrdtica (p,v) — x(u,v; ) estd bem

definida e x(u,v;T) € estritamente positiva para todo (p,v) € R% .

Demonstragao. Ja sabemos que (para u,v > 0) o operador F' + 0¢,, .z é
mondtono maximal. Como 9y, .z ¢ fortemente mondtono, concluimos que
F + 0p,,,z também é fortemento monétono, e portanto (2.3) tem uma e
somente uma solucao [52, Teorema 18.5]. Além disso esta solucao é estrita-

mente positiva, pois o dominio de F' + 0y, .z estd contido em R, . 0

Proposicao 2.1.3. A trajetoria log-quadrdtica (p,v) — x(p,v;T) € con-

tinua em (p,v) € R, .

Demonstragcao. Basta provar a continuidade da trajetéria em um ponto
(1o, v0) € R2, fixo.
Para simplificar a notacao, dados p,v > 0 sejam x,, e F,, : R?, = R"

definidos por

Tpy = x(p,v;2),

Fuu(xz) = F(x)+ Vo, uz(x)
= F(x)+v(r—1z)—pz L.

Como Z4,y > 0e 0 € F(xugu) + v0(Xpugw — T) — ,uo(:nuo,,,o)_l, temos

que, para quaisquer p,v > 0

(V - VO)(xNO,VO - j) - (M - MO)($MO7VO)_1 € F;U«yl’(xMOJ/O)‘
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Definamos

Wy,u = (v— VO)(xuo,Vo —T) — (- NO)(xuovVo)_l'

Entao wy, € Fuu(2uyw,). Observemos que 0 € F,,(x,,) e F,, é forte-

mente mondtono com parametro 2, portanto segue-se que
(W, T —Zu) > — 2|2
HsV5 0,10 wr/ = HO,V0 vl -
Usando-se também a desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

| ||xu0,lfo - $u,u|| > V”xuom - xu,uH2-

Wy,
Logo
/) wppll 2 Nepugve — (w5 2)-

Da definicao de w,,,, segue-se trivialmente que

lim Wy = 0.
(psv)—(po,v0)

Combinando-se este resultado com a desigualdade acima (e com o fato de que
v > 0), concluimos que a trajetéria log-quadratica é continua em (ug, ).

O

Vamos agora investigar a questao da limitacao da trajetoria log-quadrdtica.

Definamos T : R™ = R"™,
T:=F+ NR?—' (2.6)

Outra vez, a hipdtese H1) garante que T € mondtono mazimal, via o Teorema

1.1.4. O MCP(F) € equivalente ao problema de encontrar um zero de T':
Achar z tal que 0 € T'(z). (2.7)

Lema 2.1.4. Se z* € solugio de MCP(F), (u,v) € R%, ez = x(u,v; ),
entao

lz* = @|* + |z — z|* < [|lz* — 2[|* + 2n (u/v).
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Demonstragao. Por hipétese, z > 0 e existe v € F(x) tal que
0=v+v(r—z)—pr . (2.8)

Observemos que D(T') € R’.. Temos também que v € T'(x), pois > 0.

Portanto, definindo o := v — pz~!

e aplicando o Lema 1.1.7 concluimos que
o e TE(z),
com € = (x, uz~!) = pun. Pela definicio de o

v+ v(x—z)=0.

Logo, usando-se a definigao da funcao de mérito de Solodov-Svaiter (1.16),
segue-se que
ST,l/V,i‘(ma 6) <2n (:U/V) (29)
Definindo z4 := & — (1/v)0, temos, em vista de (2.8)
ry=T—(T—z)=u

e aplicando iii) do Teorema 1.2.5, concluimos que

lo* — a2 < lla* = 712 + | Spajps (@13 2),5) — llo — 32|, (2.10)
De (2.9) e (2.10) segue o resultado. O

O lema que acabamos de provar vai garantir a limitagcao da trajetoria
quando /v estiver limitado (e existirem solug¢oes do problema). Em vista

disto, vamos definir para T > 0

A(r) = {(uv) eRY, | (u/v) <7} (2.11)

Proposicao 2.1.5. Seja 7 > 0. Se MCP(F) tem solugdo, entdo para
qualquer (p,v) € A(T)

e, v 2| < 1] + V/I2 + 20,

onde L = d(z, Syc(F)).
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Demonstragao. Do Lema 2.1.4 segue para todo z* € Sy;c(F)
(s, v; @) — Z||* < |2 — 2| + 2n(u/v).
Logo, para qualquer (u,v) € A(7),
(s, v 2) — Z||* < [|l2* — 2| + 2n7.

Extraindo-se a raiz quadrada nos dois lados desta desigualdade e usando-se

a desigualdade triangular obtemos o resultado desejado. O

A proposicao acima estabelece a limitacdo da trajetoria log-quadrdtica
para parametros (p,v) no conjunto A(t). No Apéndice mostraremos (através
de um exemplo) que a condi¢do p/v < T é necessdria para a limitagio da
trajetoria log-quadratica no caso geral de um MCP satisfazendo H1) e com
solugoes.

Para estudar o comportamento da trajetéria log-quadrdtica quando os
parametros de reqularizacao tendem a zero, serd conveniente estudar também

a trajetoria log-quadratica dual, que definimos a sequir.

Definicao 2.1.6. A trajetéria log-quadrética dual para o MCP(F) ¢é a

aplica¢ao que associa aos parametros (pu,v) € Ryy xRyt o ponto y(u,v; ),

y(p, v ) o= pa(p, v; )~

A trajetéria log-quadratica primal-dual para o MCP(F) é a aplicao que

associa aos parametros (u,v) € Ryy x Ryy o ponto (x(p,v; &), y(p, v; T)).
Equivalentemente, (m(u,u; a‘c),y(u,u;a‘:)) € solucdo de

0€ F(z) —y+v(z—z),
0=y — pur 1, (2.12)

(z,y) e R, xR,

Temos entao o segquinte resultado.
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Proposigao 2.1.7. A trajetdria log-quadrdtica dual (p,v) — y(u,v; ) estd

bem definida e é continua em (u,v) € R%,.

Demonstragao. Da existéncia, continuidade e positividade estrita de x(u, v; T),
para todo (u,v) € Ri 4, segue-se a existéncia, positividade e continuidade

de y(p, v;7), para todo (p,v) € RZ . O

Dizemos que x* € um ponto de acumulacao da trajetéria log-quadratica
quando (u,v) — 0, se ezistir uma sequéncia {(pk, i) ren €m R3,, con-
vergindo a (0,0), tal que * = limg_, oo (g, Vg; T). A mesma defini¢cdo se
estende naturalmente para as trajetorias log-quadrdticas dual e primal-dual.
Como era de esperarse, vale que esses pontos de acumulagdo sao solugoes

do MCP(T).

Lema 2.1.8. Se (z*,y*) € um ponto de acumulagdo da trajetoria log-quadrdti-
ca primal-dual, quando (u,v) — 0, entdo (z*,y*) € um par de solugdes

complementares do MCP(F).

Demonstragao. Seja (z*,y*) um ponto de acumulagao da trajetéria log-
quadrética primal-dual. Por hipdtese existe uma sequéncia {(ug, k) }keN
em R?, convergindo a (0,0) tal que

(¢%,y7) = lim (2 (ks Vi3 ), y (b Vi T)) -

Para simplificar a notacao, definamos

2= w(ur, vis 2), ¥ =y, vk ).
Entao
y* — vp(z¥ — 7) € F(2F), (2.13)
Como F' é mondtono maximal, o grafico de F' é fechado. Além disso,

lim ¢y* —vp(z® — %) =9*, lim 2% =2"
k—+4o00 k—+o00
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Portanto, podemos tomar os limites em (2.13) e concluimos que
y* e F(x").
Das definicdes de z* e 3* temos que zF > 0, y* > 0. Logo, segue-se que
" >0, y* > 0.

Além disso,
(z*,y*) = lim (z*,9*) = lim nu = 0.
k—o0 k—oo
Combinando-se os resutados acima, concluimos que (z*,y*) é um par de

solugoes complementares de MCP(F'). O

Lema 2.1.9. Seja {(uk, vk)tkeN uma sequéncia em R%, convergindo a

(0,0). Se a sequéncia {x(uk, Vi T ¢ limitada, entdo a sequencia {y(uk, VL T

)}kGN )}kEN

também ¢ limitada.

Demonstragao. Para simplificar a notagao, definamos

o = w(up, v ), YF = gk, vi; ).

Por H1) existe (z,9) tal que
ge F(z), z>0.
Pelas definicoes de z* e y*, temos que
y* — vp(a® — &) € F(aF).
Usando-se a montonia de F', segue-se que
< [yk — I/k(l'k — :E)] — g),xk — :%> > 0.
Reescrevendo esta desigualdade obtemos
(9,2) + (u*,2%) = (5.2") — v (a® — 2,2% — ) > (2,4").
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Outra vez, pelas definicoes de ¥ e 3*, temos que <yk,mk> = nuy. Usando-
se também a desigualdade de Cauchy-Schwartz, e a positividade de & e y*

concluimos que
(,%) + np + 912" || + villa® = 2[|l2" - 2| > (2,4%) > 0. (2.14)

Como as sequéncias {2¥}ren, {prtren € {V}ren sdo limitadas, segue-se
que a sequéncia {(z,y*)}ren também é limitada. Uma vez que y* > 0 e

# > 0, a limitagdo de {(Z,9")}ren implica na limitacio de {y*}ren. O

Corolario 2.1.10. Todo ponto de acumulagcdo da trajetoria log-quadrdtica

(u,v) — x(p,v;T) € solugao do MCP(F).

Demonstracao. Seja z* um ponto de acumulacao da trajetéria log-quadratica.
Por hipétese existe uma sequencia {(ug,vk)}ken em Ri 4 convergindo a
(0,0) tal que

¥ = lim x(ug, vi; ).
k—o0

Em particular, {(uk, vk) }ken € limitada. Logo, segue-se, pelo Lema 2.1.9,
que a sequéncia {y(ug, Vk; T) }ken também é limitada. Portanto, existe y* tal
que (z*,y*) é um ponto de acumulacao da sequéncia {x(,uk, Vs ), Y (e, Vi i)}keN.
Agora, pelo Lema 2.1.8, segue-se que (z*,y*) é um par de solugoes com-
plementares do MCP(F'), donde, concluimos que z* é uma solugdo do

MCP(F). 0

A seguir estudaremos a convergéncia da trajetoria log-quadrdtica a um
ponto do conjunto solu¢ao de MCP(F), no caso em que 0s parametros con-
vergem a 0 de forma “controlada”. Para isto, vamos considerar a trajetoria
log-quadrdtica primal-dual definida anteriormente. Estudaremos dois casos.
No primeiro vamos supor que MCP(F) é nao degenerado, isto €, vamos su-
por que existe um par de solucoes estritamente complementares. No segundo,

vamos supor que F' € linear. Neste ultimo caso, usaremos as técnicas de [29],
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originalmente desenvolvidas para o estudo da trajetoria central cldssica. Va-
mos supor que o MCP(F') tem solugado.
Lembremos que, no Capitulo 1, introduzimos os sequintes conjuntos, as-

sociados ao MCP(F)
I'={ie{l,...,n}| existe (x*,y") € Sy;c(F), com x} >0},
J = {j €1l,....n| eziste (z*,y") € Syc(F), com y; > 0}7
K:={1,...,n}\{IUJ}.

Vamos definir também o seguinte conjunto:

S(F) = {(z,y) e R" xR" |y € F(x), x7 =0, y1 =0, 2 =0, yx = 0}.

Note-se que quando o operador F ¢é linear, o conjunto S'(F) € uma var-
iedade linear, porque fica determinado por equagdes lineares. Observemos-se
também que todo ponto (2,7) € S(F) satisfaz (&,79) = 0. Se o MCP(T) é
ndo degenerado, entdo as solugdes estritamente complementares, (x*,y*) €
Stac(F), satisfazem x7 > 0 e y5 > 0; neste caso € facil verificar que

Stmc(F) C S(F).

No sequinte teorema analisamos os casos acima enunciados.

Teorema 2.1.11. Seja {(uk, vi) hen uma sequéncia em R% | convergindo
a zero, tal que limg_,o g /vy =a >0 .

Suponhamos que uma das sequintes condigoes € vdlida:
1. O MCP(F) € ndao degenerado.
2. O operador F ¢ linear (afim).

Entao a sequéncia

{(:U(uk, Vi, T), Y (ks Vs ﬂf))}

keEN

converge um par de solugées complementares do MCP(F) em S(F).
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Demonstragao. Para simplificar as notacoes, defina
of = v (e, v 2), ¥ =y (e v 7).
Como (ug/vg) converge, quando k — +00, segue-se que existe a’ > 0 tal que
pr/vi < a’ para todo k € N.

Temos que ur e v, sao positivos, para todo k& € N, logo da Proposicao
2.1.5 e dos Lemas 2.1.9 e 2.1.8, segue-se que a sequéncia {(zg,yx)}ren €
limitada e todos os seus pontos de acumulacao sao solucoes complementares.
Precisamos entao provar a unicidade do ponto de acumulagao e sua inclusao
em S(F).

Seja (z*,y*) um ponto de acumulacio da sequéncia {(z¥,y*)}ren, isto
é, existe uma sub-sequéncia {(z*,y*)} tal que

(z*,y*) = lim (z", y*).

l—00

Tome

(z,9) € S(F).

Pela definicao de " e y*, temos que y* —vy (2% —Z) € F(zF). Pela monotonia
¢ Y

do operador F' segue-se que

< [yk — vy (a” —i’)] — g,k — x> > 0.

Reescrevendo esta desigualdade obtemos

<$k7yk> + <£7g> > <yk7i1> + <:l:/7xk> + V/f(xk - j’xk - i‘>

Observemos que (z,y*) = nuy, e (Z,9) = 0, logo segue-se que
m

k k

44



Substituindo y* e 2* por g (xz*) ™! e up(y*)~! respectivamente e usando que

27 =0, yr = 0, obtemos

npk > e | Y (& f2F) Y (0:/uf) | + (s — 2,2 — &),
iel jel

Logo, dividindo por vy, e passando ao limite em k;, quando [ — 400, segue-se

que

oz’ >0, se; >0, (2.15)

oy;‘>(), se 1; > 0,

an > a | S Ga/a) + @090 | + @ — 7,07 —8). (2.16)

icl jed
Pela Observagao 1.2.1 do Capitulo 1, temos que existe (z,y9) € S(F) tal
que 7 > 0, g5 > 0, de fato, podemos considerar um elemento o-maximal de
Siro(F), portanto, segue de (2.15), que x; > 0 para todoi € I e y; > 0 para

todo j € J. Desta forma, a condigdo de complementaridade (z*,y*) = 0,

somado a positividade de x* e y* implicam em que

z; =0, para todo j € J e y; =0, para todoi € I. (2.17)
Observemos que (z*,y*) € S3;~(T), logo segue-se que
xy, =y =0, para todo k € K. (2.18)

De (2.17) e (2.18), concluimos que

A~

(27,y%) € S(F).

Vamos considerar inicialmente o caso i), quando M CP(F') é nao degen-
erado, ou seja [ UJ = {1,2,...,n}. Suponhamos que (Z,y) é um outro
ponto de acumulacio de {(zF,y*)}ren. Como (%,7) € S(F), (2.16) vale

substitindo-se & e g por & e ¢, respectivamente:

an > a |y (@:/x)) + > @i/y) | + (@ — 72" — &),

il jeJ
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Como (x*,y*), (&, 1) sdo pontos de acumulacio arbitrarios de {(z*, y*)}ren,

esta desigualdade continua valida se trocarmos x* por & e y* por ¥:

a |y (@ /E) + Y (/o) | + (@& — 2,3 —a2*) < an.

icl jed
Somando-se as duas ultimas desigualdades obtemos
- * * /~ . * %/~ - * 12
02030 |(@fet)+ a1/m) -2 +a X |(@ulai) + /-2 + e = o7
i€l jeJ
Como t+1/t > 2 para qualquer ¢ > 0, com igualdade somente quando t = 1,

usando a desigualdade acima concluimos que

*

T=x, ZjJ:yj}

Para finalizar a prova do item i), Observemos que (z*,y*), (Z,7) € S(F), e
portanto yr = y7 = 0.

Agora vamos considerar o caso ii), ou seja quando F' é um operador
linear. Neste caso, S (F) é uma variedade linear e o conjunto

H(S) = S(F) = («*,y")

é um subespago linear de R™ x R". Da desigualdade (2.16) segue-se que

para todo (z,7) € S(F)

aY 1Za | (@ —a)/af)+ Y (@i —v)/vi) | + (2" —z,2" — &).

leK iel jeJ
(2.19)
Definindo ¢ : R” x R — R,
o(d' ) = a |y (di/a}) + Y (dF/yf)| +(z —a".d"),
iel jeJ
podemos reescrever (2.19) da seguinte forma
a) 1> ¢(d",d*), para todo (d',d*) € H(F). (2.20)

leK
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Temos uma funcao afim limitada em um subespaco linear, portanto con-
stante e igual a 0 nesse subespaco. Logo, para todo (&,7) € S’(F), vale

que
a | (@ —ap)/al) + > (@ —vi)/yf) | + (@ — 2™, @ —a*) = 0. (2.21)
iel jedJ

Novamente, temos que (z*,y*) € S(F) e podemos considerar (Z,7) como
sendo um ponto de acumulacéo da sequéncia { (@ (pk, vi; T), Yk, Vi; T) }keN'

Entao, podemos trocar z* com & e y* com g em (2.21) e vale que

i€l jeJ
Somando (2.21) e (2.22), obtemos
a | (@ifa)) + (27 /&) = 2| +a | > (G5/v;) + (y5/9;) — 2| +l|E-2"> =0,
icl jed

Usando-se de novo a desigualdade ¢t + 1/t > 2, para todo t > 0, segue-se

que
T =ua".

Para concluir basta notar que y* = F(2*) = F(&) = §. Desta forma,

obtemos a unicidade de (z*, y*). O

Corolério 2.1.12. Sejam t — u(t) e t — v(t) aplicacoés de Ry em Ry
tais que

li t)=li t) =0.
g ) = v

e limy_ou(t)/v(t) =a > 0.

Suponha que uma das sequintes condigoes € vdlida:

1. O problema MCP(F) é nao degenerado.
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2. O operador F ¢ linear (afim).

Entao a curvat — (z(u(t),v(t); z), y(u(t), v(t); Z)) converge a par de solugies
complementares do MCP(F) quando t — 0.

No Apéndice consideraremos um exemplo de wm MC P satisfazendo HI e
com solucdes, mas degenerado e nao linear. Mostraremos que para este prob-

lema, mesmo tomando p(t) = v(t) =t, a curvat — (x(u(t),v(t); z),y(u(t),v(t);z))

nao € convergente.

2.2 Trajetoria log-quadratica para o

VIP(F,R™ x R")

Os resultados que obteremos nesta se¢do serao muito similares aos resultados
obtidos na secdo anterior. As técnicas para suas demostracdes serdao quase
idénticas as empregadas na se¢do anterior. Optamos por incluir as provas
por uma questao de completeza, a pesar de sua similaridade. Nesta secdo
F:R"<R™ = R"xR™ € um operador monétono mazximal. Agora estamos

interessados no Problema da Desigualdade Variacional:
VIP(F,R" x RY) (2.23)

Vamos considera a seguinte hipdtese:
H2) D(F)N (R" x RT,) #0

Estudaremos as trajetorias que resultam da introducao de uma barreira
logaritmica-quadrdtica para o problema VIP(T,R"™ x R'). Neste caso o
termo log-quadrdtico sé vai penalizar as componentes sujeitas a restricoes
de positividade. As varidveis irrestritas serao reqularizadas com um termo
quadrdtico.

Dado (z,y) € R" x R™ e u, v > 0, definimos a barreira log-quadrética

para R™ xR}, com pardmetro proximal (Z, %), como ¢, .z5 : R" xR™ —

48



R:

v/2) [lz = 2> + ly - 9lI*] = p 3272 logy;, y >0,

o0, caso contrario.

‘Pu,u;i,’(x, y) =

Definigao 2.2.1. A trajetoria log-quadrdtica para o VIP(F,R" xR!) € a
aplicagdo que associa aos parametros (u,v) € Ryy x Ryt o ponto

(w(,u, V;a’:,gj),y(u,u;f,gj)) solucdo de:
0€ F(z,y) + Vouvag(e,y), y > 0. (2.24)
Equivalentemente, (x(u, v;Z,9),y(u, v; T, 7)) € a solugao de
0¢€F(x,y)+vz—z,y—17) — (0,uy™"), y>0. (2.25)

Nos resultados a seguir provamos que a trajetoria log-quadrdtica estd
bem definida e é continua em todo (u,v) € R?H sob a hipdtese H2, mesmo
quando o VIP(F,R™ x RY) ndo tem solugoes.

Observemos que (para p,v > 0) 0p, ..z € mondtono mazimal e

{VSO;L,V;E,Q(% y)}, y>0,

agpu,u;:ﬁ,@(l'a y) = X
0, caso contrario.

Como D(0puuzy) = R" x R, (2.24) € equivalente ao problema
0€ (F+0puvzg)(®,y) (2.26)

Agora, a Hipotese H2) junto com o Teorema 1.1.4 garante que F + 0@, 1.z g

€ mondtono maximal. Veremos a sequir a boa definicdo da trajetoria.
Proposicao 2.2.2. A trajetoria log-quadrdtica para o VIP(F,R"™ x RT}),
(,U,, V) = (fL’(ILL, V; j? g)? y(ua V; '%7 g))a

estd bem definida e y(u,v;Z,y) > 0 para todo (u,v) € R% .
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Demonstragao. Esta prova é analoga a prova da Proposicao 2.1.2.

Ja sabemos que (para i, v > 0) o operador F'+0¢,, 1.z 5 ¢ monétono max-
imal. Como 9y, .35 ¢ fortemente mondétono, concluimos que F' + 0¢,, .23
também ¢ fortemente mondtono. Portanto (2.26) tem uma e somente uma

solugdo [52, Teorema 18.5], que pertence a D(F+8<pu7y@7g) CR"xRT,. O

Proposigao 2.2.3. A trajetéria log-quadratica para o VIP(F,R"™ x RT'),
('U” V) = (x(ﬂ7 v j? g)? y(l’L7 V3 i‘) g))a

, : 2
¢ continua em (p,v) € RE |

Demonstragao. A prova desta proposicao é analoga a prova da Proposicao
2.1.3.
Tome (po,10) € R2, fixo. Para simplificar a notacdo, dado (p,v) €

Ri+,sejam Tpw, Yuw € Fup t R X R, = R™ X R™, dados por

Tpy = 95(%”;55,??),
Yo = Y,V 7,9),
F,u,z/(377y) = F(z,y) +v90u,u;i;?j(x7y)
Tr—2x 0
= F(z,y)+v | e .
y—y -y

Como 0 € Fuy 0 (% puo,00 Ypovo ), temos

Tuovg — T 0
(v —10) o |t (1 — o) _1 € Fup(Tuo o> Yuo,vo)-
yuo,l/o -y _(yuo,l/o)
Definamos
T -z 0
wuw = w—w) | T 4 (= o) —1
Yuowo — Y _(yuo,l/o)
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Entao wy, € Fuu(Zug 0> Yuowo). Como 0 € Fyy (T, Yp,y) € Fpu, é forte-

mente monétono com parametro 2v, segue-se que
2
<w#71’7 (:UHO»Vovy/imm) - (x#,llv yﬂﬂ/)> > VH(xu:V’ yuﬂf) - (xuoﬂlo’ yuowo)” .

Usando agora a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos que

”wmv | > VH(mevyMV) - (xuo,VovyMoWo))H' (2.27)

Da definicao de wy, ., segue que

lim Wy =0
()= (p05v0)

Combinando-se este resultado com (2.27) (e com o fato de que vy > 0),

concluimos que a trajetéria log-quadratica é continua em (pg, 1) - O

Para estudar a questao da limitacdo da trajetoria log-quadrdtica defi-

namos T : R x R™ = R™ x R™, como
T:.=F+ NR”XRT‘ (2.28)

A Hipdtese H2) garante que T € mondtono maximal via o Terorema 1.1.4.
Como ja dissemos, VIP(F,R"xR") ¢ equivalente ao problema de encontrar

um zero de T':

0€T(x,y). (2.29)

Lema 2.2.4. Se (z*,y*) € uma solu¢io de VIP(F,R"xR7), (u,v) € RZ |
e (z,y) = ((n,v37,9), y(p, v; 7,7)), entio

12", 5) = (@) + (2, y) = @9l < =" y") = (@ 9)I* + 2n(u/v).

Demonstragao. A prova deste lema é analoga & prova do Lema 2.1.4.

Por hipétese, (z,y) € R" x R, e existe v € F'(z,y), tal que

O=v+v + u



Observemos que D(T)) € R™ x R7'. Temos também que v € T'(z,y), pois
y > 0. Portanto, definindo 9 := v + (0, —uy~!) e usando o Lema 1.1.8,
conluimos que

o€ T (a,y),

com € = (y, uy~ ') = pwm. Também temos que

Logo, da defini¢ao da funcao de mérito de Solodov-Svaiter (1.16), segue-se

que
ST,l/V,(aE,g) (33, y76) < (271#/”) (230)
Definindo
(@, 01) = (T,9) - 1/v)o
= (:Eag) - [(‘iag) - (%,y)] - (xvy)

De ii) do Teorema 1.2.5 segue que
(2", )= (@, I < (", 5) =@ DI+ | St/ 2.9 (2,5, 0) = | (@, 9) = (2, 5) |
Da desigualdade anterior e (2.30) segue o resultado. O

A seguir enunciamos e provamos a versdo variacional da Proposicao

2.1.5.

Proposigao 2.2.5. Seja T > 0 e A(T) o conjunto definido em (2.11). Se
VIP(F,R"™ x RY') tem solugao, entdo para qualquer (p1,v) € A(T)

(@, v; Z,9), y(1, v T9) || < (2, 9)|| + VL2 + 27,

onde L = d((z,7),S(F,R" x RT)).
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Demonstragao. A prova desta proposicao é andloga a prova da Proposicao
2.1.5.
Do Lema 2.2.4, segue-se que para todo (z*,y*) € S(F,R" x RT")

I(2(,v32,9), (1, v52,9) = (@912 < 2", y°) = (@, 9)II* + 2n(n/v).

Logo
H(z(uvi 2, 9),y(uvi 2, 9) — (@9 < (=" y") — (2. 9)|I* + 2n7

Extraindo a raiz quadrada em ambos lados e usando a desigualdade trian-

gular segue o resultado. O

A proposicao acima estabelece a limitacdo da trajetdria log-quadrdtica
para parametros p, v no conjunto A(T).

A definicdo de pontos de acumulagao das trajetorias log-quadrdticas para
MCP se estende naturalmente para a trajetorias log-quadrdticas associadas
ao VIP(F,R" x RT"). Assim, (x*,y*) € um ponto de acumulagdio da tra-
jetoria log-quadrdtica para VIP(F,R"xRT), quando (p,v) — 0, se existir
uma sequéncia {(pe, vi) }yen em R3, convergindo a zero e tal que

(", y") = kEIfoo (z (ks vis T 9), Y (1 Vi T, 7)) -

Como no caso de MCP temos o sequinte resultado sobre complementaridade

e pontos de acumula¢ do da trajetoria log-quadrdtica.

Lema 2.2.6. Se a sequéncia { (g, vk)}ren em R2, converge a zero e a

sequéncia

{(fﬂ(um Vs T, 9), Y (ks Vi T, )5 iy (ks Vi T, y)l)}
keN

é convergente, entdo seu limite é uma solug¢ao complementar do VIP(T,R™x

R™).
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Demonstragao. A prova deste lema é analoga a prova do Lema 2.1.8.

Para simplificar a notagao definamos

ko

2= w(un, v 7,79), Yy Yk, v T, 9),  wh = p(y®)

Sejam
" = lim 2%, y* = lim ¢*, w* = lim w".
k—o0 k—o0 k—o0
Observemos que
(—un(a® — ), 0" — v (y* — ) € F(a*,4").

k k

(0,w") = limppoo(~v(a" —2),w* — v (y* — 9)),
(x*vy*) = hmk—»—l—oo(xka yk)7
obtemos que

(0,w™) € F(z*,y").

Das definices temos que y*, w* > 0. Portanto, segue-se que

Além disto

(y*,w) kiglm<y,w> 0

Combinando os resultados acima, conluimos que (z*, y*, w*) é uma solugao

complementar do VIP(F,R" x R'"), no sentido da Defini¢ao 1.9. O

Lema 2.2.7. Seja {(uk, vk)tkeN uma sequéncia em R%, convergindo a

zero. Se a sequéncia {(m(uk, Vs T3 9), Yk, Vi i‘,ﬂ)) é limitada, entao
keN

a sequéncia {,uky(uk, Vk; f;gj)_l}keN também € limitada.

Demonstragao. A prova deste lema é analoga a prova do Lema 2.1.9.

Para simplificar a notagao defina

k._

xk = x(:ukayk;fag)v Yy y(:uk’yk;jag)7 w = ,uk‘(yk) )
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e também

k.

ub = —y(aF — z), P = (y* — 7).

Observemos que limg_ 1 uk =0, limg— 400 vk = 0. Por H2) existem

(Z,9) e R" x R™ e (u,w) € R" x R™, tais que

(4, w) € T(z,9), y>0
Pelas definices acima temos

(u®, Wk + %) € T(2%,y*).
Usando-se a monotonia de T, segue-se que

<(uk , wh —I—Uk) — (4, w), (:Ek,yk) — (:%,g))> > 0.
Reescrevendo esta desigualdade temos
(uf =@, " = 3) + (w* — b, y*) + (@, ) + (0F, " =) = (", 5).

Novamente pelas definicdes acima temos que (w”,y*) = mug. Usando a

desigualdade de Cauchy-Schwartz e a positividade de w* e § obtemos

It =l [la* — &[] + mywe + [1D]]ly* (| + @171+ 0" 1lly* = 9l

> (k. g) >0, (2.31)

Como as sequéncias {*}ren, {y* bren, {u*bren, {0" brens {pndren, {1t ren
e {Vk}ren sdo limitadas, concluimos que a sequéncia {(w*,g)} peny © limi-
tada. Uma vez que w¥ >0 e & > 0, a limitacdo de {{w",§)}ren implica na

limitacao de {w*}ren. O

Corolario 2.2.8. Os pontos de acumulagdo da trajetoria log-quadrdtica
(:u7 V) = (QS‘(,LL, VT, bCLTy), y(:u‘v VT, g))’ quanda (:ua V) - 0; 84,0 80[U§668 do
VIP(F,R" x RT").
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Demonstragao. Seja (z*,y*) um ponto de acumulagao da trajetéria log-
quadratica. Por hipétese existe uma sequéncia {(p, Vi) }ren em R2 . con-
vergindo a (0,0) tal que

(¢%,y") = lim (2 (e, vis , bary), y(p, vi; T, bary) ).

Em particular, a sequéncia {x(ug, vk; T, bary), y( g, Vg; T, bary))}keN ¢ lim-
itada, logo pelo Lema 2.2.7, segue-se que a sequéncia {uzy(pir, Ve; ) "' bren

também ¢é limitada. Portanto, existe w* tal que (z*,y*, w*) é um ponto de

acumulagéo da SequénCia’ {x(uka Vi T, g)a y(:u/w Vi T, g)a ;uky(:uk7 Vi3 T, g)_l)}keN'

Agora, pelo Lema 2.2.6, segue-se que (z*, y*, w*) é uma solugao complemen-
tar do VIP(T,R" x RT'), donde, conclui mos que (z*,y*) é uma solucao do
VIP(T,R"™ x RY"). O

A continuagao vamos estudar a convergéncia da trajetdria log-quadrdtica
a um ponto do conjunto solucdo, quando os parametros convergem a 0 de
forma “controlada”. No primeiro caso vamos supor que VIP(F,R"xRT) é
nao degenerado, ou seja existe uma solucdo que satisfaz a condi¢do de com-
plementaridade estrita; no seqgundo caso vamos supor que T € linear. Neste
caso, novamante usaremos as técnicas de [29], para o estudo da trajetoria
central cldssica. Para obter os resultados que sequem, vamos supor que o
VIP(F,R" x RT") tem solugdo.

Lembremos que associado ao VIP(F,R"™ x RT") definimos os conjuntos.

I:= {Z €{l,...,m}| emiste (x*,y",w*) € S}, ,,(F), com y; > 0}7
J = {j €{l,....,m} | emiste (z*,y*,w*) € S}, ,,,(F), com w; > 0},
K:={1,....m}\{IuJ}.

Também introduziremos o segquinte conjunto

S(F):={(z,y,v) e R"" x R" x R™ | (0,v) € F(x,y), y7=0, v; =0, yz =
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Notemos que quando o operador F' ¢é linear, o conjunto S'(F) € uma variedade
linear, porque fica determinado por equagoes lineares. Observemos que, para

todo (x,y,v) € S(F), vale que (y,w) = 0.

Teorema 2.2.9. Seja {(pg, i)} hen uma sequéncia em R2 convergindo a
zero, tal que limy_,o /vy, = a > 0. Suponhamos que uma das seguintes

condi¢oes € vdlida:
1. OVIP(T,R" x R') é ndo degenerado.
2. O operador F ¢é linear (afim).

Entao a sequéncia
{(ﬂf(mc, Vi T, ), (ks Vi T, 95 iy (Bks Vi T 17)_1)}
keN

converge & uma solucio complementar do VIP(T,R" x RT) em S(F).

Demonstracao. A prova deste teorema é anidloga a prova do Teorema 2.1.11.

Para simplificar a notacao definiremos

k._

2= w(un, v 7,9), Yy Yk, v 3, 9),  wh = pe(y")

Como pu /vy converge para a > 0, existe a’ > 0 tal que
/v < d.

Portanto, da Proposicao 2.2.5 e ds Lemas 2.2.7 e 2.2.6, segue-se que {(zx, Yk, Wk) }reN
¢é limitada e todos os seus pontos de acumulagao sao solugoes complementares.
Precisamos provar a unicidade do ponto de acumulagao e sua inclusao em
S(F).

Seja (x*,y*, w*) um ponto de acumulagao da sequéncia {(xk, y*, wh) }keN’
isto é existe uma sub-sequéncia { (2", ykt, wh)} len: tal que

(g ') = Jim (@, g ).
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Tome

(z,9,w) € S(F).

Pelas defini¢oes acima,

(— vi(ap — ), wk — vy — y)) € F(z*,y¥).

Como F' é mondtono, temos

((=na* =200k = =) = (0.0, (aH,0) ~ (219) ) 2 0.
Reesecrevendo esta desigualdade obtemos
(W, yF) + (0,9) = (0, y*) + (", §) + vely® = 7.9* — §) + vy (a® — 7,2 — 1),
Lembrando que (w¥,y*) = mpuy, e (§,%) = 0, segue-se que

k k

miplg > <w7yk> + <wk7g> + Vk<yk - g??/k - Z)> +I/]€<CC - T,T _i‘>

1

Substituindo w* e y* por g (y*)~! e pr(w*) ! respectivamente, obtemos

mp > e | Y /wh + > (@0:/yF) | eyt =7, 9" —9) +vlat -z, 28— &),
jeJ iel
Logo, dividindo por pu e passando ao limite em k;, quando I — 400, segue-se

que

y; >0, se g; > 0,w; >0, se w; >0, (2.32)

m > by /wi+ Yy Gi/yi+(1/a) [(y*—ﬂ,y*—@ﬂw*—f,ﬂﬁ*—@ - (2.33)
jeJ iel
Pela Observagao 1.2.4 do Capitulo 1, temos que existe (Z, ¢, W) € Sy, ,,,(F)

tal que y; > 0, wy > 0; de fato, podemos considerar (z,y,w) como sendo

um elemento o-maximal de S, ,,,(F'). Portanto, segue de (2.32), que y;" > 0
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para todoi € I e w;-‘ > 0 para todo j € J. Desta forma, a condicio de com-
plementaridade (y*, w*) = 0, somada a positividade de y* e w* implicam em
que

y; =0, para todo j € J e w! =0, para todo i € I. (2.34)

Observemos que (z*,y*,y*) € Sp.m(F), logo novamente pela Observagao

1.2.4, segue-se que
Yy = wy = 0, para todo k € K. (2.35)

De (2.34) e (2.35), concluimos que

(x*,y*,w*) € S(F).

Agora vamos considerar o caso i), ou seja quando VIP(F,R" x RT") é
nao degenerado, neste caso I UJ = {1,2,...,m}. Observemos que pode-
mos considerar que (&, 7, w) é um outro ponto de acumulagao da sequéncia
{(xk, y*, wk )} BEN? pois provamos que os pontos de acumulacao da sequéncia
pertencem a S’(F) Desta forma, podemos trocar &, ¢, w por z*, y* e w*

respectivamente e de forma andloga & prova de (2.33) obtemos que

m> S (i i) + S (i /9 + (1/a) {@ G-y 4 (G- - m].

ieJ iel
Segue agora, somando a desigualdade acima e (2.33)
m > ey |(y/5) + (3| + Sier /) + 02100
+1/a) I3 57+ 2 - 1]
e, portanto, obtemos
02 Tyey [(3/) + (w3/d5) = 2| + Ser (Gl + /3 2]

(1/a) [Hz; R+ e - :eu?].
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Como t+1/t > 2 para qualquer ¢t > 0, com igualdade somente quando ¢t = 1,

usando-se a desigualdade acima concluimos que

r* =1, y* =g, w; = wj, para todo j € J.

*

7 =wr = 0, isto somado as igualdades

Lembremos que ja foi provado que w
acima implica na unicidade do ponto de acumulagao. Desta forma segue o
resultado.

Agora vamos considerar o caso ii), ou seja quando F' é um operador

linear. Neste caso, S(F') é uma variedade linear e o conjunto

n+2m)

é um subespaco linear de R Da desigualdade (2.33) segue-se que

para todo (&, 7,w) € S(F)
Srer 12 Epey |(3/05) ~1] + Sier |1/ - 1 -
o) ot =)+ -y~ )] |

Definindo ¢ : R"t?™ - R

o(d', d*,d%) =" (dZ /5:) + Y _(d} fw)) = (1/a) [(d® y* —g) + (", a" — T)],

i€l jed
podemos reescrever (2.36) da seguinte forma
> 1> ¢(d',d? d*), para todo (d',d?,d*) € H(F)
IeK
Temos uma funcao afim limitada em um subespago linear, portanto ela é

constantemente igual a zero nesse subespago. Logo, para todo (&, 7,0,w) €

S(F), vale que
Ser | (0u0) = 1| + s | 3097) - 1] .
+(1/a) [<y*—y,y*—g>+<x*—x,;g—az~>] 0. '
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Novamente podemos considerar (z*, y*,w*) como sendo um outro ponto de
acumulacao da sequéncia. Logo, podemos trocar em (2.37) z*, y*, w* por

Z, § e w, respectivamente e vale que

jeJ iel

Somando (2.37) e (2.38), obtemos

jeJ
Usando de novo a desigualdade ¢ + 1/t > 2, para todo t > 0 segue-se que

k ~ * ~
=2, Yt =1

Para concluir basta notar que (0,w) = F(z,9) = F(z*,y*) = (0,w*). O

No sequinte teorema caraterizamos os pontos de acumulagao da trajetoria

log-quadr dtica, quando a razdo entre 0s parametros ji, e Vv converge a zero.

Teorema 2.2.10. Seja {(pk, vi)}ken uma sequéncia em R2 | convergindo

a zero, tal que limg_,o pr /vy = 0. Entdo a sequéncia

{(x(ﬂka’/k;mvy)ay(ﬂkaVk§x7y))} ,

keN
converge a solugdo do VIP(T,R™ x R}) mais prozima a (Z,7).
Demonstracdo. Para simplificar a notacao defina

o = w(, vis ,9), Y =y, vis 7, 9).

Das definicdes acima, temos que existe v* € F(z*,y*) tal que

T — T 0
0 ="+ 1 g | ek .
Ye — Y Yy
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Observemos que D(T) € R™ x R™". Temos também que v* € T'(z*, y*) pois

y* > 0. Portanto, definindo @* := v¥ 4 (0, —u(y*)~!) e usando o Lema 1.1.8,

conluimos que

o € TEH (2%, yF),
com g = <yk, uk(yk)_1> = myuy. Também temos que

.’L'k—

yh —

KI

0:®k+1/k

<

Usando a defini¢ao da fungao de mérito (1.16), temos

ST (.5 (@, 57), W) < 2m(ue/vi).
Definindo (#*, 7*) como a solucdo do problema,

-
0€ (1/v)T(z,y) + e
y—y

e aplicando o Corolario 1.2.6, concluimos que
1E",5%) = (%, g1 < 2m (e /wi)-
Portanto,

i 2k kY (R RV 12 = 0.
Jim 1654 - @)

(2.39)

Observemos que (2%, %) = ((1/vg)T + I)_l(jj, y). Das propiedades da reg-

ularizagao de Tikhonov do operador 7' (Lema 1.4.1), segue-se que

. ~k o~k\ _
kEToo(x 'Y )_ PTfl(O)(xvy)v

onde Po denota a projecao ortogonal sobre C. Combinando-se os dois re-

sultados, chegamos a conclusao desejada.
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Capitulo 3

Algoritmos de path-following
ao longo das trajetodrias

log-quadraticas.

Neste capitulo apresentaremos dois algoritmos de tipo path-following, para
a resolucdo do Problema de Complementaridade Linear Mondétono, LMCP.
Estes algoritmos, de forma geral, efetuam uma iteracdo de método de New-
ton para o sistema de equacoes que caraterizam as trajetorias log-quadr
dticas, estudadas no capitulo anterior. Cada um dos dois algoritmos que
serdo apresentados, corresponde a formulacdes diferentes das trajetorias
log-quadrdticas. Chamaremos estas formulagoes, de caso escalado e caso
nao-escalado. Provaremos que os algoritmos sao globalmente convergentes,
isto €, as sequéncias geradas sdo limitadas e os pontos de acumulacdo sao
solugoes do LM CP. Também obteremos convergéncia R-linear a zero da
medida de dualidade dos iterandos das duas sequéncias geradas pelos algo-

ritmos.
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Neste capitulo estamos interessados na resolugao do MCP(F), onde F :

R" — R" é um operador linear (afim) e mondtono, dado por
F(z) =Mz +0b.

Portanto, M € uwma matriz n X n semi-definida positiva e b € R™.

3.1 Formulacao escalada da trajetoria log-quadratica

Vamos considerar a trajetoria log-quadrdtica para o LMCP(F). Para sim-
plificar a abordagem, vamos trabalhar com a curva obtida da trajetoria log-
quadrdtica para MCP(F), tomando p = v = 1/\. Dado T definimos a

curva log-quadrdtica como a aplicagdo A € Ry, — (x()\), y()\)),

(20 5(N) = (2(1/A 1/X:2).5(1/A, 1/ X)), (3.1)

onde (p,v) — (m(u,y; :f:),y(u,u;a?)) € a trajetdria log-quadrdtica para o
MCP(F) (ver Definigdo 2.1.1). Observemos que o problema MCP(F') sat-
isfaz a hipotese H1). Portanto, a trajetoria log-quadrdtica estd bem definida.

Usando (2.12) concluimos que o par (z(\),y(N)) , A € Ry € a solugdo

de
0=ANF(z)—y)+z—2z

0=XXy—e. (3.2)
(z,y) e R, xR,
Chamaremos o sistema acima de formulacao escalada para a curva log-
quadrdtica.
Usando-se o Corolario 2.1.12, conluimos que se MCP(F) tem solu¢do
entdo existe limy_, oo (z(N),y(N)) e este limite é um par de solugdes com-

plementares do problema.
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3.1.1 Medida de proximidade a trajetéria log-quadratica.

Os algoritmos de path-following do tipo short-step funcionam, de forma
geral, dando pasos de Newton para o sistema de equacoes que definem a
trajetoria e aumentando o pardametro A. Isto deve ser feito de maneira a
manter os iterados no interior de vizinhancas pequenas da trajetoria.

Para avaliar a distancia de um ponto & curva log-quadrdtica, introduzire-
mos uma medida de proximidade. Dados X > 0, e T € R", definimos

(Ry(z,y; \; T), Ra(x,y; \)) como o residuo em (3.2), isto é

Ri(z,y; M%) = AF(z) —y)+a -1,

(3.3)
Ro(z,y3A) == AXy-—e

Chamamos de Medida de proximidade do par (z, y) a trajetéria log-quadratica

a sequinte magnitude.
3(x,y; ) = || Ra(, 3 5 2)|12 + (| Ra(, 3 M. (3.4)

Associada a esta medida de proximidade definiremos uma vizinhanca
da trajetoria log-quadrdtica, na qual, como veremos depois, ficardo restritas
as sequéncias de pontos geradas pelo algoritmo que serd apresentado nesta
se¢cdo. Dados z € R"™ fizo e f € (0,1), chamaremos de [3-vizinhnga da curva

log-quadrética ao conjunto

Ng = {(x,y) e R}, xRY | existe A >0, com 6(x,y; \;T) < 52}. (3.5)

3.1.2 Método de Newton para a formulagao escalada

Para obtermos uma boa aproximacgdo de (x(\),y(N)) vamos empregar o
método de Newton para o sistema (3.2).
Fazendo R) z : R?" — R?",
AF(z)—y) +o—z Ry (x,y; A7)

R)\,:E(xay) = =
MXy—e Ro(z,y; \)
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temos que o sistema (3.2) pode ser escrito como Ry z(z,y) = 0. O método de
Newton aplicado a (3.2) deve resolver em cada interagdo um sistema linear

que chamaremos de sistema de Newton:

Ri(z,y; \; @) N VayRi(z,y; \; 2) d®
Ry(z,y; \) VayRo(z,y; \) dv

=0.

No nosso caso F(x) = Mx+b, onde M é uma matriz semi-definida positiva,

logo o sistema pode-se reescrever como

AM+T X || a® Ri(z,y; \; )
Y AX v Ro(z,y; \)

A sequir vamos provar que este sistema tem uma unica solug¢do.

Lema 3.1.1. Sejam C uma matriz semidefinida positiva, A = diag(a) e

B = diag(b), matrizes diagonais definidas positivas, entdo a matriz

c -1
A B

€ nao singular.
Demonstragdo. Seja (d',d?) uma solucao do sistema

c —I d
A B d?

=0.

Segue-se que d! é solugao de (C + B~1A)d" = 0. Pelas hipéteses, a matriz
(C+ B! A) é definida positiva, logo concluimos que d' = 0. Substituindo o
valor de d' em qualquer uma das equacdes do sistema acima, obtemos que

d?> = 0, donde segue o resultado. O

Corolario 3.1.2. Sejam (xz,y) € R}, xR}, e A >0, entao o sistema de

Newton (3.6) tem uma unica solugao.
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Demonstragao. Como M é semi-definida positiva, a matriz M + A1 é positiva
definida. Aplicando agora o lema anterior, concluimos que a matriz 2n x 2n

que aparece no lado esquerdo do sistema (3.6) é nao singular. ]

Portanto o método de Newton pode ser aplicado enquanto os iterados se
mantiverem no ortante positivo. Agora estudaremos o comportamento do

restduo apds um paso de Newton.

Lema 3.1.3. Dados (z,y) € R} xR}, e A >0, seja
(T4,y+) = (z +d% y + &),

onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.6). Entdo
Ri(zy,ysX52) = 0,
Ro(zy,y13A) = AD*dY,

onde D* = diag(dy,--- ,d¥).

Demonstragao. Como (z,y) — Ri(z,y; \;Z) é linear, esse termo se anula

apdés um paso de Newton. De fato, calculando este residuo apds o passo de

Newton, temos

Ri(zy,y4302) = A(May+b—yi)+tay —2
= MMz+b—y)+z—T+XNMd"—d'+)+d"
= Ri(z,y; M) + [(AM +1)d® — Ad¥] =0,

onde, para a tultima igualdade, empregamos (3.6). O célculo de Ry da

Ro(w4,y430) = AXqyp —e=MX+D%)(y+d’) —e
= AXy—e+ NXd¥ +Yd®) + A\D*dY

Ro(z,y; A) + [AYd® + AXdY] + AD*d¥ = AD*d?,
(3.7)

onde, para a tultima igualdade empregamos novamente (3.6). O
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Para completar o estudo de residuo, vamos estimar a norma de AD*dY.

Isto vai requerer alguns resultados técnicos.

Lema 3.1.4. Sejam u,v € R™ e a € R" tal que a; #0 parai=1,2,...,n.
Entao,

vl < (/2 (JlAl? + 470
onde A = diag(a) e U = diag(u).
Demonstragao. Observemos que

[Uv]| = 70 wivi = Z?(:l/(c)”iui)(vi/ai) "
1/2 1/2
< (Z?_1(aiui)2> (Z?_1(Uz’/az’)2>
= [JAu|[|A" 1] < (1/2)<||AUII2 + IIA_lv||2>,

onde para a primeira desigualdade aaplicamos Cauchy-Schwartz e para a

segunda usamos a relagao st < (1/2) (32 + t2) para todo s,t € R. O
Empregando este lema, para u = d*, v = d¥ e a; = (y;/z;)"/?, i =
1,--+,n, concluimos que para X\, (z,y), (d*,d¥) como no Lema 3.1.3,

IADTa|| < (\/2) (II(X71Y)Da |2 4 [|(x 1Y) V2 qv|?).
Vamos estimar agora o lado direito desta desigualdade.

Lema 3.1.5. Sejam (z,y) € R}, xR}, A > 0 e g € (0,1) tais que,
INXy — el < B. Se (d*,dY) € a solugao do sistema de Newton (3.6), entdo

A=Y@+ (X Y)EYDav)?) < 2) Ra(w,y; A 2)|P+
+ [ Ra(z, y; NP/ (1= B).

Demonstracao. Multiplicando a segunda equagao do sistema de Newton

(3.6) por (Xy)—(1/2)’ temos
M)A 4 (x1y) ") = (XY )T Ry (w5 ).
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Logo, tomando norma ao quadrado em ambos lados e dividindo por A, segue-

se que
A(IE O 4 X)) 2a(a )
= (L/MIXY)" VD Ry(z, y; )| = [[(AXY) VD Ry (a, 55 M) ||
Agora empregando ii) do Lema 1.4.2, segue-se que

A(H(XW)(I/%W T H<X1Y><1/2>dyu2) oM (d®, dv)

(3.8)
< || Ra(z,y: M2/ (1 = B).
Se (d*,d¥) > 0, (3.8) implica no resultado desejado.
Para concluir a prova resta agora supor
(d*,d’) < 0. (3.9)

Multiplicando escalarmente a primeira equagao do sistema (3.6) por d*,

obtemos
(d®,(AM + I)d*) — N(d*,d¥) = —(d*, R1(x,y; \; T)).
Como A > 0 e M é positiva semi-definida, concluimos que
12 = Ad=, d¥) < [ld ||| R,y 3 7). (3.10)
Segue-se de (3.9) que ||d*||? < ||d®||||R1(z, y; \; )|, portanto
1)) < 1R (2,5 X D) (3.11)

Agora multiplicando (3.10) por 2, somando-se a isto a (3.8) e empregando

(]3.11), segue-se que
2|2 + A(!(X*Y)W?)W T r<X—1Y>—<1/2>dy||2)

< 2|d® ||| Ra(w, y; X )| + | Ra(, g3 V) [12/(1 = B) (3.12)
< 2| Ry (2, y; A @) || + || Ra(z, 5 V|12 /(1 = B),

Esta desigualdade implica trivialmente o resultado desejado. O
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Vamos agora obter uma estimativa do residuo apds um paso de Newton.
Isto vai nos permitir determinar uma regiao de convergéncia quadrdtica de

M¢étodo de Newton.
Teorema 3.1.6. Sejam (x,y) e R xR}, A>0ce
(T4,y+) = (2, y) + (d*, dY),
onde (d*,dY) a solugdo do sistema de Newton (3.6).
Se §(z,y; \;x) < 3% com B € (0, 1/2]), entdo
i) 6(xy,yrs M @) < O(x,y; A1) < ph
i) (r4,y+) € RE L X RY .
Demonstragdo. i) Como §(x,y; \; ) < 42, temos [|[AXy—e|| < 8. Aplicando-

se o Lema 3.1.3, o Lema 3.1.4 e o Lema 3.1.5 obtemos
8(z4,y+3 M%) = [AD*a|?
2
g[@m(mx*ywmﬁW+mx*n*Wwwﬁ]
2
< hRma%Anmv+quawxmveu—ﬂ»}.

Por hipétese, 5 < 1/2, portanto (1/2(1 - ﬁ)) <le

2
waﬁhﬂ<[mm%%N@W+WM%%MW]ZM%%M@?

Isto prova a primeira desigualdade em i). A segunda desigualdade vale
trivialmente.
ii) Para provar a positividade estrita de (x4, ¥4+ ), basta repetir os argu-

mentos de [34, Lema 2]. Para 6 € [0, 1], temos que
(i + 00) (g + 0dY) = iy + O(ad? + yid?) + 622,
Usando-se (3.3), (3.6) e o Lema 3.1.3, temos que

rd! +ydf = 1/\—zy;,
drd! = (x4)i(y4)i —1/\
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Combinando os resultados acima, obtemos
(zi + 0dF) (yi + 0dY) = (1 — O)xiy; + O0(1 — 0) /X + 0*(21)i(y4)i

Pelo item i), temos que [[AX 9y, —e|| = /d(x4,y4; A Z) < 52, Logo, por i)

do Lema 1.4.2, segue-se que
(x4)i(ys)i > (1= BH/A>0, parai=1,2,...,n
Combinando os resultados acima, concluimos que para 6 € [0, 1]
(w; + 0d7) (yi + 0d}) > 0.

Vamos supor que para algum iy € {1,2,...,n}, vale que (z4);, < 0 ou
(y+)i, < 0. Entao, usando que x;, > 0 e y;, > 0, concluimos que existe
0 € (0,1) tal que z;, + 0d%;, = 0 ou y;, + 0d¥;, = 0, e isto contradiz a

desigualdade acima. O

Se (z,y) e X satisfazem as condi¢oes do Teorema 3.1.6, entao tomando
o ponto (x,y) como iterado inicial, 0 método de Newton para resolver (3.2)
gera uma sequéncia infinita que permanece no ortante positivo. Além disso,
0s restduos convergem quadrdticamente para zero. Para garantir a con-
vergéncia da sequéncia e estimar a distancia euclideana de um ponto da
B-vizinhanga a trajetoria log-quadrdtica, vamos obter uma cota superior da
norma da componente d* do passo de Newton, em funcao da medida de
prozimidade do par (x,y) a trajetdria log-quadrdtica.

Comegaremos com um lema técnico que nos permitird estimar o residuo

apds um passo de Newton para sistema (3.6).
Lema 3.1.7. Dados uma matriz semidefinida positiva M , uma matriz definida
positiva B, uma matriz simétrica C e (r1,m2) € R"xR", seja (d*,d?) € R*™
a solucdao do sistema linear
M+1I -C d! 1
C B d2 9
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entao

Il |1Z + ld? [ < llral® + 2l B (3.13)

Demonstracao. Multiplicando escalarmente as equagoes do primeiro e se-
gundo bloco do sistema de Newton (3.31) por d' e d? respetivamente, obte-

mos

(d', (M + I)d'y — (d*,Cd?) = (d*,r)
(d?,CdYy + (d?, Bd?®) = (d? o)

IA

[l 1.
1BY2 || B~/ Dry]|.

IA

Usando as desigualdades anteriores e somado ao fato de que a matriz M é

semi- em R? definida positiva e a matriz C é simétrica, segue-se que

a1+ 1ld?[| 5

N

d![[1]l + | B2 2| B~/

1/2
dl 2 d2 2 (172
[ [1= + (1475

IN

)

1/2
) ) (1/2)
71 + N2l

onde para a ultima desigualdade empregamos a desigualdade de Cauchy-

Schwartz. Da relacao anterior segue o resultado. O

Lema 3.1.8. Sejam (z,y) € R}, xR}, A >0, e B € (0,1) tais que
INXy —e|| < 3. Entao

|1 < 6(z,y; X;2) /(1 = B),
onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.6).

Demonstragdo. Multiplicando o bloco inferior do sistema (3.6) por Y 1,

obtemos

MM +1 =)\ d® Ri(z,y; \; T)
pV AY X ay Y 1Ry(x, 95 \)

Aplicando o Lema 3.1.7, obtemos
1711 + ¥ Ry -1x < IRz, g M2+ 1Y R, 43 M) [y 1)1
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Simplificando o ltimo termo e aplicando ii) do Lema 1.4.2 obtemos
1Y~ Ry Ny x0)1 = HOXY) V2R (a3 V)2 < | Rolr v N2/ (1—1):

Combinando as duas desigualdades acima e levando em conta que 0 < 1—0 <

1 obtemos, em vista do Lema 3.1.3
1 + 13y x < IRz ys A 2) 2+ | Ra(a, y; M2/ (1~ B)
< d(zyxT)/(1-B).

Esta desigualdade trivialmente implica o resultado desejado. ]

No sequinte resultado obtemos uma cota superior da distancia euclideana

dos pontos da (-vizinhaga o trajetoria log-quadrdtica.
Teorema 3.1.9. Sejam (z,y) € RT | xR, A >0 e (€ (0,1/2] tais que,
6(x,y; A T) < 52, entdo
3/2
e ==Vl < (8/(1 = 8)*?,
3/2

ly =y < 1M + (1/2)] (8/(1 = 8)) ™ + 8/,

onde x(\) e y(\) foram definidos em (3.1)

Demonstragdo. i) Faca (2°,4°) := (x,y) e considere a sequéncia
(xk—ﬁ-l’yk—i-l) — (Z’k,yk) 4 ( i}d%)’ k = ()7 1’ 2... ,

onde (d¥,d}) é a solucdo do sistema de Newton (3.6) para o par (z*,y")
e o parametro A fixo. Vamos provar que a sequéncia estd bem definida.

Suponha que para algum k € N, vale que (:ck, yk) estd bem definido,

(2", y*) e R?, x R?, e 6(a*, o M 2) < g2 (3.14)

k+1 k+1)
)

Note-se que isto vale para k = 0. Segue do Teorema 3.1.6 que (z Y

estd bem definido, pertence a € R, x R}, e
1 1 - -2 2k+2
Sy N E) < 8@k R aE)? < 67
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Por indugdo completa, segue-se que a sequéncia {(z*,y*)}rem estd bem
definida e satisfaz (3.14), para todo k € R™.
Vamos agora provar que a sequéncia {(z*, y*)}rer» é convergente. Pelo

Lema 3.1.8 e (3.14), temos

Idz|l < (5%, 0% 2 2)/(1— )Y < (8 /- )P (3.15)

k+1 k

Portanto, a sequéncia {d} }ren é somével. Como df = z"*" —2", concluimos

que {2*}rerné uma sequéncia de Cauchy e converge a um certo &. Usando

a desigualdade triangular e (3.15) concluimos que para qualquer K € N,

K K
T k
2" =20l <Y lldgl < D67 /(- By
k=0 k=0
Como 0 < B < 1, temos 82" < gF+1 e
Ko K
DB /A= )<Y B =9 < B/ (1 - )Y,
k=0 k=0
Portanto ||zt — 20| < 8/(1 — 8)3/2. Tomando o limite k — o0, obtemos
I3 — 2% < B/(1 - B)*/2. (3.16)
Pelo Lema 3.1.3, temos que para k > 1,
Ry(zF, % N 2) = MMk +b— %) + 2% -7 =0,

Como {z*F}ren é convergente, concluimos que {y*}ren também converge

para algum 7, i. e.

j = lim .
Yy kli%y
Além disso, vale que
AMz+b—9)+2—2=0. (3.17)
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Observemos que (a:k , yk) € R}, x R}, para todo k € N, logo passando ao

limite quando k& — +o00, obtemos
(z,9) € R} xR

Vamos agora provar que (&, ), o limite de (z*, y*), é o ponto (z(\), y(\)).
De (3.14) segue-se que |[AXFyF — e < 32" Tomando o limite quando
k — 400, obtemos

MXj=e.

Como z,y > 0, concluimos que Z,9 > 0. Usando outra vez a igualdade
acima e (3.17), concluimos que & = z(\), g = y(\).
Para concluir, vamos estimar a distancia de (z,y) a (z()),y(A)). Como

20

x e =x(A), (3.16) se transforma em

lz(A) — x|l < B/(1 - B8)*>.

Da definicao da trajetoria log-quadratica, segue-se que

(M + %I) (@ —2(N) = (y —y(N) = (/N Ri(z, y; A; ),

e, portanto, obtemos

ly —y(N)l

IN

M+ (/M) [lz = ()| + (/N[ Ba (2, y; A 2)]]

3.18
< {HMHJrl/A} (8/(1 = B)B/D) + (/). (3.18)

A

O]

Observagao 3.1.10. Observemos que, se o MCP(F) tem solugao, pelo
Corolario 2.1.12, o conjunto {(z(\),y(N)), A > Ao > 0} € limitado. Por-
tanto, segue-se do resultado anterior, que dados Ao > 0, § € [0,1/2] e
Z, o conjunto dos pontos (x,y) tais que para algum A > Ao > 0 vale que

S(z,y; M 2) < 2, € limitado.
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A sequir mostraremos que apds um passo de Newton para o sistema (3.2),
podemos atualizar linearmente o pardmetro A\, mantendo o novo ponto na

B-vizinhanga da curva log-quadrdtica.

Proposigao 3.1.11. Sejam (z,y) € R xR}, A >0 e g€ (0,1/2] tais
que 0(z,y; \; &) < B32. Defina

(zr,y4) = (z,9) +(d*,d)
~ ﬂ ﬂ2

= all + 072+

onde (d*,d¥) € a solugdo do sistema de Newton (3.6). Entao
§(zq,ys, L+ 0\, 2) < 3%, para todo 0 € (0,0].
Demonstracdo. Pelo Lema 3.1.3, temos que

Ri(zs,y+32) = A Moy +b—yy) +a4 —2=0.

Portanto,
Ri(zy,yps 1+ 0)A2) = AMMay+b—yy)+ap —T+0AN Moy +b—yq)
— (s —7)
(§]
[R1(z 4,45 (L + O\ 2)|| < Ollzy — Z. (3.19)

Pelo Teorema 3.1.6, temos que
1Rz (@, yas M| < 6, yas X52) VD < 8,y M) < 67

Portanto

Ro(zs,y;(L+0)A) = (1+0)AX 1y, —e
= (1+60)(AX y; —e) —0e
= (1+0)Ra(xy,y4:A) —Oe
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|Ro(z4, s (L + 0N < (1+0)5% + on'/2. (3.20)

Desta forma, de (3.19) e (3.20), segue que

(s Y45 (1+0)A; T) IRy (24, 545 (14 ) )12 + (| Ra (2, ys (1 + )N

62|z — 2|2 + [(1 + 6)8% + on*/2]?
2

0(||zs+ — Z| + 8% +n/2) 4+ 52| |

IN

IN

onde a ultima desigualdade segue de uma simples manipulagao algébrica.

Da definicao de 6 segue o resultado. O

Observemos que, pela proposicio anterior, na medida que ||z4 — Z||
cresce, a taxa de atualizacao linear se deteriora. Para tentar contornar este
problema, teremos que atualizar T usando um esquema hibrido proximal-
extragradiente relazado. Isto vai nos permitir mover T na dire¢cdo de x4
e simultaneamente, aprorimd-lo do conjunto de solucdes. Para tanto fare-
mos uso da teoria de Solodov-Svaiter [43] de erros relativos e o método
hibrido, para a resolucao do problema de encontrar um zero de um operador
mondtono mazrimal.

Consideremos T : R™ = R, definido por
T = F+NR1, i. e, T(x)= Ml‘+b+NR1(.’E)

Como a hipdtese H1) vale, T é mondtono maximal. Lembremos que Stz

denota a fungao de mérito de Solodov-Svaiter.

Lema 3.1.12. Sejam (z,y) € R7, xR}, A >0 e 3 € (0,1/2] tais que
§(z,y; \;@) < B2, Defina

(‘r-i-a y+) = (Ji,y) + (dma dy)?
Vy = M.T++b—y+,
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onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.6), . Entao

Demonstragdo. Observemos que z4 > 0, logo vy € T(x4). Temos que

D(T) € R e yr >0, logo pelo Lema 1.1.7, segue-se que
vy € T(zy),

onde € = (z4,y+). Apds um paso de Newton para o sistema (3.6), temos,

pelo Teorema 3.1.6, que
AX 1yt —el <62 < 1.

Logo, por i) do Lema 1.4.2, vale que 0 < A(z4)i(y4); < 1+ 32, para i =
1,2,...,n, e, logo

(m4,y4) < (1+B%)n/A,

portanto
vy € TLA+BA] (4,

Observemos que, pelo Lema 3.1.3, temos que A(Mx4 +b—y4+)+24+—Z =0,
donde segue-se que

My +zy —2=0.
Desta forma, usando-se a definicao da funcao de mérito St ) z, obtemos
Staz(ze,vi) < 2(1 4 BH)n.
O
Observagao 3.1.13. Do lema anterior, seque-se que, dado o € (0,1), se
2(1+ B%)n < ol|lzy — 2|,

entdo o critério (1.17), para dar um passo do algoritmo hibrido de Solodov-

Svaiter, é satisfeito. Em particular consideraremos o := (1 + 3?)/(1 + 3).
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No resultado a sequir provaremos que se ||xy — Z||? for “grande”, entdo
podemos dar um passo relaxado do algoritmo hibrido de Solodov-Svaiter
(1.16), e ainda permanecermos na vizinhangd de uma curva log-quadrdtica.
Vamos estimar também o decrescimento da distancia dos iterandos do algo-

ritmo hibrido ao conjunto solucdo.

Proposigao 3.1.14. Sejam (z,y) €c R} xR}, A >0 e 3 € (0,1/2] tais
que, 6(z,y; \; Z) < 2. Defina

($+7y+) = (x7y)+(d277dy)7
po= (8 =YY/l —all,

B = @4 plas —a),

onde (d*,d¥) € a solugdo do sistema de Newton (3.6). Entao

i) 6(xy,yss N Ty) < B2
ii) Se ||z — Z||* > 2(1 + B)n, temos que
d(Z4, Suc(F))? < d(z, Suc(F))? — (2n)1/252(1 — 8)6/2).

Demonstragao. i) Pelo Lema 3.1.3, temos que

AMMzy+b—yy)+zy —2=0.

Portanto
Ri(zp,y+3074) = MMy +b—yy) oy — Ty
= AMMzy+b—yy)tay -7 —play —7)
=— plzy —2)
€
Ry (24, 43 A 24| < plleg — . (3.21)

Pelo Teorema 3.1.6, temos que
IAX yys — ell < 8z, yps 2 2) V2 < g2 (3.22)
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Desta forma, de (3.21) e (3.22), segue-se que

0@,y X T4) = [AMay +b—yy) o — 24 [ + [[AXpyy —e?
Ip(as —2)1* + [AXys —ef?
p*llxy — 7% + B

IA

Da definicao de p, segue o resultado.

ii) Definamos v4 := Mz + b — y4. Pelo Coroldrio 1.2.8, segue-se que
d(z+,S(F))* < d(@ S(F))* +p [Srpz(ws, ve) = ot — T4 ]
d(z, S(F))?
illes = al| (Srastes.vi)llos — ) = o ~
d(z, S(F))?
H8 = YN (Staa(or, o) o = al) = oy -]
(3.23]

onde a segunda desigualdade decorre de uma manipulacao algébrica da

N

primeira e para a ultima igualdade empregamos a definicao de p. Observe-
mos que, pelo Lema 3.1.12, temos que Sty z(z4,v4+) < 2(1 + 3?*)n e, por

hipétese, temos que ||z; — Z||? > 2(1 + 8)n. Logo, segue-se que
(Srae(as,va)/llas = 2) < 20+ )n/ (201 + B)n) 2.
Portanto, segue-se de (3.23), que
d(z4, S(F))* < d(z, S(F))?
H@ = Y0 201+ P/ 200+ 8)) ") = (2014 B,
Para concluir, basta notar que

(6 - g2 [2<1 T80/ 201+ B)m) D — (21 + ﬁ>n><1/2>]
= f(gn)(l/Q)ﬂQ(l — 5)(3/2),

80



3.1.3 Algoritmo, apresentagao, analise de convergéncia e com-

plexidade

Apresentaremos a sequir um algoritmo de tipo path-following para o Prob-
lema de Complementaridade Linear Mondtono. Estudaremos suas carateristicas
principais, no que diz respeito a estar bem definido e ser globalmente con-
vergente. Apresentaremos também resultados de complexidade. O nosso
objetivo e desenvolver um algoritmo de path-following, tipo ”short-step”, ao
longo de uma trajetoria log-quadrdtica e com atualiza¢ao linear do parametro
A; de fato estamos interessados em consequir que a taxa de atualizacdo seja
da ordem de O(l =+ ﬁ), o que produz os melhores resultados de ordem de
complexidade em algoritmos de pontos interiores achados na literatura.

Algoritmo Al

Faca k =0 e sejam (B € (0,1/2], 2° € R", (2°,y°) € R} x R} tais
que §(z°,y°; Xo; 7%) < 2.

Para k=0,1,2,...,
1. Calcular (d,d}) a solugio do sistema de Newton

MM+ T =N d¥ MNe(MzF + b —y) + 2F — zF
Vi AXF d} e XFyk — e

2. Definir («%+1, 1) = (2, yF) + (df. V).

3. a) Se |zt —2¥||2 < 2(1 + B)n. (Passo Ponto Interior).
Definir zhtl .= gk, Akl = (l—l—ék)/\k, onde 0), é a maior solucao
positiva de 0%||2F 1t — (|2 + ||(1 + )N\ XFHIyFH — |2 = 2.
b) Caso contrdrio, i.e., se |1 —z%||? > 2(14+B)n. (Passo Hibrido).
Definir Apy1 := M\, =2k 4 p(2F+1 — 2%), onde
G

Pk = T —E-
ka—i—l _ka
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4. k=k+1.
Observagao 3.1.15.

1. Para a inicializacdo do algoritmo podemos considerar o sequinte caso
simples. Escolher 2° € R", 2° € R", solugio de 2° — (2°)71 =
70 A

0= ”M;%er”, yo = (xo)_l/)\o. Observemos que

Ri(2%,9% A0; 2°) = Ao(Ma® + b — y°) + (20 — %) = Ao(M 2" +b),
Ry(2°,y% o) = AX"%° —e =0,
logo, 8(x°,y% Xo; 2°) = ||Ao(M2° + b)||? = B2, ou seja estamos na

B-vizinhanca de uma curva log-quadrdtica.

2. Calcular o valor de 0y, definido no passo 3a), se reduz a resolugao de uma
equagao quadratica, portanto nao acrescenta complexidade alguma ao

algoritmo.

No sequinte teorema apresentamos as propriedades bdsicas do algoritmo

Al
Teorema 3.1.16.
i) O algoritmo Al estd bem definido.

ii) Se o LMCP(F) tem solugdo, entdo eviste K1 > 0 tal que ||z% — 2% <
2(1 4 B)n, para todo k > K;i; portanto, o nimero de passos hibridos

do algoritmo € finito.

iii) Se o LMCP(F) tem solugdo, entdo existem 6 € (0,1) e Ky > 0, tal
que M1 > (14+0) A, para todo k > Ko; portanto, temos convergéncia

Q-linear da sequéncia {(1/A)}ren @ 0 quando k — +oo.

iv) Se o LMCP(F) tem solugdo, entao a sequéncia gerada pelo algoritmo
€ limitada e seus pontos de acumulacao sao solucoes complementares

do MCP(F).
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Demonstragdo. i) Suponhamos que para um certo k € N, vale que
(z*,y") e R, x R, A >0 e d(z”, y% \; 2%) < B2 (3.24)

wk-i—l, k+1)

Pelo Pelo Corolario 3.1.2 e pelo Teorema 3.1.6, segue-se que ( Y

estd bém definido e vale que

(xk-i-l’yk-‘rl) e R¢+ % R7Jlr+’ 5(a:k+1,yk+l;/\k;@k) < ,64.

1 k+1
+7y+7)\k+17

Vamos verifivar que apés o passo 3) do algoritmo Al, z¥
TF*1 satisfazem (3.24). No passo 3 a), pelo Teorema 3.1.6 e pelo Lema

3.1.3, respectivamente, temos que
Ry (zF 40 gf i A 2F) = (Mot b — o) 4 2+ — 2k — 0,
H)\ka+1yk+1 _ e” < 5($k+1,yk+1; /\k;j;k)(l/Q) < /32.
Desta forma, segue-se que
5($k+1’ yk+1; (1 4 6’))%; ik) —
= [ Ru(@™ 1 yF s (14 0) A )P + | Re (2™, "5 (1 + 0)) |12
= ||)\k(M:Ek+1 +b— ka) + gkt gk 4 9Ak(Mxk+1 +b— yk‘H)H2
(14 @A XY —¢f?
= || = 0@ = ZF)P + (11 + O\ X YA — e

Observemos que a funcao quadratica:

p(0) = || — O(xFL — ZF)||2 + || (1 + O) A\ XFHyFHL — e||?] satisfaz
Jim p(0) = oo, p(0) = [ WX —of? < 5t < 2

Logo, existe 65, a maior solucio positiva de:

92||£Ck+1 - jk||2 + ||(1 + 9)Aka+1yk+l o 6”2 — 52

€ segue-se que

(@M Y Ny 25 < B2 (3.25)
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No passo 3 b), por i) da Proposigao 3.1.14, segue diretamente (3.25).

Em ambos casos, a positividade estrita de Apy1 segue trivialmente. Ob-
servemos que a (3.24) vale para k = 0, logo, por inducdo completa segue-se
que algoritmo estd bem definido.

ii) Ap6s K passos do algoritmo hibrido, segue de ii) da Proposicao 3.1.14,

que
d(zM+, Sye(F)? < d(@, Sy (F)? - (2n) 282 (1- )32, j=1,.. K,
logo, somando as desigualdades para j = 1,2,..., K, concluimos que

K(2n) 2521 - 5D < d(@, Sol(T,C))? — d(z*%, Sol(T, C))*
< d(@, Sol(T,C))?,

e portanto o nimero de passos hibridos no algoritmo estd limitado por
. d(z%, Sy (F))?
K S Kl — (‘T ) MC(3 ))
V26%(1 = B)2nl1/?)
iii) Para k > K, onde K; é a constante definida no item ii), segue-se que

|z* — Z*| < (2(1 + B)n)1/2). Pela proposicio 3.1.11 e a definicio de 6 no

paso 3 a), temos que Ay = (1 + 9k)Ak e vale que

1

O > :
T et — 2+ B2+ 07

Logo, definindo
- 1

T O+ AR 4§ a7

segue o resultado.
iv) Observemos que, para todo k > K7, onde K; é a constante do item

ii), o algoritmo sé faz iteragoes de ponto interior, portanto vale que
5($k7yk§/\k;lfK1) < 3% < 1, para todo k > K.

Usando que A > Ag > 0, para todo k € N, segue, pela Observagao 3.1.10, a

limitagao da sequéncia {(xk, yk)} kEN' A continuacdo vamos provar que os
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pontos de acumulagao sao solugoes do LM CP(F'). Suponhamos que (z,9)

é um ponto de acumulagao da sequéncia {(wk, Yk Pelo Lema 3.1.3 e

)}kzeN'
a defini cao (3.3), segue-se que

Ap(MaP Tl b — iy bt gk — o,

Pelo item iii), limg_, 4o A\x = 400, logo fazendo | — 400 na subsequéncia
{(xkl,ykl)}l en convergindo a (2,9) e usando a limitagao das sequéncias
{(z*, ¥*) }ren e {Z*}ren, obtemos que
Mi+b=4q.
Observemos que (z¥,4*) € R, xR, para todo k € N, portanto, segue-
se que
(z,9) € RT xR
Da condicdo || X*y* — (1/Ar)e|| < (8/Mk), para todo k € N, fazendo k —

400, obtemos

#'4" =0, para todoi € {1,...,n}.

ou seja (&,7) é solugao do LMCP(T). O

Para concluir apresentamos um resultado de complexidade do algoritmo
Al. Dado € > 0, diremos que (z,y) € R}, x R € uma e-solugao do
problema LMCP(F), se

(z,y)

Teorema 3.1.17. Sejam (2°,4°) e R, xR}, 2° € R", N\ > 0, B €
(0,1/2] tais que, 5(x°,4y% Xo;2°) < 8%, Dado € > 0, entdo o algoritmo Al

Mz +b—yl|<e 0<

IN

€.

atinge uma e-solugio do LM CP(F), apds
K d(z°, S(F))?

1
7198 T @ = 5ED

iteracoes, onde K = ((2(1 + ﬁ)n)(l/Q)/)\O) el = 1/(2(1 + ﬁ)n(l/Z) + 32 +
n(1/2)).
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Demonstrag¢do. Apés K pasos do algoritmo de ponto interior (Passo 3a no
algoritmo A1) e K pasos do algoritmo hibrido (Passo 3b no algoritmo A1),
onde K; é a constante definida na prova do item ii) do Teorema 3.1.16,

temos, pelo Lema 3.1.3, por (3.3) e por i) do Teorema 3.1.6, que

1
Alxk+1+—b——yk+1+—X;(xk+l——ik)::O, (3.26)
[ AR XFHL AL | < 2. (3.27)

De (3.26) e da prépria defini¢do do algoritmo segue-se que

]\Mxk+1+b—yk+1|] — leuxk—i-l_jku
< L@+
< sorgpr 20+ B2,

De (3.27) e i) do Lema 1.4.2, temos que 0 < :1ck+1y£chl < (1 + B%) para

i

1 =1,2,...,n, portanto segue-se que

<xk+1’yk+1> _ 1+ﬁ2 _ 1+BQ_
n =T T Mo(lra)E

0<
onde § é a constante definida na prova do item iii) do Teorema 3.1.16.
Observemos que para todo n € N e 8 € [0,1], vale que 1 + 32 < (2(1 +

ﬂ)n) 172 Portanto, para K tal que

20+ 8m) ) _

NILDE = €, (3.28)

segue-se que, para todo k > K,

@hyh) o 1467 o 4B YD _ 2(014+8)n) 1/

n = X40F = x(I+0F = Nk = ©
k+1 okl 21+8)n) /2 (2(148)n) /)
IM2E5 4 b=y < ST = TR S ©

Definindo K := W, temos que (3.28) é equivalente a
_ - K

Klog(1+0) > log —. (3.29)
€
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Usando-se a desigualdade log(1l 4+ s) < s, para s > 0, segue-se que para

satisfazer (3.29), basta tomar K tal que

Lembrando que o nimero de pasos hibridos do algoritmo Al estd limitado
d(@°,Smo(F)?)
J2520-8)8n0/9
numero de passos do algoritmo A1, necessarios para atingir uma e-solugao,

or (vide Teorema 3.1.16ii)), a nossa estimativa final do

vem dada por

-0 2
0 € \/§ﬁ2<1 — 3)zn(1/2)

3.2 Formulagao nao-escalada da trajetoria log-quadratica

para o problema LMCP(T)

Seja F : R" x R" — R™ x R,

F(z,y) = (F(z) -y, ).

Sabemos que LMCP(F) ¢é equivalente a VIP(F,R™x R"), onde novamente
F(z) =Mz +b.

Vamos considerar a trajetoria log-quadrdtica para VIP(F’,R” x RY).
Para simplificar a abordagem, vamos trabalhar com a curva obtida da tra-
jetdria log-quadrdtica, tomando = v = 1/\. Dado ,y, definimos a curva

log-quadrdtica nao escalada para LM CP(F) como a aplicagio A € Ry —

((2),y(N).
(z(N),y(V)) = ((1/X 1/ X 2,9),y(1/A, 1/X 7, 5)),

onde (pu,v) — (:c(u, v Z,9),y(u, v; T, gj)) € a trajetdria log-quadrdtica para o

VIP(F, R"xRY) (ver Definicao 2.2.1). Usando (2.25) temos que (x(X), y(\)
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€ a solucao de
0= F(z,y) + 1/N(x -2,y —7) = (0,(1/N)y™"), y>0.
Empregando-se a definicao de F na expressao acima obtemos a formulagao
nao escalada: Dado A > 0, (ac()\),y()\)) ¢ a solucdo de
0=AF(z)—y)+z—=,
O=Xz+(y—7) -y ' (3.30)
(z,y) e R" x R .

3.2.1 Medida de proximidade a trajetéria log-quadratica

Como jd foi mencionado, os algoritmos de path-following do tipo short-
step funcionam, de forma geral, dando passos de Newton para o sistema
de equagoes que define a trajetoria, mantendo os iterandos no interior de
vizinhancas pequenas da mesma.

Para avaliar a distancia de um ponto a curva log-quadrdtica, introduzire-
mos uma medida de proximidade. Dados X > 0 e (zy) € R"xR", definimos
(Ri(z,y; A Z), Ro(z,y; \;9)) como o residuo de (3.30), isto é

Ri(z,y; 7)== AMF(2) —y)+z -7,
Ro(z,y; Mi9) = A+ (y—9) —y "
Chamamos de Medida de proximidade do par (z, y) a trajetéria log-quadratica
a sequinte magnitude
O(a,y; X 2,9) = | Ruw, ys )| + || Ra, 93 A 9)) Iy 1)1

Associada o esta medida de proximidade definiremos uma vizinhanca da
trajetoria log-quadrdtica, na qual, como veremos depois, ficarao restritas as
sequéncias de pontos geradas pelo algoritmo, que serd apresentado nesta
secao. Dados o par (Z,y) € R™ x R" fixzo e f € (0,1), chamaremos de

(B-vizinhanga da curva log-quadratica ao conjunto

Ngzg:= {(x,y) eRY,  xRY, | IXN>0, com S(z,y; M Z,9) < ﬁQ}.
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3.2.2 Método de Newton para a formulagao nao escalada

Para obtermos uma boa aproximacgdo de (x(\),y(\)) vamos empregar o
método de Newton para o sistema (3.30)

Definindo Ry ; : R?" — R?",

Rya(.1) ANFz+b—y)+x—2 Ry(z,y; \; )
Az Y) = = .
’ ety =gy Ry(@,y; \)

temos que o sistema (3.2) pode ser escrito como Ry z(x,y) = 0. O método de

Newton aplicado a (3.30) deve resolver em cada interagdo o sequinte sistema

linear que chamaremos de sistema de Newton:
Ry (x,y; A\; ) N VeyRi(z,y; M 7) | | &

Ra(z,y; \) VaeyRo(z,y; \) v

=0.

Como F(x) = Mx + b (com M semi-definida positiva), o sistema pode-se
reescrever como

MM +T =M d* | | Rilw.y\a) (3.31)

MY || & Ro(x,y; A7)
Vamos provar que este sistema tem uma unica solucao.

Lema 3.2.1. Sejam (z,y) € R" xR e XA >0, entdo o sistema de Newton

(3.31) tem uma unica solugdo.

Demonstracao. Observemos que, pelo Lema 3.1.1, a matriz do lado esquerdo

de (3.31) é nao singular. O

Portanto o método de Newton pode ser aplicado enquanto os iterados se
mantiverem em R" xRl . A seguir veremos alguns resultados relacionados
com a boa definicdo do método e o comportamento do residuo apds um paso

de Newton. Para isto comecaremos com um lema técnico.
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Lema 3.2.2. Dados (z,y) € R" xR}, (z,y) € R" xR", A > 0. Seja
(d*,dY) a solugao do sistema de Newton (3.31), entdo

i) [|d”(| < (,y; X, 9) 2

i) ||| < 8(x,y; A 2, 9)'/?

i) || Y Y| < d(x,y; N 3, 9) V2.
Demonstragao. Pelo Lema 3.1.7, temos que

112 + 1012y < IR (2,53 X5 D)2 + 1 Ba s X D)y 2y
Da desigualdade anterior seguem i) e ii) diretamente. Para iii), Observemos
que
1Y )2 < 0By ar gy < B35 07, ).
O
A sequir provaremos que se a medida de proximidade de um ponto a tra-
jetdria log-quadrdtica é “pequena” (estritamente menor do que 1), o ponto
obtido apds uma iteragao do método de Newton para o sistema 3.31), per-

tence a R" x Rt .. Lembremos que esta condi¢io garante que podemos

continuar a usar o método.

Lema 3.2.3. Dados (z,y) € R"xR% , (Z,7) e R"xR", A >0ef € [0,1)
tais que 0(x,y; \; Z,7) < B%. Defina

(‘T-Hy-i-) = (.’E,y) + (dza dy))
onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.31), entao
Yy € R1+

Demonstragao. ii) Pelo Lema 3.2.2, aplicado ao sistema de Newton (3.31),

segue-se que ||Y ~!dY|| < 1. Portanto, pelo Coroldrio 1.4.3, obtemos
Yy € Ri_,_ (3.32)

O]
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Lema 3.2.4. Dados (z,y) €e R" xR}, (Z,7) e R"XR", A>0e [ €[0,1)
tais que 0(x,y; \; Z,7) < B%. Defina

(‘T-i-vy-i-) = (.’E,y) + (dza dy)’

onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.31). Entdo

Ri(zi,ypi i) = 0,

Ro(zi,ymi hg) = =YY lav)%

Demonstragao. Como Ry(-,;A;Z) é linear, este residuo se anula apds um

passo de Newton. De fato, calculando este residuo apds o passo de Newton,

temos
Ri(zy,ys \8) = MMzy+b—yy)+zy -7
= MMz+b—y)+xz—T+ AN Md*—dY)+d*
= 0,

onde para a tultima igualdade empregamos (3.31). O calculo de Ry d&

Ro(zi,yi N0 = Azg+ (y+ —9) —y3'

= M+ y—9 +Ad®+d¥— (y+d¥)~?
= X+ y—§+A -y L+ Y2+ DdY — (y+d¥)?
+y Y 2q¥
= —(y+ad) 4yt -Y 2
= Y7Vl
onde para a penultima igualdade empregamos (3.31) e para a ultima usamos

a relacao

—(s+t) s =572 = —(s+1)"1(t/s)?, paratodo s #0et# —s, (3.33)
em cada componente do vetor —(y + d¥)~! +y~1 — Y 2a¥ O
Observagao 3.2.5.
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1. A essencial relagao (3.33) pode ser encontrada em [18].

-1 _ _ _
2. Observemos que |[|Y (Y 1dy)2H(Y;2+I)_1 < |[(Ytav)?|| < ||y tav|?
e o Lema 3.2.2 oferece uma estimativa deste ultimo termo em fung¢do

da prorimidade a trajetoria log-quadrdtica.

Vamos agora obter uma estimativa do residuo apds um paso de Newton.
Isto vai nos permitir determinar uma regido de convergéncia quadrdtica do

Meétodo de Newton.

Teorema 3.2.6. Dados (z,y) € R" xR}, (Z,y) € R* xR" e A > 0.
Defina

($+,y+) = (Z’,y) + (dma dy)7
onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.31), entao
0ty y+3 X7, 7) < 8w, 55257, 9)%.

Demonstragao. Observemos que, pelo Lema 3.2.4

Ri(y,y4:X%) =0, Ro(wy,yp Aig) = -V (Y aY)2 (3.34)

Logo, temos que

d(as yri Nz y) = || = Y+ D) WYy a2
< Yy—l YfldyQ 2 _ YfldyQ 2
L N L U
<yt
< Oz, y; N F,9)%
onde para a peniltima desigualdade empregamos o Lema 3.2.2. ]

Se (x,y) e X satisfazem as condi¢oes do Teorema 3.1.6 e, adicionalmente
S(z,y: N\ &, ) < 1, entdo, tomando o ponto (x,y) como iterado inicial, o
método de Newton para resolver (3.2) gera uma sequéncia infinita que per-

manece em R" x Rt . Além disso, os residuos convergem quadrdticamente
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para zero. Isto vai nos permitir estimar a distancia euclideana dos pontos

da B-vizinhanga a trajetoria log-quadrdtica.
Proposicao 3.2.7. Dados (z,y) € R" xR}, (Z,7) €e R" xR", A >0 ¢
B €10,1) tais que d(z,y; \; Z,7) < (2, entdo

lz —z(MI < B/(1=0), ly =yl < (8/1-0)
Demonstragdo. Faca (2°,y°) := (z,y) e considere a sequéncia.

(m’k+1’yk+1) — (xkjyk)Jr( rdl), k=0,1,...,

e Newton onde (df,d}) é a solugao do sistema de Newton (3.31) para z =
¢y = yF, X > Oe (Z,9) fixos. Vamos provar que a sequéncia estd bem
definida.

Suponha que para algum k > 0 vale que
(", 4%) € R* x RYL e 32k, % i 7,9) < 57 (3.36)

Note-se que a desigualdade anterior vale para k = 0. Pelo Teorema 3.2.6,

segue-se que (zF1 y*+1) estd bem definido e vale que
() € R xRy, (@M Nz ) < 6F Lk iz g)” < 67

Por inducgao segue-se que a sequéncia estd bem definida e satisfaz 3.36, para
todo k € N.
Vamos provar agora que a sequéncia é convergente. Pelo Lema 3.2.2,

temos que

||| < 8", yF; s )2 < 52 (3.37)
ldY]| < 3(z*, g Mz, 5) 172 < g7 (3.38)

Portanto, a sequéncia {(df,d¥)}ren é somavel. Como (df,dy) = (zF! —

oyl — k) concluimos que {(z*,y*)}rené uma sequéncia de Cauchy
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e converge a um certo (Z,y). Usando a desigualdade triangular e (3.37)

concluimos que para qualquer K € N,

K K

k

25+ =20 <> il < 6%
k=0 k=0

Como 0 < 3 < 1, temos 82" < g+l e
K = K
S8 < B < B/(1- B).
k=0 k=0
Portanto |25+ —2%| < 8/(1—3). Tomando-se o limite K — +o0, obtemos
|1z — 2% < B/(1 - B). (3.39)
Anéalogamente obtemos que
19— Il < B/(1 - B). (3.40)
Pelo Lema 3.2.4, temos que para k > 1,
AMMzF+b— %)+ 2% —7 =0,
Logo, tomando-se k — 400, segue-se que
AMz+b—9)+2z—2=0. (3.41)

Observemos que (z*,y¥) € R™ x R, para todo k € N, logo passando ao

limite quando k& — +00, obtemos
(z,9) e R" x R}

Vamos agora provar que (&, ), o limite de (z¥, y*), é o ponto (z(\), y(\)).
Observemos que, da definicio de 6(z*,y"; \i; Z,7) e (3.36), temos que

~ — k
IAz* + (% — ) — (%) 1H((Yk)72+1)71 < 5%,
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Observemos que

YRk + g% — 5 — (F)7Y))
— ()2 + D)2 () 24+ 1) TPk gk — g — ()Y

1/2 = _
< |((v¥2+1)" B X2y gyt

1((Y*)2 + 1)Y282* — 0, quando k — +oc,

IN

onde para a tltima relacdo empregamos a limitacdo da sequéncia {y*}ren.
Donde, obtemos

Y(\i+9—17) —e=0. (3.42)

Como g > 0 de (3.42), concluimos que y > 0. Isto somado a (3.41) e (3.42)
implica em que & = z(\), y = y(A).

Para estimar a distancia do ponto (z,y) a (z(X),y())), basta notar que,
usando que (2, 9) = (z(A),y(N)) e (z,y) = (2%,3"), (3.39) e (3.40) se trans-
formam em

B
< mv [y(A) —z|| < m

O

Observagao 3.2.8. Notemos que, se o MCP(F') tem solugado, pela Proposi¢ao
2.2.5, seque que a curva log-quadrdtica X — (x(X),y(X)) € limitada. Por-
tanto, seque do resultado anterior, que dados 3 € [0,1) e (Z,y), o conjunto
dos pontos (x,y) tais que para algum X > 0 vale que 0(x,y; \; Z,7) < (2, €

limitado.

O seguinte resultado mostra que apos um passo de Newton para o sistema
(3.31), podemos atualizar linearmente o parametro \ e o valor do parametro

de atualizacio é da ordem de 1/(||z — Z|| + ||y* — 7F|| + n(1/2).
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Proposicao 3.2.9. Dados (z,y) € R" xR, A >0 e 3 € [0,1) tais que
d(z,y; \; Z,7) < % Defina

($+7y+) = (x,y) + (dx>dy)7
0= (8- %/(|lz4 — 2| + lly+ — gl +n/? + 52).

onde (d*,dY) solugdo do sistema de Newton (3.31). Entdo
5(93+,y+, (1+6)N\73;7) < (2, para todo 0 € (07é],
Demonstracao. Pelo Lema 3.2.4, temos que
AMzy+b—yy)+azy —2=0.

Portanto,

Ri(z4,y45 (L+0)A 7)

)\(Ma:++b—y+)+x+—§:+9A(Mx++b—y+)

= —Q(ZE+ — CE)

IRy (24, g5 (1 + O)N T < Ol — ). (3.43)

Pelo Teorema 3.2.6, temos que

1R (24 545 9y 2y 1 < 0@, y4s A 2,) < B2

Portanto, como

Ro(zp,yr;(1+0)Ny) = (14+0) s+ (y+ —7) —y;l
= (1+0)A\or +(y+ —9) —y+ )
=0y —G—y+ )
= (1+0)Ro(zp,yps N9 — 0y —7—ys )

temos que
1Bo(@s s A+ OX D 2en- < Q05 + 0y = Flo2en- + O3 -
< (140)82+0llys —yl + QHZ/IIHYE
< (1+0)82+0llyy — gl + o'/
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Desta forma, segue de (3.43) que

Sy (LHONTE) = [Ri(ese (1+0X D)
HlRa(wey L+ OXDIE,

< oy — 7
+[(1 +0)8° + 0llys — gll + enl/Qr
< |olles = all+ (1405 + bl — gl + 60
Da definicao de 6 segue o resultado. O

Observemos que, pela proposi¢cdo anterior, na medida em que ||y —
Z|| + ly+ — y|| cresce, a taxa de atualizagdo linear se deteriora. Para ten-
tar contornar este problema, teremos que atualizar (Z,y) usando um es-
quema hibrido proximal-extragradiente relaxado. Isto vai nos permitir mover
(Z,9) na direcao de (x4,y4) e simultaneamente, aproximd-lo do conjunto de
solugoes. Para tanto faremos uso da teoria de Solodov-Svaiter [43] de erros
relativos e o método hibrido, para a resolugcao do problema de encontrar um
zero de um operador mondtono mazximal.

Consideremos T : R™ x R" = R" x R"
F(z)—vy Mzx+b—y
T(x,y) = =
x + Nrr (y) z + Nrz (y)
Observemos que T € mondtono mazximal e MCP(F) é equivalente ao prob-

lema de achar um zero de T'. Lembremos que St (z5) denota a fungdo de

’g)
mérito de Solodov-Svaiter introduzida em 1.16.

Lema 3.2.10. Sejam (z,y) € R" xR}, A > 0 e 3 € [0,1) tais que
8(z,y; N 2,7) < B%. Defina

(:U-O-ay-O-) = ($+d:r7y+dy),
vy = Mz +b0—yy,
Wi 1= Ty — (1/)\)(%71 + Ro(x4, Y43 A ?J)),
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onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.31). Entdo

Stzg (T, yr, vy, wy) < 2n.
Demonstragdo. Observemos que, pelo Lema 3.2.3, temos que y4+ > 0, logo

Uy
€ T(x4,y+)- (3.44)
Lt

Pelo Lema 3.2.4, temos que

yi T 4 Ro(zg,yms Nmg) = yit - YN (Y a)?

(3.45)
= Y ' (e— (Y1a¥)?).

Pelo Lema 3.2.2, vale que ||(Y ~!d¥|| < 3 < 1, portanto, pelo Coroldrio 1.4.3,
segue-se que

e— (Y 'a¥)2 >0 (3.46)
Usando-se que y4+ > 0 e (3.45), concluimos que
yr '+ Ro(wy,y43 A5 259) > 0.
Além disso D(T) € R™ x R}. Isto somado a (3.44) e (3.46), implica, pelo

Lema 1.1.8, em que

U+
e T (ap,yy),
w4

com € = <y+, %(er_l + Ro(zy,yy; A;:E;g))>. De (3.45), temos que
(/) (Y, v+ Rz, ys M) = (/N (yg, (V) He— (Y1a¥)?))

{
= (/N -y~
< (1/A)n

Observemos que, apds um passo de Newton, temos

M.’L‘++b—y+ i $+—.f 0

Ty Y+ — ¥ Ry(xy,y s \0) +ys
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Portanto, (z4+y4), (v4+,wy) satisfazem

v Ty —T
N —0,
w4 Y+ — Y
v
Tl ety y,).
W
O resultado segue agora, da defini¢ao de St )z 5. O

Observagao 3.2.11.

1. Do lema anterior seque-se que, dado o € (0,1), se
2 < o (s — 7 + gy — 317). onde o € (0,1),

é vdlida, entao o critério (1.17) para dar um passo do algoritmo hibrido

de Solodov-Svaiter € satisfeito. Em particular cosideraremos o =

1/(1+4 ).

No seguinte resultado, andlogo do da Proposicao 3.1.14, provaremos que,
apds um passo de Newton para o sistema de Newton (3.31), na vizinhanca da
trajetoria log-quadrdtica, se ||z —Z||? +||y+ — y||*> € “grande”, podemos dar
um passo relazado do algoritmo hibrido de Solodov-Svaiter [43], consequindo
nos manter numa vizinhanc¢a de uma trajetoria log-quadrdtica. Obteremos
também uma estimativa do decrescimento da distancia entre os iterandos
(Z,9) e (Z4+,Z4) do algoritmo hibrido e isto permitird novamente estimar o

numero de passos hibridos no algoritmo que serd proposto.

Proposigao 3.2.12. Dados (z,y) €e R" xR, (Z,7) e R" xR", A >0 ¢
B €[0,1) tais que, é(z,y; \;Z,§) < 5. Defina

(l’+,y+) = (l’,y) + (dx’dy)’
[) — (ﬁ — /62)
2+ = Z[[ + lly+ — 7l
(j-‘r?g-‘r) = (i’,ﬂ) + p((w+,y+) - (f,g)%
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onde (d*,dY) € a solugdo do sistema de Newton (3.31). Entdo

i) d(xp, Y i g, gy) < B2
ii) Se ||z — Z||? + |ly+ — 9l|*> > 2(1 + B)n, temos que
d((@+.94), Sizc(F)” < d((@.9), Sipc(F))” = B2(1L = 5)/*n!/2,

Demonstragao. i) Pelo Lema 3.2.4, temos que

AMMzy+b—yy)+axy —2=0.

Portanto
Ri(zy,yps ATy) = MMzy+b—yy) + oy — Ty
= MMzy+b—y) + oy =T — plag — 7)
= —play —7)
e
[R1 (24, y5 0 24| < plley — 2. (3.47)

Pelo Teorema 3.2.6, temos que
| Ro (24, Y5 )‘;g-i-)”(YJ:Q—&-I)*l <(zg, Y4 N T, 74 Y2 < 52

Portanto, como

Ro(wp,ypi Niis) = Aog+ (yr —04) —ys '
= Aoy + (Y —9) —y+ "~ ply+ —9)
= Ro(zi,y4;:09) — ply+ — 7)

temos que

|Ro( sy AT -2 pyer < B2+ dllus — 3 (3.48)

Desta forma, de (3.47) e (3.48), segue-se que

O(T4, Y45 A T4, Yy) = \|R1(5E+ay+;)\;f+)H2+HR2($+7?J+;/\§?J+)||(2Y+—2+1)71

2
< ﬁu4—ﬂv+@¢+ﬁm+—mq

A

IN

il =l + e =) + 7]
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Da definicao de p, segue o resultado.
ii) Defina
vy = Mz 40—y,
wy = ap = (/A (y+ "+ Ra(ag, y45 M 5;9)).
Pelo Corolério 1.2.8, segue-se que
o . 2
d((33+7y+) SMC(F))
N 2
< d((7,9), Sy (F))
0 [Srazg(@ i, ys, 04, wp) = (24 — T4 = llyg — 7117
< d((@.9). SyselF))* + (o1~

5T,A,z,g(¢+7y+av+,wir) —lzy — 5?”2 + ly+ — ﬂ”Q] )
|24 — 2| + [ly+ — ¥

Hig — o) |

< d((%,9), Sirc(F)) "+
Sty s, ve,wy) = oy =3P + |y, — g
2_ 34 (1/2) T\Z,y 45 Y4+, V4, W4 + Yt Y
- 50 | oy =2+ s 31 ’

onde, para a ultima desigualdade, empregamos a definicao de p. Pelo Lema
3.2.10, temos que Sty (7,7 < 2n e por hipétese temos que ||z —Z||* 4 ||y —

|| > 2(1 + B)n, logo segue-se que

d((z+,79+). S ) d((z, ) +
H@_mwp)&meﬁW%wm—m4—w%w%—mq,
_ _ 1/2
(s =2l + lly+ —711%)"

_ _ 1/2
(o — 22 + lyr — g2) >
oy — 2+l — 4l

< d((@,9), 5(F))*+
+(5? - gglm[ 2 —2(1 gﬂ [ m+—ij+w+—yﬁﬂ””]
2n

( 1+5 2+ = 2| + lly+ = 9l

< d((@.9). 5(F))" + (8 = )"/ [(2 1fﬁl+q/z>] 1/v2)

onde, para a pentltima desigualdade empregamos a relacao (a® + bz)(l/ 2) >

_ (1/2)

(et — 2| + lly+ — 9l?) 9
— , usando que —
Ter — 2T+ Tor — ave (3

a\—/%b, aplicada ao termo [
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ﬂ4)1/2(2n—2(1+,6)n))/((2(1+ﬁ)n)(1/2)21/2) < 0. Para concluir, basta notar

que

((8% = BHY2(2n — 2(1 + B)n)) / ((2(1 + B)n) H/D2/2) = —52(1 — B)1/2n!/2.

O

3.2.3 Algoritmo, apresentacao e analise de convergéncia e

complexidade

Apresentaremos sequidamente um algoritmo tipo path-following para o Prob-
lema de Complementaridade Linear Mondtono. FEstudaremos suas carac-
teristicas principais, no que diz respeito a estar bem definido, & convergéncia
global e aos resultados de complezridade.

Algoritmo A2
Faga k=0 e sejam (3 € [0,1), (2°,3°) € R" x R", (2°,4°) € R" x R", tais
que 6(z°,4°; 60; 2°,7°) < B2
Para k=1,2,...

1. Calcular (df,dY) a solugio do sistema de Newton

MM +T =N\ I ds Me(MzFE 4 b —y) 4 zF — zF
AT AYET? i Atk + (= gy =T |

2. Definir (z"+1,y**1) = (2%, y*) + (df, d})

3. a) Se ||zF1 — ZF||2 + [|yFT — 7¥)? < 2(1 4 B)n (Passo de Ponto
interior).
Definir (ZF+1, g*t1) = (2%, 9%), M\ep1 = M\e(1 + 6;) onde 6, = (8 —
/(a1 — 28] 4 1 — ]+ ) 4 )
b) Se ||zt — zF||2 4 ||yF+t — g2 > 2(1 + B)n (Passo hibrido).
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Definir A1 = A, (@41, 5501) = (2%, 7%) +pi [ (2", M) = (2%, 7))
(8-5%)

o+ — 28]+ [y — 7]

onde py =
Vamos comentar algumas questoes de interesse sobre o algoritmo.
Observagao 3.2.13.

1. Para a inicializacao do algoritmo podemos considerar, por exemplo, o
sequinte caso simples,:
0 € R", 2% € R"++ solugdo de x°—(20)~1 =29 A
(Moz®) " e 70 =40

E fdcil ver que

— B 0 _
0= Mo ¥~

Ry(20, 4% No; 2°) = Ao(Ma® + b — %) + (2% — 20) = Ag(M2® + b)
Ro (2%, 1% 203 7°) = Mo + (4° — %) — ()L = 0.

Portanto, 5(x°, 3% \o; 2°) = ||[Ao(M2° +b)||? = 5% e estamos na vizin-

hanca de uma curva log-quadrdtica.

2. Observemos que calcular o valor de Oy, definido no passo 1), se reduz
a achar a solucdo de uma equacao quadrdtica, logo seu cdlculo ndo

acrescenta complexidade alguma ao algoritmo.

No seguinte teorema temos as propiedades fundamentais do algoritmo

A2.
Teorema 3.2.14.
i) O algoritmo A2 estd bem definido.

ii) Se o LM CP(F) tem solucéo, entdo existe K1 > 0 tal que Vk > Ky, ||z*—
)12+ |ly* — 7% < 2(1 + B)n, isto é, o mimero de passos hibridos do

algoritmo € finito.
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iii) Se o LMCP(F) tem solugdo , entdo existem 6 € (0,1) e Ko > 0 tal
que Vk > Ko, M1 > (14 0)\g, isto é, temos convergéncia Q-linear

da sequéncia {i}k N a 0 quando k — +oo.
€

iv) Se o LMCP(F) tem solugdo, entao a sequéncia gerada pelo algoritmo

€ limitada e seus pontos de acumula¢ao sao solugades.

Demonstragdo. i) Vamos supor que para um certo k € N, temos (z*, 7*) €

R", xR, (zF,5%) € R® x R™, A\, > 0, que satisfazem
(3.49)

y* >0, o yF g ER gh) < B2

Entao, pelos Lemas 3.2.1, 3.2.3 e o Teorema 3.2.6, segue-se que os passos 1

e 2 do algoritmo estdo bem definidos, e o novo iterado (zF*1, y*+1) satisfaz

yF >0, SRt R N 2R R < Bt

No passo 3, no caso a) pela Proposigao 3.2.9 e no caso b) por i) da Proposigao

3.2.12 i), segue-se que (z"T1, g*t1) € R™, xR", (zF1 y*T1) e R" x R"

Ag+1 > 0, satisfazem
5(.’Ek+1,yk+1; 5k+1; i.k-i—l;gk‘-i-l) < 62'
Observemos que a positividade estrita de Agpy1 segue trivialmente. Desta

forma, notando-se que para k = 0 (3.49) é satisfeita, segue por indugao

completa que o o algoritmo estd bem definido.
ii) Apés K1 passos de Newton, por ii) da Proposicao 3.2.12, temos que
ki ks . 2 ke kN o 2 2(1 — B)nt/2)
d((@b1, gh), Sy (F))” < d((@h,5%), Sy (F))” - V ((1 +@%>

j = 17 s 7}?17

logo, somando as desigualdades
_ 2(1 — B)n(1/2) 0 -) o 2 ke K X
i [5((1 +[3ﬁ))(1/2) d((2°,9), Sy ()" — d((z"F1,571), 8340(F))

2

< d((@, 7%, S(F))>.
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Portanto, o niimero de passos hibridos no algoritmo fica limitado por
Ky < d(@°, S(F)?/(8%(1 - 8)"/?n'/?)

e segue o resultado.

iii) Para k > K1, onde K é a constante definida no item ii), temos que
2% — 2%)% + ||ly* — 7*]|? < 2(1 + B)n, logo o algoritmo s6 executa passos de
ponto interior (Passo 3 a). Da definicao do passo 3 a) no algoritmo, temos
que

Akt = (L4 0) Ak,
onde
O = (8= B%)/(la*T — 2% + [y — 7% + nV/2) + 52).

Observemos que, definindo 6 = (3—82)/(2(2(1+8)n) /2 +nl/24 3, segue-se
que

0, > 6 > 0, para todo k > K.

Desta forma obtemos o resultado.
iv) Observemos que, para todo k > Kj, onde K; é a constante do item

ii), o algoritmo sé faz iteragoes de ponto interior, portanto vale que
o(aF yF A @Ry < B2 <1, VE > K.

Logo, pela Observacao 3.2.8, segue-se a limitacao da sequéncia {(mk, y*) }keN‘
Vejamos agora que os pontos de acumulagao sao solucées. Vamos supor que
(Z,9) é um ponto de acumulagao da sequéncia. Da linearidade do primeiro

grupo de equagdes do sistema de Newton (3.31), segue-se que
Meo1(MaP +b—y®) + 2 —zF1 =0

Passando ao limite na subsequéncia convergente a (Z, ) e usando-se a limitacao

da sequéncia {(z*,y®, ¥, 7*) }ren, obtemos

Mz +b=4q. (3.50)
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Temos que (xk, yk) € R" x R, , para todo k € N, logo, segue-se que

(2,9) e R" x R (3.51)
Agora, da condigao | \pz® + (¥* — 7%) — (%) 71| ((Yk)—2+1)_1 < [, segue-se
que
g P+ R~ @] 1] < parai =12,
(yk)? + 1) (2 —_ ) ) ) ) )

donde obtemos

L= (M7 + 125

IN

Me(WF)i(2)i + (P [(W)i — (77)i]

3.52
1+ ((y")" + 1)1/, (3:52)

IN

parat=1,2,...,n.
Dividindo por Ax e passando ao limite quando k& — 400 na subsequéncia,
segue-se que

#'4" =0, para todoi € {1,...,n}. (3.53)

Definindo os conjuntos J := {j € {1,...,n} | 9; >0} el :={1,...,n}\J =
{j €{1,...,n} | g; = 0}, segue de (3.53) que

#/ = 0 para todo j € J. (3.54)

Para i € I e k suficientemente grande, vale que % > ((y%) + 1)/ ogo,
de (3.52), temos que

0< (uF); M) + Wh)i = ()], paratodoi € 1.
Portanto, usando que y* € R" ., para todo k € N, obtemos

kY. _ (k).
— [W] < (:Uk),, para todo i € I,
k

Observemos que do item iii), segue-se que limy_, 1o Ay = 400, logo fazendo

k — 400, segue-se que
0< 2 para todo ¢ €
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Isto, combinado com (3.54), implica em
i e R (3.55)

Desta forma, de (3.50), (3.51), (3.53) e (3.55), segue-se que (&,7) é solugao
do LMCP(F). O

Finalmente apresentamos um resultado de compleridade do algoritmo
A2.
Dado € > 0, dizemos que (x,y) € R} xR} ¢ uma e-solucao do LM CP(F),

(z,y)

Mz +b—y| <e 0<
n

<e.

Teorema 3.2.15. Sejam (z°,3°) € R" x R7,, (2°,7°) € R" x R" X\g >
0, B €1[0,1/2] tais que, 6(z°,1% N\o; 2% 7°) < 2. Dado € > 0, o algoritmo
A2 atinge uma e-solugio do MLCP(F), apds

1 K d(z%, S5 0 (F))?

0 log? + (52(1 _ ﬁ)l/in/Q)

iteracoes, onde
K = max{||M[|(2(1 + B)n) /2, 1} e 6=1/(2(1 + B)nV/? + 52 + n(1/2).

Demonstragao. Ap6s um passo de Newton, temos, pelo Lema 3.2.4 e por iii)

do Lema 3.2.2, que

)\kxk—&-l 4+ yk+1 _ gk - (yk—i-l)—l — —(Yk+1)_1((yk)_1dz)2

I(YR) || < d(a, o5 e 77)Y2 < 6.

k+1 _ =k
Logo, definindo gF+1 = yFtl e ghtl = gh+l 4 %, segue-se que

~k+1 ~k+1
(zr gt

0< 1/x - 8/ mn) < T a2 ).
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donde, obtemos

@+, g

n

0< Sl/)\k

Pelo Lema 3.2.4, temos que, apds o passo de Newton
Ak(Ml’kJrl + h— yk+1) + .ka+1 o :Ek — 07
portanto, vale que

Ae(MEFFT 4 b — ghHly 4 ghtl — gk = N (Mah+! 4 b — k1) 4 gkl — gh
+M (Y —gF)
= M@y 7"
Desta forma, segue-se que ap6s K passos de Ponto interior(Passo 2a no
algoritmo A2) e K; passos hibridos (Passo 2b no algoritmo A2), onde K é
a constante definida em ii) do Teorema 3.2.14, que limita superiormente o

numero de passos hibridos, vale que

[MEFFE 45— gH | < IM| [ly* T — g%/ A
< |IM 201 + B)n) 2 /A (3.56)

< M2+ B)n)M? /(1 +6)F X,

~k+1 ~k+1
(zhrt gt

0< n> <1/Ae <1/(1+0)K N, (3.57)

onde 0 é a constante definida no item ii) do Teorema 3.2.14. Logo, para K
tal que

1M1+ B)n) D /(1 +6)K 0 < e, 1/0 <1/(1460) X <,

obtemos uma e-solucao do problema. Logo podemos considerar K tal que

. K
Klog(1+0) > log —,
€
onde K = max{||M||(2(1 + B)n)/?) 1}. Fazendo uso da desigualdade

log(1+ z) < z, para todo z € R4, segue-se que basta tomar K tal que

1
K> :logE.
0 €
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Portanto, lembrando que o ntimero de pasos hibridos do algoritmo esté lim-
itado por d(z°, S3;0(F))%/(B%(1 — 3)1/?n1/2) | a nossa estimativa final do
nimero de passos, necessarios para atingir uma e-solucao, vem dada por

1 K d(z°, S}"WC(F))2

7 log P (21— B) /20l
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Apéndice A

No seguinte resultado, vamos deixar de lado a convergéncia controlada dos
parametros a zero, e mostrar um exemplo da ndao limitacdo da trajetoria
log-quadr tica para o problema de complementaridade mondtono.

Proposigao A.0.16. Sejam (z1,Z2) = (0,0) e T : R?> = R? o operador

linear mondctono definido por

T(z1,22) = (z2, —21).

m

Entao, a trajetoria log-quadrdtica (p,v) — (z1(p, v; &), z2(p, v; 7)), (1, V)
R3_+ estd bem definida e para toda sequéncia {(uk,Vi)}keNn convergindo a
(0,0) e tal que limy_ 4 oo(pn/vi) = +00, a sequéncia {(zhzh)}ren € ndo

limitada.

Demonstragao. T é monétono maximal e satisfaz H1), portanto a trajetéria

log-quadrética estd bem definida e temos que ela é a solucao de
0= (z2, —21) + v(z2,21) — p(1/21,1/22), (71,22) > 0.

Reescrevendo o sistema anterior, segue-se que

xo +vay — (p/x1) = 0, rox1 +vri—p = 0,
—x1 +vry — (p/ry) = 0, = —xz1r0+vas—pu = O,
(5121,1‘2) > 0, (xl,xQ) > 0,

= v(z} +23) = 2.
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Desta forma
(v 2, 9) |17 = 2(u/v).

Da desigualdade anterior segue o resultado. O

No resultado a sequir vamos construir um operador mondtono maxi-
mal nao linear T satisfazendo HI1 e tal que o correspondente MCP(T) é
degenerado; vamos provar que mesmo tomando p(t) = v(t) = t a curva

t— x(u(t),v(t); ) nao é convergente.

Proposicao A.0.17. Sejam as aplicagoes continuas pu(t) = v(t) =t. Entdo
existe um operador mondtono mazimal T : R?> =% R2, tal que a curva t —

(x(u(t),v(t); ) nao é convergente.
5 ¥ 0 - R2 2
Demonstragao. Consideremos a fungao ¢ : R%, — R
P21, 29) := (23 + 23)/2 — Inz1 — Inxo,

e definamos as sequéncias

22 = (1,1/2%),
A (5/6, 1/22k+1)’
o = v¢<$’faxl§) = (mlf - 1/1'11€7x12€ - 1/$’5>7 k=0,1,....
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Vamos considerar, sem perda de generalidade, n > m > 1, temos que
<V¢(xm)a " — xm) = <Um’l,n - mm>
= o = 1/ 2 = Vo). (ah = 2t — ) )
= (27" = V/a") (@) — 2f") + (23" — 1/25") (2 — 25")
(1/2m —2m)(1/2" — 1/2™), se m ¢é par,
(5/6 —6/5)(1/2™ —5/6)) + (1/2™ —2™)(1/2™ — 1/2™), se m é impar.
[ (1/2m —2m)(1/27 — 1/2m), se m é par,
=< (5/6—-6/5)(5/6 —5/6)+ (1/2™ —2™)(1/2™ — 1/2™), se m é impar e n é impar,
[ (/6 —6/5)(1—5/6)+ (1/2™ —2™)(1/25 —1/2™),  se m é impar e n ¢ par.
(2m —1/2m)(1/2m —1/2™), se m é par ,
=9 (1/2m —=2m)(1/2" —1/2™), se m é impar e n é impar,
—(11/180) + (2™ — 1/2™)(1/2™ —1/2™), se m é impar e n é par.

> —(11/180) + (2™ — 1/2m)(1/2™ — 1/27).
(A1)

Note-se que (2™—1/2™)(1/2m—1/2") = (1-1/4™)(1—1/2""™) e da hipétese
sobre n e m, segue-se que (1—1/2"7") > (1—-1/2) e (1—-1/4™) > (1—-1/4).
Logo, da ultima desigualdade de (A.1) obtemos que

(Vo(z™),z™ — ™) > —(11/180) + (1/4)(1/2) = (113/130) > 0.  (A.2)

Agora, definamos a sequéncia

Para k=1,2...,
Ap41 = Maxj—1__j /\k(<V¢(xk+1),ka — 23 [ (Vo(ad), zF ! — xj)) )

Note-se que de (A.2), segue-se que o denominador é estritamente positivo,

logo a sequéncia estd bem definida. Pela monotonia da funcao ¢, segue-se
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que

(Vo(a"th), 2" —ad) > (Vo(al), a* — 27)).
Logo, da definigao segue-se que Apyr1 > Ak, e sendo A\; = 1 > 0, obtemos
por indugao completa

A > 0, para todo k € N.

Consideremos o caso em que k + 1 é um numero par. Segue da defini¢ao de

¢ (ver A.1) que

<V¢(xk+1),xk+1 _ xk>/<v¢(xk),xk+1 _ $k> —
= ((1/2k+1 —2kFly(1 2+ — 1/2K)) /(2% — 1/2F)(1/2F — 1/2FF1) — (11/180))
= (1—1/481)/((1 - 1/4%)(1/2) — (11/180)) — 180/79 > 1, quando k — +oo0.

Logo, da desigualdade
A/€+1 > )‘j <v¢($k+l>v $k+1_xj>/<v¢(mk)v xk+1_xj> , para ] - 07 17 SRR k
(A.3)

segue, por indugao completa, limg . o Ay = +00. Agora, novamente de

(A.3), temos que
<(V¢($])/)\]), xk+1_xj> > <(v¢(l‘k+1)/)\k’+l)’ xk+1_xj>7 para .7 = 17 2> cee ka
ou seja

<[— (ng(a:kﬂ)/)\kﬂ)} -[- (V(;S(:cj)/)\j)] P29y >0, para j=1,2,... k.
(A.4)

Por tanto, definindo T'(z%) := —(V¢(z¥)/A;) : R*> = R? com D(T) :=

{2¥} pen segue de (A.4) que T é monétono. Considerando agora sua extensio

monétona maximal T : R? = R?, segue-se que

0 € T(z") + (Vo(z¥) /A1), para todo k € N.
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Da defini¢ao da sequéncia {xk}keN, temos que x = x(u(1/Ag), v(1/Ak); T),
para todo k € N. Desta forma, obtemos que a curva t — (z(u(t),v(t); Z)

nao é convergente. O

Observagao A.0.18.

1. Observemos que no exemplo anterior, pelo Coroldrio 2.1.10, temos que

os pontos de acumulagao da trajetoria log-quadrdtica sao solugoes do
MCP(T).
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