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Introdução

0.1 Motivação

Muitos problemas práticos importantes são instâncias particulares do Prob-

lema de Complementaridade Monótono, que é definido como: Dado T :

Rn ⇒ Rn um operador monótono maximal, encontrar

x∗ ∈ Rn
+ tal que ∃ y∗ ∈ T (x∗), y∗ ∈ Rn

+, x∗i y
∗
i = 0, i = 1, · · · , n.

O Problema de Programção Linear e o Problema de Programação Quadrática

são casos particulares do Problema de Complementaridade Monótono.

Para a resolução do problema de complementaridade monótono, os métodos

de pontos interiores constituem uma ferramente de excelência, tanto teórica

quanto prática.

Em 1979 Khachian [27], apresentou o primeiro algoritmo de complex-

idade polinomial para a resolução do Problema de Programação Linear.

Entretanto, este algoritmo era pouco eficiente em problemas práticos, com-

parado com o Método Simplex de Dantzig [16]. Em 1984 Karmarkar [26]

apresentou o primeiro algoritmo para programacão linear com complexidade

polinomial e com desempenho computacional competitivo com o Simplex em

problemas de grande porte. Este trabalho se tornou célebre e gerou uma

grande atividade de pesquisa no campo dos algoritmos de pontos interiores.

A bibliografia desta nova area é muito extensa, e inclui os trabalhos [18], [19],
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. Muitos resultados na teoŕıa de algoritmos de pontos interiores para o Prob-

lema de Programação Linear foram estendidos ao Problema de Programação

Quadrática e também ao Problema de Complementaridade Monótono, lin-

ear e não-linear, [20], [21], [32], [28], [54],[23], [4], [5], [54], [47], [36], [53],

[51], [50].

Sob condições de regularidade o Problema de Complementaridade Monó-

tono é um caso particular do problema de achar um zero de um operador

monótono maximal. Um método clássico para achar um zero de um operador

monótono maximal é o Método de Ponto Proximal, proposto por Rockafellar

em [40]. Aplicado ao problema de minimização irrestrita de uma função con-

vexa f , este método minimiza em cada iteração a função f(x)+µk‖x−xk‖2.

Para garantir a convergência, o parâmetro µk não precisa convergir a 0 e os

erros associados à resolução aproximada dos sub-problemas de minimizaçã

em cada iteração devem ser somáveis. No caso de problemas com restrições,

os sub-problemas restritos são tão dif́ıceis (ou quase tão dif́ıceis) quanto

o problema original. Para contornar esta dificuldade foram desenvolvidos

os Métodos de Ponto Proximal Generalizado, nos quais o termo quadrático

‖.‖2/2 é substituido por um funcional ρ(xk+1, xk) que incorpora as restrições

impostas pelo conjunto viável, restringindo os iterandos ao interior do con-

junto. Os principais funcionais de regularização/penalização empregados

nestes métodos foram as distâncias de Bregman [7], [45] e as φ-divergências

[48], [3]. Quando aplicados a problemas variacionais, os métodos de Ponto

Proximal Generalizado requerem hipóteses restritivas sobre o operador T ,

como pseudo-monotonia ou para-monotonia.

Em trabalhos recentes [1, 2], Auslander, Teboulle e Ben-Tiba, propõem

um novo método proximal generalizado, no contexto de optimização convexa

e de forma mais geral para o Problema de Complementaridade Monótono.

Nestes trabalhos os autores definem uma nova famı́lia de funcionais reg-
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ularizadores, que tem a grande vantagem de só precissar que o conjunto

de soluções seja não vázio, para obter os resultados de convergência. A

chamada função log-quadrática pertence à familia em questão e tem a pro-

priedade de ser uma função auto-concordante (ver [37]), o que poderia facili-

tar a resolução de maneira eficiente dos problemas proximais pelo método de

Newton. Posteriormente, Burachik e Svaiter [11], estenderam os resultados

usando a mesma famı́lia de funcionais regularizadores, mas considerando um

método proximal regularizado com critério de erro h́ıbrido e o conceito de

ε-extensão de um operador monótono.

Motivados pelos resultados, até aqui mencionados, nosso propósito neste

trabalho é a apresentação de um algoritmo de pontos interiores polinomial-

mente convergente, após um número finito de pasos de um algoritmo tipo-

proximal generalizado. Para isto, introduziremos uma trajetória central,

associada a uma função barreira tipo log-quadrática e estudaremos questões

de interesse, e.g. boa definição, cont́ınuadade e convergência ao conjunto

solução. Finalmente, no caso do problema de complementaridade linear

monótono, apresentaremos dois algoritmos path-following tipo short-step.

Este trabalho está estruturado da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1 apresentamos algumas definições e resultados preliminares

relacionadas aos conceitos de operador monótono maximal e ε-extensão de

um operador monótono maximal. Consideramos vários problemas envol-

vendo operadores monótonos maximais. Também apresentamos o Método

do Ponto Proximal clássico, com o critério de erro somável e o método de

ponto proximal h́ıbrido de Solodov-Svaiter [44], com seu critério de erro rela-

tivo. No Caṕıtulo 2 introduzimos as trajetórias log-quadráticas e estudamos

suas carateŕısticas de maior interesse, para a formulação de algoritmos tipo

path-following, globalmente convergentes. Provaremos que a trajetória está

bem definida, é cont́ınua e, sob hipóteses de linearidade do operador ou
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complementaridade estrita, converge ao conjunto solução. Queremos enfa-

tizar que para a definição de trajetória e o estudo de suas propriedades,

não precissaremos da hipótese de factibilidade estrita, sempre presente na

literatura relacionada com o estudo de algoritmos de pontos interiores. No

Caṕıtulo 3 apresentamos dois algoritmos de path-following, basicamente tipo

short-step, e que correspondem às duas trajetórias definidas e estudadas no

Caṕıtulo 2. Provaremos que os algoritmos são globalmente convergentes e

apresentaremos resultados de complexidade.

0.2 Notações

Ao longo deste trabalho usaremos as seguintes notações:

•e = (1, 1, . . . , 1)t.

Dado x ∈ Rn:

• x ≥ 0,denota xi ≥ 0, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}.

• xα = (xα
1 , . . . , xα

n) onde α ∈ R.

• Dado um conjunto I = {i1, i2, ..., ip} ⊂ {1, 2, . . . , n}, denotamos

xI = (xi1 , xi2 , . . . , xip).

• Xα = diag(xα
1 , xα

2 , . . . , xα
n), onde α ∈ R.

Dado uma matriz definida positiva A:

• ‖d‖A = (dtAd)1/2

T : Rn ⇒ Rn denota que o operador T é multivaluado. Diremos também

que o operador é ponto-conjunto, caso contrario diremos que o operador é
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ponto-ponto. O domı́nio, a imagem e o gráfico de T são, respectivamente:

D(T ) = {x ∈ Rn | T (x) 6= ∅},

R(T ) = {v ∈ Rn | ∃ x, v ∈ T (x)},

G(T ) = {(x, v) | v ∈ T (x)}.

Dado um conjunto C ⊆ Rn convexo e fechado:

• C0, denota o interior de C.

• d(x,C) = miny∈C ‖x− y‖.

• PC = projeção ortogonao sobre C.

A notação ‖.‖, sem maiores especificações, denota a norma euclideana,

i.e. ‖x‖ = 〈x, x〉1/2.

• Id denota o operador identidade.

• R̄ := R ∪ −∞∪+∞.
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Caṕıtulo 1

Definições e resultados

preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos de forma resumida algumas definições básicas

e resultados úteis para nosso trabalho. O caṕıtulo está estruturado da

seguinte forma: na Seção 1.1 apresentaremos resultados relacionados ao con-

ceito de operador monótono maximal, bem como resultados conhecidos sobre

a estrutura da imagem e a maximalidade da soma de operadores monótonos

maximais. Também apresentaremos o conceito de ε-extensão de um oper-

ador monótono maximal, introduzido em [8]. Na Seção 1.2 definiremos o

Problema de Complementaridade Monótono e o Problema de Desigualdade

Variacional. Apresentaremos o Método do Ponto Proximal Clássico e os

critérios de erro nas variantes inexatas do método, com ênfase no método

h́ıbrido e a teoria de erro relativo de Solodov-Svaiter. Também apresentare-

mos, de forma resumida, os resultados principais de dois trabalhos relaciona-

dos ao estudo de trajetórias centrais, [22], [25]. Finalizaremos na Seção 1.4

com alguns resultados técnicos que usaremos posteriormente.
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1.1 Operadores monótonos maximais

1.1.1 Definições e exemplo

A seguir apresentamos algumas definições e resultados básicos de análise

convexa e da teoria de operadores monótonos. Embora muitos destes sejam

válidos em espaços de Hilbert e mesmo em espaços de Banach, vamos nos

restringir a espaços de dimensão finita.

Seja f : Rn −→ (−∞,+∞]. A função f é convexa se

f
(
αx + (1− α)y

)
≤ αf(x) + (1− α)f(y), ∀x, y ∈ Rn, ∀α ∈ [0, 1].

Se, além disto, f não for identicamente +∞, então ela é é convexa própria.

Uma condição mais restritiva que a convexidade é a convexidade forte. A

função f é fortemente convexa, com parâmetro de convexidade forte γ > 0

se

f
(
αx + (1− α)y

)
≤ αf(x) + (1− α)f(y)− (γ/2)α(1− α)‖x− y‖2,

∀x, y ∈ Rn, ∀α ∈ [0, 1].

O subdiferencial de uma função convexa própria f : Rn −→ (−∞,+∞]

é a aplicação ∂f : Rn ⇒ Rn definida por

∂f(x) = {v ∈ Rn | f(y) ≥ f(x) + 〈v, y − x〉, ∀y ∈ Rn} .

Proposição 1.1.1. Seja f : Rn −→ (−∞,+∞] uma função fortemente

convexa, própria, com parâmetro de convexidade γ. Então, para todo x, y ∈

Rn e v ∈ ∂f(x),

f(y) ≥ f(x) + 〈v, x′ − x〉+ (γ/2)‖x′ − x‖2.

Seja T : Rn ⇒ Rn. O operador T é monótono se

∀(x, v), (x′, v′) ∈ G(T ) ⇒ 〈v − v′, x− x′〉 ≥ 0.
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Como veremos a seguir, convexidade e monotonia estão fortemente rela-

cionadas. O operador T é fortemente monótono, com parâmetro de mono-

tońıa forte γ > 0, se :

∀(x, v), (x′, v′) ∈ G(T ) temos 〈v − v′, x− x′〉 ≥ γ‖x− x′‖2.

Observemos que se f é uma função convexa em Rn, então ∂f e monótono.

Se f é fortemente convexa, com parâmetro γ, então ∂f e fortemente monótono

com o mesmo parâmetro γ.

Um operador T : Rn ⇒ Rn é monótono maximal se é monótono e seua

gráfica não está estritamente contida na gráfica de qualquer outro operador

monótono, isto é,

T monótono e

T̂ monótono, G(T ) ⊆ G(T̂ ) ⇒ T̂ = T.

O próximo resultado foi provado por Rockafellar, no contexto de espaços

de Banach [38].

Teorema 1.1.2. Seja f : Rn −→ (−∞,+∞] uma função convexa própria,

semicontinua inferiormente, então ∂f é monótono maximal.

Os operadores monótonos maximais têm muitas propriedades interes-

santes, a seguir veremos algumas.

Proposição 1.1.3. Se T : Rn ⇒ Rn, é monótono maximal, então

• o operador T−1 : Rn ⇒ Rn definido por

T−1(w) = {x | w ∈ T (x)},

também é monótono maximal,

• para todo x ∈ Rn, T (x) é um conjunto convexo e fechado,
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• para todo w ∈ Rn, T−1(w) é um conjunto convexo e fechado,

• G(T) é fechado.

Demonstração. Ver [17, Proposição 2.9], [6, Corolário 2.5].

Seja C ⊆ Rn um conjunto convexo e fechado. O operador normalizador

do conjunto C é o operador NC : Rn ⇒ Rn

NC(x) =

 {w ∈ Rn | 〈w, y − x〉 ≤ 0, ∀ y ∈ C} , se x ∈ C

∅, em outro caso.

A função indicadora de C ⊆ Rn é definida como δC : Rn −→ R∪{+∞},

δC =

 0, se x ∈ C

+∞, em outro caso.

Observemos que se o conjunto C ⊂ Rn é convexo, fechado e não-vazio,

então δC é convexa, própria semicontinua inferiormente e

NC = ∂δC .

Portanto, neste caso, NC é monótono maximal.

1.1.2 Soma e imagem de operadores monótonos maximais.

Da definição de monotonia, segue-se imediatamente que a soma de oper-

adores monótonos dá como resultado um novo operador monótono, mas em

geral a maximalidade não é preservada da mesma forma. O problema da

maximalidade da soma de operadores monótonos maximais é um problema

de grande interesse. A continuação apresentamos um conhecido resultado de

Rockafellar, que foi provado em espaços de Banach reflexivos [39, Teorema

1].

Teorema 1.1.4. Sejam T1 : Rn ⇒ Rn e T2 : Rn ⇒ Rn monótonos maxi-

mais tais que D(T1) ∩D(T2)0 6= ∅. Então T1 + T2 é monótono maximal.
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O estudo da imagem de operadores monótonos maximais também é um

problema de grande interesse. A seguir apresentamos alguns resultados. O

seguinte resultado foi obtido por Minty, em espaços de Hilbert [33].

Teorema 1.1.5. Seja T : Rn ⇒ Rn monótono maximal, então R(T +Id) =

Rn.

Teorema 1.1.6. Seja T : Rn ⇒ Rn monótono maximal. Se T é fortemente

monótono, então R(T ) = Rn.

Demonstração. Ver [6] Corolario 2.4.

1.1.3 ε-Extensão de um operador monótono maximal

Em [8] foi introduzido o conceito de ε-extensão de um operador; vamos

lembrar sua definição.

Dado ε ≥ 0, a ε-extensão de T : Rn ⇒ Rn é o operador T [ε] : Rn ⇒ Rn,

T [ε](x) =
{
v | 〈v − v′, x− x′〉 ≥ −ε, para todo x′ ∈ Rn, v′ ∈ T (x′)

}
.

É fácil verificar que:

Para ε
′ ≥ ε, temos T [ε](x) ⊂ T [ε′](x).

Se T é monótono maximal, T [0](x) = T (x).

O conceito de ε-extensão e suas propriedades foram generalizadas a

espaços de Hilbert e a espaços de Banach [9, 10]. Aplicações da ε-extensão

de um operador monótono podem ser encontradas em [41]. De forma geral,

a ε-extensão é usada para relaxar relações de inclusão nos sistemas proximais

a serem resolvidos em cada iteração de algoritmos de tipo ponto proximal.

O resultado que enunciaremos a seguir foi provado em [11, Lema 2.2]

Lema 1.1.7. Seja T : Rm ⇒ Rm, monótono maximal tal que D(T ) ⊆ Rm
+ .

Se v ∈ T (x) e u ∈ Rn
+, então

v − u ∈ T [ε](x),
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com ε = 〈x, u〉.

Iremos necessitar a seguinte extensão trivial do lema anterior.

Lema 1.1.8. Seja T : Rn ×Rm ⇒ Rn ×Rm monótono maximal, tal que

D(T ) ⊆ Rn ×Rm
+ . Se (v, w) ∈ T (x, y) e u ∈ Rm

+ , então

(v, w − u) ∈ T [ε](x, y),

com ε = 〈u, y〉.

Demonstração. Tome (v′, w′) ∈ T (x′, y′). Temos〈
(v′, w′)− (v, w − u), (x′, y′)− (x, y)

〉
=

〈
(v′, w′)− (v, w), (x′, y′)− (x, y)

〉
+

〈
(0, u), (x′, y′)− (x, y)

〉
≥

〈
(0, u), (x′, y′)− (x, y)

〉
= 〈u, y′〉 − 〈u, y〉 ≥ −〈u, y〉,

onde a primeira desigualdade segue da monotonia do operador T , e a segunda

desigualdade segue da não-negatividade de u e y′.

1.2 Problemas envolvendo operadores monótonos

maximais

1.2.1 O Problema de Complementaridade Monótono

Vamos recordar a definição formal do Problema da Complementaridade Monótono:

Dado T : Rn ⇒ Rn um operador monótono maximal, encontrar

x∗ ≥ 0 tal que ∃ w∗ ∈ T (x∗); w∗ ≥ 0, x∗i w
∗
i = 0, i = 1, · · · , n. (1.1)

A notação para este problema será MCP (T ). No caso em que o operador

monótono maximal T for linear, denotaremos o problema por LMCP (T ).
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Diremos que o problema MCP (T ) satisfaz a condição de factibilidade

estrita se

Existem x, y ∈ Rn tais que y ∈ T (x) e x, y > 0.

Vamos denotar o conjunto de soluções do MCP (T ), por SMC(T ). Dire-

mos que (x∗, y∗) satisfazendo (1.1) são soluções complementares do problema

MCP (T ). Usaremos a notação

S∗MC(T ) = {(x∗, y∗) | (x∗, y∗) satisfazem (1.1)} . (1.2)

As soluções complementares (x∗, y∗) ∈ S∗MC(T ) são estritamente comple-

mentares se

x∗i > 0 ou y∗i > 0, i = 1, · · · , n.

Alternativamente, dizemos que (x∗, y∗) satisfazem a condição de complemen-

taridade estrita. Vamos denotar o conjunto destes pontos por S∗EMC(T ).

O MCP (T ) é não degenerado se existirem soluções estritamente comple-

mentares, caso contrario o MCP (T ) é degenerado.

Associados a MCP (T ), definiremos os conjuntos

I := {i ∈ {1, . . . , n} | existe (x∗, y∗) ∈ S∗MC(T ), com x∗i > 0} ,

J :=
{

j ∈ 1, . . . , n | existe (x∗, y∗) ∈ S∗MC(T ), com y∗j > 0
}

,

K := {1, . . . , n} \ {I ∪ J} .

(1.3)

O conjunto de soluções complementares S∗MC(T ) é convexo e fechado

(ver [22, Lema 2.3]). No caso em que o MCP (T ) é não degenerado, prova-

se que a estrutura dos zeros das soluções estritamente complementares é

invariante; ou seja, para toda solução estritamente complementar, (x∗, y∗),

vale que x∗j = 0 para todo j ∈ J e y∗i = 0 para todo i ∈ I.

Seguindo a notação de McLinden [31], para v ∈ Rn definiremos o suporte

de v:

σ(v) = {i ∈ {1, . . . , n} | vi > 0} ,
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e consideraremos a ordem parcial em Rn definida por:

v � u se σ(v) ⊆ σ(u).

Dois vetores são ditos equivalentes, denotando-se u ∼ v, se u � v e v � u,

isto é σ(u) = σ(v). Um elemento u ∈ U ⊂ Rn é dito �-maximal de U, se

v ∈ U e u � v =⇒ v ∼ u.

É obvio que todo conjunto U ⊆ Rn, tem pelo menos um elemento maximal.

Guler e Ye [23], fizeram a seguinte observação:

“Seja U ⊂ Rn um conjunto convexo. Então todos os elementos

maximais de U são equivalentes.”

Note-se que, em particular, a observação anterior implica em que no caso

U ⊆ Rn
+, a estrutura dos zeros dos elementos maximais do conjunto U é

invariante; ou seja, se z∗i = 0 para algum z∗, elemento maximal de U , então

zi = 0 para todo z ∈ U .

Observação 1.2.1.

1. Os comentarios anteriores, aplicados ao conjunto S∗MC(T ), implicam

em que para todo (x∗, y∗), elemento maximal de S∗MC(T ), vale que

x∗i > 0 para todo i ∈ I, y∗j > 0 para todo j ∈ J e x∗k = y∗k = 0 para

todo k ∈ K.

2. Sob hipótese de complementaridade estrita, S∗EMC(T ) é o conjunto

de elementos maximais de S∗MC(T ). Logo, considerando (x∗, y∗) ∈

S∗EMC(T ), segue do item 1) e da condição de complementaridade,

〈x∗, y∗〉 = 0, que x∗j = 0 para todo j ∈ J e y∗i = 0 para todo i ∈ I.

Para um resumo detalhado de vários dos principais resultados relaciona-

dos com o Problema de Complementaridade no caso finito-dimensional pode

ser consultado [24].
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1.2.2 O Problema da Desigualdade Variacional

O Problema da Desigualdade Variacional em Rn consiste em, dados T :

Rn ⇒ Rn e C ⊆ Rn convexo e fechado, encontrar

x∗ ∈ C tal que ∃ w∗ ∈ T (x∗) com 〈w∗, x− x∗〉 ≥ 0, para todo ∀x ∈ C.

(1.4)

Vamos empregar a notação V IP (T,C) para este problema. Denotaremos o

conjunto de soluções do V IP (T,C) por S(T,C).

O Problema de Complementaridade Monótono, MCP (T ), é um caso

particular do Problema da Desigualdade Variacional V IP (T,C), considerando

C = Rn
+.

Consideremos o Problema de Otimização Convexa:

(P )

 min f(x)

s.a. gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m.
(1.5)

onde f , gi : Rn −→ R̂ são funções convexas, próprias e fechadas e difer-

enciáveis. Este problema também é equivalente a um problema variacional:

V IP (∇f, C),

onde C = {z | gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m} .
(1.6)

1.2.3 Um problema de desigualdade variacional particular

Estamos interessados em um Problema da Desigualdade Variacional partic-

ular:

V IP (T,Rn ×Rm
+ ) (1.7)

onde T : Rn × Rm ⇒ Rn × Rm é monótono maximal. Como veremos

adiante, problemas nesta forma serão tratáveis pelo método da bareira log-

quadrática.
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O problema (1.7) é equivalente ao seguinte problema: Encontrar (x∗, y∗) ∈

Rn ×Rm tal que

y∗ ≥ 0, existe w∗ ≥ 0, (0, w∗) ∈ T (x∗, y∗), w∗
i y
∗
i = 0, i = 1, . . . ,m. (1.8)

Este problema problema acima é formalmente similar ao problema de com-

plementaridade não linear, como formulado em (1.1).

Observemos que o problema de complementaridade monótono pode ser

visto como um caso particular do problema (1.7), quando n = 0. Extender-

emos os conceitos de soluções complementares e complementaridade estrita

ao problema (1.7).

Definição 1.2.2. Dizemos que (x∗, y∗, w∗) são soluções complementares do

problema (1.7) se x∗, y∗, w∗ satisfizerem (1.8). O conjunto de soluções

complementares será denotado por

S∗n,m(T ) = {(x∗, y∗, w∗) | satisfazem (1.8)}. (1.9)

As soluções complementares (x∗, y∗, w∗) ∈ S∗n,m(T ) são estritamente

complementares se (
y∗i > 0 ou w∗

i > 0
)

, i = 1, · · · ,m.

Alternativamente, dizemos que (x∗, y∗, w∗) satisfazem a condição de com-

plementaridade estrita.

O problema (1.7) é não degenerado se existirem soluções estritamente

complementares, caso contrario é degenerado.

Associado ao V IP (T,Rn ×Rm
+ ) introduziremos os seguintes conjuntos

Ī :=
{
i ∈ {1, . . . ,m} | existe (x∗, y∗, w∗) ∈ S∗n,m(T ), com y∗i > 0

}
,

J̄ :=
{
j ∈ {1, . . . ,m} | existe (x∗, y∗, w∗) ∈ S∗n,m(T ), com w∗

j > 0
}
,

K̄ := {1, . . . ,m} \
{
Ī ∪ J̄

}
.
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Neste caso, estendendo a análise feita para o Problema de Complementari-

dade Monótono, também podemos provar que para toda solução estrita-

mente complementar (x∗, y∗, w∗), vale que

y∗Ī > 0, w∗
J̄ > 0, (1.10)

e isto implica, pela condição de complementaridade 〈y∗, w∗〉 = 0, em que

y∗
J̄

= 0 e w∗
Ī

= 0.

Lema 1.2.3. Seja T monótono maximal e S∗n,m(T ) o conjunto de soluçoẽs

complementares do V IP (T,Rn×Rm
+ ), então S∗n,m(T ) é um conjunto convexo

e fechado

Demonstração. Observemos que V IP (T,Rn ×Rm
+ ) é equivalente ao prob-

lema:

Encontrar (x∗, y∗) tal que

0 ∈ [T + NRn×Rm
+

](x∗, y∗),

ou, encontrar x∗, y∗, u∗ e w∗ tais que

(u∗, w∗) ∈ T (x∗, y∗), −(u∗, w∗) ∈ NRn×Rm
+

(x∗, y∗).

Definindo T̂ : Rn+m ×Rn+m ⇒ Rn+m ×Rn+m

T̂ (x∗, y∗, u∗, w∗) :=

 NRn×Rm
+

(x∗, y∗) + (u∗, w∗)

T−1((u∗, w∗))− (x∗, y∗)

 .

Podemos reformular o sistema de inclusões anterior como:

Encontrar (x∗, y∗, u∗, w∗) tal que

0 ∈ T̂ (x∗, y∗, u∗, w∗).

É fácil verificar, aplicando o Teorema 1.1.4 aos operadores monótonos

maximais T1 : Rn+m × Rn+m ⇒ Rn+m × Rn+m e T2 : Rn+m × Rn+m ⇒

18



Rn+m ×Rn+m definidos por:

T1((x, y, u, v)) :=
(
NRn×Rm

+
(x, y), T−1(u, v)

)
com D(T1) = Rn ×Rm

+ ×R(T ),

T2(x, y, u, w)) := ((u, w),−(x, y)) com D(T2) = Rn+m ×Rn+m,

que o operador T̂ = T1+T2 é monótono maximal. Portanto, pelo Proposição

1.1.3, segue-se que o conjunto

S(T̂ ) :=
{
(x∗, y∗, u∗, w∗) | 0 ∈ T̂ (x∗, y∗, u∗, w∗)

}
é convexo e fechado. Para concluir, Observemos que

S∗n,m(T ) = {(x∗, y∗, w∗) | (x∗, y∗, 0, w∗) ∈ S(T̂ ).

Definiremos o suporte de (x, y, w) ∈ Rn ×Rm ×Rm:

σ(x, y, w) = {i ∈ {1, 2, . . . ,m} | yi > 0 ou wi > 0} ,

e consideraremos a ordem parcial em Rn definida por:

(x′, y′, w′) � (x, y, u) se σ(x′, y′, w′) ⊆ σ(x, y, u).

Dois vetores são ditos equivalentes, denotando-se (x′, y′, w′) ∼ (x, y, w), se

(x′, y′, w′) � (x, y, w) e (x, y, w) � (x′, y′, w′), isto é σ(x′, y′, w′) = σ(x, y, w).

Um elemento (x, y, w) ∈ U ⊂ Rn é dito �-maximal de U, se

(x, y, w) ∈ U e (x, y, w) � (x′, y′, w′) =⇒ (x′, y′, w′) ∼ (x, y, w).

Pela convexidade de S∗n,m(T ), temos que seus elementos maximais são equiv-

alentes. Observemos que a ordem parcial, �, está definida nas componentes

não negativas, (y, w), das soluções complementares. Portanto, segue-se que

a estrutura dos zeros das componentes (y, w) dos elementos maximais de

S∗n,m(T ) é invariante. Isto implica em que para todo elemento maximal,

(x∗, y∗, w∗), de S∗n,m(T ), vale que y∗i > 0, para todo i ∈ Ī e w∗
j > 0, para

todo j ∈ J̄ e y∗k = w∗
k = 0 para todo k ∈ K̄.

19



Observação 1.2.4.

1. Sob hipótese de complementaridade estrita, o conjunto de soluções es-

tritamente complementares é o conjunto de elementos maximais de

S∗n,m(T ). Logo, considerando uma solução estritamente complemen-

tar, (x∗, y∗, w∗), segue da observação anterior e da condição de com-

plementaridade 〈y∗, w∗〉 = 0, que para y∗j = 0 para todo j ∈ J e w∗
i = 0

para todo i ∈ I e y∗k = w∗
k = 0 para todo k ∈ K̄.

Como motivação para o estudo do problema (1.7) consideremos um prob-

lema variacional na forma

V IP (T,C),

com C = {z | gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m} ,
(1.11)

onde T : Rn ⇒ Rn é monótono maximal e gi : Rn −→ R̂ são funções

convexas, próprias, fechadas e diferenciáveis. Uma grande variedade de

problemas variacionais vêm dados na forma acima. O problema (1.6) é

um caso particular do problema acima. Portanto, o problema de otimização

convexa (1.5) tambem é um caso particular de (1.11). Definindo outra vez

G(x) := (g1(x), . . . , gm(x)) e

T̂ (x, y) :=

 T (x) +
∑m

j=1 yj∇g(x)j

G(x)

 ,

temos que T̂ é monótono em Rn × Rm
+ e sob condições de regularidade,

(1.11) é equivalente a V IP (T,Rn ×Rm
+ ).

1.2.4 O problema de achar um zero de um operador monótono

maximal

Nesta seção consideraremos o problema de achar um zero de um operador

monótono maximal T : Rn ⇒ Rn: encontrar

x∗ ∈ Rn tal que 0 ∈ T (x∗). (1.12)
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Entre os mais importantes procedimentos para resolver este problema

temos o método de ponto-proximal PPA, que consiste em:

Escolher x0 ∈ Rn .

Para k = 0, 1, 2 . . ..

Escolher λk > 0 e obter xk+1 como uma solução aproximada do problema:

Encontrar

x ∈ Rn tal que 0 ∈ λkT (x) + x− xk, (1.13)

isto é

xk+1 ≈ (λkT + I)−1(xk).

Este método foi estudado por Rockafellar [40] e está baseado num resul-

tado de Minty [33]: Se T é monótono maximal e λ > 0, então o operador

JT
λ = (λT + I)−1 é não expansivo, ponto-a-ponto e com domı́nio o espaço

todo.

Entre os mais importantes resultados ligados ao Método do Ponto Prox-

imal, destacamos o seguinte, devido a Rockafellar (vide [40]).

Se o problema (1.12) tem soluçõao, e a sequência λk é limitada inferi-

ormente por um número positivo, então a sequência {xk}k∈N gerada pelo

método PPA converge fracamente a uma solução do problema (1.12).

Certamente para um operador geral não linear a resolução exata de

(1.13) é um problema extremamente complexo, portanto é natural consid-

erar critérios de resolução aproximada. Para admitir soluções inexatas de

(1.13), introduziram-se diversas noções de erro. Por exemplo, Rockafellar

[40], considera xk+1 = JT
λk

(xk) + ek, com erros, {ek}k∈N, satisfazendo

•
∑+∞

k=1 ek < +∞,

• ‖ek‖ ≤ δk‖xk − xk−1‖, com
∑+∞

k=1 δk < +∞.

Tossings [49] considera o esquema proximal xk+1 = JT k

λk
(xk)+ ek, onde T k é

uma sequência de operadores monótonos maximais convergindo a T em uma
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certa métrica e a sequência de erros {ek}k∈N é somável em norma, obtendo-

se convergência fraca a uma solução. Lehdili e Moudafi [30] consideram o

esquema proximal de Tossings, com os operadores regularização de Tikhonov

do operador T , T k = T + µkI. Com uma escolha adequada das sequências

de parâmetros λk e µk, eles obtêm convergência forte a uma solução do

problema (1.12).

Iremos empregar os métodos h́ıbridos e a teoria de condições de erro rel-

ativo, introduzida e estudada por Solodov-Svaiter [42, 41], na qual é deixado

de lado o requerimento de somabilidade dos erros. Os autores combinam o

passo proximal com uma projeção ou passo extragradiente, sem acrescentar

complexidade ao algoritmo. Desta forma eles garantem a convergência da

sequência ao conjunto solução. A seguir, descrevemos este método.

O problema proximal (1.13), resolvido para um dado k, pode ser gener-

icamente descrito como o problema:

Encontrar

x ∈ Rn tal que 0 ∈ λT (x) + x− x̄, (1.14)

com x̄ ∈ Rn e λ > 0 dados. De fato, tomando-se x̄ = xk e λ = λk, o

problema (1.14) se transforma em (1.13). O problema proximal genérico

(1.14) é equivalente ao sistema v ∈ T (x),

0 = λv + x− x̄.
(1.15)

A inclusão acima pode ser relaxada para v ∈ T [ε](x), e o erro neste relax-

amento, será quantificado por

εT (x, v) = inf
{

ε ≥ 0 | v ∈ T [ε](x)
}

,

com εT (x, v) := +∞ se o conjunto
{
ε > 0 | v ∈ T [ε](x)

}
for vazio. A igual-

dade em (1.15) é relaxada como 0 ≈ λv + x− x̄, e o erro nesta aproximação
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é ‖λv + x− x̄‖. Em [44] foi introduzida a função ST,λ,x̄ : Rn ×Rn −→ R̄

ST,λ,x̄(x, v) := ‖λv + x− x̄‖2 + 2λεT (x, v). (1.16)

Ao longo deste trabalho denominaremos ST,λ,x̄ de função de mérito de

Solodov-Svaiter.

Apresentamos a continuação alguns dos resultados de [44, 43], em forma

resumida.

Teorema 1.2.5. Sejam T : Rn ⇒ Rn monótono maximal, λ > 0, x̄ ∈ Rn

e ST,λ,x̄ a função de mérito de Solodov-Svaiter. Então:

i) ST,λ,x̄ é uma função de mérito para o sistema proximal (1.15), ou seja

ST,λ,x̄ ≥ 0 e ST,λ,x̄(x, v) = 0 se e somente se (x, v) é solução do sistema

proximal (1.15).

ii) ST,λ,x̄ é fortemente convexa com parâmetro de convexidade forte (2, 2λ2).

iii) Sejam x∗ ∈ Rn uma solução do problema (1.12) e (x, v) ∈ Rn ×Rn e

definamos x̄+ = x̄− λv. Então:

‖x∗ − x̄+‖2 ≤ ‖x∗ − x̄‖2 + ST,λ,x̄(x, v)− ‖x− x̄‖2.

iv) Seja (x̂, v̂) ∈ Rn ×Rn uma solução do problema (1.15). Então temos:

‖x̂− x‖2 + λ2‖v̂ − v‖2 ≤ S[T,λ](x, v), ∀ (x, v) ∈ Rn ×Rn.

Demonstração. Ver [43, Teorema 1, Corolário 1 e Lema 3].

Corolário 1.2.6. Seja (x̂, v̂) é solução do sistema proximal (1.15) . Então

‖x̂− x‖2 ≤ ST,λ,x̄(x, v), ∀(x, v) ∈ R2n.

Demonstração. Ver [44] Corolario 1.
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Observação 1.2.7.

1. Note-se que iii) garante que se vale a seguinte condição

ST,λ,x̄(x, v) ≤ σ‖x− x̄‖2, (1.17)

onde σ ∈ (0, 1), obtemos que ‖x∗− x̄+‖2 ≤ ‖x∗− x̄‖2−(1−σ)‖x− x̄‖2.

Ou seja, temos um decréscimo no quadrado da distância ao conjunto

solução do problema. Basicamente, isto é o que garante a convergência

do método h́ıbrido descrito em [43], a uma solução do problema (1.12).

Segue do Teorema 1.2.5 iii) o seguinte corolário, para o caso de definir

passos h́ıbridos relaxados.

Corolário 1.2.8. Sejam x∗ ∈ Rn uma solução do problema (1.12) e (x̄, v̄) ∈

Rn ×Rn. Definamos x̄(θ) = x̄− θλv, então:

‖x∗ − x̄(θ)‖2 ≤ ‖x∗ − x̄‖2 + θ
[
ST,λ,x̄(x, v)− ‖x− x̄‖2

]
.

Demonstração. Definindo x̄+ = x̄− λx, segue-se que

x̄(θ) = x̄− θλv = θ(x̄− λv) + (1− θ)x̄ = θx̄+ + (1− θ)x̄.

Logo, por iii) de lema anterior, obtemos que

‖x∗ − x̄(θ)‖2 = ‖x∗ − θx̄+ − (1− θ)x̄‖2 ≤ θ‖x∗ − x̄+‖2 + (1− θ)‖x∗ − x̄‖2

≤ θ
[
‖x∗ − x̄‖2 + ST,λ,x̄(x, v)− ‖x− x̄‖2

]
+ (1− θ)‖x∗ − x̄‖2

≤ ‖x∗ − x̄‖2 + θ
[
ST,λ,x̄(x, v)− ‖x− x̄‖2

]
.

1.3 Trajetórias centrais

Nesta seção apresentaremos resultados relacionados com o conceito de tra-

jetória central. Estes resultados não serão usados ao longo do nosso tra-

ballho e os apresentamos com o intuito de que possam ser comparados aos

nossos.
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No contexto do Problema de Complementaridade Monótono MCP (T ),

Guler [22] estuda a existência de trajetórias centrais para operadores monóto-

nos maximais. A seguir apresentaremos de forma resumida seus resultados.

Seja T : Rn ⇒ Rn monótono maximal, consideremos as hipóteses

1. Existem (x, y) ∈ Rn×Rn tais que x ∈ D(T )∩Rn
++ e y ∈ T (x)∩Rn

++.

2. D(T ) ∩Rn
++ 6= ∅ e G(T ) ∩

(
Rn

+ ×Rn
++

)
6= ∅.

3. Vale 1 e o operador T satisfaz a propriedade-L, isto é: ∀ v ∈ R(T ), ∀ y ∈ D(T ), ∃ c = c(y, v) ∈ R tal que

inf(x,u)∈G(T )〈u− v, x− y〉 ≥ c(y, v).

Exemplos de operadores monótonos maximais que satisfazem a propriedade-

L são, o subdiferencial de uma função própria, convexa e fechada, os oper-

adores monótonos maximais coercivos, os operadores com domı́nio ou im-

agem limitados.

Por meio de uma formulação primal-dual, define-se a trajetória central

como o conjunto:{
(x, y) ∈ Rn

++ ×Rn
++ | y ∈ T (x), XY e = µe, µ > 0

}
.

Prova-se que as hipóteses 1 e 2 são equivalentes. Definindo-se o operador

V : Rn ⇒ Rn com D(V ) = Rn
+:

V (z) =
{
(x, y) ∈ Rn

+ ×Rn
+| y ∈ T (x), XY e = z

}
.

Prova-se que V é um operador semicontinuo superiormente, ou seja

∀x0 ∈ D(V ) e ∀ ε > 0,∃δ > 0, tal que x ∈ Bδ(x0) =⇒ T (x) ⊂ T (x0)+Bε(0),

e quando restrito a Rn
++, é ponto-a-ponto e cont́ınuo. Notando que a tra-

jetória central corresponde a tomar (x(µ), y(µ)) ∈ V (µe), os resultados an-

teriores implicam que ela está bem definida e cont́ınua e os pontos de acu-

mulação, quando µ converge a zero, são soluções do problema MCP (T ).
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Sob as mesmas hipóteses, provam-se também resultados análogos para o

caso mais geral de trajetórias centrais,
{
(x(t), y(t))

}
t∈R++

, definidas como

solução do sistema:{
(x, y) ∈ Rn

+ ×Rn
+ |F (x, y) = w(t)

}
,

onde F (x, y) = (XY e, T (x) − y) : Rn × Rn ⇒ Rn × Rn
+ com D(F ) =(

D(T ) ∩Rn
+

)
×Rn

+ e w : (0, 1] → Rn
++ ×Rn

++ é uma função cont́ınua sat-

isfazendo w(0)=0. Desta forma, Guler generaliza os resultados de Kojima,

Mizuno e Noma [29], que consideram a mesma formulação, no caso em que

T : Rn −→ Rn é um operador ponto-ponto, cont́ınuo, tal que o interior do

seu domı́nio contém o ortante positivo. Sob esta hipótese, os autores provam

a existência e continuidade da trajetória central e a otimalidade do ponto

limite, quando o parâmetro t converge a zero (vide [29]).

No contexto do Problema da Desigualdade Variacional V IP (T,C), Iusem

et al. [25] supõem que Co 6= ∅ e consideram uma função h : Co −→

R estritamente convexa e diferenciável, tal que ∇h diverge na fronteira

do conjunto C. Os autores definem a trajetória central para o problema

V IP (T,C) com barreira h, como o conjunto {x(λ)}λ∈R++
de soluções do

sistema parametrizado em λ:

0 ∈ λT (x) +∇h(x). (1.18)

Neste trabalho eles analisam condições sobre T , C e h que garantem a ex-

istência e limitação desta trajetória, bem como condições para a existência

de x∗ = limλ→+∞ x(λ) e sua otimalidade.

Apresentaremos a seguir alguns dos resultados principais de [25]. Vários

conjuntos das seguintes hipóteses serão usadas.

A1) h : Rn −→ R ∪ {∞} é uma função estritamente convexa, fechada, e

continuamente diferenciável em C0.

A2) h é coerciva na fronteira, isto é, para todo y ∈ C0 se {xk} é uma
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sequência contida em C0 que converge a um ponto x̄ na fronteira ∂C de C,

então limk→+∞〈∇h(xk), y − xk〉 = −∞.

A3) h é finita na fronteira, isto é, h : Rn −→ R∪{∞} é uma função finita,

estritamente convexa, e cont́ınua em C.

A4) h é coerciva na zona, isto é, para todo y ∈ Rn existe x ∈ C0 tal que

∇h(x) = y.

A5) h é separável, isto é, h(x) =
∑n

i=1 hj(xj) com hj : (αj , βj) −→ R.

A6) D(T ) ∩ C0 6= ∅.

A7) T é da forma T = T̂ + NV , onde V é um conjunto não vazio, convexo

e fechado e T̂ : Rn −→ Rn é ponto-a-ponto cont́ınuo e paramonótono, ou

seja, é monótono maximal e se 〈u− v, x− y〉 = 0 com u ∈ T̂ (x) e v ∈ T̂ (y),

então, v ∈ T̂ (x), u ∈ T̂ (y).

A8) As hipóteses de A7) são válidas, sendo que neste caso V é uma variedade

linear, T̂ é continuamente diferenciável e existe um subespaço W tal que

Ker(JT̂ )(x) = W .

A10) S(T,C) 6= ∅.

A11) h atinge seu mı́nimo em D(T ) ∩ C0 em algum ponto x̃.

A12) A função gap do problema V IP (T,C), que é definida por:

qT , C(x) = sup

y ∈ C

v ∈ T (y)

〈v, x− y〉, ∀x ∈ Rn

é finita em todo ponto.

A13) Uma das seguintes condições é válida:

1. S(T,C) é limitado e T = ∂f para alguma função f : Rn −→ R ∪

{+∞}.

2. Existe y ∈ C0 ∩ D(T ) tal que limk→+∞〈uk, xk − y〉 = ∞ para toda{
xk

}
tal que limk→+∞ ‖xk‖ = ∞ e para toda

{
uk

}
∈ T (xk).
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3. D(T ) ∩ C é limitado.

O seguinte resultado mostra que a trajetória dada em (1.18) está bem

definida.

Proposição 1.3.1. Seja T : Rn ⇒ Rn monótono maximal tal que satisfaz

A10). Se umas das seguintes hipótese for válida:

i) h satisfaz A4,

ii) h satifaz A2 e A11, T satisfaz A8 e A12 é satisfeita,

então o operador Tλ = λT +∇h tem um único zero x(λ) ∈ D(T ) ∪ C0.

Demonstração. Ver [25, Proposição 2].

O seguinte resultado mostra que a trajetória é cont́ınua e que o valor da

função barreira cresce ao longo dela.

Proposição 1.3.2. Suponhamos que as as hipótese da Proposição 1.3.1 são

válidas, então:

i) h(x(λ)) é não decrescente em λ.

ii) x(λ) é cont́ınua em todo λ > 0.

Demonstração. Ver [25, Proposição 3].

O resultado a continução mostra que a trajetória tem pontos de acu-

mulação.

Proposição 1.3.3. Vamos supor que T : D(T ) ⇒ Rn é monótono maximal

e satisfaz A7), que S(T,C) 6= ∅, que h satisfaz A11), e que todas as hipóteses

da Proposição 1.3.2, são válidas. Se uma das seguintes condições for válida:

i) h satisfaz A3),

ii) A13) é satisfeita,

então x(λ) tem pontos de acumulação.
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Demonstração. Ver [25, Proposição 4].

O seguinte resultado mostra que os pontos de acumulação da trajetória

são soluções do V IP (T,C).

Proposição 1.3.4. Se as hipóteses da Proposição 1.3.3 são válidas, então

todos os pontos de acumulação da trajetória x(λ) são soluções do problema

V IP (T,C).

Demonstração. Ver [25, Proposição 5].

A seguinte proposição mostra que se a função barreira é finita na fron-

teira, então a trajetória é convergente e o limite pode ser caraterizado.

Proposição 1.3.5. Suponhamos que as hipóteses da Proposição 1.3.3 são

válidas e que h satisfaz A2) então, existe limλ→0 x(λ) e este limite é solução

do problema:
minh(x)

s.a x ∈ S(T,C)

Demonstração. Ver [25, Proposição 6].

No caso em que a função barreira h não é finita na fronteira, os autores

também apresentam um resultado de convergência da trajetória ao centro

anaĺıtico de S(T.C).

Definindo o conjunto J = {j ∈ {1, . . . , n} | ∃ z ∈ S(T,C) com zj > 0} e

considerando que h é separável, é definida a função: ĥ : Rn
++ −→ R

h̃(x) =
∑
j∈J

hj(xj),

e prova-se o seguinte resultado.

Teorema 1.3.6. Suponhamos que C = Rn
+ e que as hipóteses A5, A2, A1, e

A11 A13 são válidas e que o operador T satisfaz A6, A7, A8 e A10, então,
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a trajetória central {x(λ)} converge quando λ → 0 + ∞ a x∗, solução do

problema:
min h̃(x)

s.a x ∈ S(T,C).

Demonstração. Ver [25, Teorema 2].

Resultados adicionais sobre diferenciabilidade e analiticidade da trajetória

central para o Problema de Complementaridade Linear Monótono, podem ser

encontradas em [35] e [46]. Outros trabalhos relevantes em que se estudam

trajetórias centrais não relacionadas à barreira logaŕıtmica, bem como algo-

ritmos de tipo path-following ao longo destas trajetórias, são [56], [12], [14],

[13], [55], [15],

1.4 Resultados Auxiliares

Conclúımos este caṕıtulo apresentando vários resultados técnicos, encontra-

dos na literatura e que usaremos ao longo do trabalho. Por razões de com-

pleteza inclúımos as demostrações. O primeiro é uma conhecida propriedade

da regularização de Tikhonov de um operador monótono maximal.

Lema 1.4.1. Sejam T : Rn ⇒ Rn monótono maximal, λ > 0 e x(λ) a

solução do problema: Encontrar

x ∈ Rn tal que 0 ∈ λT (x) + x.

Se T−1(0) 6= ∅, então

i) ‖x(λ)− x̄‖ ≤ ‖x∗ − x̄‖, ∀x∗ ∈ T−1(0).

ii) limλ→+∞ x(lambda) = PT−1(0)(x̄)

Demonstração. Pelo Teorema de Minty (Teorema 1.1.5), temos que x(λ)

está bem definido para todo λ > 0.
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i) Temos que x̄− x(λ) ∈ λT
(
x(λ)

)
, logo pela monotonia de T , segue-se

que para todo x∗ tal que 0 ∈ T (x∗)

〈x̄− x(λ), x(λ)− x∗〉 ≥ 0,

donde obtemos

〈x(λ)− x̄, x∗ − x̄〉 ≥ ‖x(λ)− x̄‖2.

Aplicandoe a desigualdade de Cauchy-Schwartz ao lado esquerdo da ex-

pressão anterior, segue o resultado.

ii) Definamos v(λ) = (1/λ)
(
x̄ − x(λ)

)
. Observemos que pelo item i)

segue-se que {x(λ), λ >) é limitado, portanto

lim
λ→+∞

v(λ) = 0.

Consideremos uma sequência convergente {x(λk)}k∈N arbitrária e denote-

mos por x̂ o seu limite. Usando que a gráfica de T é fechado, segue-se que

0 ∈ T (x̂). Passando ao limite no item i) obtemos

‖x̄− x̂‖ ≤ ‖x̄− x∗‖, para todo x∗ ∈ T−1(0)

e isto implica no resultado.

Apresentamos a seguir dois resultados técnicos, muito usados no estudo

de algoritmos do tipo path-following.

Lema 1.4.2. Sejam β ∈ (0, 1), a ∈ Rn tais que ‖a− e‖ ≤ β, então

i) 0 < 1− β ≤ ai ≤ 1 + β, para i = 1, 2, . . . , n,

ii) A = diag(a) é não singular e ‖A−1/2b‖ ≤ ‖b‖/(1− β)1/2.

Demonstração. Observemos que, da relação ‖a− e‖ ≤ β, segue-se que

|ai − 1| ≤ β, para i = 1, . . . , n.
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Portanto, vale que

0 < 1− β ≤ ai ≤ 1 + β, i = 1, . . . , n.

Destas inequações seguem imediatamente os itens i) e ii).

Corolário 1.4.3. Sejam x ∈ Rn
++, X = diag(x), e d ∈ Rn tais que

‖X−1d‖ < 1. Então x + d ∈ Rn
++

Demonstração. Notemos que ‖X−1d+ e− e‖ = ‖X−1d‖ < 1. Logo segue de

i) do Lema 1.4.2 que

X−1d + e ∈ Rn
++.

Temos que x ∈ Rn
++, portanto multiplicando X−1d + e à esquerda por X,

segue que x + d ∈ Rn
++.
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Caṕıtulo 2

As trajetórias

log-quadráticas.

Neste caṕıtulo, vamos definir e estudar as trajetórias log-quadráticas para

o Problema de Complementaridade Monótono e um Problema da Desigual-

dade Variacional. Estas trajetórias estão associadas a barreiras log-quadráti-

cas. Embora as trajetórias associadas a barreiras logaŕıtimicas necessitem da

condição de factibilidade estrita, as trajetórias log-quadráticas não requerem

esta hipótese. Nossos resultados não se deduzem dos resultados apresentados

no caṕıtu-lo anterior, na Seção 1.3, embora nas provas de alguns resultados,

sejam usadas as técnicas de [29].

Para a definição e estudo da trajetória log-quadrática, consideramos uma

função de barriera com estrutura de regularização-penalização, isto é, ela é

a soma de um termo regularizador, associado à componente quadrática e um

outro termo penalizador, associado à barreira logaŕıtmica, ambos os termos

multiplicados por parâmetros diferentes. O caso em que os parâmetros são

iguais corresponde aos algoritmos apresentados no Caṕıtulo III. Neste caso,

dos resultados de [25], só podemos deduzir a existencia e continuidade da
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trajetoria log-quadrática, mas não os resultados de convergência da trajetória

ao conjunto solução.
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2.1 Trajetória log-quadrática para o MCP (F )

Seja F : Rn ⇒ Rn monótono maximal. Estamos interessados no Problema

de Complementaridade Monótono definido por F ,

MCP (F ). (2.1)

Nossa primeira hipótese é a existência de pontos interiores (ao ortante

positivo) no domı́nio de F , isto é

H1) D(F ) ∩Rn
++ 6= ∅.

Seguindo os trabalhos de Auslander, Teboulle e Ben-Tiba [1, 2], vamos

trabalhar com uma barreira log-quadrática. Dado x̄ ∈ Rn e µ, ν > 0, defin-

imos a barreira log-quadrática para Rn
+, com parámetro proximal x̄, como

ϕµ,ν;x̄ : Rn → R̄,

ϕµ,ν;x̄(x) =

 (ν/2)‖x− x̄‖2 − µ
∑n

j=1 log xj , se x > 0,

+∞, caso contrário.
(2.2)

Definição 2.1.1. A trajetória log-quadrática para o MCP (F ) é a aplição

que associa aos parâmetros (µ, ν) ∈ R++ ×R++ o ponto x(µ, ν; x̄) solução

de

0 ∈ F (x) +∇ϕµ,ν;x̄(x), x > 0. (2.3)

Equivalentemente, x(µ, ν; x̄) é a solução de

0 ∈ F (x) + ν(x− x̄)− µx−1, x > 0. (2.4)

Vamos mostrar que a trajetória log-quadrática está bem definida sob a

hipótese H1), mesmo quando MCP (F ) não tem soluções.

Se µ, ν > 0, então ∂ϕµ,ν;x̄ é monótono maximal e

∂ϕµ,ν;x̄(x) =

 {∇ϕµ,ν;x̄(x)}, se x > 0,

∅, caso contrário.
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Como D(∂ϕµ.ν;x̄) = Rn
++, (2.3) é equivalente ao problema

0 ∈ F (x) + ∂ϕy,ν;x̄(x). (2.5)

Além disto, pelo Teorema 1.1.4, a Hipótese H1) garante que F + ∂ϕµ,ν;x̄ é

monótono maximal.

Proposição 2.1.2. A trajetória log-quadrática (µ, ν) 7→ x(µ, ν; x̄) está bem

definida e x(µ, ν; x̄) é estritamente positiva para todo (µ, ν) ∈ R2
++.

Demonstração. Já sabemos que (para µ, ν > 0) o operador F + ∂ϕµ,ν;x̄ é

monótono maximal. Como ∂ϕµ,ν;x̄ é fortemente monótono, conclúımos que

F + ∂ϕµ,ν;x̄ também é fortemento monótono, e portanto (2.3) tem uma e

somente uma solução [52, Teorema 18.5]. Além disso esta solução é estrita-

mente positiva, pois o domı́nio de F + ∂ϕµ,ν;x̄ está contido em Rn
++.

Proposição 2.1.3. A trajetória log-quadrática (µ, ν) 7→ x(µ, ν; x̄) é con-

tinua em (µ, ν) ∈ R2
++.

Demonstração. Basta provar a continuidade da trajetória em um ponto

(µ0, ν0) ∈ R2
++ fixo.

Para simplificar a notação, dados µ, ν > 0 sejam xµ,ν e Fµ,ν : Rn
++ ⇒ Rn

definidos por

xµ,ν = x(µ, ν; x̄),

Fµ,ν(x) := F (x) +∇ϕµ,ν;x̄(x)

= F (x) + ν(x− x̄)− µx−1.

Como xµ0,ν0 > 0 e 0 ∈ F (xµ0,ν0) + ν0(xµ0,ν0 − x̄) − µ0(xµ0,ν0)
−1, temos

que, para quaisquer µ, ν > 0

(ν − ν0)(xµ0,ν0 − x̄)− (µ− µ0)(xµ0,ν0)
−1 ∈ Fµ,ν(xµ0,ν0).
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Definamos

wν,µ = (ν − ν0)(xµ0,ν0 − x̄)− (µ− µ0)(xµ0,ν0)
−1.

Então wν,µ ∈ Fµ,ν(xµ0,ν0). Observemos que 0 ∈ Fµ,ν(xµ,ν) e Fµ,ν é forte-

mente monótono com parâmetro 2ν, portanto segue-se que

〈wµ,ν , xµ0,ν0 − xµ,ν〉 ≥ ν‖xµ0,ν0 − xµ,ν‖2.

Usando-se também a desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

‖wµ,ν‖ ‖xµ0,ν0 − xµ,ν‖ ≥ ν‖xµ0,ν0 − xµ,ν‖2.

Logo

(1/ν) ‖wµ,ν‖ ≥ ‖xµ0,ν0 − x(µ, ν; x̄)‖.

Da definição de wν,µ segue-se trivialmente que

lim
(µ,ν)→(µ0,ν0)

wµ,ν = 0.

Combinando-se este resultado com a desigualdade acima (e com o fato de que

ν0 > 0), conclúımos que a trajetória log-quadrática é cont́ınua em (µ0, ν0).

Vamos agora investigar a questão da limitação da trajetória log-quadrática.

Definamos T : Rn ⇒ Rn,

T := F + NRn
+
. (2.6)

Outra vez, a hipótese H1) garante que T é monótono maximal, via o Teorema

1.1.4. O MCP (F ) é equivalente ao problema de encontrar um zero de T :

Achar x tal que 0 ∈ T (x). (2.7)

Lema 2.1.4. Se x∗ é solução de MCP (F ), (µ, ν) ∈ R2
++ e x = x(µ, ν; x̄),

então

‖x∗ − x‖2 + ‖x− x̄‖2 ≤ ‖x∗ − x̄‖2 + 2n (µ/ν).
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Demonstração. Por hipótese, x > 0 e existe v ∈ F (x) tal que

0 = v + ν(x− x̄)− µx−1. (2.8)

Observemos que D(T ) ⊆ Rn
+. Temos também que v ∈ T (x), pois x > 0.

Portanto, definindo ṽ := v− µx−1 e aplicando o Lema 1.1.7 conclúımos que

ṽ ∈ T [ε](x),

com ε = 〈x, µx−1〉 = µn. Pela definição de ṽ

ṽ + ν(x− x̄) = 0.

Logo, usando-se a definição da função de mérito de Solodov-Svaiter (1.16),

segue-se que

ST,1/ν,x̄(x, ṽ) ≤ 2n (µ/ν). (2.9)

Definindo x̄+ := x̄− (1/ν)ṽ, temos, em vista de (2.8)

x+ = x̄− (x̄− x) = x

e aplicando iii) do Teorema 1.2.5, conclúımos que

‖x∗ − x‖2 ≤ ‖x∗ − x̄‖2 +
[
ST,1/µ,x̄

(
x(µ, ν; x̄), ṽ

)
− ‖x− x̄‖2

]
. (2.10)

De (2.9) e (2.10) segue o resultado.

O lema que acabamos de provar vai garantir a limitação da trajetória

quando µ/ν estiver limitado (e existirem soluções do problema). Em vista

disto, vamos definir para τ > 0

A(τ) :=
{
(µ, ν) ∈ R2

++ | (µ/ν) ≤ τ
}

. (2.11)

Proposição 2.1.5. Seja τ > 0. Se MCP (F ) tem solução, então para

qualquer (µ, ν) ∈ A(τ)

‖x(µ, ν; x̄)‖ ≤ ‖x̄‖+
√

L2 + 2nτ,

onde L = d
(
x̄, SMC(F )

)
.
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Demonstração. Do Lema 2.1.4 segue para todo x∗ ∈ SMC(F )

‖x(µ, ν; x̄)− x̄‖2 ≤ ‖x∗ − x̄‖2 + 2n(µ/ν).

Logo, para qualquer (µ, ν) ∈ A(τ),

‖x(µ, ν; x̄)− x̄‖2 ≤ ‖x∗ − x̄‖2 + 2nτ.

Extraindo-se a raiz quadrada nos dois lados desta desigualdade e usando-se

a desigualdade triangular obtemos o resultado desejado.

A proposição acima estabelece a limitação da trajetória log-quadrática

para parâmetros (µ, ν) no conjunto A(τ). No Apéndice mostraremos (através

de um exemplo) que a condição µ/ν ≤ τ é necessária para a limitação da

trajetória log-quadrática no caso geral de um MCP satisfazendo H1) e com

soluções.

Para estudar o comportamento da trajetória log-quadrática quando os

par̂ametros de regularização tendem a zero, será conveniente estudar também

a trajetória log-quadratica dual, que definimos a seguir.

Definição 2.1.6. A trajetória log-quadrática dual para o MCP (F ) é a

aplicação que associa aos parâmetros (µ, ν) ∈ R++×R++ o ponto y(µ, ν; x̄),

y(µ, ν; x̄) := µx(µ, ν; x̄)−1.

A trajetória log-quadrática primal-dual para o MCP (F ) é a aplição que

associa aos parâmetros (µ, ν) ∈ R++ ×R++ o ponto
(
x(µ, ν; x̄), y(µ, ν; x̄)

)
.

Equivalentemente,
(
x(µ, ν; x̄), y(µ, ν; x̄)

)
é solução de

0 ∈ F (x)− y + ν(x− x̄),

0 = y − µx−1,

(x, y) ∈ Rn
++ ×Rn

++.

(2.12)

Temos então o seguinte resultado.
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Proposição 2.1.7. A trajetória log-quadrática dual (µ, ν) 7→ y(µ, ν; x̄) está

bem definida e é continua em (µ, ν) ∈ R2
++.

Demonstração. Da existência, continuidade e positividade estrita de x(µ, ν; x̄),

para todo (µ, ν) ∈ R2
++, segue-se a existência, positividade e continuidade

de y(µ, ν; ȳ), para todo (µ, ν) ∈ R2
++.

Dizemos que x∗ é um ponto de acumulação da trajetória log-quadrática

quando (µ, ν) −→ 0, se existir uma sequência {(µk, νk)}k∈N em R2
++, con-

vergindo a (0, 0), tal que x∗ = limk→∞ x(µk, νk; x̄). A mesma definição se

estende naturalmente para as trajetórias log-quadráticas dual e primal-dual.

Como era de esperarse, vale que esses pontos de acumulação são soluções

do MCP (T ).

Lema 2.1.8. Se (x∗, y∗) é um ponto de acumulação da trajetória log-quadráti-

ca primal-dual, quando (µ, ν) → 0, então (x∗, y∗) é um par de soluções

complementares do MCP (F ).

Demonstração. Seja (x∗, y∗) um ponto de acumulação da trajetória log-

quadrática primal-dual. Por hipótese existe uma sequência {(µk, νk)}k∈N

em R2
++ convergindo a (0, 0) tal que

(x∗, y∗) = lim
k→∞

(
x(µk, νk; x̄), y(µk, νk; x̄)

)
.

Para simplificar a notação, definamos

xk := x(µk, νk; x̄), yk := y(µk, νk; x̄).

Então

yk − νk(xk − x̄) ∈ F (xk), (2.13)

Como F é monótono maximal, o gráfico de F é fechado. Além disso,

lim
k→+∞

yk − νk(xk − x̄) = y∗, lim
k→+∞

xk = x∗.
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Portanto, podemos tomar os limites em (2.13) e conclúımos que

y∗ ∈ F (x∗).

Das definições de xk e yk temos que xk > 0, yk > 0. Logo, segue-se que

x∗ ≥ 0, y∗ ≥ 0.

Além disso,

〈x∗, y∗〉 = lim
k→∞

〈xk, yk〉 = lim
k→∞

nµk = 0.

Combinando-se os resutados acima, conclúımos que (x∗, y∗) é um par de

soluções complementares de MCP (F ).

Lema 2.1.9. Seja {(µk, νk)}k∈N uma sequência em R2
++ convergindo a

(0, 0). Se a sequência
{
x(µk, νk; x̄)

}
k∈N

é limitada, então a sequen̂cia
{
y(µk, νk; x̄)

}
k∈N

também é limitada.

Demonstração. Para simplificar a notação, definamos

xk := x(µk, νk; x̄), yk := y(µk, νk; x̄).

Por H1) existe (x̂, ŷ) tal que

ŷ ∈ F (x̂), x̂ > 0.

Pelas definições de xk e yk, temos que

yk − νk(xk − x̄) ∈ F (xk).

Usando-se a montońıa de F , segue-se que〈 [
yk − νk(xk − x̄)

]
− ŷ, xk − x̂

〉
≥ 0.

Reescrevendo esta desigualdade obtemos

〈ŷ, x̂〉+ 〈yk, xk〉 − 〈ŷ, xk〉 − νk〈xk − x̄, xk − x̂〉 ≥ 〈x̂, yk〉.
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Outra vez, pelas definições de xk e yk, temos que 〈yk, xk〉 = nµk. Usando-

se também a desigualdade de Cauchy-Schwartz, e a positividade de x̂ e yk

conclúımos que

〈ŷ, x̂〉+ nµk + ‖ŷ‖‖xk‖+ νk‖xk − x̄‖‖xk − x̂‖ ≥ 〈x̂, yk〉 ≥ 0. (2.14)

Como as sequências {xk}k∈N, {µk}k∈N e {νk}k∈N são limitadas, segue-se

que a sequência {〈x̂, yk〉}k∈N também é limitada. Uma vez que yk ≥ 0 e

x̂ > 0, a limitação de {〈x̂, yk〉}k∈N implica na limitação de {yk}k∈N.

Corolário 2.1.10. Todo ponto de acumulação da trajetória log-quadrática

(µ, ν) 7→ x(µ, ν; x̄) é solução do MCP (F ).

Demonstração. Seja x∗ um ponto de acumulação da trajetória log-quadrática.

Por hipótese existe uma sequencia {(µk, νk)}k∈N em R2
++ convergindo a

(0, 0) tal que

x∗ = lim
k→∞

x(µk, νk; x̄).

Em particular, {(µk, νk)}k∈N é limitada. Logo, segue-se, pelo Lema 2.1.9,

que a sequência {y(µk, νk; x̄)}k∈N também é limitada. Portanto, existe y∗ tal

que (x∗, y∗) é um ponto de acumulação da sequência
{
x(µk, νk; x̄), y(µk, νk; x̄)

}
k∈N

.

Agora, pelo Lema 2.1.8, segue-se que (x∗, y∗) é um par de soluções com-

plementares do MCP (F ), donde, conclúımos que x∗ é uma solução do

MCP (F ).

A seguir estudaremos a convergência da trajetória log-quadrática a um

ponto do conjunto solução de MCP (F ), no caso em que os parâmetros con-

vergem a 0 de forma “controlada”. Para isto, vamos considerar a trajetória

log-quadrática primal-dual definida anteriormente. Estudaremos dois casos.

No primeiro vamos supor que MCP (F ) é não degenerado, isto é, vamos su-

por que existe um par de soluções estritamente complementares. No segundo,

vamos supor que F é linear. Neste’ultimo caso, usaremos as técnicas de [29],
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originalmente desenvolvidas para o estudo da trajetória central clássica. Va-

mos supor que o MCP (F ) tem solução.

Lembremos que, no Caṕıtulo 1, introduzimos os seguintes conjuntos, as-

sociados ao MCP (F )

I := {i ∈ {1, . . . , n} | existe (x∗, y∗) ∈ S∗MC(F ), com x∗i > 0} ,

J :=
{

j ∈ 1, . . . , n | existe (x∗, y∗) ∈ S∗MC(F ), com y∗j > 0
}

,

K := {1, . . . , n} \ {I ∪ J} .

Vamos definir também o seguinte conjunto:

Ŝ(F ) := {(x, y) ∈ Rn ×Rn | y ∈ F (x), xJ = 0, yI = 0, xK = 0, yK = 0} .

Note-se que quando o operador F é linear, o conjunto Ŝ(F ) é uma var-

iedade linear, porque fica determinado por equações lineares. Observemos-se

também que todo ponto (x̂, ŷ) ∈ Ŝ(F ) satisfaz 〈x̂, ŷ〉 = 0. Se o MCP (T ) é

não degenerado, então as soluções estritamente complementares, (x∗, y∗) ∈

S∗EMC(F ), satisfazem x∗I > 0 e y∗J > 0; neste caso é fácil verificar que

S∗EMC(F ) ⊂ Ŝ(F ).

No seguinte teorema analisamos os casos acima enunciados.

Teorema 2.1.11. Seja {(µk, νk)}k∈N uma sequência em R2
++ convergindo

a zero, tal que limk→∞ µk/νk = a > 0 .

Suponhamos que uma das seguintes condições é válida:

1. O MCP (F ) é não degenerado.

2. O operador F é linear (afim).

Então a sequência {(
x(µk, νk, x̄), y(µk, νk, x̄)

)}
k∈N

converge um par de soluções complementares do MCP (F ) em Ŝ(F ).
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Demonstração. Para simplificar as notações, defina

xk := x
(
µk, νk; x̄

)
, yk := y

(
µk, νk; x̄

)
.

Como (µk/νk) converge, quando k → +∞, segue-se que existe a′ > 0 tal que

µk/νk ≤ a′ para todo k ∈ N.

Temos que µk e νk são positivos, para todo k ∈ N, logo da Proposição

2.1.5 e dos Lemas 2.1.9 e 2.1.8, segue-se que a sequência {(xk, yk)}k∈N é

limitada e todos os seus pontos de acumulação são soluções complementares.

Precisamos então provar a unicidade do ponto de acumulação e sua inclusão

em Ŝ(F ).

Seja (x∗, y∗) um ponto de acumulação da sequência {(xk, yk)}k∈N, isto

é, existe uma sub-sequência {(xkl , ykl)} tal que

(x∗, y∗) = lim
l→∞

(xkl , ykl).

Tome

(x̂, ŷ) ∈ Ŝ(F ).

Pela definição de xk e yk, temos que yk−νk(xk−x̄) ∈ F (xk). Pela monotońıa

do operador F segue-se que〈 [
yk − νk(xk − x̄)

]
− ŷ, xk − x̂

〉
≥ 0.

Reescrevendo esta desigualdade obtemos

〈xk, yk〉+ 〈x̂, ŷ〉 ≥ 〈yk, x̂〉+ 〈ŷ, xk〉+ νk〈xk − x̄, xk − x̂〉.

Observemos que 〈xk, yk〉 = nµk e 〈x̂, ŷ〉 = 0, logo segue-se que

nµk ≥ 〈x̂, yk〉+ 〈ŷ, xk〉+ νk〈xk − x̄, xk − x̂〉.
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Substituindo yk e xk por µk(xk)−1 e µk(yk)−1 respectivamente e usando que

x̂J = 0, ŷI = 0, obtemos

nµk ≥ µk

∑
i∈I

(x̂i/xk
i ) +

∑
j∈J

(ŷi/yk
i )

 + νk〈xk − x̄, xk − x̂〉.

Logo, dividindo por νk e passando ao limite em kl, quando l → +∞, segue-se

que
• x∗i > 0, se x̂i > 0,

• y∗j > 0, se ŷj > 0,
(2.15)

an ≥ a

∑
i∈I

(x̂i/x∗i ) +
∑
j∈J

(ŷi/y∗i )

 + 〈x∗ − x̄, x∗ − x̂〉. (2.16)

Pela Observação 1.2.1 do Caṕıtulo 1, temos que existe (x̂, ŷ) ∈ S(F ) tal

que x̂I > 0, ŷJ > 0, de fato, podemos considerar um elemento σ-maximal de

S∗MC(F ), portanto, segue de (2.15), que x∗i > 0 para todo i ∈ I e y∗j > 0 para

todo j ∈ J . Desta forma, a condição de complementaridade 〈x∗, y∗〉 = 0,

somado a positividade de x∗ e y∗ implicam em que

x∗j = 0, para todo j ∈ J e y∗i = 0, para todo i ∈ I. (2.17)

Observemos que (x∗, y∗) ∈ S∗MC(T ), logo segue-se que

x∗k = y∗k = 0, para todo k ∈ K. (2.18)

De (2.17) e (2.18), conclúımos que

(x∗, y∗) ∈ Ŝ(F ).

Vamos considerar inicialmente o caso i), quando MCP (F ) é não degen-

erado, ou seja I ∪ J = {1, 2, . . . , n}. Suponhamos que (x̌, y̌) é um outro

ponto de acumulação de {(xk, yk)}k∈N. Como (x̌, y̌) ∈ Ŝ(F ), (2.16) vale

substitindo-se x̂ e ŷ por x̌ e y̌, respectivamente:

an ≥ a

∑
i∈I

(x̌i/x∗i ) +
∑
j∈J

(y̌i/y∗i )

 + 〈x∗ − x̄, x∗ − x̌〉.
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Como (x∗, y∗), (x̌, y̌) são pontos de acumulação arbitrários de {(xk, yk)}k∈N,

esta desigualdade continua válida se trocarmos x∗ por x̌ e y∗ por y̌:

a

∑
i∈I

(x∗i /x̌i) +
∑
j∈J

(y∗i /y̌i)

 + 〈x̌− x̄, x̌− x∗〉 ≤ an.

Somando-se as duas ultimas desigualdades obtemos

0 ≥ a
∑
i∈I

[
(x̌i/x∗i )+(x∗i /x̌i)−2

]
+a

∑
j∈J

[
(y̌i/y∗i )+(y∗i /y̌i)−2

]
+‖x̌− x∗‖2.

Como t+1/t ≥ 2 para qualquer t > 0, com igualdade somente quando t = 1,

usando a desigualdade acima conclúımos que

x̌ = x∗, y̌J = y∗J .

Para finalizar a prova do item i), Observemos que (x∗, y∗), (x̌, y̌) ∈ Ŝ(F ), e

portanto y̌I = y∗I = 0.

Agora vamos considerar o caso ii), ou seja quando F é um operador

linear. Neste caso, Ŝ(F ) é uma variedade linear e o conjunto

Ĥ(S) = Ŝ(F )− (x∗, y∗)

é um subespaço linear de Rn × Rn. Da desigualdade (2.16) segue-se que

para todo (x̂, ŷ) ∈ Ŝ(F )

a
∑
l∈K

1 ≥ a

∑
i∈I

(
(x̂i − x∗i )/x∗i

)
+

∑
j∈J

(
(ŷi − y∗i )/y∗i

) + 〈x∗ − x̄, x∗ − x̂〉.

(2.19)

Definindo φ : Rn ×Rn 7→ R,

φ(d1, d2) := a

∑
i∈I

(d1
i /x∗i ) +

∑
j∈J

(d2
i /y∗i )

 + 〈x̄− x∗, d1〉,

podemos reescrever (2.19) da seguinte forma

a
∑
l∈K

1 ≥ φ(d1, d2), para todo (d1, d2) ∈ Ĥ(F ). (2.20)
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Temos uma função afim limitada em um subespaço linear, portanto con-

stante e igual a 0 nesse subespaço. Logo, para todo (x̂, ŷ) ∈ Ŝ(F ), vale

que

a

∑
i∈I

(
(x̂i − x∗i )/x∗i

)
+

∑
j∈J

(
(ŷi − y∗i )/y∗i

) + 〈x̄− x∗, x̂− x∗〉 = 0. (2.21)

Novamente, temos que (x∗, y∗) ∈ Ŝ(F ) e podemos considerar (x̂, ŷ) como

sendo um ponto de acumulação da sequência
{
(x(µk, νk; x̄), y(µk, νk; x̄)

}
k∈N

.

Então, podemos trocar x∗ com x̂ e y∗ com ŷ em (2.21) e vale que

a

∑
i∈I

(
(x∗i − x̂i)/x̂i

)
+

∑
j∈J

(
(y∗ − ŷj)/ŷj

) + 〈x̄− x̂, x∗ − x̂〉 = 0. (2.22)

Somando (2.21) e (2.22), obtemos

a

[∑
i∈I

(x̂i/x∗i ) + (x∗i /x̂i)− 2

]
+a

∑
j∈J

(ŷj/y∗j ) + (y∗j /ŷj)− 2

+‖x̂−x∗‖2 = 0,

Usando-se de novo a desigualdade t+1/t ≥ 2, para todo t > 0, segue-se

que

x̂ = x∗.

Para concluir basta notar que y∗ = F (x∗) = F (x̂) = ŷ. Desta forma,

obtemos a unicidade de (x∗, y∗).

Corolário 2.1.12. Sejam t 7→ µ(t) e t 7→ ν(t) aplicaçoẽs de R+ em R+

tais que

lim
t→0+

µ(t) = lim
t→0+

ν(t) = 0.

e limt→0 µ(t)/ν(t) = a > 0.

Suponha que uma das seguintes condições é válida:

1. O problema MCP (F ) é não degenerado.
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2. O operador F é linear (afim).

Então a curva t 7→
(
x(µ(t), ν(t); x̄), y(µ(t), ν(t); x̄)

)
converge a par de soluções

complementares do MCP (F ) quando t → 0.

No Apêndice consideraremos um exemplo de um MCP satisfazendo H1 e

com soluções, mas degenerado e não linear. Mostraremos que para este prob-

lema, mesmo tomando µ(t) = ν(t) = t, a curva t 7→ (x(µ(t), ν(t); x̄), y(µ(t), ν(t); x̄))

não é convergente.

2.2 Trajetória log-quadrática para o

V IP (F,Rm ×Rn
+)

Os resultados que obteremos nesta seção serão muito similares aos resultados

obtidos na seção anterior. As técnicas para suas demostrações serão quase

idênticas às empregadas na seção anterior. Optamos por incluir as provas

por uma questão de completeza, a pesar de sua similaridade. Nesta seção

F : Rn×Rm ⇒ Rn×Rm é um operador monótono maximal. Agora estamos

interessados no Problema da Desigualdade Variacional:

V IP (F,Rn ×Rm
+ ) (2.23)

Vamos considera a seguinte hipótese:

H2) D(F ) ∩
(
Rn ×Rm

++

)
6= ∅

Estudaremos as trajetórias que resultam da introdução de uma barreira

logaŕıtmica-quadrática para o problema V IP (T,Rn × Rm
+ ). Neste caso o

termo log-quadrático só vai penalizar as componentes sujeitas a restrições

de positividade. As variáveis irrestritas serão regularizadas com um termo

quadrático.

Dado (x̄, ȳ) ∈ Rn ×Rm e µ, ν > 0, definimos a barreira log-quadrática

para Rn×Rm
+ , com parámetro proximal (x̄, ȳ), como ϕµ,ν;x̄,ȳ : Rn×Rm −→
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R̄:

ϕµ,ν;x̄,ȳ(x, y) :=

 (ν/2)
[
‖x− x̄‖2 + ‖y − ȳ‖2

]
− µ

∑m
j=1 log yj , y > 0,

+∞, caso contrario.

Definição 2.2.1. A trajetória log-quadrática para o V IP (F,Rn ×Rm
+ ) é a

aplicação que associa aos parâmetros (µ, ν) ∈ R++ ×R++ o ponto(
x(µ, ν; x̄, ȳ), y(µ, ν; x̄, ȳ)

)
solução de:

0 ∈ F (x, y) +∇ϕµ,ν;x̄,ȳ(x, y), y > 0. (2.24)

Equivalentemente, (x(µ, ν; x̄, ȳ), y(µ, ν; x̄, ȳ)) é a solução de

0 ∈ F (x, y) + ν(x− x̄, y − ȳ)− (0, µy−1), y > 0. (2.25)

Nos resultados a seguir provamos que a trajetória log-quadrática está

bem definida e é cont́ınua em todo (µ, ν) ∈ R2
++ sob a hipótese H2, mesmo

quando o V IP (F,Rm ×Rn
+) não tem soluções.

Observemos que (para µ, ν > 0) ∂ϕµ,ν;x̄ é monótono maximal e

∂ϕµ,ν;x̄,ȳ(x, y) =

 {∇ϕµ,ν;x̄,ȳ(x, y)}, y > 0,

∅, caso contrario.

Como D(∂ϕµ,ν;x̄,ȳ) = Rn ×Rm
++, (2.24) é equivalente ao problema

0 ∈ (F + ∂ϕµ,ν;x̄,ȳ)(x, y). (2.26)

Agora, a Hipótese H2) junto com o Teorema 1.1.4 garante que F +∂ϕµ,ν;x̄,ȳ

é monótono maximal. Veremos a seguir a boa definição da trajetória.

Proposição 2.2.2. A trajetória log-quadrática para o V IP (F,Rn ×Rm
+ ),

(µ, ν) 7→
(
x(µ, ν; x̄; ȳ), y(µ, ν; x̄, ȳ)

)
,

está bem definida e y(µ, ν; x̄, ȳ) > 0 para todo (µ, ν) ∈ R2
++.
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Demonstração. Esta prova é analoga à prova da Proposição 2.1.2.

Já sabemos que (para µ, ν > 0) o operador F+∂ϕµ,ν;x̄,ȳ é monótono max-

imal. Como ∂ϕµ,ν;x̄,ȳ é fortemente monótono, conclúımos que F + ∂ϕµ,ν;x̄,ȳ

também é fortemente monótono. Portanto (2.26) tem uma e somente uma

solução [52, Teorema 18.5], que pertence a D
(
F+∂ϕµ,ν;x̄,ȳ

)
⊆ Rn×Rm

++.

Proposição 2.2.3. A trajetória log-quadrática para o V IP (F,Rn ×Rm
+ ),

(µ, ν) 7→
(
x(µ, ν; x̄; ȳ), y(µ, ν; x̄, ȳ)

)
,

é continua em (µ, ν) ∈ R2
++

Demonstração. A prova desta proposição é analoga à prova da Proposição

2.1.3.

Tome (µ0, ν0) ∈ R2
++ fixo. Para simplificar a notação, dado (µ, ν) ∈

R2
++,sejam xµ,ν , yµ,ν e Fµ,ν : Rn ×Rm

++ ⇒ Rn ×Rm, dados por

xµ,ν := x(µ, ν; x̄, ȳ),

yµ,ν := y(µ, ν; x̄, ȳ),

Fµ,ν(x, y) := F (x, y) +∇ϕµ,ν;x̄;ȳ(x, y)

= F (x, y) + ν

 x− x̄

y − ȳ

 + µ

 0

−y−1

 .

Como 0 ∈ Fµ0,ν0(xµ0,ν0 , yµ0,ν0), temos

(ν − ν0)

 xµ0,ν0 − x̄

yµ0,ν0 − ȳ

 + (µ− µ0)

 0

−(yµ0,ν0)
−1

 ∈ Fµ,ν(xµ0,ν0 , yµ0,ν0).

Definamos

wµ,ν := (ν − ν0)

 xµ0,ν0 − x̄

yµ0,ν0 − ȳ

 + (µ− µ0)

 0

−(yµ0,ν0)
−1

 .
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Então wµ,ν ∈ Fµ,ν(xµ0,ν0 , yµ0,ν0). Como 0 ∈ Fµ,ν(xµ,ν , yµ,ν) e Fµ,ν é forte-

mente monótono com parâmetro 2ν, segue-se que〈
wµ,ν , (xµ0,ν0 , yµ0,ν0)− (xµ,ν , yµ,ν)

〉
≥ ν‖(xµ,ν , yµ,ν)− (xµ0,ν0 , yµ0,ν0)‖2.

Usando agora a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos que

‖wµ,ν‖ ≥ ν‖(xµ,ν , yµ,ν)− (xµ0,ν0 , yµ0,ν0))‖. (2.27)

Da definição de wµ,ν , segue que

lim
(µ,ν)→(µ0,ν0)

wµ,ν = 0

Combinando-se este resultado com (2.27) (e com o fato de que ν0 > 0),

conclúımos que a trajetória log-quadrática é cont́ınua em (µ0, ν0) .

Para estudar a questão da limitação da trajetória log-quadrática defi-

namos T : Rn ×Rm ⇒ Rn ×Rm, como

T := F + NRn×Rm
+

. (2.28)

A Hipótese H2) garante que T é monótono maximal via o Terorema 1.1.4.

Como já dissemos, V IP (F,Rn×Rm
+ ) é equivalente ao problema de encontrar

um zero de T :

0 ∈ T (x, y). (2.29)

Lema 2.2.4. Se (x∗, y∗) é uma solução de V IP (F,Rn×Rm
+ ), (µ, ν) ∈ R2

++

e (x, y) =
(
x(µ, ν; x̄, ȳ), y(µ, ν; x̄, ȳ)

)
, então

‖(x∗, y∗)− (x, y)‖2 + ‖(x, y)− (x̄, ȳ)‖2 ≤ ‖(x∗, y∗)− (x̄, ȳ)‖2 + 2n(µ/ν).

Demonstração. A prova deste lema é análoga à prova do Lema 2.1.4.

Por hipótese, (x, y) ∈ Rn ×Rm
++ e existe v ∈ F (x, y), tal que

0 = v + ν

 x− x̄

y − ȳ

 + µ

 0

−y−1

 .
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Observemos que D(T ) ⊆ Rn ×Rm
+ . Temos também que v ∈ T (x, y), pois

y > 0. Portanto, definindo ṽ := v + (0,−µy−1) e usando o Lema 1.1.8,

conluimos que

ṽ ∈ T [ε](x, y),

com ε = 〈y, µy−1〉 = µm. Também temos que

ṽ + ν

 x− x̄

y − ȳ

 = 0.

Logo, da definição da função de mérito de Solodov-Svaiter (1.16), segue-se

que

ST,1/ν,(x̄,ȳ)(x, y, ṽ) ≤ (2nµ/ν). (2.30)

Definindo

(x̄+, ȳ+) := (x̄, ȳ)− (1/ν)ṽ

= (x̄, ȳ)−
[
(x̄, ȳ)− (x, y)

]
= (x, y).

De ii) do Teorema 1.2.5 segue que

‖(x∗, y∗)−(x, y)‖2 ≤ ‖(x∗, y∗)−(x̄, ȳ)‖2+
[
ST,1/ν,(x̄,ȳ)(x, y, ṽ)−‖(x, y)−(x̄, ȳ)‖2

]
Da desigualdade anterior e (2.30) segue o resultado.

A seguir enunciamos e provamos a versão variacional da Proposição

2.1.5.

Proposição 2.2.5. Seja τ > 0 e A(τ) o conjunto definido em (2.11). Se

V IP (F,Rn ×Rm
+ ) tem solução, então para qualquer (µ, ν) ∈ A(τ)

‖
(
x(µ, ν; x̄, ȳ), y(µ, ν; x̄; ȳ)

)
‖ ≤ ‖(x̄, ȳ)‖+

√
L2 + 2τ ,

onde L = d
(
(x̄, ȳ), S(F,Rn ×Rm

+ )
)
.
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Demonstração. A prova desta proposição é análoga à prova da Proposição

2.1.5.

Do Lema 2.2.4, segue-se que para todo (x∗, y∗) ∈ S(F,Rn ×Rm
+ )

‖
(
x(µ, ν; x̄, ȳ), y(µ, ν; x̄, ȳ)

)
− (x̄, ȳ)‖2 ≤ ‖(x∗, y∗)− (x̄, ȳ)‖2 + 2n(µ/ν).

Logo

‖
(
x(µ, ν; x̄, ȳ), y(µ, ν; x̄, ȳ)

)
− (x̄, ȳ)‖2 ≤ ‖(x∗, y∗)− (x̄, ȳ)‖2 + 2nτ

Extraindo a raiz quadrada em ambos lados e usando a desigualdade trian-

gular segue o resultado.

A proposição acima estabelece a limitação da trajetória log-quadrática

para parâmetros µ, ν no conjunto A(τ).

A definição de pontos de acumulação das trajetórias log-quadráticas para

MCP se estende naturalmente para a trajetórias log-quadráticas associadas

ao V IP (F,Rn ×Rm
+ ). Assim, (x∗, y∗) é um ponto de acumulação da tra-

jetória log-quadrática para V IP (F,Rn×Rm
+ ), quando (µ, ν) −→ 0, se existir

uma sequência {(µk, νk)}k∈N em R2
++ convergindo a zero e tal que

(x∗, y∗) = lim
k→+∞

(
x(µk, νk; x̄; ȳ), y(µk, νk; x̄, ȳ)

)
.

Como no caso de MCP temos o seguinte resultado sobre complementaridade

e pontos de acumulaç ão da trajetória log-quadrática.

Lema 2.2.6. Se a sequência {(µk, νk)}k∈N em R2
++ converge a zero e a

sequência{(
x(µk, νk; x̄, ȳ), y(µk, νk; x̄, ȳ), µky(µk, νk; x̄, ȳ)−1

)}
k∈N

é convergente, então seu limite é uma solução complementar do V IP (T,Rn×

Rm
+ ).
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Demonstração. A prova deste lema é análoga à prova do Lema 2.1.8.

Para simplificar a notação definamos

xk := x(µk, νk; x̄, ȳ), yk := y(µk, νk; x̄, ȳ), wk := µk(yk)−1.

Sejam

x∗ = lim
k→∞

xk, y∗ = lim
k→∞

yk, w∗ = lim
k→∞

wk.

Observemos que

(−νk(xk − x̄), wk − νk(yk − ȳ)) ∈ F (xk, yk).

(0, w∗) = limk→+∞(−νk(xk − x̄), wk − νk(yk − ȳ)),

(x∗, y∗) = limk→+∞(xk, yk),

obtemos que

(0, w∗) ∈ F (x∗, y∗).

Das definições temos que yk, wk > 0. Portanto, segue-se que

y∗ ≥ 0, w∗ ≥ 0.

Além disto

〈y∗, w∗〉 = lim
k→+∞

〈yk, wk〉 = 0.

Combinando os resultados acima, conluimos que (x∗, y∗, w∗) é uma solução

complementar do V IP (F,Rn ×Rm
+ ), no sentido da Definição 1.9.

Lema 2.2.7. Seja {(µk, νk)}k∈N uma sequência em R2
++ convergindo a

zero. Se a sequência
{(

x(µk, νk; x̄; ȳ), y(µk, νk; x̄, ȳ)
)}

k∈N

é limitada, então

a sequência
{
µky(µk, νk; x̄; ȳ)−1

}
k∈N

também é limitada.

Demonstração. A prova deste lema é análoga à prova do Lema 2.1.9.

Para simplificar a notação defina

xk := x(µk, νk; x̄, ȳ), yk := y(µk, νk; x̄, ȳ), wk := µk(yk)−1,
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e também

uk := −νk(xk − x̄
)
, vk := −νk(yk − ȳ).

Observemos que limk→+∞ uk = 0, limk→+∞ vk = 0. Por H2) existem

(x̂, ŷ) ∈ Rn ×Rm e (û, ŵ) ∈ Rn ×Rm, tais que

(û, ŵ) ∈ T (x̂, ŷ), ŷ > 0

Pelas definições acima temos

(uk, wk + vk) ∈ T (xk, yk).

Usando-se a monotonia de T , segue-se que〈(
uk , wk + vk

)
− (û, ŵ), (xk, yk)− (x̂, ŷ)

〉
≥ 0.

Reescrevendo esta desigualdade temos

〈uk − û, xk − x̂〉+ 〈wk − ŵ, yk〉+ 〈ŵ, ŷ〉+ 〈vk, yk − ŷ〉 ≥ 〈wk, ŷ〉.

Novamente pelas definições acima temos que 〈wk, yk〉 = mµk. Usando a

desigualdade de Cauchy-Schwartz e a positividade de wk e ŷ obtemos

‖uk − û‖‖xk − x̂‖+ mµk + ‖ŵ‖‖yk‖+ ‖ŵ‖‖ŷ‖+ ‖vk‖‖yk − ŷ‖

≥ 〈wk, ŷ〉 ≥ 0.
(2.31)

Como as sequências {xk}k∈N, {yk}k∈N, {uk}k∈N, {vk}k∈N, {µk}k∈N, {µk}k∈N

e {νk}k∈N são limitadas, conclúımos que a sequência
{
〈wk, ŷ〉

}
k∈N

é limi-

tada. Uma vez que wk ≥ 0 e x̂ > 0, a limitação de {〈wk, ŷ〉}k∈N implica na

limitação de {wk}k∈N.

Corolário 2.2.8. Os pontos de acumulação da trajetória log-quadrática

(µ, ν) 7→
(
x(µ, ν; x̄, bary), y(µ, ν; x̄, ȳ)

)
, quando (µ, ν) → 0, são soluções do

V IP (F,Rn ×Rm
+ ).
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Demonstração. Seja (x∗, y∗) um ponto de acumulação da trajetória log-

quadrática. Por hipótese existe uma sequência {(µk, νk)}k∈N em R2
++ con-

vergindo a (0, 0) tal que

(x∗, y∗) = lim
k→∞

(
x(µk, νk; x̄, bary), y(µk, νk; x̄, bary)

)
.

Em particular, a sequência {x(µk, νk; x̄, bary), y(µk, νk; x̄, bary)
)
}k∈N é lim-

itada, logo pelo Lema 2.2.7, segue-se que a sequência {µky(µk, νk; x̄)−1}k∈N

também é limitada. Portanto, existe w∗ tal que (x∗, y∗, w∗) é um ponto de

acumulação da sequência
{
x(µk, νk; x̄, ȳ), y(µk, νk; x̄, ȳ), µky(µk, νk; x̄, ȳ)−1)

}
k∈N

.

Agora, pelo Lema 2.2.6, segue-se que (x∗, y∗, w∗) é uma solução complemen-

tar do V IP (T,Rn×Rm
+ ), donde, conclúı mos que (x∗, y∗) é uma solução do

V IP (T,Rn ×Rm
+ ).

A continuação vamos estudar a convergência da trajetória log-quadrática

a um ponto do conjunto solução, quando os parâmetros convergem a 0 de

forma “controlada”. No primeiro caso vamos supor que V IP (F,Rn×Rm
+ ) é

não degenerado, ou seja existe uma solução que satisfaz a condição de com-

plementaridade estrita; no segundo caso vamos supor que T é linear. Neste

caso, novamante usaremos as técnicas de [29], para o estudo da trajetoria

central clássica. Para obter os resultados que seguem, vamos supor que o

V IP (F,Rn ×Rm
+ ) tem solução.

Lembremos que associado ao V IP (F,Rn×Rm
+ ) definimos os conjuntos.

Ī :=
{
i ∈ {1, . . . ,m} | existe (x∗, y∗, w∗) ∈ S∗n,m(F ), com y∗i > 0

}
,

J̄ :=
{
j ∈ {1, . . . ,m} | existe (x∗, y∗, w∗) ∈ S∗n,m(F ), com w∗

j > 0
}
,

K̄ := {1, . . . ,m} \
{
Ī ∪ J̄

}
.

Também introduziremos o seguinte conjunto

Š(F ) := {(x, y, v) ∈ Rn ×Rm ×Rm | (0, v) ∈ F (x, y), yJ̄ = 0, vĪ = 0, yK̄ = 0, vK̄ = 0} .
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Notemos que quando o operador F é linear, o conjunto Š(F ) é uma variedade

linear, porque fica determinado por equações lineares. Observemos que, para

todo (x, y, v) ∈ Š(F ), vale que 〈y, w〉 = 0.

Teorema 2.2.9. Seja {(µk, νk)}k∈N uma sequência em R2
++ convergindo a

zero, tal que limk→∞ µk/νk = a > 0. Suponhamos que uma das seguintes

condições é válida:

1. O V IP (T,Rn ×Rm
+ ) é não degenerado.

2. O operador F é linear (afim).

Então a sequência{(
x(µk, νk; x̄, ȳ), y(µk, νk; x̄, ȳ), µky(µk, νk; x̄, ȳ)−1

)}
k∈N

converge à uma solução complementar do V IP (T,Rn ×Rm
+ ) em Š(F ).

Demonstração. A prova deste teorema é análoga à prova do Teorema 2.1.11.

Para simplificar a notação definiremos

xk := x(µk, νk; x̄, ȳ), yk := y(µk, νk; x̄, ȳ), wk := µk(yk)−1.

Como µk/νk converge para a > 0, existe a′ > 0 tal que

µk/νk ≤ a′.

Portanto, da Proposição 2.2.5 e ds Lemas 2.2.7 e 2.2.6, segue-se que {(xk, yk, wk)}k∈N

é limitada e todos os seus pontos de acumulação são soluções complementares.

Precisamos provar a unicidade do ponto de acumulação e sua inclusão em

Š(F ).

Seja (x∗, y∗, w∗) um ponto de acumulação da sequência
{
(xk, yk, wk)

}
k∈N

,

isto é existe uma sub-sequência
{
(xkl , ykl , wkl)

}
l∈N

, tal que

(x∗, y∗, w∗) = lim
l→+∞

(xkl , ykl , wkl).
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Tome

(x̂, ŷ, ŵ) ∈ Š(F ).

Pelas definições acima,

(
− νk(xk − x̄), wk − νk(yk − ȳ)

)
∈ F (xk, yk).

Como F é monótono, temos〈(
− νk(xk − x̄), wk − νk(yk − ȳ)

)
− (0, ŵ), (xk, yk)− (x̂, ŷ

)〉
≥ 0.

Reesecrevendo esta desigualdade obtemos

〈wk, yk〉+ 〈ŵ, ŷ〉 ≥ 〈ŵ, yk〉+ 〈wk, ŷ〉+ νk〈yk − ȳ, yk − ŷ〉+ νk〈xk − x̄, xk − x̂〉.

Lembrando que 〈wk, yk〉 = mµk e 〈ŷ, ŵ〉 = 0, segue-se que

mµk ≥ 〈ŵ, yk〉+ 〈wk, ŷ〉+ νk〈yk − ȳ, yk − ŷ〉+ νk〈xk − x̄, xk − x̂〉.

Substituindo wk e yk por µk(yk)−1 e µk(wk)−1 respectivamente, obtemos

mµk ≥ µk

∑
j∈J̄

ŵj/wk
j +

∑
i∈Ī

(ŷi/yk
i )

+νk〈yk− ȳ, yk− ŷ〉+νk〈xk− x̄, xk− x̂〉.

Logo, dividindo por µk e passando ao limite em kl, quando l → +∞, segue-se

que

y∗i > 0, se ŷi > 0, w∗
j > 0, se ŵj > 0, (2.32)

m ≥
∑
j∈J̄

ŵj/w∗
j +

∑
i∈Ī

ŷi/y∗i +(1/a)
[
〈y∗− ȳ, y∗− ŷ〉+〈x∗−x̄, x∗−x̂〉

]
. (2.33)

Pela Observação 1.2.4 do Caṕıtulo 1, temos que existe (x̂, ŷ, ŵ) ∈ S∗n,m(F )

tal que ŷĪ > 0, ŵJ̄ > 0; de fato, podemos considerar (x̂, ŷ, ŵ) como sendo

um elemento σ-maximal de S∗n,m(F ). Portanto, segue de (2.32), que y∗i > 0
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para todo i ∈ Ī e w∗
j > 0 para todo j ∈ J̄ . Desta forma, a condição de com-

plementaridade 〈y∗, w∗〉 = 0, somada a positividade de y∗ e w∗ implicam em

que

y∗j = 0, para todo j ∈ J̄ e w∗
i = 0, para todo i ∈ Ī . (2.34)

Observemos que (x∗, y∗, y∗) ∈ S∗n,m(F ), logo novamente pela Observação

1.2.4, segue-se que

y∗k = w∗
k = 0, para todo k ∈ K̄. (2.35)

De (2.34) e (2.35), conclúımos que

(x∗, y∗, w∗) ∈ Š(F ).

Agora vamos considerar o caso i), ou seja quando V IP (F,Rn ×Rm
+ ) é

não degenerado, neste caso I ∪ J = {1, 2, . . . ,m}. Observemos que pode-

mos considerar que (x̂, ŷ, ŵ) é um outro ponto de acumulação da sequência{
(xk, yk, wk)

}
k∈N

, pois provamos que os pontos de acumulação da sequência

pertencem a Š(F ). Desta forma, podemos trocar x̂, ŷ, ŵ por x∗, y∗ e w∗

respectivamente e de forma análoga à prova de (2.33) obtemos que

m ≥
∑
i∈J̄

(w∗
j /ŵj) +

∑
i∈Ī

(y∗i /ŷi) + (1/a)
[
〈ŷ − ȳ, ŷ − y∗〉+ 〈x̂− x̄, x̂− x∗〉

]
.

Segue agora, somando a desigualdade acima e (2.33)

2m ≥
∑

j∈J̄

[
(ŵj/w∗

j ) + (w∗
j /ŵj)

]
+

∑
i∈Ī

[
(ŷi/y∗i ) + (y∗i /ŷi)

]
+(1/a)

[
‖ŷ − y∗‖2 + ‖x̂− x̂‖2

]
e, portanto, obtemos

0 ≥
∑

j∈J̄

[
(ŵj/w∗

j ) + (w∗
j /ŵj)− 2

]
+

∑
i∈Ī

[
(ŷi/y∗i ) + (y∗i /ŷi)− 2

]
+(1/a)

[
‖ŷ − y∗‖2 + ‖x̂− x̂‖2

]
.
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Como t+1/t ≥ 2 para qualquer t > 0, com igualdade somente quando t = 1,

usando-se a desigualdade acima conclúımos que

x∗ = x̂, y∗ = ŷ, w∗
j = ŵj , para todo j ∈ J̄ .

Lembremos que já foi provado que w∗
Ī

= ŵĪ = 0, isto somado às igualdades

acima implica na unicidade do ponto de acumulação. Desta forma segue o

resultado.

Agora vamos considerar o caso ii), ou seja quando F é um operador

linear. Neste caso, Š(F ) é uma variedade linear e o conjunto

Ȟ(S) = Š(F )− (x̂, ŷ, ŵ)

é um subespaço linear de R(n+2m). Da desigualdade (2.33) segue-se que

para todo (x̂, ŷ, ŵ) ∈ Š(F )∑
l∈K̄ 1 ≥

∑
j∈J̄

[
(ŵj/w∗

j )− 1
]

+
∑

i∈Ī

[
(ŷi/y∗i )− 1

]
+(1/a)

[
〈x∗ − x̄, x∗ − x̂〉+ 〈y∗ − ȳ, y∗ − ŷ〉

]
.

(2.36)

Definindo φ : Rn+2m 7→ R

φ(d1, d2, d3) :=
∑
i∈Ī

(d2
i /ŷi)+

∑
j∈J̄

(d3
j/w∗

j )−(1/a)
[
〈d2, y∗ − ȳ〉+ 〈d1, x∗ − x̄〉

]
,

podemos reescrever (2.36) da seguinte forma∑
l∈K̄

1 ≥ φ(d1, d2, d3), para todo (d1, d2, d3) ∈ Ȟ(F )

Temos uma função afim limitada em um subespaço linear, portanto ela é

constantemente igual a zero nesse subespaço. Logo, para todo (x̂, ŷ, 0, ŵ) ∈

Š(F ), vale que∑
i∈Ī

[
(ŵi/w∗

i )− 1
]

+
∑

j∈J̄

[
(ŷj/y∗j )− 1

]
+(1/a)

[
〈y∗ − ȳ, y∗ − ŷ〉+ 〈x∗ − x̄, x̂− x̂〉

]
= 0.

(2.37)
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Novamente podemos considerar (x∗, y∗, w∗) como sendo um outro ponto de

acumulação da sequência. Logo, podemos trocar em (2.37) x∗, y∗, w∗ por

x̂, ŷ e ŵ, respectivamente e vale que∑
j∈J̄

[
(w∗

j /ŵj)−1
]
+

∑
i∈Ī

[
(y∗i /ŷi)−1

]
+(1/a)

[
〈ŷ−ȳ, ŷ−y∗〉+〈x̂−x̄, x̂−x∗〉

]
= 0.

(2.38)

Somando (2.37) e (2.38), obtemos∑
j∈J̄

[
(ŵj/w∗

j )+(w∗
j /ŵj)−2

]
+

∑
i∈Ī

[
(ŷi/y∗i )+(y∗i /ŷi)−2

]
+(1/a)

[
‖ŷ−y∗‖2+‖x̂−x∗‖2

]
= 0.

Usando de novo a desigualdade t + 1/t ≥ 2, para todo t > 0 segue-se que

x∗ = x̂, y∗ = ŷ.

Para concluir basta notar que (0, ŵ) = F (x̂, ŷ) = F (x∗, y∗) = (0, w∗).

No seguinte teorema caraterizamos os pontos de acumulação da trajetória

log-quadr ática, quando a razão entre os parámetros µk e ν converge a zero.

Teorema 2.2.10. Seja {(µk, νk)}k∈N uma sequência em R2
++ convergindo

a zero, tal que limk→∞ µk/νk = 0. Então a sequência{(
x(µk, νk; x̄, ȳ), y(µk, νk; x̄, ȳ)

)}
k∈N

,

converge à solução do V IP (T,Rm ×Rn
+) mais próxima a (x̄, ȳ).

Demonstração. Para simplificar a notação defina

xk := x(µk, νk; x̄, ȳ), yk := y(µk, νk; x̄, ȳ).

Das definições acima, temos que existe vk ∈ F (xk, yk) tal que

0 = vk + νk

 xk − x̄

yk − ȳ

 + µk

 0

−y−1
k

 .
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Observemos que D(T ) ⊆ Rn×Rm
+ . Temos também que vk ∈ T (xk, yk) pois

yk > 0. Portanto, definindo ṽk := vk +(0,−µ(yk)−1) e usando o Lema 1.1.8,

conlúımos que

ṽk ∈ T [εk](xk, yk),

com εk =
〈
yk, µk(yk)−1

〉
= mµk. Também temos que

0 = ṽk + νk

 xk − x̄

yk − ȳ

 .

Usando a definição da função de mérito (1.16), temos

ST,1/µk,(x̄,ȳ)

(
(xk, yk), wk

)
≤ 2m(µk/νk).

Definindo (x̃k, ỹk) como a solução do problema

0 ∈ (1/νk)T (x, y) +

 x− x̄

y − ȳ

 ,

e aplicando o Corolario 1.2.6, conclúımos que

‖(x̃k, ỹk)− (xk, yk)‖2 ≤ 2m(µk/νk). (2.39)

Portanto,

lim
k→+∞

‖(x̃k, ỹk)− (xk, yk)‖2 = 0.

Observemos que (x̃k, ỹk) =
(
(1/νk)T + I

)−1(x̄, ȳ). Das propiedades da reg-

ularização de Tikhonov do operador T (Lema 1.4.1), segue-se que

lim
k→+∞

(x̃k, ỹk) = PT−1(0)(x̄, ȳ),

onde PC denota a projeção ortogonal sobre C. Combinando-se os dois re-

sultados, chegamos à conclusão desejada.
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Caṕıtulo 3

Algoritmos de path-following

ao longo das trajetórias

log-quadráticas.

Neste caṕıtulo apresentaremos dois algoritmos de tipo path-following, para

a resolução do Problema de Complementaridade Linear Monótono, LMCP .

Estes algoritmos, de forma geral, efetuam uma iteração de método de New-

ton para o sistema de equações que caraterizam as trajetórias log-quadr

áticas, estudadas no caṕıtulo anterior. Cada um dos dois algoritmos que

serão apresentados, corresponde a formulações diferentes das trajetórias

log-quadráticas. Chamaremos estas formulações, de caso escalado e caso

não-escalado. Provaremos que os algoritmos são globalmente convergentes,

isto é, as sequências geradas são limitadas e os pontos de acumulação são

soluções do LMCP . Também obteremos convergência R-linear a zero da

medida de dualidade dos iterandos das duas sequências geradas pelos algo-

ritmos.
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Neste caṕıtulo estamos interessados na resolução do MCP (F ), onde F :

Rn → Rn é um operador linear (afim) e monótono, dado por

F (x) = Mx + b.

Portanto, M é uma matriz n× n semi-definida positiva e b ∈ Rn.

3.1 Formulação escalada da trajetória log-quadrática

Vamos considerar a trajetória log-quadrática para o LMCP (F ). Para sim-

plificar a abordagem, vamos trabalhar com a curva obtida da trajetória log-

quadrática para MCP (F ), tomando µ = ν = 1/λ. Dado x̄ definimos a

curva log-quadrática como a aplicação λ ∈ R++ 7→
(
x(λ), y(λ)

)
,

(
x(λ), y(λ)

)
:=

(
x(1/λ, 1/λ; x̄), y(1/λ, 1/λ; x̄)

)
, (3.1)

onde (µ, ν) 7→
(
x(µ, ν; x̄), y(µ, ν; x̄)

)
é a trajetória log-quadrática para o

MCP (F ) (ver Definição 2.1.1). Observemos que o problema MCP (F ) sat-

isfaz a hipótese H1). Portanto, a trajetória log-quadrática está bem definida.

Usando (2.12) conclúımos que o par
(
x(λ), y(λ)

)
, λ ∈ R++ é a solução

de 
0 = λ(F (x)− y) + x− x̄

0 = λXy − e.

(x, y) ∈ Rn
++ ×Rn

++.

(3.2)

Chamaremos o sistema acima de formulação escalada para a curva log-

quadrática.

Usando-se o Corolario 2.1.12, conlúımos que se MCP (F ) tem solução

então existe limλ→+∞(x(λ), y(λ)) e este limite é um par de soluções com-

plementares do problema.
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3.1.1 Medida de proximidade à trajetória log-quadrática.

Os algoritmos de path-following do tipo short-step funcionam, de forma

geral, dando pasos de Newton para o sistema de equações que definem a

trajetória e aumentando o parámetro λ. Isto deve ser feito de maneira a

manter os iterados no interior de vizinhanças pequenas da trajetória.

Para avaliar a distância de um ponto à curva log-quadrática, introduzire-

mos uma medida de proximidade. Dados λ > 0, e x̄ ∈ Rn, definimos

(R1(x, y;λ; x̄), R2(x, y;λ)) como o reśıduo em (3.2), isto é

R1(x, y;λ; x̄) := λ(F (x)− y) + x− x̄,

R2(x, y;λ) := λXy − e
(3.3)

Chamamos de Medida de proximidade do par (x, y) à trajetória log-quadrática

à seguinte magnitude.

δ(x, y;λ; x̄) := ‖R1(x, y;λ; x̄)‖2 + ‖R2(x, y;λ)‖2. (3.4)

Associada a esta medida de proximidade definiremos uma vizinhança

da trajetória log-quadrática, na qual, como veremos depois, ficarão restritas

as sequências de pontos geradas pelo algoritmo que será apresentado nesta

seção. Dados x̄ ∈ Rn fixo e β ∈ (0, 1), chamaremos de β-vizinhnça da curva

log-quadrática ao conjunto

Nβ =
{
(x, y) ∈ Rn

++ ×Rn
++ | existe λ > 0, com δ(x, y;λ; x̄) ≤ β2

}
. (3.5)

3.1.2 Método de Newton para a formulação escalada

Para obtermos uma boa aproximação de (x(λ), y(λ)) vamos empregar o

método de Newton para o sistema (3.2).

Fazendo Rλ,x̄ : R2n → R2n,

Rλ,x̄(x, y) :=

 λ(F (x)− y) + x− x̄

λXy − e

 =

 R1(x, y;λ; x̄)

R2(x, y;λ)

 ,
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temos que o sistema (3.2) pode ser escrito como Rλ,x̄(x, y) = 0. O método de

Newton aplicado a (3.2) deve resolver em cada interação um sistema linear

que chamaremos de sistema de Newton: R1(x, y;λ; x̄)

R2(x, y;λ)

 +

 ∇x,yR1(x, y;λ; x̄)

∇x,yR2(x, y;λ)

 dx

dy

 = 0.

No nosso caso F (x) = Mx+b, onde M é uma matriz semi-definida positiva,

logo o sistema pode-se reescrever como λM + I

λY

−λI

λX

 dx

dy

 = −

 R1(x, y;λ; x̄)

R2(x, y;λ)

 . (3.6)

A seguir vamos provar que este sistema tem uma única solução.

Lema 3.1.1. Sejam C uma matriz semidefinida positiva, A = diag(a) e

B = diag(b), matrizes diagonais definidas positivas, então a matriz C

A

−I

B

 ,

é não singular.

Demonstração. Seja (d1, d2) uma solução do sistema C

A

−I

B

 d1

d2

 = 0.

Segue-se que d1 é solução de (C + B−1A)d1 = 0. Pelas hipóteses, a matriz

(C +B−1A) é definida positiva, logo conclúımos que d1 = 0. Substituindo o

valor de d1 em qualquer uma das equações do sistema acima, obtemos que

d2 = 0, donde segue o resultado.

Corolário 3.1.2. Sejam (x, y) ∈ Rn
++ ×Rn

++ e λ > 0, então o sistema de

Newton (3.6) tem uma única solução.
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Demonstração. Como M é semi-definida positiva, a matriz M+λI é positiva

definida. Aplicando agora o lema anterior, conclúımos que a matriz 2n× 2n

que aparece no lado esquerdo do sistema (3.6) é não singular.

Portanto o método de Newton pode ser aplicado enquanto os iterados se

mantiverem no ortante positivo. Agora estudaremos o comportamento do

reśıduo após um paso de Newton.

Lema 3.1.3. Dados (x, y) ∈ Rn
++ ×Rn

++ e λ > 0, seja

(x+, y+) := (x + dx, y + dy),

onde (dx, dy) é a solução do sistema de Newton (3.6). Então

R1(x+, y+;λ; x̄) = 0,

R2(x+, y+;λ) = λDxdy,

onde Dx = diag(dx
1 , · · · , dx

n).

Demonstração. Como (x, y) 7→ R1(x, y;λ; x̄) é linear, esse termo se anula

após um paso de Newton. De fato, calculando este reśıduo após o passo de

Newton, temos

R1(x+, y+;λ; x̄) = λ(Mx+ + b− y+) + x+ − x̄

= λ(Mx + b− y) + x− x̄ + λ(Mdx − dy+) + dx

= R1(x, y;λ; x̄) +
[
(λM + I)dx − λdy

]
= 0,

onde, para a última igualdade, empregamos (3.6). O cálculo de R2 dá

R2(x+, y+;λ) = λX+y+ − e = λ(X + Dx)(y + dy)− e

= λXy − e + λ(Xdy + Y dx) + λDxdy

= R2(x, y;λ) +
[
λY dx + λXdy

]
+ λDxdy = λDxdy,

(3.7)

onde, para a última igualdade empregamos novamente (3.6).
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Para completar o estudo de reśıduo, vamos estimar a norma de λDxdy.

Isto vai requerer alguns resultados técnicos.

Lema 3.1.4. Sejam u, v ∈ Rn e a ∈ Rn tal que ai 6= 0 para i = 1, 2, . . . , n.

Então,

‖Uv‖ ≤ (1/2)
(
‖Au‖2 + ‖A−1v‖2

)
,

onde A = diag(a) e U = diag(u).

Demonstração. Observemos que

‖Uv‖ =
∑n

i=1 uivi =
∑n

i=1(aiui)(vi/ai)

≤
( ∑n

i=1(aiui)2
)(1/2)( ∑n

i=1(vi/ai)2
)(1/2)

= ‖Au‖‖A−1v‖ ≤ (1/2)
(
‖Au‖2 + ‖A−1v‖2

)
,

onde para a primeira desigualdade aaplicamos Cauchy-Schwartz e para a

segunda usamos a relação st ≤ (1/2)
(
s2 + t2

)
para todo s, t ∈ R.

Empregando este lema, para u = dx, v = dy e ai = (yi/xi)1/2, i =

1, · · · , n, conclúımos que para λ, (x, y), (dx, dy) como no Lema 3.1.3,

‖λDxdy‖ ≤ (λ/2)
(
‖(X−1Y )(1/2)dx‖2 + ‖(X−1Y )(−1/2)dy‖2

)
.

Vamos estimar agora o lado direito desta desigualdade.

Lema 3.1.5. Sejam (x, y) ∈ Rn
++ × Rn

++, λ > 0 e β ∈ (0, 1) tais que,

‖λXy − e‖ ≤ β. Se (dx, dy) é a solução do sistema de Newton (3.6), então

λ
(
‖(X−1Y )(1/2)dx‖2 + ‖(X−1Y )(−1/2)dy‖2

)
≤ 2‖R1(x, y;λ; x̄)‖2+

+ ‖R2(x, y;λ)‖2/(1− β).

Demonstração. Multiplicando a segunda equação do sistema de Newton

(3.6) por (XY )−(1/2), temos

λ
(
(X−1Y )(1/2)dx + (X−1Y )−(1/2)dy

)
= −(XY )−(1/2)R2(x, y;λ).
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Logo, tomando norma ao quadrado em ambos lados e dividindo por λ, segue-

se que

λ

(
‖(X−1Y )(1/2)dx‖2 + ‖(X−1Y )−(1/2)dy‖2

)
+ 2λ〈dx, dy〉

= (1/λ)‖(XY )−(1/2)R2(x, y;λ)‖2 = ‖(λXY )−(1/2)R2(x, y;λ)‖2

Agora empregando ii) do Lema 1.4.2, segue-se que

λ

(
‖(X−1Y )(1/2)dx‖2 + ‖(X−1Y )−(1/2)dy‖2

)
+ 2λ〈dx, dy〉

≤ ‖R2(x, y;λ)‖2/(1− β).
(3.8)

Se 〈dx, dy〉 ≥ 0, (3.8) implica no resultado desejado.

Para concluir a prova resta agora supor

〈dx, dy〉 < 0. (3.9)

Multiplicando escalarmente a primeira equação do sistema (3.6) por dx,

obtemos

〈dx, (λM + I)dx〉 − λ〈dx, dy〉 = −〈dx, R1(x, y;λ; x̄)〉.

Como λ > 0 e M é positiva semi-definida, conclúımos que

‖dx‖2 − λ〈dx, dy〉 ≤ ‖dx‖‖R1(x, y;λ; x̄)‖. (3.10)

Segue-se de (3.9) que ‖dx‖2 ≤ ‖dx‖‖R1(x, y;λ; x̄)‖, portanto

‖dx‖ ≤ ‖R1(x, y;λ; x̄)‖. (3.11)

Agora multiplicando (3.10) por 2, somando-se a isto a (3.8) e empregando

(]3.11), segue-se que

2‖dx‖2 + λ

(
‖(X−1Y )(1/2)dx‖2 + ‖(X−1Y )−(1/2)dy‖2

)
≤ 2‖dx‖‖R1(x, y;λ; x̄)‖+ ‖R2(x, y;λ)‖2/(1− β)

≤ 2‖R1(x, y;λ; x̄)‖2 + ‖R2(x, y;λ)‖2/(1− β),

(3.12)

Esta desigualdade implica trivialmente o resultado desejado.
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Vamos agora obter uma estimativa do reśıduo após um paso de Newton.

Isto vai nos permitir determinar uma região de convergência quadrática de

Método de Newton.

Teorema 3.1.6. Sejam (x, y) ∈ Rn
++ ×Rn

++, λ > 0 e

(x+, y+) := (x, y) + (dx, dy),

onde (dx, dy) a solução do sistema de Newton (3.6).

Se δ(x, y;λ; x̄) ≤ β2 com β ∈
(
0, 1/2]

)
, então

i) δ(x+, y+;λ; x̄) ≤ δ(x, y;λ; x̄)2 ≤ β4.

ii) (x+, y+) ∈ Rn
++ ×Rn

++.

Demonstração. i) Como δ(x, y;λ; x̄) ≤ β2, temos ‖λXy−e‖ ≤ β. Aplicando-

se o Lema 3.1.3, o Lema 3.1.4 e o Lema 3.1.5 obtemos

δ(x+, y+;λ; x̄) = ‖λDxdy‖2

≤
[
(λ/2)

(
‖(X−1Y )(1/2)dx‖2 + ‖(X−1Y )−(1/2)dy‖2

)]2

≤
[
‖R1(x, y;λ; x̄)‖2 + ‖R2(x, y;λ)‖2/

(
2(1− β)

)]2

.

Por hipótese, β ≤ 1/2, portanto
(
1/2(1− β)

)
≤ 1 e

δ(x+, y+;λ; x̄) ≤
[
‖R1(x, y;λ; x̄)‖2 + ‖R2(x, y;λ)‖2

]2

= δ(x, y;λ; x̄)2.

Isto prova a primeira desigualdade em i). A segunda desigualdade vale

trivialmente.

ii) Para provar a positividade estrita de (x+, y+), basta repetir os argu-

mentos de [34, Lema 2]. Para θ ∈ [0, 1], temos que

(xi + θdx
i )(yi + θdy

i ) = xiyi + θ(xid
y
i + yid

x
i ) + θ2dx

i dy
i .

Usando-se (3.3), (3.6) e o Lema 3.1.3, temos que

xid
y
i + yid

x
i = 1/λ− xiyi,

dx
i dy

i = (x+)i(y+)i − 1/λ.
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Combinando os resultados acima, obtemos

(xi + θdx
i )(yi + θdy

i ) = (1− θ)xiyi + θ(1− θ)/λ + θ2(x+)i(y+)i

Pelo item i), temos que ‖λX+y+− e‖ =
√

δ(x+, y+;λ; x̄) ≤ β2. Logo, por i)

do Lema 1.4.2, segue-se que

(x+)i(y+)i > (1− β2)/λ > 0, para i = 1, 2, . . . , n

Combinando os resultados acima, conclúımos que para θ ∈ [0, 1]

(xi + θdx
i )(yi + θdy

i ) > 0.

Vamos supor que para algum i0 ∈ {1, 2, . . . , n}, vale que (x+)i0 < 0 ou

(y+)i0 < 0. Então, usando que xi0 > 0 e yi0 > 0, conclúımos que existe

θ̄ ∈ (0, 1) tal que xi0 + θ̄dx
i0 = 0 ou yi0 + θ̄dy

i0 = 0, e isto contradiz a

desigualdade acima.

Se (x, y) e λ satisfazem as condições do Teorema 3.1.6, então tomando

o ponto (x, y) como iterado inicial, o método de Newton para resolver (3.2)

gera uma sequência infinita que permanece no ortante positivo. Além disso,

os reśıduos convergem quadráticamente para zero. Para garantir a con-

vergência da sequência e estimar a distância euclideana de um ponto da

β-vizinhança à trajetória log-quadrática, vamos obter uma cota superior da

norma da componente dx do passo de Newton, em função da medida de

proximidade do par (x, y) à trajetória log-quadrática.

Começaremos com um lema técnico que nos permitirá estimar o residuo

após um passo de Newton para sistema (3.6).

Lema 3.1.7. Dados uma matriz semidefinida positiva M , uma matriz definida

positiva B, uma matriz simétrica C e (r1, r2) ∈ Rn×Rn, seja (d1, d2) ∈ R2n

a solução do sistema linear M + I

C

−C

B

 d1

d2

 =

 r1

r2

 ,
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então

‖d1‖2 + ‖d2‖2
B ≤ ‖r1‖2 + ‖r2‖2

B−1 . (3.13)

Demonstração. Multiplicando escalarmente as equações do primeiro e se-

gundo bloco do sistema de Newton (3.31) por d1 e d2 respetivamente, obte-

mos

〈d1, (M + I)d1〉 − 〈d1, Cd2〉 = 〈d1, r1〉 ≤ ‖d1‖‖r1‖,

〈d2, Cd1〉+ 〈d2, Bd2〉 = 〈d2, r2〉 ≤ ‖B(1/2)d2‖‖B−(1/2)r2‖.

Usando as desigualdades anteriores e somado ao fato de que a matriz M é

semi- em R2 definida positiva e a matriz C é simétrica, segue-se que

‖d1‖2 + ‖d2‖B ≤ ‖d1‖‖r1‖+ ‖B(1/2)d2‖‖B−(1/2)r2‖

≤
[
‖d1‖2 + ‖d2‖2

B

](1/2)[
‖r1‖2 + ‖r2‖2

B−1

](1/2)

,

onde para a última desigualdade empregamos a desigualdade de Cauchy-

Schwartz. Da relação anterior segue o resultado.

Lema 3.1.8. Sejam (x, y) ∈ Rn
++ × Rn

++, λ > 0, e β ∈ (0, 1) tais que

‖λXy − e‖ ≤ β. Então

‖dx‖2 ≤ δ(x, y;λ; x̄)/(1− β),

onde (dx, dy) é a solução do sistema de Newton (3.6).

Demonstração. Multiplicando o bloco inferior do sistema (3.6) por Y −1,

obtemos  λM + I

λI

−λI

λY −1X

 dx

dy

 = −

 R1(x, y;λ; x̄)

Y −1R2(x, y;λ)

 .

Aplicando o Lema 3.1.7, obtemos

‖dx‖2 + ‖dy‖2
λY −1X ≤ ‖R1(x, y;λ; x̄)‖2 + ‖Y −1R2(x, y;λ)‖2

(λY −1X)−1 .
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Simplificando o último termo e aplicando ii) do Lema 1.4.2 obtemos

‖Y −1R2(x, y;λ)‖2
(λY −1X)−1 = ‖(λXY )−1/2R2(x, y;λ)‖2 ≤ ‖R2(x, y;λ)‖2/(1−β).

Combinando as duas desigualdades acima e levando em conta que 0 < 1−β <

1 obtemos, em vista do Lema 3.1.3

‖dx‖2 + ‖dy‖2
λY −1X ≤ ‖R1(x, y;λ; x̄)‖2 + ‖R2(x, y;λ)‖2/(1− β)

≤ δ(x, y;λ; x̄)/(1− β).

Esta desigualdade trivialmente implica o resultado desejado.

No seguinte resultado obtemos uma cota superior da distância euclideana

dos pontos da β-vizinhaça à trajetória log-quadrática.

Teorema 3.1.9. Sejam (x, y) ∈ Rn
++×Rn

++, λ > 0 e β ∈ (0, 1/2] tais que,

δ(x, y;λ; x̄) ≤ β2, então

‖x− x(λ)‖ ≤
(
β/(1− β)

)(3/2)
,

‖y − y(λ)‖ ≤ [‖M‖+ (1/λ)]
(
β/(1− β)

)(3/2) + β/λ,

onde x(λ) e y(λ) foram definidos em (3.1)

Demonstração. i) Faça (x0, y0) := (x, y) e considere a sequência

(xk+1, yk+1) = (xk, yk) + (dx
k, dy

k), k = 0, 1, 2 . . . ,

onde (dx
k, dy

k) é a solução do sistema de Newton (3.6) para o par (xk, yk)

e o parâmetro λ fixo. Vamos provar que a sequência está bem definida.

Suponha que para algum k ∈ N, vale que (xk, yk) está bem definido,

(xk, yk) ∈ Rn
++ ×Rn

++ e δ(xk, yk;λ; x̄) ≤ β2k+1
. (3.14)

Note-se que isto vale para k = 0. Segue do Teorema 3.1.6 que (xk+1, yk+1)

está bem definido, pertence a ∈ Rn
++ ×Rn

++ e

δ(xk+1, yk+1;λ; x̄) ≤ δ(xk, yk;λ; x̄)2 ≤ β2k+2
.
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Por indução completa, segue-se que a sequência {(xk, yk)}k∈M está bem

definida e satisfaz (3.14), para todo k ∈ Rn.

Vamos agora provar que a sequência {(xk, yk)}k∈Rn é convergente. Pelo

Lema 3.1.8 e (3.14), temos

‖dx
k‖ ≤

(
δ(xk, yk;λ; x̄)/(1− β)

)(1/2) ≤
(
β2k+1

/(1− β)
)(1/2)

. (3.15)

Portanto, a sequência {dx
k}k∈N é somável. Como dx

k = xk+1−xk, conclúımos

que {xk}k∈Rn é uma sequência de Cauchy e converge a um certo x̂. Usando

a desigualdade triangular e (3.15) conclúımos que para qualquer K ∈ N,

‖xK+1 − x0‖ ≤
K∑

k=0

‖dx
k‖ ≤

K∑
k=0

β2k
/(1− β)1/2.

Como 0 < β < 1, temos β2k ≤ βk+1 e

K∑
k=0

β2k
/(1− β)1/2 ≤

K∑
k=0

βk+1/(1− β)1/2 < β/(1− β)3/2.

Portanto ‖xK+1−x0‖ ≤ β/(1−β)3/2. Tomando o limite k → +∞, obtemos

‖x̂− x0‖ ≤ β/(1− β)3/2. (3.16)

Pelo Lema 3.1.3, temos que para k ≥ 1,

R1(xk, yk;λ; x̄) = λ(Mxk + b− yk) + xk − x̄ = 0,

Como {xk}k∈N é convergente, conclúımos que {yk}k∈N também converge

para algum ŷ, i. e.

ŷ := lim
k→0

yk.

Além disso, vale que

λ(Mx̂ + b− ŷ) + x̂− x̄ = 0. (3.17)
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Observemos que (xk, yk) ∈ Rn
++ ×Rn

++ para todo k ∈ N, logo passando ao

limite quando k → +∞, obtemos

(x̂, ŷ) ∈ Rn
+ ×Rn

+.

Vamos agora provar que (x̂, ŷ), o limite de (xk, yk), é o ponto (x(λ), y(λ)).

De (3.14) segue-se que ‖λXkyk − e‖ ≤ β2k+1
. Tomando o limite quando

k → +∞, obtemos

λX̂ŷ = e.

Como x̂, ŷ ≥ 0, conclúımos que x̂, ŷ > 0. Usando outra vez a igualdade

acima e (3.17), conclúımos que x̂ = x(λ), ŷ = y(λ).

Para concluir, vamos estimar a distância de (x, y) a
(
x(λ), y(λ)

)
. Como

x0 = x e x̂ = x(λ), (3.16) se transforma em

‖x(λ)− x‖ ≤ β/(1− β)3/2.

Da definição da trajetória log-quadrática, segue-se que

(
M +

1
λ

I
)
(x− x(λ))− (y − y(λ)) = (1/λ)R1(x, y;λ; x̂),

e, portanto, obtemos

‖y − y(λ)‖ ≤ ‖M + (1/λ)I‖‖x− x(λ)‖+ (1/λ)‖R1(x, y;λ; x̂)‖

≤
[
‖M‖+ 1/λ

](
β/(1− β)(3/2)

)
+ (β/λ).

(3.18)

Observação 3.1.10. Observemos que, se o MCP (F ) tem solução, pelo

Corolario 2.1.12, o conjunto {
(
x(λ), y(λ)

)
, λ ≥ λ0 > 0} é limitado. Por-

tanto, segue-se do resultado anterior, que dados λ0 > 0, β ∈ [0, 1/2] e

x̄, o conjunto dos pontos (x, y) tais que para algum λ ≥ λ0 > 0 vale que

δ(x, y;λ; x̄) < β2, é limitado.
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A seguir mostraremos que após um passo de Newton para o sistema (3.2),

podemos atualizar linearmente o parámetro λ, mantendo o novo ponto na

β-vizinhançã da curva log-quadrática.

Proposição 3.1.11. Sejam (x, y) ∈ Rn
++ ×Rn

++, λ > 0 e β ∈ (0, 1/2] tais

que δ(x, y;λ; x̄) ≤ β2. Defina

(x+, y+) := (x, y) + (dx, dy)

θ̂ := β − β2

‖x+ − x̄‖+ n(1/2) + β2 ,

onde (dx, dy) é a solução do sistema de Newton (3.6). Então

δ(x+, y+, (1 + θ)λ, x̄) ≤ β2, para todo θ ∈ (0, θ̂].

Demonstração. Pelo Lema 3.1.3, temos que

R1(x+, y+;λ; x̄) = λ(Mx+ + b− y+) + x+ − x̄ = 0.

Portanto,

R1(x+, y+; (1 + θ)λ; x̄) = λ(Mx+ + b− y+) + x+ − x̄ + θλ(Mx+ + b− y+)

= −θ(x+ − x̄)

e

‖R1(x+, y+; (1 + θ)λ; x̄)‖ ≤ θ‖x+ − x̄‖. (3.19)

Pelo Teorema 3.1.6, temos que

‖R2(x+, y+;λ)‖ ≤ δ(x+, y+;λ; x̄)(1/2) ≤ δ(x, y;λ; x̄) ≤ β2.

Portanto

R2(x+, y+; (1 + θ)λ) = (1 + θ)λX+y+ − e

= (1 + θ)
(
λX+y+ − e

)
− θe

= (1 + θ)R2(x+, y+;λ)− θe
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e

‖R2(x+, y+; (1 + θ)λ)‖ ≤ (1 + θ)β2 + θn1/2. (3.20)

Desta forma, de (3.19) e (3.20), segue que

δ(x+, y+; (1 + θ)λ; x̄) = ‖R1(x+, y+; (1 + θ)λ; x̄)‖2 + ‖R2(x+, y+; (1 + θ)λ)‖2

≤ θ2‖x+ − x̄‖2 +
[
(1 + θ)β2 + θn1/2

]2

≤
[
θ
(
‖x+ − x̄‖+ β2 + n(1/2)

)
+ β2

]2

,

onde a última desigualdade segue de uma simples manipulação algébrica.

Da definição de θ̂ segue o resultado.

Observemos que, pela proposição anterior, na medida que ‖x+ − x̄‖

cresce, a taxa de atualização linear se deteriora. Para tentar contornar este

problema, teremos que atualizar x̄ usando um esquema h́ıbrido proximal-

extragradiente relaxado. Isto vai nos permitir mover x̄ na direção de x+

e simultaneamente, aproximá-lo do conjunto de soluções. Para tanto fare-

mos uso da teoria de Solodov-Svaiter [43] de erros relativos e o método

h́ıbrido, para a resolução do problema de encontrar um zero de um operador

monótono maximal.

Consideremos T : Rn ⇒ Rn, definido por

T = F + NRn
+
, i. e., T (x) = Mx + b + NRn

+
(x)

Como a hipótese H1) vale, T é monótono maximal. Lembremos que ST,λ,x̄

denota a função de mérito de Solodov-Svaiter.

Lema 3.1.12. Sejam (x, y) ∈ Rn
++ × Rn

++, λ > 0 e β ∈ (0, 1/2] tais que

δ(x, y;λ; x̄) ≤ β2. Defina

(x+, y+) := (x, y) + (dx, dy),

v+ := Mx+ + b− y+,
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onde (dx, dy) é a solução do sistema de Newton (3.6), . Então

ST,λ,x̄(x+, v+) ≤ 2(1 + β2)n.

Demonstração. Observemos que x+ > 0, logo v+ ∈ T (x+). Temos que

D(T ) ∈ Rn
+ e y+ > 0, logo pelo Lema 1.1.7, segue-se que

v+ ∈ T [ε](x+),

onde ε = 〈x+, y+〉. Após um paso de Newton para o sistema (3.6), temos,

pelo Teorema 3.1.6, que

‖λX+y+ − e‖ ≤ β2 < 1.

Logo, por i) do Lema 1.4.2, vale que 0 < λ(x+)i(y+)i ≤ 1 + β2, para i =

1, 2, . . . , n, e, logo

〈x+, y+〉 ≤ (1 + β2)n/λ,

portanto

v+ ∈ T

[
(1+β2)n/λ

]
(x+).

Observemos que, pelo Lema 3.1.3, temos que λ(Mx+ +b−y+)+x+− x̄ = 0,

donde segue-se que

λv+ + x+ − x̄ = 0.

Desta forma, usando-se a definição da função de mérito ST,λ,x̄, obtemos

ST,λ,x̄(x+, v+) ≤ 2(1 + β2)n.

Observação 3.1.13. Do lema anterior, segue-se que, dado σ ∈ (0, 1), se

2(1 + β2)n ≤ σ‖x+ − x̄‖2,

então o critério (1.17), para dar um passo do algoritmo h́ıbrido de Solodov-

Svaiter, é satisfeito. Em particular consideraremos σ := (1 + β2)/(1 + β).

78



No resultado a seguir provaremos que se ‖x+ − x̄‖2 for “ grande”, então

podemos dar um passo relaxado do algoritmo h́ıbrido de Solodov-Svaiter

(1.16), e ainda permanecermos na vizinhançã de uma curva log-quadrática.

Vamos estimar também o decrescimento da distância dos iterandos do algo-

ritmo h́ıbrido ao conjunto solução.

Proposição 3.1.14. Sejam (x, y) ∈ Rn
++ ×Rn

++, λ > 0 e β ∈ (0, 1/2] tais

que, δ(x, y;λ; x̄) ≤ β2. Defina

(x+, y+) := (x, y) + (dx, dy),

ρ̂ := (β2 − β4)(1/2)/‖x+ − x̄‖,

x̄+ := x̄ + ρ̂(x+ − x),

onde (dx, dy) é a solução do sistema de Newton (3.6). Então

i) δ(x+, y+;λ; x̄+) ≤ β2.

ii) Se ‖x+ − x̄‖2 > 2(1 + β)n, temos que

d(x̄+, SMC(F ))2 ≤ d(x̄, SMC(F ))2 − (2n)(1/2)β2(1− β)(3/2).

Demonstração. i) Pelo Lema 3.1.3, temos que

λ(Mx+ + b− y+) + x+ − x̄ = 0.

Portanto

R1(x+, y+;λ; x̄+) = λ(Mx+ + b− y+) + x+ − x̄+

= λ(Mx+ + b− y+) + x+ − x̄− ρ̂(x+ − x̄)

= − ρ̂(x+ − x̄)

e

‖R1(x+, y+;λ; x̄+)‖ ≤ ρ̂‖x+ − x̄‖. (3.21)

Pelo Teorema 3.1.6, temos que

‖λX+y+ − e‖ ≤ δ(x+, y+;λ; x̄)(1/2) ≤ β2. (3.22)
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Desta forma, de (3.21) e (3.22), segue-se que

δ(x+, y+;λ; x̄+) = ‖λ(Mx+ + b− y+) + x+ − x̄+‖2 + ‖λX+y+ − e‖2

= ‖ρ̂(x+ − x̄)‖2 + ‖λX+y+ − e‖2

≤ ρ̂2‖x+ − x̄‖2 + β4.

Da definição de ρ̂, segue o resultado.

ii) Definamos v+ := Mx+ + b− y+. Pelo Corolário 1.2.8, segue-se que

d(x̄+, S(F ))2 ≤ d(x̄, S(F ))2 + ρ̂
[
ST,λ,x̄(x+, v+)− ‖x+ − x̄+‖2

]
≤ d(x̄, S(F ))2

+ρ̂‖x+ − x̄‖
[(

ST,λ,x̄(x+, v+)/‖x+ − x̄‖
)
− ‖x+ − x̄‖

]
= d(x̄, S(F ))2

+(β2 − β4)(1/2)

[(
ST,λ,x̄(x+, v+)/‖x+ − x̄‖

)
− ‖x+ − x̄‖

]
,

(3.23)

onde a segunda desigualdade decorre de uma manipulação algébrica da

primeira e para a última igualdade empregamos a definição de ρ̂. Observe-

mos que, pelo Lema 3.1.12, temos que ST,λ,x̄(x+, v+) ≤ 2(1 + β2)n e, por

hipótese, temos que ‖x+ − x̄‖2 > 2(1 + β)n. Logo, segue-se que(
ST,λ,x̄(x+, v+)/‖x+ − x̄‖

)
≤ 2(1 + β2)n

/(
2(1 + β)n

)(1/2)
.

Portanto, segue-se de (3.23), que

d(x̄+, S(F ))2 ≤ d(x̄, S(F ))2

+(β2 − β4)(1/2)

[(
2(1 + β2)n

/(
2(1 + β)n

)(1/2))− (2(1 + β)n)(1/2)

]
.

Para concluir, basta notar que

(β2 − β4)(1/2)

[
2(1 + β2)n

/(
2(1 + β)n

)(1/2) − (2(1 + β)n)(1/2)

]
= −(2n)(1/2)β2(1− β)(3/2).
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3.1.3 Algoritmo, apresentação, análise de convergência e com-

plexidade

Apresentaremos a seguir um algoritmo de tipo path-following para o Prob-

lema de Complementaridade Linear Monótono. Estudaremos suas carateŕısticas

principais, no que diz respeito a estar bem definido e ser globalmente con-

vergente. Apresentaremos também resultados de complexidade. O nosso

objetivo e desenvolver um algoritmo de path-following, tipo ”short-step”, ao

longo de uma trajetória log-quadrática e com atualização linear do parâmetro

λ; de fato estamos interessados em conseguir que a taxa de atualização seja

da ordem de O
(
1+ 1

n(1/2)

)
, o que produz os melhores resultados de ordem de

complexidade em algoritmos de pontos interiores achados na literatura.

Algoritmo A1

Faça k = 0 e sejam β ∈ (0, 1/2], x̄0 ∈ Rn, (x0, y0) ∈ Rn
++ ×Rn

++ tais

que δ(x0, y0;λ0; x̄0) ≤ β2.

Para k = 0, 1, 2, . . . ,

1. Calcular (dx
k, dy

k) a solução do sistema de Newton λkM + I

λIk

−λkI

λXk

 dx
k

dy
k

 = −

 λk(Mxk + b− y) + xk − x̄k

λkX
kyk − e

 .

2. Definir (xk+1, yk+1) := (xk, yk) + (dx
k, dy

k).

3. a) Se ‖xk+1 − x̄k‖2 ≤ 2(1 + β)n. (Passo Ponto Interior).

Definir x̄k+1 := x̄k, λk+1 := (1+θ̌k)λk, onde θ̌k é a maior solução

positiva de θ2‖xk+1 − x̄k‖2 + ‖(1 + θ)λkX
k+1yk+1 − e‖2 = β2.

b) Caso contrário, i.e., se ‖xk+1−x̄k‖2 > 2(1+β)n. (Passo Hı́brido).

Definir λk+1 := λk, x̄k+1 := x̄k + ρ̂k(xk+1 − x̄k), onde

ρ̂k = (β2 − β4)(1/2)

‖xk+1 − x̄k‖ .
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4. k = k + 1.

Observação 3.1.15.

1. Para a inicialização do algoritmo podemos considerar o seguinte caso

simples. Escolher x̄0 ∈ Rn, x0 ∈ Rn
++ solução de x0 − (x0)−1 =

x̄0, λ0 = β
‖Mx0+b‖ , y0 = (x0)−1/λ0. Observemos que

R1(x0, y0;λ0; x̄0) = λ0(Mx0 + b− y0) + (x0 − x̄0) = λ0(Mx0 + b),

R2(x0, y0;λ0) = λX0y0 − e = 0,

logo, δ(x0, y0;λ0; x̄0) = ‖λ0(Mx0 + b)‖2 = β2, ou seja estamos na

β-vizinhança de uma curva log-quadrática.

2. Calcular o valor de θ̌k definido no passo 3a), se reduz à resolução de uma

equação quadrática, portanto não acrescenta complexidade alguma ao

algoritmo.

No seguinte teorema apresentamos as propriedades básicas do algoritmo

A1.

Teorema 3.1.16.

i) O algoritmo A1 está bem definido.

ii) Se o LMCP (F ) tem solução, então existe K1 > 0 tal que ‖xk− x̄k‖2 ≤

2(1 + β)n, para todo k ≥ K1; portanto, o número de passos h́ıbridos

do algoritmo é finito.

iii) Se o LMCP (F ) tem solução, então existem θ̄ ∈ (0, 1) e K2 > 0, tal

que λk+1 ≥ (1+θ̄)λk, para todo k ≥ K2; portanto, temos convergência

Q-linear da sequência {(1/λk)}k∈N a 0 quando k → +∞.

iv) Se o LMCP (F ) tem solução, então a sequência gerada pelo algoritmo

é limitada e seus pontos de acumulação são soluções complementares

do MCP (F ).
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Demonstração. i) Suponhamos que para um certo k ∈ N, vale que

(xk , yk) ∈ Rn
++ ×Rn

++, λk > 0 e δ(xk, yk;λk; x̄k̂) ≤ β2. (3.24)

Pelo Pelo Corolario 3.1.2 e pelo Teorema 3.1.6, segue-se que (xk+1, yk+1)

está bém definido e vale que

(xk+1, yk+1) ∈ Rn
++ ×Rn

++, δ(xk+1, yk+1;λk; x̄k) ≤ β4.

Vamos verifivar que após o passo 3) do algoritmo A1, xk+1 , yk+1, λk+1,

x̄k+1 satisfazem (3.24). No passo 3 a), pelo Teorema 3.1.6 e pelo Lema

3.1.3, respectivamente, temos que

R1(xk+1, yk+1;λk; x̄k) = λk(Mxk+1 + b− yk+1) + xk+1 − x̄k = 0,

‖λkX
k+1yk+1 − e‖ ≤ δ(xk+1, yk+1;λk; x̄k)(1/2) ≤ β2.

Desta forma, segue-se que

δ(xk+1, yk+1; (1 + θ)λk; x̄k) =

= ‖R1(xk+1, yk+1; (1 + θ)λk; x̄k)‖2 + ‖R2(xk+1, yk+1; (1 + θ)λk)‖2

= ‖λk(Mxk+1 + b− yk+1) + xk+1 − x̄k + θλk(Mxk+1 + b− yk+1)‖2

+‖(1 + θ)λkX
k+1yk+1 − e‖2

= ‖ − θ(xk+1 − x̄k)‖2 + ‖(1 + θ)λkX
k+1yk+1 − e‖2,

Observemos que a função quadrática:

p(θ) := ‖ − θ(xk+1 − x̄k)‖2 + ‖(1 + θ)λkX
k+1yk+1 − e‖2, satisfaz

lim
θ→+∞

p(θ) = +∞, p(0) = ‖λkX
k+1yk+1 − e‖2 ≤ β4 < β2.

Logo, existe θ̌k a maior solução positiva de:

θ2‖xk+1 − x̄k‖2 + ‖(1 + θ)λkX
k+1yk+1 − e‖2 = β2

e segue-se que

δ(xk+1, yk+1;λk+1; x̄k+1) ≤ β2. (3.25)
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No passo 3 b), por i) da Proposição 3.1.14, segue diretamente (3.25).

Em ambos casos, a positividade estrita de λk+1 segue trivialmente. Ob-

servemos que a (3.24) vale para k = 0, logo, por indução completa segue-se

que algoritmo está bem definido.

ii) Após K̄ passos do algoritmo h́ıbrido, segue de ii) da Proposição 3.1.14,

que

d(x̄kj+1 , SMC(F )2 ≤ d(x̄kj , SMC(F )2− (2n)(1/2)β2(1−β)(3/2), j = 1, . . . , K̄,

logo, somando as desigualdades para j = 1, 2, . . . , K̄, conclúımos que

K̄(2n)(1/2)β2(1− β)(3/2) ≤ d(x̄0, Sol(T,C))2 − d(x̄kK̄ , Sol(T,C))2

≤ d(x̄0, Sol(T,C))2,

e portanto o número de passos h́ıbridos no algoritmo está limitado por

K̄ ≤ K1 :=
d(x̄0, SMC(F ))2

√
2β2(1− β)

3
2 n(1/2)

iii) Para k ≥ K1, onde K1 é a constante definida no item ii), segue-se que

‖xk − x̄k‖ ≤ (2(1 + β)n)(1/2). Pela proposição 3.1.11 e a definição de θ̌k no

paso 3 a), temos que λk+1 = (1 + θ̌k)λk e vale que

θ̌k ≥
1

‖xk − x̄k‖+ β2 + n(1/2)
.

Logo, definindo

θ̄ :=
1

(2(1 + β))n(1/2) + β2 + n(1/2)
,

segue o resultado.

iv) Observemos que, para todo k ≥ K1, onde K1 é a constante do item

ii), o algoritmo só faz iterações de ponto interior, portanto vale que

δ(xk, yk;λk; x̄K1) ≤ β2 < 1, para todo k ≥ K1.

Usando que λk ≥ λ0 > 0, para todo k ∈ N, segue, pela Observação 3.1.10, a

limitação da sequência
{
(xk, yk)

}
k∈N

. A continuação vamos provar que os
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pontos de acumulação são soluções do LMCP (F ). Suponhamos que (x̂, ŷ)

é um ponto de acumulação da sequência
{
(xk, yk)

}
k∈N

. Pelo Lema 3.1.3 e

a defini̧ cão (3.3), segue-se que

λk(Mxk+1 + b− yk+1) + xk+1 − x̄k = 0.

Pelo item iii), limk→+∞ λk = +∞, logo fazendo l → +∞ na subsequência{
(xkl , ykl)

}
l∈N

convergindo a (x̂, ŷ) e usando a limitação das sequências

{(xk, yk)}k∈N e {x̄k}k∈N, obtemos que

Mx̂ + b = ŷ.

Observemos que (xk, yk) ∈ Rn
++×Rn

++, para todo k ∈ N , portanto, segue-

se que

(x̂, ŷ) ∈ Rn
+ ×Rn

+.

Da condição ‖Xkyk − (1/λk)e‖ ≤ (β/λk), para todo k ∈ N, fazendo k →

+∞, obtemos

x̂iŷi = 0, para todo i ∈ {1, . . . , n} .

ou seja (x̂, ŷ) é solução do LMCP (T ).

Para concluir apresentamos um resultado de complexidade do algoritmo

A1. Dado ε > 0, diremos que (x, y) ∈ Rn
++ × Rn

++ é uma ε-solução do

problema LMCP (F ), se

‖Mx + b− y‖ ≤ ε, 0 ≤ 〈x, y〉
n

≤ ε.

Teorema 3.1.17. Sejam (x0, y0) ∈ Rn
++ × Rn

++, x̄0 ∈ Rn, λ0 > 0, β ∈

(0, 1/2] tais que, δ(x0, y0;λ0; x̄0) ≤ β2. Dado ε > 0, então o algoritmo A1

atinge uma ε-solução do LMCP (F ), após[
1
θ̄

log
K

ε
+

d(x̄0, S(F ))2

(2n)(1/2)β(1− β)(3/2)

]
iterações, onde K =

((
2(1 + β)n

)(1/2)
/λ0

)
e θ̄ = 1

/(
2(1 + β)n(1/2) + β2 +

n(1/2)
)
.
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Demonstração. Após K̄ pasos do algoritmo de ponto interior (Passo 3a no

algoritmo A1) e K1 pasos do algoritmo h́ıbrido (Passo 3b no algoritmo A1),

onde K1 é a constante definida na prova do item ii) do Teorema 3.1.16,

temos, pelo Lema 3.1.3, por (3.3) e por i) do Teorema 3.1.6, que

Mxk+1 + b− yk+1 +
1
λk

(xk+1 − x̄k) = 0, (3.26)

‖λkX
k+1yk+1 − e‖ ≤ β2. (3.27)

De (3.26) e da própria definição do algoritmo segue-se que

‖Mxk+1 + b− yk+1‖ = 1
λk
‖xk+1 − x̄k‖

≤ 1
λk

(2(1 + β)n)(1/2)

≤ 1
λ0(1+θ̄)k (2(1 + β)n)(1/2).

De (3.27) e i) do Lema 1.4.2, temos que 0 < xk+1
i yk+1

i ≤ (1 + β2) para

i = 1, 2, . . . , n, portanto segue-se que

0 ≤ 〈xk+1, yk+1〉
n

≤ 1 + β2

λk
≤ 1 + β2

λ0(1 + θ̄)k
,

onde θ̄ é a constante definida na prova do item iii) do Teorema 3.1.16.

Observemos que para todo n ∈ N e β ∈ [0, 1], vale que 1 + β2 ≤
(
2(1 +

β)n
)1/2. Portanto, para K̄ tal que

(2(1 + β)n)(1/2)

λ0(1 + θ̄)K̄
≤ ε, (3.28)

segue-se que, para todo k ≥ K̄,

〈xk,yk〉
n ≤ 1+β2

λ0(1+θ̄)k ≤
(2(1+β)n)(1/2)

λ0(1+θ̄)k ≤ (2(1+β)n)(1/2)

λ0(1+θ̄)K̄ ≤ ε,

‖Mxk+1 + b− yk+1‖ ≤ (2(1+β)n)(1/2)

λ0(1+θ̄)k ≤ (2(1+β)n)(1/2)

λ0(1+θ̄)K̄ ≤ ε.

Definindo K := (2(1+β)n)(1/2)

λ0
, temos que (3.28) é equivalente a

K̄ log(1 + θ̄) ≥ log
K

ε
. (3.29)
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Usando-se a desigualdade log(1 + s) ≤ s, para s ≥ 0, segue-se que para

satisfazer (3.29), basta tomar K̄ tal que

K̄ ≥ 1
θ̄

log
K

ε
.

Lembrando que o número de pasos h́ıbridos do algoritmo A1 está limitado

por d(x̄0,SMC(F )2)
√

2β2(1−β)
3
2 n(1/2)

(vide Teorema 3.1.16ii)), a nossa estimativa final do

número de passos do algoritmo A1, necessários para atingir uma ε-solução,

vem dada por [
1
θ̄

log
K

ε
+

d(x̄0, SMC(F ))2
√

2β2(1− β)
3
2 n(1/2)

]

3.2 Formulação nao-escalada da trajetória log-quadrática

para o problema LMCP (T )

Seja F̃ : Rn ×Rn → Rn ×Rn,

F̃ (x, y) = (F (x)− y, x).

Sabemos que LMCP (F ) é equivalente a V IP (F̃ ,Rn×Rn
+), onde novamente

F (x) = Mx + b.

Vamos considerar a trajetória log-quadrática para V IP (F̃ ,Rn × Rn
+).

Para simplificar a abordagem, vamos trabalhar com a curva obtida da tra-

jetória log-quadrática, tomando µ = ν = 1/λ. Dado x̄, ȳ, definimos a curva

log-quadrática não escalada para LMCP (F ) como a aplicação λ ∈ R++ 7→(
x(λ), y(λ)

)
,(
x(λ), y(λ)

)
:=

(
x(1/λ, 1/λ; x̄, ȳ), y(1/λ, 1/λ; x̄, ȳ)

)
,

onde (µ, ν) 7→
(
x(µ, ν; x̄, ȳ), y(µ, ν; x̄, ȳ)

)
é a trajetória log-quadrática para o

V IP (F̃ ,Rn×Rn
+) (ver Definição 2.2.1). Usando (2.25) temos que (x(λ), y(λ)
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é a solução de

0 = F̃ (x, y) + (1/λ)(x− x̄, y − ȳ)− (0, (1/λ)y−1), y > 0.

Empregando-se a definição de F̃ na expressão acima obtemos a formulação

não escalada: Dado λ > 0,
(
x(λ), y(λ)

)
é a solução de

0 = λ(F (x)− y) + x− x̄,

0 = λx + (y − ȳ)− y−1,

(x, y) ∈ Rn ×Rn
++

(3.30)

3.2.1 Medida de proximidade à trajetória log-quadrática

Como já foi mencionado, os algoritmos de path-following do tipo short-

step funcionam, de forma geral, dando passos de Newton para o sistema

de equações que define a trajetória, mantendo os iterandos no interior de

vizinhanças pequenas da mesma.

Para avaliar a distância de um ponto à curva log-quadrática, introduzire-

mos uma medida de proximidade. Dados λ > 0 e (x̄ ȳ) ∈ Rn×Rn, definimos

(R1(x, y;λ; x̄), Ř2(x, y;λ; ȳ)) como o reśıduo de (3.30), isto é

Ř1(x, y;λ; x̄) := λ(F (x)− y) + x− x̄,

Ř2(x, y;λ; ȳ) := λx + (y − ȳ)− y−1.

Chamamos de Medida de proximidade do par (x, y) à trajetória log-quadrática

à seguinte magnitude

δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ) := ‖Ř1(x, y;λ; x̄)‖2 + ‖Ř2(x, y;λ; ȳ))‖2
(Y −2+I)−1 .

Associada a esta medida de proximidade definiremos uma vizinhança da

trajetória log-quadrática, na qual, como veremos depois, ficarão restritas as

sequências de pontos geradas pelo algoritmo, que será apresentado nesta

seção. Dados o par (x̄, ȳ) ∈ Rn × Rn fixo e β ∈ (0, 1), chamaremos de

β-vizinhança da curva log-quadrática ao conjunto

Nβ,x̄,ȳ :=
{
(x, y) ∈ Rn

++ ×Rn
++ | ∃λ > 0, com δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ) ≤ β2

}
.
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3.2.2 Método de Newton para a formulação não escalada

Para obtermos uma boa aproximação de (x(λ), y(λ)) vamos empregar o

método de Newton para o sistema (3.30)

Definindo Rλ,x̄ : R2n → R2n,

Rλ,x̄(x, y) :=

 λ(Fx + b− y) + x− x̄

λx + y − ȳ − y−1

 =

 Ř1(x, y;λ; x̄)

Ř2(x, y;λ)


temos que o sistema (3.2) pode ser escrito como Rλ,x̄(x, y) = 0. O método de

Newton aplicado a (3.30) deve resolver em cada interação o seguinte sistema

linear que chamaremos de sistema de Newton: Ř1(x, y;λ; x̄)

Ř2(x, y;λ)

 +

 ∇x,yŘ1(x, y;λ; x̄)

∇x,yŘ2(x, y;λ)

 dx

dy

 = 0.

Como F (x) = Mx + b (com M semi-definida positiva), o sistema pode-se

reescrever como λM + I

λI

−λI

Y −2 + I

 dx

dy

 = −

 Ř1(x, y;λ; x̄)

Ř2(x, y;λ; ȳ)

 . (3.31)

Vamos provar que este sistema tem uma única solução.

Lema 3.2.1. Sejam (x, y) ∈ Rn×Rn
++ e λ > 0, então o sistema de Newton

(3.31) tem uma única solução.

Demonstração. Observemos que, pelo Lema 3.1.1, a matriz do lado esquerdo

de (3.31) é não singular.

Portanto o método de Newton pode ser aplicado enquanto os iterados se

mantiverem em Rn×Rn
++. A seguir veremos alguns resultados relacionados

com a boa definição do método e o comportamento do reśıduo após um paso

de Newton. Para isto começaremos com um lema técnico.
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Lema 3.2.2. Dados (x, y) ∈ Rn × Rn
++, (x̄, ȳ) ∈ Rn × Rn, λ > 0. Seja

(dx, dy) a solução do sistema de Newton (3.31), então

i) ‖dx‖ ≤ δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ)1/2

ii) ‖dy‖ ≤ δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ)1/2

iii) ‖Y −1dy‖ ≤ δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ)1/2.

Demonstração. Pelo Lema 3.1.7, temos que

‖dx‖2 + ‖dy‖2
(Y −2+I) ≤ ‖Ř1(x, y;λ; x̄)‖2 + ‖Ř2(x, y;λ; ȳ)‖2

(Y −2+I)−1 ,

Da desigualdade anterior seguem i) e ii) diretamente. Para iii), Observemos

que

‖Y −1dy‖2 ≤ ‖dy‖2
(Y −2+I) ≤ δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ).

A seguir provaremos que se a medida de proximidade de um ponto à tra-

jetória log-quadrática é “pequena”(estritamente menor do que 1), o ponto

obtido após uma iteração do método de Newton para o sistema 3.31), per-

tence a Rn × Rn
++. Lembremos que esta condição garante que podemos

continuar a usar o método.

Lema 3.2.3. Dados (x, y) ∈ Rn×Rn
++, (x̄, ȳ) ∈ Rn×Rn, λ > 0 e β ∈ [0, 1)

tais que δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ) ≤ β2. Defina

(x+, y+) := (x, y) + (dx, dy),

onde (dx, dy) é a solução do sistema de Newton (3.31), então

y+ ∈ Rn
++.

Demonstração. ii) Pelo Lema 3.2.2, aplicado ao sistema de Newton (3.31),

segue-se que ‖Y −1dy‖ < 1. Portanto, pelo Corolário 1.4.3, obtemos

y+ ∈ Rn
++. (3.32)

90



Lema 3.2.4. Dados (x, y) ∈ Rn×Rn
++, (x̄, ȳ) ∈ Rn×Rn, λ > 0 e β ∈ [0, 1)

tais que δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ) ≤ β2. Defina

(x+, y+) := (x, y) + (dx, dy),

onde (dx, dy) é a solução do sistema de Newton (3.31). Então

Ř1(x+, y+;λ; x̄) = 0,

Ř2(x+, y+;λ; ȳ) = −Y −1
+ (Y −1dy)2.

Demonstração. Como Ř1(·, ·;λ; x̄) é linear, este reśıduo se anula após um

passo de Newton. De fato, calculando este reśıduo após o passo de Newton,

temos

Ř1(x+, y+;λ; x̄) = λ(Mx+ + b− y+) + x+ − x̄

= λ(Mx + b− y) + x− x̄ + λ(Mdx − dy) + dx

= 0,

onde para a última igualdade empregamos (3.31). O cálculo de Ř2 dá

Ř2(x+, y+;λ; ȳ) = λx+ + (y+ − ȳ)− y−1
+

= λx + (y − ȳ) + λdx + dy − (y + dy)−1

= λx + (y − ȳ) + λdx − y−1 + (Y −2 + I)dy − (y + dy)−1

+y−1 − Y −2dy

= −(y + dy)−1 + y−1 − Y −2dy

= −Y −1
+ (Y −1dy)2,

onde para a penúltima igualdade empregamos (3.31) e para a última usamos

a relação

−(s+t)−1+s−1−s−2t = −(s+t)−1(t/s)2, para todo s 6= 0 e t 6= −s, (3.33)

em cada componente do vetor −(y + dy)−1 + y−1 − Y −2dy

Observação 3.2.5.
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1. A essencial relação (3.33) pode ser encontrada em [18].

2. Observemos que ‖Y −1
+ (Y −1dy)2‖(Y −2

+ +I)−1 ≤ ‖(Y −1dy)2‖ ≤ ‖Y −1dy‖2

e o Lema 3.2.2 oferece uma estimativa deste último termo em função

da proximidade à trajetória log-quadrática.

Vamos agora obter uma estimativa do reśıduo após um paso de Newton.

Isto vai nos permitir determinar uma região de convergência quadrática do

Método de Newton.

Teorema 3.2.6. Dados (x, y) ∈ Rn × Rn
++, (x̄, ȳ) ∈ Rn × Rn e λ > 0.

Defina

(x+, y+) := (x, y) + (dx, dy),

onde (dx, dy) é a solução do sistema de Newton (3.31), então

δ̌(x+, y+;λ; x̄, ȳ) ≤ δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ)2.

Demonstração. Observemos que, pelo Lema 3.2.4

Ř1(x+, y+;λ; x̄) = 0, Ř2(x+, y+;λ; ȳ) = −Y −1
+ (Y −1dy)2. (3.34)

Logo, temos que

δ̌(x+, y+;λ; x̄, ȳ) = ‖ − (Y −2
+ + I)−(1/2)Y −1

+ (Y −1dy)2‖2

≤ ‖Y+Y −1
+ (Y −1dy)2‖2 = ‖(Y −1dy)2‖2

≤ ‖Y −1dy‖4

≤ δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ)2.

(3.35)

onde para a penúltima desigualdade empregamos o Lema 3.2.2.

Se (x, y) e λ satisfazem as condições do Teorema 3.1.6 e, adicionalmente

δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ) < 1, então, tomando o ponto (x, y) como iterado inicial, o

método de Newton para resolver (3.2) gera uma sequência infinita que per-

manece em Rn×Rn
++. Além disso, os reśıduos convergem quadráticamente
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para zero. Isto vai nos permitir estimar a distância euclideana dos pontos

da β-vizinhança à trajetória log-quadrática.

Proposição 3.2.7. Dados (x, y) ∈ Rn ×Rn
++, (x̄, ȳ) ∈ Rn ×Rn, λ > 0 e

β ∈ [0, 1) tais que δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ) ≤ β2, então

‖x− x(λ)‖ ≤ β/(1− β), ‖y − y(λ)‖ ≤ (β/1− β)

Demonstração. Faça (x0, y0) := (x, y) e considere a sequência.

(xk+1, yk+1) = (xk, yk) + (dx
k, dy

k), k = 0, 1, . . . ,

e Newton onde (dx
k, dy

k) é a solução do sistema de Newton (3.31) para x =

xk, y = yk, λ > 0e (x̄, ȳ) fixos. Vamos provar que a sequência está bem

definida.

Suponha que para algum k ≥ 0 vale que

(xk, yk) ∈ Rn ×Rn
+ e δ̌(xk, yk, λ; x̄, ȳ) ≤ β2k+1

. (3.36)

Note-se que a desigualdade anterior vale para k = 0. Pelo Teorema 3.2.6,

segue-se que (xk+1, yk+1) está bem definido e vale que

(xk+1, yk+1) ∈ Rn×Rn
++, δ(xk+1, yk+1, λ; x̄, ȳ) ≤ δ(xk, yk, λ; x̄, ȳ)2 ≤ β2k+2

.

Por indução segue-se que a sequência está bem definida e satisfaz 3.36, para

todo k ∈ N.

Vamos provar agora que a sequência é convergente. Pelo Lema 3.2.2,

temos que

‖dx
k‖ ≤ δ̌(xk, yk;λ; x̄; ȳ)(1/2) ≤ β2k

, (3.37)

‖dy
k‖ ≤ δ̌(xk, yk;λ; x̄, ȳ)(1/2) ≤ β2k

. (3.38)

Portanto, a sequência {(dx
k, dy

k)}k∈N é somável. Como (dx
k, dy

k) = (xk+1 −

xk, yk+1 − yk), conclúımos que {(xk, yk)}k∈Né uma sequência de Cauchy
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e converge a um certo (x̂, ŷ). Usando a desigualdade triangular e (3.37)

conclúımos que para qualquer K ∈ N,

‖xK+1 − x0‖ ≤
K∑

k=0

‖dx
k‖ ≤

K∑
k=0

β2k
.

Como 0 < β < 1, temos β2k ≤ βk+1 e

K∑
k=0

β2k ≤
K∑

k=0

βk+1 < β/(1− β).

Portanto ‖xK+1−x0‖ ≤ β/(1−β). Tomando-se o limite K → +∞, obtemos

‖x̂− x0‖ ≤ β/(1− β). (3.39)

Análogamente obtemos que

‖ŷ − y0‖ ≤ β/(1− β). (3.40)

Pelo Lema 3.2.4, temos que para k ≥ 1,

λ(Mxk + b− yk) + xk − x̄ = 0,

Logo, tomando-se k → +∞, segue-se que

λ(Mx̂ + b− ŷ) + x̂− x̄ = 0. (3.41)

Observemos que (xk, yk) ∈ Rn ×Rn
++ para todo k ∈ N, logo passando ao

limite quando k → +∞, obtemos

(x̂, ŷ) ∈ Rn ×Rn
+.

Vamos agora provar que (x̂, ŷ), o limite de (xk, yk), é o ponto (x(λ), y(λ)).

Observemos que, da definição de δ̌(xk, yk;λk; x̄, ȳ) e (3.36), temos que

‖λxk + (yk − ŷ)− (yk)−1‖(
(Y k)−2+I

)−1 ≤ β2k
.
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Observemos que

‖Y k
(
λxk + yk − ȳ − (yk)−1

)
‖

= ‖
(
(Y k)2 + I

)1/2((Y k)−2 + I
)−1/2(

λxk + yk − ȳ − (yk)−1
)
‖

≤ ‖
(
(Y k)2 + I

)1/2‖‖Ř2(xk, yk;λ; x̄)‖(
(Y k)−2+I

)−1

≤ ‖
(
(Y k)2 + I

)1/2‖β2k −→ 0, quando k → +∞,

onde para a última relação empregamos a limitação da sequência {yk}k∈N.

Donde, obtemos

Ŷ (λx̂ + ŷ − ȳ)− e = 0. (3.42)

Como ŷ ≥ 0 de (3.42), conclúımos que ŷ > 0. Isto somado a (3.41) e (3.42)

implica em que x̂ = x(λ), ŷ = y(λ).

Para estimar a distância do ponto (x, y) a
(
x(λ), y(λ)

)
, basta notar que,

usando que (x̂, ŷ) =
(
x(λ), y(λ)

)
e (x, y) = (x0, y0), (3.39) e (3.40) se trans-

formam em

‖x(λ)− x‖ ≤ β

1− β
, ‖y(λ)− x‖ ≤ β

1− β
.

Observação 3.2.8. Notemos que, se o MCP (F ) tem solução, pela Proposição

2.2.5, segue que a curva log-quadrática λ 7→
(
x(λ), y(λ)

)
é limitada. Por-

tanto, segue do resultado anterior, que dados β ∈ [0, 1) e (x̄, ȳ), o conjunto

dos pontos (x, y) tais que para algum λ > 0 vale que δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ) < β2, é

limitado.

O seguinte resultado mostra que após um passo de Newton para o sistema

(3.31), podemos atualizar linearmente o parâmetro λ e o valor do parâmetro

de atualização é da ordem de 1/(‖x− x̄‖+ ‖yk − ȳk‖+ n(1/2)).
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Proposição 3.2.9. Dados (x, y) ∈ Rn ×Rn
++, λ > 0 e β ∈ [0, 1) tais que

δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ) ≤ β2. Defina

(x+, y+) := (x, y) + (dx, dy),

θ̂ = (β − β2)/(‖x+ − x̄‖+ ‖y+ − ȳ‖+ n(1/2) + β2).

onde (dx, dy) solução do sistema de Newton (3.31). Então

δ̌(x+, y+, (1 + θ)λ; x̄; ȳ) ≤ β2, para todo θ ∈ (0, θ̂],

Demonstração. Pelo Lema 3.2.4, temos que

λ(Mx+ + b− y+) + x+ − x̄ = 0.

Portanto,

Ř1(x+, y+; (1 + θ)λ; x̄) = λ(Mx+ + b− y+) + x+ − x̄ + θλ(Mx+ + b− y+)

= −θ(x+ − x̄)

e

‖Ř1(x+, y+; (1 + θ)λ; x̄)‖ ≤ θ‖x+ − x̄‖. (3.43)

Pelo Teorema 3.2.6, temos que

‖Ř2(x+, y+;λ; ȳ)‖(Y −2
+ +I)−1 ≤ δ̌(x+, y+;λ; x̄, ȳ) ≤ β2.

Portanto, como

Ř2(x+, y+; (1 + θ)λ; ȳ) = (1 + θ)λx+ + (y+ − ȳ)− y−1
+

= (1 + θ)
(
λx+ + (y+ − ȳ)− y+

−1
)

−θ(y+ − ȳ − y+
−1)

= (1 + θ)Ř2(x+, y+;λ; ȳ)− θ(y+ − ȳ − y+
−1)

temos que

‖Ř2(x+, y+; (1 + θ)λ; ȳ)‖(Y −2
+ +I)−1 ≤ (1 + θ)β2 + θ‖y+ − ȳ‖(Y −2

+ +I)−1 + θ‖y−1
+ ‖(Y −2

+ +I)−1

≤ (1 + θ)β2 + θ‖y+ − ȳ‖+ θ‖y−1
+ ‖Y 2

+

≤ (1 + θ)β2 + θ‖y+ − ȳ‖+ θn1/2
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Desta forma, segue de (3.43) que

δ̌(x+, y+; (1 + θ)λ; x̄, ȳ) = ‖Ř1(x+, y+; (1 + θ)λ; x̄)‖2

+‖Ř2(x+, y+; (1 + θ)λ; ȳ)‖2
(Y −2

+ +I)−1

≤ θ2‖x+ − x̄‖2

+
[
(1 + θ)β2 + θ‖y+ − ȳ‖+ θn1/2

]2

≤
[
θ‖x+ − x̄‖+ (1 + θ)β2 + θ‖y+ − ȳ‖+ θn1/2

]2

Da definição de θ̂ segue o resultado.

Observemos que, pela proposição anterior, na medida em que ‖x+ −

x̄‖ + ‖y+ − ȳ‖ cresce, a taxa de atualização linear se deteriora. Para ten-

tar contornar este problema, teremos que atualizar (x̄, ȳ) usando um es-

quema h́ıbrido proximal-extragradiente relaxado. Isto vai nos permitir mover

(x̄, ȳ) na direção de (x+, y+) e simultaneamente, aproximá-lo do conjunto de

soluções. Para tanto faremos uso da teoria de Solodov-Svaiter [43] de erros

relativos e o método h́ıbrido, para a resolução do problema de encontrar um

zero de um operador monótono maximal.

Consideremos T : Rn ×Rn ⇒ Rn ×Rn

T (x, y) :=

 F (x)− y

x + NRn
+
(y)

 =

 Mx + b− y

x + NRn
+
(y)

 .

Observemos que T é monótono maximal e MCP (F ) é equivalente ao prob-

lema de achar um zero de T . Lembremos que ST,λ,(x̄,ȳ) denota a função de

mérito de Solodov-Svaiter introduzida em 1.16.

Lema 3.2.10. Sejam (x, y) ∈ Rn × Rn
++, λ > 0 e β ∈ [0, 1) tais que

δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ) ≤ β2. Defina

(x+, y+) := (x + dx, y + dy),

v+ := Mx+ + b− y+,

w+ := x+ − (1/λ)
(
y+

−1 + Ř2(x+, y+;λ; x̄; ȳ)
)
,
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onde (dx, dy) é a solução do sistema de Newton (3.31). Então

ST,λ,x̄,ȳ(x+, y+, v+, w+) ≤ 2n.

Demonstração. Observemos que, pelo Lema 3.2.3, temos que y+ > 0, logo v+

x+

 ∈ T (x+, y+). (3.44)

Pelo Lema 3.2.4, temos que

y+
−1 + Ř2(x+, y+;λ; x̄; ȳ) = y−1

+ − Y −1
+ (Y −1dy)2

= Y −1
+

(
e− (Y −1dy)2

)
.

(3.45)

Pelo Lema 3.2.2, vale que ‖(Y −1dy‖ < β < 1, portanto, pelo Corolário 1.4.3,

segue-se que

e− (Y −1dy)2 ≥ 0 (3.46)

Usando-se que y+ > 0 e (3.45), conclúımos que

y+
−1 + Ř2(x+, y+;λ; x̄; ȳ) ≥ 0.

Além disso D(T ) ⊆ Rn ×Rn
+. Isto somado a (3.44) e (3.46), implica, pelo

Lema 1.1.8, em que  v+

w+

 ∈ T [ε](x+, y+),

com ε =
〈
y+, 1

λ

(
y+

−1 + Ř2(x+, y+;λ; x̄; ȳ)
)〉

. De (3.45), temos que

(1/λ)〈y+, y+
−1 + Ř2(x+, y+;λ; ȳ)〉 = (1/λ)〈y+, (Y+)−1

(
e− (Y −1dy)2

)
〉

= (1/λ)(n− ‖Y −1dy‖2)

≤ (1/λ)n

Observemos que, após um passo de Newton, temos

λ

 Mx+ + b− y+

x+

 +

 x+ − x̄

y+ − ȳ

 =

 0

Ř2(x+, y+;λ; ȳ) + y+
−1.

 ,
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Portanto, (x+y+), (v+, w+) satisfazem

λ

 v+

w+

 +

 x+ − x̄

y+ − ȳ

 = 0,

 v+

w+

 ∈ T [n/λ](x+, y+).

O resultado segue agora, da definição de ST,λ,x̄,ȳ.

Observação 3.2.11.

1. Do lema anterior segue-se que, dado σ ∈ (0, 1), se

2n ≤ σ
(
‖x+ − x̄‖2 + ‖y+ − ȳ‖2

)
, onde σ ∈ (0, 1),

é válida, então o critério (1.17) para dar um passo do algoritmo h́ıbrido

de Solodov-Svaiter é satisfeito. Em particular cosideraremos σ =

1/(1 + β).

No seguinte resultado, análogo ão da Proposição 3.1.14, provaremos que,

após um passo de Newton para o sistema de Newton (3.31), na vizinhança da

trajetória log-quadrática, se ‖x+− x̄‖2 + ‖y+− ȳ‖2 é “grande”, podemos dar

um passo relaxado do algoritmo h́ıbrido de Solodov-Svaiter [43], conseguindo

nos manter numa vizinhançã de uma trajetória log-quadrática. Obteremos

também uma estimativa do decrescimento da distância entre os iterandos

(x̄, ȳ) e (x̄+, x̄+) do algoritmo h́ıbrido e isto permitirá novamente estimar o

número de passos h́ıbridos no algoritmo que será proposto.

Proposição 3.2.12. Dados (x, y) ∈ Rn ×Rn
++, (x̄, ȳ) ∈ Rn ×Rn, λ > 0 e

β ∈ [0, 1) tais que, δ̌(x, y;λ; x̄, ȳ) ≤ β2. Defina

(x+, y+) := (x, y) + (dx, dy),

ρ̂ := (β − β2)
‖x+ − x̄‖+ ‖y+ − ȳ‖

(x̄+, ȳ+) =: (x̄, ȳ) + ρ
(
(x+, y+)− (x̄, ȳ)

)
,
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onde (dx, dy) é a solução do sistema de Newton (3.31). Então

i) δ̌(x+, y+;λ; x̄+, ȳ+) ≤ β2.

ii) Se ‖x+ − x̄‖2 + ‖y+ − ȳ‖2 > 2(1 + β)n, temos que

d
(
(x̄+, ȳ+), S∗MC(F )

)2 ≤ d
(
(x̄, ȳ), S∗MC(F )

)2 − β2(1− β)1/2n1/2.

Demonstração. i) Pelo Lema 3.2.4, temos que

λ(Mx+ + b− y+) + x+ − x̄ = 0.

Portanto

Ř1(x+, y+;λ; x̄+) = λ(Mx+ + b− y+) + x+ − x̄+

= λ(Mx+ + b− y+) + x+ − x̄− ρ̂(x+ − x̄)

= −ρ̂(x+ − x̄)

e

‖Ř1(x+, y+;λ; x̄+)‖ ≤ ρ̂‖x+ − x̄‖. (3.47)

Pelo Teorema 3.2.6, temos que

‖Ř2(x+, y+;λ; ȳ+)‖(Y −2
+ +I)−1 ≤ δ̌(x+, y+;λ; x̄+, ȳ+)1/2 ≤ β2

Portanto, como

Ř2(x+, y+;λ; ȳ+) = λx+ + (y+ − ȳ+)− y+
−1

= λx+ + (y+ − ȳ)− y+
−1 − ρ̂(y+ − ȳ)

= Ř2(x+, y+;λ; ȳ)− ρ̂(y+ − ȳ)

temos que

‖Ř2(x+, y+;λ, ȳ+)‖(Y −2
+ +I)−1 ≤ β2 + ρ̂‖y+ − ȳ‖ (3.48)

Desta forma, de (3.47) e (3.48), segue-se que

δ̌(x+, y+;λ; x̄+, ȳ+) = ‖Ř1(x+, y+;λ; x̄+)‖2 + ‖Ř2(x+, y+;λ; ȳ+)‖2
(Y −2

+ +I)−1

≤ ρ̂2‖x+ − x̄‖2 +
[
β2 + ρ̂‖y+ − ȳ‖

]2

≤
[
ρ̂
(
‖x+ − x̄‖+ ‖y+ − ȳ‖

)
+ β2

]2

.
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Da definição de ρ̂, segue o resultado.

ii) Defina

v+ := Mx+ + b− y+,

w+ := x+ − (1/λ)
(
y+

−1 + Ř2(x+, y+;λ; x̄; ȳ)
)
.

Pelo Corolário 1.2.8, segue-se que

d
(
(x̄+, ȳ+), S∗MC(F )

)2

≤ d
(
(x̄, ȳ), S∗MC(F )

)2

+ρ̂
[
ST,λ,x̄,ȳ(x+, y+, v+, w+)− ‖x+ − x̄+‖2 − ‖y+ − ȳ‖2

]
≤ d

(
(x̄, ȳ), S∗MC(F )

)2 + ρ̂

(
‖x+ − x̄‖

+‖ȳ+ − ȳ‖
) [

ST,λ,x̄,ȳ(x+, y+, v+, w+)− ‖x+ − x̄‖2 + ‖y+ − ȳ‖2

‖x+ − x̄‖+ ‖y+ − ȳ‖

])
≤ d

(
(x̄, ȳ), S∗MC(F )

)2+

+(β2 − β4)(1/2)

[
ST,λ,x̄,ȳ(x+, y+, v+, w+)− ‖x+ − x̄‖2 + ‖y+ − ȳ‖2

‖x+ − x̄‖+ ‖y+ − ȳ‖

]
,

onde, para a última desigualdade, empregamos a definição de ρ̂. Pelo Lema

3.2.10, temos que ST,λ,(x̄,ȳ) ≤ 2n e por hipótese temos que ‖x+− x̄‖2 +‖y+−

ȳ‖2 > 2(1 + β)n, logo segue-se que

d
(
(x̄+, ȳ+), S(F )

)2 ≤ d
(
(x̄, ȳ), S(F )

)2+

+(β2 − β4)(1/2)

[
ST,λ,x̄,ȳ(x+, y,v+, w+)− ‖x+ − x̄‖2 − ‖y+ − ȳ‖2

(
(
‖x+ − x̄‖2 + ‖y+ − ȳ‖2

)1/2

]
·[(

‖x+ − x̄‖2 + ‖y+ − ȳ‖2
)(1/2)

‖x+ − x̄‖+ ‖y+ − ȳ‖

]
≤ d

(
(x̄, ȳ), S(F )

)2+

+(β2 − β4)(1/2)

[
2n− 2(1 + β)n
(2(1 + β)n)(1/2)

]
·

[(
‖x+ − x̄‖2 + ‖y+ − ȳ‖2

)(1/2)

‖x+ − x̄‖+ ‖y+ − ȳ‖

]
≤ d

(
(x̄, ȳ), S(F )

)2 + (β2 − β4)1/2

[
2n− 2(1 + β)n
(2(1 + β)n)(1/2)

]
(1/

√
2)

onde, para a penúltima desigualdade empregamos a relação (a2 + b2)(1/2) ≥

a + b√
2

, aplicada ao termo

[(
‖x+ − x̄‖2 + ‖y+ − ȳ‖2

)(1/2)

‖x+ − x̄‖+ ‖y+ − ȳ‖

]
, usando que

(
(β2−
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β4)1/2(2n−2(1+β)n)
)
/
(
(2(1+β)n)(1/2)21/2

)
< 0. Para concluir, basta notar

que

(
(β2 − β4)1/2(2n− 2(1 + β)n)

)
/
(
(2(1 + β)n)(1/2)21/2

)
= −β2(1− β)1/2n1/2.

3.2.3 Algoritmo, apresentação e análise de convergência e

complexidade

Apresentaremos seguidamente um algoritmo tipo path-following para o Prob-

lema de Complementaridade Linear Monótono. Estudaremos suas carac-

teŕısticas principais, no que diz respeito a estar bem definido, à convergência

global e aos resultados de complexidade.

Algoritmo A2

Faça k=0 e sejam β ∈ [0, 1), (x̄0, ȳ0) ∈ Rn ×Rn, (x0, y0) ∈ Rn ×Rn
++ tais

que δ̌(x0, y0; δ0; x̄0, ȳ0) ≤ β2.

Para k=1,2,...

1. Calcular (dx
k, dy

k) a solução do sistema de Newton λkM + I

λkI

−λkI

λY k−2

 dx
k

dy
k

 = −

 λk(Mxk + b− y) + xk − x̄k

λkx
k + (yk − ȳk)− yk−1

 ,

2. Definir (xk+1, yk+1) = (xk, yk) + (dx
k, dy

k)

3. a) Se ‖xk+1 − x̄k‖2 + ‖yk+1 − ȳk‖2 ≤ 2(1 + β)n (Passo de Ponto

interior).

Definir (x̄k+1, ȳk+1) = (x̄k, ȳk), λk+1 = λk(1 + θk) onde θk = (β −

β2)/(‖xk+1 − x̄k‖+ ‖yk+1 − ȳk‖+ n(1/2) + β2)

b) Se ‖xk+1 − x̄k‖2 + ‖yk+1 − ȳk‖2 > 2(1 + β)n (Passo h́ıbrido).
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Definir λk+1 = λk, (x̄k+1, ȳk+1) = (x̄k, ȳk)+ρk

[
(xk+1, yk+1)−(x̄k, ȳk)

]
onde ρk = (β − β2)

‖xk+1 − x̄k‖+ ‖yk+1 − ȳk‖

Vamos comentar algumas questões de interesse sobre o algoritmo.

Observação 3.2.13.

1. Para a inicialização do algoritmo podemos considerar, por exemplo, o

seguinte caso simples,:

x̄0 ∈ Rn, x0 ∈ Rn++ solução de x0−(x0)−1 = x̄0, λ0 = β
‖Mx0+b‖ , y0 =

(λ0x
0)−1 e ȳ0 = y0.

É fácil ver que

Ř1(x0, y0;λ0; x̄0) = λ0(Mx0 + b− y0) + (x0 − x̄0) = λ0(Mx0 + b)

Ř2(x0, y0;λ0; ȳ0) = λ0x
0 + (y0 − ȳ0)− (y0)−1 = 0.

Portanto, δ(x0, y0;λ0; x̄0) = ‖λ0(Mx0 + b)‖2 = β2 e estamos na vizin-

hança de uma curva log-quadrática.

2. Observemos que calcular o valor de θk, definido no passo 1), se reduz

a achar a solução de uma equação quadrática, logo seu cálculo não

acrescenta complexidade alguma ao algoritmo.

No seguinte teorema temos as propiedades fundamentais do algoritmo

A2.

Teorema 3.2.14.

i) O algoritmo A2 está bem definido.

ii) Se o LMCP (F ) tem solução, então existe K̄1 > 0 tal que ∀ k ≥ K̄1, ‖xk−

x̄k‖2 + ‖yk − ȳk‖2 ≤ 2(1 + β)n, isto é, o número de passos h́ıbridos do

algoritmo é finito.
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iii) Se o LMCP (F ) tem solução , então existem θ̄ ∈ (0, 1) e K̄2 > 0 tal

que ∀ k ≥ K̄2, λk+1 ≥ (1 + θ̄)λk, isto é, temos convergência Q-linear

da sequência
{

1
λk

}
k∈N

a 0 quando k → +∞.

iv) Se o LMCP (F ) tem solução, então a sequência gerada pelo algoritmo

é limitada e seus pontos de acumulação são soluções.

Demonstração. i) Vamos supor que para um certo k ∈ N, temos (x̄k, ȳk) ∈

Rn,×Rn, (xk, yk) ∈ Rn ×Rn, λk > 0, que satisfazem

yk > 0, δ̌(xk, yk;λk; x̄k, ȳk) ≤ β2. (3.49)

Então, pelos Lemas 3.2.1, 3.2.3 e o Teorema 3.2.6, segue-se que os passos 1

e 2 do algoritmo estão bem definidos, e o novo iterado (xk+1, yk+1) satisfaz

yk+1 > 0, δ̌(xk+1, yk+1;λk; x̄k; ȳk) ≤ β4.

No passo 3, no caso a) pela Proposição 3.2.9 e no caso b) por i) da Proposição

3.2.12 i), segue-se que (x̄k+1, ȳk+1) ∈ Rn,×Rn, (xk+1, yk+1) ∈ Rn ×Rn
++,

λk+1 > 0, satisfazem

δ̌(xk+1, yk+1; δk+1; x̄k+1; ȳk+1) ≤ β2.

Observemos que a positividade estrita de λk+1 segue trivialmente. Desta

forma, notando-se que para k = 0 (3.49) é satisfeita, segue por indução

completa que o o algoritmo está bem definido.

ii) Após K̄1 passos de Newton, por ii) da Proposição 3.2.12, temos que

d
(
(x̄kj+1 , ȳkj+1), S∗MC(F )

)2 ≤ d
(
(x̄kj , ȳkj ), S∗MC(F )

)2 −
[
β2(1− β)n(1/2)

(1 + β)(1/2)

]
j = 1, . . . , K̄1,

logo, somando as desigualdades

K̄1

[
β2(1− β)n(1/2)

(1 + β)(1/2)

]
≤ d

(
(x̄0, ȳ), S∗MC(F )

)2 − d
(
(x̄kK̄1 , ȳK̄1), S∗MC(F )

)2

≤ d
(
(x̄0, ȳ0), S(F )

)2
.
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Portanto, o número de passos h́ıbridos no algoritmo fica limitado por

K1 ≤ d(x̄0, S(F ))2/
(
β2(1− β)1/2n1/2

)
e segue o resultado.

iii) Para k ≥ K̄1, onde K̄1 é a constante definida no item ii), temos que

‖xk − x̄k‖2 + ‖yk − ȳk‖2 ≤ 2(1 + β)n, logo o algoritmo só executa passos de

ponto interior (Passo 3 a). Da definição do passo 3 a) no algoritmo, temos

que

λk+1 = (1 + θk)λk,

onde

θk = (β − β2)/(‖xk+1 − x̄k‖+ ‖yk+1 − ȳk‖+ n(1/2) + β2).

Observemos que, definindo θ̄ = (β−β2)/
(
2(2(1+β)n)(1/2)+n1/2+β, segue-se

que

θk ≥ θ̄ > 0, para todo k ≥ K1.

Desta forma obtemos o resultado.

iv) Observemos que, para todo k ≥ K̄1, onde K̄1 é a constante do item

ii), o algoritmo só faz iterações de ponto interior, portanto vale que

δ̌(xk, yk;λk; x̄K1 ; yK1) ≤ β2 < 1, ∀k ≥ K̄1.

Logo, pela Observação 3.2.8, segue-se a limitação da sequência
{
(xk, yk)

}
k∈N

.

Vejamos agora que os pontos de acumulação são soluções. Vamos supor que

(x̂, ŷ) é um ponto de acumulação da sequência. Da linearidade do primeiro

grupo de equações do sistema de Newton (3.31), segue-se que

λk−1(Mxk + b− yk) + xk − x̄k−1 = 0

Passando ao limite na subsequência convergente a (x̂, ŷ) e usando-se a limitação

da sequência {(xk, yx, x̄k, ȳk)}k∈N, obtemos

Mx̂ + b = ŷ. (3.50)
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Temos que (xk, yk) ∈ Rn ×Rn
++, para todo k ∈ N , logo, segue-se que

(x̂, ŷ) ∈ Rn ×Rn
+. (3.51)

Agora, da condição ‖λkx
k + (yk − ȳk) − (yk)−1‖(

(Y k)−2+I
)−1 ≤ β, segue-se

que

1
(yk)2i + 1)

[
λk(yk)i(xk)i + (yk)i

[
(yk)i − (ȳk)i

]
− 1

]2
≤ β2, para i = 1, 2, . . . , n,

donde obtemos

1− ((yk)2i + 1)(1/2)β ≤ λk(yk)i(xk)i + (yk)i

[
(yk)i − (ȳk)i

]
≤ 1 + ((yk)i

2 + 1)(1/2)β,
(3.52)

para i = 1, 2, . . . , n.

Dividindo por λk e passando ao limite quando k → +∞ na subsequência,

segue-se que

x̂iŷi = 0, para todo i ∈ {1, . . . , n} . (3.53)

Definindo os conjuntos J := {j ∈ {1, . . . , n} | ŷj > 0} e I := {1, . . . , n} \J =

{j ∈ {1, . . . , n} | ŷj = 0}, segue de (3.53) que

x̂j = 0 para todo j ∈ J. (3.54)

Para i ∈ I e k suficientemente grande, vale que 1
β > ((yk)i + 1)(1/2), logo,

de (3.52), temos que

0 < (yk)i

[
λk(xk)i + (yk)i − (ȳk)i

]
, para todo i ∈ I.

Portanto, usando que yk ∈ Rn
++, para todo k ∈ N, obtemos

−
[
(yk)i − (ȳk)i

λk

]
≤ (xk)i, para todo i ∈ I,

Observemos que do item iii), segue-se que limk→+∞ λk = +∞, logo fazendo

k → +∞, segue-se que

0 ≤ x̂i para todo i ∈ I
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Isto, combinado com (3.54), implica em

x̂ ∈ Rn
+. (3.55)

Desta forma, de (3.50), (3.51), (3.53) e (3.55), segue-se que (x̂, ŷ) é solução

do LMCP (F ).

Finalmente apresentamos um resultado de complexidade do algoritmo

A2.

Dado ε > 0, dizemos que (x, y) ∈ Rn
+×Rn

+ é uma ε-solução do LMCP (F ),

se

‖Mx + b− y‖ ≤ ε, 0 ≤ 〈x, y〉
n

≤ ε.

Teorema 3.2.15. Sejam (x0, y0) ∈ Rn ×Rn
++, (x̄0, ȳ0) ∈ Rn ×Rn λ0 >

0, β ∈ [0, 1/2] tais que, δ̌(x0, y0;λ0; x̄0; ȳ0) ≤ β2. Dado ε > 0, o algoritmo

A2 atinge uma ε-solução do MLCP (F ), após[
1
θ̄

log
Ǩ

ε
+

d(x̄0, S∗MC(F ))2(
β2(1− β)1/2n1/2

)]

iterações, onde

Ǩ = max{‖M‖(2(1 + β)n)(1/2), 1} e θ̄ = 1/
(
2(1 + β)n(1/2) + β2 + n(1/2)

)
.

Demonstração. Após um passo de Newton, temos, pelo Lema 3.2.4 e por iii)

do Lema 3.2.2, que

λkx
k+1 + yk+1 − ȳk − (yk+1)−1 = −(Y k+1)−1

(
(Y k)−1dy

k

)2

e

‖(Y k)−1dy
k‖ ≤ δ̌(xk, yk;λk; ȳk)1/2 ≤ β.

Logo, definindo ŷk+1 = yk+1 e x̂k+1 = xk+1 + yk+1 − ȳk

λk
, segue-se que

0 < 1/λk − β2/(nλk) ≤
〈x̂k+1, ŷk+1〉

n
= 1/λk − ‖Y −1

k dy
k‖

2/(nλk),
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donde, obtemos

0 <
〈x̂k+1, ŷk+1〉

n
≤ 1/λk.

Pelo Lema 3.2.4, temos que, após o passo de Newton

λk(Mxk+1 + b− yk+1) + xk+1 − x̄k = 0,

portanto, vale que

λk(Mx̂k+1 + b− ŷk+1) + xk+1 − x̄k = λk(Mxk+1 + b− yk+1) + xk+1 − x̄k

+M(yk+1 − ȳk)

= M(yk+1 − ȳk).

Desta forma, segue-se que após K passos de Ponto interior(Passo 2a no

algoritmo A2) e K̄1 passos h́ıbridos (Passo 2b no algoritmo A2), onde K̄1 é

a constante definida em ii) do Teorema 3.2.14, que limita superiormente o

número de passos h́ıbridos, vale que

‖Mx̂k+1 + b− ŷk+1‖ ≤ ‖M‖ ‖yk+1 − ȳk‖/λk

≤ ‖M‖ (2(1 + β)n)1/2/λk

≤ ‖M‖ (2(1 + β)n)1/2/(1 + θ̂)Kλ0,

(3.56)

e

0 <
〈x̂k+1, ŷk+1〉

n
≤ 1/λk ≤ 1/(1 + θ̂)Kλ0, (3.57)

onde θ̄ é a constante definida no item ii) do Teorema 3.2.14. Logo, para K

tal que

‖M‖(2(1 + β)n)(1/2)/(1 + θ̂)Kλ0 ≤ ε, 1/λk ≤ 1/(1 + θ̂)Kλ0 ≤ ε,

obtemos uma ε-solução do problema. Logo podemos considerar K tal que

K log(1 + θ̄) ≥ log
Ǩ

ε
,

onde Ǩ = max{‖M‖(2(1 + β)n)(1/2), 1}. Fazendo uso da desigualdade

log(1 + z) ≤ z, para todo z ∈ R++, segue-se que basta tomar K tal que

K ≥ 1
θ̄

log
Ǩ

ε
.
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Portanto, lembrando que o número de pasos h́ıbridos do algoritmo está lim-

itado por d(x̄0, S∗MC(F ))2/
(
β2(1 − β)1/2n1/2

)
, a nossa estimativa final do

número de passos, necessários para atingir uma ε-solução, vem dada por[
1
θ̄

log
Ǩ

ε
+

d(x̄0, S∗MC(F ))2(
β2(1− β)1/2n1/2

)]

109



Apêndice A

No seguinte resultado, vamos deixar de lado a convergência controlada dos

parâmetros a zero, e mostrar um exemplo da não limitação da trajetória

log-quadr tica para o problema de complementaridade monótono.

Proposição A.0.16. Sejam (x̄1, x̄2) = (0, 0) e T : R2 ⇒ R2 o operador

linear monótono definido por

T (x1, x2) = (x2,−x1).

Então, a trajetória log-quadrática (µ, ν) −→
(
x1(µ, ν; x̄), x2(µ, ν; x̄)

)
, (µ, ν) ∈

R2
++ está bem definida e para toda sequência {(µk, νk)}k∈N convergindo a

(0, 0) e tal que limk→+∞(µk/νk) = +∞, a sequência {(xk
1x

k
2)}k∈N é não

limitada.

Demonstração. T é monótono maximal e satisfaz H1), portanto a trajetória

log-quadrática está bem definida e temos que ela é a solução de

0 = (x2,−x1) + ν(x2, x1)− µ(1/x1, 1/x2), (x1, x2) > 0.

Reescrevendo o sistema anterior, segue-se que
x2 + νx1 − (µ/x1) = 0,

−x1 + νx2 − (µ/x2) = 0,

(x1, x2) > 0,

=⇒


x2x1 + νx2

1 − µ = 0,

−x1x2 + νx2
2 − µ = 0,

(x1, x2) > 0,

=⇒ ν(x2
1 + x2

2) = 2µ.
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Desta forma

‖x(µ, ν; x̄, ȳ)‖2 = 2(µ/ν).

Da desigualdade anterior segue o resultado.

No resultado a seguir vamos construir um operador monótono maxi-

mal não linear T satisfazendo H1 e tal que o correspondente MCP (T ) é

degenerado; vamos provar que mesmo tomando µ(t) = ν(t) = t a curva

t 7→ x(µ(t), ν(t); x̄) não é convergente.

Proposição A.0.17. Sejam as aplicações continuas µ(t) = ν(t) = t. Então

existe um operador monótono maximal T̄ : R2 ⇒ R2, tal que a curva t 7→

(x(µ(t), ν(t); x̄) não é convergente.

Demonstração. Consideremos a função φ : R2
++ −→ R2

φ(x1, x2) := (x2
1 + x2

2)/2− lnx1 − lnx2,

e definamos as sequências
x2k := (1, 1/22k),

x2k+1 := (5/6, 1/22k+1),

vk := ∇φ(xk
1, x

k
2) = (xk

1 − 1/xk
1, x

k
2 − 1/xk

2), k = 0, 1, . . . .
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Vamos considerar, sem perda de generalidade, n > m ≥ 1, temos que

〈∇φ(xm), xn − xm〉 = 〈vm, xn − xm〉

=
〈

(xm
1 − 1/xm

1 , xm
2 − 1/xm

2 ), (x1
n − xm

1 , x2
n − xm

2 )
〉

= (xm
1 − 1/xm

1 )(xn
1 − xm

1 ) + (xm
2 − 1/xm

2 )(xn
2 − xm

2 )

=

 (1/2m − 2m)(1/2n − 1/2m), se m é par,

(5/6− 6/5)(1/2n − 5/6)) + (1/2m − 2m)(1/2n − 1/2m), se m é impar.

=


(1/2m − 2m)(1/2n − 1/2m), se m é par,

(5/6− 6/5)(5/6− 5/6) + (1/2m − 2m)(1/2n − 1/2m), se m é impar e n é impar,

(5/6− 6/5)(1− 5/6) + (1/2m − 2m)(1/2n
2 − 1/2m), se m é impar e n é par.

=


(2m − 1/2m)(1/2m − 1/2n), se m é par ,

(1/2m − 2m)(1/2n − 1/2m), se m é impar e n é impar,

−(11/180) + (2m − 1/2m)(1/2m − 1/2n), se m é impar e n é par.

≥ −(11/180) + (2m − 1/2m)(1/2m − 1/2n).
(A.1)

Note-se que (2m−1/2m)(1/2m−1/2n) = (1−1/4m)(1−1/2n−m) e da hipótese

sobre n e m, segue-se que (1−1/2n−m) ≥ (1−1/2) e (1−1/4m) ≥ (1−1/4).

Logo, da ultima desigualdade de (A.1) obtemos que

〈∇φ(xm), xn − xm〉 ≥ −(11/180) + (1/4)(1/2) = (113/130) > 0. (A.2)

Agora, definamos a sequência

λ1 = 1,

Para k = 1, 2 . . . ,

λk+1 = maxj=1...,k

[
λk

(
〈∇φ(xk+1), xk+1 − xj〉/〈∇φ(xj), xk+1 − xj〉

)]
.

Note-se que de (A.2), segue-se que o denominador é estritamente positivo,

logo a sequência está bem definida. Pela monotonia da função φ, segue-se
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que

〈∇φ(xk+1), xk+1 − xj〉 ≥ 〈∇φ(xj), xk+1 − xj)〉.

Logo, da definição segue-se que λk+1 ≥ λk, e sendo λ1 = 1 > 0, obtemos

por indução completa

λk > 0, para todo k ∈ N.

Consideremos o caso em que k + 1 é um número par. Segue da definição de

φ (ver A.1) que

〈∇φ(xk+1), xk+1 − xk〉/〈∇φ(xk), xk+1 − xk〉 =

=
(
(1/2k+1 − 2k+1)(1/2k+1 − 1/2k)

)
/
(
(2k − 1/2k)(1/2k − 1/2k+1)− (11/180)

)
= (1− 1/4k+1)/

(
(1− 1/4k)(1/2)− (11/180)

)
→ 180/79 > 1, quando k → +∞.

Logo, da desigualdade

λk+1 ≥ λj

[
〈∇φ(xk+1), xk+1−xj〉/〈∇φ(xk), xk+1−xj〉

]
, para j = 0, 1, . . . , k

(A.3)

segue, por indução completa, limk→+∞ λk = +∞. Agora, novamente de

(A.3), temos que

〈(∇φ(xj)/λj), xk+1−xj〉 ≥ 〈(∇φ(xk+1)/λk+1), xk+1−xj〉, para j = 1, 2, . . . , k,

ou seja

〈
[
−

(
∇φ(xk+1)/λk+1

)]
−

[
−

(
∇φ(xj)/λj

)]
, xk+1−xj〉 ≥ 0, para j = 1, 2, . . . , k.

(A.4)

Por tanto, definindo T (xk) := −
(
∇φ(xk)/λk

)
: R2 ⇒ R2 com D(T ) :=

{xk}k∈N segue de (A.4) que T é monótono. Considerando agora sua extensão

monótona maximal T̄ : R2 ⇒ R2, segue-se que

0 ∈ T̄ (xk) + (∇φ(xk)/λk), para todo k ∈ N.
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Da definição da sequência
{
xk

}
k∈N

, temos que xk = x(µ(1/λk), ν(1/λk); x̄),

para todo k ∈ N. Desta forma, obtemos que a curva t 7→
(
x(µ(t), ν(t); x̄

)
não é convergente.

Observação A.0.18.

1. Observemos que no exemplo anterior, pelo Corolário 2.1.10, temos que

os pontos de acumulação da trajetória log-quadrática são soluções do

MCP (T ).
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