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Resumo

Alves, Céssio Antonio Machado; Zubelli, Jorge Passamani; Souza,
Max Oliveira. Modelos de Volatilidade Estocastica para o

Indice IBOVESPA. Rio de Janeiro, 2008. B7p. Dissertacao de
Mestrado — Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada .

Em 1973, Black & Scholes e Merton derivaram uma férmula, hoje con-
hecida como férmula de Black & Scholes, para o aprecamento de opgoes.
Esta formula tornou-se ferramenta amplamente difundida e utilizada pelo
mercado financeiro de todo o mundo. Porém, evidéncias empiricas e resul-
tados estatisticos, como a nao-normalidade dos retornos e o efeito smile,
mostram a inconsisténcia de algumas das hipoteses feitas por Black & Sc-
holes, sendo uma das mais controversas a de que a volatilidade seja con-
stante. Em trabalhos recentes, J-P. Fouque, G. Papanicolaou & R. Sircar,
consideram um modelo com volatilidade estocastica com reversao rapida
a média. Inclusive tendo verificado o regime em questao para o indice de
acoes norte-americano S&P 500. Sob a hipdtese de reversao rapida a média,
Fouque, Papanicolaou & Sircar obtiveram uma correcao para o preco de
Black & Scholes, independente do estado da volatilidade, através de uma
expansao assintética. Em seu trabalho, a calibragem do modelo é feita por
um estimador nao paramétrico, através do uso da superficie de volatilidade
implicita do mercado. Sob este ponto de vista, neste trabalho verifica-se
a hipotese de reversao rapida a média para o principal indice de agoes
brasileiro, o IBOVESPA. Tendo em vista a estimacgao, nao-paramétrica,
da superficie de volatilidade implicita, torna-se fundamental o uso de um
método, desenvolvido por N. Kahalé, para interpolar superficies de volatil-
idade implicita para um conjunto de dados esparsos. Tal ferramenta foi
necessaria para que se pudesse contornar a falta de liqiidez do mercado
brasileiro de opgoes sobre o indice IBOVESPA.

Palavras—chave
Volatilidade Estocastica.  Reversao Raéapida a Média.  Analise
Assintética.  Superficie de Volatilidade Implicita. IBOVESPA.



Abstract

Alves, Céssio Antonio Machado; Zubelli, Jorge Passamani; Souza,
Max Oliveira. Stochastic Volatility Models in the Brazilian
Index Stock Market. Rio de Janeiro, 2008. B7p. MsC Thesis —
Instituto Nacional de Matemaéatica Pura e Aplicada .

In 1973, Black & Scholes and Merton derived a pricing formula for options,
nowadays known as the Black & Scholes formula. This formula became
widely used in financial markets worldwide. However, there are empirical
evidences, such as the non-normality of the returns and the smile effect,
that show inconsistencies in some of the hypothesis postulated by Black
& Scholes. The most controversial one being the assumption of constant
volatility. In recent works, J-P. Fouque, G. Papanicolaou & R. Sircar,
consider a model with stochastic volatility, that reverts to a mean under the
assumption of fast mean-reversion. They derived an asymptotic correction
for the Black & Scholes price, which is independent of the volatility driving
process state. They verified that such regime, is indeed present in the
S&P500. The calibration of the correction is a non-parametric one, through
the use of the market implied volatility surface. In this work, it is verified
that the main Brazilian stock index, IBOVESPA, displays a mean reversion
behaviour. For the calibration of the correction, due to lack of liquidity of
the Brazilian option market, an appropriate interpolation of the sparse data
is necessary to generate an implied volatility surface. This is done using a
method derived by N. Kahalé that guarantees that there is no arbitrage in

the interpolated surface.

Keywords
Stochastic Volatility. Fast Mean Reversion. Asymptotics Analysis.
Implied Volatility Surface. IBOVESPA.



Sumadrio

{1  Introducao]
(1.1  Organizacao do [rabalho|

[2___Modelo de Black - Scholes|
2.1  Aprecamento|

B Wodelos de Voailidade E =
3.1 Modelos com Reversao a Medial

3.1.1 Modelo de Cox-Ingerssol-Ross (CIR))|

3.1.2 Modelo de Ornstein-Uhlenbeck (OU)|

[3.2 Aprecamento do Derivativo

[3.3  Escalas de Tempo no Processo de Volatilidade|

{4 ldentificacao de Reversao Rapida a Média|
4.1 Modelo e Dados|
4.2 Procedimento Estatisticol
[4.3  Algoritmo para Estimacao|
4.4 Dados Sinteéticos|
(4.5 Regime do IBOVESPA|
451 Serie Historica de 2005
452 Serie Historica de 2006)

b___Analise Assintotical
b.1 Analise Dimensionall
[5.2  Solucao Assintotica|
(5.3 Volatilidade Implicada para Opcoes Européias de Compral

6 Interpolacao da Superficie de Volatilidade Implicital

61 C o5 Prelimi ]

(6.2  Meétodo de Interpolacao|

[6.3  Algoritmo para Interpolacao|

[6.4 Interpolacao Bi-dimensionall

[6.5  Superficies de Volatilidade Implicita para o IBOVESPA|
6.5.1 Superficie de Volatilidade Implicita no dia 24/01/2005|
6.5.2 Superficie de Volatilidade Implicita no dia 04,/02,/2005|

[/ Resultados Empiricos para o IBOVESPA|
[7.1  Estimacao da Superficie de Volatilidade Implicita
7.2 Uma parametrizacao no tempo de Fouque et al|

[8  Conclusoes e Aprimoramentos Futuros|
[8.1  Contribuicoes do Trabalho|
[8.2  Aprimoramentos Futuros|

13
14

16
19

26
26
28
28
29
35

38
38
39
40
41
42
43
45

48
48
50
59

62
62
63
70
71
72
72
72

77
7
78

83
83
84



Lista de figuras

p1

Valor intrinseco de uma opcao européia de compra e uma opcao|

leuropéia de venda, com preco de exercicio /, data de vencimento]
[I" e preco do ativo X |

B

Volatilidade Estocastica Simulada, com f(y) = eY,m; =
[0.001,my = 4 e com os parametros: a« = 1.m = —0.7,5 =

[3.2  Caminhos simulados para volatilidade, com f(y) = €Y, m; = 0.001,|
fmy = e*°, m = —0.7,0v=0.3,p = 0|

3.3 Caminhos simulados para volatilidade, com f(y) = 0.35%4-
[0.0T, m=—-0.7,v=3,p=0]

[4.1 Retornos Simulados e Variograma|

4.2  Ajuste do valor médio do variograma|

4.3 Indice IBOVESPA e seu Retorno para 2005

4.4 Variograma IBOVESPA (2005)|

4.5 Ajuste do Variograma Médio (2005)|

4.6 Indice IBOVESPA e seu Retorno para 2006|

4.7 Variograma IBOVESPA (2006)|

4.8

Ajuste do Variograma Médio (2006)|

5.1

Superficie de volatilidade implicita estimada pela analise

[assintdotica. Os parametros estimados foram a = —0.01105 €
[b = 0.2966, para o valor do indice IBOVESPA de 24818.01 no dia|

04/02/2005.

. urva de precos para opg¢des no dia , com o indice
6.1 C d 0 dia 24/01/2005 indi
IBOVESPA cotado a 23812.51
[6.2  Superficie de volatilidade implicita para opcoes sobre o IBOVESPA |
[no dia 24/01/2005, com o indice IBOVESPA cotado a 23812.51]
: urva de precos para op¢des no dia , com o indice
6.3 C d 0 dia 04/02/2005 indi
IBOVESPA cotado a 24548.18
[6.4  Superficie de volatilidade implicita para opcoes sobre o IBOVESPA |
[no dia 04/02/2005, com o indice IBOVESPA cotado a 24548.18|
[7.1 Ajuste da superficie de volatilidade implicita do mercado pelal
lsuperficie estimada segundo FPS, no dia 21,/01,/2005, com o indice|
[BOVESPA cotado a 23608.58
[7.2  Ajuste da superficie de volatilidade implicita do mercado pela
lsuperficie estimada segundo FPS, no dia 11/04/2006, com o indice|
IBOVESPA cotado a 37823.02
[7.3 Ajuste da superficie de volatilidade implicita do mercado pelal

[superficie estimada segundo FPS paramétrico no tempo, no dia|
[21/01/2005, com o indice IBOVESPA cotado a 23608.58|

20

30

36

37

41
42
44
44
45
46
46
47

61

73

74

1)

76

78

79



[7.4  Ajuste da superficie de volatilidade implicita do mercado pela
[superficie estimada segundo FPS paramétrico no tempo, no dia|
(11/04/2006, com o indice IBOVESPA cotado a 23812.51 81

[7.5 Ajuste da superficie de volatilidade implicita do mercado pela
[superficie estimada segundo FPS paramétrico no tempo, no dia|
[04,/01 /2005, com o indice IBOVESPA cotado a 24790.57| 82




Lista de tabelas

[4.1 Parametros usados na simulacao|

[4.2  Parametros estimados pelo Variogramal

(4.3 Dias de negociacao da BOVESPA|

4.4 Parametros estimados pelo Variograma (2005)

4.5 Parametros estimados pelo Variograma (2006)

[7.1 Erro da estimativa de FPS na figura 7.1

[7.2  Erro da estimativa de FPS na figura 7.2|

[7.3  Erro da estimativa de FPS paramétrico no tempo na figura 7.3
[7.4  Erro da estimativa de FPS paramétrico no tempo na figura 7.4
[7.5  Erro da estimativa de FPS paramétrico no tempo na figura 7.5




Dedico esta a minha Avé Maria e aos meus
Pais Edmissio e Cecilia.



1
Introducao

Black & Scholes e Merton deduziram, em 1973, uma férmula para o
aprecamento de opgoes assumindo, dentre outras hipoteses, a log-normalidade dos
retornos e volatilidade constante. Testes estatisticos sobre dados de mercado, como
os apresentados em [25], 29] [16], evidenciam que tais hipdteses nao sao vélidas. Além
disso, dados de mercado costumam exibir o efeito conhecido como smile, [10, 15, 24],
contrariando a hipotese de que a volatilidade do ativo é constante, i.e., invalidando
a féormula de Black & Scholes. Mais ainda, alguns trabalhos, [29, 15 5] sugerem
também um comportamento de retorno a média, para a volatilidade.

Uma parte significativa dos trabalhos encontrados atualmente na literatura
tenta corrigir os problemas apresentados pelo modelo de Black & Scholes, através
da introducao da hipdtese que a dinamica da volatilidade seja dada por um processo
estocastico, [16, 29, 15]. Um das principais razoes é o fato das distribuigoes dos
retornos apresentarem uma cauda mais pesada que a da distribuicao gaussiana,
além do efeito smile, [10]. A incorporacao da hipdtese de volatilidade estocastica
ajuda a justificar distribuigoes assimétricas, e, para o caso p = 0, Renault & Touzi
mostram, em [24], que volatilidade estocastica implica smile. Porém, a introducao
desta hipdtese aumenta a dificuldade do aprecamento de uma opcao, uma vez que
nao existe uma unica medida martingal equivalente.

Fouque, Papanicolaou & Sircar [I1), 17, 12] sugerem em seu trabalho uma
analise do regime de reversao rapida a média da volatilidade, através de métodos
assintéticos. Em [17], eles derivam uma corregao para o preco de Black & Scholes. Em
trabalhos mais recentes, como o de Souza & Zubelli [28], sugere-se que em regimes
diferentes, em particular quando a vol-vol é moderadamente pequena, tal correcao
assintética toma uma forma um pouco diferente da encontrada em [17].

Em 2003, Fouque, Papanicolaou, Sircar & Solna [I3] mostraram a evidéncia
da reversao rapida a média, para o indice de a¢Ges americano S&P500.

Em 2005 Almeida & Dana, [I], aplicam esta metodologia para o mercado de

agoes brasileiro, verificando o regime para as acoes da TELEMAR, porém em sua
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analise nao sao usados dados de alta freqiiéncia (At = 30 minutos) para a verifica¢ao
da hipdtese de alta reversao a média e, devido ao problema de liqiiidez, a estimagao
dos parametros da correcao é feita de uma maneira diversa da proposta por Fouque
et al.

Neste trabalho aplica-se a metodologia proposta por Fouque et al, [I7], para
o indice IBVOESPA, principal indice de agdes do mercado brasileiro. Verifica-se
a hipdtese de reversao a média da volatilidade usando dados de alta freqiiéncia
(At = 30 segundos), e faz-se a estimagdo, nao paramétrica, dos parametros do
modelo, segundo Fouque et al., visando a calibracao do modelo.

Para contornar o problema da falta de ligiiidez do mercado de opcoes brasileiro,
mencionado em [I], apresenta-se um resultado crucial para a calibragao do modelo.
Desenvolve-se um algoritmo, baseado no método devido a Kahalé em [19], para
interpolar superficies de volatilidade implicita partindo de um conjunto esparso de
dados de volatilidades implicita de mercado. Este algoritmo gera, a partir de dados
livres de arbitragem, uma superficie de volatilidade implicita livre de arbitragem

que satisfaz algumas condigoes de suavidade e estabilidade.

1.1
Organizacao do Trabalho

No capitulo Pl apresenta-se uma breve deducao da férmula de Black & Scholes.

No capitulo Bl introduz-se o conceito de volatilidade estocastica, e
aprensentam-se dois exemplos baseados em modelos classicos: Hull-White e Heston;
[16], [15]. Vérios resultados mostram uma melhor adaptagao a volatilidade estocéstica
do que a volatilidade constante, [25], 29, [5]. Apresenta-se a deducao da equagao do
aprecamento da opc¢ao no modelo de volatilidade estocéstica.

No capitulo [ seguindo a referéncia [I7], é descrito um procedimento usado
para verificar a hipétese de reversao rapida a média. Esse procedimento é usado para
determinar se o processo satisfaz ao regime de Fouque et al., tendo sido aplicado
a dados do IBOVESPA. Em seguida, no capitulo [ apresenta-se a derivacao da
corre¢ao do preco de Black-Scholes, feita por Fouque et al. em [I7], encontrando-se
a expansao assintética do mesmo. Além disso encontra-se a corregao assintética para
a superficie de volatilidade implicita.

Como o mercado brasileiro de opcoes sobre o indice IBOVESPA apresenta
uma baixa liqiiidez, torna-se necessario o desenvolvimento de uma ferramenta para

poder reconstruir a superficie de volatilidade implicita de mercado. Sendo assim, no
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capitulo[@l é descrito um método para interpolar a superficie de volatilidade implicita
de mercado a partir de um conjunto esparso de dados. Esta abordagem garante
propriedades importantes para a superficie, como a nao-arbitragem, suavidade e
estabilidade.

Finalmente, no capitulo [7l sao apresentados os resultados numéricos obtidos
do modelo de Fouque et al. [I7] aplicados ao indice IBOVESPA. Os resultados sao
apresentados para um conjunto pequeno de dias dos anos de 2005 e 2006, devido a

falta de liquidez do mercado de opgoes.



2
Modelo de Black - Scholes

Em 1973, Black & Scholes, [6], e Merton, [21], deduziram a férmula para
o aprecamento de opgoes européias, a qual se tornou desde entao, ferramenta
imprescindivel para os mercados financeiros de todo o mundo. A deducao desta
formula é apresentada de maneira breve neste capitulo, devido a sua importancia
para o mercado e para este trabalho, baseando-se para isto, em [6], 30, 20].

Algumas defini¢oes, que sao utilizadas durante o desenvolvimento deste tra-
balho, sdo expostas a seguir. Referéncias gerais para este capitulo sao [20, 6], 30} 4} [8,
27]. Inicialmente sao apresentadas as defini¢oes de espago de probabilidade, filtracao

e processo estocastico.

Definigao 2.1 (Espago de Probabilidade) Um espaco de probabilidade é um
trio (0, F,P), onde:

— Q) € um congunto nao-vazio, chamado de espago amostral;

— F € uma o-dlgebra de subconjuntos de €1, e

— P € uma medida de probabilidade.

Definicao 2.2 (Filtracao) Seja {Fi}iezr uma colecio de o-dlgebras e I um con-

junto ordenado tais que Fs C Fy para s < t,s,t € L. Tal colecao é chamada filtracao.

Definicao 2.3 (Processo Estocastico) O conjunto {(X;, Fi)}iez formado pela
filtra¢ao {F;}iez € uma familia de varidveis aleatdrias tomando valores no R™ com

X sendo Fi-mensurdvel é chamada de processo estocdstico com filtra¢ao {F; }iez-

Na seqiiéncia deste trabalho, usualmente considera-se Z = [0,00) ouZ = [0,T") como
conjunto de indices.

Define-se agora o processo conhecido como movimento browniano:
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Defini¢ao 2.4 (Movimento Browniano) Seja o espaco de probabilidade
(Q,F,P). Define-se como Movimento Browniano o processo {W;hi>o0 com cam-
inhos continuos tal que:

- Wy =0,P — qtp,

- W, =Wy~ N(0,t—5),s<t, e

- Wy — W independe de W,, — W, para 0 <r <u <s <t

A demonstracao da existéncia do movimento browniano pode ser encontrada em
[20].
Define-se agora uma classe de processos estocasticos que sao fundamentais para

aplicagoes de calculo estocéstico, os processos martingais:

Defini¢ao 2.5 (Martingal) Dado o par {(Xy, Fi)}iez, formado um processo com
valores reais tal que B | Xy| < oo para todot € T e um filtra¢ao, onde I é um conjunto

ordenado, entao:

— (X7) € dito ser um super-martingal, se para todo s,t € T, com s <t tem-se:

E [Xt|Fs] S st]P) - qtpa
— (X7) € dito ser um sub-martingal, se para todo s,t € T, com s <t tem-se:

E[X|F] > X, P—qtp,

— (X7) € dito ser um martingal, se para todo s,t € I, com s <t tem-se:

E[Xt‘fs] = Xs’]P)_qtp'

Proposicao 2.1 O movimento Browniano unidimensional W; é um martingal em

relacao ao filtro adaptado F;.

Prova.

EWiFs] = E[W, — W, + W,|F]

= E[W, — W,|F] + E [W,|F]
E [W;, — W,|F,] + W,
= W,
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para s < t, P-qtp. [ |
Define-se agora o que é uma integral estocastica e em seguida apresentam-se

duas propriedades importantes.

Definicao 2.6 (Integral Estocastica) Seja o processo estocdstico  simples
{Xibiepo,r- A integral estocdstica 1(X) para t € [0,T] € definida como:

¢
I(X) ::/ X dW, = Z Xi(Wiinte = Wiy at)-
0

1<i<p

Um apresentagao para um processo mais geral pode ser encontrada em [22].

Proposigao 2.2 (Propriedades da Integral Estocastica) Sejam — {X;}icpo,n
um processo estocdstico e 1(X) a integral estocdstica. As afirmagdes a sequir sao

verdadeiras:

~{I(X) hiepory € um martingal com respeito a {F}icpm. Em  particular,
E[L(X)] = 0 para todo t € [0,T7], e

~ Para t € [0,T] tem-se
t t
(/ XSdWS) =E U ngs] (2-1)
0 0

A relagao (2-I) é conhecida como Isometria de Ito. A demonstragdo da proposigao

2

E

pode ser encontrada em [20].
A préxima definicao apresentada, é a Férmula de Ito, apresentada na forma

diferencial.

Teorema 2.3 (Férmula de It6 - Bidimensional) Sejam (W;) um movimento

browniano unidimensional e (X;) e (Y;) processos de Ité unidimensionais tais que:

dXt = utdt—l—atth. (2—2)
dY, = ndt + &dW,.

Seja f € CT2([0,00),U C R?). Entdo, para todo t > 0 tém-se:

0 0 0
A6, X0 i) = Gt + S ax,+ L ay,
92 f

1 [(0%f 0*f
+3 (@CKX)t T 25y X Vet a—y2d<y>t> )
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onde:

dX) = ol
dlY), = n’dt,
d(X,Y), = ondt.

A completa dedugao desta expressao pode ser encontrada em [20].

Definigao 2.7 (Processo Estocastico Mensuravel) Seja {(X;,G;) }ejoo0) wm

processo estocdstico. Esta processo estocastico € dito ser mensurdvel, se a aplicacao:

[0,00) X  — R"
(s,w) — X (w)

¢ B([0,00)) ® F — B(R™)-mensurdvel.

Defini¢ao 2.8 (Processo Estocastico Progressivamente Mensuravel) Seja
{(Xt, G) hejo,00) um processo estocdstico. Esta processo estocdstico € dito ser pro-

gressivamente mensurdvel, se para todo t > 0 a aplicacdo:

0,¢) x Q — R"
(s,w) — X (w)
(2-8)

¢ B([0,00)) ® G — B(R"™)-mensurdvel.

2.1
Aprecamento

O modelo de Black & Scholes busca aprecar um derivativo europeu. Os dois
exemplos classicos de derivativos europeus sao as opcoes de compra e venda. Uma
opcao de compra (venda) européia, é um derivativo que dé ao seu detentor o
direito, porém nao a obrigagao, de comprar (vender) uma ac¢do por um prego
previamente especificado, denominado prego de exercicio, numa data especifica do

futuro, chamada data de vencimento da opcao. O valor intrinseco deste derivativo
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na data do vencimento depende do tipo do contrato. Em particular no caso de uma

opcao de compra e de venda eles apresentam a seguinte forma:

— Valor intrinseco da opg¢ao de compra:

hXr) = (Xr—K)*, (2-9)

— Valor intrinseco da opcao de venda:

h(X7) = (K—-Xp)", (2-10)

onde T representa a data de vencimento da opg¢ao, K o seu preco de exercicio e
()t = max{0,z}. A figura 21l apresenta o gréafico do valor intrinseco de opgoes

européias de compra e venda, respectivamente.

Opcéo de compra

o
(8]
[}
(%]
E
£
S
<
>
K
Ativo objeto
Opcéao de venda
o
(8]
(]
(2]
RS
=
<]
©
>

K
Ativo objeto

Figura 2.1: Valor intrinseco de uma opgao européia de compra e uma opcao européia
de venda, com preco de exercicio K, data de vencimento T e preco do ativo X.
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O modelo de Black-Scholes (BS) consiste de dois ativos, um livre de risco (B;)

e o ativo de risco (X;), seguindo as dinamicas:

dB, = rBydt, (2-11)
dXt = [,I,Xtdt + UXtth, (2-12)

onde as constantes r, p e o representam a taxa livre de risco, o retorno médio
esperado e a volatilidade do ativo, respectivamente.
Para calcular os processos (B;) e (X;) usa-se a férmula unidimensional de Tto,

(2=4)), e verifica-se que:

B, = ¢, (2-13)
o2
X, = Xoel= 7)o (2-14)

Apresentam-se agora algumas defini¢oes e resultados que serao usados para a
deducao do preco de Black & Scholes para um derivativo europeu. As demonstragoes

destes resultados podem ser encontradas em [20], [4], [27] e [8].

Defini¢ao 2.9 (Portfélio) Seja Z(t) > 0 o wvalor de riqueza inicial. Um portfdlio
II; € uma carteira formada por ativos negociados no mercado. Em particular, no
caso de Black & Scholes, 11, = (I1},112);50, com I} := %1:;’ onde ¢, i € 1,2, € a
quantidade de ativos com e sem risco que compoem o portfolio.

Definigao 2.10 (Oportunidade de Arbitragem) FExiste oportunidade de arbi-
tragem, se € possivel construir um portfolio auto-financiado, tal que Iy = 0 e
P[II; > 0] > 0. Diz-se que nao existe oportunidade de arbitragem, se ndo existe
um portfolio com valor inicial igual a zero, tal que se tenha probabilidade positiva

de retorno estritamente maior do que zero.

Defini¢ao 2.11 (Mercados Completos) Um Mercado é dito completo se, e so-
mente se, todo ativo negocidvel deste mercado pode ser replicado por um portfélio

auto-financiado composto apenas por ativos do mercado.

O mercado proposto por Black & Scholes é completo e livre de arbitragem. A
demosntrac@o deste fato pode ser encontrada em [§].

O objetivo agora é calcular P(t, X;), o prego de uma opgao européia sobre o
ativo objeto (X;), com valor intrinseco h(X7). Para isto, monta-se um portfélio I1;,

composto por (X;) e (B;) para replicar a opgao, e entao poder calcular seu prego.
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Definicao 2.12 (Estratégia de Investimento) Uma Estratégia de Investimento
¢ = (at,by) € um processo progressivamente mensurdvel em relagio a filtracao

{Fi}iepor) tomando valores em R?, tal que:

T
/ b |dt < o0, —q.t.p.
0

T
/(atXt)zdt < o0,P—q.tp.
0

Defini¢ao 2.13 (Portfélio Auto-Financiado) Seja o portfolio 11, = a; X, + b, By

s

formado pela estratégia de investimento ¢ = (ay,b;) e pelos ativos (X;) e (By). I, é

dito ser Auto-Financiado, se:
dHt = CLtht + rbtertdt. (2—15)

Isto €, as wvariacoes no valor do portfolio apenas se darao em funcao de variagoes

dos valores do ativo objeto e do ativo sem risco.

Seja entao II; um portfélio auto-financiado, composto por (X;) e (By), que
replique a opc¢ao na sua data de vencimento, i.e., II; possui o mesmo fluxo de caixa
que a opcao. Na auséncia de arbitragem, isso é equivalente a possuir o mesmo preco,

logo:

Iy = apXr + bre™ = h(X7). (2-16)
Para que nao exista oportunidade de arbitragem, também deve satisfazer:

I; = a; X; + bie™ = P(t, Xy), (2-17)

para todo 0 <t < T.
Busca-se entao encontrar os processos a; e by que satisfagam (2=I7)). Como o

portfélio é auto-financiado, a equagao (2=I0]) ¢ vélida e, assim, tem-se:
dHt = atht + T’btertdt = dP(t, Xt) (2—18)

Para calcular dP(t, X;) faz-se uso da férmula de It6 ([2=4). Com isso, de ([2=12]) e
[2-18), pode-se escrever:
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(CLt/J,Xt + TbteTt)dt + CLtO'Xtth =

(2-19)
(% +pX 2 + 102 XPEE ) dt + 0 X, 2L,
Igualando-se os coeficientes dos termos dW; de (2-19), tém-se:
oP
= —(t, Xy). 2-20
De (2=I7) e (2=20), deduz-se o valor de b; como sendo:
bt = (P(t, Xt) — CLtXt) B_Tt. (2-21)

Desta forma, igualando-se os termos em dt de (2=19) e substituindo-se a; e b,

de acordo com (2-20)) e (2-21]) chega-se a:

oP\ P 1 , ,0°P

A equacao ([2222)) é a equacao diferencial parcial de Black-Scholes, e deve ser
suplementada com a condic¢ao final P(T,X7) = h(Xr) e condigbes de contorno
dependentes do contrato.

O preco de Black-Scholes para uma opgao européia de compra no tempo ¢, sobre
o ativo objeto (X;) é denotado por Cpg(t,z) e para uma opgao de venda denota-
se por Pgg(t,z). No caso de opgoes européias de compra e venda, as condigoes de

contorno sao:

— Opcao européia de compra:
lim CBs(t, x) = O,
z—0

. CBS<t7:E) -
N

— Opcgao européia de venda:

. PBS’ (tv $)
b e 7~ b

lim Ppg(t,z) = 0.

r——400
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O preco de Black-Scholes para uma opgao européia de compra, pode ser

resolvido analiticamente, [20], e possui a seguinte forma:
CBS = I‘N(dl) - KG_T(T_t)N<d2), (2-23)

onde

~ log(x/K) + (r+ %0’2)(T —t)
d = —— : (2-24)

d2 = d1 — oV T — t, (2—25)

Y
N(z) = — e VP dy. 2-26
W = [ (20

Grande parte da popularidade desta férmula deve-se ao fato da mesma

relacionar o preco atual do ativo objeto z, o tempo até o vencimento da opgao
T —t, o preco de exercicio da opcao K, a volatilidade o e a taxa livre de risco r,
com o preco da opgao.

Outro fato importante é a paridade entre opc¢oes européias de compra e venda.

Teorema 2.4 (Paridade entre Opgoes Européias de Compra e Venda)
Para pregos de opgoes européias de compra e venda, Cpgs(t, X(t)), Pps(t, X (t)),

com mesma data de vencimento e mesmo preco de exercicio, tem-se:
Cps(t,X(1)) + Ke"T= = Pyg(t, X (1)) + X (t) (2-27)

se o ativo objeto nao paga dividendos em [0,T].

Prova. O lado esquerdo da equacao (2=27]) corresponde a estratégia de comprar
um opcao de compra e investir Ke """~ unidades monetérias no ativo sem risco.

Quando t =T, tem-se esta estratégia da o seguinte retorno:

Cps(T, X (T)) + Ke"™™ 1 = (X(T) - K)" + K
= Kl{X(T)<K} + X(T)I{X(T)ZK}- (2—28)

A estratégia correspondente ao lado direito da equacdo (2-27) corresponde a es-

tratégia de comprar uma opc¢ao de venda e uma unidade do ativo objeto. Quando
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t =T, tem-se o seguinte retorno:

Pps(t, X(t)) + X(t) = (K- X(T))" +X(t)
= Klixa<xy + X(T)lix 1)k (2-29)

Ambas estratégias possuem mesmo retorno para t = T, provando (2=27]) neste caso.
Se (2=27)) nao fosse valido para t < T', entdo, poderia se construir uma oportunidade
de arbitragem vendendo a estratégia de maior valor e comprando a estratégia com
menor valor. Assim, como de acordo com (2=28)) e (2=29) ambas possuem mesmo
retorno no tempo t = T, esta estratégia seria uma possibilidade de arbitragem.
Logo, segue que ([2=27)) é valida para todo ¢ € [0, T]. |



3
Modelos de Volatilidade Estocastica

Num modelo estocastico para a volatilidade de um ativo, a mesma varia de
acordo com alguma equagao diferencial estocdstica ou algum processo aleatério
discreto. Em ambos os casos, a principal caracteristica do modelo estocastico é a
introducao de uma nova fonte de incerteza no mercado.

Assumir a volatilidade como um processo estocastico é uma hipétese muito
consistente, pois tal modificacao ajuda a descrever um mercado mais complexo do
que aquele assumido por Black & Scholes. Sob esta hipétese, o fato da distribuicao
dos retornos nao serem log-normais, e as assimetrias encontradas nas distribuicoes e o
efeito conhecido smile sdo melhores explicados, [16], 15, 29, (5, 25, T0]. Em particular,
resultado devido a Renault & Touzi, [I7, 24] mostra que volatilidade estocéstica
implica smile.

Entretanto, ao considerar esta hipdtese, o mercado deixa de ser completo,
uma vez que o a volatilidade ndao é um ativo negociavel. Desta forma, aprecar
uma opcao num modelo com volatilidade estocastica significa aprecar este derivativo
num mercado incompleto, onde nao existe uma tunica medida martingal equivalente.
Assim, este nao pode ser perfeitamente replicado por um portfélio auto-financiado
composto apenas pelos ativos sem risco e objeto, o que torna o aprecamento mais
dificil.

Neste capitulo, dois exemplos de modelos continuos de volatilidade estocéastica
sao apresentados. Apresenta-se a derivacao da equacao de aprecamento para volatil-
idade estocastica e adicionalmente, apresenta-se um estudo sobre as possiveis escalas

de tempo identificadas no processo de volatilidade.

3.1
Modelos com Reversao a Média

A primeira premissa do modelo proposto neste trabalho é a de que a volatili-

dade de um ativo, segue um processo estocastico.
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Além disto, evidéncias estatisticas sobre dados de mercado e grande parte dos
modelos de volatilidade encontrados na literatura, como em [I5, 29] [5], levam em
consideracao a hipdtese de reversao a média. Esta hipdtese procura representar o
comportamento tipico destes processos que, apés um periodo de tempo, tendem a
retornar a seus niveis historicos.

A interpretacao do mercado de financas sobre a hipétese de reversao a média
é de que, em momentos de maior turbuléncia, a volatilidade tende a aumentar,
voltando a oscilar em torno de um nivel mais baixo ao findar este periodo.

Sendo assim, as seguintes hip6teses sao consideradas, [17), [14] 28]:
dX, = pXidt + f(Y)XedW, (3-1)
dY; = a(m—Y,)dt+ g(t,V;)dZ, (3-2)

onde

— (X}) é o prego do ativo e f(Y;) é o processo de volatilidade do ativo;

f é tal que existem my, my € R, tais que 0 < m; < f(y) < my < 00, para
todo y € R;

— « representa a taxa de reversao a média de Y,

m representa a média da distribuicao de Y.

Além disso, Z; é um movimento browniano correlacionado com W, da seguinte forma:

dZ, = pdW,+ /1 - p2dZ,, (3-3)

onde (W,) e (Z;) sdo dois movimentos brownianos independentes, (dW,, dZ,) = pdt,
p e [—1.1].
A seguir, dois exemplos de processos estocasticos com reversao a média

encontrados na literatura, [29, [15], sdo apresentados.
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3.1.1
Modelo de Cox-Ingerssol-Ross (CIR)

O modelo de Cox-Ingerssol-Ross (CIR) é um modelo de volatilidade estocéstica
com reversao a media, onde as relagoes (3-1) e (B-2)) sao validas, com f(y) = \/y e
9(y) = By/Y, o que leva a seguinte dinamica:

dX, = pX,dt+ /Y, X dW, (3-4)
dY, = a(m—Y)dt+ B/Y:dZ, (3-5)

onde 3 é um valor constante.
Vale observar que a dinamica do modelo CIR é a mesma do modelo de Heston
[15]. Neste caso, como (Y;) > 0, para t > 0, tem-se m > 0. No modelo CIR (Y;)

possui distribui¢ao qui-quadrado nao central, com média e variancia dadas por:

E[Y,[Yo=y] = m+ (y—m)e (3-6)
mp? (2 _ 32 m _
Y.V, = _ Mo, ||t Mo 2\a|t'
Var[V;|Yo = y] e o (y —m)e ™" + a(2 y)e

Note que apesar de f(y) nao satisfazer a hipétese inicial, este é um modelo
bem definido, como em [I5], e sua assint6tica pode ser obtida de maneira semelhante
aquela do Modelo de Ornstein-Uhlenbeck (OU), que é apresentado a seguir e cuja

analise assintética é apresentada em [Bl

3.1.2
Modelo de Ornstein-Uhlenbeck (OU)

Um outro modelo de volatilidade estocastica é considerar a volatilidade como
um processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU), onde também sao vélidas as relagoes
B=I) e (3=2), considerando-se g(y) = (. Assim, diferentemente do modelo CIR, a

dinamica para o processo de volatilidade é dada por:

dY, = a(m—Y,)dt+ 8dZ, (3-7)

onde ( é um valor constante.
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Vale notar que outros trabalhos, como [29, 5], adotam a mesma dindmica para

o processo de volatilidade. A seguir calcula-se o processo Y, solucao de (B=7)):

dY, = a(m—Y,)dt + BdZ,
dY; + aYidt = amdt+ ﬁdz,
d(e™Y;) = ame™dt + Be®dZ,,

Integrando em ¢, tem-se:

¢ t t
/ d(e**Yy)ds = / ame®®ds + ﬁ/ e dZg
0 0 0
¢
Yie* —Y, = me™ —m+ ﬂ/ e**dZ,
0

t
Vi = m+ (Yo —m)e ™+ / e =947, (3-8)
0

A equagao (B=8) representa, entao, a forma explicita de (Y;), solucao de (B3-1)).

A sua anélise permite afirmar que:
Vi~ N+ (Yo — m)e, v?(1 — e~20%)), (3-9)

onde v = % A distribuicao invariante deste processo, obtida no limite t — oo, é
Yit—oo) ~ N (m,v?), que nao depende de Y.

Na figura B.I] sdo apresentadas simulagoes para a volatilidade resultante da
utilizagdo do modelo OU, com f(y) = e¥, m; = 0.001 e my = 4, bem como os

respectivos retornos.

3.2
Aprecamento do Derivativo

Seja PM(t, X,,Y;) o preco de uma opcao do tipo européia com valor intrinseco
h(X7) e vencimento em Tj, cujo ativo objeto é (X;). Deste ponto em diante, os
processos (X;) e (Y;) sdo considerados tais que valem as relagoes ([B=1)) e (B=1).

Deseja-se aprecar a opcao P1(t, X;,Y;). Como visto em 2.1}, 0 método utilizado
para se obter a equacao do preco da opgao é montar um portfélio auto-financiado
que replique esta opc¢ao. Porém, no caso de se ter um mercado incompleto, nao é
possivel replicar a opcao através de um portfélio composto pelos ativos com risco e

sem risco apenas, como considerado na modelagem de Black-Scholes.
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Modelo Ornstein—Uhlenbeck (OU)

Volatilidade

0 0.005 0.01 0.015
Tempo (anos)
x 107
5 T
[%2]
o
c
g O
3]
04
_5 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015

Tempo (anos)

Figura 3.1: Volatilidade Estocéstica Simulada, com f(y) = e¥,m; = 0.001,my =4 ¢
com os parametros: « = 1,m = —0.7, 6 = 0.5, p = —0.2.

Desta forma, monta-se um portfélio II;, contendo além dos ativos com e sem
risco, uma outra opcao européia, de preco P(Q)(t, X, Y:), da mesma classe que
PO(t, X,,Y;), i.e., mesmo ativo objeto, porém com data de vencimento 75, tal que
T, > T} > t, com o objetivo de completar o mercado para o aprecamento da opgao.

Assim, procura-se pela estratégia de investimento ¢ = [ay, by, ¢;] tal que:

PIO(Ty, X7, Yy) = g, (3-10)
P(l)(TleTp YT1) = a'TlXTl + bT1BT1 + CT1P(2)(T17XT1> YT1)> (3'11)

onde B, = €™ é o preco do ativo sem risco com taxa de juros instantanea r.

Como o portfélio é auto-financiado, vale a relacao:
dIl, = a,dX; + bere™tdt + c,dPP (t, X, Y;). (3-12)

De (BI1) e dado que seja possivel encontrar um portfélio com estas carac-

teristicas, ([B-12)), para que nao exista oportunidade de arbitragem, deve ser verdade
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que:
PY(t, X, Y;) = a; Xy + be™ 4 ¢, PP (t, X, Yy), (3-13)

para todo t < T7.

Para calcular dP® (t, Xy, Y:), i = 1,2, e encontrar entdao a equagao do prego,
faz-se uso da férmula bidimensional de It6, apresentada em (2=3]). Antes porém,
calcula-se AP (¢, X,,Y;), i = 1,2:

‘ opP® opP® opP®
(i) _
dPD(t, X,,Y;) U+ ——d X + 3
1 (0*PO 9*pPL * Pt
+ = (—(%2 d(X); +2 520y d(X,Y)tJr—ayQ d(Y)t>
opPY opPY opPY
= ot X+ . dY,
1 0’°P 0?P® 0’°P
- dt +2 dt + 3* dt
+2(9cf(y>a +arﬁpf<>88 + e >
opPY oprY opPY
= ot X+ 5 dY,
82P 2P 1 92pl)
2 a2
v (G et G+ 5 ) e
() (i) (i)
_ 9P dt + M, P dt+ap dXt+aLdYt
ot ox dy
_ (2 + M dt+ap(i)dX ap()dY (3-14)
— \at ! o T T, i
onde
My = S e+ 2 (3-15)
L PIY Beay T 27 B2

Sendo o portfélio auto-financiado, a relagdo ([B-12) ¢é vélida. Assim,

substituindo-se ([B-I4)) em (B=I2), tem-se:
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onde

a 1 1
(— + Ml) PWdt + 222X, + 2D qY, = a,dX, + beretdi+

ot Oy
(3-16)
0 or® or®
— PPt dX dy;
Cy {(61& +M1) + O ¢+ ay t
P(l) = p(l)(t7Xt7Y;f)
PY = POt X, ).
Igualando-se os termos em dX; e dY; de (B=10), tem-se:
opW op?)
O = a; + Ct% (3-17)
P P2
0 = cta . (3-18)
dy oy

Desta maneira, os termos ¢; e a;, podem ser escritos como:

Ct =

ay —

Substituindo a;, ¢

opW PN\ !
( dy )( dy > (3-19)

opw (apu)) (ap@))l opP®

: -2
ox oy dy ox (3-20)

e by = (PY — X, — ¢,PP)/e™ na relacio ([B3-10) e



Capitulo 3. Modelos de Volatilidade Estocastica 33

comparando os temos em dt, tem-se:

0 0
(a +M1) P(l) = btre” + ¢ <§ +M1) P(z)

0
(a + J\/ll) PO = #(PY — gz — ¢, P?)

+ ¢ (2 +M1> P(Q)

ot
(2o = o (20 2P0,
— PP +¢ (%‘F/VH) pP®@
MyPY =, MyP?
oPm\ ! oP\ !
( 5 ) MyPWV = ( 5 ) MyP®), (3-21)
onde
My = %—i—/\/ll—l—r(x%—l). (3-22)

O operador diferencial My é dado pelo operador diferencial de Black-Scholes,
com parametro de volatilidade (estocéstica) f(y), somado aos termos de segunda
ordem do processo de difusao de Y.

Como o lado esquerdo da equagao ([B=21) contém termos que dependem apenas
de T, e o lado direito contém termos que dependem apenas de T, ambos os lados
devem ser iguais a uma funcao que nao dependa nem de 7T} nem de 75, i.e., iguais a
uma fun¢ao invariante em relagao ao tempo de expiragao da opgao. Seja I'(¢, z, y) esta
fungao. Mais recentemente, Souza & Zubelli mostraram em [28], que I' na verdade
nao depende de x, podendo entao ser escrita como I'(¢,y).

A funcao TI'(t,y) ndo pode ser determinada somente pela teoria de nao-

arbitragem. Todavia, ela pode-se ser escrita como:

L(ty) = a(m —y) — (p“}(‘y)’” ) )T pZ) , (3-23)
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onde 7(t,y) uma fungao arbitrdria qualquer. Tal forma para I'(¢,y) é justificada
pelo teorema de Girsanov, [I1], ao se realizar a mudanga da medida fisica para a
medida martingal equivalente. Como tal medida nao é tnica (dado que o mercado
incompleto), ela depende do prego de mercado do risco, 7.

Desta forma, omitindo-se a dependéncia da data de vencimento, P(¢, z,y) deve

satisfazer a equagao diferencial parcial:

aP 1 o?P 1 _,0°P
D+ 3P L + abpl ) o+ 3T
(3-24)
0P oP
+r (a— —P) (ol = 9) = A 0) G =0

onde

At a,y) = pUtd + 4t 2, y)/T = o2 (3-25)
A condigao final da equagao diferencial parcial é P(T, x,y) = h(z).

A equagao diferencial ([B=24)) pode ser reagrupada da seguinte maneira:

oP 1 62 oP 82P
Lps (f(y)) correlag:ao
(3-26)
82 oP
+5 62 Falm—y)g - 2L
ﬁ;U prémio
De uma forma mais simples, pode-se escrever:
(EBS + Loy + ﬁ*) P = 0, (3—27)
onde os operadores Lgg, Loy e L, sao definidos da seguinte forma:
Lov = —523—2+ a(m — )ﬁ (3-28)
82 0
0 1 5 5 O 0
Los(fW) = o+ 2f<y> T 7 =) LT

onde Lpg representa o operador de Black & Scholes com volatilidade f(y), Lou o
operador do processo (OU) e L, o operador que une os fatores de correlagao e os

fatores do risco de mercado da volatilidade.



Capitulo 3. Modelos de Volatilidade Estocastica 35

3.3
Escalas de Tempo no Processo de Volatilidade

Nesta secao sao apresentadas possiveis escalas de tempo para o processo de
volatilidade. Através de argumentos empiricos, justifica-se o motivo pelo qual se
consideram escalas de tempo com alta reversao a média. Em particular, é utilizado
como exemplo um processo OU.

Da equacdo (3R8), Y; ~ N(m+ (y —m)e*t, £ (1 — e22%)) ¢ a sua distribuigio
invariante ¢ do tipo, Y ~ N{(m,v?), v* = [?/2a. Sendo assim, a distribuigao

invariante de Y, satisfaz:
E[Lg(Y(0))] = 0, (3-31)
onde L é o gerador infinitesimal do processo Y que, de acordo com [17], é dado por:
0 2
L = a(m-— y)a— + —ﬁ - (3-32)

Como a distribuicao de Y é uma gaussiana, e esta fica bem definida em funcao

de sua média e variancia, a funcao de densidade de Y é:

oly) = \/%exp (_<y2+2m)2> (3-33)

onde v? = (3*/2a. Os parametros constantes o, m e v?, sao a taxa de reversao a

média, a média e a variancia da distribuicao invariante de Y, respectivamente.

Agora calcula-se a covariancia do processo Y':

Blvi- B )] - E[(5 [ e-a@-wdzu) (5[ eevaz,)]
([ ) ([ )
o)
_ feat-9R /O o du]

2
ﬁ fa(tfs)672a s—u)

2a0 0
_ ,U2€—oz(t—s) (1 . 6—2a5) (3_34)
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Pode-se notar, entao, que a taxa de descorrelacao é proporcional a «. Logo,
pode-se pensar em 1/a como o tempo tipico de descorrelagao.

Nas figuras e[3.3 sao apresentados exemplos de caminhos simulados para o
processo Y para trés valores da constante «, com valores funcionais diferentes para

f em cada uma delas.

15

0.5 W

15

0.5 y

o =100

15

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo (anos)

Figura 3.2: Caminhos simulados para volatilidade, com f(y) = ¥, m; = 0.001,
mo = e2° m=—-0.7,v=03,p=0.

Dados de mercado tendem a apresentar um comportamento semelhante aos
apresentados nas figuras e B3] no caso em que o valor de a é maior (o = 100),
como sera visto mais adiante. Tal evidéncia nos dados, justifica a consideracao da

hipotese de reversao rapida a média, regime de interesse deste trabalho.
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a =100

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo (anos)

Figura 3.3: Caminhos simulados para volatilidade, com f(y) = 0.352t0E5 4 0.01,

m=—0.7,0v=3,p=0. "



4
Identificacao de Reversao Rapida a Média

Neste capitulo descreve-se um processo quantitativo, analogo ao descrito em
[T7], para verificar a consisténcia de hipdtese de reversao a média para a volatilidade,
e mais ainda, identificar a ordem de grandeza desta reversao. Subseqiientemente,

verifica-se esta hipdtese para o indice IBOVESPA.

4.1
Modelo e Dados

De acordo com os modelos assumidos, (B=1) e (B=1), para o modelo de

volatilidade estocéastica com reversao a média, os parametros a serem estimados
em (3-7)), sao:

— A taxa de reversao a média, «;

— A volatilidade do processo de volatilidade, v.

A unidade de tempo é ano, sendo entao necessario utilizar taxas anualizadas.
Vale ressaltar que apenas as realizagoes dos pregos dos ativos (X;) sdo ob-
servaveis no mercado. Desta forma, a volatilidade f(Y;) é observada indiretamente,
o que dificulta o processo de estimacao dos parametros anteriormente citados. Do
resultado apresentado no capitulo [3, é possivel concluir que, sobre OU, Y; tende a

ot como pode ser visto

sua distribui¢ao invariante Y ~ N (m, v?), com velocidade e~
em (3=9]). Busca-se entao, estimar .

Por fim, torna-se importante frisar que o objetivo desta estimacao é verificar
a validade ou nao da hipdtese de que a taxa de reversao a média se encontra num
regime de reversao rapida, nao sendo necessaria entao uma estimagao precisa para a.
Mais adiante, no capituloflserda mostrado que nao se faz necessaria uma estimacao do
parametro « para o calculo da correcao. A importancia de «, é restrita a identificacao

do regime de reversao a média.
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4.2
Procedimento Estatistico

Seja X, a n-ésima média de cinco minutos de negociacdo do ativo, corre-
spondente ao tempo t, = nAt, At = 5 minutos. Sao introduzidas as flutuagoes

normalizadas, i.e., os retornos médios observados em cinco minutos do ativo:

2(X, 1) (41)

- X,
Dn = VAKX, + X 1)

Discretizando-se a equacao (B=1]), tem-se:

1 AX, AW,
D, = f00Y L VAL (4-3)

VAL

Considerando-se v At pequeno, podemos escrever:
D, = f(Y,)en (4-4)

onde (¢,) é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias gaussianas iidD, com média 0 e
variancia 1. Um importante passo para o estudo desenvolvido neste capitulo é a

analise do logaritmo absoluto dos retornos:

L, = log|D,]

Observe que o logaritmo transforma o ruido multiplicativo em ruido aditivo,
log |€,,|. Em particular, uma boa ferramenta para extrair ruidos aditivos é a mediana,
como pode ser visto em [18].

Finalmente, o variograma ¢é definido:

1 N
= NZ ntj — ? (4-6)

onde j é o numero de lags e N o numero total de pontos. Além disso, ([4=0) é um

!Independentes e identicamente distribuidas
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estimador de 2¢” + 2v}(1 — exp(—jaAt)), como pode-se ver a seguir:

[(L; = Lo)’]

[ 0g(f(¥;)) + log(le;1)) — (10g(f (Vo)) + log(leo]))) ]
[log(F(V;))?] +E [log(le;])?] — 2E [log(£(¥;)) log( (V)]
[log f(Yy )2] +E [log |€ol) ]

2 [log (f(Y) )2} + 2Var(log(le))

203(1 — €778 + 2¢%. (4-7)

E [(Ln-i-j - Lnﬂ =

E
E
E
E

Q

Q

4.3
Algoritmo para Estimacao

Nesta secao sao apresentados os passos do algoritmo utilizado para calcular o
variograma, para assim, estimar os parametros.

Algoritmo de Estimagdo do Variograma:

Considere (X,,) a seqliéncia de pontos do ativo objeto. Sendo conhecidos a

freqiiéncia dos dados, tem-se o seguinte procedimento:
1. Célculo das flutuagoes normalizadas, D,,, como em (E=1I);

2. Célculo do logaritmo das flutuagoes normalizadas e uso do filtro da mediana,
Ly, = log(f(?n)) + loglenl;

3. Célculo do variograma, V;V, como em (E=6);
4. Célculo da média temporal do variograma,

5. Extrapolacao polinomial dos extremos do variograma, devido a instabilidade
dos dados de mercado para estimacao de ¢?, intercepto do gréfico a esquerda,

e de v]%, a assintota do gréfico a direita, quando t — o0;

6. Estimacao de «, através de um ajuste de minimos quadrados nao-linear, da

seguinte forma:

arg moin 12¢% + 203 (1 — e IRty V}NHQ. (4-8)
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4.4
Dados Sintéticos

Nesta secao, apresenta-se um caso teste para o procedimento descrito ante-
riormente, com dados sintéticos. Para esta simulagao, os processos (X;) e (Y;) sao
modelados segundo (B-I)) e (B-T)), e para o caso f(y) = €Y, com m; = 0.001 e

my = €*5. Na tabela BI] tem-se os parametros usados na simulacao:

o | 150
v | 0.27

Tabela 4.1: Parametros usados na simulagao

Na figura [4.1] sdo apresentados o retorno simulado juntamente com o vari-

ograma calculado para este caso.

Retornos
0.02 1 1
0.011 1
o I

-0.01 i
-0.02 i

_003 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Tempo (anos)
Variograma

o L L L L L
0 1 2 3 4 5 6

Tempo (dias)
Figura 4.1: Retornos Simulados e Variograma

Na tabela .2 apresentam-se os parametros estimados pelo processo previa-
mente descrito em .2l Por sua vez, na figura .2 é apresentado o ajuste do esti-
mador, obtido a partir do valor médio do variograma e de (Z=8)) por meio de minimos

quadrados nao-lineares, e de acordo com isto, os parametros estimados pelo método.
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(0%

180.8479

v

0.2413

Tabela 4.2: Parametros estimados pelo Variograma

Ajuste da Média do Variograma

0.6 \

0.55F

0.45r

0.35f

0.251

0.15¢

0.1 : :

Ajuste da média do variograma
Média do variograma

3 4 5 6

Figura 4.2: Ajuste do valor médio do variograma

Como pode-se observar na tabela[£2] o erro na estimacao em « fica da ordem
de 20%, o que poderia ser considerado uma estimativa ruim. Porém, como j4 foi dito
anteriormente e sera visto mais adiante, tal erro nao vai influenciar na calculo da

correcao, uma vez que « ¢ usado apenas para estimar o regime da reversao, e um

erro da ordem de 20% nao altera a ordem de grandeza do parametro.

4.5
Regime do IBOVESPA

Nesta secao apresenta-se a estimacao de «, segundo procedimento descrito na
secdo B2 para a série histérica do indice IBOVESPAE, principal indice de acoes
do mercado brasileiro, no periodo de 2005 e 2006. Tais dados foram gentilmente

cedidos pela BOVESPA, através do Sr Rogério Marques, Supervisor de Assisténcia

ao Mercado da Geréncia Técnica de Mercado.

2Fonte: BOVESPA
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Ano | Dias de Negocio | Qtde de Pontos
2003 250 21000
2004 249 20916
2005 249 20916
2006 246 20664

Tabela 4.3: Dias de negociacao da BOVESPA

O principal resultado apresentado neste capitulo é a confirmacao da hipdtese
de reversao rapida a média para o indice IBOVESPA.

Nesta secao sao considerados dados de alta freqiiéncia, 30 segundos, do indice
IBOVESPA. Entretanto, os dados utilizados para os calculos s@o os valores médios
de cinco minutos de negociacao. Ainda assim, a quantidade de pontos obtidas é da
ordem de 84 pontos por 7 horas de pregao a cada dial.

Na tabela 4.3 é apresentado o nimero de dias de negécios da BOVESPA no
periodo de 2003 a 2006.

4.5.1
Série Histdorica de 2005

Nas figuras [4.3] e [4.4] sao apresentados a série do IBOVESPA em conjunto com
o seu retorno médio e o grafico do variograma para esta série, respectivamente.

Como pode ser visto na figura [4.4] tem-se um componente peridédico, que cor-
responde a efeitos diarios nos dados, como maior negociacao em horarios especificos

do dia. Os dados estimados para esta série sao apresentados na tabela [£.4]

o | 697.9059
v 0.311

Tabela 4.4: Parametros estimados pelo Variograma (2005)

Na figura apresenta-se o ajuste para o variograma e sua média, através de
minimos quadrados nao-lineares, com os parametros estimados. De acordo com os
dados estimados, a taxa de reversao a média verificada para o IBOVESPA (2005)
foi de 0.36 dias, o que significa uma alta taxa de reversao a média, evidenciando a

veracidade desta hipotese.

3540 eliminados os overnights e os dias de nao-negociacao como feriados e finais de semana
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x 10° IBOVESPA

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Retornos
0.02} i
0.01} :
Laal A‘ L e " ul
0 WW%WMWWWW B s e

-0.01} :

-0.02} :
_0.03 Il Il Il Il

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Tempo

Figura 4.3: Indice IBOVESPA e seu Retorno para 2005

Variograma
1 ‘

Figura 4.4: Variograma IBOVESPA (2005)
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Ajuste da Média do Variograma

1 T T T
0.81 R
0.6F R
Ajuste
0.4} Médiado |-
Variograma
02 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
Dias
Ajuste do Variograma
1 T T T T

0.8 /\,
VAR VARVARY

0.4 h
Ajuste
0.2 Variograma| |
o Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.5: Ajuste do Variograma Médio (2005)

4.5.2
Série Historica de 2006

Nas figuras eld. 7 sao apresentados a série do IBOVESPA em conjunto com
o seu retorno médio e o grafico do variograma para esta série, respectivamente.

Como pode ser visto na figura 7, bem como na figura B4 existe uma
componente periédica, que gera uma oscilagdo no variograma. Os dados estimados

para esta série sao apresentados na tabela .5l

o | 723.2259
v | 0.2513

Tabela 4.5: Parametros estimados pelo Variograma (2006)

Na figura [£.8 apresenta-se o ajuste para o variograma e sua média através de
minimos quadrados nao-lineares, com os parametros estimados. De acordo com os
dados estimados, a taxa de reversdo a média verificada para o IBOVESPA (2006)
foi de 0.34 dia, o que significa uma alta taxa de reversao a média, evidenciando a
veracidade desta hipotese.

Como visto nos dois casos apresentados aqui, para os anos de (2005) e (2006),

e de resultados anteriormente vistos em [2, 3], o IBOVESPA apresenta uma alta
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x10° IBOVESPA
45F ‘ ‘

35 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Retornos

0.02} .
0.01} .
O fonniippdbabimmhangiomitins ‘%W;;‘; A
-0.01} .
-0.02f .
-0.03 ‘ ‘ ‘ ‘

Tempo

Figura 4.6: Indice IBOVESPA e seu Retorno para 2006

Variograma
0.8 ‘

Figura 4.7: Variograma IBOVESPA (2006)

46
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Ajuste da Média do Variograma

08 T T T
0.6F 1
0af Auste
Média do
Variograma
02 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
Dias
Ajuste do Variograma
0-8 T T T
0.6F 4
0.4r R
0.2 Ajuste |
Variograma
O Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.8: Ajuste do Variograma Médio (2006)

taxa de reversao a média, em particular maior do que a encontrada no S&P500 por
Fouque et al, o que possibilita uma anélise de apregcamento via teoria assintética

apresentada por Fouque et al em [I7], que é descrita no capitulo [l



5
Analise Assintotica

No capitulo [ descreve-se como a volatilidade pode ser modelada por um
processo estocastico. Seguindo as relagoes (B-1)) e (B-1) e utilizando argumentos de
nao-arbitragem, conclui-se que o pre¢o P(t,x,y) de uma opgao satisfaz as relagdes
[B=24), com (B=27) e condigao de final h(z).

No presente capitulo encontra-se o prego corrigido para um derivativo europeu,
derivado por Fouque et al. em [I7], dado por:

2 3
P=P — (T —1t) (Vgﬁ% - %x?’%) : (5-1)
onde P, representa o preco de Black & Scholes com volatilidade constante 72 e (7' —t)
representa o tempo até o vencimento. Os parametros V5 e V3 serao calculados mais
adiante.

Em trabalho mais recente, Souza & Zubelli em [28], usam uma adimensional-
izacao das variaveis, com o objetivo de estudar a ordem de grandeza das varidveis e
os possiveis regimes para o processo de volatilidade. Neste trabalho usa-se a adimen-
sionalizacao de Souza & Zubelli e restringe-se ao regime considerado por Fouque et

al.

5.1
Analise Dimensional

A dimensionalizacao de varidveis usada por Souza & Zubelli em [28] é dada

por:
- T =ux;
~ t=rt, em particular T = ri
- FP = rf)*

|
<)

=Y;
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—

~AGG) =rPACTR).

Substituindo-se as varidveis dimensionalizadas em (3=24)), e omitindo-se os

circunflexos para nao carregar a notacao, tem-se:

(’9P 1 )2 282 28 P 1/2 (’92P
oP oP
+r (x% — P) (a—l(m —y) — 1/26/\(15 y)) 8y =0
oP¢ 1 y 902 P¢ 82P6 (92P6

OP¢ . . opPc
+ <x 5 —P) + (e (m—y)—VA(t,y)) oy =0,

sujeito a condicao terminal

PT,z,y) = h(zx), (5-2)
onde:
e=ra 5-3
V= 7’_1/25; 5-4
v =2ve1/? (5-5)

Note que a equagao (B=1]) é relagao entre o parametro adimensionalizado de Souza
& Zubelli e o parametro original de Fouque et al.
E conveniente reagrupar os termos da equacao diferencial parcial (5=2]) da

seguinte maneira:

1 1
(e e

N 0, (5-6)
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onde os operadores Ly, L1 e Lo sao definidos da seguinte forma:

5?2 0
— 52 ) _
Ly = v oy + (m y)ay (5-7)
Ly = V2pizf(y) o — DA(t )ﬁ (5-8)
I 2 U B,
o= gyl (e 1), (59

onde v = e 1/2

, Lo representa o operador de BS, para r = 1, aLy o operador
infinitesimal do processo (OU) e £; o operador que une os fatores de correlagdo e

os fatores do risco de mercado da volatilidade.

5.2
Solucdo Assintoética

O método aqui utilizado consiste em expandir assintoticamente a solucao P¢

em poténcias de /€, como em [17]:
P = Py+\eP, + eP;y + ey/ePs + O(?) (5-10)

Partindo da hipdtese da existéncia da expansao assintética de P€, o objetivo
desta andlise é determinar as fungoes P;i(t,z,y) igualando os termos de mesma
ordem. Como sera observado a seguir, se faz necessario o célculo da expansao até o
termo da expansdo de ordem O(e%/?).

Substituindo-se a relagao (5=I10) em (B=0]), tém-se:

1
Ve
(LoPy+ L1P1 + Lo Fy)

Ve(LoPs+ L1Py + Lo Py)
0. (5-11)

1
Zﬁopo (LoP + L1 F)

+ + o+

Estudam-se os termos de O(e™1), O(e7/2), O(1) e O(e*/?) de (B5-11)), passo a

passo. O primeiro termo de (B=11]) a ser estudado é, entao:

LoPy = 0. (5-12)
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O operador diferencial Ly, contém derivadas com respeito a varidvel y, mas
nao em relagao as variaveis (¢, z). Logo, Py = Py(t, z), com condigao final Py(T,x) =
h(zx).

O segundo termo de (B-I1]) a ser analisado é:

£0P1 + £1P0 == 0 (5-13)

Sabe-se que F) nao depende da varidavel y. Como L; envolve derivadas em
relagao a varidvel y, segue que £1 Py = 0, reduzindo a equacao (B=13) a Lo P, = 0.

De maneira analoga, ao termo O(e™!), obtem-se P, = P;(t, ), com condigao
terminal P(7T,z) = 0. Conclui-se entao que os dois primeiros termos de
(5-I0) nao dependem da variavel y.

O préximo termo de (B=IT]) a ser analisado é, entao:
LoPy+ L1P, + LoFy = 0. (5-14)
Como P; nao depende da varidvel y, a equagao (B=14)) se reduz a:
LoP, + LoFy = 0. (5-15)

Sabe-se que P depende apenas de (t, z). Fixando-se x, L3Py depende apenas
de y e (B=1%]) é uma equagao de Poisson para P, com respeito a Ly. Pela alternativa
de Fredholm, [26], para que exista uma solucao, L3Py tem que estar no complemento

ortogonal do ntcleo de L, onde:

2070 O((m —y)P)
0y? dy

LV =0 , (5-16)
onde ¥ possui decaimento exponencial no infinito.
De acordo com [I1], isto é equivalente a dizer que LoF, tem média zero com
respeito a distribuicao invariante de Y:
+oo

E[LyRy] = (Lo Fy) = / LyPod(y)dy = 0. (5-17)

—00

onde ¢ em (3=33)) é tal que Ly¢ = 0.
Como Fy nao depende de y, tem-se:

(LabPo) = (L2) Py = Lps(0) Py =0, (5-18)
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onde &2 é a volatilidade efetiva com respeito a distribuicao invariante de Y, definida

por:

o’ =E[f(y)’] = (f*) = f)?o(y)dy. (5-19)

—00

Conclui-se entao que Py(t,z) é solucao da equagao de Black & Scholes com
condi¢ao terminal Py(7',z) = h(x) e 0 =7, como em (B5-19)).
A equagao (5-I3)) pode ser re-escrita como:

LoDy = —L5D. (5-20)

Aplicando a relacgao (5=I7)), L2 Py pode ser escrito como:

1 b o 2 0*P
£2P0 = ;CQPO - <£2P0> = §(f(y) — 0 )J] 2 . (5—21)
Substituindo-se (B=21]) na equagao (5=20) tem-se:
1 0?P,
LoPy = —5(f(y)* - 7). (5-22)

Neste ponto faz-se necessaria uma observacao. Existe uma solucao da equacao
(5=22) satisfazendo um crescimento no méximo polinomial, desde que o lado direito
da equacgao, como funcao de y, possua no maximo crescimento polinomial; conforme
mencionado em [I7] (paginas 92 e 93). No caso do lado direito da equagao (522,
entao P, nao tem, em geral, uma solucao polinomialmente limitada em y e, neste
caso, o adjunto L terd uma natureza diferente de (5-I6]) e, portanto a alternativa
de Fredholm levaria a uma condigao de solvabilidade diferente. Em trabalho mais
recente, [14], Fouque et al. consideram f limitada inferiormente e superiormente,
como neste trabalho, diferentemente da definigdo de f dada em [I7], de modo que
tal afirmacao seja valida.

Sendo assim, o segundo termo de correcao P, solugao da equacao de Poisson

(-22), é dado por:

1 0*P,
Po= i -t
! 9Py

- _§(¢(y) +C(t,l‘))l’2 Ox2 (5_23>
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onde ¥(y) é solucao da equagao de Poisson:

Loy = f(y)* —7°, (5-24)

e c(t,x) é constante em y e pode depender de (t, z).
Finalmente, agora analisa-se o termo de O(e/?) que também deve ser igual a

zero. Isto implica a seguinte relacao:
£0P3 + £1P2 + £2P1 - O (5—25)

De modo analogo ao termo de O(1), (5=28) ¢ uma equacao de Poisson para P,

com respeito a Ly, pois:
LoPy = —(L1 P+ LoP)). (5-26)
Utilizando-se novamente a condicao de solvabilidade, obtém-se:
0=FE[L1 P+ LoP| = (L1Py+ LoPy) = (L1 Ps) + (Lo Fy). (5-27)

Analisa-se primeiramente LoP;. Note que P; nao depende de y, logo, de

maneira analoga ao termo de O(e~'/2), tem-se:
(LaP) = (L2) Py = Lps(7) Py (5-28)

Agora calcula-se (£;P,). Usando a definicao de P em (5-23)), tem-se:

(L) = L) + el
1 282P0
= LSS (5-29)

onde 1 satisfaz (5-24)).

Calcula-se entao (£19(y)d(x)), onde 6 é uma func¢ao = diferencidvel.

o) = ((Varaitsl - ;) @)

= V2 (f(y)¥' (y))d (x)
— Ay (y)o(x). (5-30)
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De (527, (5=28) e (5=29)), tem-se:

(L) = —(LiP)
£35<5)P1 = —<£1P2>

2
Los@Pi = lLawly)r S

ox?’

parat <T.
Substituindo-se a relagao (5=30), com 6(z) = z* 882 L

Los@Pr = 5 (Vaprel v/ ()5 () — 2(Aw)Y' ()3(x) )

oot )t 22

1
2

. (ﬂpw(y)w'(y» -

com condicao de contorno P (T, x) = 0.

Pode-se entao, escrever:
Lps(@)P(t,z) = H(t,x),

com condicdo terminal P (t,z) = 0.
Aqui H(t,z) é definido como:

2 3
H(t,r) = Voa? aalio + Vgﬁ%,
onde
v - i(2 <f¢’>—i<Aw’>)
2 - \/5 p \/5
PV
Vs = \/§<f¢>'

Mostra-se entao, que aplicando-se a condi¢ao de contorno,

Pi(t,x) = —(T — t)H(t, z).

ﬂ<A<y>¢'<y>>) 7

em (B=31)) tem-se:

9*P,
oxr?’

(5-31)

(5-32)

(5-33)

(5-34)

(5-35)

(5-36)

Note que se p = 0, caso em que o ativo nao é correlacionado com o processo de
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volatilidade estocdstica, entao V3 = 0. Neste caso, P; é um multiplo de Avy’, onde A

é o preco de mercado do risco. Desta forma, o preco corrigido de Black & Scholes

vai estar em torno do preco de Black & Scholes.

Proposicao 5.1 Seja H(t,z) como em (B=34). Entdo, Pi(t,x) solugcio de (5=33) €

da sequinte forma:

Prova.

Lps(@)Pi(t, )

Pi(t,2) = —(T — ) H(t,z).
?;?+-%f@0%¥i:?—%<xi§1—1%)
D 0 H(, )~ S F0 o (T = ) H(E, )
(—x% (T —t)H(t,x))+ (T —t)H(t, :c))
O0H(t,x) 1 5 9 O*H (t,x)
(—(T — t)x% + (T —t)H(t, :c))
OH(t,z) 1 oy o O?H(t,x) OH (t,x)
~r=9 [T R ( 52
H(t, x)
—(T —t)Lps(H(t,x)) + H(t,z)
H(t,x)

(5-37)

- H(t.a))|

A 1ltima afirmacao da proposicao anterior é vélida, pois dado uma solucao Py
de Black & Scholes, vale que:

nd

Proposicao 5.2 Seja Py uma solugao de Black € Scholes. Entdo, x ;ﬁo também

€ uma solucao de Black € Scholes. Isto é:

0" P o
") =" Lps(0) Fo = 0.

Lps(o)(x

(5-38)
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Prova. Primeiramente mostra-se que:
A5 - R0, ow
xzaa—; (33"8;;0) = x”% (x2 %2;0) : (5-40)
Primeiramente mostra-se (5=39)):
0 "R Py ot Py
To- <x" e ) = 2" <n e +x oy ) (5-41)
Da regra de Leibinz, tem-se:
o [ 0P 'z R,
= a:a;;:ﬁo na;x]zo. (5-42)
De (541 e (B=42)), segue que:
D(TE) < AL (), ew
o que demonstra (5=39). Mostra-se agora (5-40):
x2a—2 (x”anp()) = x2£ (nx”lanpo +x”w>
0z oz oz Oxm Oxntl
= (n(n — 1)In_z% + ann_léz:r:io +x" a{;:jio)

an PO 8n+1 PO

= z" (n(n—l) e + 2nx Dot +x

Da regra de Leibinz, tem-se:

ﬁ $282P0 B 2 9iy2 an—i+2p0
oxn 0x? — oxt Oxn—it2
o2 P, op o"P,
2 0 0 0
x Spni2 + 2nx s +n(n )(931:”

) an+2P0

5 ) . (5-44)

(5-45)
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De (B=24) e (5=45)), segue que:
0? J" P, " 0’ P,
2 7 n 0 — n 2 0 _
ey (.r dxm ) T oan (x 2 ) ’ (5-46)

o que demonstra (B=40).
Mostra-se agora que 2" %20 é uma solucao de Black & Scholes, i.e., satisfaz e

ozx™
equagao (2-22)). Dai:

20RO (0" 1, ,0% [ ,0"F
Losle ax") B —(x 8:10”)—'—50%@ * Dam

0 "Ry " Py
. n _ n _4
+ r (x('?x (x e ) (m e )) (5-47)
Usando as identidades (5=39) e (5-40) em (5-47), tem-se:

n n n 2
EBS(JU”8 PO) = " 0 (%) + 1023:”8— (.7:28 PO)

oxn oxn 2 dxn Ox?
+ r{a" o x% — (2" Py
Oxm Ox oxm
an
= " P)). -4
xXr (()ZE” (EBS< 0)) (5 8)
Logo, conclui-se que z™ ‘?ﬁo é solugao de Black & Scholes. [

Finalmente, chega-se ao preco corrigido de Black & Scholes, dado por:

~ Py(t,z)+VePi(t,z)
~ Py(t,x) —e(T —t) (V2x2

2 3
02 P, ) PO)’ (5-49)

02 + Vs ox3

onde P, é o preco de Black & Scholes, (5-18)), considerando ¢ como em ((-19), e P
é dado por (5=49).

Em [I4] Fouque et al., provam a convergéncia da expansao assintdtica para P,

com o seguinte resultado:

Teorema 5.3 Valem as afirmacgoes abaizo sobre a expansao assintotica P€:

— O primeiro termo Py € a solugcao da equacao de Black € Scholes, como
volatilidade efetiva @, i.e., vale a equagao (B=18);
— O sequndo termo Py é dado explicitamente como combinagao linear das trés

primeiras derivadas de Py em relagao ao prego, tal como em (B=37)) e (B=34)),
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parat <T, x,y € R, a convergéncia dos precos é dado por:

P ()~ (Btn) £ VERE)
e—0 €| log €| +» ’

para p > 0.

Note que esta convergéncia é pontual, o que torna o resultado mais interessante,
uma vez que os precos sao calculados para valores dados de (¢, x).

Em particular, quando se tem uma opc¢ao européia de compra, usando as

relagoes (2-23)), (2-24)), [2-23)), (2=26]) e fazendo uso das identidades:

8d172 - 1
or  aoJT —1
1 e
N'(d) = ——e*/2 (5-50)

V2r

iz _ g (€Y
K )

(5-51)

pode-se calcular as “Gregas” Delta, Gama, Vega e Epsilon, tendo sido esta tltima

introduzida por Fouque et al em [17]:

— Delta
0P,
- = N(d -52
ax ( 1)7 (5 5 )
— (GGama
2P —d?/2
g ¢ : (5-53)
Ox xo+/2m(T —t)
— Vega
P, ~di/2 T —¢
o _ ze , (5-54)
do Vor
0*P,
= (T -tjoz*— (5-55)

or?’
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— Epsilon
>?*P 0 ( ,0F} , 0P
o Ia—( W)”ﬂ‘?w
B 1 0 (OB 26P0 PPy
 o(T—1) “or oo do ) Ox
e—d1/2

225/2n(T — t) (1 - 6\/;l“1——t> ’

Usando as identidades (5=50]) e substituindo a equagao (5=50) em (5=34]) obtem-

Htz) = E(TVQ— 0) (%];0) " E(T%_ 1) (x% <%> - 2%)

— 1 aPO apo 8P0 80[1
T H T 1) {(V? 2%’)%+V3(aa xaadl(ax)ﬂ

se:

- E(Tl— t) (%io) {(VQ — V) - E\V/fgrdl— t}
ze~ /2 3d1
- sy (e are) )

Substituindo-se (5=50) na equagao (B=31), a correcdo do preco de Black &

Scholes para uma opcao de compra européia é dada por:

Pi(t,x) = —(T—t)H(t,z)

re—di/2 < d; ( \WT t) (5.57)
= Vo + (Vo — V. —t). -
aver \ e

5.3
Volatilidade Implicada para Opcoes Européias de Compra

O objetivo desta secao é calcular uma estimativa para a superficie de volatili-
dade implicita, I, de uma opcao européia em termos de Py + €'/2P;. Em particular,
apresenta-se a conta para uma opcao de compra. A volatilidade implicita é definida

como sendo a volatilidade que deve ir em Black & Scholes para que se tenha a relacao

E5D).

CBs(t,.I',K, T, [) = Oobs (5-58)
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Tomando o prego observado como em (5-49)), e substituindo na equagao (5-58)),

a relacao que determina a volatilidade implicita é entao dado por:
Cps(t,z, K, T,I) = Py+ /Py, (5-59)

sendo Py e P, como em (5I8)) e (B=57), respectivamente.
Expandindo-se I = 7 + /el; + O(¢) no lado esquerdo de (559), e usando o

Teorema da Fungao Implicita, em sua versao analitica, [9], tem-se:

Cbﬂuxkﬂﬂﬂ+wﬁha?”@wjﬂﬂ6%:Rﬁﬂj+€“ﬂ@ﬂj+O@M&%)
o
o que leva a:
—1
Il = Pl(tax) [agBS(t7x7KaTaE):| : (5_61)
o

Isto quer dizer que a volatilidade implicita é dada por:

I =5+ €2P(t,x) [8535

@@Kﬂﬁﬂ+a¢ (5-62)

o

para T —t >> €'/2.

Substituindo as relagoes (5=57)), (5=54) e (2-24) na equagao (5-62), tem-se:

Vi, 82\ Ve Vi (loa(h)
73 2 g oo\ T—t

Pode-se entao escrever a volatilidade implicita como uma funcao afim da razao

I =G +¢€/? + O(e). (5-63)

log-moneyness-ao-vencimento (RLMV), em termos do prego de exercicio K, do prego
do ativo objeto z, do tempo até o vencimento 1" — t e dos parametros a e b como

segue:

+b+O(e), (5-64)

onde

b = 5+_K§<T+§E2)—E.
g
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Da equagao, ([B=64)), nota-se que o parametro b deve ser estimado para K = z,
i.e., b vai ser aproximadamente a volatilidade implicita de opgoes no dinheiro.
E entao, tendo b, estima-se o parametro a para valores de opcoes proximas do
dinheiro. No grafico (5.]), é apresentado uma primeira estimativa para a superficie
de volatilidade implicita do mercado através da analise assintotica e de dados

do mercado. Mais adiante, no capitulo [, confronta-se estas estimativas com as

superficies dadas pelo mercado.

Superficie de volatilidade implicita estimada

Volatilidade

Preco de exercicio

Tempo até o vencimento

Figura 5.1: Superficie de volatilidade implicita estimada pela analise assintética. Os
parametros estimados foram a = —0.01105 e b = 0.2966, para o valor do indice

IBOVESPA de 24818.01 no dia 04/02/2005.



6
Interpolacao da Superficie de Volatilidade Implicita

Este capitulo descreve o algoritmo desenvolvido por Kahalé em [19], para
gerar uma superficie de volatilidade implicita partindo de um conjunto de dados
esparsos, como no caso de mercados iligiiidos. Se as volatilidades do mercado sao
livres de arbitragem, a superficie interpolada é livre de arbitragem e além disso
satisfaz algumas condicoes de suavidade.

A idéia base do método apresentado é construir uma interpolacao para uma

unica maturidade com as seguintes propriedades:

— Se as volatilidades implicita do mercado sao constantes, as volatilidade inter-

poladas também serao; e

— A segunda derivada do preco da call em relacao ao preco de exercicio é positiva

e continua.

A motivacao por trds do segunda propriedade é que a segunda derivada do
preco de uma opcao de compra européia é proporcional a densidade implicada do
preco do spot. A interpolacao por uma tunica maturidade nao depende da forma
das volatilidades discretas, e pode ser aplicada a opcoes sobre indices, commodities,
cambio e taxas de juros.

Tendo gerado uma curva livre de arbitragem para cada maturidade, gera-se
entao, uma superficie de volatilidade implicita, através de uma interpolacao no livre

de arbitragem no tempo.

6.1
Conceitos Preliminares

Resultados de Carr & Madan, [7], mostram que para dado um conjunto de

precos, precos de exercicios e datas de opgoes, condicOes necessarias e suficientes
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para a auséncia de arbitragemT sdo a auséncia de call spread2, calendar spreadd
e butterfly spread calendar®. Tais condicbes podem ser reinterpretadas como as

condigbes apresentadas por Kahalé, [19], e sdo descritas a seguir:

— para uma data de vencimento o preco da opcao de compra é nao-crescente e

convexo, com respeito ao preco de exercicio, e

— o prego da opc¢ao de compra é uma funcao nao-decrescente do tempo.

A condicao de convexidade pode ser interpretada a partir da féormula de volatilidade
local de Dupire, [10], e a condigao que o prego é nao-crescente segue por um simples
argumento de arbitragem.

Em particular, para o caso unidimensional pode ser mostrado que:
Lema 6.1 Considere uma seqiiéncia (k;, ¢;)o<i<n+1 tal que:
OZCn+1:k0<k1<"'<k3n<k’n+1:OO, (6—1)

ec;, 0<i<mn, €o preco de uma call com preco de exercicio k;. Nao ha arbitragem

entre estes precos se, e somente se, ¢y € igual ao preco atual, ¢, > 0 e

Ci —Ci—1 Cit1 — G

—-1< <0

1<i<n. I
Tki—kion T ki — ks T para 1 =11<n (6-2)

A demonstracao do lema (6.]), segue por argumentos de andlise convexa.

6.2
Método de Interpolacao

Nesta secao, seguindo Kahalé [19], é apresentado o método de interpolagao
C! livre de arbitragem para uma dada data de vencimento. O método é baseado
na concatenacao de diversas funcoes convexas, e é inspirado na férmula Black &

Scholes. Inicia-se a andlise com o seguinte lema:

Lema 6.2 Dados f > 0,X >0, a eb, a funcdo

c(k) = crsap(k) = fN(di) — EN(d2) + ak + b, (6-3)

Neste caso, utiliza-se a definicao de arbitragem estética, vide [23].
2Spread entre call’s de mesmo vencimento e precos de exercicios diferentes.
3Spread entre call’s de mesmo preco de exercicio e datas de vencimentos diferentes

g
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onde

_ log(f/k) +%2/2
E )

dy

edy =dy — X, € uma funcao convera em k para k > 0.

Prova. Busca-se mostrar que ¢’(k) > 0, antes porém calculam-se algumas relagoes

importantes:
i / ! —1 ! /
dy = (dy = %) = dy = =, N'(d) = kN'(da), (6-5)
c’(k:) = fN’(dl)d’1 — N(ds) — k'N/<d2)d/2 +a
= dy [fN'(dy) — EN'(ds)] — N(d2) + @
= —N(dy) + a. (6-6)
Logo,
N/
k) = —N(do)dy = ) g (6-7)
k>
para k > 0. [

Lema 6.3 Seja g uma funcao real definida para todos os niumeros reais tais que
g'(x) existe e é positiva para todo nimero real x e 1/g" é estritamente conveza. Para
A € (0,1) e todo mimero real zy < x1, a fungdo h(a) = g(Ag~(a + o) + (1 —
Ng Y a+ 1)) — a tem derivada positiva em relagio a a no (possivelmente vazio)

intervalo no qual € definida.
Prova. Sejam y = g (a4 xo) e z = g~ (a + x1).

W(a) = ¢+ (1=N2) Mg (a+20))+ (1 =A)(g  (a+z))] -1
= ¢dOy+(1-X)2) { AT G A)} — 1.

g g()
(6-8)
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Segue que:
h(a) >0 <
A (1—=2X)
g (\y + 1—)\2{/ - }>1<:)
R P e
A (1—=2X) - 1
g g gAy+(1-A)2)
(6-9)
Como i é estritamente convexa, segue o lema. [ |

Teorema 6.4 Para todos os nimeros reais ko,ki,co,c1,¢y € ¢, tais que 0 < kg < kq
yv1,¢0,01,%0 1

€ C1 — Cp

G < —— <y <1+¢, (6-10)

k1 — ko
entdo existe um unico vetor (f,3,a,b) com f > 0,5 > 0 tais que a fungdo ¢ = cr5 a5
satisfaca as sequintes condigoes: c(ky) = co,c(k1) = c1,d (ko) = ¢, e (k1) = ). O
vetor (f,X,a,b) é continuo em relagao a (ko, ki1, co,c1,¢h,¢)) € pode ser calculado

numericamente.

Prova. Seja a € (¢}, 1+ ¢}). Sejam «, 3, dJ e di os tnicos ntimeros reais tais que:

d = —N(dy)) +ace (6-11)

(3

4, = alog(k:) + 3, (6-12)

para i € {0,1}. A relagao (G=IT]) é vélida pois ¢y < ¢j < a < 1+c¢) < 14¢}. Dal, vai
existir um tnico d tal que a = ¢, + N(d3), i € {0,1}. A existéncia de a e 3 deve-se
a ([6=12). Como ¢, < c;, tem-se dJ > d} por (6-I1]), e entao:

o mea
toa(ko) — Tog(h)

<0. (6-13)

Dai, existem f,% > 0 tais que a = —1/¥ e § = (log f)/¥ — £/2. Segue entao que:

log(f/ki)—ZQ/Z'

di =
2 b

(6-14)

Note que dj, a, 3, f e 3 sdo fungdes continuas de a, a € (¢}, 1+ ¢). Considere a
funcdo ¢ = ¢y x4, onde b é escolhido tal que c(ko) = ¢p. Segue das equacoes (6-7))
e [6=I4) que ¢(k;) = —N(d,) + a, e entao, (k;) = ¢, por (6=11)). Mostra-se agora
que c(k1) = ¢, para a € (¢}, 1+ ¢). A razao (c(k1) — c(ko))/ (k1 — ko) é uma fungao
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continua de a, por ser composigao de fungoes continuas. Note que db = N~!(a — c}).

Da equagao (6-=0), para kg < k < ki, tem-se:
d(k)=a—N(dy) =a— NOAN Y a—c)+ (1NN a—d)), (6-15)

onde X = (log(ky/k))/(log(ky/ko)) e do = Ad3 + (1 — A\)d}. Aplicando-se o lema [6.3]

conclui-se que % < 0. O mesmo vale para a razao (c(k1) — c(ko))/ (k1 — ko), pois:
C(kl) - C(ko) ! C/(]fl)
= 0 6-16
( b — ko ko (10
pois ¢(kg) = ¢o. Quando a — ¢}, (k) — ¢|. Segue entao que:
. c(k1) = c(ko) :
lim —————F = ¢. 6-17
ac kl . k(] 1 ( )
(6-18)
. c(kr) — c(ko) /
1 —_— = q. 6-19
a—}lIfrlc{) kl — kO “ ( )
(6-20)

Por continuidade, por (6-I0) e aplicando o teorema do valor intermadidrio, existe

ag € (¢}, 1+ ¢p) tal que, para a = ag, tem-se:

C(k‘l) — C(k?o) _ C1 — Cp
ki — ko ki — ko

(6-21)

Como c(ky) = co, segue de ([6=21]) que (k1) = ¢, para a = ag. Como a derivada da

c(k1)—c(ko) __ ¢
k1—ko Tk

O teorema fornece um método de interpolacao entre dois precos de

razao i:;% em relacao a a é negativa, segue a unicidade de ay. [ |
exercicio. Este teorema ¢é estendido mais adiante, de modo a extrapolar os pregos
das opcoes de compra abaixo ou acima de um certo preco de exercicio. O método
de extrapolacao satisfaz condigoes limites que sao também satisfeitas no caso de

volatilidade constante.

Lema 6.5 Para todos os numeros kg, ¢y e ¢ tais que 0 < kog,—1 < ¢y <0 ecy >0
existem dois unicos parametros f >0 e X > 0 tais que a fungao c = cyx 00 satisfaz
as sequintes condigoes: c(ko) = co, (ko) = ¢y. Além disto, c(k) — 0 e (k) — 0

para k — oo. O vetor (f,X) é continuo em relagio a (ko, co, ¢y) e pode ser calculado
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numericamente.

Prova. Seja dJ o tnico nimero tal que c
koexp Xd) + ¥2/2. A funcao ¢

= —N(d9). Para ¥ > 0, seja [ =

cryo0 tem derivada igual a ¢ em kg, pois
d(ky) = —N(d3) = ¢}. Tomando d; = d3 + %, quando ¥ — 0, ¢(kg) — 0 pois:
c(ko) FN(di) — koN(dy)

koe ™5 2N(df + ) — kN (dB) — koN(d3) — ko N (d3) = 0,

(6-22)
e quando X — o0, ¢(kg) — 0o, pois:
c(ko) FN(di) — koN(dy)
ke BTN (d) + B) — koN (d9) — 0.
(6-23)

Logo, pelo teorema do valor intermedidrio, existe 3 tal que c¢(ko) = ko. Para provar

a unicidade, mostra-se que c(kg) possui derivada positiva com respeito a ¥.. Podemos
escrever a funcao avaliada em kg como:

(6-24)
Derivando o logaritmo de (6=24) em relacao a ¥, tem-se:
Olog (c(ko)) _ f'N(dy)+ fN'(dh)
o5 IN(d)
fN(dy)dy + fN'(dy)
JN(dy)
N'(dy)

Suponha por absurdo que w < 0. Tomando-se ¥ = —dJ em (G=27), tem-se:

dy +

(6-26)
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w > 0, dai, % > ( pela regra da cadeia.

Resta calcular os limites de ¢(k) e ¢/(k), quando k — oc.

o que nao pode acontecer. Logo,

lim c¢(k) = lim fN(dy)—kN(ds) =0,

k—+o0 k——+o0

lim (k)= lim —N(dy) =0,€

k——+oc0 k—-+oco
De acordo com (6-3)) e ([6=4)). |
Lema 6.6 Para todos os nimeros reais ky,co,c1 e ¢y tais que 0 < ky e

C1 — C
—1< 0

< <0, (6-27)
1

existem trés parametros unicos f > 0, ¥ > 0 e b tais que a funcao ¢ = cyxop

satisfaca as sequintes condigoes: c(k) — co, para k — 0, (k1) = d,c(k1) = ¢1.

Além disto, (k) — —1, para k — 0. O vetor (f,%,b) é continuo em relagio a

(k1,co,¢1,¢,) € pode ser calculado numericamente.

Prova. Seja d} o tnico nimero tal que ¢, = —N(d}). Para ¥ > 0, sejam entao:
f = kiexp(2dy +%?%/2); (6-28)
b = Co — f (6—29)
A fungao ¢ = ¢y 5, tem derivada igual a ¢} em ky, pois ¢ (k1) = —N(d3) = ¢}. Mais

ainda, tem-se:

]EH(I) c(k) = khrf fN(dy) — kEN(dy) +co — f;

= [f+eo—

= ¢p; (6-30)
. / o . o _ .
}Clir(l] d(k) = kEToo kN (d2) = 0. (6-31)

Resta mostrar que c¢(k;) = ¢, para algum ¥ > 0. Como c(ki) = fN(dy) + kic) + b,
com d; = d} + ¥, usando (6=29)), chega-se a:

C(k‘l) = fN(d% + E) + ]{310/1 + Co — f
(k1) —co = f(N(dy+32)—1)+ ki)
C(kl) —Cy — —fN(—d% — E) + le,l. (6—32)
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Da equagao (6=28), tem-se f como uma funcao de X tal que quando ¥ — 0, f — k.
Substituindo em (6=32)), tem-se:

C(kl) — Cyp = —klN(—d%) + k:lcll = ]{71. (6—33)
Como N(z) ~ N'(z)/|z| quando x — —o0, tem-se:

Elgrolo c(k1) — co = ki) (6-34)

Da equagao (6=21)), por continuidade e pelo teorema do valor intermadidrio, segue
que existe 3y > 0, tal que c(ky) = k1. Como nol[6.5, pode ser mostrado que a derivada
de ¢(k1) com respeito a ¥ é positiva, o que implica continuidade e a unicidade de
Yo com respeito a (ky, co, c1,c}). [ |
Combinando os lemas [6.2], [6.5] e o teorema[6.4] pode-se obter a definicao e

o teorema a seguir.

Definigao 6.1 Considere os numeros reais ko, ki, co, c1, ¢ € ¢}, tais que 0 <
ko < k1 e a equagao ¢ vdlida. Seja denotada por ¢(ko, co, ¢y, k1, c1,¢}) a fungdo
¢ = Cpxap que satisfaca as sequintes condigoes: c(ko) = co, c(k1) = c1, (ko) = ¢,
e d(k1) = ¢,. De modo similar, para todos os nimeros reais kg, ¢y € ¢ tais que
0 < ko,—1 < ¢ <0 ecy > 0, seja denotada por ¢(ko, o, ¢, 00,0,0) a fungdo
¢ =crxo0 que satisfaca as sequintes condigoes c(ky) = co, (ko) = ;. Finalmente,
para todos os nimeros reais ki, co, ¢1 e ¢ tais que 0 < ki e a equagao ([6=21) seja
vdlida, seja denotada por ¢(0,cy, —1, k1, c1,¢)) a fungao ¢ = ¢y ap que satisfaca as

sequintes condigoes: c(k) — ¢y, para k — 0, (k1) = ¢, c¢(k1) = 1.

Segue da defini¢ao 6.1l que para todos os ntiimeros reais ou infinitos ko,k1,co,c1,¢
e ¢} tais que a fungao ¢ = ¢(ko, co, ¢, k1, c1, ¢)) seja definida, (c(k),d (k) — (¢, )
para k — k;, i € {0,1}. Combinando os métodos de interpolacao e extrapolac¢ao

para uma série de pregos de exercicio, o seguinte resultado é obtido.

a , .
Teorema 6.7 Para todas as seqiiéncias (k;)o<i<n+1, (Ci)o<i<nt1€ (¢;)o<i<ni1 tais que

a relagao (6=1)) € vdlida em conjunto da condigoes de limite:

co=—1,¢,<cq=0<cy, (6-35)

e da condi¢coes de converidade:

C. J— c .
¢ < H < cq,para 0<i<mn, (6-36)
i1 — ki
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existe uma fungao C' e convera c(k), k > 0, e wuma seqiéncia tnica
(fir X4, @i, bi)o<i<n tal que c(k) = ¢y, 5, a0, (k) no intervalo [k;, k1] —0, 00, c(k;) = ¢

e d(k;) = ¢ para 1 <i <n. Mais ainda, tem-se:

lim(c(k),d (k) = (co,—1),¢

k—0
Jim (c(k), ¢ (K)) = (0,0). (6-37)
A seqiiéncia (f;, X, ai,b;)o<i<n € continua em relagdo a (co, (ki, ¢, ¢)o<i<n) € pode

ser calculada numericamente.

Existem 4(n + 1) parametros desconhecidos, (f;, i, a;,bi)o<i<n, que definem
a fungao c. Cada equagao c(k;) = ¢;, 1 < i < n, d4 duas condigoes para estes
parametros pois esta é verdadeira para cy, s, ;.0 (ki) € £,y >0 1.ai1.bi 1 (Ki). O mesmo
é véalido para a equagao ¢ (k;) = ¢;, 1 <i < n. Somando as condigdes de limite, tem-

se 4n + 4 condicoes, que é o mesmo numero de parametros.

6.3
Algoritmo para Interpolacao

Na presente secao apresenta-se o algoritmo utilizado para gerar a curva de
precos, livre de arbitragem e suave, de uma opcao européia de compra, seguindo o
método descrito na secao [6.2

Algoritmo A:

Considere as seqiiéncias (k;)o<i<nt1 € (¢i)o<i<nt1, seqliéncias de precos de
exercicios os respectivos pregos de opgoes européia de compra tais que sejam validas
as relagoes ([6-11), ¢, > 0 e:

Ci — Ci—1 Civ1 — G

—1
Sk ki ko — ks

<0, para 1<i<n. (6-38)

Note que ([6-3])) é idéntica a (6-2]) exceto pela troca das desigualdades por desigual-
dades estritas. A condigao (6=38) verifica a auséncia de arbitragem nos dados de

mercado. Desta forma, o algoritmo é descrito como:
/o / _ .
1. Define-se ¢y = —1 e ¢, | = o0;
2. Calcula da seqiiéncia (¢})1<i<n, como:

) li + i

: 6-39
¢ =" (6-39)
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para 1 <i < n, onde:

(Ci - Ci—l)_

li = ’
ki - ki—l

(6-40)

3. Célculo dos parametros (f, >, a,b)1<j<nt1, da seguinte forma:

— Para j = 1, cdlculo dos parametros (f,%,0,b), de acordo com o lema [6.G;
— Para 2 < j < n, célculo dos parametros (f,>,a,b), de acordo com o
teorema [6.4}

— Para j = n, célculo dos parametros (f,%,0,0), de acordo com o lema 6.5l

4. Célculo dos pregos, utilizando a equagao (6-3) dada em [6.2

6.4
Interpolacao Bi-dimensional

Nesta secao, apresenta-se o método de interpolagao bidimensional para gerar
uma superficie de volatilidade implicita, livre de arbitragem.

Algoritmo B:

Supondo que nao ¢ possivel encontrar oportunidades de arbitragem nos dados
de mercado, calcula-se entdao a superficie de volatilidade implicita utilizando o

Algoritmo A, de acordo com os seguintes passos:

1. Para cada t; gera-se uma curva de volatilidade implicita, livre de arbitragem,

usando o Algoritmo A;

2. Para cada data de vencimento t € (t;,t;41) e prego de exercicio K, calcula-se

2
mp

a volatilidade implicita o;,,,(K,T) tal que o
de 0-2 (K’ tz)tl € UiQmp(K7 ti—i—l)ti—i—l-

mp

(K, T)T é a interpolacao linear

No artigo original, [19], apresenta-se um terceiro passo. Testes verificados para
varios exemplos nao mostraram a necessidade da consideracao deste outro passo,

visto que a superficie de volatilidade obtida no passo dois ja é livre de arbitragem.
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6.5
Superficies de Volatilidade Implicita para o IBOVESPA

Nesta se¢ao apresentam-se alguns resultados obtidos quando da implementacao
do procedimento descrito nos Algoritmos A e B para interpolar superficies de
volatilidade implicita de opgoes de compra sobre o indice IBOVESPA.

Os dados utilizados para gerar tais gréficos foram os dados de negociagoes
de opgoes de compra européia, sobre o IBOVESPA, referente aos anos de 2005 e
2006%. O uso do procedimento descrito anteriormente foi necessario devida a falta
de liqtiidez deste mercado. Para exemplificar, para um dado dia de negociagao,
o maximo que foi encontrado, respeitando as hipdteses do procedimento, foi um
conjunto de opgoes com apenas trés maturidades diferentes sendo negociadas, o que
ocorreu dez vezes para cada ano. Mais ainda, como sera visto nos graficos a seguir,

em alguns casos, apenas um preco de exercicio era negociado.

6.5.1
Superficie de Volatilidade Implicita no dia 24/01/2005

Na figura apresenta-se as curvas de preco das opgoes interpoladas fazendo
uso do método descrito pelo Algortimo A, para dados de mercado do dia 24/01/2005.
Note que, para duas datas de vencimento apenas um preco de exercicio é negociado,
e no caso mais préximo ao vencimento dois precos de exercicios sao negociados.
Observa-se também que o comportamento das curvas nos limites r+ — 0 e x — o0
sao coerentes e verifica-se a suavidade da interpolacao.

Na figura apresenta-se a superficie de volatilidade impicita gerada a partir
das curvas de preco apresentadas na figura [6.Il de acordo com o procedimento
apresentado no Algoritmo B. Observe que esta figura foi gerada a partir de um
conjunto de quatro cotagdes de opgoes com pregos de exercicios e/ou vencimentos

diferentes.

6.5.2
Superficie de Volatilidade Implicita no dia 04/02/2005

Um outro exemplo é apresentado na figura [6.3] para dados de mercado do dia
04/02/2005. Nesta figura apresentam-se as curvas de preco das op¢oes interpoladas,

de acordo com método descrito pelo Algortimo A. Neste caso, para as duas datas

5Fonte: BOVESPA
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Precos para uma dada data de vencimento

6000 -

5000

4000

3000

Prego

2000

1000

0 I L
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 34 3.6 3.8 4
Preco de exercicio x 10

Figura 6.1: Curva de pregos para op¢oes no dia 24/01/2005, com o indice IBOVESPA
cotado a 23812.51

de vencimentos mais proximas, trés opcoes com precos de exercicios diferentes sao
negociadas. Para a data de vencimento mais distante, apenas uma opg¢ao é negociada.
Mais uma vez, tem-se que o comportamento das curvas nos limites t — 0 e x — oo
sao coerentes e verifica-se a suavidade da interpolagao.

Como para a primeira data apresentada, na figura [6.4] apresenta-se a superficie
de volatilidade impicita gerada a partir das curvas de preco da figura[6.3], de acordo
com o procedimento descrito no Algoritmo B. Neste caso, a superficie foi gerada
a partir de um conjunto de sete cotagoes de opgdes com pregos de exercicios e/ou
vencimentos diferentes.

As figuras B.1, [6.2] e mostram como o procedimento descrito neste
capitulo ¢ eficiente. Partindo de conjuntos de apenas quatro e sete pontos, como
visto em [6.5.1] e 6.5.2, é possivel interpolar superficies de volatilidade implicita,

sendo estas superficies suaveis, estaveis e livres de arbitragem.
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Superficie de volatilidade implicita

0.4

0.38

Volatilidade

1.04

Tempo até o vencimento 0 o096 Moneyness

Figura 6.2: Superficie de volatilidade implicita para opcoes sobre o IBOVESPA, no
dia 24/01/2005, com o indice IBOVESPA cotado a 23812.51
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Precos para uma dada data de vencimento

7000
T-t=6
O  Dados
T-t= 69
6000 Dados
T-t= 132
O  Dados
5000
4000
o
On
o
o
3000
2000
1000
0 | | | ]
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 34 3.6 3.8 4
Preco de exercicio % 10*

Figura 6.3: Curva de pregos para op¢oes no dia 04/02/2005, com o indice IBOVESPA
cotado a 24548.18
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Superficie de volatilidade implicita

0.65
0.6

0.55

Volatilidade

1.04

Tempo até o vencimento Moneyness

Figura 6.4: Superficie de volatilidade implicita para opcoes sobre o IBOVESPA, no
dia 04/02/2005, com o indice IBOVESPA cotado a 24548.18



7
Resultados Empiricos para o IBOVESPA

Neste capitulo, apresentam-se resultados obtidos através da estimagao, nao-
paramétrica, da superficie de volatilidade implicita gerada por opcoes de compra
do indice IBOVESPA. Estas estimativas foram feitas de acordo com a modelagem

apresentada em [3 e B e utilizando o procedimento descrito em

7.1
Estimacao da Superficie de Volatilidade Implicita

Na figura [Z.1] apresenta-se o ajuste da superficie de volatilidade implicita do
mercado, no dia 21/01/2005, pela superficie gerada através da estimacao, nao-
paramétrica, segundo a férmula (5=63). Como pode-se ver, para longe da data
de vencimento, o ajuste da superficie é melhor do que aquele comparado a datas

proximas ao vencimento. Na tabela [ Il tem-se o erro da estimativa e erro do modelo.

Erro FPS | 0.06365
€ 0.00139

Tabela 7.1: Erro da estimativa de FPS na figura [7.1]

Um outro exemplo, apresentado na figura [[.2] é o ajuste da superficie de
volatilidade do mercado, no dia 11/04/2006, pela superficie estimada via FPS. Como
no caso anterior, o ajuste ¢ melhor para datas distantes do vencimento. Em ambos

os casos, FPS nao se mostra uma ferramenta muito eficaz para estimar com precisao

O(e).

Erro FPS | 0.04019
€ 0.00139

Tabela 7.2: Erro da estimativa de FPS na figura
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Ajuste da superficie de volatilidade implicita por FPS

[ sup Mercado
I Frs

0.31

03

029+

Volatilidade

1.04

Tempo até o vencimento 0 o096 Moneyness

Figura 7.1: Ajuste da superficie de volatilidade implicita do mercado pela superficie
estimada segundo FPS, no dia 21/01/2005, com o indice IBOVESPA cotado a
23608.58

7.2
Uma parametrizacao no tempo de Fouque et al

Uma tentativa heuristica para melhorar estas estimativas feita neste trabalho,
foi considerar a estimacao no tempo dos parametros a e b. Os resultados com
esta consideracao foram melhores, e sao apresentados a seguir, para o0s casos
anteriormente vistos e para mais um caso adicional.

Na figura [[.3] apresenta-se a nova estimacao para a superficie de volatilidade
implicita de mercado, no dia 21/01/2005. Note que diferentemente da apresentada
anteriormente, agora o resultado obtido é que o erro da estimativa é da mesma

ordem de €, como pode-se ver na tabela

Erro FPS | 0.00269
€ 0.00139

Tabela 7.3: Erro da estimativa de FPS paramétrico no tempo na figura
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Ajuste da superficie de volatilidade implicita por FPS

[ 1Sup Mercado
FPS

0.42

0.4

0.38

0.36

0.34

Volatilidade

0.32

03

150
1.04

Tempo até o vencimento 0 o096 Moneyness

Figura 7.2: Ajuste da superficie de volatilidade implicita do mercado pela superficie
estimada segundo FPS, no dia 11/04/2006, com o indice IBOVESPA cotado a

37823.02

Na figura[7.4] apresenta-se a estimacao para a superficie de volatilidade volatil-
idade implicita do mercado, no dia dia 11/04/2006, com esta nova consideracao. Na
tabela[T.4] apresenta-se o erro da nova estimativa. Verifica-se que para datas distante

da maturidade, T'— ¢t > 30 dias, a estimacao tem erro de ordem e.

Erro FPS 0.010701
Erro FPS longe do vencimento | 0.00659
€ 0.00139

Tabela 7.4: Erro da estimativa de FPS paramétrico no tempo na figura [7.4]

Na figura apresenta-se uma terceira estimacao para a superficie de volatil-
idade implicita do mercado, no dia dia 04/01/2005, com esta nova consideragao. Na
tabela apresenta-se o erro da nova estimativa. Novamente verifica-se longe do

vencimento, o erro da estimativa é da ordem de e.
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Ajuste da superficie de volatilidade implicita por FPS variando no tempo

I sup Mercado
N Frs

Volatilidade

1.04

Tempo até o vencimento 0 o096 Moneyness

Figura 7.3: Ajuste da superficie de volatilidade implicita do mercado pela superficie
estimada segundo FPS paramétrico no tempo, no dia 21/01/2005, com o indice
IBOVESPA cotado a 23608.58

Erro FPS 0.01337
Erro FPS longe do vencimento | 0.00703
€ 0.00144

Tabela 7.5: Erro da estimativa de FPS paramétrico no tempo na figura

Como pode-se ver, quando a estimacao dos parametros leva em conta uma
possivel variagao dos parametros ao longo do vencimento e sao considerados datas
distantes do vencimento, maiores que um mes, os resultados obtidos sao significati-
vamente melhores. Isto pode ser pensado como uma forma de capturar uma escala de
tempo intermediaria que a principio esta no modelo. Em trabalho recente, Fouque et
al., [12], incorporam ao modelo uma escala répida para a volatilidade, e tal hipotese
leva a resultados melhores. Em seu trabalho, Souza & Zubelli, [2§], apresentam uma
estimagao com um termo a mais, termo este referente a uma escala mais rapida, que

deve capturar este efeito.
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Ajuste da superficie de volatilidade implicita por FPS variando no tempo

I Sup Mercado
I Frs

0.44

0.42

<
™

Volatilidade

1.04

Tempo até o vencimento 0 o098 Moneyness

Figura 7.4: Ajuste da superficie de volatilidade implicita do mercado pela superficie
estimada segundo FPS paramétrico no tempo, no dia 11/04/2006, com o indice
IBOVESPA cotado a 23812.51
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Ajuste da superficie de volatilidade implicita por FPS variando no tempo

I sup Mercado
I Frs

04

Volatilidade

1.04

Tempo até o vencimento 0 09 Moneyness

Figura 7.5: Ajuste da superficie de volatilidade implicita do mercado pela superficie
estimada segundo FPS paramétrico no tempo, no dia 04/01/2005, com o indice
IBOVESPA cotado a 24790.57



8
Conclusoes e Aprimoramentos Futuros

8.1
Contribuicoes do Trabalho

Neste trabalho, estuda-se o o comportamento do indice IBOVESPA a partir
de um modelo de volatilidade estocastica. Um estudo estatistico, tomando o modelo
como base, mostra que o IBOVESPA exibe uma rapida reversao a média. Esse
comportamento segue ao longo de estudos feitos sobre outros mercados, como o
S&P500, por Fouque el al. Um fato relevante é s verificagao de uma reversao que
pode ser considerada extremamente rapida, da ordem de 0.5 dia, quando comparada
com estudos similiares em outros mercados, que encontram taxas da ordem de 1.5
dias.

A partir dessa constatacao, rederiva-se a expansao assintética do aprecamento
de um derivativo europeu, feita por Fouque et al. em [I7], levando em consideracao
hipéteses adicionais feitas em [I4] e de acordo com a adimensionaliza¢ao usada por
Souza & Zubelli.

Descreve-se também um procedimento que permite gerar superficies de volatil-
idade implicita a partir de um conjunto esparso de dados. Esta ferramenta é crucial
para calibrar o modelo assintético discutido anteriormente num mercado de opgoes
com pouca liqiiidez como o brasileiro.

E por fim, calibra-se o modelo de Fouque et al. para o IBOVESPA e se
compara as superficies obtidas a partir da calibragao com as superficies obtidas
a partir do procedimento descrito anteriormente. De um modo geral, verificou-se
que, longe do vencimento, as aproximacoes encontradas desempenham de maneira
bastante satisfatéria. Assim, as superficies obtidas a partir dos dados e a partir da
aproximacao assintética sao consistentes. A analise de erro apresentada no capitulo[7]
mostra esse grau de consisténcia e sugere regides onde o usar a aproximagao obtida.

Observamos também, que a falta de liquidez impede uma comparagao mais decisiva
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com precos de mercado para determinar a eficiencia do modelo e da aproximagao

em capturar os precos praticados pelo mercado.

8.2
Aprimoramentos Futuros

Um primeiro aprimoramento natural deste trabalho seria considerar a mod-
elagem proposta por Souza & Zubelli,[28], que ja incorpora uma escala réapida no
tempo, porém considerando a vol-vol no mesmo regime estudado por Fouque et. al.
Souza & Zubelli mostraram que essa analise dessingulariza a aproximacao assintética
para a volatilidade implicita e deve permitir uma maior precisao no uso do modelo
assintotico para um aprecamento de um derivativo préximo ao seu vencimento.

Ainda na mesma linha, uma outra possibilidade interessante seria considerar
modelos que incorporam mais escalas de tempo para a volatilidade, como feito em
trabalho mais recente de Fouque et al. [12].

No mercado brasileiro, as opgoes sobre futuros do IBOVESPA sao muito mais
liqiiidas do que as sobre o indice em si. Do ponto de vista a uma aplicacao bastante
relevante para o mercado, seria fazer essa andlise sobre os futuros e as opgoes do
mercado.

Implementar o algoritmo C? propospo por Kahalé, [19]. Por um lado, o algo-
ritmo é computacionalmente mais intenso e uma implementagao de interesse pratico
teria uma componente significativa em obter um bom desempenho operacional do
mesmo. Por outro lado, uma implementagao desse algoritmo permitiria estudar o
comportamento da volatilidade local no ibovespa o que nos da uma metodologia

alternativa para aprecamento.
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