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Resumo

Esta dissertacdo faz uso das técnicas modernas de andlise de investimentos chamadas de
Opcoes Reais para valoracdo de reservas ndo-desenvolvidas de petroleo do Pré-Sal brasileiro.
Tais técnicas conseguem captar as flexibilidades e incertezas do mercado, superando os méto-
dos tradicionais de Fluxo de Caixa Descontado (FCD).

A reservas estudadas neste trabalho sdo extremamente complexas e t€ém chamado a atengdo
de muitos investidores (nacionais e estrangeiros) com relagdo ao seu processo de desenvolvi-
mento.

O enorme reservatorio de petréleo existente no Pré-Sal tem sido motivo de grande expec-
tativa do governo brasileiro, em virtude da possibilidade da elevacdo do pais no ranking das
maiores reservas de 6leo e gds do mundo. Entretanto, o alto custo de desenvolvimento re-
querido faz com que muitos questionem a viabilidade de investir no Pré-Sal, principalmente
em tempos de crise no mercado financeiro mundial.

Nesta dissertagdo, utilizamos as Opg¢des Reais para obter o valor da reserva ndo-desenvolvida,
baseado no modelo de Paddock & Siegel & Smith, adaptado a um processo de reversao a mé-
dia. O objetivo € analisar a viabilidade de investimento no Pré-Sal brasileiro através do preco
de concessao das reservas, descrito por uma equacdo diferencial parcial a ser deduzida ao
longo da dissertacdo. Esta equacdo serd resolvida por métodos numéricos implementados por
algoritmos computacionais descritos no trabalho.

A anélise serd feita por cada tipo de reserva, visto que no Pré-Sal brasileiro existem reservas
com caracteristicas diferentes (tais como tamanho da camada de sal, profundidade do poco,
entre outros).

Ao final, apresentaremos os resultados de conclusdes obtidas.

Lembramos que os resultados foram gerados considerando as hipéteses e modelo escolhi-

dos, e que tais resultados podem variar se utilizarmos outros modelos.

Palavras-Chave

Opcoes Reais, Reservas ndo-desenvolvidas, Pré-Sal.



Abstract

This dissertation makes use of the modern techniques of investment analysis called Real
Options for valuation of brazilian Pre-Salt undeveloped petroleum reserves. Such techniques
can capture the flexibilities and uncertainties of the market, overcoming the traditional methods
of Discounted Cash Flow (DCF).

The reserves studied in this work are extremely complex and have called the attention of
many investors (national and foreign ones) about their development process.

The enormous petroleum reservoir existent in the Pre-Salt has been the reason of great ex-
pectation of the brazilian government, on account of the possibility of elevation of the country
in the ranking of the biggest oil and gas reserves in the world. However, the high development
cost required makes many question the viability of investing on Pre-Salt, specially in times of
crisis in the world financial market.

In this dissertation, we use Real Options in order to obtain the value of an undeveloped
reserve, based on Paddock & Siegel & Smith model, adapted to a mean-reversion process. The
objective is to analyse the the viability of investing on brazilian Pre-Salt through the price of
concession of the reserves, described by a partial differential equation to be deduced in the dis-
sertation. This equation will be solved by numerical methods implemented by computational
algorithms described in this work.

The analysis will be done by the type of the reserve, because in brazilian Pre-Salt there
exist reserves with different caracteristics (such that size of the salt zone, depth of the well, so
on).

By the end, we present the results and conclusions obtained.

We recall that the results were obtained considering the hypothesis and model chosen, and

that such results may vary if we make use of other models.

Keywords

Real Options, Undeveloped reserves, Pre-Salt.



1 Introducao

1.1 Teoria das Opcoes Reais

O mercado de derivativos financeiros cresceu muito a partir dos anos 70, desde a publicacao
do artigo de Black & Scholes (1973), onde eles descrevem uma férmula fechada para o célculo
do valor de uma opcao financeira. A partir de entdo, cresceram as pesquisas académicas e
industriais no campo das opg¢des financeiras, bem como ocorreu uma dvida procura por tais
instrumentos.

Paralelamente a isso, no campo das anélises de projetos, as institui¢des financeiras e grandes
empresas faziam uso de métodos tradicionais para avaliagdo de investimentos: o Fluxo de
Caixa Descontado - FCD (Discounted Cash Flow - DCF, em inglés) -, utilizando como ferra-
menta principal o Valor Presente Liquido - VPL (Net Present Value - NPV, em ingl€s).

A eficiéncia deste método vinha sendo fortemente questionada sob a alegacdo de que sua
aplicag@o poderia induzir a decisdes de investimento equivocadas. O FCD, por ndo considerar
as indmeras flexibilidades e incertezas do mercado, acabava subestimando o valor do projeto
analisado.

A fim de lidar com estas incertezas e flexibilidades, surge o conceito de Opg¢des Reais
(Real Options, em inglés). O termo opg¢oes reais foi cunhado pelo professor Stewart C. Myers
do MIT, em 1977, quatro anos apds a publicacao do artigo de Black & Scholes (1973). Myers
caracterizou as oportunidades de investimento das firmas em ativos reais (por exemplo, pro-
jetos de investimento) como sendo andlogas a op¢des de compra sobre esses ativos. Assim, a
teoria das Opc¢des Reais reconhece e valoriza o fato de que as firmas t€ém o direito, mas nio a
obrigacdo, de investir D em um projeto que vale V (ver [Dias 2005]). O brasileiro Tourinho
(1979) foi o primeiro a aplicar as idéias da teoria de op¢Oes para valorar reservas de recursos
naturais.

O ferramental da Teoria de Op¢des Reais permite uma andlise mais profunda de investi-
mentos, procurando associar, ao valor total de uma operacao, suas diversas op¢des embutidas
de tomada de decisdo, as quais agregam grande valor a um investimento por possibilitar a
reducdo de riscos frente as condi¢cdes de incerteza do mercado.

Sua idéia bésica consiste em considerar uma tomada de decisdo a respeito de um projeto
como uma op¢do financeira. O célculo do seu valor corresponderia aos custos com a decisao
tomada. Por exemplo, podemos supor que uma empresa, especializada na comercializacdo de
um determinado produto, pretenda expandir seus negdcios investindo também em um outro
produto. O empresario deve ser cauteloso em relacdo a sua decisdo, devendo atentar para
os diversos fatores que podem interferir no sucesso de seu projeto de expansdo, como, por
exemplo, se o produto a ser investido justificard a relacdo custo-beneficio e, em caso positivo,

até quando. Entdo surgem as decisdes a serem tomadas, no sentido de avaliar a melhor época de
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se investir (se investe agora ou se espera), de parar de investir no produto - caso o retorno obtido
ndo esteja mais justificando o investimento - ou de suspender temporariamente o investimento
naquele produto, entre outros.

Por permitir a incorporagdo dessas flexibilidades a avaliacdo tradicional de projetos, o
método de opcdes reais se mostrava superior ao FCD, resultando em um grande avango na
sua literatura, além da evolucdo de suas metodologias. Diversos foram os trabalhos desen-
volvidos nas ultimas décadas, destacando-se a diversidade de projetos analisados, bem como
de modelos adotados.

Um dos maiores alvos de trabalhos académicos, nesse sentido, é o setor de exploracdo e
producdo (E&P) de petréleo. Ha uma vasta literatura sobre avaliagdo de projetos relacionados
a E&P desta commodity, desde trabalhos pioneiros, como o de Paddock & Siegel & Smith
(1988), onde € calculado o valor de um campo de petréleo situado em dguas profundas (off-
shore) e determinado seu timing de investimento; até trabalhos mais recentes, como [Dias
2005], onde sdo estudadas as combinacgdes entre teoria de opcdes reais e outras, tais como
teoria dos jogos, configurando as chamadas opg¢des reais hibridas.

Neste trabalho, estamos interessados na valoragdo de reservas ndo-desenvolvidas de petréleo
do Pré-Sal brasileiro (entraremos em maiores detalhes nas subsecdes seguintes), utilizando para
tanto as premissas de Paddock & Siegel & Smith (1988), aliado a um modelo de reversdao a mé-
dia. O valor da reserva nao-desenvolvida obtida no modelo de Paddock & Siegel & Smith é
o preco de concessdo da reserva, isto €, o valor pago por uma empresa de petrdleo para de-
senvolver a reserva (esses precos sdo bastante estudados pelas empresas visando obter uma
estimativa precisa para apresentacdo de lances em leildes de campos de petréleo). Veremos

mais adiante o que significa desenvolver um reserva.

1.2 Aplicacao da Teoria das Opcoes Reais no setor de Exploracao e Pro-

ducao de Petréleo

A teoria de opgdes reais em petréleo comeca com Tourinho (1979) e o modelo cléssico
de Paddock & Siegel & Smith (1988). Existem vdrias dezenas de artigos sobre este assunto
(algumas dezenas s6 na SPE, Society of Petroleum Engineers).

A maioria dos trabalhos publicados sobre opg¢des reais em petrdleo se referem ao setor de
exploracdo e producdo. Ha alguns trabalhos em outras dreas, como por exemplo em refino do
petréleo, porém ndo sdo muito comuns.

O processo de investir na exploracdo e producdo de petréleo € dividido em trés etapas:
investimento em exploracdo, em delimitacdo e desenvolvimento. Uma vez desenvolvida, ha
ainda outras tomadas de decisdo a serem consideradas, tais como a opcdo de abandonar a

producdo, suspender temporariamente, expandir, entre outras.
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A figura 1 ilustra as etapas supramencionadas, com as correspondentes opcoes.

Probabilidade de sucesso | —> Bloco (prospecto): Opcio de perfurar o pioneiro

dedlea’gas = p
Volume Esperado Investimento em
o Exploracio
£y Reserva
. Esperada =B’ c e oo et
| e — Campo Nao Delimitado: Opcio de delimitar
™ e | ;
~ ! Investimento em

Delimitacio

= Reservas Nio-Desenvolvidas: Opcoes de
investir em informacdo adicional e desenvolver

Investimento em
Desenvolvimento

— Reservas Desenvolvidas: Opcdes de expansio
(adicionar pocos extras, adensar malha, etc.);
de interrompera producio e de abandonar

L .

Figura 1: Etapas de investimento em Exploragcdo Producdo de Petréleo: Fonte - Dias (2005)

Suponha uma firma que detém os direitos de um bloco exploratério obtido por concessao
através de leildo ou adquirido no mercado. Durante a fase exploratdria, a firma concessiondria
decide se exerce a opcdo de perfurar um poco exploratdrio pioneiro, cujo investimento € to-
talmente irreversivel. Caso a opg¢ao seja exercida e no caso de sucesso (descoberta de dleo
e/ou gés), a firma obtém um campo ndo-delimitado. Apés, a firma tem a op¢ao de investir em
delimitacdo, que consiste na perfuragdo de pogos de delimitagcdo e estudos sismicos visando
obter mais informagdes sobre o volume das reservas, reduzindo as incertezas envolvidas e ob-
tendo as reservas ndo-desenvolvidas. Estes dois primeiros estdgios se referem a etapa inicial
de perfuracdes e estudos sismicos, com o objetivo de obter informagdes sobre as quantidades
de reservas de hidrocaronetos e identificar a quantidade de 6leo. Apds estas etapas, o conces-
siondrio poderd mapear o reservatdrio de forma a estabelecer os pogos e o uso de tecnologia,
de modo a extrair petréleo e gis a maior quantidade e a0 menor custo.

Uma vez obtidas as reservas ndo-desenvolvidas, o proximo estagio se refere ao desenvolvi-
mento da reserva, ou seja, uma vez identificado o potencial de hidrocarbonetos da reserva e sua
tecnologia para desenvolvé-lo, o concessiondrio tem a op¢ao de realizar as perfuragdes e insta-
lar as plataformas de producdo para iniciar a extracio de petrdleo e gds. Durante esta fase, o
uso de engenharia de petrdleo através da simulacdo de reservatérios € extensivamente utilizada
para determinar justamente o plano de desenvolvimento do reservatério.

Este trabalho tem por objetivo precificar reservas nao-desenvolvidas, mais especificamente

as do Pré-Sal brasileiro, que possuem um custo elevado de desenvolvimento (veremos na secao
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seguinte o motivo desta afirmativa). Para tanto, o foco deste trabalho estard na terceira etapa
vista, a de desenvolvimento de uma reserva ja explorada e delimitada, considerando o valor de
desenvolvimento da reserva concedida como sendo o valor a ser despendido para desenvolvé-
la. !.

Na se¢do 4, veremos como funciona o modelo de Paddock & Siegel & Smith (1988) para
precificagdo de reservas ndo-desenvolvidas de petroleo, onde € utilizado o Movimento Ge-
ométrico Browniano para modelagem dos precos do barril de petréleo. Veremos também como

modela-los por meio de processos com reversao a média.

1.3 Estrutura da dissertacao

A presente dissertacdo estd dividida em sete secdes mais as Referéncias e o Anexo. Na
introdugdo, que corresponde a primeira secdo, vimos uma revisdao do histérico da Teoria das
Opcdes Reais (subsecdo 1.1) desde seus trabalhos pioneiros. E destacado a importincia de
se agregar os custos com flexibilidade ao custo total do projeto a fim de ndo se obter subesti-
macaoes.

Ainda na introducdo, na subsecdo 1.2, é explicado como a Teoria das Opcdes Reais €
aplicada ao setor de exploracdo e producgdo de petréleo. Nesta subsecao, sdo descritas todas as
etapas do processo de E&P de petréleo, especificando os tipos de opcdes e tomadas de decisdao
previstas em cada etapa.

Na se¢do 2, sdo descritas as reservas do Pré-Sal, explicando o que é a camada Pré-Sal,
qual sua origem, onde esta localizada e quais as principais caracteristicas do Pré-Sal no Brasil,
precedido de um breve histérico sobre a industria petrolifera.

Na sec¢do 3, inicia-se a modelagem de opg¢des financeiras, ferramenta necessaria para pos-
terior entendimento da modelagem de opcdes reais. Comegamos pelas defini¢des bésicas da
teoria de opcdes, passando ao modelo de Black & Scholes (1973) e a sua extensdo (férmula
de Black & Scholes & Merton). Posteriormente, vemos a defini¢ao e caracteristicas de opg¢oes
americanas, passando ao problema de exercicio 6timo.

Na secdo 4, € descrito o modelo de Paddock & Siegel & Smith (1988) para modelar a
reserva desenvolvida e, posteriormente, obter a equacao diferencial parcial que descreve o valor
da reserva ndo-desenvolvida. A modelagem do valor da reserva desenvolvida € feita baseada
em um Movimento Geométrico Browniano.

Em seguida, sdo vistos os conceitos e modelagens da qualidade econdmica da reserva,
volume da reserva (sindbnimo de capacidade petrolifera ou volume de petréleo) e custos de
desenvolvimento da reserva, todos eles considerando dados empiricos do Pré-Sal no Brasil.

Analisaremos dois tipos de reserva em especial: campos com pogos profundos e com camada

!0 modelo de Padock & Siegel & Smith (1988) considera apenas esta etapa. Na verdade, esta é a etapa de
maior custo e interesse das firmas participantes de licitagdes, como por exemplo as Rodadas de Licitagdo da ANP.

13



de sal extensa (reservas situadas na bacia de Santos); e campos com pocos rasos e com camada
de sal menos extensa (reservas situadas nas bacias de Campos e Espirito Santo).

Em virtude destas duas tltimas bacias possuirem caracteristicas similares, para efeito de
estudo ndo haverd distingdo entre bacias de Campos e a bacia do Espirito Santo, portanto,
quando nos referirmos a um bloco situado na bacia de Campos e Espirito Santo, este bloco
pode estar localizado tanto na bacia de Campos quanto na bacia do Espirito Santo, ndo havendo
distin¢ao e considerando que os resultados serdo os mesmos para blocos situados em cada uma
delas.

Na subsecdo 4.2, é descrito o processo de reversdo a média e sua aplicacdo na dindmica
de precos de petrdleo. Nesta subse¢do, € feita a adequacdo do modelo de Paddock & Siegel
& Smith (1988), alterando a modelagem da reserva desenvolvida de Movimento Geométrico
Browniano para o processo de Ornstein-Uhlenbeck, utilizando Contingent Claims Analysis
para adequacao da equacao diferencial parcial que descreve o valor da reserva ndo-desenvolvida.

Na subsecdo 4.3, € explicado como estimar os parametros da equagao diferencial parcial
que descreve o valor da reserva ndo-desenvolvida, segundo a dindmica do processo de Ornstein-
Uhlenbeck.

Uma vez obtidos a equacgdo diferencial, para o cdlculo do preco da reserva, e os paramet-
ros a serem utilizados, faz-se necessdrio resolver a equacdo. Como a equagdo diferencial em
questdao ndo possui solucdo analitica, € necessdrio fazer uso de métodos numéricos, que sdao
descritos na se¢do 5. Na subsecdo 5.1, € descrito o método de diferencas finitas de Crank-
Nicholson - método amplamente eficaz na solucao de equacdes diferenciais.

Na subsecdo 5.2, € descrito o método SOR - Successive Over Relaxation-, que se trata de
um método iterativo para solucio de sistemas lineares. O objetivo € utilizar o método SOR
para resolver os sistemas lineares presentes no método de Crank-Nicholson.

Na secdo 6, sdo apresentados os resultados obtidos com a solu¢do da equacao diferencial
que descreve o valor da reserva ndo-desenvolvida, obtendo, assim, o preco de concessdo da
reserva e fazendo uma andlise destes valores para as reservas situadas no Pré-Sal da bacia de
Santos e das bacias de Campos e Espirito Santo.

Nas se¢Oes seguintes, sdo apresentadas as conclusoes, as referéncias e o cédigo fonte im-
plementado em MATLAB para a solucdo da EDP em questao, utilizando os métodos numéricos

descritos.
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2 Reservas de petréleo do Pré-Sal brasileiro

2.1 A industria do Petroleo

O petréleo é um combustivel féssil, cuja origem mais provavel € de restos de vida aquatica
animal acumulados no fundo de oceanos primitivos e cobertos por sedimentos. O tempo e
a pressdo do sedimento sobre o material depositado no fundo do mar transformaram-no em
massas homogéneas viscosas de coloracao negra, denominadas jazidas de petréleo.

O petréleo € constituido por uma complexa mistura de diferentes substancias quimicas,
cerca de 300 compostos, dentre eles, o nitrogénio (0% a 0,5%), enxofre (0% a 6%), oxigénio
(0% a 3,5%), alguns metais (principalmente niquel e vanadio) e os hidrocarbonetos (50% a
98%), sendo os hidrocarbonetos, o nitrogénio, o enxofre € o oxigénio seus principais compostos
(ver [da Silva]).

Os hidrocarbonetos, por serem os compostos mais abundantes, sdo indicados como indi-
cadores de poluicdo. Sao compostos formados por carbono e hidrogénio (82% a 87% em
carbono e 11% a 15% em hidrogénio). Maiores detalhes sobre a composi¢do do petréleo pode
ser visto em [da Silva].

Além de gerar a gasolina, que serve de combustivel para grande parte dos automoveis que
circulam no mundo, vérios produtos sdo derivados do petréleo como, por exemplo, a para-
fina, gds natural, GLP, produtos asfalticos, nafta petroquimica, querosene, solventes, 6leos
combustiveis, 6leos lubrificantes, 6leo diesel e combustivel de aviacdo. Devido a sua grande
utilizagdo, o petréleo se transformou, ao longo dos anos, em uma das principais commodities
(matérias-primas) do mercado, tornando-se um dos termometros da politica internacional. O
primeiro pogo de petréleo foi descoberto nos Estados Unidos - Pensilvania - no ano de 1859.
Ele foi encontrado em uma regido de pequena profundidade (21m).

Os paises que possuem maior nimero de pogos de petrdleo estdo localizados no Oriente
Médio, e, por sua vez, sdo os maiores exportadores mundiais. O maior consumidor mundial
sdo os Estados Unidos.

Em 1960, os principais paises exportadores criaram a Organizagdo dos Paises Exportadores
de Petréleo (OPEP), cujo papel principal, de acordo com o estatuto da mesma, é coordenar
as politicas petroliferas desses paises, de forma a evitar flutuacdes desnecessarias no preco
do barril, garantir o retorno financeiro aos paises-membros e o fornecimento de petréleo as
nacOes consumidoras. Na pratica, a OPEP decide o volume total de petrdleo a ser produzido
pelo conjunto de paises-membros. Este total € entao dividido em cotas de producao de cada
membro. Devido a grande quantidade produzida por estes paises, estes podem influenciar o
preco mundial do barril. Com isso, basta que a organizacao decida aumentar/baixar a producio
para fazer diminuir/crescer o preco do barril. Assim, essa associacdo, unindo os principais

exportadores e evitando a concorréncia entre eles, conseguiu ter um importante peso na fixacao
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dos precos do produto.

A importancia econdmica do petrdleo se tornou tdo acentuada que terriveis guerras foram
desencadeadas ao longo dos anos, visando ao monopdlio deste recurso natural, tais como
Yom Kippur (1973), Ird x Iraque (1980-1988), Golfo (1991) e a atual intervencao dos Esta-
dos Unidos no Iraque.

No Brasil, a primeira sondagem foi realizada em Sao Paulo, entre 1892-1896, por Eugénio
Ferreira de Camargo, quando ele fez a primeira perfuracdo na profundidade de 488 metros;
contudo, o poco jorrou somente dgua sulfurosa. Foi somente no ano de 1939 que foi descoberto
o 6leo de Lobato na Bahia.

Em 1954, foi criada a Petrobras, com o objetivo de monopolizar a exploragao do petréleo
no Brasil. A partir de entdo, muitos pocos foram perfurados. Atualmente, ela estd entre as
maiores empresas petroliferas do mundo.

Na década de 1990, a Petrobrds desenvolveu tecnologias para ampliar sua capacidade de
exploracao e producao de 6leo, superando, em 1997, a marca de um milhao de barris de dleo
por dia, ganhando, inclusive, o prémio Offshore Technology Center (OTC Award, um Oscar do
setor petrolifero).

Em 6 de agosto de 1997, a Lei 9.478 (conhecida como Lei do Petréleo) regulamentou uma
emenda constitucional que flexibilizou o monopdlio estatal da Petrobras, permitindo que outras
empresas (nacionais e estrangeiras) explorassem e produzissem 6leo em territdrio brasileiro.
A responsabilidade pelo controle do setor petrolifero sairia das maos da Petrobrds para as da
recém-criada Agéncia Nacional do Petréleo (ANP).

Conforme disposto no artigo 8° da Lei 9.478 - com redacao dada pela Lei 11.097 de 2005
-, a ANP foi criada com a finalidade de promover a regulacio, a contratacio e a fiscalizacao
das atividades econdmicas integrantes da industria do petréleo, do gas natural e dos biocom-
bustiveis. Uma das atividades atribuidas a ANP pela lei em questdo é promover as licitacdes
para concessao de campos de petrdleo, para exploragdo e producio, conforme disposto em seu

Inciso IV, que segue transcrito abaixo:

elaborar os editais e promover as licitagdes para a concessao de ex-
ploracdo, desenvolvimento e produgdo, celebrando os contratos delas

decorrentes e fiscalizando a sua execucio...((ANP])

Apds a chamada Rodada Zero, em 1998, na qual a Petrobras devolveu a Unido as dreas
nas quais ndo tinha interesse, outras dez rodadas de licitacdes ja foram realizadas. Muitas
das principais empresas petroliferas do mundo participaram, pelo menos, de uma delas (ver
[Nascimento & Maciel & Moreira & Neto]) .

Uma vez concedido a uma empresa petrolifera, o bloco sofre as etapas de E&P vistas na
secdo 1.2. Para o caso de reservas ja descobertas, o bloco sofre apenas a etapa de desenvolvi-

mento.
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Nos contratos de concessdao dos blocos licitados pela ANP, é estipulado o prazo de con-
cessdo das reservas para a etapa de desenvolvimento que € de 27 anos, contados a partir do
momento da obten¢do da Declaragdo de Comercialidade junto a ANP. Esta declaracdo € obtida
mediante aprovagdo do plano de desenvolvimento do bloco.

Com as licitacdes promovidas pela ANP, cresceram os estudos a fim de se obter uma es-
timativa razodvel para o preco de concessdo de uma reserva a ser licitada, tentando evitar
subestimagdes, bem como superestimacoes.

Para se calcular o preco de concessao de uma determinada reserva, devem ser consideradas
as caracteristicas da jazida, como, por exemplo, se esta € localizada em bacias terrestres (on-
shore), dguas profundas (offshore) ou ainda em dguas ultraprofundas (como por exemplo as
reservas do Pré-Sal).

Veremos a seguir as caracteristicas das reservas do Pré-Sal.

2.2 A camada Pré-Sal

Os gedlogos denominam de Pré-Sal os campos submarinos de petrdleo existentes abaixo
de um enorme e espesso lencol de sal.

Acredita-se que a camada Pré-Sal teve origem hd cerca de 125 milhdes de anos, resul-
tante do rompimento do supercontinente Gondwana?, ocasionando a separagio das placas sul-
americana e africana em meio a um intenso vulcanismo.

Segundo [Bacoccoli], grandes lagos intracontinentais teriam se estabelecido nas fendas e
fissuras da crosta. Depois, com a penetracdo do mar entre as placas, formou-se um golfo
estreito e alongado, predecessor do oceano Atlantico.

Nos lagos, foram depositados grandes geradores de petréleo, sedimentos finos ricos em
matéria organica, ao lado de rochas reservatorio. Sobre estes geradores, precipitou-se uma
camada de sal dando origem a camada Pré-Sal.

Em geral, a E&P das reservas do Pré-Sal exige um alto investimento, visto a dificuldade
de extracao de petréleo das camadas ultraprofundas abaixo do sal, fazendo-se necessario o uso
de tecnologias mais avangadas que as utilizadas para o Pds-Sal (campos de petréleo situados
acima da camada de sal).

H4 indicios da existéncia de tais camadas na Africa, o que vem despertando o interesse da

Petrobrés e de diversas empresas do setor petrolifero na sua exploracao.

A Gondwana foi uma grande massa continental localizada no hemisfério sul hd cerca de 180 milhdes de anos
e composta pelas atuais América do Sul, Africa, Oceania, Antdrctica e o sub-continente indiano.
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Figura 2: Camada Pré-Sal - Fonte: Apresentacdo de nov. 2007 em Miami-EUA, por José
Formigli (Petrobrés)

A origem dos reserv

Reconstituigdo da Africa e
América do Sul- 125 milhses de [P
anos atras e

Figura 3: Origem do Pré-Sal - Fonte: O Pré-Sal: perspectivas & desafios
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2.3 A regiao do Pré-Sal brasileiro

A camada Pré-Sal do Brasil é um gigantesco reservatdrio de petrdleo e gas natural, loca-
lizado em uma faixa que se estende ao longo de 800 km entre os estados do Espirito Santo e
Santa Catarina, englobando trés bacias sedimentares: as de Santos, Campos e Espirito Santo.
Estas reservas estdo localizadas abaixo da camada de sal (que podem ter até 2 km de espessura).

Portanto, se localizam de 5 a 7 mil metros abaixo do nivel do mar, conforme figura 4.

[

Camada em area

Laitodo ultraprofunda, que

uy Zq:l-m:

2
S
5

B0 fem, qua vai do
litoral e Sania
Catarina ao do
Esgirito Santo

Figura 4: Camada do Pré-Sal brasileiro - Fonte: Folha on Line.

As principais caracteristicas das reservas do Pré-Sal do Brasil sdo:
e espessa camada de sal atravessada (chega a cerca de 2 km);
e rochas reservatorio carbondticas;

e Oleo leve e alta concentracido de C'Os.

Uma das jazidas pioneiras na exploracdo do petréleo nas camadas do Pré-Sal se localiza
em Jubarte, na Bacia de Campos, litoral do Espirito Santo. A Petrobrés iniciou a produgdo de
petréleo naquela regido em dezembro de 2006, através da plataforma P-34. Em setembro de
2008, a Petrobras anunciou a produgdo do primeiro 6leo na camada Pré-Sal de Jubarte.

Outro campo importante desta camada fica na regido de Tupi, localizada na bacia de Santos.

Anunciada pela Petrobrds em novembro de 2007, sua previsdo para entrar em producdo é em
2010.
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Os reservatorios carbon

Resamatdrios
corm dlea

Figura 6: Reserva de Tupi - Fonte: O Pré-Sal: perspectivas & desafios.
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Figura 7: Abrangéncia do Pré-Sal brasileiro - Fonte: Campos (2008).

Estima-se que, com as reservas do Pré-Sal, o Brasil saltaria da 25* para a 9* posi¢do no

ranking das maiores reservas de petréleo do mundo.

25 Maiores Reservas de Oleo + Gas por Pais
B boer B Russian Federation
400 o Iran
O Saudi Arabia
‘Mundo: Dez-2007 e
1 A e e O United Arab Emirates
O Kuwait
O Venezuela
O Brazil w / pre-salt
O Higeria
O UsA
B Kazakhstan
O Libya
O Algeria
@ China

Brazil com o pré-sal(?) O Canada
9* Posicao =~ 100 B boe

B Norway

O Indonesia
0 Australia

o Malaysia

Brazil (dez-2007)
25° posicao= 144 B boe B Turkmenistan
‘ O Egypt

B Azerbaijan

O Mexico

O Brazil

0_

Fonte: BP Statistical Review 2008 + Esimativas de Analistas para o Pré-Sal

Figura 8: Estimativas - Fonte: O Pré-Sal: perspectivas & desafios.
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Ao mesmo tempo em que estas reservas sdo extremamente atrativas (s6 a regido de Tupi
possui capacidade estimada de reserva petrolifera de 5 a 8 bilhdes de barris de petrdleo, con-
forme Figura 7), hd o problema do alto custo para desenvolver uma reserva do Pré-Sal, visto a
extrema profundidade a ser perfurada, bem como a camada de sal sobre o petréleo.

Na verdade, a tecnologia para desenvolver um campo do Pré-Sal vem sendo estudada e,
para alguns, encarada como um desafio. Dentre os principais problemas a serem enfrentados,
destacamos (conforme [RT] e [Fomigli 2007]):

1. Reservatorio:
e possivel ndo uniformidade dos reservatorios.
2. Engenharia de Poco:

e pocos com inicio vertical, inclinacdo na camada de sal, maior drea de exposicao

para facilitar a extracdo;
e camada de sal instavel;

e materiais resistentes a alto conteudo de C'Os.
3. Garantia de Fluxo (“Flow Assurance’):

e possibilidade de obstrucao do fluxo - deposi¢do de parafinas.
4. Logistica para gas associado:

e gasoduto maior que 18” em lamina d’dgua de 2.200 metros;
e distante da costa (300 km);

e desenvolver novas tecnologia para produgdo do gés.
5. Unidades Flutuantes de Producao (FPSO’S):

e ancoragem em laminas maiores que 2.000 metros.
6. Engenharia Submarina:

e qualificacdo de riser para CB’s maiores que 2.000 metros, com C'O, e alta pressao;
e cendrio para risers tower, SCRs com lazy waves e outras tecnologias;
o Thermal Insulated Flowline para 1aminas d’dgua maiores que 2.000 metros;

e linhas de fluxo para altas pressdes de injecdo de gas.
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A elevada incerteza sobre a capacidade das reservas do Pré-Sal, aliada a incerteza sobre o
custo para desenvolvé-las, faz com que muitos se questionem sobre a viabilidade econdmica
de se investir nestas reservas.

O fato € que o preco corrente do petréleo € importantissimo para uma decisao de inves-
timento no Pré-Sal, porém ndo se sabe a partir de que valor o preco do petréleo passa a ndo
compensar o custo do projeto. Em outras palavras, as flutuagdes no preco do petréleo podem
ser decisivos na decisdo de se investir no Pré-Sal.

A atual crise financeira mundial torna a situa¢do ainda mais dificil, visto que o preco do
petréleo vem caindo de forma que o investimento na E&P destas reservas pode ser seriamente
ameacado.

Neste trabalho, estamos interessados em verificar até que ponto € interessante investir no
desenvolvimento de uma reserva destas, utilizando, para isso, modelos matematicos para des-
crever as flutuacdes dos precos do petrdleo, bem como as incertezas técnicas e de mercado
envolvidas.

Além disso, buscaremos encontrar, através das técnicas de opcdes reais, o preco de con-
cessdo de uma reserva desse tipo, o que nao € tarefa facil. Para tanto, vamos estudar as jazidas
situadas nas bacias de Santos separadamente das situadas nas bacias de Campos e Espirito
Santo, visto que possuem caracteristicas distintas (a espessura da camada Pré-Sal da bacia de
Santos € bem maior que as das bacias de Campos e Espirito Santo, sendo estas duas tltimas
semelhantes). Faremos uso das caracteristicas especificas destas bacias, com dados reais, a fim
de tornar os resultados e conclusdes os mais realistas possiveis.

Lembramos aqui, mais uma vez, que os resultados obtidos, nesta dissertacdo, sao mera-
mente académicos, sendo consideradas algumas premissas e o modelo utilizado nesta disser-
tacdo. Como ha inimeros outros modelos em opg¢des reais, os precos de concessao podem

sofrer variacdes de acordo com o modelo adotado.
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3 Modelagem de Opc¢oes Financeiras

3.1 Premissas da Teoria de Opcoes

Nesta sec¢do, vamos fazer uma revisao sobre a teoria de opcdes financeiras, iniciando por
algumas premissas bdsicas das teorias de probabilidade e de calculo estocdstico. Estas pre-
missas serao necessarias para o entendimento da teoria de opgdes para posterior entendimento
da teoria de opcoes reais. Iniciaremos por algumas defini¢des que serdo utilizadas durante o

desenvolvimento deste trabalho.
Definicio 3.1 (Espaco de Probabilidade) Um espaco de probabilidade é uma tripla (), §,P),
onde:

o () é um conjunto ndo-vazio, chamado de espaco amostral;

® § é uma o-dlgebra de subconjuntos de §, e

o P ¢é uma medida de probabilidade.

Definicao 3.2 (Filtracio) Sejam {F(t)}icc uma colegdo de o-dlgebras e ( um conjunto total-
mente ordenado tais que F(s) C §(t)V s < t, onde s,t € (. Esta colegdo é denominada
filtracado.

Definicao 3.3 (Processo Estocastico) O conjunto {(X(t),§(t) }1ec formado pela familia de
varidveis aleatorias { X (t) }1ec tomando valores em R" e pela filtracdo {§(t) }iec é chamado

de processo estocdstico com filtragdo {§(t) }iec.

Definicao 3.4 (Processo Estocastico Adaptado) Seja o processo estocdstico da Defini¢do 3.3.

Se X(t) é §(t)-mensurdvel ¥V t € (, dizemos que o processo estocdstico é §(t)-adaptado.

Neste trabalho consideraremos ¢ = [0, T, para T fixado.
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Definicio 3.5 (Movimento Browniano) Seja o espaco de probabilidade (S, §,P). Chamamos

de Movimento Browniano o processo {W (t) }+~o com trajetdria continua, tal que:
o W(0)=0,P—qc
o W(t)—W(s)~N(0,t—s), coms<t,e
o W(t) — W(s) é independente de W (u) — W (v) para0 < v <u <s<t.
A demonstracdo da existéncia do movimento browniano pode ser encontrada em [Korn &

Korn].

Definicao 3.6 (Filtro Browniano) Dada a o-dlgebra §, chamamos de Filtro Browniano a

seguinte filtracdo:
§(t) = o{S" () UNIN € §,P(N) =0}, ¢ € ¢
onde,
V() :=o{W(s)|0<s<thte(
o(-) é a o-dlgebra gerada por -
e

W (t) — W (s) é independente de §(s), 0 < s < t.

Definiciio 3.7 (Martingal) Dado o processo estocdstico adaptado {(X (t),§(t) }rec, dizemos

que X (t) é um martingal, se:

o E|X(t) <oo,Vte( e

o E[X(1)|5(s)] = X(s), P—qc, Vs, t € (, coms < t.

Proposicdo 3.1 O movimento browniano uni-dimensional W (t) é um martingal em relagcdo

ao Filtro Browniano.

Demonstragdo:

O

Vamos definir agora a integral estocdstica e em seguida suas propriedades mais importantes.
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Definicio 3.8 (Integral Estocastica) Seja o processo estocdstico simples { X () }icj0,r). A in-

tegral estocdstica [(X) para t € [0, T] é definida por:

I(X) = [y X(s)dW(s) := > X(&)(W(t: At) = W(ti_y At)), onde a A b= min{a,b}.

1<i<p

Maiores detalhes sobre a definicdo de integral estocéstica pode ser encontrada em [Korn &
Korn].

Proposicio 3.2 (Propriedades da Integral Estocastica) Sejam { X (t)}.cjo,r) um processo es-
tocdstico e 1(X) a integral estocdstica (também chamada de integral de 1td). Valem as seguintes

propriedades:

o {I(X) }icpo,m) € um martingal com respeito a filtragdo {F(t) }icpo,r). Em particular, E[I(X, t)] =
0, vt € [0,T].

e (Isometria de It6) Para todo t € [0,T] vale:

(/OtX(s)dW(s))Q _E Uot Xz(s)ds} |

A demonstracdo desta proposi¢cdo pode ser vista em [Korn & Korn].

Definicao 3.9 Sejam X e Y processos estocdsticos descritos por:

/K ds+/H )dW (s

Y(t):Y(O)+/OL ds+/M VAW ()

onde W (t) é um movimento browniano, entdo,
dX(t)dY (t) :== H(s)M(s)ds

é chamado de covariagcdo quadrdtica entre X (t) e Y (t). Em particular dX (t)dX (t) é chamado
de variac¢do quadrdtica de X (t).

A seguir, veremos dois teoremas importantes e que serao utilizados durante o presente trabalho.
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Teorema 3.1 (Férmula de Itd) Seja W (t) um movimento browniano uni-dimensional e X (t)
um processo estocdstico com respeito a uma filtracdo §(t) definida sob um espago de proba-
bilidade (2, §,P), descrito por:

X(t) = X(0) +/O K(s)ds—i—/o H(s)dW (s)

Seja f:R*— R tal que f(t,X(t)) é uma vez continuamente diferencidvel em t e duas vezes

continuamente diferencidvel em X (diz-se que f € C*?). Entdo, V't > 0 temos que:
t t 1 t
F(6.X(0) = 10.XO)+ [ fils. Xdst [ Ll XEDAX )5 [ funlss X)X ()X ()
0 0 0
similarmente,
(X)) = Flt, Xt + £t XWX () + o1, X (D)X (DX (1)
onde dX (t)dX (t) é a varia¢do quadrdtica de X (t).

Teorema 3.2 (Regra do Produto) Sejam X (t) e Y (t) processos estocdsticos como os do teo-

rema 3.1, vale:

t
0 0

XY (t) = X(0)Y(0)+ /0 X(s)dY(s) + / Y(s)dX(s) + / dX (s)dY (s)
similarmente,
AX)Y(t) = X(t)dY (t) + Y (t)dX (t) + dX(t)dY (t)

onde dX (t)dY (t) é a covaria¢do quadrdtica entre X (t) e Y (t).

A demonstragdo dos teoremas 3.1 e 3.2 podem ser vistos em [Korn & Korn].

Definicao 3.10 (Funcao Borel-Mensuravel) Seja f uma funcdo de R em R. Dizemos que f
¢ Borel-mensurdvel se o conjunto {x € R|f(x) € A} estd contido em B(R) para quaisquer
A € B(R), onde B(R) representa a o-dlgebra de Borel (menor o-dlgebra que contém todos os

intervalos da Reta).

Definicao 3.11 (Mercados Completos) Um mercado é dito completo se todo ativo negocidvel

deste mercado pode ser replicado por um portifélio composto apenas por ativos deste mercado.
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Definicao 3.12 (Oportunidade de arbitragem) Uma oportunidade de arbitragem é uma es-
tratégia de investimento onde o custo inicial é ndo-positivo, ndo hd risco de perda em nenhum

cendrio e ainda hd chance de ganho em algum.

3.2 O modelo de Black & Scholes (1973)

Conforme visto na subsecao 1.1, Black & Scholes deduziram, em 1973, a férmula para o
aprecamento de op¢des européias, a qual passou a ser imprescindivel para os mercados finan-
ceiros do mundo inteiro.

Nesta subse¢do, descreveremos brevemente o modelo devido a sua importincia, bem como
para seu melhor entendimento, visto que sua compreensdo serd necessaria nas secdes seguintes.

Veremos a seguir algumas defini¢Oes necessarias ao entendimento do modelo.

Definicao 3.13 (Call Option européia) Uma call option (ou op¢do de compra) européia é um
derivativo que dd ao seu detentor o direito, mas ndo a obrigagdo, de comprar uma agdo por
um preco previamente especificado, denominado preco de exercicio, numa data especifica,

chamada de data de vencimento da op¢do. O valor intrinseco deste derivativo é dado por:
h(S(T)) = (S(T) — K)*,
onde T representa a data de vencimento da opg¢do, K o seu preco de exercicio e ()T =

max{-,0}. A figura 9 apresenta o valor intrinseco da op¢do européia de compra.

Cpgao de compra

Yalor intrinseco

K
Ativo objeto

Figura 9: Valor intrinseco de uma call option européia, com preco de exercicio K, vencimento
T e preco do ativo S.
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Definicao 3.14 (Put Option européia) Uma put option (ou opgdo de venda) européia é um
derivativo que dd ao seu detentor o direito, mas ndo a obrigacdo, de vender uma acdo por
um preco previamente especificado, denominado prego de exercicio, numa data especifica,

chamada de data de vencimento da opcdo. O valor intrinseco deste derivativo é dado por:
h(S(T)) = (K = S(T))",

onde T representa a data de vencimento da op¢do, K o seu preco de exercicio e (-)" =

max{0,-}. A figura 10 apresenta o valor intrinseco da op¢do européia de venda.

Opgao de venda

Valor intrinseco

K
Ativo objeto

Figura 10: Valor intrinseco de uma put option européia, com preco de exercicio K, vencimento
T e prego do ativo S.

O modelo de Black & Scholes consiste em dois ativos, um sem risco (Y (¢)) e um com risco

(S(t)), seguindo as seguintes dinamicas®(considerando um espago de probabilidade (€2, §, P)).

dY (t) = 7Y (t)dt (1
%Sf)) = pdt + odW (t) 2)

onde r, 1 e o sdo constantes e representam, respectivamente, a taxa livre de risco, o retorno
médio esperado e a volatilidade do ativo. J4 W (t), em (2), representa o movimento browniano?.
Na equagio (1), definimos a func¢do f(¢,Y(t)) = €™, onde observamos que f € C?, logo
aplicando a férmula de 1t6 (Teorema 3.1) temos que:

df(t,Y (t)) = re"dt

= rf(t,Y())dt

3Tais dinAmicas implicam que o mercado é completo e que nio hd oportunidades de arbitragem.
4A dinamica de S(t) representada pela equagio (2) é denominada Movimento Geométrico Browniano (MGB).
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logo, temos:
AF(E, Y (1)) = (1Y (1)t
que € a equagdo (1), logo f(¢,Y(t)) =Y (t) = €™.
Com relago a equacdo (2), seja a fungdo f(t, W (t)) = S(0)eVO+(k—27") novamente

temos que f € C'1? e aplicando a férmula de It6 (Teorema 3.1) obtemos:
L, L,
df (t, W(t)) = (n — 30 ) fdt + o fdWV(t) + 30 fdt

— Jf (6, W ()dt + o £ (£, W (0)dWV (2)

logo, temos que:
df (t, W(t))
FEW (D)
que é a equacdio (2), portanto f(t, W (t)) = S(t) = S(0)eW O+

Com isso, vimos que:

= pdt + odW(t)

Y(t) = e 3)
S(t) = S(0)eW W+ (4)

Utilizando Contingent Claims Analysis, vamos agora obter a equacdo diferencial parcial
(EDP) que nos da o valor de uma op¢do de compra (call option) européia, conhecida como a
equagao cldssica de Black & Scholes.

Consideremos um portifélio I composto de uma unidade da opcao de compra que chamare-
mos de C' e uma posicdo (venda) de —C's unidades do ativo objeto, onde C's representa a

derivada de C' em relagdo ao prego do ativo objeto S. Assim temos:
M=C-0CsS
Ap6s um instante de tempo dt, o valor da carteira sofre uma variacao dII dado por:
dll =dC — CsdS
Pela formula de 1td (Teorema 3.1) temos:
dll = |Cidt + %J2SQOSSdt + CsdS| — CsdS
Pela auséncia de arbitragem o rendimento da carteira € dado por:

dll = rlldt
= T[C — Css]dt
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Igualando os rendimentos da carteira temos:
1
r [C — Css] dt = Ctdt + 50252055(% + Cst — Csds

Portanto a EDP de Black & Scholes para uma call option européia é dada por:

%0’252055+TSCS—TC+Ct =0 &)

Com as seguintes condi¢des de contorno:
e C(0,t) =0;
e C(S,T)=(S(T)— K)™ .

Note que como dS = pSdt + o SdW (t), S = 0 implica dS = 0, logo a opg¢do vale zero e
temos que C(0,t) = 0,V ¢, nos dando a primeira condi¢do de contorno.

A segunda condi¢do de contorno é uma caracterizacao da op¢ao européia em que a possi-
bilidade de exercicio da op¢do se dd apenas no vencimento, logo o valor da opcao € igual ao
seu valor intrinseco e daf segue que C'(S,T) = (S(T) — K)™.

A EDP descrita pela equacgdo (5) vale também para a op¢ao de venda (put option) européia,
sendo necessario adequar as condicdes de contorno. Veremos a seguir um teorema de suma
importancia para o desenvolvimento deste trabalho e que, nesta se¢do, serd utilizado para re-
solver a EDP de Black & Scholes (equagdo (5)) e assim encontrar a férmula analitica para o

célculo do valor de uma op¢ao européia, conhecida como a férmula de Black & Scholes.

Teorema 3.3 (Feynman-Kac) Considere a equacdo diferencial estocdstica
dX(t) = B(t, X (8))dt +~(t, X (t))dW (t)

Seja h(y) uma fungcdo Borel-mensurdvel e r uma constante. Fixando T > 0, e dado t € [0,T]
defina a fungdo
f(t.x) = Bl OR(X ()]

(Assumimos aqui que E|h(X(T))| < oo, ¥ t e x.) Entdo f(t,x) satisfaz a equagdo diferencial

parcial

576 fuelt, ) + B0, ) fo(t,2) = rf(1,2) + ult2) = 0

com a condigdo final

f(lz)=h(x),Vz
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Demonstracdo:

A demonstracdo se baseia nos seguintes passos:
1. encontrar um martingal;

2. calcular seu diferencial, e

3. igualar o termo multiplicador de dt a zero.

Seja X (t) solugdo da equagdo diferencial estocdstica d.X () =
e f(t,z) = Ele"TYh(X(T))|F(t)]. Note que e~ f(t, X(t)
Logo, temos que se 0 < s <t < T, entdo:

B(t, X (1)) dt+~(t, X (t))dW (t),
) = Ele7"h(X(T)[3(t))-

Ele™" f(t, X(1))[3(s)] = E[E[e” A(X(T))IS(1)]I3(s)]
= E[e™" h(X(T))I5(s)]

=e " f(s, X(s))

portanto e~ f(¢, X (¢)) é um martingal.

Aplicando o Teorema 3.2 obtemos:

d(e F(E, X (1)) = e hdf (1, X () + d(e ) f (1, X (8)) + d(e”)dF (£, X (1))

N J
-~

0

= e "df (t, X (b)) —rf(t, X (t))e "dt

Aplicando a férmula de It6 (Teorema 3.1) em df (¢, X (¢)) temos:

dle ™ f(t, X () =e " (%fdedX + f2dX + ftdt) —rfe"

1
= <§fdedX + fodX + fidt — rfe_rt>

1
= eirt (572]”9090 + ﬁfz + ft - Tf) dt =+ eirtfyfxdW

Finalmente, fazendo o termo multiplicador de dt igual a zero, obtemos

S fu kB 4 S =0
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Ainda, da defini¢do de f(t, X (t)) temos que
AT, X(T)) = Ele " Dh(X(T))[3(T))

= E[(X(T)[3(T)]
= h(X(T))

Daf a condi¢do de contorno f(7,x) = h(x),V x.
U

Maiores detalhes sobre a demonstracao deste teorema podem ser vistos em [Shreve 2004].

Veremos a seguir que a equagao diferencial parcial de Black & Scholes para uma call option
européia (equacgdo (5)) pode ser resolvida analiticamente, o que ja ndo ocorre quando lidamos
com op¢des americanas, como veremos na subsecdo 3.3.

Considerando h(z) = (S(T) — K)*, além de (¢, z)= u e y(t,z)= o, pelo Teorema 3.3
temos que C(t, S) = E[e "= (S(T) — K)*] é solugdo da EDP (5).

Definicao 3.15 (Medida neutra ao risco) Dado o espaco de probabilidade (€2, §,P), seja Q

uma medida de probabilidade sobre (), §). Dizemos que Q é uma medida neutra ao risco se:
e Q éequivalente a P, isto é, VA C F, Q(A) =0 P(A) =0, e

e O processo estocdstico {S(t)} referente a dindmica dos precos do ativo objeto é um

martingal em relacdo a medida Q.

A medida Q também € chamada de medida martingal equivalente (ver [Shreve 2004]).

Vimos que %(tt)) = pdt + odW (t). Seja § = =, e considere o processo Z(t) com a
dindmica

dZ(t) = 0dt + dW (¢)

onde Z(t) é um movimento browniano® sobre a medida Q (o drift € eliminado na passagem de

P para Q). Entao:
ds(t)

i 7(t) —

50 pdt + o(dZ(t) — 6dt)
= pudt + odZ(t) — obdt
= pdt + odZ(t) — (u—r)dt
= pdt + odZ(t) 4+ rdt — pdt

— rdt + odZ(t)

50 fato de Z(t) ser um movimento browniano sobre a medida Q se dd pelo Teorema de Girsanov, cujo
enunciado e demonstracdo podem ser encontrados em [Korn & Korn].
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logo, pela equacdo (4) temos que
S(t) _ S(O)GUZ(t)-i—(r—%g?)t (6)

dai, fazendo t = T temos
S(T) _ S(O)eaZ(T)+(r—%o2)T (7)

com isso, dividindo a equagdo (7) pela (6) temos

S(T) S(O)eaZ(T)Jr(rf%aQ)T
S(t) S(O>eoZ(t)+(r—%a2)t

_ (2= ZW)+(— 1) (T~1)

logo,
S(T) = S(t)e" @ D-ZW)+r—3o?)T—0),

Conforme vimos héd pouco como resultado do Teorema de Feynman-Kac (Teorema 3.3), o
valor de uma op¢do de compra no tempo ¢, expirando em 7' com prego de exercicio K € dado

por:
C(t,S) = Ele " (S(T) — K)7]
= E[e"T=(S(t)emZM=2O)1+r=30%T =0 _ f¢)7]

Z1)-20) , N

T (0,1) (lembrando que

Fazendo xk = S(t), 7 = T — t e considerando X = —
Z(T)— Z(t) ~ N(0,T — t)) temos:

C(t,k) = ]E[e_”(/-ﬂe_"ﬁ”(“%"zﬁ — K)7]

[V

x

/+oo efrr(lﬁe—aﬁx—i-(r—%g?)r _ K)+e—7

= dx
oo V2T

Lembrando que o valor esperado agora é sobre a medida QQ, pois na a dindmica do ativo

objeto houve a mudanca de IP para Q.

Definimos




Repare que

—O\/TX T'—lO'2 T
(re-ovFate—tor _gyr _ | RETYTTTITIOT - K, se 0 < <d(74)
0, se K>d_(1,R)

logo, temos que

d—(1,x) e*TT(l{e—O'\/Fﬁ-f—(T—%O'Q)T _ K)e—é
C(t,k) = NG dx

d* (7—7’%) 1 2 d* (Tvﬁ’) 1 2

_ —rT —aﬁx-‘r(r—lUQ)T -z . / —rT -z

= e ke 297" 2 du ——e¢ "Ke zdx.
/_Oo \ 2T ) o V2T

(.

' v~
I

Desenvolvendo [ temos:

d_(T,k) Lo
/f/ e T TeT 20 T afx—de
0
d_ 1 (o‘27+2cr\/?z+z2)
= H/ - 2 dx
oo
d_ 1 _(£+o\/;)2
=K 2 dx

dy (T 1 22

=2
onde v’ =z +oy7eN(a)= [° —=e 7 da'.

Desenvolvendo I/ temos:

d_(1,k) 1 2
[=e¢"K e 2dx
/_oo \ 2T
=e¢ "TKN(d_(1,K)).

Dai temos que

C(t,k) = kN(dy(1,k)) — e ""TKN(d_(T,K))

conhecida como a férmula de Black & Scholes para uma call option européia (os cdlculos
para uma put option européia sdo andlogos, podendo alternativamente ser utilizada a paridade

put-call, ver [Korn & Korn]).
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3.2.1 Opcoes com dividendos - A féormula de Black & Scholes & Merton

Ap6s o trabalho de Fisher Black e Myron Scholes em 1973, o americano Robert Merton
ajustou, no mesmo ano, o modelo de Black & Scholes para um ativo que paga uma taxa de
dividendos continua 9.

As premissas e hipdteses do modelo permenecem inalteradas, apenas acrescentando a pre-
visao do pagamento da taxa de dividentos continua ao ativo objeto. Com isso, o preco de um
ativo S segue a seguinte dinamica sobre a medida P:

dS(t)

e consequentemente, sobre a medida (Q tem-se,

ds(t)
5w [r = 6]dt + odZ(t).

Para se obter a equagdo diferencial parcial de uma call option européia, segundo Merton,
segue-se 0s mesmos passos para obtencdo da equagdo diferencial de Black & Scholes com as
seguintes alteragdes: o rendimento da carteira I devera ser descontado dos dividendos através

do termo 6C'dt, assim temos:
1
dll = |Cydt + 50252055dt + CgdS| — CqdS — 6Cdt

Temos também que descontar a taxa de dividendos ¢ da taxa r, assim temos que o rendimento

da carteira também serd dado por:
dIl = [r — O|I1dt

= [r — d][C — CsS]dt

Dai, igualando os rendimentos da carteira obtemos:

[r — 6] [C — CsS]dt = | Cudt + %a2s2cssdt + CsdS| — CsdS — 6Cdt =

—5Cdt +rCdt — [r — §]CsSdt = Cydt + %ﬁsQCSSdz —sCdt

Portanto a EDP de Black & Scholes ajustada por Merton para uma call option européia,
chamada de EDP de Black & Scholes & Merton, é dada por:

%0‘252055 + [T — 5]805 —rC+C;=0 (8)
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Com as mesmas condi¢des de contorno da EDP (5):
e C(0,t) =0;
e C(S,T)=(S(T)— K)™ .

Da mesma forma que no modelo sem dividendos, a op¢do européia de compra com div-
idendos possui solucdo analitica, cujos passos para sua obtengdo sdo exatamente 0s mesmos
passos efetuados para obten¢do da solugdo analitica da equacao (5), apenas substituindo r por

r — ¢ na dindAmica do ativo objeto. Com isso, a férmula analitica para a equacdo (8) € dada por:

C(t, k) = ke " N(dy(1,K)) — e ""KN(d_(T,K))

onde,

d,(1,K) = %ﬁ [log (%) n <T_5+ %2> T}

d_(1,5) = do(1,K) — 0 T_Uiﬁ [log(%>+ (r—é—%2> T}.

Para uma op¢do de venda, todos os cdlculos efetuados aqui sao andlogos.

3.3 Opcoes Americanas

Enquanto as op¢des européias s6 podem ser exercidas na data de vencimento, as opgdes
americanas podem ser exercidas a qualquer momento até seu vencimento. Isso torna sua preci-
ficacdo mais complexa, visto que, diferentemente das opcdes européias, o conhecimento apenas
do preco final do ativo objeto ja ndo € suficiente para determinar o preco da op¢ao.

Parte dessa complexidade envolve a determinagdao do momento 6timo de exercicio anteci-
pado. E exatamente a necessidade da determinagio deste momento 6timo que torna as opgdes
americanas mais interessantes e dificeis de avaliarmos que as européias.

Geralmente, nio existem solugdes analiticas para op¢des do estilo americano (a ndo ser em
caso de opgdes perpétuas, como pode ser visto em [Dixit & Pindick]), sendo necessario o uso

de métodos numéricos para calcular seu valor.

Definicao 3.16 (Call Option americana) Uma call option (ou opgcdo de compra) americana é
um derivativo que dd ao seu detentor o direito, mas ndo a obrigacdo, de comprar uma acdo
por um prego previamente especificado, denominado preco de exercicio, em qualquer tempo

desejado até a data de vencimento da opgdo. A fung¢do de valor intrinseco é dada por

h(S(t)) = (S(t) — K)*, t € [0,T]
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onde h(S(t)) representa o valor intrinseco da op¢do no tempo t, K o preco de exercicio e
(1)" = max{-,0}.

A avaliacdo de opcdes americanas se baseia nos mesmos passos da deducdo da equacao
diferencial parcial de Black & Scholes & Merton (equagao (8)), com algumas modifica¢des
nas condi¢des de contorno, as quais caracteriazam os efeitos da possibilidade de exercicio
antecipado.

Um desses efeitos € a chamada condicdo de contorno livre, a qual descreveremos a seguir,
considerando uma call option americana.

Considere um preg¢o S* (ou S*(t)) para o qual o exercicio antecipado da opgdo é 6timo no
instante t, ¢ € [0, T]. Caso S*(t) ndo exista, o problema se resume a uma op¢ao européia, pois a
op¢ao nao seria exercida antecipadamente em nenhum momento, independentemente do preco
do ativo objeto S. Assim, em uma call option americana, existe uma regido S > S* chamada de
regido de exercicio antecipado, onde o exercicio antecipado é 6timo, pois maximiza a funcao
do valor intrinseco da opgdo, h(S(t)). Caso S < S*, deve-se manter a op¢ao viva, sendo esta
regido chamada de regido de continuagdo. Os valores S* para todos os instantes ¢ € [0, 7] sdo

denominados condi¢do de contorno livre ou ainda curva de gatilho®.

Call Option Americana

Regiao de
exercicia
antecipado

w

0

§>§*

& (prego da agio)

Regiao de
continuagio

SHT)

lempo

Figura 11: Gréfico da curva de gatilho (condi¢do de contorno livre) de uma call option ameri-
cana.

Como ndo conhecemos esses pregos de exercicio 6timo, devemos tratar S* como uma res-
tricdo a ser determinada por procedimentos numéricos.

Assim, supondo conhecida a curva de gatilho S* e repetindo os passos para obtencdo da

®A terminologia curva de gatilho é bastante utilizada em opgdes americanas, mais ainda quando sio aplicadas
a situacdes de andlise de investimentos, como ¢ o caso do presente trabalho.
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equagdo (8), o valor de uma call option americana (C'(t, S)) é descrita pela EDP:

%0'252055 + [T — (5]5’05 —rC+Cy,=0 9

Com as seguintes condi¢des de contorno:

e C(0,t) =0;

C(s,T) = (5(T) - K)™;

C(S*,t) = 5* — K;
o Cs<S*,t) = 1.

As duas primeiras condi¢des de contorno sdo andlogas as obtidas para a call option européia
e a terceira condic@o de contorno € a curva de gatilho.

A dltima condi¢do de contorno é chamada de Smooth Pasting (ver [Dixit & Pindick]) que
visa garantir a suavidade da curva de gatilho.

Os resultados para uma put option americana sao analogos.

Em geral, tratar de condi¢Ges de contorno livre ndo € tarefa fécil, na verdade, seu estudo é
consideravelmente mais complicado que o de opg¢des européias. Encontrar uma solugdo exata
€ quase sempre impossivel, sendo necesséria a determinagdo numérica de uma solugdo, o que
pressupde o estudo de problemas de contorno livre de modo a possibilitar a implementacao de
métodos numéricos adequados. No intuito de melhor entendermos os problemas de contorno
livre, vamos analisar, a seguir, o problema de contorno livre canénico denominado Problema
do Obstdculo.

3.3.1 O Problema do Obstaculo

Considere uma corda elastica de extremidades fixas e que supostamente passa sobre um
obstaculo, conforme ilustrado na figura 12.

Seja u(x) o deslocamento da corda e z = +1 os extremos em que a corda estd fixada,
u(41) = 0. E suposto que f(£1) < 0 e que f(x) > 0 para alguns valores de z € (—1,1), que
implica a existéncia de uma zona de contato entre a corda e o obstdculo, representada na figura
pela zona entre A e B. Contudo, esta zona nao é conhecida a priori e precisa ser determinada
como parte da solugdo, representando, assim, um problema de contorno livre.

Em cada ponto da zona de contato, o deslocamento da corda coincide com a altura do

obstaculo e fora dela a corda € retilinia. Isto € traduzido matematicamente da seguinte maneira:
u(z) = f(z),se A< x<B
Urz(z) =0,s5¢e —l <z < AouB <z <1
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Figura 12: Corda em equilibrio com obstaculo em que os extremos da corda estdo ligados nos
pontos {—1,0} € {1,0} e o obstéculo é descrito pela fun¢io f(x) = —a(x — a)* + h.

Como os pontos A e B sao desconhecidos, sdo necessdrias mais duas condigdes para sua

determinagio, que sdo a continuidade de u e u, ’. Portanto o problema de contorno livre

representado na figura 12 consiste em encontrar uma fungfo u(x) e pontos A e B tais que

Upe(2) =0, 1<z < AouB<z<1
u(z) = f(z),se A<z <B

us(A) = fa(A)

uy(B) = fo(B).

Conforme [Grossinho 2008], para cada fungdo f(z) do tipo dado, a solugdo u(x) e os
pontos A e B existem e s3o unicos. Quanto a sua determinagio exata, em geral, s6 é possivel
para exemplos de f(z) muito simples, o que motiva a busca pela sua determina¢do numérica.

Uma das possiveis estratégias para solucionar o problema de contorno livre € o método

envolvendo Problema de Complementaridade Linear, descrito a seguir.

3.3.2 Problema de Complementaridade Linear

Trata-se de uma maneira de reduzir o problema a um problema de contorno fixo do qual se

pode derivar o contorno livre posteriormente.

"Tais condicdes sdo sugeridas por um argumento baseado em um equilibrio de forcas, conforme pode ser visto
em [Grossinho 2008].
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Como vimos no exemplo anterior, é suposto que a corda eldstica de extremos fixos passe
por um obstdculo. Duas situagdes podem ocorrer: ou a corda ndo toca o obsticulo, o que
corresponde analiticamente a u > f, caso em que € retilinia, tendo-se u,, = 0; ou existe uma
regido de contato implicando v = f € u,, = fz» < 0. Entdo podemos escrever o problema na

forma equivalente denominada problema de complementaridade linear
Ugz(u — f) =0, =ty >0, (u—f) >0
sob as condi¢des
u(—1) = u(1) =0, u, u, sdo continuas.

Da mesma forma, podemos escrever o problema de Complementaridade Linear referente a

op¢do de compra americana vista anteriormente ®. Temos entdo
(%0282055 + [r—0]SCs —rC + C’t) (C(S*,t) — (S*—K)) (Cs(S*,t) —1)=0
(3025%Css + [r — 8]SCs —rC + C) > 0,
(C(S*t) = (S*—K))>0e (Cs(S*t)—1) >0
com condig¢des finais e de contorno dadas por
C(0,t) =0eC(S,T) = (S(T) — K)™.

Veremos mais adiante como resolver este problema de Complementaridade Linear.

8Maiores detalhes sobre a obtengdo do sistema referente ao problema de Complementaridade Linear para uma
opcdo de compra americana, baseada na Problema do Obstaculo, podem ser visto em [Grossinho 2008].
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4 Modelagem de reservas nao-desenvolvidas de petroleo

4.1 O modelo de Paddock & Siegel & Smith (1988)

Em seu artigo de 1988, Paddock & Siegel & Smith utilizam a teoria de op¢des reais para
valorar um campo de petréleo offshore e determinar seu timing de investimento, tornando-se
um dos modelos mais populares de aplicacdo de opg¢des reais na industria petrolifera.

O artigo ressalta a importancia de se obter uma certa precisdo na precificacdo de uma
reserva, o que tem sido buscado pelas empresas participantes de leildes de campos de petréleo,
visto que cada lance envolve milhdes (as vezes até bilhdes) de ddlares.

Para tanto, a reserva ndo-desenvolvida € comparada a uma call option americana, conforme
mostra a figura 13 (americana, pois a opcao de desenvolver a reserva pode ser feita em qualquer

tempo, dentro do prazo do projeto).

OPCAO FINANCEIRA RESERVA NAO-DESENVOLVIDA

Preco corrente da acao Valor corrente da reserva desenvolvida

Variancia da taxa de retorno| Variancia da taxa de variacdo do valor de uma

da acao reserva desenvolvida

Preco de exercicio Custo de desenvolvimento da reserva

Data de vencimento Data de vencimento dos direitos sobre o bloco
Taxa de juros livre de risco Taxa de juros livre de risco

Dividendo Receita liquida de producdo menos a

deplecao da jazida

Figura 13: Comparacao entre uma call option e uma reserva nao-desenvolvida.

O modelo de Paddock & Siegel & Smith inicia pelo valor de uma reserva desenvolvida,
onde veremos mais a frente que sua dindmica € a similar a dos pregos do barril de petréleo, o
que facilita a estimagdo dos parametros do modelo utilizado.

O modelo de Paddock & Siegel & Smith considera que, no equilibrio, o retorno esperado da
concessdo de uma reserva ndo-desenvolvida deve compensar o concessiondrio pelo seu custo
de oportunidade. Sendo B(t) o volume de petréleo da reserva, V' (¢) o valor unitdrio da reserva
desenvolvida (por barril de petrdleo) e R(t) o retorno instantineo do concessiondrio da reserva
(todas varidveis no instante ¢), 0 modelo assume que a taxa de retorno para o proprietario segue

um Movimento Geométrico Browniano, conforme abaixo.

R(t)dt

W = a(v)dt + o(v)dW(t) (10)

onde a(v) é o retorno esperado pelo concessionario, o(v) é o desvio padrio da taxa de retorno

e W (t) um movimento Browniano. O retorno R(t) provém dos lucros com a produgéo e do
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ganho de capital devido as variacdes no preco do petréleo. Suponha que o volume de petrdleo
de uma reserva possua decaimento exponencial (efeito de deplecao), o que é largamente usado

pela industria petrolifera, dai temos que:
dB(t) = —wB(t)dt 1)

onde w € a fragdo de oléo produzido a cada ano. Entdo, o retorno R(¢) do concessiondrio da
reserva é formado por dois componentes: os beneficios provenientes da producao (dividendos)
e os beneficios devidos a valorizag¢do da reserva (ganho de capital). Para um intervalo de tempo
dt, R(t) é dado por:

R(t)dt = wB(t)IL(t)dt + d(B(t)V(t)) (12)

Logo, aplicando o Teorema 3.2 na equagdo (12) temos:
A(B()V () = B(t)dV (t) + V (£)dB(t) + dB(t)dV (t) (13)
Como dB(t) ndo possui termo dW (), temos que dB(t)dV (t) = 0 e a equagdo (13) fica:
d(Bt)V (1)) = B(t)dV (t) + V(t)dB(t) (14)
substituindo (11) em (14) e o resultado em (12) temos:
R(t)dt = wB{)TI(t)dt + B(t)dV (t) — wV (¢)B(t)dt (15)

onde II(¢) é o lucro operacional por unidade de barril de petréleo vendido. Substituindo (15)

em (10), temos:

wBOI(t)dt + B(t)dV (1) — wV (£)B(t)dt
BV (1)

= a(v)dt + o(v)dW (1)

G At dV (1)

V) + v wdt = a(v)dt + o(v)dW (t)
isolando o termo dVV(Sf)) temos:
‘i/v—(%) _ <— (“’VH(S) _ w) + oz(v)) dt + o (v)dW (1)

_ (_ (“H(Q/_(t;”m)) + cz(v)) dt + o (v)dW (1)

fazendo §(t) = WW’ onde () é a taxa de distribui¢ao dos fluxos de caixa (dividend
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yield), temos que o valor da reserva desenvolvida em produgao obedecerd a equagao:

w = (a(v) — d(t))dt + o(v)dW (t) (16)
V(t)

Com isso, temos que, no equilibrio, a taxa de retorno esperada de uma reserva desenvolvida
sem produgdo (a(v) — d(t)) é menor do que a taxa de retorno exigida («(v)) para um ativo com
risco o(v)dW (t), motivo pelo qual nenhum agente ird manter uma reserva desenvolvida sem
produzir.

Para determinar o valor de uma reserva ndo-desenvolvida (X (Vt)), assumiremos que
a(v) = a, o(v) = o e §(t) = ¢ sdo constantes.

Pelo Teorema 3.1 temos que:
X = X,dt + XydV (1) + %deva)dvu) (17)
Pela defini¢cdo de variagdo quadratica (Defini¢do 3.9) temos que:
dV (t)dV (t) = o®V (t)*dt
Substituindo na equacédo (17) obtem-se:
dX = Xydt + XydV (t) + %JQV(t)2XVth (18)

Utilizando-se Contingent Claims Analysis, podemos montar um portfélio livre de risco (¢)
comprando (posicdo longa) uma opcao (X) e vendendo (posic¢ao curta) n unidades de V. O
valor de n varia ao longo do tempo de forma a tornar o portfélio livre de risco. No mercado
financeiro, n € chamado de delta e é definido pela derivada da op¢dao em relagdo a V (assim

como na secao 3). Com isso, o portfélio vale:
0=X-nV=X-XyV
Assim, o retorno total da carteira é dado por:
rédt = r(X — XyV)dt (19)

onde 7 € a taxa de juros livre de risco.

Da mesma forma que na equagdo (12), o retorno € formado por dois componentes: a
posi¢do longa dX e posicdo curta Xy (wlldt + dV — wVdt), logo o retorno do portfélio serd
dado por:

Retorno = dX — Xy (wlldt + dV — wVdt) (20)
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Igualando as equagdes (19) e (20) temos:
(X — XyV)dt = dX — Xy (wlldt + dV — wVdt)
substituindo o valor de dX (equacao (18)) temos:
r(X — Xy V)dt = Xydt + XydV + %UQVQXVth — Xy (wlldt + dV — XywVdt)
reescrevendo:

1
(§O2V2XW +rVXy —wIl - V)Xy —rX + Xt> dt =0
lembrando que 6 = ww, logo w(IT — V') = §V, substituindo na equagdo anterior e elimi-
nando dt temos:

1
§O2V2XVV + TVXV — (SVXV —rX + Xt =0

portanto,

VX yy + (r—O)VXy —rX + X, =0 (21)

Esta € a equacdo diferencial parcial que d4 o valor da reserva nao-desenvolvida (preco de
concessdo da reserva). Note que € a mesma equacao cldssica de Black & Scholes & Merton
(equacdo (8)).

As condi¢des de contorno da EDP sdo:

e X(0,t) =0;

X(V,T) = (V(T) — D)*, onde D é o custo por barril de petréleo de desenvolvimento

da reserva (preco de exercicio);

X(V*,t) =V*— D, onde V* representa a curva de gatilho do investimento;
o Xy(V*t)=1

Note que como dV = (a — 0)Vdt + cVdW (t), se V = 0 entdo dV = 0. Entdo, se V = 0
segue que a op¢do de investir quando V' = 0 é zero também (X (0,¢) = 0), o que nos dd a
primeira condi¢do de contorno.

A segunda condi¢cdo de contorno nos diz que, na maturidade, a op¢cdo de desenvolver a
reserva serd exercida se V(7T') > D.

Como V* € a curva de gatilho do investimento, segue que X (V*,t) = V* — D e, com isso,
obtemos a terceira condi¢do de contorno.

A ultima condi¢@o de contorno é para garantir a suavidade do contato entre a regido de

exercicio antecipado e a de continuacdo (Smooth Pasting). A equacdo (21) ndo tem solucao
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analitica (exceto na hipétese de perpetuidade, conforme mencionado na subsecao 3.3 e descrito
em [Dixit & Pindick]), portanto deve ser resolvida por métodos numéricos, como veremos nas
secOes seguintes.

No modelo de Paddock & Siegel & Smith, D e V' sdo valores unitdrios por barril de
petréleo, veremos, a seguir, que o modelo permanece inalterado, considerando estes parame-
tros como totais, ja englobando o volume da reserva B(0). Neste trabalho, consideraremos esta

ultima hipétese.

4.1.1 Qualidade econémica da reserva

Vimos, no modelo de Paddock & Siegel & Smith, que para encontrarmos o valor da reserva
nao-desenvolvida (preco de concessdo desejado), € necessario conhecer a dindmica do valor
da reserva desenvolvida, que, no modelo em questdo, é dado por um Movimento Geométrico
Browniano.

Como vimos anteriormente, o volume da reserva B(t) possui decaimento exponencial,
seguindo a dindmica da equagdo (11). Portanto B(0) é o volume total da reserva, pois rep-
resenta o volume B(¢) no instante ¢ = 0, ou seja, sem sofrer ainda o efeito deplegdo. Como
utilizaremos a partir de agora apenas o volume total da reserva (B(0)), denotaremos por B o
volume da reserva (B = B(0)).

Para estimarmos os parametros do modelo, tais como a volatilidade e a média do valor da
reserva desenvolvida, € preciso que tenhamos o conhecimento do comportamento real desses
valores, o que na prética é muito dificil.

Desta forma, consideraremos o valor da reserva desenvolvida V' proporcional ao preco do
petréleo P e ao volume da reserva B. Além disso, IV também serd proporcional ao parametro

q, chamado de qualidade econémica da reserva. Assim temos:
V =qBP

onde 0 < ¢ < 1.

Esse modelo é conhecido como modelo de negécios® (“business model”).

Note que, no modelo de Paddock & Siegel & Smith, V' era o valor unitdrio da reserva desen-
volvida, aqui, V' € o valor total da reserva desenvolvida, ou seja, o valor unitdrio multiplicado
pelo volume da reserva B. Veremos pela Proposi¢do 4.1, a seguir, que tanto faz considerarmos
V' como sendo unitério ou total, pois em ambos os casos a dindmica serd a mesma. Logo as
equagdes (16) a (21) sdo validas para o modelo de negécios. Portanto, quando falarmos do
valor da reserva desenvolvida, consideraremos o valor total (unitario multiplicado pelo volume

da reserva).

“Maiores detalhes sobre o modelo de negécios pode visto em [Dias 2005].
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Proposicao 4.1 Seja P um processo de Ito com a seguinte dindmica:

%P — o(P)dt + o(P)dW

entdo, V.= qBP, com q e B deterministicos, também é um processo de Ito, com a seguinte

dindmica: iV
a = «a(P)dt + o(P)dW

Demonstragdo: Pelo Teorema 3.1 temos:
1
dV = Vidt + VpdP + §VpdedP

porém, como V = ¢B P, temos:
Vi=0;Vp=qB;Vpp=0
Logo,
dV = qBdP = qPBa(P)dt + ¢qPBo(P)dW =

W — o(P)dt + o(P)dW 0

A Proposi¢do 4.1 mostra que V' segue a mesma dindmica de P, logo podemos utilizar os
precos de petrdleo para estimar a média e a volatilidade de V/, visto que precos de petréleo
possuem maior facilidade de tratamento. Outra conclusdo importante da Proposi¢do 4.1 € que
ao ser multiplicado por um valor deterministico, a dindmica de um processo de It6 ndo se altera,
isso mostra que V' total tem a mesma dindmica de V' unitério.

A qualidade econdmica da reserva é um valor percentual que varia de acordo com os

seguintes aspectos:
e permeabilidade e porosidade do reservatorio;
e qualidade do fluido;
e tipo de reserva (terrestre, 4guas profundas, ultraprofundas etc.);
e regime fiscal do pais.

Quanto maior forem a qualidade da rocha reservatorio e a qualidade do petrdleo/fluidos e
quanto menor forem o custo operacional, a taxa de desconto e os impostos, maior serd o valor
de q.

Podemos calcular o valor de ¢ a partir da modelagem da fung¢do V PL (Valor Presente

Liquido) do projeto. A parametrizacdo dessa funcao depende do regime fiscal onde o campo
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de petroleo estd localizado. Os dois principais regimes fiscais na industria de E&P de petrdleo
sdo o regime de concessdes - usado em paises como o Brasil, EUA, Inglaterra e outros -, e
o regime de partilha da producdo - usado por exemplo na Africa. Para concessdes, é comum
assumir que o V PL é uma funcdo linear'” dos pregos do petréleo, conforme [Dias 2005].
Deve-se entdo construir o gréifico (reta) V PL X P.

Uma reta € definida por dois pontos. Um deles pode ser o resultado da analise do fluxo
de caixa descontado: para um certo preco médio P usado no fluxo de caixa obtém-se o V PL.
Assim temos um dos pontos { P, V PL}.

O outro ponto € observando a defini¢do do VPL, a saber, VPL = ¢BP — D. Quando
P =0, temos VPL = —D. Logo, o outro ponto da reta é {0, —D}.

Equacio Linear para o VPL
& usando o “Business Model™:
2 VPL=qPB-D
é ---------------------------------------------------------- T VPLem funcio de P
= "
- ralor da planilha de FC
tangente® = q.B
P(S/bbl)
-D
A qualidade da reserva (q) esta relacionada
com a inclinacio do grafico VPLx P

Figura 14: Equa¢do VPL utilizando o modelo de negdcios (“business model”) - Fonte: [Dias
2005].

Como vemos na Figura 14, ¢ é obtido dividindo-se o coeficiente angular da reta pelo volume
da reserva.

Nos EUA, é comum a utilizagdo do percentual médio ¢ = 33.33%, conhecido como re-
gra do um tergo!!. Porém, esta média ndo reflete a realidade do Pré-Sal, visto o alto custo
operacional caracteristico, acarretando um valor menor de q.

Para o célculo de ¢, através da construcao da reta V' P L, necessitamos de uma planilha de

FCD, caracteristica de uma reserva do Pré-Sal. Devido a impossibilidade de acesso a uma

10A utilizagdo da funcdo linear para o V PL é comum entre os autores, quando se trata de regime de concessoes.
Ja para regime de partilha de produgao, sdo utilizadas outras fungdes, nao-lineares, para modelagem do VPL. Para
maiores detalhes sobre as modelagens do VPL, e argumentos para utilizacdo de funcdes lineares ou nao-lineares,

ver [Dias 2005].
Esta regra foi utilizada no artigo de Paddock & Siegel & Smith.
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dessas planilhas, utilizamos uma outra maneira para o cdlculo de ¢ (utilizado por diversos
autores), através da modelagem dos possiveis valores assumidos por ¢ em uma determinada
jazida. Isso nos d4 uma distribui¢ido de probabilidades, cujo valor esperado serd o valor de q.
Matematicamente, podemos definir uma variavel aleatdria (), cujos valores assumidos refletem
os possiveis valores de ¢q. Assim, () terd uma distribui¢do de probabilidades e, com isso,

teremos:

q = E[Q]

Neste trabalho, vamos estimar o valor de ¢ especifico para as reservas situadas na bacia de
Santos e outro para as reservas situadas nas bacias de Campos e Espirito Santo, através do valor
esperado da varidvel aleatdria (), que terd distribuicdo uniforme. A distribui¢do uniforme nio é
a mais realista, podendo sua utilizacdo inclusive afetar os resultados finais obtidos, porém, sua
utilizacdo para () é comum entre os autores na auséncia de dados histéricos, como € o caso do
Pré-Sal. Os parametros da distribui¢do uniforme foram obtidos junto a Petrobrés, como sendo
valores (minimos e maximos) tipicos das reservas do Pré-Sal de cada bacia, de acordo com
suas caracteristicas, que veremos a seguir.

Assim, vamos analisar o valor de ¢ para cada bacia especificamente:

e Bacia de Santos:

Os pocos da bacia de Santos sdo os mais profundos e, portanto, acarretam maior
custo operacional. Além disso a camada de sal € um das mais extensas, gerando maiores
problemas de garantia de escoamento. Considerando estas e as demais caracteristicas

das reservas da bacia de Santos, temos que:
Q ~ U(0.08,0.15)

logo,

0.08+0.15

¢ =E[Q] =0.115

lembrando que a densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria X ~ U(a,b) é
dada por f(X) = -, logo:

+o00 o x X2 a b2_a2 b+ a
E(X| = Xf(X)dX = X=—-—| = = .
X] J(X)d /b b—ad 2b—a)ly  2(b—a) 2

— o0

¢ Bacias de Campos e Espirito Santo:

Os pocos situados nas bacias de Campos e do Espirito Santo sdo mais rasos que os
da bacia de Santos, logo o custo operacional € menor, fazendo com que ¢ seja maior.

Além disso, estes pocos possuem menos problemas de escoamento, pois a camada de
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sal também ¢é menor. Com isso e levando-se em conta as demais carateristicas destas

reservas, temos que:
Q ~ U(0.10,0.17)

logo,
0.104+0.17
q=E[Q] = + =0.135
Em resumo, temos:
Reservas Qualidade economica da reserva
Bacia de Santos 11.5%
Bacias de Campos e Espirito Santo 13.5%

4.1.2 Volume da reserva

Como vimos anteriormente, um dos maiores atrativos das reservas do Pré-Sal € o grande
volume de petrdleo existente em seus reservatorios.

Sendo B uma varidvel aleatéria com distribuig@o triangular, o volume da reserva serd dado
pelo valor esperado de B.

Novamente, por conta de auséncia de dados histdricos, utilizamos uma distribui¢cao pouco
realista, porém, com a observacio de que os valores do volume da reserva possuem um valor
mais provavel de ser assumido, foi possivel utilizar a distribui¢do triangular ao invés da dis-
tribuicdo uniforme neste caso. O fato de B ter distribui¢do triangular se justifica ainda pelo
fato de que iremos considerar trés valores possiveis para B: o minimo, o mais provdvel e o
maximo. Os valores minimo, mais provdvel e méximo foram obtidos com base nas estimati-
vas da Petrobras em reservas situadas nas bacias de Santos, Campos e Espirito Santo!?. Estas
estimativas mostram que a expectativa de maior volume de petréleo se da na bacia de Santos.

Temos, entdo, os seguintes valores:

e Bacia de Santos:

Volume minimo 3 bilhoes boe

Volume mais provavel | 5 bilhoes boe

Volume maximo 8 bilhdes boe

Dai temos,
B ~ Triang(3, 5, 8)

12Tqjs estimativas constam em [RT], [Fomigli 2007] e [Fomigli 2008].
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Com isso temos que
~3+5+8

lembrando que a densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria X ~ Triang(a, b, ¢)
¢ dada por
2(X —a)
—(02—((1)(1;(—)@)7 se a< X <b
f(X) - (c—a)(c—b)’ Se b S X S C
0, para os demais casos
logo,

. b —a C cC —

g v~

1 17

Resolvendo I temos:

2 b
I:m/a X(X - a)dx

=3 (
- <c—a>2<b—a> [<b§> - (b;)]

_g(b—a)(b2+ab+a2) a(b—a)(b+a)

"3 (b—a)c—a)  (b—a)lc—a)
20" +ab+a®)  3a(b+a)
" 3(c—a)  3(c—a)
_ (—a® —ab+20%)
3(c—a)

Resolvendo /1 temos:
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b, X(c—X)dX
(C_aic_b) /bc(cX—Xz)dX

2(c=b)(B*+bc+ )  c(c—Db)(c+D)
"3 (c—b(c—a)  (c—b)(c—a)
200> + bc+ ) 3c(c+0)

3(c—a)  3(c—a)
( + be — 207)

3(c—a)

Fazendo I + I temos:

E[X] =

(—a® —ab+2b%)  (c® + bc — 2b?)

3(c—a) 3(c—a)
—a® —ab+20* — 2b* + 2 + be
3(c—a)
& —a’+bc—ab
3(c—a)
_ (e—a)(c+a)+blc—a)
- 3(c—a)
_(c—a)la+b+c)
3(c—a)
a+b+c
3
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a x EfJ b c

Figura 15: O valor esperado da varidvel aleatéria com distribuicdo triangular é a abcissa do
baricentro (centro de massa) do tridngulo.

Na distribuic@o triangular, o valor de b (que neste caso foi visto como o volume
mais provavel) é a moda da distribui¢io, que para o caso das bacias de Santos, Campos
e Espirito Santo foi obtido entre os valores que apareciam com mais frequéncia nas
estimativas feitas para os campos de cada bacia.

0.40

0.32

0.24

0.16

0.08

L) [ 6.5

Volume da reserva = 5.33

Distribuigdo triangular

Figura 16: Volume de uma reserva localizada na Bacia de Santos
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e Bacias de Campos e Espirito Santo:

Volume minimo 2 bilhoes boe

Volume mais provavel | 4 bilhdes boe

Volume maximo 5 bilhdes boe

Com isso, temos:
B ~ Triang(2,4,5)

Assim, o4
+4 +
B=E[B] = =——- =367
3
Graficamente, temos:
U_ET T T T T
|
!
¥
0.54 - [ .
/
!
!
0.40 ! 1
f
- lr -
- 5 lll = -
0.26 + P B T i
el s ] & .
- i & ll 2 -~ -
013 r o ‘ - 4
- - % Jl e T
A f iy
R - ! S
0 2 ] 1 ] I I g
2 25 3 35 4 45 5

Wolume da reserva=3.67
Distribuigo triangular

Figura 17: Volume de uma reserva localizada nas Bacias de Campos e Espirito Santo.

Em resumo, temos:

Reservas Volume da reserva
Bacia de Santos 5.33 bilhdes boe
Bacias de Campos e Espirito Santo | 3.67 bilhdes boe
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4.1.3 Custos de desenvolvimento da reserva

Outro fator importante para a andlise deste trabalho sdo os custos de desenvolvimento de
uma reserva do Pré-Sal. Estes custos, como vimos ao longo desta dissertacdo, sdo muito ele-
vados, devido a dificuldade de extracdo de 6leo de um campo do Pré-Sal em razdo de sua
profundidade e da extensa camada de sal.

Estes custos podem ser divididos em custos fixos (como custo de pessoal e custos com
tecnologia para perfuracdo das camadas de sal, por exemplo) e custos varidveis (como custos
com produtos quimicos e de transporte, por exemplo).

Um modelo comum para representacdo destes custos é uma fungdo linear do volume da
reserva.

Seja D o custo de desenvolvimento da reserva, temos entdo que:
D= Dﬁxo + DvariavelB

onde, Dgy, representa o custo fixo € Dy,iavel T€presenta o custo varidvel (custo por barril de
petréleo da reserva).

Para calcularmos a reta DX B vamos considerar novamente o modelo de negdcios (“busi-
ness model”). Neste modelo, vimos o VPL como funcdo linear do preco do petréleo (P).
Porém, pela defini¢do do modelo, fixando o valor de P e variando o volume da reserva (B), o

VPL também ¢é funcao linear de B, pois
VPL=qPB—-D

com 1SS0,
VPL = qPB - (Dﬁxo + DvariavelB)

= _Dﬁxo + (qP - Dvariavel)B-

Consideraremos para o ponto da reta onde o VPL = 0 (conhecido como “break even”) o
valor B = b, onde b é o volume minimo da reseva (um dos parametros da distribuicdo de B,
visto anteriormente), pois no Pré-Sal os custos fixos sdo bem superiores aos custos varidveis,
logo podemos considerar que os custos fixos (independentes de B) foram elaborados para de-
senvolver uma reserva do porte minimo de b, ndo compensando seus gastos com uma reserva
de volume inferior a b. Dai, temos que a reta V PL X B passa pelo ponto {b,0}. Com isso
temos:

—Diixo + (qP — Dyariave1)b = 0 =

55



& VPL _Dﬁxo | qu— D»m'im'el:'B
2
:g
:;: T ——¥VPLem funcio de B
-
a8
=
B (bilhdes boe)
'L]ﬁm<
tangente B = ,!.p — Diariavel

Figura 18: VPL em funcdo de B: Adaptado de [Dias 2005]

Dﬁxo = qu - bDvariavel

Para determinarmos os valores de Dy, € Dyariavel, N€CESsitamos de mais um ponto, seja
dareta VPL X B ou da reta DX B, visto que ambas estdo relacionadas. Para tanto, vamos

utilizar estimativas de custos existentes para campos especificos de cada bacia, como veremos

a seguir:

e Bacia de Santos:
Com pocos mais profundos, os custos das reservas da bacia de Santos s@o os maiores do

Pré-Sal.

Uma de suas reservas mais importantes € com maior volume € a reserva de Tupi, con-
forme visto na sec@o 2, cujo volume da reserva € estimado em pelo menos 5 bilhdes
de boe. Segundo [RT], os custos para desenvolver Tupi, considerando um volume de 5
bilhdes de boe, é estimado em US$ 22 bilhdes. Logo, para a bacia de Santos, considera-

remos que a reta D X B passa pelo ponto {5,22}. Assim temos:
Dﬁxo + Dvariavel5 =22
Logo, temos o sistema:

DﬁXO = qu - bDvariavel
Dﬁxo + Dvariavel5 =22

Lembrando que, para a bacia de Santos, o volume minimo da reserva é b = 3 e a quali-

56



dade econdmica da reserva é ¢ = 0.115, conforme visto anteriormente. Para o valor de
P, consideraremos o preco do petréleo no mercado a vista, que aqui serd o preco mais
atual da série histdrica considerada neste trabalho, a saber, P = 57.08 (na secdo 4.3

identificaremos a série histérica considerada). Assim o sistema acima fica:

DﬁXO = 19.69 — 3Dvariavel
Dﬁxo + Dvariavel5 =22

Logo, Dsyxo = 16.20 € Dyariavel = 1.16. Ainda, ¢P — D.apiavel = 9.40, logo temos que o
VPL € dado por:
VPL =-16.20 + 5.40B

40 T T T T T T T T T

0k Valor Presente Liguido i

VPL (bilhGes USS)

[
|
[
[
1
|
1 2 3

_2[] 1 1
0 4 5 6 [ g 9 10

B (bilhdes boe)
Figura 19: VPL em func¢do do volume de uma reserva da Bacia de Santos.

E o custo de desenvolvimento da reserva (D) é dado por:

D =16.20+1.168B

Logo, substituindo na reta D X B o valor de B obtido na subsecdo 4.1.2, a saber, B =
5.33 bilhdes de boe, obtemos o custo total de desenvolvimento de uma reserva na bacia

de Santos, conforme abaixo:

D =16.20 4 (1.16)(5.33) = 16.20 + 6.18 = 22.38
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Figura 20: Custos de desenvolvimento de uma reserva da Bacia de Santos.

Portanto, temos no total US$ 22.38 bilhdes, sendo US$16.20 bilhdes de custos fixos e

US$6.18 bilhdes de custos varidveis.

Bacias de Campos e Espirito Santo:

Com pog¢os mais rasos, o custos das reservas das bacias de Campos e Espirito Santo sdao

menores que os das reservas da bacia de Santos.

Com base na estimativa de [RT], podemos supor que o custo para desenvolver uma
reserva situada nestas bacias com volume de 5 bilhdes de boe é da ordem de US$18
bilhdes. Logo, analogamente ao feito para a bacia de Santos, consideraremos para as
bacias de Campos e Espirito Santo que a reta D X B passa pelo ponto {5,18}. Assim
temos:

Dfixo + Dyariaveld = 18
Logo, temos o sistema:

Dfixo = 0gP — bDyariayel

Dfixo + Dyariaveld = 18
Lembrando que, para as bacias de Campos e Espirito Santo, o volume minimo da reserva

€ b = 2, a qualidade econdmica da reserva € ¢ = 0.135 e, conforme visto anteriormente,

P = 57.08. Assim o sistema acima fica:

Dﬁxo = 1541 — 2Dvariavel
Dﬁxo + Dvariavel5 =18
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Logo, Dgyxo = 13.69 € Dyariavel = 0.86. Ainda, ¢P — Dy.piavel = 6.85, logo temos que o

VPL € dado por:
VPL =-13.69 +6.85B
60
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Figura 21: VPL em func¢do do volume de uma reserva das Bacias de Campos e Espirito Santo.

E o custo de desenvolvimento da reserva (D) é dado por:

D =13.69+0.868B

Logo, substituindo na reta D X B o valor de B obtido na subsecdo 4.1.2, a saber, B =
3.67 bilhodes de boe, obtemos o custo total de desenvolvimento de uma reserva nas bacias

de Campos e Espirito Santo, conforme abaixo:
D =13.69 + (0.86)(3.67) = 13.69 + 3.16 = 16.85

Portanto, temos no total US$ 16.85 bilhdes, sendo US$13.69 bilhdes de custos fixos e
US$3.16 bilhdes de custos varidveis.
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Figura 22: Custos de desenvolvimento de uma reserva das Bacias de Campos e Espirito Santo.

Em resumo, temos:

Reservas Custos de desenvolvimento
Bacia de Santos US$22.38 bilhdes
Bacias de Campos e Espirito Santo US$16.85 bilhdes
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4.2 Reversao a média em precos de petréleo

Como vimos anteriormente no modelo de Paddock & Siegel & Smith, foi utilizado o Movi-
mento Geométrico Browniano para modelar o valor da reserva desenvolvida. No entanto, este
¢ um modelo bastante questionado quando o ativo real € o petréleo (lembrando que o valor da
reserva desenvolvida segue a mesma dindmica dos precos do petréleo).

Muitos argumentam que os precos de petrdleo, e, na verdade, dos commodities em geral,
devem estar relacionados, no longo prazo, ao custo marginal da producdo. Em outras palavras,
nao obstante os precos do dleo flutuarem aleatoriamente (devido ao stress de mercado, guerras
ou a atual crise americana, por exemplo), no longo prazo, os precos tendem a retornar ao custo
marginal de producdo. Este fendmeno pode ser modelado por um processo de reversdao a média.

Nesta secdo, estudaremos o processo de Ornstein-Ulenbeck, um processo de reversdo a
média bastante popular, utilizado por Vasicek em 1977 para modelar a dinamica de taxas de
juros.

Assumiremos que a dindmica do valor do preco do petrdleo, e com isso da reserva de-
senvolvida, € descrita pelo processo de Ornstein-Ulenbeck. Este sera o modelo de reversdo a
média adotado neste trabalho.

Primeiramente, vamos assumir que os logaritmos'? dos valores da reserva desenvolvida
seguem o seguinte processo de Ornstein-Ulenbeck (similarmente ao feito em [Herkenhoff
2006]):

dZ(t) =n(Z — Z(t))dt + odW (t) (22)

onde,

Z(t) = n(V(2)).

n € a velocidade de reversao a média,

Z = In(V), onde V é o nivel "normal"de V (representa a média para onde V convergird ao

longo prazo).

Isso implica que V (t) = e¢?® e pelo Teorema 3.1, temos:

1
dV = eZdZ + 5eZdZdZ

_ 1
=Vn(Z - Z)dt + cdW] + §V02dt =

130 uso de Z(t) = In(V(t), embora algumas vezes criticado, € utilizado por muitos autores, visto a maior
facilidade nao s6 da modelagem, como também da estimag@o dos parametros.
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av — 1
v = {n[ln(V) —In(V)] + 502} dt + odW
— 1lo?
=n|In(V) + 57 —In(V) | dt + cdW
logo, temos que:
W — (A — In(V))dt + odW (23)

De forma a obter a EDP que descreve o valor da reserva ndo-desenvolvida sob o mode-
lo de reversdo a média, vamos, a priori, obter a taxa de mudanga esperada em V', conforme

[Dixt&Pindyck] que é dada por:

1 v
_ %E[n[)\ —n(V)]dt + odW]
_ %n[x — n(V)Jde + = BldW]

— pA—In(V)]

Agora, vamos utilizar Contingent Claims Analysis para determinar a regra 6tima de inves-
timento e, assim, obter a EDP que nos dard o valor da reserva ndo-desenvolvida.

Conforme [Dixit&Pindyck], temos que:
w=a+9d

onde, 1 € a taxa de desconto ajustado ao risco que é dado pela soma de dois fatores: a taxa
esperada de crescimento e a taxa de dividendos.
Como a taxa esperada de dividendos é dada em fungdo de V, pois a = n(A —In(V')), entdo

) também serd dado em fung¢@o de V, pelo que chamaremos de 6(1'). Temos entdo:
V)=p—a=
o(V) = p—n(A = In(V))
Substituindo § por §(V') na equag@o (21) temos:

1
50 VIXyy + (r = 6(V))VXy —rX + X, =0
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Com isso, obtemos a equagao diferencial parcial que nos d4 o valor da reserva nao-desenvolvida,

dada por:

1?ViXyy + (r—p+ A —=In(V))VXy —rX + X, =0 (24)

onde X (V,t) deve satisfazer as mesmas condi¢des de contorno da equacdo (21), a saber:
e X(0,t) =0;

e X(V,T) = (V(T)— D)*, onde D € o custo de desenvolvimento da reserva (preco de

exercicio);
e X(V* t)=V*— D, onde V* representa a curva de gatilho do investimento;
L] Xv(v*,t) = 1.

Na subsecdo 4.1.1, vimos que o V' PL € definido por VPL = qBP — D,ouseja VPL =
V' — D (ver [Dias 2005]).
Com isso, no instante 7', temos que V PL(T) = V(T') — D. Portanto, a terceira condigao

de contorno pode ser escrita como:
X(V,T) = (VPL(T))"

Dai a importancia da modelagem do V PL. A metodologia para estimagdo dos parametros da

equacao (24) seré vista na subsecdo 4.3 a seguir.
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4.3 Estimacao dos parametros do processo de Ornstein-Ulenbeck

Estamos agora interessados em estimar os parametros da dindmica do valor da reserva

desenvolvida descrita pela equagdo (23), dada por:

v

v n(A —1In(V))dt + odW

Por simplicidade, vamos estimar os parametros da dinamica dos logaritmos dos valores da

reserva descrita pela equagdo (22), dada por:
dZ(t) =n(Z — Z(t))dt + odW (t)

Entdo, obtendo as estimativas de 7, Z.eo (que sdo constantes), teremos automativamente a
estimativa de \, pois, como visto anteriormente, A = 7+ g—; Ainda, 1 e o sd30 0s mesmos para
ambas as equacdes (22) e (23).
Primeiramente vamos resolver a equagdo (22). Tomando e”7® como fator integrante, seu
diferencial é dado por:
de™ = ne"ds + 0dW (s)

Aplicando o Teorema 3.2 temos:
d(e™Z(s)) = de"Z(s) + €"*dZ(s) + de"*dZ(s)

= Z(s)ne"ds + "n(Z — Z(s))ds + odW (s)]
= Z(s)neds + e"n(Z — Z(s))ds + e"adW (s)
= Z(s)neds + e"nZds — €"*nZ(s))ds + e adW (s)
= e"nZds + " adW (s)
Integrando ambas as partes de 0 a ¢ temos:

¢ t ¢
/ de”Z(s)) = / 6"5n7d5+/ ePodW(s) =
0 0 0

J/

-~ -~

t _e"s
0 n

t

t
e Z(s) +/ ePodW(s) =
0

0

e Z(t) — Z(0) = Z(e" — 1) + a/t edW (s) =
e"Z(t)=Z(0)+ Z(e" — 1) + O'/t edW (s)
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dividindo ambos os lados por €™ obtemos a solu¢io da equagdo (22), dada por:
o t
Z(t)y=e"Z0)+ Z(1—e ") + ae"t/ e dW (s) (25)
0
Logo temos,

ElZ(t)]=F {e"tZ(O) +Z(1—e ")+ ge ™ /Ot e"de(s)}

= E[e™Z(0)+Z(1—e™] +E {Je_"t /0 t e”SdW(s)]

Como E [ae‘”t fot e”de(s)} = 0, pois a integral estocdstica tem média zero (pela Proposicao

32)ee Z(0) + Z(1 — e~) é constante, temos que:
ElZ{t)]=e™Z(0)+ Z(1—e ) (26)

Ainda,
B2Z(1)] = e 21 Z2(0) + Z(1 — e )2 + 2(e " Z(0)Z(1 — e~ ™))

Temos também,

E[Z%(t)) = E|e 1 22(0) + Z°(1 — e )2 + g%~ 2" { /O t ende(s)} 2 +

2 {wtzmﬁu — e M) 4 e M Z(0)oe /0 AW (s) + Z(1 — e Mot /O t e”SdW(s)“

Pela Isometria de It6 (Proposicao 3.2), temos que

{/Ot enSdW(S)} = /Ot[ensfds — /Ot o205 s — %(em )

ainda, como pela Proposi¢do 3.2 a integral estocdstica tem média zero e como os demais termos

2

sd0 constantes temos:
— 1 —
E[Z*(t)] = e ™ Z*(0) + Z2(1 —e M) 4 02672“2—(62’” — 1) +2(e™™Z(0)Z(1 — e ™))
n

Com isso temos que,
VarlZ(t)] = E*[Z(t)] — E[Z*(t)]

— 0,26—277ti<€277t o 1) =

2n
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2
Varl2(0)] = 3-(1 - ") @7)

2n
Com isso, segue que Z(t) tem distribuicdo normal com média e varidncia definidos pelas

equagdes (26) e (27), isto é, Z(t) ~ N(e ™ Z(0) + Z(1 — ™), %(1 — e72mh),

Definicio 4.1 (Ruido Branco) Uma série temporal €; é chamada de ruido branco se {¢;} é
uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com média

e varidncia finitas.

Definicao 4.2 (Ruido Branco Gaussiano) Uma série temporal €, é chamada de ruido branco
2

"

gaussiano se €, é um ruido branco normalmente distribuido com média zero e varidncia o

Definiciio 4.3 (Modelo Auto-Regressivo de primeira ordem - AR(1)) Um modelo auto-regressivo

de primeira ordem - AR(1) é uma série temporal I (t) descrita pela seguinte dindmica:
F(t) = gbo + ¢1F(t — 1) + €¢

Onde ¢q e ¢, sdo constantes e €¢; é um ruido branco.

Proposiciao 4.2 O processo de Ornstein-Ulenbeck Z (t) definido pela equacdo (25) é uma ver-
sdo continua do processo Auto-Regressivo de primeira ordem, AR(1) em tempo discreto, da
forma

Zt)=a+bZ(t—1)+¢

coma=Z(1—e"),b=e"ee¢ éum ruido branco gaussiano.

Demonstragdo:

Dado Z(t) definido pela equagéo (25), temos que em ¢ — 1:
B t—1
Z(t—1)=e M DZ0) + Z(1 — e D) 4 gD / e*dW (s)
0

logo,
t—1
e "Z(t—1)=e"Z(0)+ Z(e T —e ™) + Je_”t/ edW (s)
0

Fazendo Z(t) — e "Z(t — 1) temos:
. t
Zt)—e"Z(t—-1)=Z(1—e")+ ae_"t/ e’ dW (s) =
t—1

Zt)—e"Z(t-1)=Z(1—e ") +¢
onde, ¢; ~ N(0,02), tal que:
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Como ¢; tem média zero, segue que 0> = E[e?].

Ainda, como ¢; = g™ ftt_l e’ dW (s), por defini¢do, temos que:

_ . )
o’=FE (ae_"t/ e"SdW(s)> ]
t—1

— B o ( /; e"SdW(s))2]

pela isometria de It6 (Proposicao 3.2) temos:

t
0?=F 0’26_277t/ (e”S)st}
t—1

t
=F azeQ"t/ eZnsds}
t—1

t
t—1

2ns
_ e
— 0_26 2nt <

2n

02 =—(1—e 2 (28)

logo, € ~ N (0, (1 — e27)).

Com isso, temos:
Z)=Z(1—e M +e"Z({t—1)+¢

portanto, temos Z(t) é uma representa¢do continua'* de um AR(1) da forma
Zt)=a+bZ(t—1)+¢
coma = Z(1 —e™),b=e""e ¢ um ruido branco gaussiano . d

Da Proposi¢do 4.2, temos que

b=e"=n=—Inb),b#1eb>0 (29)

14Tal metodologia de comparagio entre o processo de Ornstein-Ulenbeck e 0 AR(1), bem como a relagdo entre
a forma continua e a discreta, podem ser vistas em maiores detalhes em [Dixit & Pindyck].
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temos também

a=Z(1—e"=|Z=% (30)

ainda, pela equacao (28) vimos que

o= 0. /200 (31)

por fim, temos que

a a? ( 2b12"fbl>>
A=15+ —21In(b) (32)

Com isso, vimos que necessitamos apenas obter os parAmetros a, b € 02 do modelo AR(1),
conforme Proposicdo 4.2, de forma a obtermos os parametros da EDP (equacdo (24)).

A taxa esperada de desconto ajustada ao risco (i) € dada pela expectativa com relacdo ao
retorno do ativo, que, no caso, serd dado pela média dos logaritmos dos valores da reserva.

Conforme visto até aqui, os parametros a serem estimados se referem ao processo de
Ornstein-Ulenbeck, utilizado para a dindmica do valor da reserva ndao-desenvolvida (equacao
(23)). Porém vimos que sua dindmica € a mesma que a dos precos do petrdleo, logo podemos
utilizar sua série histdrica para ajustar um modelo AR(1) e estimar os pardmetros.

Para o problema em questdo, consideraremos a série historica de precos do petréleo no
periodo de 20/05/1987 a 10/11,/2008. A figura 23 mostra a evolug@o dos pregos com o passar
do tempo.
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Precos do Brent de 20/05/1987 a 10/11/2008
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Figura 23: Evolucdo dos pregos do barril de petréleo.

Considerando o modelo de reversdao a média para os logaritmos dos precos do petrdleo e,

consequentemente, o modelo AR(1), ajustamos o modelo através do pacote R2.6.2, conforme

outputs abaixo:

Model: ARIMA(1,0,0)

Coefficient (s) :

with method: CSS-ML

arl intercept

0.9993 3.2314
Residuals:
Min 10 Median 30 Max

-0.361090 -0.011430

Moments:

Skewness Kurtosis
-0.8134 16.7221

Coefficient (s) :

Estimate

arl 0.9993055

intercept 3.2313767

0.000406 0.012474 0.188064

Std. Error t value Pr(>]|t])
0.0005659 1765.844 <2e—=16 ***
0.03854967 8.382 <2e—-16 **xx*

sigma”2 estimated as: 0.0005697
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log likelihood: 12641.14
AIC Criterion: -25276.28

Lembrando que o modelo AR(1) do pacote R2.6.2 segue a seguinte dindmica:

(@ft] =m) = a[l](z[t = 1] = m) + e(t)

onde m = intercept e a[l] = arl = b, de modo que a = m(1 — a[l]), Assim, obtivemos 0s

seguintes resultados:

Parametros | Estimativas
o? 0.0006
a 0.0023
b 0.9993

Substituindo os resultados da tabela acima nas equagdes (29), (30) e (31) obtemos:

Parametros | Estimativas
i 0.0007
o? 0.0006
Z 3.2857

Como a série histérica utilizada para estimagdo dos parametros o e 7 considerou os precos
didrios o Brent, a fim de obtermos parametros anuais, € necessario multiplica-los por 360'.

Obtemos assim os valores de:

Pardmetros | Estimativas
n 25.20%a.a.
o? 21.60%a.a.

Os parametros calculados mostram uma baixa velocidade de reversdo a média () caracteri-
zando uma reversiao lenta a média.

Agora que ja possuimos os parametros da equacao diferencial (24), que nos dd o valor
da reserva nao-desenvolvida, veremos a seguir, na subsecdo 5, como resolver esta EDP por

métodos numéricos.

15No mercado financeiro, é considerado o ano comercial de 360 dias
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5 Meétodos numéricos

5.1 Método de Diferencas Finitas - Crank-Nicholson

Para resolver a equacgdo diferencial parcial (24), vamos utilizar métodos numéricos denomi-
nados de Métodos de Diferencas Finitas.

Estes métodos se baseiam na aproximacgdo das derivadas das equacOes as quais estamos
interessados em resolver por simples diferencgas finitas.

Existem vérios tipos de métodos que podem ser utilizados para a resolu¢do do problema

proposto, dentre os quais destacamos:
e M¢étodo Explicito;
e M¢étodo Implicito;
e Método de Crank-Nicholson.

O Método Explicito ¢ um método bastante eficiente para a solu¢do de equagdes diferen-
ciais, porém apresenta problemas de estabilidade para determinadas discretiza¢des, conforme
[Ntwiga 2005]. Ja o Método Implicito resolve o problema da estabilidade, porém apresenta
uma convergéncia lenta por ter de resolver sistemas lineares em cada passo da discretizacdo
do tempo. O terceiro método, de Crank-Nicholson, embora também seja um método implicito,
resolve tanto o problema de estabilidade quanto o da velocidade de convergéncia, e este serd o
método utilizado neste trabalho.

O Método de Crank-Nicholson € a média entre o Método Explicito e o Implicito (preser-
vando caracteristicas do Método Implicito) e possui o seguinte esquema de aproximagdes da
funcdo derivada, conforme [Brandimarte 2002].

ot At
(9_X _ 1 Xici 1 — Xic1,j-1 . 1 Xijo1 —Xija
0 2 2AV 2 2AV
’X L X = 2Xia + X L+ 1 Xij1 —2X,;+ Xi
ovz 2 (AV)? 2 (AV)?
1
X =5 (Ximyy + Xiy)

onde V = jAV et =iAt
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A discretizagdo da fung¢do (V') é dada por:
6(V) = 6(jJAV) = §;
Substituindo na equagao diferencial em questao temos:

1
oV’ Xyy + (r—=6(V)VXy —rX + X, =0

2
Uz(jAv)z Xicijm —2Xi1; + X1 " U2(jAV)2 Xijr1 — 22X+ X554 n
4 (AV)? 4 (AV)?
(r—9;) . Xictjm1 — Xio1,j-1 (r—0;) . Xijp1 — Xij1 Xij— Xicq
AV : : AV ’ : —
T AV T AV T A

1
_TE(XZ'*LJ' + Xi,j) = O

reescrevendo a equagdo acima temos:

—oj Xis1 o1+ (1= 06)Xic1; — v Xic1 01 = ;X010 + (L4 6) X +v.Xi j1

onde, A
t : .
Q= I(UZJQ — (r—14;)j)
At .
B = —7(02J2 +7)
At 5. .
Vi = 1(02]2 + (r—6;)7)

Considerando ainda as condi¢des de contorno dadas por X (0,¢) = 0 e X (Ve t) = X,

podemos reescrever a equagao anterior na forma matricial dada por:
— — —
AlXi—l = AQXZ + Xcontorno (33)

onde,
[1-51 —m
—ay 1—=0s —p
—a3 1—0 —x

—ap—o 1 — By—2 —TIM—2

—ay-1 1= fua ]
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[ 1+ 153} 71

(oD 1+ B Y2
A, — Qs 1+065 3
apv—2 1+ Buv—2  Ym—2

Qpr—1 1+ Ba—1

—_ T
Xi=| Xa Xoo oo X |

é T
Xcontorno - [ 00 ... 0 f)/Mfl(Xi,M _._Xifl,M) }

O sistema dado pela equagdo (33) pode ser resolvido por métodos diretos ou iterativos.
Como a equacio diferencial parcial a ser resolvida possui contorno livre e a matriz A; € tridi-
agonal, adotou-se 0 método SOR pela flexibilidade e velocidade de convergéncia. Note que
este método iterativo preserva a esparsidade da matriz A;. O método serd descrito na subse¢ao

5.2 a seguir.

5.2 Método SOR

O método SOR - Successive Over Relaxation é um método iterativo para resolucio de
sistemas de equacgdes lineares. Este método € um melhoramento do método de Gauss - Seidel,
que por sua vez ¢ um melhoramento do método de Jacobi. Considere o seguinte sistema de

equacgoes:

Ax =D,
onde A = [a;j|nxn, T = [15]nx1 € b= [bi]nx1.

O método SOR consiste em aplicar o seguinte processo iterativo para resolver o sistema acima:
i1 N
(k4+1) _ (k) w (k+1) (k)
x; =x; +— | b — g QijT; — E aijT;
Qi — —
J=1 J=i

D _ :El(k)” < €. No processo

até que seja atingido um critério de convergéncia tal como ||%(
em questdo, k € a iteracdo, ¢ € a tolerancia a ser adotada no problema e w € a constante de
ralaxacdo (parametro de over relaxation).

A escolha do parametro w deve ser feita de forma apropriada para se reduzir o raio espectral

da matriz de iteracdo e acelerar a taxa convergéncia para a solu¢do do sistema. Para escolhas
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de w € (1,2), teremos a situagdo de over relaxation. Para w € (0, 1), teremos a situacdo de
under relaxation. Para w= 1, o método SOR se reduz ao método de Gauss-Seidel.

Para resolvermos a equacdo (33) pelo método SOR, temos o seguinte:
— — — — —
AlXi—l - A2Xz + Xcontorno = Al —1 — Rza Onde R [sz]le AQX’L + Xcontorno

Como a matriz A; € tridiagonal, utilizamos o seguinte algoritmo que tira proveito dessa

esparsidade (conforme [Brandimarte 2002]). Para cada passo da discretizacdo, teremos:

X§ =X+ ] - [7"11 — (1= B)XY + Xy )]
—
Xz(2k+1) Xz(Qk) + - Wﬁ [T12+042X(k+1 ( ﬂQ) 12 —|—")/2X2(3)1|
- M2
w
Xi(,]}:\;l‘ri)l = Xz'(7]§\)4—1 + TG [7% M1+ Q- 1Xz(’§\}rl)2 (1- 5M—1)Xi(,]§\)4_1]
- MM-1

O processo iterativo acima resolve problemas de contorno fixo. A EDP para precificacdo
da reserva ndo-desenvolvida possui, no entanto, um contorno livre. Esse contorno corresponde

a procura do tempo 6timo de exercicio da op¢do. Conforme visto anteriormente, temos que:

1
§O'ZVZXVV + (’I" — 5(V))VXV —rX + Xt =0

Com condicdes de contorno dadas por:
e X(0,t) =0;
e X(V,T)= (VPL(T))",
o X(V*t)=V*—D;
o Xy(V¥t)=1
Esse problema se torna um problema de Complementaridade Linear (andlogo ao visto na sub-

secdo 3.3.2) dado por:

(%&WXW +(r—=0(V)VXy —rX + Xt> (X(V*5t)— (V¥ =D)) (X (V1) —1) =0

1
(502V2X\/V + (7’ — 5(V))VXV —rX + Xt> >0,

(X(V58)—(V-=D) >0 e (Xy(V*5t)—1)>0
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Com condig¢des finais e de contorno dadas por:
X(0,t) =0 e X(V,T)=(VPL(T))"

De acordo com [Wilmott 1995] e [Brandimarte 2002], podemos resolver esse Problema
de Complementaridade Linear utilizando o método SOR, considerando as seguintes modifi-

cacdes' no esquema iterativo (analogamente ao feito em [Herkenhoff 2006]).

W

1= f

X e (1= DX+ = (1= 0 0] )

Xi(zkﬂ) = max <V2—D,Xi(2k)+ 1 il

Xi(’]j\j[ri)l = max (VM_1 - D, Xi(,lj\)4—1 + [Ti,M—l + aM_lXi(j\z,ri)z —(1- ﬁM_l)Xi(j&,_l})

W
1— By

Na secdo seguinte, veremos os resultados da aplicacao dos métodos numéricos vistos nesta
secdo para a resolucdo da equagdo diferencial parcial (24), que nos dard o valor da reserva

nio-desenvolvida.

16Tais modificacdes caracterizam o chamado método SOR - Projetado.
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6 Resultados

Nesta secdo, vamos calcular os precos justos para concessao de blocos nas reservas situadas
nas bacias de Santos, Campos e Espirito Santo (valor da reserva ndo-desenvolvida) a partir dos
métodos e pardmetros calculados nas se¢des anteriores.

Na secdo 4.3, vimos que

n | 25.20%a.a.
o? | 21.60%a.a.

e que:

7 | 3.2857

Além disso, assumimos os seguintes parametros:

Taxa de juros livre de risco 3.47%a.a.

Tempo maximo de concessdo da reserva | 27 anos

A taxa de juros livre de risco considerada foi a taxa média do Tesouro Americano durante
os meses de setembro/2008 e novembro/2008 (periodo de maior impacto pela crise econdmica
mundial)'”.

O tempo de concessao da reserva considerado foi o prazo estipulado pela Agéncia Nacional
do Petrdleo para as reservas concedidas através de leiloes.

Vejamos os demais parametros considerados, bem como os resultados para cada drea es-

pecifica do Pré-Sal.

e Bacia de Santos:

Para as reservas da bacia de Santos, temos que o valor inicial da reserva desenvolvida
(Vo) sera obtido pelo modelo de negdcios (“business model”), visto na subse¢do 4.1.1,
considerando os valores de ¢ = 11.5%, B = 5.33 bilhdes de boe ¢ P =US$57.08,
calculados ao longo da se¢ao 4. Com isso temos:

Vo = (0.115)(5.33)(57.08) = 34.98

Vimos também na secdo 4.1.3 que o custo de desenvolvimento das reservas da bacia de
Santos ¢ D =US$22.38 bilhdes. Logo temos:

17Para estimativa da taxa livre de risco, foi considerada apenas o periodo informado e descartado dados mais
antigos, visando focar a andlise no periodo da crise do mercado financeiro.
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Valor inicial da reserva desenvolvida | US$34.98 bilhoes

Custos de desenvolvimento da reserva | US$22.38 bilhdes

Aplicando os métodos de Crank-Nicholson e SOR, vistos na secdo 5, na equacgdo difer-
encial parcial (24), sob os parametros acima mencionados, obtivemos o seguinte valor

para a reserva-nao desenvolvida.

Valor da reserva ndo-desenvolvida | US$30.40 bilhdes

O valor acima foi obtido através do c6digo fonte implementado no pacote MATLAB, que
segue na secao 9. Os parametros utilizados para a simulacao foram N = 200, M = 200,
w = 1.2 e tol= 0.0001.

Valor da reserva ndo-desenvolvida em fungdo do preco do petrdleo

X (bilhGes USS$)

1 1
20 40 60 a0 100 120 140

P {USS)

Figura 24: Curva de precos de concessao de blocos do Pré-Sal da Bacia de Santos em funcado
do preco do barril de petréleo.

Na figura 24, verificamos o comportamento do preco de concessdo da reserva da
bacia de Santos de acordo com a variacdo do preco do barril do petréleo. Vemos que,
para pregos do barril abaixo de US$ 20, o preco de concessdo se aproxima de zero, o
que significa que a op¢ao real de desenvolver a reserva vai se tornando cada vez menos

atraente até chegar a inviabilidade.
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Walor da reserva ndo-desenvolvida em funcdo do volume da reserva

X (bilhGes USS)

B (bilhdes boe)

Figura 25: Curva de precos de concessdao de blocos do Pré-Sal da Bacia de Santos em funcdo
do volume da reserva.

Por ser uma atividade sem precedentes, o desenvolvimento de reservas do Pré-Sal
ainda € marcado pelas dividas quanto a capacidade petrolifera dessas reservas. Na bacia
de Santos, acredita-se haver uma reservatério gigantesco de petréleo, talvez ainda maior
do que o estimado neste trabalho. Na figura 25, vemos o comportamento do valor da
reserva nao-desenvolvida para um intervalo de valores para o volume da reserva. O
intuito € mostrar o quanto o preco de concessao aumenta com o aumento do volume da
reserva, mesmo com os custos varidveis de desenvolvimento estando diretamente ligados
a ele. Isto comprova ainda mais o fato de que no Pré-Sal, mais do que no P6s-Sal ou em
campos terrestres, os custos fixos de desenvolvimento sdo bem mais relevantes que os

custos variaveis.
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Walor da reserva ndo-desenvalvida em fungdo dos custos fixos de desenvolvimento

X (bilhGies USS)

1 1 1
0 11 12 13 14 1B % 7 8 1/ 2
Do (bilhGes USS)

Figura 26: Curva de precos de concessao de blocos do Pré-Sal da Bacia de Santos em funcdo
dos custos fixos de desenvolvimento da reserva.

Walor da reserva ndo-desenvolvida em fungdo dos custos varidveis de desenvolvimento

35 .

X (bilhGes US$)

1 | | | | 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
D, riaver (bilhBes USSiboe)

Figura 27: Curva de precos de concessdao de blocos do Pré-Sal da Bacia de Santos em funcdo
dos custos varidveis de desenvolvimento da reserva.
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Walor da reserva ndo-desenvolvida em funcdo dos custos totais de desenvolvimento

40F T T T 7]

35

(5]
L)

X (bilhGes USS)

M
[Sg)

20

10 15 20 25 30 35 40
D (bilhdes USS)

Figura 28: Curva de precos de concessdao de blocos do Pré-Sal da Bacia de Santos em funcdo
dos custos totais de desenvolvimento da reserva.

Da mesma forma que o volume da reserva, os custos de desenvolvimento também
véem sendo alvo de grandes dividas e especulacdes. Nas figuras 26, 27 e 28 vemos
a variacdo do valor da reserva niao-desenvolvida de acordo com a variacdo dos custos
de desenvolvimento. Repare nas figuras 26 e 27 que a variagdo dos custos varidveis
acarreta uma varia¢do maior dos precos de concessdo do que a varia¢do dos custos fixos.
O motivo pelos quais os custos fixos sdo mais relevantes é que a variagdo nos custos
varidveis ndo se dd de forma tdo ampla como na figura 27, geralmente seu valor nao

ultrapassa US$ 2 ou USS$ 3 por barril de petrdleo.
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Walor da reserva ndo-desenvalvida em fungdo da qualidade econdmica da reserva
80 T T T T T

80

70

60

50

X (bilhGes USS)

40

30

20

0.05 &1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Figura 29: Curva de precos de concessdao de blocos do Pré-Sal da Bacia de Santos em funcdo
da qualidade econdmica da reserva.

Na figura 29, vemos que a variacao do valor da reserva é consideravelmente alta em
relacdo a variacdo da qualidade econdmica da reserva. Valores de ¢ > 0.3 caracteri-
zam campos terrestres, 0 que mostra que um bloco situado em um campo terrestre com
0 mesmo volume e caracteristicas do Pré-Sal de Santos teria seu preco de concessao

triplicado.

Ja valores de 0.17 < g < 0.3 caracterizam reservas em aguas profundas (offshore), situa-
das em camadas Pés-Sal, que, pela figura 29, teriam seu preco de concessao duplicado.
Isto comprova que o motivo pelos quais os pregos de concessao das reservas do Pré-Sal
sdo tdo superiores aos precos de campos terrestres ou do Pds-Sal € o gigantesco volume

de petroleo existente no Pré-Sal.
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Na figura 30 abaixo, quando o preco do barril do petrdleo atinge o valor minimo de USS$

17, o volume minimo da reserva deverd ser de 5.97 bilhdes de boe para que o valor da

1 de desenvolver a reserva (valor da reserva ndo-desenvolvida) seja ndo-nulo.

op¢ao rea

Nesse caso, o valor da reserva nao-desenvolvida serd de US$ 308.4 mil.

Da mesma forma, quando o volume da reserva atinge o valor minimo de 3 bilhdes de
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“alor da reserva ndo-desenvolvida

do barril de petréleo necess

s

, 0 preco minimo

de desenvolver a reserva seja nao-nulo é de US$ 29.51. Nesse caso, o valor da reserva

ndo-desenvolvida serd de US$ 528 mil.

boe

a0

P USH

B (hilhdes boe)

20

Figura 30: Superficie de precos de concessdao de blocos do Pré-Sal da Bacia de Santos em

func¢do do preco do barril de petréleo e do volume da reserva.
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Na figura 31 abaixo, quando o preco do barril de petrdleo atinge o valor minimo de USS$
17, a qualidade econdmica da reserva minima para se obter uma preco de concessao nao-
nulo é de 12.67%. Nesse caso, o valor da reserva nao desenvolvida sera de US$ 481.2
mil. Para o valor de ¢ estimado neste trabalho (¢ = 11.5%), o preco minimo do barril
de petrdleo para que a opcdo real de desenvolver a reserva seja nao-nula é de US$ 19.

Nesse caso, o valor da reserva nao-desenvolvida € de US$ 202.2 milhdes.

Outra observacao feita na figura é que quando o preco do barril de petréleo atinge o valor
de US$ 17, se a qualidade econdmica da reserva for igual a 39.71% (caracterizando uma
reserva terrestre), o valor da reserva nao-desenvolvida é aproximadamente igual a US$
30.40 bilhdes (mesmo valor obtido para uma reserva da bacia de Santos para o preco
do barril em US$ 57.08 e a qualidade econdmica estimada em 11.5%). Isso ilustra mais
uma vez o fato de que o preco de concessdo de uma reserva terrestre com as mesmas
caracteristicas do Pré-Sal de Santos € superior ao preco de concessao da reserva do Pré-
Sal. O motivo disso é o alto custo de desenvolvimento requerido para o Pré-Sal, pois
como vimos na figura 28, aumentando o custo de desenvolvimento diminui o valor da

reserva nao-desenvolvida.

“alor da reserva ndo-desenvolvida

400 o dee
380 i
% SDD“‘"E' T "’:‘
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ol o S
100 -4
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D::-.
0.6

140

0.2
g {qualidade econdmica da reserva) 0.1 o 40 F(USH

Figura 31: Superficie de precos de concessdo de blocos do Pré-Sal da Bacia de Santos em
func¢do do preco do barril de petréleo e da qualidade econdmica da reserva.

83

400

340

=300

=240

=200

=150

100

a0




Na figura 32, para o custo de desenvolvimento de uma reserva da bacia de Santos (esti-
mado neste trabalho em US$ 22.38 bilhdes), se o preco do petréleo cair para abaixo de

US$ 19 por barril, o valor da reserva passa a ser nulo.

Yalor da reserva ndo-deservolvida

X (bilhGes USS)

25

D (hilhées USH)

Figura 32: Superficie de precos de concessao de blocos do Pré-Sal da Bacia de Santos em
func¢do do preco do barril de petréleo e dos custos de desenvolvimento.

e Bacias de Campos e Espirito Santo:

Para as reservas das bacias de Campos e Espirito Santo, da mesma forma que para a
bacia de Santos, o valor inicial da reserva desenvolvida (V{) serd obtido pelo modelo
de negocios (“business model”), visto na subsecdo 4.1.1, considerando os valores de
q = 13.5%, B = 3.67 bilhdes de boe e P =US$ 57.08, calculados ao longo da secéo 4.
Com isso temos:

Vo = (0.135)(3.67)(57.08) = 28.28

Vimos também, na secdo 4.1.3, que o custo de desenvolvimento das reservas das bacias

de Campos e Espirito Santo é D =US$ 16.85 bilhdes. Logo temos:

Valor inicial da reserva desenvolvida | US$ 28.28 bilhdes

Custos de desenvolvimento da reserva | US$ 16.85 bilhoes
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Aplicando os métodos de Crank-Nicholson e SOR, vistos na se¢do 5, na equagao dife-
rencial parcial (24), sob os parametros acima mencionados, obtivemos o seguinte valor

para a reserva-ndo desenvolvida.

Valor da reserva ndo-desenvolvida | US$ 28.94 bilhoes

Os parametros utilizados para a simulacdo foram N = 200, M = 200, w = 1.2 e
tol= 0.0001.

Valor da reserva ndo-desenvolvida em fungdo do preco do petrdleo

X (bilhdes USS)

1 1
20 40 60 a0 100 120 140

P (US3)

Figura 33: Curva de precos de concessao de blocos do Pré-Sal das Bacias de Campos e Espirito
Santo em funcdo do preco do barril de petréleo.

Repare que o grifico da figura 33 mostra que, para precos do barril de petréleo
abaixo de US$ 60, o valor da reserva nao-desenvolvida das bacias de Campos e Espirito
Santo é préxima ao da bacia de Santos, ao passo que para precos do barril acima de US$
60, comeca a ficar visivel a diferenca dos precos de concessdo, sendo as das bacias de
Campos e Espirito Santo menores que da bacia de Santos. Lembrando que esta analise €

para reservas com os volumes estimados neste trabalho.

A figura 34 mostra que, em blocos com mesmo volume de petrdleo, o preco de concessao
das reservas da bacia de Santos € inferior ao das bacias de Campos e Espirito Santo. Isso
mostra que na andlise anterior ocorria o inverso, pois era considerado um volume de

petréleo maior para as reservas da bacia de Santos.
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Walor da reserva ndo-desenvolvida em funcdo do volume da reserva

% (bilhées US$)

B (bilhdes boe)

Figura 34: Curva de precos de concessao de blocos do Pré-Sal das Bacias de Campos e Espirito
Santo em func¢@o do volume da reserva.

Na figura 35, vemos que a variacdo do custo fixo de desenvolvimento da reserva da
bacia de Campos e Espirito Santo exerce uma influéncia mais significativa no preco de
concessao do que a variacdo do custo fixo de desenvolvimento da reserva da bacia de
Santos. Ja na figura 36, vemos que para o custo varidvel ocorre o inverso. Embora os
gréaficos das figuras 36 e 27 sejam bem proximos, a variagdo do custo varidvel de de-
senvolvimento da reserva da bacia de Campos e Espirito Santo exerce uma influéncia
ligeiramente maior no preco de concessao do que a variacdo do custo varidvel de desen-
volvimento da reserva da bacia de Santos. Na figura 37, vemos que no total os custos de
desenvolvimento afetam mais as reservas das bacias de Campos e Espirito Santo do que
as reservas da bacia de Santos, sendo que, a0 mesmo custo de desenvolvimento e com
os volumes estimados neste trabalho, o valor da reserva ndo-desenvolvida é maior para a

bacia de Santos. Tais fatos podem ser melhor visualizados na figura 44.
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Walor da reserva ndo-desenvolvida em funcdo dos custos fixos de desenvolvimento

H b
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Diixo (bilhdes USS)

Figura 35: Curva de precos de concessao de blocos do Pré-Sal das Bacias de Campos e Espirito
Santo em funcdo dos custos fixos de desenvolvimento.

Walor da reserva ndo-desenvolvida em funcdo dos custos variaveis de desenvolvimento
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Figura 36: Curva de precos de concessao de blocos do Pré-Sal das Bacias de Campos e Espirito
Santo em funcdo dos custos varidveis de desenvolvimento.
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Walor da reserva ndo-desenvolvida em funcdo dos custos totais de desenvolvimento

35F T T T T T =
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D (bilhdes USS)

Figura 37: Curva de precos de concessao de blocos do Pré-Sal das Bacias de Campos e Espirito
Santo em funcdo dos custos totais de desenvolvimento.

Walor da reserva ndo-desenvalvida em fungdo da qualidade econdmica da resemva
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Figura 38: Curva de precos de concessao de blocos do Pré-Sal das Bacias de Campos e Espirito
Santo em func¢do da qualidade econdmica da reserva.

A figura 38 mostra uma curva similar a curva da figura 29. A diferenca novamente

€ que o valor da reserva nao-desenvolvida para as bacias de Campos e Espirito Santo é

88



inferior ao da bacia de Santos (lembrando que o volume de petréleo considerado para as

reservas sao diferentes).

Na figura 39 abaixo, quando o preco do barril do petréleo atinge o valor minimo
de US$ 17, o volume minimo da reserva devera ser de 3.76 bilhdes de boe para que o
valor da opcdo real de desenvolver a reserva (valor da reserva nao-desenvolvida) seja
nao-nulo. Nesse caso, o valor da reserva nio-desenvolvida serd de US$ 283.7 mil. Se,
para o mesmo preco do barril, o volume da reserva for de 5.97 bilhdes de boe (valor
que, para a bacia de Santos, corresponderia ao valor da reserva nao-desenvolvida de
US$ 308.4 mil), o preco de concessdo serd de US$ 6.43 bilhdes. Essa enorme diferenca
pode ser explicada pelo fato de que, ao custo de US$ 17, os custos da reserva da bacia
de Santos quase ndo compensam o seu desenvolvimento, enquanto que, para as bacia
de Campos e Espirito Santo, mesmo esse prego baixo do barril de petréleo, compensa
o desenvolvimento, em virtude dos menores custos de desenvolvimento oriundos, entre

outras coisas, da maior facilidade de extracao de petréleo por ter uma camada de sal mais

rasa.
“Yalor da reserva ndo-desenvolvida
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Figura 39: Superficie de precos de concessao de blocos do Pré-Sal das Bacias de Campos e
Espirito Santo em funcao do preco do barril de petréleo e do volume da reserva.
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Ainda na figura 39, quando o volume da reserva atinge o valor minimo de 2 bilhdes
de boe, o preco minimo do barril de petréleo necessario para que o valor da opg¢ao real
de desenvolver a reserva seja nao-nulo € de US$ 27.42. Nesse caso, o valor da reserva

nao-desenvolvida serd de US$ 240.5 mil.

Na figura 40 abaixo, vemos que a superficie de precos gerada para as bacias de Campos
e Espirito Santo € similar a obtida para a bacia de Santos, exceto pelos valores inferiores
apresentados (lembrando que isso € justificado pelo fato de que volume de petréleo con-
siderado para as reservas sao diferentes, sendo o volume da bacia de Santos maior que a

das bacias de Campos e Espirito Santo).

Yalor da reserva ndo-desenvolvida
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Figura 40: Superficie de precos de concessdo de blocos do Pré-Sal das Bacias de Campos e
Espirito Santo em funcao do preco do barril de petréleo e da qualidade econdmica da reserva.
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Na figura 41, vemos que o custo que inviabiliza o desenvolvimento de uma reserva
situada nas bacias de Campos e Espirito Santo € menor que o de uma reserva situada na

bacia de Santos.

Yalor da reserva ndo desenvolvida
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Figura 41: Superficie de precos de concessdao de blocos do Pré-Sal das Bacias de Campos e
Espirito Santo em fun¢do do preco do barril de petréleo e do custo de desenvolvimento da
reserva.
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Comparagdo de precos de concessdo de blocos do Pré-Sal
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Figura 42: Comparagdo entre os precos de concessdo de blocos do Pré-Sal da bacia de Santos
e das bacias de Campos e Espirito Santo em fun¢do do preco do barril de petrdleo.
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Figura 43: Comparagdo entre os precos de concessdo de blocos do Pré-Sal da bacia de Santos
e das bacias de Campos e Espirito Santo em fun¢do do volume de petréleo.
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Comparagdo entre precos de concesséo de reservas do Pré-Sal
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Figura 44: Comparagdo entre os precos de concessdo de blocos do Pré-Sal da bacia de Santos
e das bacias de Campos e Espirito Santo em funcao dos custos de desenvolvimento da reserva.
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7 Conclusao

Este trabalho realizou uma andlise dos precos de concessdo de campos de petréleo da
regido do Pré-Sal do Brasil, caracterizada pelo seu alto custo de desenvolvimento e enorme
capacidade petrolifera. Tal andlise foi feita com foco em dois tipos de reservas especificas:
as de pogos mais profundos e com camada de sal mais extensa (Pré-Sal da bacia de Santos) e
as de pogos mais rasos e com menor camada de sal (Pré-Sal das bacias de Campos e Espirito
Santo). Com isso, consideramos as caracteristicas de um bloco localizado na bacia de Santos
e outro localizado nas bacias de Santos e Espirito Santo (as duas ultimas consideradas como
uma s6 reserva por possuirem caracteristicas similares).

O modelo proposto para a avalia¢do deste projeto utilizou as técnicas de Contingent Claims
Analysis. Esta técnica faz uso de hipoteses fortes sobre o mercado que nem sempre correspon-
dem a realidade. Uma destas hipoteses € de que o mercado é completo.

Para superar estas hipédteses, € necessario implementar técnicas de programagao dinamica.
Nesta segunda metodologia, as restricdes sdo menores € ndo temos a condi¢do de equilibrio
geral. Muitos autores condenam essas técnicas, pois as taxas de desconto e suposi¢cdes sobre o
crescimento dos ativos e do mercado sao tidas como exdgenas ao modelo.

Neste trabalho, descrevemos o modelo de Paddock & Siegel & Smith (1988) para mode-lar
o valor da reserva desenvolvida e, posteriormente, obter a equacao diferencial parcial que de-
screve o valor da reserva nao-desenvolvida. Para tanto, fizemos uso das técnicas de Contingent
Claims Analysis, assumindo que o valor da reserva desenvolvida (que representa o ativo objeto)
seguia um Movimento Geométrico Browniano.

Utilizando o modelo de negdcios (“business model”), modelamos o valor da reserva de-
senvolvida como uma propor¢ao do preco do petréleo, o que facilitou a andlise de dados, pois
bastou estudar a série histdrica dos precos do petrdleo, sendo considerado neste trabalho os
precos do Brent.

Devido a correlacdo entre o preco do petréleo e o valor da reserva desenvolvida (caracte-
ristico do modelo de negdcios), optamos por modelar o valor da reserva desenvolvida por um
processo de reversdo a média, visto ser um modelo considerado mais realista quando o ativo
objeto € uma commodity. O modelo adotado foi o processo de Ornstein-Uhlenbeck.

Com isso, adequamos o modelo de Paddock & Siegel & Smith (1988), alterando a mode-
lagem da reserva desenvolvida de Movimento Geométrico Browniano para Ornstein-Uhlenbeck,
utilizando Contingent Claims Analysis para adequacao da equacio diferencial parcial que de-
screve o valor da reserva ndo-desenvolvida.

Fez-se necessdrio, entdo, estimar os parametros do processo de Ornstein-Uhlenbeck, o que
foi feito comparando-o a um modelo auto regressivo de ordem 1 (Proposi¢do 4.2). Utilizando

métodos numéricos de diferencas finitas (mais especificamente o método de Crank-Nicholson),
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juntamente ao método SOR (para resolucdo dos sistemas lineares gerados pelo método de
Crank-Nicholson), resolvemos numericamente a equacdo diferencial parcial e, assim, obtive-
mos o preco de concessdo da reserva (denominado no modelo de Paddock & Siegel & Smith
como valor da reserva ndo-desenvolvida) para cada bloco estudado.

Na secdo 6, vimos os resultados obtidos para o preco de concessdo de uma reserva situada
na bacia de Santos e o pre¢o de uma reserva situada nas bacias de Santos e Espirito Santo,
de acordo com os parametros estimados ao longo do trabalho. Apds, obtivemos as curvas e
superficies de precos de concessdo para cada reserva, a fim de analisar a variacdo destes em
funcdo dos parametros custos de desenvolvimento, preco do barril de petréleo e volume da
reserva.

Foi possivel observar através das curvas e superficies geradas, que o preco de concessao
de uma reserva da bacia de Santos é maior que o das bacias de Campos e Espirito Santo. O
motivo principal desse fato € que o volume de petrdleo existente na bacia de Santos € superior
ao volume das bacias de Campos e Espirito Santo. Mesmo requerendo um menor custo de
desenvolvimento motivado pela maior facilidade de extragcdo de petrdleo, o preco de concessao
de uma reserva na bacia de Campos e Espirito Santo mostrou-se inferior ao de uma reserva
na bacia de Santos em quase todas as andlises efetuadas, excetuando-se quando considerados
capacidades petroliferas iguais para ambas as reservas. Neste ultimo caso, prevaleceu o preco
de concessdo da reserva das bacias de Campos e Espirito Santo, com seu menor custo de
desenvolvimento.

Contudo, todos os resultados obtidos, neste trabalho, sio meramente estimados para os da-
dos utilizados. Na prética, existe uma grande incerteza quanto as caracteristicas das reservas
do Pré-Sal brasileiro, tais como o volume das reservas e o custo de desenvolvimento. O que
se tem € uma grande expectativa de que, na bacia de Santos, o volume de petrdleo seja supe-
rior ao das bacias de Campos e Espirito Santo, conforme visto neste trabalho, porém ndo se
conhece todos os pocos de petroleo do Pré-Sal e qualquer nova descoberta pode vir a alterar as
expectativas.

Em trabalhos futuros, pode-se tentar captar essa incerteza do valor da reserva para melhorar
os resultados e tornd-los mais realistas.

Outro melhoramento a ser considerado € a volatilidade do valor da reserva, que nao pre-
cisa ser necessariamente constante. Em trabalhos futuros, podem ser utilizados modelos de
volatilidade estocdéstica.

Outra andlise que pode ser feita, posteriormente, é a de sensibilidade dos resultados, que
nao foi estudada nesta dissertacdo. O campo de estudos de opg¢des reais € bastante amplo e
com muitas frentes ainda a serem exploradas.

Mesmo com todas essas possiveis melhoras no modelo, € facil verificar o ganho que o uso

da Teoria de Opgdes Reais trds para a andlise de investimentos. A capacidade de valorar a

95



flexibilidade presente nos projetos deve ser, sempre que possivel, considerada, pois acrescenta
valor substancial ao valor total do projeto.

No presente caso, o pre¢o da reserva nao-desenvolvida calculado através das técnicas de
opgoes reais pode trazer um valor mais realista, fazendo com que, em leildes, firmas possam
dar lances com maior confianca e precisao.

Porém, cabe reforcar que o intuito desta dissertacdo € aplicar a Teoria de Opg¢des Reais
ao setor de E&P de petrdleo, mais precisamente as reservas do Pré-Sal, porém, os resulta-
dos obtidos aqui ndo sdo necessariamente os valores reais de mercado, visto que os valores,
curvas e superficies obtidos refletem os resultados do modelo utilizado, o que podem ndo ser
necessariamente 0s mesmos, se adotado um outro modelo.

Esta aplicacdo da Teoria de Opcdes Reais nos mostrou que as reservas nao-desenvolvidas
do Pré-Sal brasileiro apresentaram valores elevados, motivados pelo alto custo de desenvolvi-
mento, compensado pela grande capacidade petrolifera da regido. Tanto na bacia de Santos
quanto nas bacias de Campos e Espirito Santo, o preco de concessao mostrou-se bem superior
aos precos usuais de campos terrestres, bem como aos de campos situados em dguas profundas.

Percebemos, entdo, que o Pré-Sal € ainda uma caixa preta, coberta de expectativas quanto
a elevacdo do Brasil no ranking das maiores reservas de 6leo e gds, além da incerteza quanto a

relacdo custo-beneficio do desenvolvimento de suas reservas.

96



8 Referéncias

e [Andersson 1999] Andersson, H., - Capital budgeting in a situation with variable utili-
sation of capacity an example from pulp industry - Artigo, 1999.

e [Black & Scholes] Black, F. and Scholes, M. - The Pricing of Options and Corporate
Liabilities - Artigo, 1973.

e [Brandao 2002] Brandao, L. - Uma aplicagdo da teoria das opcoes reais em tempo dis-

creto para a valoracdo de uma concessdao rodovidria - PUC/RJ, Tese de Doutorado,
2002.

e [Brandimarte 2002] Brandimarte, P. - Numerical Methods in Finance: A MATLAB-based
Introduction - J. Wiley, Livro, 2002.

e [Dixit & Pindyck] Dixit, A.K. and Pindyck, R.S. - Investment under uncertainty - Prince-

ton University Press Princeton, NJ, Livro, 1994.

e [Dias 2005] Dias, Marco Antonio Guimaraes - Opg¢des Reais Hibridas com aplicagoes
em Petroleo- PUC/RJ, Tese de Doutorado, 2005.

e [Herkenhoff 2006] Herkenhoff, Renato - Op¢des Reais de Abandono - IMPA, Trabalho

de final de curso de Derivativos, 2006.

e [Korn&Korn] Korn, R. and Korn, E. - Option Pricing and Portfolio Optimization: Mod-

ern Methods of Financial Mathematics - American Mathematical Society, Livro, 2001.

e [Ntwiga 2005] Ntwiga, Davis Bundi - Numerical Methods for the valuation of financial
derivatives - Artigo, 2005.

e [Paddock & Siegel & Smith] Paddock, J.L. and Siegel, D.R. and Smith, J.L. - Option
Valuation of Claims on Real Assets: The Case of Offshore Petroleum Leases - Quarterly

Journal of Economics, Artigo, 1988.
o [Shreve 2004] Shreve, S.E. - Stochastic Calculus for Finance - Springer, Livro, 2004.

e [Tourinho 1979] Tourinho, Octavio A. F. - Option value of reserves of Natural Resources
- University of California, Artigo, 1979.

o [Trigeorgis 1996] Trigeorgis, L. - Real Options: Managerial Flexibility and Strategy in
Resource Allocation - MIT Press, Livro, 1996.

e [Tsay] Tsay, R.S. - Analysis of financial time series - Wiley Interscience, Livro.

97



[Campos] Campos, Jodo Vitor - Apresentacdo da AEPET na audiéncia ptblica sobre o

pré-sal - www.senado.gov.br, 2008

[Pelet] Pelet, M. - Real Options in Petroleum: Geometric Brownian Motion and Mean-

Reversion with jumps - Oxford University, Dissertacdao de Mestrado, 2003.

[Janior] Junior, F. M. - Avalia¢do de Campo de Petroleo maduro por opgoes reais -
IBMEC, Dissertagao de mestrado, 2006.

[Saito & Schiozer & Castro] Saito, R., Schiozer, D.J. e Castro, G. N. - Simulacdo de
Técnicas de Engenharia de Reservatorios: Exemplo de Utilizacdo de Opg¢oes Reais -
Artigo, RAE.

[GAZETA MERCANTIL] GAZETA MERCANTIL, 11 nov. 2008.

[FOLHA ON LINE] FOLHA ON LINE. Entenda o que é camada pré-sal. Disponivel
em http://www]1.folha.uol.com.br/folha/dinheiro/ult91u40468.shtmm. acessado em 17
nov. 2008

[suapesquisa.com] suapesquisa.com. Petréleo. Disponivel em

http://www.suapesquisa.com/geografia/petroleo/ acessado em 07 fev. 2009

[Radiobras] Radiobras Flexibilizacdo do monopdlio em 1997 leva a criacdo da ANP.
Disponivel em http://www.radiobras.gov.br/abrn/brasilagora/materia.phtml ?materia=262623.
acessado em 07 fev. 2009

[ANP] Agéncia Nacional do Petrdleo. Petroleo e Derivados. Disponivel em

http://www.anp.gov.br/petro/ acessado em 07 fev. 2009

[Nascimento & Maciel & Moreira & Neto] Nacimento, A.B.M, Maciel, E.F., Moreira,
D.L.S., Neto, O.S.S. - A ANP e a defesa da concorréncia no setor de petroleo e gds no
Brasil, 3° Congresso de P&D em Petroleo e Gas, Artigo, Outubro, 2005.

[Bacoccoli] Bacoccoli, Giuseppe - Pré-Sal: uma longa historia, Artigo, Jornal Folha de
Sao Paulo, 09 set. 2008

[RT] Tourinho, Rodolpho - O Pré-Sal: perspectivas & desafios, Reuniao COINFRA,
FIESP 17 out. 2008

[Formigli 2008]Formigli, José - Apresentacao Rio Oil Gas 2008, Petrobras, 2008 (reser-

vado, disponibilizado pela Petrobras).

[Formigli 2007]Formigli, José - Apresenta¢ao Pré-Sal Miami-EUA, Petrobras, 2007 (reser-

vado, disponibilizado pela Petrobrais).

98



[Aratjo] Aradjo, R. O. de. Avaliacdo de op¢oes reais através do método dos Minimos
Quadrados de Monte Carlo. PUC/RJ- Dissertagao de Mestrado, 2004.

[Souza & Cunha & Motta] Souza, C. P. R., Cunha, M. M., Motta, R.R. - Op¢ées Reais
Estudo de Caso: Opg¢oes Reais na Exploracdo e Produgdo (E&P) de Petroleo, Artigo,
XXV Encontro Nac. de Eng. de Producao, Porto Alegre/RS, Brasil, 29 out a 01 de nov
de 2005.

[Grossinho 2008] Grossinho, Maria do Rosario - Op¢gdes Americanas, Insituto Superior

de Economia e Gestao, 2008.

[da Silva] da Silva, Priscilla Reis - Transporte Maritimo de Petroleo e Derivados na
Costa Brasileira: Estrutura e Implicacoes Ambientais, COPPE/UFRJ, Dissertacdo de
Mestrado, 2004.

[Frota 2003] Frota, Alexandre E. Farias - Avaliacdo de opgcoes americanas tradicionais
e complexas, DEI-PUC/RJ, Dissertacdo de Mestrado, 2003.

[Wilmott 1995] WILMOTT, P., HOWINSON, S. e DEWYNNE, J. - The Mathematics of

Financial Derivatives. A Student Introduction, Cambridge University Press,Livro, 1995.

99



9 Anexo - Codigo fonte do programa implementado no
MATLAB

function[price]=PDEUndevelopedReserve (V0,D,r,T,N,M, sigma, omega,tol,eta, Zbarra)

% Fungdo que calcula o valor da reserva ndo—-desenvolvida de petrdleo pelo

o\

método de Crank-Nicholson usando o método SOR.

o

Parémtros: VO- valor inicial da reserva desenvolvida

% D - custos de desenvolvimento da reserva
% r - taxa de juros livre de risco

% T - vencimento do projeto

% N - discretizagdo do tempo

% M - discretizacdo do espaco

o\

sigma - volatilidade da reserva desenvolvida

o\

omega — constante de relaxagédo

tol - tolerdncia do método SOR

o\

% eta - velocidade de reversdo a média dos log de V

% zbarra — média para onde os log de V revertem ao longo prazo
Vmax=2+VO0;

dt = T/N;

dv Vmax/M;

oldval=zeros (M-1,1);

newval=zeros (M-1,1);

vetV=linspace (0, Vmax,M+1)’;

veti=0:N; wvetj=0:M;

mu = rj;

K = Zbarra + (sigma”2)/(2*eta);

delta = mu - etax (K-log(vetV’'));

delta(1,1)=0;

%$condig¢des de contorno

payoff=max (vetV(2:M)-D,0);

pastval=payoff;

boundvalVmax= zeros (1,N+1);

boundvalVmax (1,N+1) = max(vetV(M+1)-D,0);

boundvalV0O=zeros (1,N+1);

$coeficientes matriciais da equacdo do método de Crank-Nicholson
alpha = 0.25xdt*( sigma”2*(vetj.”2) - (r-delta).x*vet] );

beta = —-dt*0.5%( sigma”2x(vetj.”2) + r );

gamma = 0.25xdt*( sigma”2x(vetj.”2) + (r-delta).*vet] );

A2 = diag(alpha(3:M),-1) + diag(l+beta(2:M)) + diag(gamma(2:M-1),1);
Al diag(-alpha(3:M),-1) + diag(l-beta(2:M)) + diag(-gamma(2:M-1),1);

$solucdo da sequéncia de sistemas lineares pelo método SOR
aux=zeros (M-1,1);
for i=N:-1:1

aux (1l)=alpha (2) * (boundvalv0(1l,1i) + boundvalVO0(1l,i+1));
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end

aux (end) =gamma (M)  (boundvalVmax (1,1) + boundvalVmax (1l,i+1)) ;

rhs=A2x*pastval (:) + aux;

oldval=pastval;
error=REALMAX;

while tol < error

end

newval (1) =max (payoff (1),oldval (1)+omega/ (1-beta (2))* (...
rhs (1) - (1-beta(2))*oldval (1) +tgamma (2) xoldval (2)));
for k=2:M-2
newval (k) =max (payoff (k),oldval (k) +omega/ (1-beta (k+1))* (...

rhs (k) talpha (k+1) xnewval (k-1) - (1-beta (k+1l)) xoldval (k) +...

gamma (k+1) xoldval (k+1)));
end
newval (M-1)=max (payoff (M-1),o0ldval (M-1)+omega/ (1-beta (M) ) * (...
rhs (M-1) +alpha (M) xnewval (M-2) - (1-beta (M) ) roldval (M-1)));
error=norm(newval-oldval);

oldval=newval;

pastval=newval;

pastval = [boundvalV0(l) ; pastval; boundvalVmax(l)];

price = interpl (vetV,pastval,V0,’linear’);

101



