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Resumo

Os mercados financeiros, mesmo nos paises mais desenvolvidos, até hoje nao
sao completamente eficientes, permitindo dessa forma arbitragem entre os
ativos. Um dos métodos mais populares de explorar esse evento é através de
operacoes do tipo arbitragem estatistica, no qual o processo de investimento
estd todo baseado em modelos matematicos. A estratégia baseia-se na com-
pra/venda de ativos toda vez que o diferencial de pregos entre eles distorcer
muito.

Os ativos usados no presente trabalho foram acoes de empresas listadas
na Bolsa de Valores de Sao Paulo, sendo que na montagem dos pares de ativos
optou-se por utilizar sempre pares de ativos de um mesmo setor. O método
usado para definir a escolha dos pares foi o de andlise por componentes prin-
cipais, que busca encontrar quais sao os componentes principais responsaveis
por explicar a maior parte da variacao de todo o grupo de dados.

Dado o comportamento aleatério das séries financeiras, o modelo li-
near de reversao a média de Ornstein-Uhlenbeck foi o escolhido para tentar
descrever o comportamento das variaveis financeiras. Adicionalmente foi in-
corporado no modelo o componente de aversao a risco dos agentes, tendo-se
obtido dessa forma o portfélio 6timo a partir da maximizagao da fungao uti-
lidade do agente. Ainda na parte final do trabalho foi testado um modelo
nao-linear com tangente hiperbdlica que leva em consideracao o fato do in-
vestidor ficar mais cético para valores muito distantes da média do diferencial
de pregos.

Além disso, foram testados também a implementacao do modelo para
dados de alta frequéncia, assim como a comparacao dos resultados dentre os
diversos setores de agoes, e uma andlise da relagao risco retorno obtida para
cada caso.

Palavras-chave: Arbitragem estatistica, andlise por componentes prin-
cipais, Ornstein-Uhlenbeck



Abstract

Financial markets, even in more developed countries, are still not fully ef-
ficient, thus allowing arbitrage between assets. One of the most popular
methods to explore this is through operations such as statistical arbitrage, in
which the entire investment process is based on mathematical models. The
strategy is based on purchase/sale of assets on each time the price differential
between them distorts much.

The assets used in this study were stocks listed on the Sao Paulo Stock
Exchange and the assembly of the assets pairs used, correspond to companies
of the same industry. The method used to define the choice of pairs was
the principal component analysis, which seeks to find the main components
responsible for explaining most of the variation of the data group.

Given the random behavior of financial series, the linear mean reverting
Ornstein-Uhlenbeck model was chosen to try to describe the behavior of
financial variables. Furthermore, it was added to the model an agent risk
aversion parameter, thus obtaining the optimal portfolio that maximizes the
agent utility function. At the end of this study, it was tested a nonlinear
model with hyperbolic tangent that takes into account the fact that investors
become more skeptical as mispricing becomes too large.

Also, it was tested the implementation of the model for high frequency
data, as well as a comparison of results among the various stock sectors, and
an analysis of the risk return obtained for each case.

Keywords: Statistical arbitrage, principal component analysis, Ornstein-
Uhlenbeck
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Introducao

O termo arbitragem estatistica compreende estratégias nas quais buscam-se
obter lucro a partir de anomalias no diferencial de pregos entre pares de ativos
[25]. Nesse tipo de estratégia, o processo de investimento esté todo baseado
em modelos matematicos, excluindo dessa maneira uma andlise qualitativa
com relagao aos fundamentos econoémicos por parte dos ativos envolvidos [3].

A estratégia consiste em assumir uma posicao comprada em um ativo e
vendida no outro, toda vez que o desvio de precos alcancar valores muito dis-
tantes da média. Quanto maior a magnitude do desvio de pregos, maior a pro-
babilidade deste corrigir e convergir para a média e consequentemente maior
a possibilidade de ganhos [27]. Embora, nao seja possivel prever quando o
desvio vai convergir, ou, até mesmo se este nao vai piorar antes de melhorar
[16].

A enorme liquidez do mercado acionario, o que reduz custos de transacao
e facilita a implementacao das posicoes, é o local preferido para as operacoes
de arbitragem estatistica. Nesse caso, a escolha dos pares de ativos pode
aparecer sob o formato de pares de acoes, agoes versus indice ou carteiras de
acoes. As estratégias envolvendo pares de acoes, mais conhecidas como pairs
trading, podem envolver acoes do mesmo setor (intra-setorial) ou agdes de
setores distintos (inter-setorial).

Na escolha dos pares de agoes a serem analisados os métodos mais usu-
ais sdo os de correlac@o e cointegracdo, como apresentado em [9] e [24]. O
uso da cointegracao na construcao de estratégias com agoes também pode
ser encontrado em [I]. Outro método bastante utilizado no estudo dos ativos
financeiros é o de andlise por componentes principais [21]. Seu objetivo é
a obtencao de um nimero pequeno de combinacoes lineares a fim de trans-
formar as varidveis originais que estavam correlacionadas entre si, em um
novo conjunto de variaveis nao correlacionadas. Eliminando assim parte da
informagao redundante e facilitando o surgimento da informacao de boa qua-
lidade [15].

O mercado acionario é composto por séries temporais que usualmente
apresentam um comportamento de passeio aleatério. Trabalhos como o de
Gatevet al [14] usaram uma abordagem baseada na menor distancia entre
os pares de ativos para explorar anomalias nesse processo. No trabalho de
Baronyan [5] foi analisado o comportamento do diferencial de pregos usando
para isso diferentes regimes de volatilidade. O modelo linear de reversao a



média de Onstein-Uhlenbeck, atualmente, é o mais utilizado para descrever
a dinamica das varidveis financeiras, com excelentes resultados encontrados
no mercado americano, como exposto em [3].

Uma caracteristica ausente nos trabalhos citados anteriormente é a
andlise do grau de aversao ao risco dos agentes. Esse é um tépico impor-
tante dado que todos os investidores sao em algum nivel avessos ao risco,
o que os distingue é o seu grau de aversao. Nesse sentido, quanto menor a
aversao do investidor ao risco, maior a propensao de buscar operagoes que te-
nham maiores riscos desde que sejam recompensados devidamente na forma
de ganhos.

No presente trabalho, a partir da definicao dos pares de ativos pela
analise dos componentes principais, implementou-se a metodologia proposta
por Avellaneda et al [3] para andlise do comportamento do spread, usando
para isso dados do mercado acionario brasileiro. Posteriomente foram testa-
das algumas mudancas na implementagao do modelo proposto, assim como
foram utilizados dados de alta frequéncia.

Para incorporar o grau de aversao ao risco no comportamento dos precos
foi obtido o portfélio 6timo a partir da maximizacao da funcao utilidade
do agente no modelo de Ornstein-Uhlenbeck, conforme proposto por Jurek
et al [16]. Na parte final do trabalho foi testado um modelo nao-linear
com tangente hiperbdlica, apresentado no trabalho de Alsayed e McGroarty
[2], que incorpora o fato de que o investidor fica mais cético para valores
muitos distantes da média do diferencial de precos, optando dessa maneira
por assumir posi¢oes menores quando comparadas com o modelo de Ornstein-
Uhlenbeck.

Dessa maneira, o trabalho estd estruturado da seguinte forma. No
Capitulo 1 fazemos uma breve revisao dos principais conceitos matematicos
utilizados ao longo do trabalho. No Capitulo 2 demonstramos como foi feita
a escolha dos pares de ativos através da analise dos componentes principais.
No Capitulo 3 apresentamos o modelo linear de Ornstein-Uhlenbeck de re-
versao a média, e apresentamos um método para aproveitar oportunidades
de arbitragem baseados em sinais gerados pelo diferencial de precos entre os
pares de acoes.

No Capitulo 4 analisamos o comportamento do investidor frente ao risco
dado um modelo linear de aversao ao risco, e mostramos uma estratégia de
arbitragem baseado no estudo do portfélio 6timo. Consideramos ainda o
caso do investidor em um modelo nao-linear com tangente hiperbdlica, e
comparamos as duas estratégias em termos de resultados. Finalmente no
Capitulo 5 apresentamos a conclusao do trabalho.
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Capitulo 1

Revisao dos Conceitos
Matematicos Utilizados

Este capitulo apresenta um resumo de alguns dos conceitos matematicos
que foram utilizados para provar resultados dos capitulos posteriores. Mais
detalhes e as demonstragoes dos resultados encontrados abaixo podem ser
encontrados em [4] e [13].

1.1 Filtracao

Dados um conjunto nao-vazio €2, um nimero positivo 7" e uma familia { F(£) }+cjo,11
de o-algebras de 2. Chamamos essa familia de filtragao, se para todo par de
numeros t, s, com 0 < s <t <7, se cumpre que F(s) C F(t).

1.2 Processo Estocastico

Dado um espago de probabilidade (€2, F, P), chamamos de processo estocdstico
a qualquer familia { X, },c; de varidveis aleatdrias. Neste trabalho, o conjunto
de indices I normalmente vai ser [0,+00) ou um intervalo fechado [0, 77,
onde T" > 0. Por outro lado, dada uma filtracao {F(t)}+co,r;, onde todas as
o-dlgebras F(t) estao contidas em F, dizemos que o processo {X;}icpo1 €
adaptado a filtragao se para todo t € [0, 7], a varidvel X; é F(t)-mensuravel.

1.3 Movimento Browniano

Seja o espaco de probabilidade (£2, F,P). Chamamos de Movimento Brow-
niano um processo {W (t) };~o com trajetéria continua, tal que:

e W(0)=0, P-qc

e Paratodo0 < s < t sesatisfaz W (t)—W (s) ~ N(0,t—s) (“incrementos
estaciondrios”).
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e Paratodo 0 < v <wu < s <t as varidveis W (u) — W (v)e W(t) — W(s)
sao independentes (“incrementos independentes”).

1.4 Filtro Browniano

Seja (£2, F,P) um espago de probabilidade no qual estd definido um movi-
mento Browniano W (t), ¢ > 0. Uma filtracdo do movimento Browniano é
dada por um filtro {F(¢)} de sub o-algebras de F tal que

e O movimento browniano {W(¢)} é um processo adaptado ao filtro.

e Para 0 <t < wu, o incremento W(u) — W(t) é independente de F(t).

1.5 Martingal

Dados um espago de probabilidade (€2, F, P), um numero positivo fixo T’
e uma filtracao {F(t)}icpr), com F(t) C F. Considere um processo es-
tocastico adaptado X (t), dizemos que X (t) é um martingal, se:

o E[|X(t)]] < o0, Vt€[0,T], e
e E[X(t)|F(s)] = X(s), P-qc, para todo s,t € [0,T], com s < t.

1 ue u Vi1 Wl uni-di 1
E importante notar e um movimento browniano uni-dimensional
W (t) é um martingal em relagao ao Filtro Browniano.

Demonstragao: Dado ¢t > 0, temos que W (t) = W(t) — W(0) ~ N(0,t),
logo

E[|W ()] = \/ﬁ/ zle= % dz < 400

Também temos que se s < t, entao

EW@)|F(s)] = EW(t) = W(s)+W(s)[F(s)]
= EW(t) - W(s)|F(s)] + EW(s)[F(s)]
E[W(t) —W(s)] + W(s)
W(s) P - qc.
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1.6 Integral Estocastica

Considerando um processo estocéstico simples {X (¢)}ieo,r), quer dizer, um
processo para o qual existe uma particao {0 =ty <t; <--- <t,_1 <t, =T}
do intervalo [0, 7] tal que para todoi = 1,2,...n tem-se X (t) = X(¢;_1) para
todo t € [t;_1,t;). A integral estocéstica I(X,t) para t € [0,7] é definida
por:

onde a A b := min{a, b}.

A partir desta defini¢ao de integral estocédstica (também chamada de In-
tegral de It6) para processos simples é possivel definir a Integral Estocéstica
para qualquer outro processo de quadrado integravel adaptado a filtracao
browniana.

Para a integral de [t6 temos as seguintes propriedades:

o {I(X,t)}icjor) € um martingal com respeito a filtracao {F()}sejo.17-
Em particular, E[1(X,t)|F(0)] = I(X,0) =0, Vt € [0, T].

e (Isometria de It6) Para todo t € [0, 7] vale:

([ o) -o] [ o]

e A variacao quadratica acumulada até o tempo t é dada por,

[1,1] = /Ot A*(s)ds

e Os caminhos de I(X,t) sao continuos.

e Para cada t, a varidvel I(X,t) é F(t)-mensurdvel, isto é, o processo
{1(X,t)}eo,1 € adaptado.

1.7 Formula de Ito

Dado um movimento Browniano uni-dimensional W (¢) e um processo es-
tocastico X (t) descrito por:

X(t) = X(0) +/O K(s)ds—i—/o H(s)dW (s)

13



onde os processos K (t) e H(t) sdo adaptados com respeito a uma filtragao
browniana F(t) definidas sob um espago de probabilidade (2, F, P) e uma
fungao f : R? — R tal que f(t,x) é uma vez continuamente diferencidvel
em t e duas vezes continuamente diferencidvel em x (diz-se que f € C1?).
Entao, para todo t > 0 temos que:

FLX(0) = £0.X(0)) + / fuls, X (s))ds + / fu(s, X (5))dX (5)
1 t
: /0 Fua(5, X (5))dX (5)dX (5)

o que pode ser expresso em forma diferencial como:
(X)) = Flt, Xt + £t XWX (1) + o1, X (D)X (DX (1)

onde dX (t)dX (t) é a variagdo quadrética de X (t).

f(T,W(T)) = £(0, /fttW dt+/ fo(t, W (t))dW (¢ /fmtw

1.8 Regra do Produto

Dados dois processos estocasticos X (t) e temos que:

Y(t)
XY (t) = X(0)Y(0)+ /0 X(s)dY (s)+ /0 Y (s)dX(s) + /0 dX (s)dY (s)
o que expresso em forma diferencial é

AX DY (1) = X(£)dY (t) + Y (D)dX (t) + dX (£)dY (¢)

1.9 Equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

Muitas vezes temos um processo z(t) (por exemplo o portfélio) que vai evo-
luir no tempo, cujo comportamento pode ser alterado por meio de decisoes
tomadas pelos agentes. Este tipo de problemas sao conhecidos como proble-
mas de controle [?] e podem ser modelados através do seguinte sistema de
controle:

#(t) = bt 2(t), u(t)), parat € [0,T],
(1.1)
z(0) =z
onde com a fun¢do u(-) : [0,7] — U, chamada de controle, podemos influen-

ciar o processo x(t) e zy € R é a condigao inicial, T > 0,e b : [0, T|x RxU —
R.

14



Por outro lado é logico pensar que, segundo as decisoes tomadas, al-
gumas trajetérias de z(t) serao melhores do que outras. Isto é expresso por
meio de uma funcao de custo associado, que é definida por:

/ F(t, 2(t), u(t))dt + h(z(T)) (1.2)

Salvo algumas condigoes temos que nosso sistema de controle admite
uma unica solugao z(-) € C([0,T]; R).

Agora, nosso problema consiste em minimizar a funcao J(+) sobre todos
os possiveis controles u(-). Para isso, vamos olhar o sistema de controle sobre
intervalos de tempo. Seja (s,y) € [0,7]x R. Consideramos o seguinte sistema
de controle sobre [s, T:

{ () = b(t,z(t),u(t)), parat € [s,T],
(s) =y

e consideramos a seguinte funcao de custo dependente das condic¢oes iniciais
de (s,y)

J(s,y,u / ft, x(t),u(t))dt + h(x(T)) (1.3)

Logo definimos a seguinte funcao, chamada de fungao valor:

V(s,y) = inf{J(s,y,u(-))} (1.4)

onde o infimo ¢é tomado sobre todos os controles u(-) no intervalo [s,7T] e

condigbes iniciais (s,y) € [s,T] x R. Note-se, que para qualquer y € R se
satisfaz que V (T, y) = h(y).

Denotemos por Vs, T o conjunto de todos os controles u(-) no intervalo

de tempo [s,T]. Agora suponhamos que temos 0 < s < ' < T e x € R.

Entao fixando um controle @ € Vs, T'], denotemos por (t) o processo gerado

por ele. Logo se usamos um outro controle u € V'[s', T| e o processo x(t) tal
que z(s") = z(s), temos que

Vi(s,z) g/s Ft (8, dt+/ F(t,2(), u(t))dt + h(z(T))

Logo depois, tomando o infimo sobre todos os controles u € Vs, T| temos
que

(s.12) /f a()dt + V(s i)

e desde que o controle u € Vs, T| seja escolhido arbitrariamente, temos que

Vis,2) < inf {/ £t 2(), a(t)dt + V(s ())}

weV s, T]
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De fato é possivel provar a igualdade acima sob certas hipéteses [29].
Esta relacao é chamada de Principio de Otimalidade de Bellman, que diz que
para todo 0 < s < ¢ < T e todo y € R satisfaz-se a seguinte igualdade.

V(s,y) inf {/ ft,z(t),u(t))dt + V(s x(s";u(- )))} (1.5)

uEV [s,T]

Agora, usando este principio, vamos supor que V € CY([0,T] x R).
Dado t, pegando T > t' > t, temos pelo Principio de Otimalidade que

V(t,x) mf{/ f(s,x(s),u(s))ds + V(¢ z(t ))} (1.6)

Se V' é diferenciavel temos que

OV (t.x(t) , , OV(ta(t)

V(' z(t)) =V(t,x(t))+ T (t'—t) o

o' (t)(t' —t)+o(t' —t)
(1.7)

Logo, usando esta relacdo na equacao acima e dividindo por ¢/ —¢ > 0
temos que

o(t' —t)
(' —1)
(1.8)
E pegando o limite quando ¢’ | ¢, supondo que o limite pode ser per-
mutado com o infimo, temos

0="V(t,z)+ ir;f {t’ 1_ ; /t f(s,z(s),u(s))ds + Vi (t, x)x'(t) +

0= Vi(t, ) +inf {f(s, 2(t), u(t)) + Va(t, 2)2' (1)} (1.9)

e como z'(t) = b(t, z(t),u(t)), e desde que V(T,z) = h(x), vemos que
V' é solucao para o seguinte problema de equagoes diferenciais de primeira
ordem:

vy + inf ey {b(t, x,w)v, + f(t,z,u)} =0
V|ger = h(z), (t,z) € [0,T] x R

Esta equacao é chamada de Fquacao de Hamilton-Jacobi-Bellman. Estas
idéias podem ser estendidas para o caso de um controle estocastico.

Seja W;, um movimento browniano. Consideremos o seguinte sistema
de controle estocastico:

(1.10)

(1.11)

{d:(céi):b(t,x(t) u(t)) + o(t, 2(t), u(t))dWi, t € [0,T]
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com a fungao de custo

{/‘ftx (£))dt + h(x(T)) (1.12)

Defina U[0,7T] = {u(-) é mensuravel em [0,T], e {Fi}+>0 — adaptado},
onde {F;}¢>o ¢é a filtragado browniana.

O controle estocastico étimo do problema é dado pela minimizacao da
fungao anterior sobre U[0,T]. Para isso, consideramos novamente processos
sobre subintervalos de tempo. Seja (s,y) € [0,T]x R, consideramos o controle
do sistema sobre [s, T7:

{ dzx(t) = b(t,z(t),u(t)) + o(t,z(t),u(t))dW;, t € [s,T] (1.13)
z(s) =y '

Novamente, a fungio custo, que depende do controle u(-) € U[s, T}, é
definida por:

(s, y:ul {/‘fun (£))dt + h(x(T)) (1.14)

e definindo a fungao valor

V(t,z) = inf {J(t, x;u(-
(ta) = int (i)
temos a versao estocastica da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Supondo que a funcao valor V pertence a C*2([0,7T]) temos que ela
satisfaz a seguinte equacao

{ Ut+1nfugy{% (t, 2, u)Vgy + b(t, z,u)v, + f(t,x u)}zO
h(z),

(t,2) € 0,T] x R (1.15)

U|t:T =

Este resultado sera utilizado no capitulo 4, na determinacao da alocacao
otima do portfélio para os modelos desenvolvidos.
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Capitulo 2

Analise por Componentes
Principais

2.1 Descricao da Analise por Componentes
Principais

Consideremos uma massa de dados descrita por diversas variaveis. O objetivo
principal da Anélise de Componentes Principais (PCA) é a obtencao de um
pequeno nimero de combinagdes lineares (componentes principais) de um
conjunto de variaveis, que retenham o méximo possivel da informagcao contida
nas varidveis originais [I5].

Essa técnica ja é amplamente utilizada nos campos da fisica, identi-
ficacao facial, estudos de tipologia dos solos e outros. No presente trabalho
a usaremos para auxiliar na escolha dos pares de ativos que serao usados no
long-short. Isto é motivado pelo fato que em trabalhos anteriores de Plerou
et al [21] mostraram bons resultados para o estudo dos dados no mercado
aciondrio americano.

Supondo que temos os precos de N ativos {S;(¢)} com retornos R;(t).
No tempo ty definimos a primeira componente principal como sendo o vetor
unitario

U(l) = (U§1)7U§1), s 7U§\P)

que maximiza a variancia da combinacao linear
N
1) _ } : 1)
i=1

Uma vez que algumas acoes sao mais volateis do que outras, é conve-
niente trabalhar com retornos padronizados.

(2.1)
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onde R; é a média do retorno R; e 62 ¢ a sua variancia.
Assim nossa primeira componente principal vai ser o vetor unitario

1 1 o . o
v = (U% ), s ). ,vgv)) tal que maximiza a variancia da combinacao linear

N
Z(l) — Z,Ui(l)
=1

Chamaremos de segunda componente principal ao vetor unitario

0@ — (() (2) (2))

V17,09, Uy
tal que a variancia da combinagao

N

702 _ ZUZQ)Yi

=1

seja méaxima e que as varidveis ZM e Z®) sejam nao-correlacionadas. Em
geral, definimos a k-ésima componente principal como sendo o vetor unitario
v®) que faz com que a combinacao

N
=1

tenha variancia maxima e seja nao correlacionada com as combinagoes

71) 7(2) 7(k=1)

5 g ey

Assim, vamos obter agora uma caracterizacao dos componentes princi-
pais que permita obté-los de forma facil. Notemos que desde que as médias
das varidveis Y; sdo todas iguais a zero, pegando um vetor v = (vy, va, ..., Uy)
qualquer e fazendo Z = ZZ]L v;Y;, temos que a média de Z é zero, logo

Var(Z ) E[Z?]
[(Zz L 0iY5)?]

[(Ez 1 Ui Vo) (3o, vY))] (2.2)

21 1245= 1UZ'UJE[YY]

= (pv,v) 2 0

onde p é a matriz de correlagao das variaveis Y7, Ys, ..., Yy.

Da propria definicao da matriz de correlagao, temos que ela é simétrica
e da desigualdade anterior segue-se que é semi-definida positiva. Entao da
algebra linear (ver [I8, 20, 23]) se sabe que esta matriz tem todos os seus
autovalores nao negativos e ainda mais, pelo teorema espectral, existe uma
base ortonormal de RY formada por autovetores da matriz.

Esta observacao é importante, dada a reformulagao que pode-se efetuar
do problema de determinacao das componentes principais. Com efeito, da
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relacdo (2.2)) é facil ver que a primeira componente v é solucao do problema
de otimizacao quadratica

Max(pv, v) sujeito a [|v|* =1
logo, pelas condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), deve existir A tal que
0 = 2pv® + X

e fazendo A\, = —\/2 temos pv" = A\ assim temos que vV é um auto-
vetor da matriz de correlacao. Além do mais desde que a matriz p é semi-
definida positiva temos que Ay > 0 e se A > 0 for outro autovalor da matriz
de correlagao, pegando um autovetor unitario v associado temos que

Var(ZW) = A\, = o, oW = (po® o) > (pv,v) = (Av,v) = X

de onde vemos que de fato a primeira componente principal é um autovetor
unitario correspondente ao maior autovalor da matriz de correlagao.

De forma similar é ficil ver que a k-ésima componente principal v*) é
solugao do problema

Max(pv, v) sujeito a ||[v[|> <1e (v,0) =0,i=1,2,...,k—1

de onde se pode ver que v é um autovetor associado ao k-ésimo maior
autovalor \; da matriz de correlacdo p e que Var(Z®).

Também da mesma definicao do problema anterior vemos que o con-
junto de componentes principais v @ o) constituem um sistema
ortonormal de vetores, logo, pegando a matriz A cujas colunas sao os com-
ponentes principais temos que pA = Adiag(Ai, Aa, ..., Ay) e desde que A é
ortogonal se segue que p = Adiag(Ai, As, ..., Av) AT, logo temos que

e em particular
N>2M2>2X2>X32>..2>2 Ay 2>0.

Para nossa aplicacao usamos dados historicos do prego de fechamento
das acoes em uma secao transversal de N agoes voltando M dias. Para sim-
plicidade de exposicao, a secao transversal é assumida ser idéntica ao universo
de investimento, embora este nao precisa ser o caso na pratica. Vamos repre-
sentar os dados de retorno existentes, em qualquer data %y, voltando M + 1
dias como uma matriz

Si(to — (k — 1)) — Si(to — k)

Ry, = k=1, M, i=1,....N, (23
k Sito — k) ! (2.3)
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e os retornos padronizados podem ser aproximados por

y;, = Lk~ M (2.4)
op)
onde
_ 1 M
Ri=+ > Ry (2.5)
k=1
(&
1 M
—2 D)2
0, = M—1 ;(Rzk Rz) (26)

e a matriz de correlagdo empirica dos dados é definida por

1
Pii = T 1 ZY;'kY}'k» (2.7)

Nessa parte do trabalho, sera sempre usado uma janela de tempo para
estimacao da matriz de correlacao de 252 dias anteriores ao periodo de tra-
ding.

2.2 Descricao dos Dados Utilizados

Os dados utilizados em todo o trabalho foram retirados do Bloomberg e
correspondem as séries de precos das sessenta e uma agoes, elas estao expostas
por seu codigo na tabela com maiores volumes de negdcios listadas na
Bolsa de Valores de Sao Paulo no periodo de janeiro de 2005 a dezembro de
2010.

O critério de escolha das agoes foi ter negociado diariamente na média
um valor superior a dez milhoes de reais. Essa restricao com relagao a li-
quidez das agoes foi definida uma vez que acoes muito pouco liquidas nao s6
trazem um risco maior em situacoes de stress como também podem afetar o
retorno da estratégia dado a dificuldade de compra/venda do ativo (elevado
descompasso entre o pre¢o de compra e o prego de venda), e a dificuldade de
aluguel da acao o que encarece a taxa cobrada.

Nem todas as acoes possuem dados desde 2005, visto que durante os
anos de 2007 e 2008 houve uma grande quantidade de acoes que fizeram a
abertura de capital. Nesses casos, o periodo de observacao para esses dados
foi menor. Embora, para todos os ativos analisados, houveram negociagoes
para todos os dias, desde que ocorreu a oferta inicial de agoes.

Foram utilizados para construcao dos modelos os pregos de fechamento
e o volume financeiro negociado no dia para cada ativo.
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2.3 Interpretacao das Componentes Princi-
pais

Da propria definicao dos componentes principais, é de se esperar que ati-
vos com comportamentos similares tenham coeficientes também similares no
componente principal, e que aqueles que sao mais representativos tenham co-
eficientes maiores. Portanto, usaremos estes coeficientes para determinar os
pares que serao arbitrados, sendo o tinico problema a definicao de qual com-
ponente principal que serd usado neste processo, embora haja uma suspeita
inicial de que o principal componente seja o mais indicado

No caso do mercado aciondrio americano (Plerou et al [21]) viram que
embora a maior parte dos componentes nao contem informacao relevante
(de fato elas tem o mesmo comportamento dos autovetores de uma matriz
aleatdria), em geral os componentes principais relativos aos maiores autova-
lores (2% do total) estes sim contem informagao relevante que além do mais
sao estaveis ao longo do tempo.

A analise mostra também que a primeira componente representa a in-
fluéncia do mercado que é comum a todas as acoes, além disso os outros
componentes que sdo bem comportados (nao tem comportamento de auto-
vetores de matrizes aleatérias) mostram a existéncia de correlagoes entre as
acoes que tem caracteristicas similares, exemplo, valor de mercado, agoes do
mesmo setor, empresas da mesma regiao geografica, e outras.

Essa caracteristica acima, vale para os vetores de alto escalao, mas a
medida que descemos no espectro para a os autovetores de ruido, a proprie-
dade que os coeficientes préximos correspondem a empresas no mesmo setor
¢ menos verdade e a coeréncia tende a nao se manter.

Como apontado por Laloux et al [19], para o caso do primeiro com-
ponente principal, todos os coeficientes de UZ-(I), 1 = 1,2.., N sao positivos.
Assim, o autoportfélio tem um peso positivo

o

QW = =

0;

Notamos que esses pesos sao inversamente proporcionais a volatilidade. Esta
ponderacao é consistente com a capitalizacao de mercado, uma vez que em-
presas de maior capitalizacao tendem a ter volatilidades menores.

Como pode ser observado na figura [2.1] os coeficientes da primeira com-
ponente principal sao todos positivos, e desde que os componentes principais
sao ortogonais, os outros componentes tem de ter entradas negativas, como
é observado nas figuras [2.2) e 2.3]

Os coeficientes dos autovetores foram classificados em ordem decres-
cente:

vng > v,(f'z) > .. > vffg, (2.8)
o termo n; representa a ordem das empresas de acordo com o tamanho de
seus coeficientes.
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Figura 2.1: Primeiro autovetor ordenado pelo tamanho do coeficiente.

04 ; i i ; ; ;
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Figura 2.2: Segundo autovetor ordenado pelo tamanho do coeficiente.
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Figura 2.3: Terceiro autovetor ordenado pelo tamanho do coeficiente.

2.4 Analise da Série de Dados

Na tabela mostra-se a distribuicao dos ativos por ordem de importancia
(valor do coeficiente correspondente) no primeiro componente principal. Ve-
mos que hd uma predominancia de empresas ligadas a setores de siderurgia,
mineragao, financeiro, éleo e gas que de fato sao os setores que possuem maior
peso no Ibovespa.

A fim de ressaltar esse fato, Laloux et al [19], faz uma regressao do
autoportfélio principal (o portfélio gerado pelo primeiro componente princi-
pal fazendo uma ponderagao dos ativos considerados) com cada ativo que o
compoe e a partir dai o autor pega os residuos e faz uma nova analise por
componentes principais dessa forma ele pode constatar que os dez principais
ativos de cada novo componente principal resultante eram ou do mesmo setor
ou tinham valores de mercado similares. Podemos reparar nas tabelas
e 2.4] a predominancia de empresas dos mesmo setor nos segundo e terceiro
componente principal.

Conforme comentado anteriormente, o principal componente representa
a influéncia do mercado que é comum a todos os ativos, e de fato podemos
reparar na figura que o principal componente tem um peso bem maior
que os outros.

No trabalho de [21], os autores concluiram que o principal autovalor da
matriz de correlacao representa a influéncia do risco de mercado que incide
sobre todas as empresas. Pode-se constatar na figura que o valor da
variancia explicada pelo principal autovalor varia ao longo do tempo. De tal
forma, que em periodos de baixa volatilidade esse percentual da variancia
explicada diminui, enquanto que este aumenta em periodos de alta volatili-
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Figura 2.4: Autovalores da matriz de correlacao dos retornos das agoes.

dade, como durante a crise economica que ocorreu no segundo semestre de
2008.

Esses resultados sao similares ao observado por [3] para o mercado
americano. Estes autores ainda concluiram que em periodos onde o ntimero
de autovetores necessarios para explicar um determinado nivel de variancia
é comparativamente menor, sao também periodos nos quais o modelo de
reversao a média costuma apresentar resultados melhores.

Finalmente a fim de escolher os pares a serem arbitrados as agoes foram
classificadas por setores e em cada um deles foi aplicado a andlise de com-
ponentes principais. E de se esperar, ao se trabalhar com pares do mesmo
setor que estam sujeitos aos mesmos fatores economicos, que a correlagao
seja maior do que empresas de setores diferentes, e portanto a descri¢ao qua-
litativa por andlise dos componentes principais deva funcionar melhor.

Fazendo uma anadlise dos setores de materiais basicos e de consumo
pode-se perceber que empresas da mesma area de atuacao ficam proximas no
primeiro componente principal. Dessa maneira, na hora de construir os pares,
utilizou-se apenas agoes situdas nas proximidades no autovetor. Isso faz com
que mesmo dentro de um mesmo setor, exemplo, materiais bésicos, evita-se
construir pares envolvendo uma mineradora, VALES, com um empresa do
ramos de papel e celulose, SUZB5.
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Figura 2.5: Percentual da variancia explicada pelos maior autovetor.
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Empresas Estudadas Divididas por Setores

Aeroespacial e Transporte

Construcao Civil

Servicos Financeiros

CCR (CCROS3)
Embraer (EMBR3)
Gol (GOLLA4)
LLX (LLXL3)
Localiza (RENT3)
TAM (TAMM4)

BR Malls (BRML3)

Cyrela (CYRE3)
Duratex (DTEX3)
Gafisa (GFSA3)
MRV (MRVE3)
PDG (PDGR3)
Rossi (RSID3)

Banco do Brasil (BBAS3)

Bradesco (BBDC4)
Itatsa (ITSA4)
Ttat (ITUBA4)

Redecard (RDCD3)

BVMF (BVMF3)

Materiais Bésicos

Petréleo e Gas

Telecomunicagoes

Bradespar (BRAP4)
CSN (CSNA3)
Gerdau (GGBRA4)
Gerdau (GOAU4)
MMX (MMXM3)
Usiminas (USIM3)
Usiminas (USIM5)
Vale (VALE3)
Vale (VALE5)
Fibria (FIBR3)
Suzano (SUZB5)

Braskem (BRKMS5)
OGX (OGXP3)
Petrobras (PETR3)
Petrobras (PETRA)
Ultrapar (UGPA4)
Cosan (CSAN3)

Brasil Telecom (BRTO4)
NET (NETC4)
TIM (TCSLA4)

Telemar (TMARS)

Telemar (TNLP4)
Vivo (VIVO4)

Consumo

Utilidades Publicas

Ambev (AMBV4)
BR Foods (BRFS3)
Souza Cruz (CRUZ3)
JBS (JBSS3)
Marfrig (MRFG3)
B2W (BTOWS3)
Hypermarcas (HYPE3)
Lojas Americanas (LAME4)
Lojas Renner (LREN3)
Natura (NATU3)

Pao de Agtcar (PCARS)

Cesp (CESP6)
Cemig (CMIG4)
CPFL (CPFE3)
Copel (CPLEG)
Eletropaulo (ELPL6)
Light (LIGT3)
Sabesp (SBSP3)
Tractebel (TBLE3)

Tabela 2.1: Relacao de todas as empresas estudadas ao longo do trabalho

separadas por setores.
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Empresa | Setor

GGBR4 | Materiais Basicos
VALES5 | Materiais Basicos
VALE3 | Materiais Basicos
BRAP4 | Materiais Basicos
BBDC4 | Servicos Financeiros
ITUB4 Servicos Financeiros
ITSA4 Servicos Financeiros
CSNA3 | Materiais Basicos
GOAU4 | Materiais Basicos
PETR4 | Petroleo e Gas
PETR3 | Petroleo e Gas
USIM5 Materiais Basicos
BVMF3 | Servicos Financeiros
GFSA3 | Construgao Civil
CYRE3 | Construgao Civil

Tabela 2.2: Ativos ordenados
meira componente principal.

por ordem decrescente de coeficiente na pri-

Empresa | Setor

CMIG4 | Utilidades Publicas
CPLE6 | Utilidades Publicas
CPFE3 | Utilidades Publicas
TBLE3 | Utilidades Publicas
NATU3 | Consumo

BRTO4 | Telecomunicacoes
PCAR5 | Consumo

CESP6 | Utilidades Publicas
TMARS5 | Elétrico

CRUZ3 | Consumo

TNLP4 | Telecomunicagoes
LIGT3 Utilidades Publicas
CCRO3 | Aeroespacial e Transporte
ELPL6 Utilidades Publicas
VIVO4 | Telecomunicagoes
AMBV4 | Consumo

Tabela 2.3: Ativos ordenados por ordem decrescente de coeficiente na se-
gunda componente principal.

28



Empresa | Setor

RSID3 Construgao Civil

PDGR3 | Construgao Civil

MRVE3 | Construgao Civil

GFSA3 | Construgao Civil

GFSA3 | Construgao Civil

LREN3 | Consumo

LAME4 | Consumo

BTOW3 | Consumo

LLXL3 Aeroespacial e Transporte
GOLL4 | Aeroespacial e Transporte
RENT3 | Aeroespacial e Transporte
DTEX3 | Consumo e Varejo
CSAN3 | Petrodleo e Gas

CCRO3 | Aeroespacial e Transporte
MMXM3 | Materiais Basicos

Tabela 2.4: Ativos ordenados por ordem decrescente de coeficiente na terceira
componente principal.

Principais Componentes por Setor
Materiais Basicos Segmento Consumo Segmento
VALE3 Mineracao LAMEA Varejo
VALES Mineragao BTOW3 Varejo
GGBR4 Siderurgia LREN3 Vestuario
BRAP4 Mineragao JBSS3 Frigorifico
CSNA3 Siderurgia PCAR5 | Supermercado
GOAU4 Siderurgia AMBVA4 Bebidas
USIMb5 Siderurgia BRFS3 Alimentos
USIM3 Siderurgia NATU3 Cosméticos
SUZB5 Papel e Celulose | MRFG3 Frigorifico
FIBR3 Papel e Celulose | CRUZ3 Cigarros
MMXM3 Mineracao HYPE3 | Farmacéutico

Tabela 2.5: Ativos ordenados por ordem decrescente de coeficiente na pri-
meira componente principal, com os respectivos segmentos de atuacao.
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Capitulo 3

Modelo Linear de Reversao a
Média

3.1 Descricao do Processo

Dado que nos capitulo anterior estudamos como escolher os pares de ativos
a serem observados, neste capitulo apresentaremos uma estratégia para de-
terminar os momentos que podem ser adequados para abrir ou fechar uma
posigao nestes ativos. Com este intuito seguiremos a estratégia proposta por
Avellaneda et al [3], que serd detalhada a seguir.

Consideremos dois ativos cujos precos sao P; e (); que tem carateristicas
muito similares, como os pares escolhidos seguindo a estratégia descrita no
capitulo anterior. Dessa maneira, se espera que os retornos destes ativos
tenham uma dependéncia forte entre eles que pode ser expressa pela equacao

log(Fi/Py) = a(t —to) + Blog(Qi/ Q) + X (3.1)

onde o processo X; , que chamaremos de residuo, pode ser estacionario
ou de reversao a média. Dado que normalmente o valor de a é pequeno,
conclui-se que a grande parte das informagoes sobre as discordancias dos
retornos dos ativos vem de X, e esse fato pode ser usado para arbitragem
entre os ativos.

Vamos supor agora o processo X; é um processo de Ornstein-Uhlenbeck
para determinar os sinais que nos permitam conhecer os momentos adequa-
dos de fazer os investimentos. Esta suposicao ¢é feita levando em conta o
comportamento oscilatério do processo X; em torno da média. Na parte se-
guinte do trabalho nao sera demonstrado formalmente se esta suposicao é de
fato correta, apenas o eventual ganho ou perda nas operagoes podera nos dar
uma intuicao de se o modelo é adequado ou nao.

Assim nosso processo deve de satisfazer a seguinte equacao.

dX (1) = k(m — X (£))dt + cdW(t), k> 0. (3.2)
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Este processo é estaciondrio e auto-regressivo com defasagem 1 (modelo AR-
1). Em particular o incremento dX (t) tem média igual a zero e média con-
dicional igual a

E{dX(t)|X(s),s <t} = k(m — X(t))dt (3.3)

Esta média condicional, ou previsao dos retornos diarios esperados do pro-
cesso residual, é positivo ou negativo de acordo com o sinal de m— X (t). Con-
sideramos que os parametros o, k, m e o da equacao diferencial estocastica va-
riam lentamente em relac¢ao aos incrementos do movimento browniano dW (¢)
na janela de tempo de interesse.

Nas simulagoes, assim como adotado por Avellaneda et al3] estima-
mos o processo residual das nossas agoes em uma janela de tempo de 60
dias, assumindo implicitamente que os parametros sao constantes ao longo
da janela. Nos aceitamos esta hipotese para as acoes nas quais a velocidade
de reversao a média (estimativa do k) é suficientemente elevada e rejeitamos
para as agoes com um baixa velocidade de reversao a média. De acordo com
a equacao , o retorno diario esperado é de:

adt + k(m — X (t))dt (3.4)

O segundo termo corresponde a previsao do modelo para o retorno baseado na
posigao do processo estacionario X (t), ele prevé um retorno negativo se X ()
¢ suficientemente elevado e um retorno positivo, se X(t) é suficientemente
baixo. O parametro k é chamado a velocidade de reversao a média. Se k > 1,
a acao reverte rapidamente a sua média e o efeito do drift é desprezivel.

3.2 Calibracao do Residuo de Cointegracao

Supondo que o residuo de cointegracao é um processo de reversao a média

daremos um método para determinar seus parametros, para isso, em primeiro

lugar resolveremos a equacao , para posteriormente, através de uma

discretizacao, determinar seus parametros. A maior parte dos resultados

obtidos para este processo servem, de fato para um processo de OU geral.
Usaremos o fator integrante e**, cujo diferencial é dado por:

de™ = keMds + 0dW (s) (3.5)

Aplicando a Regra do Produto temos:

d(e*X(s)) = de** X (s) + eF*dX(s)

X (s)keksds + e**[k(m — X (s))ds + odW (s)]

X (s)ker*ds + e k(m — X (s))ds + eFadW (s)

= X(s)ke**ds + e**kmds — e** kX (s)ds
+eksadW (s)

= e"kmds + e**odW (s)
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Integrando ambas as partes de 0 a ¢ temos

t t t
/d(eksX(s)) = /ekskmds—l—/ e odW (s) (3.6)
0 0 0
t eks t t
e X(s)| = km— +/ e odW (s)
0 ko Jo

MX(t) - X(0) = m(eM—1)+ U/t e AW (s)

MX(t) = X(0)+m(e —1)+ O'/t e dW (s)

0

dividindo ambos os lados por e* obtemos a solucio da equacao (3.2), dada
por

X(t)=eMX0)+m(l —e ™)+ oe™ /t e dW (s). (3.7)

Logo temos,
E[X(t)] = E{e‘ktX(O)—i—m(l—e‘kt)—i—ae_kt /0 ekde(s)] (3.8)

= Ee™X0)+m(l-e™]+E [Oe_kt /0 t edeW(s)] :

Como E {ae"“t fot ekde(s)} = 0, pois a integral estocastica de una fungao

nio-aleatéria tem média zero e pelo fato de ser e ¥ X (0) +m(1 —e~*) cons-
tante, temos que:

E[X ()] = e ™X(0) + m(1 — e *). (3.9)
Ainda,
E?[X(1)] = e X2(0) + m*(1 — e )2 4 27" X (0)m(1 — ™). (3.10)

Temos também

E[Xg(t)] — E|:e—2k:tX2(O) —l—m2(1 o e—kt)Q +0_26—2kt[/0t ekde<S)]2

¢
+ 27X (0)m(1 — ™) + e_ktX(O)ae_kt/ e dW (s)
0

4 om(l = e Mgt /0 t ekde(s)]} |

Pela Isometria de Ito, temos que

{/Ot eksdw(s)r = /Ot[e’“]zds - /Ot o2ks g i(Gth ) (3.11)
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e novamente usando o fato que toda matriz estocastica de funcoes nao es-
tocasticas tem média zero e como os demais termos sao constantes temos:

1
E[X?(t)] = e X2(0)4+m?(1—e )2 402 2 (M —1)4-2e M X (0)m(1—e ™)

2k
(3.12)
Com isso temos que,
Var[X(1)] = E*[X(1)] - E[X*(1)]
2 okt L o okt
= ol %(e M 1)
Var[ X (1)] = g—ku S (3.13)

Com isso, segue que X (¢) tem distribuigdo normal com média e variancia

definidos pelas equagoes (3.9) e (3.13)), isto é, X (¢) ~ N(e 2" X(0) +m(1 —

e—Zkt)) <27_k<1 _ e—Qk’t))_

Posteriormente, caracterizamos o processo X (¢) definido pela equacao
(3.7) como uma vers@o continua do processo Auto-Regressivo de primeira

ordem, AR(1) em tempo discreto, da forma
X(t) =a+bX(t — At) + ¢ (3.14)

com a = m(l — e #3) b = e # ¢ ¢, é um ruido branco gaussiano.

Dado X (t) definido pela equagao (3.7]), temos que em t — At:

t—At

X(t — At) = e A X(0) + m(1 — e HITAD) 4 gem k=AY / e dW (s),

0
(3.15)
logo,

t—At
eTFAX (t—At) = e_ktX(O)—i—m(e_kAt—e_kt)+ae_kt/ e dW (s). (3.16)
0
Fazendo X (t) — e "3 X (t — At) temos:
t
X(t)—e X (t—At) = m(1 —e ") + U@kt/ e dW (s)
t—At

= m(l—e™) ¢

onde, ¢, ~ N(0,02).
Como ¢ tem média zero, segue que o? = Ele?].
. _kt [t _—
Ainda, como ¢, = o™ ft_At eksdW (s), por definicao, temos que:

o2 = E[(oekt /:AtedeW(s)ﬂ (3.17)
:EP%%([NWM%OT
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Pela Isometria de It0, temos:

t
ol = E{JZe%t/ (ek5)2ds] (3.18)
t—At

2k
o2kt
— 2 (62kt . Qk(t—At))
2k
2
o
- —(1-— —2kAt
orl—e )
logo, € ~ N (0, Z (1 — e~2k4a1)),
Com isso, temos:
X(t)=m(l —e ™) + e X (t — At) + ¢, (3.19)

portanto, temos que X (¢) é uma representagao continua de um AR(1) da
forma
X(t)=a+bX(t—At)+e (3.20)

. e—kAt)’ h= e—kAt

com a = m(1 e ¢ um ruido branco gaussiano.

Finalmente, temos que

log (b)
At

k=— ,b#leb>0 (3.21)

também, como a = m(1 — e *2) temos que

Q

(3.22)

1 — e 2kA¢

—2log (b)
(1— )AL
2log (b)
12— 1AL

e assim
2log (b)

GRS, (3.23)

o =0,

Assim vemos que os parametros do processo de OU podem ser estima-
dos a partir do processo regressivo AR(1).
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3.3 (Geracao dos Sinais

Considerando que s6 temos dados discretos dos precos dos nossos ativos, é
conveniente usar uma versao discreta

RP =By + BRC +¢,, n=1,2,..,60 (3.24)
da equacao
P, _ dO;
= adt + +dX
P o, T

que por sua vez é a versao diferencial da equacao .

Para fazer nossas estimagoes consideramos que os retornos sao orde-
nados cronologicamente, e RE) ¢ o iltimo retorno observado, baseado na
variacao dos precos de fechamento. Agora, definimos processos auxiliares

k
Xp=> ¢, k=12..60, (3.25)
j=1
que pode ser visto como uma versao discreta de X(t), o processo de OU
que estamos estimando. Observe que a regressao “for¢ca”os residuos a terem

média zero, por isso temos Xgo = 0. A estimativa dos parametros OU é feito
resolvendo a regressao abaixo.

Xn+1 :a+bXn+Cn+1, n = 17,59 (326)

Logo, usando os resultado obtidos acima temos que

e 2
- 1-b
1
Af — og(b)
210g
— 1 (1-— b2
e desde que Var(() = o. se segue
2kVar((Q)
1—0?

Por outro lado, das equagoes (3.9 ) e (3.13) temos que para valores
grandes de t
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denotamos o desvio padrao de X(t) por o4, logo

Oeq — \[ Ya_r<[§2)

Optou-se por trabalhar apenas com acoes que tivessem velocidades de
reversao a média superiores a k > 252/30. Isto porque agdes com baixa
reversao a média tendem a ter um comportamento similar ao ruido branco,
o que faz com que o modelo nao funcione adequadamente. Definimos o sinal
como

§=—— (3.27)

por outro lado, tomando em conta que X (t) = Xgo = 0, temos

oM _ av1—b? (3.28)
Oeq (1 —b)y/Var(¢) '

Esta variavel mede a distancia para o equilibrio do residuo cointegrado
em unidades do desvio-padrao. O sinal de troca baseado no processo de
reversao a média é

comprar para abrir se s; < —S8.q (3.29)
vender para abrir se s; > 4358,
fechar posicao vendida se s; < 3.4
fechar posicao comprada se s; > —5,f

onde os valores de corte sao determinados empiricamente. Entrar em uma
operagao significa, por exemplo, a compra das agoes consideradas caras e a
venda das acgoes que estao baratas. Da mesma forma, fechando uma posicao
significa venda da barata e compra da cara.

Uma vez que todas as quantidades sao expressas em variaveis adimen-
sionais, esperamos que os valores de cortes para S, Sya, Sefy Syf possam
ser validas para diferentes acoes. Os valores de corte foram selecionados de
forma empirica, de acordo com o proposto por Avellaneda et al [3]. Com
base nesta analise, uma boa escolha de pontos de corte é:

Sea = Spo = 1.25 (3.30)
Sop = 0.75
5,5 = 0.50

Assim, abrimos posicao quando o sinal excede 1,25 em valor absoluto. Fe-
chamos uma posigao comprada quando o sinal atinge -0,50. O racional para
abrir posicao quando o sinal estd longe do equilibrio ocorre pois sé preten-
demos montar posicoes quando acreditamos ter detectado um valor anormal
para o residuo cointegrado.
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Figura 3.1: O spread, os sinais e o payoff, respectivamente, para BBDC4 x
ITUBA.

Nos resultados foram usados uma janela de duzentos e cinquenta e dois
dias para a estimagao dos pares e sessenta dias para estimacao dos sinais.
Além disso, foi considerado taxa de juros, r, igual a zero, e que sempre que
um sinal é formado toda riqueza é investida no spread.

Nas figuras (3.2 e mostramos a evolucao do diferencial dos retornos,
dos sinais e do ganho acumulado (payoff ) para dois pares de agoes, um do
setor de servigos financeiros e o outro envolvendo uma empresa de servigos
financeiros e outra do setor de materiais basicos. Embora, a estratégia inter-
setorial (agdes de setores diferentes) tenha apresentado um resultado superior
que a intra-setorial (agoes do mesmo setor), a volatilidade também foi maior,
2,09% contra 6,55%.

Dado que o objetivo do trabalho é apresentar uma estratégia consistente
em termos de retornos, mas também com uma baixa volatilidade, o fato
anterior reforca a postura ja discutida anteriormente de se trabalhar apenas
com pares intra-setoriais ao longo do trabalho.

No presente trabalho o tnico custo considerado foi o de corretagem.
O custo padrao de corretagem da Bovespa é de 0,5% sobre qualquer ordem
de compra/venda, entretanto uma pratica comum no mercado é a devolugao
pelas instituigoes financeira de parte dessa corretagem. Para fundos de agoes
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Figura 3.2: O spread, os sinais e o payoff, respectivamente, para I'TUB4 x
GGBRA.
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Figura 3.3: Resultados considerando diversos valores para o custo de corre-
tagem.

com cerca de dez milhdes de reais, essa devolucao alcanca 80%, podendo
chegar a 90-95% para fundos maiores. No trabalho foi considerado uma
devolucao de 60%, o que tornaria o desconto que incide em toda transacao
de compra/venda em 0,2%. Como no long-short o processo de compra/venda
¢ simultaneo, seria 0,2% de desconto por transacao. O gréfico faz um teste
de sensibilidade com esses descontos.

Outro custo que existe, mas nao foi considerado no trabalho é o de alu-
guel de acoes, que dado que trabalhou-se apenas com as a¢oes mais liquidas,
deve ficar na regiao de 3-5% ao ano.

Assim, como mostra o gréafico foi testado a estratégia de arbitragem
dos pares com os ativos do mesmo setor, conforme classificagao da tabela[2.1]
No periodo observado, o setor com melhor desempenho, ja considerando os
custos de corretagem, foi o de construcao civil, seguido de perto por materiais
bésicos e consumo. Dos oito setores, trés tiveram desempenho superiores
ao do Ibovespa no periodo, sendo que em nenhum caso em nenhum caso
houve perda. Além disso, os portfélios nao apresentaram perdas significativas
durante o periodo da crise financeira de 2008, e apresentaram volatilidades
trés vezes menores que as encontradas em uma acao.

39



35 T T T T T T

Aeroespacial e Transporte
Construgdo Civil

Senigos Financeiros
Consumo

Materiais Basicos
Petrilen e Gag

B s Telecomunicagdes
""""" LUtilidades Piblicas
Ibovespa

05 1 i i i i I i i
0305068 19/11/068 0706807 241207 110708 270109 150808 0303410 19409410  07704/11

Figura 3.4: Payoffs dos diversos portfélios comparados com o Ibovespa.

3.4 Ajustando o sinal pelo Volume Diario

Na construgao dos sinais a unica variavel observavel usada foi o retorno das
acoes. Entretanto, existem outras varidveis, tais como, volume de negocios,
relagdo prego/lucro, divulgagao de noticias envolvendo as empresas, que po-
dem estar interferindo no sinal, por isso uma melhor analise destas poder ser
util na andlise final.

Sendo que a estratégia usada para analisar esse efeito foi relacionar o
volume negociado no dia, com a média dos ultimos trinta dias, criando-se
dessa maneira um novo vetor de retornos.

R, = = R, [ == (3.31)

— St — Si—at % Z;:é %—jAt _ % Z;:é Vt—jAt
v, ' v,

St—at

onde R, é o novo vetor de retornos ajustado para o volume didrio ne-
gociado, S; é o preco do ativo e R; é o retorno sem o ajuste no tempo t.

A principal razao ao fazer essa adaptagao nos retornos diarios obser-
vados ¢é evitar que variagoes anormais no volume negociado, nao disparem
sinais incorretos de compra ou venda de uma acao. Dessa maneira para vo-
lumes negociados no dia muito distantes da média nos tltimos trinta dias o
retorno observado nesse dia serd menor que para o caso do retorno simples
no qual nao é feito esse tipo de ajuste. De forma inversa vai ocorrer para
volumes muito baixos.
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Figura 3.5: Payoffs dos portfélios com e sem ajuste pelo volume didrio.

Em uma primeira analise foi feita a comparacao para trés setores dis-
tintos dos sinais com e sem ajuste pelo volume diario, e conforme pode ser
visto nao foi constatada uma unanimidade em termos de resultados. Dado
que dos trés casos, o modelo com ajuste pelo volume se comportou melhor
para um caso e pior para os outros dois, conforme mostrado na figura3.5|

Quando fazemos a comparacao de todos os setores verificamos que o
retorno dos sinais ajustados pelo volume foram maiores que os do modelo
sem ajuste. Embora, esses esses retornos tenham sido acompanhados por
uma volatilidade maior, ainda sim o retorno ajustado foi melhor, conforme
mostrado na tabela[3.1] O retorno ajustado foi calculado como sendo a dife-
rencga entre o retorno observado e o retorno do Ibovespa do periodo dividido
pela volatilidade.

3.5 Restringindo o Numero de Pares

Até o momento a estratégia utilizada era abrir um par, dado um determi-
nado sinal, e desfazer assim que o par tivesse atingido o objetivo. Para os
portfélios setoriais usados isso significava, testar determinado nimero de pa-
res indicados pela andlise do componente principal, e investir caso houvesse
oportunidade, e deixar o investimento parado, caso nao houvesse oportuni-
dade. Ao final do processo, o ganho do portfélio era a média de todos os
pares no periodo.

Dessa forma, tentando melhorar essa estratégia, foi feita uma mudanca.
Agora, sao analisados todos os pares de todos os setores, sao quantificados
seus respectivos sinais, colocados em ordem decrescente, e os pares de ativos
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Figura 3.6: Payoffs dos diversos portfélios, com ajuste pelo volume didrio,
comparados com o Ibovespa.

com maiores sinais sao escolhidos para montar posicao. Essa verificacao
é feita todo dia. Nesse modelo um par pode ser desfeito antes mesmo de
ter seu objetivo atingido, desde que haja outro par em uma situacao melhor.
Chamamos dessa maneira de portfélio Top 10 para o grupo de pares de ativos
com os dez maiores desvios em relacao a média. Os portfélios Top 15 e Top
20 seguem a mesma logica do anterior, mudando apenas o nimero de pares.
O resultado como pode ser visto na figura foi bastante consistente.

3.6 Trabalhando com Dados de Alta Frequéncia

Considerando que os resultados encontrados para o modelo linear de reversao
a média apresentado nas se¢oes anteriores usando dados diarios foram satis-
fatorios, decidiu-se fazer um teste para dados de alta frequéncia. Nesse caso
sao usados observagoes com intervalos que variam de minutos até alguns pou-
cos segundos. Trabalhos anteriores como os de Dunis et al [12] mostraram
bons resultados com dados alta frequéncia para o mercado europeu.

No nosso caso foram usados dados com intervalos de cinco, dez, trinta
e sessenta minutos. Esse tipo de informacao o Bloomberg nao fornece para
intervalos muito longos de tempo, no maximo seis meses (para esse trabalho o
periodo foi de 12/Jul/2010 até 21/Jan/2011), mas que totalizaram até cerca
de onze mil observacoes para os dados com intervalo de cinco minutos. Como
ocorria nos dados diarios a janela de tempo de calibracao dos parametros
também foi de sessenta, s6 que em vez de dias usou-se cinco minutos.

Conforme foi comentado anteriormente para os dados diarios considera-
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Comparativo dos Resultados

Sinais s/ Ajuste Volume Sinais com Ajuste Volume

Setor Payoff | Vol. | Ret. Ajust. | Payoff | Vol. | Ret. Ajust.
Aeroespacial e Transporte | 24,25% | 4,95% 1,02 34,80% | 8,50% 3,24
Construgao Civil 26,33% | 6,93% 1,03 20,50% | 6,01% 2,24
Servicos Financeiros 0,81% | 2,39% 7,70 -2,93% | 2,49% -4,53
Consumo 23,84% | 3,98% 1,17 24.58% | 4,27% 4,02
Materiais Bésicos 17,08% | 2,89% -0,74 7.39% | 2,68% -0,23
Petréleo e Gas 291% | 4,05% -4,02 16,27% | 6,07% 1,45
Telecomunicacoes 17,89% | 3,65% -0,36 22,64% | 5,72% 2,70
Utlidades Publicas 13,24% | 3,04% -1,96 8,04% | 4,44% 0,01

Tabela 3.1: Comparacao dos resultados com e sem ajuste pelo volume diario.

se um desconto de 80% sobre a corretagem padrao de 0,5% da Bovespa. En-
tretanto, para dados de alta frequéncia esse desconto aumenta dado que o
nimero de negocios aumenta de maneira bastante consistente. Nesses caso,
o desconto varia entre 99% a 99,9%. Para o presente trabalho o valor consi-
derado foi de 99%.

Nessa parte do trabalho nao foram considerados os portfélios setoriais,
dada a eventual dificuldade que se teria em montar de forma simultanea todos
os pares dos setores. Por isso, optou-se por fazer um teste com pares que
possuem as maiores liquidez, ou seja, que apresentam os maiores volumes
diarios de negécios para aplicar o modelo, como mostrado na figura |3.8|
Como pode-se reparam, mesmo considerando os custos de corretagem, em
todos os casos foram positivos, oscilando entre 20% e 50%.

Posteriormente foi feita uma andlise para os pares anteriores com a
evolucao dos ganhos para os diferentes intervalos de tempo, como mostrado
nos graficos e[3.10l Em ambos os casos hd uma gradual piora dos ganhos
conforme se aumenta o intervalos de tempo dos dados. Também é importante
comentar que para todos os casos a volatilidade encontrada foi inferior a 1%,
bastante inferior aos dados didrios, na qual o minimo encontrado costuma
ser proximo a 2% podendo chegar até 8%.
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Figura 3.7: Payoffs dos portfélios Top 10, Top 15 e Top 20.
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Figura 3.8: Payoffs para um intervalo de cinco minutos.

44



0.9 : : 0.9 : i
0 5000 10000 15000 0 2000 4000 B000

1.1 _ : : 1.04

1.05 1.02

i ; i .93 .
0 a00 1000 1500 2000 0 a00 1000

Figura 3.9: Payoffs para diferentes intervalos de tempo para BBDC4 x
ITUB4.
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Capitulo 4

Escolha do Portféolio dado um
Modelo com Aversao ao Risco

4.1 Modelando as Preferéncias dos Investido-
res

O trabalho até o momento preocupou-se exclusivamente em analisar a escolha
dos pares e o melhor momento de comprar/vender. Ficou faltando, portanto,
para essa ultima parte do trabalho falarmos sobre a escolha do portfélio
6timo. De modo geral, uma possibilidade a ser analisada para essa questao
seria considerar que o arbitrador, sempre investe toda sua riqueza no spread.

Entretanto, seria natural considerar que dado que o arbitrador sabe que
o processo de diferencial de pregos segue um modelo de reversao 4 média, es-
perar que este quando perceber que o spread se afasta muito da média assumir
posicoes maiores que a sua riqueza para aproveitar essa oportunidade de ga-
nho, valendo-se da possibilidade de alavancagem que o mercado possibilita.

Por outro lado, o processo de reversao a média nao mostra quando
o diferencial de precos vai reverter a média nem se ha a possibilidade de
piorar antes de melhorar. Houveram momentos especificos na histéria provo-
cados por eventos tinicos de auséncia de liquidez, no qual fundos alavancados
tiveram perdas que em alguns casos foram irreversiveis como discutido no
trabalho de Khandani e Lo [17].

Jurek e Yang [16] desenvolveram um modelo de valor relativo em um
horizonte finito do tempo, na qual a preocupacao principal do modelo refere-
se a estrutura de preferéncias dos investidores e o processo de caracterizacao
do evolucao do valor da oportunidade de arbitragem.

Para modelar as preferéncias do investidor vamos usar a familia de
funcoes de utilidade, dependentes de um parametro ~, bastante comum em

economia. .
w T =1
w, (w) = T sey #1

log(w) sey=1
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Note que o caso v = 1 na definicao acima é um caso limite da defini¢ao
dos outros casos, pois, para w > 0 temos, usando a Regra de I’'Hopital, que
w7 =1 —w' 7 log(w)

() =l “— = iy~ o) = ()

Por outro lado,para todo 7y, temos que
! _ J—
ul (w) = w™"

o que indica que estas fungdes sdo crescentes (u/,(-) > 0), o que descreve
a fato que o investidor nunca esta satisfeito. Também, desde que

uy(w) = —yw !

temos que, para v > 0 estas fungdes sao concavas, o que expressa o
fato que o investidor é averso ao risco. Pode-se ver que quanto maior for o
parametro v a fungao de utilidade é mais concava, o que pode ser interpretado
como uma maior aversao ao risco. O caso v = 0 se reduz a ug(w) = w—1, que
reapresenta um investidor neutro ao risco. Nao consideramos o caso em que
v < 0, pois neste caso a funcao u,(-) é convexa, o que descreve investidores
propensos ao risco.

Dessa forma, considere a estrutura alternativa de preferéncia para o
arbitrador em tempo continuo. Assume-se que o agente tem aversao ao risco
constante e que maximiza a utilidade descontada da riqueza terminal. A
funcao valor do arbitrador no tempo t - denotado por V; - assume a forma:

1—y
Vi, = sup E; [eﬁ(Tt)uy(XT)] = sup E; [eﬁ(Tt)iXT—fy] (4.1)
onde o supremo é tomado sobre todas as possiveis estratégias de inves-
timento. Note-se também que na equagao acima temos tirado termo “-1”do
numerador da funcao utilidade, isto foi feito por comodidade, dado que isso
nao muda em nada a descricao das preferéncias do investidor.

Em seu trabalho Xiong [28] considerou apenas arbitradores com utili-
dade na forma de logaritmo, dessa forma nao abordando uma espectro maior
de niveis da aversao ao risco. Ja no trabalho de Jurek e Yang[I6] eles abor-
daram diferentes niveis de aversao ao risco criando um novo componente,
chamado por eles de demanda de hedging intertemporal. Este novo termo de-
sempenha, nas atividades de arbitragem, um papel importante determinando
quando os arbitrados especulam o desvio de precos.

4.2 Escolha do Portfélio Otimo

A oportunidade de arbitragem nesse modelo, dada pelo diferencial de precos
entre pares de acoes relacionadas, expoe o arbitrador a duas dimensoes im-
portantes de riscos: (i) incerteza sobre o momento em que o desvio nos pregos
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serd eliminado (risco de horizonte); (ii) a possibilidade do desvio nos pregos
divergir arbitrariamente ainda mais longe de sua média antes da convergéncia
(risco de divergéncia). Para capturar essas duas formas de risco, modela-se
o desvio nos pregos usando o processo de reversao a média de OU, visto
anteriormente.

Nesse modelo, o arbitrador pode investir em um ativo livre de risco e
no spread com reversao & média. Denotando os precos dos ativos por B; e
S;, respectivamente. Suas dinamicas sao dadas pelas equacoes abaixo:

dBt = TBtdt (42)

Dado que o valor do spread representa o preco de uma carteira long-
short, comprando (vendendo) uma unidade do spread é equivalente a comprar
(vender) uma unidade do ativo sobrevalorizado e vender (comprar) uma uni-
dade do ativo subvalorizado.

Se denotarmos o niimero de unidades do spread e do ativo livre de risco
na posse do agente por N; e M;, respectivamente, a descricao do processo de
riqueza pode ser escrita como:

dXt — NtdSt —|— MtdBt (44)

Para facilitar a leitura das equagoes abaixo excluimos o tempo no mo-
mento de escrever os processos, logo, a evolugao da riqueza satisfaz:

dX = Nds+@d3 (4.5)

= (r(X =NS)+ k(S — S)N)dt + o NdW

Vemos que o processo de riqueza depende do preco do ativo Sy, que nao
podemos controlar, e do processo N; que € a posicao que o investidor toma, o
que sim podemos controlar, logo a estratégia de investimento fica modelada
por este processo. Assim, na definicao da funcao valor do arbitrador, o
supremo tem de ser tomado sobre todos possiveis caminhos de N;. Por
comodidade, vamos expressar agora a funcao valor dependendo de 7 =T —t.

maxy(s(r),r) L [e_ﬁT logl)fT|N(.)} v=1

X (4.6)
maxy(s(r),r Lt [e? ﬁ‘N(-)} v#1

V(X(T)’ 5(7)77_) = {
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Pelo Lema de Ito0, temos:

dV = Vsds—l-VWdeX—g—‘;dt—i- ngds + = Vxde2+stdXdS (47)
— Ve(k(S — S)dt+adW)+VX(( (X — NS)+k(S S)N)dt + oNdW) +

oV 1
—a—dt + V530 dt + 2VXXN2 o?dt + Vgx No*dt
-
Para resolver este problema de controle estocastico usamos o bem conhecido
criterio de otimalidade dado pela equagdo Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB),

E[dV (.)] = BV, portanto se torna:

BV = max Vsk(S —S) + VX(r(X —~NS)+k(S—S)N)+ (4.8)

ov 1
—a—+ Vgsg + = VX)(N O' +VS NO'
Logo, supondo que o maximo acima ¢ atingido no ponto N, que ¢é a
quantidade 6tima investida no spread, temos, pela condicao necessaria de
primeira ordem, que

0 (Vsk(S S)+VX( (X = NS)+ k(S —S)N)
9 4 1Vss0? + LV x N?0? + Vox No?)
(k}(S S) —TS)V)(—I—NO' VXX+U Vsx

e isolando N na equacao acima, temos que a quantidade otima a investir

N:_(VX><k(§—S)—rS)>_VSX @5)

Vxx o? Vxx

Dentro do primeiro termo, o primeiro dado é o fator de aversao ao
risco absoluto da funcao de valor, e o segundo dado é o indice de Sharpe
instantaneo do spread dividido por seu desvio padrao. O segundo termo
representa a demanda de hedging intertemporal.

Para um investidor com aversao ao risco constante e com utilidade
cobrindo apenas a riqueza terminal, vamos supor que a funcao valor do in-
vestidor tem o seguinte formato.

Br —Br 2 _
VX S.r) = { e 7571())(gX +e (A(T)s2 +B(T)S+C(r) vy=1 (410
e +exp (A(1)S*+ B(1)S+C(1)) v# 1
Adicionalmente, a fim de cumprir as condi¢oes de contorno no valor da
fungao, impoe-se que os coeficientes das fungoes, A(7), B(7), C(7), satisfagam
a seguinte condicao de contorno: A(0) = B(0) = C(0) = 0.
Agora analisaremos o problema de derivar uma expressao para as funcoes

A(r), B(1) e C(7).
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Caso 1: Investidor com utilidade logaritmica (y = 1) Substituindo
a regra proposta do portfélio na equagao Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB),
junto com as derivadas relevantes da funcao obtemos a seguinte condicao:

k(k+1)S
2

(k +r)?

202

+2kSA(T) — B'(7)) + 1+ 0" A(T) + %k:g (23(7—) + ]z_f) —C'(r) + BV

BV = S*( —2kA(r) — A'(1)) + S(— kB(7) — +  (4.11)

[

como a condicao de nao-arbitragem deve-se manter para todos os valores de
S, cada um dos coeficientes no polinémio acima com respeito a .S devem ser
iguais a zero em todos os pontos no tempo. Isto nos leva a um sistema de
trés EDPs para os trés coeficientes das fungdes A(7), B(r), C(7):

2
A'(1) = —2kA(T) + (h+7) (4.12)
202
k(k S -
B'(r) = —kB(r) — (U%T) + 2kSA(T) (4.13)
! 2 1 5 kg
C'(r) =1+ 0*A(r) + 5kS( 2B(r) + 5 (4.14)
o
Entao apds de resolver este sistema (ver apéndice A) obtemos:
B (k? 4 T)2<]. o e—2k’7’>
Alr) = = (4.15)
(k) k—rt+e T (k4r)(1—e ) S
B(r) = T S (4.16)
¢ = (27 senb(hr)e
7) = ok senh(k7)e
B3+ e b)) - M) o (4.17)
4ko?
N k% + 6kr + r? +1(§)2
4k 2V o T

Caso 2: Investidor Geral (v # 1)

Substituindo a funcao proposta junto com a correspondente regra do
portfélio na condigao de otimalidade e recolhendo valores potenciais de S,
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(o () w03 (59) (5 o

(4.18)

[ () () (a0 (o (52 -

(1 =)+ 02 A(7) + ; B(r)?+ G B(r) + (i) (1_—7) KS) kS + 8- C'(7).

202 ~y

Desde que a equagao de otimalidade seja satisfeita para todos os valores S,
os coeficientes das diferentes poténcias de S devem ser todos iguais a zero.
Isto nos leva a um sistema de trés equagoes diferenciais ordinarias para as
fungoes dos coeficientes {A(7), B(1),C(7)}, as quais podem ser resolvidas
sequencialmente para obter a expressao final da fungao. O sistema de EDOs
incluem a equacao de Ricatti e é dada por:

o= a2 (52)) a4 (15 (52

= (£ (59) - 2 oG- (57) ()

A primeira equacao diferencial no sistema pertence a classe de equagoes
de Ricatti, as quais tem a forma geral:

dA(T)
dr

2
2 — p—

Como pode-se ver no apéndice A, as solugoes dependem de duas condicoes,
o sinal do discriminante
E? — (1 —~)r?
A4 { (1—7)r ]

v

= ClA(T)z -+ 26214(7') + C3

e se o coeficiente do risco de aversao relativo é maior ou igual que a unidade,
esta 1ltima condicao esta relacionada com dominios que fungoes hiperbdlicas
inversas aparecendo na constante de integracao, elas tendem a reprimir as
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quantidades investidas, dependendo da propensao ao risco (aversao de riscos)
nas preferéncias dos agentes, como se pode ver na féormula da solucao final.

O significado matemético de se v é maior que a unidade é imediato,
desde que esta condigao seja suficente para assegurar que o discriminante é
positivo. Entretanto, esta condigdo nao é necessaria. Acontece que o sinal
do discriminante é unicamente determinado pela relagao entre o coeficiente
de aversao ao risco e a razao dos dois parametros do modelo, k - a razao
de aversao média - e r - a taxa livre de risco. Em resumo temos chegado a
seguinte solucao geral para a equacao de Ricatti:

( -2 4 %tan (@T + tan™! (%)) 7 € (0,7%)
c 1

—2 4 ¥ coth (—Y27 + coth (\/—§> v € (0, 1)

\ -2+ %tanh —\/TZT + tanh™! (%) v € (1,00)

Note que se 79 < 0, ou seja, quando a razao da reversao média excede a
a taxa livre de risco, somente as solucoes com tanh e coth sao aplicaveis.
Com estas solugoes em maos podemos proceder a resolver a segunda EDO
do sistema para B(7).

Utilizando a notacao jé introduzida, a EDO para B(7) pode ser expres-
sada da seguinte forma:

dB
d7('T) = B(7) + 1 A(T)B(T) + c4A(T) + ¢5
onde as duas constantes adicionais sao definidas como:
2kS
Cp — —
Y

K+ 1-— _
== () (5)s

Assim como com A(7), a solugdo da EDO para B(7) tomara diferentes formas
dependendo da localizagao do modelo no espago dos parametros. Se pode
mostrar que a solucao da EDO de acima é dada por:

4
—c‘l“b%(ﬁ + —4%}: <c5 — z—‘l*> coS <—V ;AT —tan~! (—%A» ~v € (0,7)
cies(caT—2)—c3eq —
B(T) — ( 261(62771)2 ) T 7 ="

4(cocs — c3cq + (c304 — 205) COSh(\/TZT)) + 2c5\/Zsenh(*/TZ7-)
A COSh(\/TZT) — 202\/Zsenh(‘/TZ7')

v € (70, 00)

\
onde ¢1(7) e ¢o(7) sdo dadas por:

¢1(1) =vV-A (cos (\/;_AT) - 1) + 2cpsen <\/;_A7>
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¢o(T) = tanh ™ <tan G (MT — 2tanh ™! (\?%))))—Ftanh_l (tan G tanh ™! (j%)))

Finalmente conhecendo ja as solugdes de A e B procedemos a resolver a EDO
para C(7) .

Esta ultima EDO pode parecer simples de resolver, dado que sé preci-
samos fazer uma integracao, a dificuldade aparece pelo fato de ter de integrar
produtos cruzados e fungoes trigonométricas hiperbdlicas. Embora solugoes
analiticas sejam possiveis para as integrais de todas as fungoes aparecendo
linearmente (A(7) e B(7)), o termo quadratico, B(7)?, nao tem uma solugao
com expressao fechada. Isto nos impede de derivar uma expressao analitica
para C(7) no caso geral, quando S # 0. Entretanto, isso ndo é problema,
pois nao precisamos da fun¢ao C(7) para determinar o portfélio 6timo N.

No caso especial quando S = 0 pode se ver, sem dificuldade que ¢, =
cs = 0 o que leva a B(1) = 0 para todo 7. Este resultado faz que a tltima
EDO seja simples de resolver, neste caso temos

( &
= evtos (i)} ae 0
2 V=K
%((%+3r(1—v))7+vlog(1_1027» 7=
C(T) — A,
e artrinos (o)) v tu
A
A
¢ (s 3r(0 = )7 o ) 7€ (1,00)
L 2 ( 2cosh<@7——tanh_ (2\/—%))

Agora que temos uma expressao para a funcao valor do investidor,
substituindo ela na equacao temos que a alocagao 6tima do portfélio
de um agente com aversao ao risco constante com utilidade definida sobre a
riqueza terminal, é dada por:

(k(S—C;S;)—TS)X = 1

N =
(k(SS)rS n 2A(T)S+B(T)>X v 1

yo? ¥

(4.19)

Nestes resultados temos permitido que o spread, S;, tenha uma média
arbitraria de longo prazo S, mas em aplicacdes onde os valores dos ativos
subjacentes sao substitutos perfeitos a média de longo prazo do spread médio
serd igual a zero (S = 0), o que apresenta algumas vantagens no momento
de calcular o portfélio 6timo. Neste caso temos visto que ¢4 = ¢5 = 0, 0 que
faz com que B(1) = 0, para todos os valores de 7.
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4.3 Caracteristicas da Demanda de Hedging
Intertemporal

Na fungao estratégia étima,(4.19)), pode-se observar dois componentes dife-
k(5-8)-15) x-

2
e Yang [16], a demanda miope e responée somente a variacoes instantaneas
no desvio dos precos, enquanto que o segundo componente (wX )
representa a demanda de hedging intertemporal cujo sinal e magnitude de-
pendem da aversao a risco do arbitrador e dos parametros do processo que
descreve a oportunidade de arbitragem.

Aliado a isso, da férmula de B(7) vemos que ele esta fortemente influ-
enciado pelas constantes ¢4 e ¢5, que por sua vez sao proporcionais a média
do spread, de onde pode-se interpretar o termo B(7) como um ajuste para a
média de longo prazo do spread.

Simplificando para o caso de S = 0, vemos que para investidores que
sdo mais (menos) avessos ao risco que a utilidade logaritmica, A(7) é nao-
positivo (ndo-negativo) e decrescente (crescente) em 7. Intuitivamente, como
a arbitragem reverte a média, uma divergéncia no diferencial de precos coin-
cide com uma melhora na oportunidade de investimento instantanea. Isso
indica que a demanda de hedging diminui a alocagao miope dos arbitradores
tolerantes ao risco (7 < 1), e amplifica a alocagdo miope dos arbitradores
avessos ao risco (y > 1).

Entretanto, essa diferenca de sinais entre o fator miope e a demanda
de hedging intertemporal para o caso do investidor menos avesso ao risco e
a igualdade de sinais para o investidor mais avesso ao risco sé vale para o
caso de S = 0. No presente trabalho, essa hipétese apenas foi usada para
facilitar o entendimento da parte tedrica. Pois, analisando os dados refutou-
se essa hipotese de que de S = 0. Dessa forma o investidor, independente do
grau de aversao ao risco, vai apresentar efeito miope e demanda de hedging
intertemporal com sinais que variam ao longo do periodo, podendo ser iguais
ou diferentes, conforme apresentado nas figuras e[d2

Na construcao do diferencial de precos S;, tomamos o spread nos precgos
de fechamento diario para cada par. Por exemplo, denotando esses precos
por P;; para i = {1,2} implica:

renciados. O primeiro componente, ( ), representa, segundo Jurek

Sp =Py — Pay (4.20)

O procedimento de calibragao envolve a calibracao do processo de ou
para os parametros de reversao, volatilidade, e nivel natural {ff, &, S} respec-
tivamente, durante o periodo de treinamento. Foi usado o procedimento dos
Minimos Quadrados para estimar os parametros do OU. Uma vez obtidas as
estimativas para {l%, &, S}, substitufmos em Noy .

No grafico fazemos uma comparacao dos resultados dos setores de
petréleo e gas e servigos financeiros para um investidor menos avesso ao risco
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Figura 4.1: Demanda total, N, e evolucao da diferenca de sinais entre o fator
miope e a demanda de hedging intertemporal para CYRE3 x RSID3, com
v =0,5.
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Figura 4.2: Demanda total, N, e evolucao da diferenca de sinais entre o fator
miope e a demanda de hedging intertemporal para CYRE3 x RSID3, com
v=1,5.
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Figura 4.3: Payoffs dos setores para o caso v =1,5e v=0,5.

(v = 0.5), e para um investidor avesso ao risco (y = 1,5). Em ambos, os
casos foram encontradas perdas para o periodo observado. Mais do que isso,
para os casos onde v = 0.5, o prejuizo nao sé foi maior, como a principio
a volatilidade também aparenta ter sido. Para tirar essa duvida foi feito na
tabela um comparativo com o resultado de todos os setores para valores
diferentes de . De um modo geral os resultados nao foram bons, dado que a
maioria dos setores apresentou perdas, aliado a volatilidades multo elevadas.
Podemos ainda constatar o resultado claramente inferior para o modelo com
v =1,5. Foi usado o mesmo custo de corretagem do capitulo anterior para

dados didrios.

Comparativo dos Resultados

Investidor com (y = 0.5)

Investidor com (v =1,5)

Setor Payoff | Vol. | Ret. Ajust. | Payoff Vol. | Ret. Ajust.
Aeroespacial e Transporte | 14,96% | 15,29% 0,91 -17,79% | 41,29% -0,46
Construcao Civil -3,21% | 11,92% -1,69 -16,66% | 21,04% -0,84
Servicos Financeiros -1,52% | 15,30% -0,17 -41,09% | 24,50% -1,72
Consumo 1427% | 12,30% | 1,08 | -23.32% | 19.84% |  -1,23
Materiais Bésicos 0,16% | 11,16% -0,08 3,25% | 15,07% 0,15
Petroleo e Gas 3.86% | 17,94% 0,16 -5,83% | 16,83% -0,41
Telecomunicacoes -4,50% | 9,60% -0,58 -37,32% | 20,74% -1,85
Utlidades Publicas 21,39% | 18,75% 1,08 21,43% | 31,15% 0,65

Tabela 4.1: Comparacao dos resultados para

ajuste de 700 dias.
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Figura 4.4: Payoffs dos diversos portfélios comparados com o Ibovespa, com
ajuste de 500 dias.

Ainda pode-se observar que esse modelo apresentado tem uma enorme
sensibilidade com relacao ao periodo de calibragao dos parametros. Pois, con-
forme pode ser observado nas figuras [4.4] e [4.6] variando os periodos de
calibragao (foram testados 500, 700 e 1000 dias) o desempenho dos portfélios
muda completamente. Havendo casos onde um determinado setor apresen-
tava perdas sob determinada condigao, e passou a apresentar ganhos quando
os parametros foram estimados novamente.

Outro ponto observado nesse modelo foi que para pares de ativos que
possuem um velocidade de reversao a média muito elevada, k, e consequen-
temente uma baixa volatilidade, o, a posicao que maximiza a riqueza as-
sume valores muito elevados, podendo passar de oitenta vezes a riqueza, e
na pratica graus de alavancagem dessa magnitude sao impossiveis de serem
implementados, devido a exigéncia de margens de garantias exigidas pelas
entidades reguladoras do mercado. Na figura ilustramos essa situacao
mostrando o caso de um par do setor de servigos financeiros que apresenta
elevado k e um par do setor de construcao civil que apresenta um k moderado.

Uma possivel saida para limitar esse excesso de alavancagem seria li-
mitar o tamanho da posicao. O gréfico mostra como ficaria o resultado
do setor de petréleo e gas caso uma limitacao de até duas vezes a riqueza
atual fosse aplicada. Essa solucao, embora seja uma saida simples para o
problema, do ponto de vista mateméatico esta incorreta, dado que no pro-
cesso de otimizacao da riqueza essa restricao nao foi considerada. Caso, ela
tivesse sido considerada, bem provavelmente teriamos encontrado resultados
bem diferentes em relacao aos atuais.
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Figura 4.5: Payoffs dos diversos portfélios comparados com o Ibovespa, com
ajuste de 700 dias.
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Figura 4.6: Payoffs dos diversos portfélios comparados com o Ibovespa, com
ajuste de 1000 dias.
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Figura 4.7: Demanda total, N, para BBDC4 x ITUB4 (k elevado) e CYRE3
x RSID3 (k moderado), com ajuste de 700 dias e v = 1, 5.
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Figura 4.8: Payoffs considerando custos de corretagem e alavancagem, com
ajuste de 500 dias e v =0, 5.
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Além disso, dada uma determinada magnitude do spread, S;, o grau
de agressividade com o qual arbitradores procuram negociar contra o dife-
rencial de pregos depende do tempo remanescente para a data de avaliacao,
7. Em geral, conforme 7 aumenta a magnitude da demanda de hedging au-
menta, dado que o arbitrador tem mais tempo para explorar a variagao nessa
oportunidade de investimento.

Nas figuras abaixo, para uma riqueza inicial de 100 e um v = 1,5,
ou seja, para o caso do investor mais avesso ao risco que o implicito na
utilidade logaritmica foi analisado a evolucao da alocacao 6tima, N, assim
como o ganho acumulado para um determinado par de ativos, considerando
que o arbitrador esta sempre abrindo/fechando posi¢ao sempre que o spread
se afsta da média. Novamente nao foram considerados custos de transacao,
e r = 0. Repare que de acordo com o modelo a alocacao étima no periodo
pode chegar a cerca de cinco vezes a riqueza atual do agente. Sendo que esse
grau de alvancagem na pratica nao é possivel.

4.4 Principais Premissas do Modelo Nao-Linear
de Reversao a Média com Tangente Hi-
perbdlica

No trabalho de Alsayed e McGroarty [2] foi proposto um processo estocéstico
nao-linear de reversao a média, cuja forca de reversao a média enfraquece
dado o nivel do diferencial de pregos.

Dessa maneira, quando o diferencial dos precos esta perto de seu nivel
natural, a reversao ¢é forte em relagao a perturbacao aleatoria, gradualmente
empurrando o diferencial de precos para seu nivel natural. Se, no entanto,
o diferencial de precos é relativamente grande, a for¢ga da reversao é mais
fraca em relacao as perturbagoes aleatérias, potencialmente permitindo per-
manéncia do diferencial de precos distante de seu nivel natural. A figura[4.10
ilustra bem a alocacao 6tima para os diferentes modelos discutidos até agora,
dado uma situcao hipotética para determinado nivel dos spreads.

Similarmente ao feito no capitulo anterior para o modelo de OU, vamos
considerar um universo consistindo de dois ativos. O primeiro é o diferen-
cial de precos S; que descreve a evolucao da oportunidade de arbitragem, o
segundo é o B; ativo livre de risco. A dinamica destes, respectivamente, sao
dadas pelas seguintes equagoes:

dSt = —é tanh(c(St — S))dt + Uth, (421)

onde S é o nivel natural do diferencial de precos, r é a taxa de risco-livre,
W é um movimento Browniano com respeito a medida da probabilidade do
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Figura 4.9: Demanda total, N, para os diversos modelos.

mundo real, £ > 0 é o parametro de reversao média, e ¢ > 0 é o parametro
de volatilidade. Do mesmo modo consideramos o tempo de arbitragem finito,
0<t<T < o0. O parametro ¢ > 0 mede a nao-linearidade no componente
de reversao a média do processo descrito pela equagao (4.21]).

4.5 Contrastando com a dinamica do OU

O parametro c especifica a nao-linearidade de reversao a média no nosso
processo estocastico (4.21). No caso especial em que ¢ = 0, a dinamica do

diferencial de pregos (4.21]) se reduz a:

lim | — © tanh(c(S, — ))dt| = —k(S: — S)dt. (4.23)

c—0 C

O lado direito da equagao (4.23)) é precisamente a componente de reversao a
média de um processo OU com parametros k e 0 e A(1) = B(1) = 0. Isso

reduz (4.21)) a:

o que implica que o modelo fica reduzido precisamente ao especificado em
Jurek e Yang [16].
Nota-se que forcando S; muito acima do seu nivel natural obtemos:

lim | — k tanh(c(S; — 9))dt| — —%dt. (4.25)

St—>OO C
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O lado direito da equagao (4.25) implica que a intensidade da reversao a
média que puxa S; para seu nivel natural tem enfraquecido no limite. Isto
reduz a dinamica do diferencial de pregos (4.21]) para:

k

Assim vemos que para valores de S; muito afastados da média a dinamica do
processo depende apenas dos valores de c e k.

4.6 Comparacgao dos Resultados: Noy versus
Nranu

De acordo com Alsayed e McGroarty [2] foi assumido nesse modelo a utili-
dade logaritmica, por dois motivos principais. Primeiro, em tempo discreto,
os autores citam o trabalho de Breiman [§] que mostrou que investidores
que assumem utilidade logaritmica vao, com probabilidade um, ter uma per-
formance superior a qualquer outra estratégia, sem ocorrer faléncia. Por
outro lado Xiong [28] sugere que o teorema de Brieman [§] vale em tempo
continuo. A segunda razao para assumir utilidade logaritmica refere-se a tra-
tabilidade do problema de otimizacao estocastica resultante em Boguslavsky
e Boguslavskaya [7]. Dessa forma foi obtido a seguinte estratégia para um
investimento 6timo.

Um arbitrador que maximiza sua utilidade logaritmica diante das opor-

tunidades de investimento (4.21)) e (4.22)) deve investir
N (—% tanh[c(S — S)] — r(S — S))X.

o2

(4.27)

Para vermos isto, primeiro substituimos (4.21)) e (4.22)) na equagao de res-
tricao orcamentaria para obter:

X — N(S—8)
B

= < — %Ntanh(c(S —8)) +r(X —N(S— S)))dt + o NdW.

dX = NdS+ dB (4.28)

Agora expandindo a funcao da utilidade esperada e usando o Lema de Ito,
temos:

oV oV . PV 92V 92V oV
av =2 as+ % ax + 2 (as)? dX)? ds.dx) — 2 gr.
V= 5509+ gx @+ 55z [d9) + g (dX)" + 5555 (45:4%) Mo,
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Substituindo (4.21)) e (4.29), temos:

AV = g—)‘; (( - éN tanh(c(S — S)) + (X — N(S — S)))dt n aNdW)(4.30)
oV k ~ 1 ,0%V 1, , 0%V
+$ ( — ENtanh(c(S — 9))dt + OdW) + -0 wdt o°N 3X2d
1, 0%V oV

Logo, utilizamos o principio de otimalidade de Bellman FE;(dV) = 0 para
derivar a equacao de HJB para a otimizacao deste problema:

ov k _ _
oV k ~ 1 ,0°V 1 , 0%V 1 2 0*V
+ %(—ENtanh(C(S—S))—i— O'w—i‘ N6X2 NasaX
junto com a condi¢ao terminal:
V(S,X,0)=0 (4.32)

A equagao (4.31) é a equacao de HJB para o nosso problema de otimizagao.
A fim de obter a politica 6tima, maximizamos o lado direito de (4.31) em
relacao a N. Dessa forma, temos:

ov [k - o) L 2V 1, PV
8_X<_ ~ tanh(c(S - 5)) —7“<5_S)) TN X2 727 gsax

0=

(4.33)

e finalmente resolvendo para N obtemos:

N _( Vy )(-@tanh(c(s—f)) —r(S—S*)) - (&) )

Vxx o Vxx

Postulamos a seguir uma tentativa de solucao, em termos de uma forma
funcional para V' (S, X, t), que resolve a equagao HIB (4.31)), e é dada pela
seguinte solucao:

V(S, X, 7) = log(X) + f(S, 7). (4.35)

Aqui f é uma funcao arbitraria de S e 7.

A condicao suficiente para otimalidade do portfélio é a concavidade
da fungao com relacdo a varidvel X [7]. Substituindo as derivadas parciais
relevantes na politica de portfélio 6tima em , temos:

N (—gtanh(c(s —8)) = (S - S)>X,

o2

(4.36)
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e substituindo (4.36]) junto com as derivadas parciais relevantes na equagao
de HJB (4.31]) obtemos uma simplificacao da equacao de HJB, que vem dada
por:

0 _ ( ~ & fanh(e(S — 5)) Js — o + Lo fus
(£ tanh(c(S — 5)) — r(S — 9))?

ktan 2g2 —8))—r(S-S8 - S (4.37)
+7‘<1— (¢ tanh(c(S 5))02 (5 =9)(S 5))
+k:tanh(c(5 — S))(—%tanh(c(s —9)) —r(S—29))

Assim, a equagao de HJB é reduzida em dimensionalidade, e agora s6 depende
de S e 7. Dado que o portfélio 6timo nao depende de f temos que apenas
fazer o pressuposto técnico de que existe uma fungao f(S,7) duas vezes
diferenciavel em S, uma vez em 7, e que satisfaz a equacao (4.37)).

Por outro lado é interessante observar que quando o ¢ decresce para zero
em obtemos a correspondente estratégia OU étima, a qual rotulamos
NOU:

Nou = 1l (—g tanh[c(S —25)] — (S — s>>X 138)
B (—(k:+7“)2(5— 5*)>X.

Para um conjunto de parametros e S = 0, Noy gera as especificacdes em
Jurek e Yang [16]. Fazendo r = 0 produz as especificagoes em Boguslavsky
e Boguslavskaya [7].

Agora que tém caracterizado a estratégia de portfdlio étimo e
exploramos suas propriedades, estamos prontos para implementar nossos re-
sultados com os dados histéricos. Fazemos isso testando a eficacia empirica
da estratégia Npranpy contra a estratégia Noy . Adotamos como

coeficiente de nao-linearidade ¢ = % no Nyeang.

No grafico podemos comparar as posicoes distintas assumidas para
um par com k elevado e outro par com k£ moderado para o modelo de OU
e da tangente hiperbdlica. Para o caso do £ moderado o comportamento é
similar, enquanto que para o caso do k elevado, eles diferem bastante.

A tabela faz um comparativo dos portfélios setoriais para o caso
de modelo OU com ~ = 0,5, que apresentou melhor resultado na segao
anterior, com o modelo da tangente hiperbdlica. Uma coisa que ficou clara
foi a reducao na volatilidade gerada pelo modelo da tangente hiperbdlica
quando comparada com o modelo anterior. Embora, essa reducao também
tenha gerado redugao nos retornos para alguns casos, quando é feita uma
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Figura 4.10: Demanda total, N, para o modelo de OU com v = 0,5 e da
tangente hiperbédlica para BBDC4 x ITUB4 (k elevado) e CYRE3 x RSID3
(k moderado).

avaliacao pelo retorno ajustado pode-se constatar uma melhora na qualidade
dos resultados gerados pela tangente hiperbdlica.

Assim, como ocorreu para o caso do modelo OU, esse modelo da tan-
gente hiperbdlica também ¢é bem sensivel ao periodo de calibragao, como
pode ser constatado nas figuras [4.11], [4.12] e [4.13] Além disso, embora o mo-
delo da tangente hiperbdlica assuma posi¢oes menores quando comparadas
com o modelo OU, ainda sim para pares de ativos com elevada velocidade
de reversao a média, ele pode assumir posicoes de até oito vezes a riqueza,
ainda bastante distantes da realidade.
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Figura 4.11: Payoffs dos diversos portfélios comparados com o Ibovespa, com
ajuste de 500 dias.

4
o — Aerosspacial e Transporte | © b
Construgdo Civil
Senigos Financeiros
Consumn
3k Materiais Basicos
Petrileo e Gas
Telecormunicagdes
i I Lo Utilidades Pablicas
Ibovespa
2k
EE=
1k
05

0 I i i 1 i I i i 1 j
0270408 110708 191006 27109 070509 150809 2341109 0303410 11A06/10 1909410 26871210

Figura 4.12: Payoffs dos diversos portfélios comparados com o Ibovespa, com
ajuste de 700 dias.
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Comparativo dos Resultados

OU com (y = 0.5) Tangente Hiperbdlica

Setor Payoff | Vol. | Ret. Ajust. | Payoff | Vol. | Ret. Ajust.
Aeroespacial e Transporte | 14,96% | 15,29% 0,91 12,14% | 6,76% 1,64
Construcao Civil -3,21% | 11,92% -1,69 4,42% | 4,36% 0,77
Servicos Financeiros -1,52% | 15,30% -0,17 -1,30% | 4,67% -0,50
Consumo 14,27% | 12,30% 1,08 6,87% | 4,81% 1,21
Materiais Bésicos 0,16% | 11,16% -0,08 1,44% | 3,52% 0,11
Petroleo e Gs 3.86% | 17.94% | 0,16 419% | 317% | 0,99
Telecomunicacoes -4.50% | 9,60% -0,58 -1,11% | 3,63% -0,59
Utlidades Publicas 21,39% | 18,75% 1,08 10,76% | 9,17% 1,06

Tabela 4.2: Comparacao dos resultados do OU com v = 0,5 e da tangente
hiperbdlica, com ajuste de 700 dias.
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Figura 4.13: Payoffs dos diversos portfélios comparados com o Ibovespa, com

ajuste de 1000 dias.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste estudo investigou-se modelos de arbitragem estatistica entre pares de
ativos relacionados, buscando-se aproveitar anomalias no spread dos ativos.
Dessa maneira, o primeiro passo foi a escolha dos pares via andlise dos com-
ponentes principais, que mostrou que embora a maior parte dos autovetores
tenham um comportamento que se assemelham de uma matriz aleatoria,
existem alguns componentes principais, uma parcela bem pequena, que de
fato apresentam informacoes relevantes. Assim, o critério de selecao para
escolha dos pares foi feita a partir da proximidade das agoes no componente
principal, dentro de um mesmo setor de atividade.

O modelo de Ornstein-Uhlenbeck de reversao a média foi usado para
gerar sinais que sinalizam o quanto o spread estava distante da média em
unidades de desvio padrao. A partir desses sinais foi estabelecido um critério
para compra/venda de determinado ativo que proporcionou excelentes resul-
tados para o caso do mercado brasileiro, gerando retornos anualizados que
chegaram a alcancar em alguns casos mais de 30,0%, para um periodo de
cinco anos, com uma baixa volatilidade. Nesse caso foi considerado que o
investidor tinha uma riqueza inicial, e que toda vez que houvesse uma opor-
tunidade aplicava-se toda sua riqueza no diferencial de pregos sem usar para
isso a possibilidade de alavancagem.

Posteriormente foi feito um sinal ajustado pela média do volume nego-
ciado. O objetivo desse método era evitar que variagoes anormais no volume
negociado em determinado dia, pudessem estar interferindo na geracao dos si-
nais. Esse método apresentou resultados bastantes consistentes, com payoffs
superiores aos do modelo anterior, embora com uma volatilidade ligeiramente
superior.

Foi implementado também um método no qual todos os pares eram
quantificados, seus respectivos sinais colocados em ordem decrescente, e os
pares de ativos com maiores sinais eram escolhidos para montar posi¢gao, com
a verificacao sendo feita diariamente. Nesse modelo um par pode ser desfeito
antes mesmo de ter seu objetivo atingido, desde que haja outro par em uma
situacao melhor. O retorno para esse modelo foi positivo, chegando a alcangar
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um ganho de até duas vezes o patrimonio em um periodo de dois anos.
Logicamente, a concentracao excessiva em um pequeno numero de pares traz
como consequéncia um aumento na volatilidade e uma maior dificuldade de
implementacgao da estratégia dependendo do tamanho do capital investido.

A parte restante do trabalho visava responder a questao da escolha do
portfélio étimo e para isso foi apresentado um modelo linear de reversao a
média construido a partir do modelo de OU onde as preferéncias dos inves-
tidores estao refletidas no processo. Dessa maneira investidores com nivel de
aversao ao risco distintas vao ter diferentes comportamentos dado o mesmo
diferencial de precos, onde foi introduzido um novo parametro chamado de
demanda de hedging intertemporal que proporciona esse comportamento di-
ferenciado.

Neste caso o portfélio foi otimizado a partir do processo da riqueza
do agente e provou-se que quanto mais avesso ao risco um arbitrador mais
ele vai investir sua riqueza conforme o spread se distancia da média, dado
que ele sabe se tratar de um processo de reversao a média. Nesse modelo,
estd implicito também que o agente usa de alavancagem para poder maximi-
zar sua riqueza, dado que de acordo com o nivel do spread o agente assume
posicoes que chegavam até oitenta vezes maiores que sua riqueza disponivel,
embora essas posigoes na pratica nao sejam possiveis de serem implementa-
das. Ainda, foi observado que quanto maior a velocidade de reversao a média
e consequentemente menor a volatilidade do spread, maior a posicao 6tima.

Esse modelo apresentou resultados piores em termos de retornos quando
comparado com o modelo de geracao de sinais, além de apresentar uma vola-
tilidade excessivamente alta em funcao do grau de alavancagem considerado.
Por essa maneira foi considerada como uma possivel saida fazer uma restrigao
de alavancagem de até duas vezes a riqueza. Entretanto, por essa restricao
nao ter sido considerada previamente na solucao do processo de otimizagao,
do ponto de vista matematico esta errada.

No ultimo método foi usado um modelo de equilibrio parcial que bus-
cava principalmente capturar o risco de quebra de circuito inerente nas
operacoes de arbitragem. De acordo com este modelo, quanto maior o dife-
rencial de precos, mais cético fica o investidor com relacao a oportunidade de
arbitragem. Esse modelo apresentou os mesmo problemas do modelo linear
de OU citados anteriormente de excesso de alavancagem e volatilidade, em-
bora em niveis bem inferiores. Esse modelo também apresentou resultados
piores que o modelo dos sinais, entretanto melhores que o modelo anterior.
Para esses ultimos dois modelos também ficou provada a sensibilidade do pro-
cesso ao periodo de calibragao dos parametros, dado que variagao do nimero
de dias da calibracao provoca mudancas significativas no desempenho dos
portfolios dentro dos setores.
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Apeéendice A

Resolucao de equacoes
diferenciais

Caso 1: Investidor com utilidade logaritmica (y = 1) Para resolver a
primeira equacdo usamos o termo integrante e2*7, de onde obtemos

2
A/(T)e%r + (GQkT)/A(T) — (k + T) GQkT
202

logo, integrando

A(T)Q%T—A(O) — /OT[A(IL’)Q%I]/diL' — /OT (k;(;;’) eZka:dx — (k4;:a7;) (62k7-_1)

e usando a condigao A(0) = 0 obtemos
(k4 7)2(1 — e2k7)

A =
(7) 4ko?
Usando esta solugao vamos achar B(7). Da equagao (4.13) temos que
k(k S _
B'(tr) = —kB(1)— —( —1—27")5’ + 2kSA(T)
o? _
B k(k+r)S (k4 7)2(1 — e2k)
= —k}B(T) — T + 2]{75 4]{}0’2
(k+1)S

= —kB(1) +

D2 (ko (k4 )1 - )

o
logo, usando o fator integrante e*” temos que

(" B(1)) = " B'(1) + ke"" B(1) = w(—kze’” + %(k +7) (" —e7*))

o
e integrando, usando o fato B(0) = 0, temos que

" B(r) = (kj;—;)S B /OT ket dx 4+ (k +7) /OT senh(k‘x)daz}
- (k—;—;)s —e" 41+ @(cosh(kn’) - cosh(O))}
kST (k+r) e+ ek
= _—ek 14— ( 5 —1)}
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de onde se segue que

r Q r e—QkT
B(T) — (k —;2 )S [_1 _|_€—k7- 4 (k—]: ) 1+ > o e—k‘T):|
_ (k+1)S ek (k+7)(1—e*)?
o2 2k
(k)1 - e k) (k+r)(1—e )] .
_ . [—1 ; = } 3

de onde obtemos:

(k+7r)k—r+e*(k+7)(1— e"”)s

Br) =~ 2ko?

Finalmente, dado que temos A(7) e B(7), estamos em condicoes de

determinar C(7). Da equacao (4.14) temos que

- _
C'(t) =r+0*A(T) + §kS (23(7’) + ];—f

s (k +7)%(1 — e2k7) N %k‘S’ (kg (k+7)(k—r+e*(k+7r))(1— e"”)g)

4k o? ko?
(k+71)2(1—e ) 1 (kS\® 1(k+r)k—r+e?(k+r)1-e)
=r+ +=-— ) — = S
4k 2\ o 2 o?
Logo, integrando temos que
Clr) =55 [T (= e 2o = 853 [Tk — v e (k7)1 = e )do
+ |r+1 <ks> T
= U [ ] () e ) e e
+|r+1 (ks> T

r)? e~FTsenh(kr r)S? T _e—kT e 2kT _

_ (k:k) [T_ kh(k )} _ (k;gs [(k‘ )<T+ —k 1) + (k) <1 kk " 22kk 1)]
’ NS

+ 7“—1—%(@) T

= — (&) e*senh (k) — U1 [(k—r)(z;;“—l) X (k+r)(e2;kf—1>2]

202
- N !
+ |r+ % <%) + (kjlr;)g _ (k2;;§)52 i
- — (kQJ;:)2 e"”senh(/m') + (k+r)(12037kr) |:(k ) X (kJrr)(;];kTil)]

+ [+ Gty 28],
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de onde se segue que

O(r) = — ("“ QZT)Qsenh(sz)e—kT

N (k+7)(k—=3r+e*(k+7r))(1—eF)
4ko?
k*+6kr+r* 1,rS.2
()

Caso 2: Investidor Geral (v # 1)

512

Vamos resolver a equacgao de Ricatti,

dA(T)
dr

2
202 1— 1 1=
onde ¢ 2%7 02:—(5—1—7"(77)) 603:§<T'Y) (%) 5

Desde que ¢; # 0, podemos fazer uma mudanca de variavel

= ClA(T)2 + QCQA(T) + C3

v(T) = 1 A(T) (A1)

de onde temos que

V(1) = 1 A7) (A.2)

V(1) =clA(7)
= c1[c1 A(T)? + 20 A(T) + c3]
= (01A<T>>2 + 262(0114(7')) + cic3
= (0(1))? + 2¢2(v(7)) + 163

e fazendo mais uma mudanca de variavel

temos que

u(7) N
T ) B e R o)
[ (W) ] [nm } *22{ () ]+ 16s
B P () B
TG
w'(7) = 2000/ (1) + crespu(t) = 0 (A4)

76



cuja equagao caracteristica é

)\2 — 202)\ + cic3 = 0

e cujo discriminante é

A :([2 ) —40103
:4% 0103
) ()
=—[ (1= Y]
:4_ Ww)r}

logo, as solugoes sao da forma

A= # (A.5)

Agora, nota-se que
KN 2
A<0Hk2<(1—7)7’2<—>7<1—<—)
r

A:0<—>7:1—(E>2

r

K\ 2
A>0<—>’y>1—(—>
,

Logo, fazendo 79 = 1 — (é)2 temos que se v < 7, entao A < 0 e as
solucoes da equacao caracteristica sao

202 —|— vV —AZ

)\1 - 2
e
A\ 202—\/—Ai
2= 5
2

A solugao geral da equagao (A.4) é
p(r) = kM + kpe?T

onde k; e ko sao constantes a determinar.
Mas, como
/L,(T) = /\1]{516)\17— + )\2]€26>\27

temos que
M/(T) . )\1]{/’16>\17 + /\2]€2€A2T

w(r) ke kgeder
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e usando a condigao A(0) = 0, temos que A1 k; +Aoks = 0 e assim ky = —

Logo vemos que

A Cu(r) 1 A Ag[eMT — 7]
<T> B C1 n _a )\2e>\17' — /\16)‘27—
i —AT —ivV—AT
- 1 0103[e>\17 _ e)xgﬂ'] B 036627[6 ‘/7 e \/: ]
- c1 AgeMT — \jereT N 6027—[)\26i T _ )\16@]

c3sen (‘—V;m)
02sen<v2m) — V=8 (o (V T)
4clcgsen<_ v ;AT)

¥} [F cos <FT) - CQSen(@)]

. (4¢3 — A)sen (@)

4 —~ —
“ %A CoS <_TAT) - @sen( _AT>

[\

N—

1

| () ()

1 —Asen( > 2¢4 COS (@ )
=—| —2c+ }

201{ 2 ( > 2 Sen< —AT)

2 VN 2

] \/—A(sen( QAT) + \?%COS (@ ))
= — |: — 202 + :|

2(31

j

E fazendo 6§ = tan™! <2&> temos
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T

A =2 [202+m(se“< ) + tandos <TAT)>}

CoS ( _QAT) — tan Qsen(@)

v/ —Asen( ;AT + 9)

261 coS (—_AT + 0) ]

mtan{mT%—tan_l( 22 )]

C
N

c1 2¢y 2

Agora, veremos o caso em que v = 7. Neste caso A = 0 e temos que
a equacao caracteristica tem ¢y como a unica solucao de multiplicidade 2. A
solugdo u(7) tem a forma geral

(1) = k1" + kore®"

Logo,
W (T) = kicoe™ + ko€ + kocoTe™”
e entao
v(T) = —’u/(T) E— (Fica + ko + kac27)e®” _ _klcQ + ko + koc2T
N<T> (kl + ko + k27-)€027‘ ki + ko + kot
E como
Alr) = v(7) __Fkico Ry Rpc27

C1 B Cl(lﬁ + k’g —+ sz)
E usando o fato que A(0) = 0, temos que

klcz + k‘z =0
Logo,

A(7) kicar cir o[ ot
T — — g = —
Cl(kl — kQCQT) 01(1 — CQT) C1 1— CoT

1 1
c1 1—cor c1 coT — 1

Finalmente temos o caso em que v > 7. Neste caso temos que A > 0
e portanto as solucoes da equagao caracteristica sao:
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VA VA

A =  — Ao = Cy — ——
102+2€2C2 5

A solugao geral de u(r) é

() = k1M 4 kpet?”
logo

U(T) 1 /L/(T) 1 k’l)\leAlT —+ kz/\ge)\w—
A(’]’ = — = —— = —_——
c1 c1 pu(T) cr kieMT + kgelteT

E usando a condi¢ao A(0) = 0, temos que k1 A\; + koo = 0 e assim

Alr) 1 A dofeM™ — 7] 036027[6@ — 67\2&]
T = — = —
€1 Ag€MT — \jereT €C2T[)\2€\/2ZT _ )\167 2A7—]
ZCgSeHh(\/?T)

VA~ —VAr VAr N

h AT
e ( 2 )

Agora, temos dois casos. O primeiro caso é quando (\2/—%) < 1, isto é
403
=~ <l

que é equivalente a

4c2 < 4ck — deies
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e isto acontece se e somente se
2021 (1 — k
()5 <0
v 2 ¥ o
que é equivalente a que v > 1. Neste caso, fazendo
_ 2¢o
6 = tanh™* (—)
VA
\/Z(‘canh(e) cosh (@) - senh(*/?)) }

cosh (@) — tanh(6)senh (@)

_ VAT
CQ+\/Zsenh<9 3 )

A(r) :—[—2c2+

c1 2c

! cosh (6 — ZAT
o VA VAT 1 [ 2¢y
= ——+4+ —tanh | — tanh —
o + 9%, an ( 5 + tan x

2co

T > 1 e entao

Por outro lado no caso em que vy < 7 < 1, temos que

fazendo 0 = coth <%), temos

1
A(T) :2—61[—202—1—

VA ( coth(#) cosh (fTA) — senh (fTA) )

cosh (@) - coth(ﬁ)senh(%) }

J&)
2

“ senh( 8 — @

=_2 + @coth(— @ + coth™* (ﬁ)>

‘o JA cosh (9 —

C1 2

C1 261 \/Z
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Apeéendice B
Cddigos do MatLab

B.1 Componetes Principais

function [ind,pares,coef]=pcaport(precos,autovetor)
Autovetor: escolhe o autovetor desejado
Precos: pregos dos ativos em ordem crecente de tempo
[tempo,ativos]=size(precos);

Calculando os retornos

R=zeros(tempo-1,ativos);

for i=1:ativos,
R(:,i)=(precos(2:end,i)-precos(l:end-1,i))./precos(l:end-1,1i);

end;

Calculando a média (mR) e varidncia (s2R) dos retornos

mR=zeros(1,ativos);
s2R=zeros(1,ativos);

for i=l:ativos,
mR (i)=sum(R(:,1))/(tempo-1);
s2R(1)=(R(:,i)-mR(i))’*(R(:,i)-mR(i));
s2R(i)=s2R(1)/ (tempo-2);

end;

Normalizando os retornos

Y=zeros(tempo-1,ativos);
for i=1:ativos,
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Y(:,1)=(R(:,1)-mR(i))/sqrt(s2R(i));
end;

Calculando a matriz de covaridncia

Mcov=zeros(ativos);
for i=1:ativos,
for j=1:ativos,
Mcov(i,j)=(Y(:,1)’*Y(:,j))/(tempo-2);
end;
end;

Fazendo a andlise de componentes principais da matriz de covariéncia
[coef,”, " ]=pcacov(Mcov);
if sum(coef(:,1))<0, coef=-coef; end;

[7,ind]=sort(coef (:,autovetor), ’descend’);

n=floor(ativos/2);

pares=zeros(n,2);

for i=1:n,
pares(i,:)=[ind(2*i-1),ind(2%i)];

end;

B.2 Construcao dos Sinais

function s=sinall(P1,P2, janela)

P1: vetor coluna de pregos da primeira agdo em ordem crescente de tempo
P2: idem.

Tamanho: nimero de dados nos vetores de retorno

Janela: nimero de dias usados para o ajuste

tamanho=length(P1)-1;

R1=P1(2:end)./P1(1:end-1)-1;

R2=P2(2:end) ./P2(1:end-1)-1;

s=zeros (tamanho-janela+1,1);

betas=zeros(tamanho-janela+1,1);

for i=janela:length(R2),
RS=R1(i-(janela-1):1i);

33



RI=R2(i-(janela-1):1);

n=janela;

sx=sum(RI);

sy=sum(RS) ;

sxy=sum(RI.*RS) ;
sxx=sum(RI.*RI);
beta=(n*sxy-sx*sy)/(n*sxx-sx"2) ;
alpha=(sy-beta*sx)/n;

raux=zeros (length(RI),2);
raux(:,2)=RI;
raux(:,1)=ones(length(RI),1);
b=regress (RS, raux) ;
alpha=b(1);

beta=b(2);

epsilon=RS-alpha-betax*RI;

S=zeros(1, janela);
S(1)=epsilon(1);

for j=2:janela,
S(j)=S(j-1)+epsilon(j);

end;

n=length(S)-1;

sx=sum(S(1:end-1));

sy=sum(S(2:end)) ;

sxy=sum(S(1:end-1) .*S(2:end));

sxx=sum(S(1:end-1) .*S(1:end-1));

beta=(n*sxy-sx*sy)/(n*sxx-sx"2);

alpha=(sy-beta*sx)/n;

Sy=S(2:end) ;

Sx=S(1:end-1);

raux=zeros (length(Sy),2);
raux(:,2)=Sx’;
raux(:,1)=ones(length(Sy),1);
b=regress(Sy’,raux) ;
betas(i-janela+1)=S(end);
alpha=b(1);

beta=b(2);
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zeta=S(2:end)-alpha-beta*S(l:end-1);

mzeta=sum(zeta) /length(zeta) ;
varzeta=(zeta-mzeta)*(zeta-mzeta) ’;
varzeta=varzeta/(length(zeta)) ;

m=alpha/(1-beta);

sigmaeq=sqrt(varzeta/(1l-beta”2));

Jmudando o sinal
s(i-(janela-1))=-alpha.x*sqrt(l+beta)./(sqrt((1-beta)*varzeta));

end;

media=sum(betas)/length(betas);

B.3 Calibracao do Modelo de Reversao a Média

function [mu,sigma,lambda] = ou_calibrate_ls(S,delta)
n = length(S)-1;

Sx = sum( S(l:end-1) );

Sy = sum( S(2:end) );

Sxx = sum( S(1l:end-1).72 );

Sxy = sum( S(l:end-1).*S(2:end) );

Syy = sum( S(2:end)."2 );
a = ( n¥Sxy - Sx*Sy ) / ( n*Sxx -Sx"2 );
b = (8y - a*Sx ) / n;
sd = sqrt( (nxSyy - Sy~2 - a*x(n*Sxy - Sx*Sy) )/n/(n-2) );
lambda = -log(a)/delta;
mu = b/(1-a);
sigma = sd * sqrt( -2xlog(a)/delta/(1-a~2) );
end

B.4 Escolha do Portfélio Otimo Segundo o
Modelo com Tangente Hiperbdlica

Si=par(:,1);
S2=par(:,2);
Wtanh=zeros(dias+1,1);
Wou=zeros(dias+1,1);
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S1=S1(end-(janelat+dias) :end);
S2=52(end-(janelat+dias) :end) ;
S=S1-S2;

mmax=max ([S1(1),S82(1)]1);
S=S/mmax;
S_mostra=S(1:janela);

R1=S1(2:end)./S1(1:end-1)-1;
R2=S2(2:end) ./S2(1:end-1)-1;
c=1/(2*sigma) ;

aux=zeros(1l,dias);
aux2=zeros(1,dias);

for i=1:dias,
N_t=(-lambda*tanh(c*(S(janela+i)-mu) )/c-r*(S(janela+i)-mu))*Wtanh(i)/(sigma~2);

NOU_t=(-lambda*(S(janela+i)-mu) -r*(S(janela+i)-mu))*Wou(i)/(sigma~2);

end;
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