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Resumo

Nesta dissertagao, apresentamos a nogao de quantizacgao por deformagao de
variedades de Poisson e provamos que toda variedade simplética pode ser quan-
tizada, i.e., admite um produto que deforma o produto comutativo pontual de
funcées na direcdo do produto de Lie dado pelo colchete de Poisson de fungoes
suaves desta variedade. Seguimos a prova construtiva proposta por Boéris V.
Fedosov em [Fedosov, 1994]. Com o fito de preparagéo para a prova, incluimos
uma derivagao minuciosa dos fatos geométricos envolvidos nela, com um grau
de abstragao ligeiramente maior do que o necessdrio: tratamos da geometria
local de fibrados vetoriais, concluindo com uma breve exposicao comparativa
das conexodes pseudo-riemannianas e simpléticas. Encontra-se ainda nesta dis-
sertagado uma classificacao dos produtos-estrela diferenciais admitidos por uma
variedade simplética, para a qual langamos mao de resultados cohomolégicos
deduzidos rigorosamente, embora por métodos elementares, numa parte do tra-
balho dedicado & cohomologia de Hochschild.
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Abstract

In this work we introduce the notion of deformation quantization of Poisson
manifolds and prove that every symplectic manifold can be quantized, in the
sense that it admits a product which deforms the pointwise commutative prod-
uct of functions in the direction given by the Lie bracket of smooth functions.
We follow the constructive proof proposed by Boris V. Fedosov in [Fedosov,
1994]. In order to prepare the reader for the proof itself, we have included a
careful derivation of the geometrical facts we need, with a degree of abstrac-
tion perhaps a little bit greater than necessary: we discuss the local geometry
of vector bundles, concluding with a brief comparative exposition of pseudo-
riemannian and symplectic connections. It is to be found also in this work a
classification of differential star-products beared by a symplectic manifold, for
which we have made use of cohomological results rigorously derived, although
by elementary methods. These results are to be found in a part devoted to
Hochschild cohomology.
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Introducao

O objetivo desta dissertacao é prover uma introdugao ao tema da Quantiza-
¢ao por Deformagao que seja acessivel a estudantes de mestrado em Matemética
e Fisica. Os requisitos para sua leitura sdo apenas familiaridade com Anélise em
Variedades Diferencidveis, incluindo a Cohomologia de Rham, e nog¢Ges bésicas
de Algebra, como Grupos e Anéis. O caminho escolhido para levar a cabo esse
desiderato é a célebre construcao geométrica de Fedosov de produtos-estrela em
variedades simpléticas, que veio a luz em [Fedosov, 1994].

A primeira parte da dissertagdo contém um compéndio dos resultados ge-
omeétricos usados na construcdo de Fedosov. Apesar da estrutura sinética,
procurou-se, na medida do possivel, fazer da apresentcao desses topicos ge-
ométricos um texto auto-contido e evitar a todo custo transigbes abruptas ou
artificiais entre as suas partes. Ele pode ser lido como um trabalho a parte,
ou como um apéndice. De fato, pode ser ignorado na leitura da dissertagao e
abordado apenas para consultar notacoes, defini¢oes e resultados.

O mesmo se pode dizer da segunda parte desta dissertagdo. Ela contém
um cédlculo por métodos elementares dos grupos de cohomologia Hochschild
diferencial de uma variedade, como encontrado em [Gutt-Rawnsley, 1999]. Nao
se trata de uma cépia desse artigo, no entanto: procurou-se tornar os argumentos
tao explicitos quanto possivel, o que deu uma redagao original ao referido célculo.
Mas também pode (talvez deva) ser ignorada na leitura, e usada como referéncia,
quando necessdrio.

O tema de facto da dissertacao é desenvolvido na terceira parte. A respeito
dessa terceira parte, responderemos, nesta introducao, as perguntas seguintes.

Que resultados provaremos?

A questdo da existéncia da deformagao por quantizacdo de uma variedade
simplética foi levantada j& no trabalho seminal [Flato et al., 1978, 1] de Bayen,
Flato, Fronsdal, Lichnerovicz & Sternheimer em 1978, e satisfatoriamente re-
spondida (positivamente) por Wilde & Lecomte em FEzistence of star-products
and of formal deformations in Poisson Lie algebra of arbitrary symplectic man-
ifold, publicado nas Letters os Mathematical Physics em 1983. Mais tarde, uma
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xvi INTRODUCAO

prova construtiva e com forte apelo geométrico foi dada por Boéris V. Fedosov
em [Fedosov, 1994]. Reproduziremos essa prova no capitulo final da dissertacao.
Ela se baseia na escolha prévia de uma conexao simplética V livre de torgao na
variedade (M,w) candidata & quantizacdo. Por sugestdo de Israel Gelfand em
[Gelfand et al., 1997], os dados iniciais (M,w, V) dessa construgdo geométrica
passaram a merecer o eponimo “variedade de Fedosov”.

Comegando com uma variedade de Fedosov, a idéia é estender V a uma
conexao 0 no fibrado formal supersimétrico (V*T*M ® A*T*M) [[A]] associado
ao fibrado tangente T'M , chamado superfibrado de Weyl, e depois introduzir uma
modificagdo em 9 que dé origem a uma conexao plana D. As segbes horizontais
do fibrado de Weyl formam entédo uma C [[R]] —subdlgebra em correspondéncia
biunivoca com o anel das fungoes formais C> (M) [[1]]. Usa-se essa bijegdo para
induzir em C'*° (M) [[]] um produto ndo-comutativo modelado pelo produto de
Weyl-Moyal nas fibras de (V*T*M) [[h]]. Este ¢ o produto-estrela de Fedosov.
Ele ndo é unicamente determinado pelos dados (M,w, V) porque no meio da
construcao toma parte uma condigao de calibre, com algum grau de liberdade.

Provaremos ainda, com [Bertelson-Cahen-Gutt, 1997], que as classes de
equivaléncia dos produtos-estrela diferenciais de uma variedade simplética (M, w)
admitem uma parametrizacao afim em termos das séries numa indeterminada
com coeficientes no segundo grupo de cohomologia de Rham de M. Esse resul-
tado é obtido por métodos puramente cohomolégicos exceto por alguns ingredi-
entes provenientes da construcao de Fedosov.

Por que produtos-estrela sao interessantes?

A descoberta, em fins do século XIX, de que o espectro de emissao de uma
cavidade (um modelo de corpo negro) estava em desacordo com a previsao clds-
sica (de Rayleigh-Jeans, baseada na mecanica newtoniana via estatistica de
Maxwell-Boltzmann) levaria, em pouco mais de 30 anos, a uma revisao episte-
moldgica profunda e sem precedentes na histéria das ciéncias naturais: estamos
falando da Mecénica Quéantica, cujo arcabouco cinemadtico difere fundamental-
mente daquele da Mecéanica Cléssica, assentado por Galileo no século XVII e
essencialmente inalterado desde entao.

Grosso modo, a versao quantica de um sistema mecénico cldssico pode ser
implementada (processo a que os fisicos denominam quantiza¢do) em termos
de uma deformagao formal da dlgebra dos observaveis cldssicos, determinada
por um produto-estrela. A dindmica clédssica é recuperada como limite formal
dessa versao quantica-estrela quando o parametro de deformagao h tende a zero.
Fisicamente, isso corresponderia & situagao macroscépica, i.e., quando as agoes
(grandezas fisicas com dimenséo de energia vezes tempo) obtidas a partir dos
parametros do sistema (ou por outra: as “agoes tipicas” desse sistema, num certo
sentido) sdo muito grandes em comparagao com a constante de Planck h, a ponto
mesmo de podermos desprezar esta ultima nos cdlculos. Nessas circustancias,
espera-se que o comportamento desse sistema seja predominantemente classico.
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Logo que a nogao surgiu, muito se especulou sobre se os produtos-estrela
nao poderiam fornecer uma prescricao matematicamente coerente para a quan-
tizagdo de sistemas cldssicos mais gerais que os mecénicos (com espagos de
fase mais gerais do que um fibrado cotangente de uma variedade), e, quigd,
indicar o caminho para uma teoria unificada e matematicamente satisfatéria
do conceito de quantizacao. Essa esperancga, hoje, ndo parece mobilizar muitos
fisicos-matemadticos.

Uma tltima palavra sobre a Fisica dos produtos-estrela, para encerrar esta
breve introdugao. Embora bastante satisfatorias do ponto de vista matemético,
tais construgoes nao se referem a quaisquer processos fisicos atuais. Com efeito,
a Fisica fundamental é aquela dos sistemas quanticos, sendo a Mecénica Clas-
sica como que a aparéncia sensivel! dos sistemas macroscépicos. Ou por outra:
obter o andlogo quantico de um sistema cldssico — ao que chamamos, algo in-
formalmente, “quantizar” este tltimo — é inatural. Entretanto, esse processo é
uma fonte prolifica de exemplos? tendo interesse teérico préprio.

1 Nosso sentidos sdo classicos; meditando mais detidamente neste ponto, concluiremos talvez
que ¢ a estrutura mesma dos nossos sentidos que determina o que chamariamos o “carédter
predominantemente cldssico” do mundo sensivel.

2e.g., 0 oscilador harménico simples quantico, que serve de base para a teoria quantica de

campos escalares livres.
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Parte 1

Sobre a geometria local dos
fibrados vetoriais






“ayewpe TpnTooun €LOLTWS”

(inscri¢ao sobre o pértico da Academia Platonica)

Nesta primeira parte encontra-se um compéndio de resultados geométricos
invocados ao longo da dissertacdo. A exposi¢io mantém-se nos limites do que
serd estritamente necessério para os capitulos posteriores!. Nao obstante, o pre-
sente tomo é bem autocontido, e tivemos o zelo de oferecer provas a quase todas
as proposigoes enunciadas, excecao feita a certos resultados classicos, satisfato-
riamente difundidos na literatura.’

A decisao de remover o tratamento dos referidos temas para um volume
préprio foi tomada em beneficio da legibilidade e da completude: o autor anelava
dotar, a um s6 tempo, de fluidez e rigor a apresentagao do que é, de fato e de
direito, o assunto deste trabalho: a quantizacao por deformacao. A apresentagao
fragmentdria, com imissao de defini¢oes e teoremas alheios ao assunto principal,
pareceu-lhe prejudicar a cadéncia natural das idéias; ao passo que a alternativa
de uma exposicao laconica, referindo o leitor as fontes consagradas, frustaria seu
desejo por completude. Ou por outra: esta primeira parte deve ser entendida
como o “s6tao” da dissertacdo. Aqui o leitor encontrard uma mixérdia que se
afiguraria incomoda em qualquer outro lugar, e pior ainda espalhada a esmo.

3 “Aqui ndo entre quem nao for gedmetra”, em traducdo livre.

4 Até porque esses limites praticamente coincidem com os da expertise do autor nos referidos
assuntos.

5Tudo de que precisaremos sobre a teoria de médulos encontra-se na segao VIIL.2 de [Garcia-
Lequain]. Assumimos os resultados analiticos do texto introdutério [Tu]. J4 os requisitos em
topologia simplética equivalem ao livrinho [Cannas].

Exemplos de resultados citados sem prova nesta dissertacao sao a existéncia de parti¢ao da
unidade (teorema 13.10 de [Tu]) e o teorema de Darboux (teorema 1.12 de [Cannas]).






Capitulo 0

Convencoes

Fixemos de uma vez por todas algumas convengoes a serem observadas ao
longo de toda a dissertagao.

Por wvariedade diferencidvel, neste trabalho, entenderemos uma variedade
diferencidvel real de classe C'*°. Nesta dissertacao, sempre que olharmos para
o conjunto dos nimeros complexos C sob o angulo da difereciabilidade, estare-
mos encarando-o como a variedade real R? munida do mapa C x C — C de
multiplicacdo complexal. Mapas sdo aplicacoes de classe C™ entre variedades
diferencidveis. A palavra fung¢do estéd reservada para mapas que tomam valores
no corpo de escalares, R ou C. Difeomorfismos, neste texto, serao sempre de
classe C*°. Assim, sistemas de coordenadas locais em variedades sdo sempre de
classe C'*°.

Uma bump-function n em torno de um ponto x e com suporte num aberto
U de uma variedade diferencidvel M é uma fungao (suave) n: M — R que goza
das seguintes propriedades:

1) existe um compacto K C U que possui & como ponto interior e é tal que
n(y) =1 para todo y € K;

2) supp n C U;

3) 0 <n(y) <1 paratodoy € M.

E fécil construir bump-functions: podemos admitir, sem perda de generali-
dade, que (U,%) é uma vizinhanga coordenada de = tal que ¢ (z) = 0. Existe
r >0 tal que B (0,7) C ¢ (U). Defina entéo as fungdes suaves

f: R - R
P exp(ﬁ),se [t]<1
0,se [t| >1
g: R — R
Jhy f(s)ds
L T e

1 1,,1 2,,2

2w = (z wl — 22w?, 2lw? + z2w1) para quaisquer z = (zl, zz) ,w = (wl,w2) €C=R2%

5



6 CAPITULO 0. CONVENCOES

h: R — R
v o= og(2-2)

e escreva finalmente

n: M — R
~ {hw(y)),seyerf
Y 0,y ¢U

A funcdo n assim obtida é uma bump-funtion em torno de z com suporte em U.
Bump-functions serao empregadas freqiientemente para estender globalmente
(i.e., a toda a variedade M) de modo suave fun¢oes definidas apenas localmente
(i-e., num subconjunto aberto U C M).

Adotaremos desde j4 a convencdo de soma de Einstein? para fndices gregos,
mas nao para indices latinos. Estes serao somados, quando o forem, explicita-
mente.

Denotaremos o conjunto {m,m +1,---,n—1,n} dos inteiros consecutivos
entre m e n por [n], . Se m = 1, entdo escrevemos simplesmente [n]. O simbolo
N significard sempre o conjunto dos nimeros inteiros positivos, sendo Ny =
NU {0} o conjunto dos inteiros ndo-negativos.

Dados m,n € N, podemos falar do conjunto M, x, (X) das matrizes m x n
sobre um conjunto X qualquer. Uma matriz m x n sobre X é uma aplicagao

A : [m] x [n] — X. Tradicionalmente, escreve-se A = (A;;)1<i<m, onde A;; =
1<5<n

A (i,7), identificando A e sua imagem, que costuma ser representada por uma

tabela com m linhas e n colunas:

All A12 e Aln

A21 A22 e A2n
A= . . .

Aml Am2 e Amn

Quando usarmos a notacdo (A;;), a letra ¢ indicard a linha e a letra j a coluna
que exibem a entrada A;;. Usaremos indistintamente indices sobrescritos e
subscritos para rotular as entradas de uma matriz. Identificaremos sempre a
n—ésima poténcia cartesiana de um conjunto X com o conjunto das matrizes
1 x n sobre X:
X'= Xx-xX =My, (X).
n fatores

Em particular, temos X = Mj1 (X).

2 A notagdo de Einstein consiste no seguinte: ha um somatério subentendido em cada indice
que aparece duplicado numa mesma parcela. O dominio da soma é dado pelo contexto. P.ex.,

a expressao local ;-":1 XJ% de um campo vetorial X em coordenadas xl,---, 2™ fica
X = X”%, sem necessidade de maiores esclarecimentos.



A toda matriz A = (A;;) € My, xn (X) associamos uma matriz A* = (A;‘j) €
M, xm (X), chamada a matriz transposta de A, dada por

A% = A

Quando X ¢ um anel® (X, +, x), faz sentido a adicio de matrizes de um
mesmo tipo m X n e a multiplicacdo de uma matriz m X n por uma outra n X p,
dadas por

(Ai)mscn + (Big)yn = (Aij + Bij) e

(Ai3)mxn X (Big)yp = | D Aik X By
k=1

mxp

E evidente que, se (X, 4+, x) é um anel, entdo, para cada n € N o conjunto
M, xn (X) das matrizes quadradas de ordem n com entradas em X é também um

anel. Se X tiver unidade 1, denotaremos por I, = (6;;) = (6) = (5;) = ((517)
a unidade do anel M, ., (X).

Dadas matrizes A € My, xn (X) e B € M,x, (X) com entradas num anel X,
a sua soma direta é a matriz

ApB= [ A Oqu}

Opxn B

em M(m+p)><(n+q) (X) Dadas matrizes A € My (X), A e Mixm (X), B e
My xp (X) e B € My, (X), vale a regra

(A®B) x (A’ ®B') = AA’ & BB (1)

Dai se infere que, se A € M5 (X) e B € My« (X) sao elementos invertiveis,
entao também ¢ invertivel sua soma direta, e temos

(ApB) '=A'aB L. (2)

Uma nocao pouco usual — mas que aplicaremos com proveito nesta disser-
tacdo — é a do produto de Kronecker® de matrizes, que passamos a definir. Sejam
(X,4), (Y,+) e (Z,+) grupos abelianos e x : X X Y — Z uma aplicagdo que
preserva as estruturas abelianas envolvidas®, i.e., tal que valem

ex(y+y)=zxy+taxy

3Nzo pedimos aqui que (X, +, X) seja comutativo ou que tenha unidade.

4Ver, por exemplo, se¢io 3.2 de [Arfken-Weber, 2005].

Usamos a notagao [X] em lugar da tradicional ® para evidenciar a dependéncia do produto
x do anel (X, 4, x) subjascente. Assim, a depender do anel X, o produto de Kronecker pode
aparecer ainda como [-], [®], [A], [V], etc. Essa notacdo ainda tem a vantagem de evitar
confusdo com os produtos tensoriais ® definidos a seguir.

SA guisa de exemplo, podemos manter em mente o caso X =Y = Z, onde (X, +, X) é um
anel.
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(x+2)xy=zxy+a' xy

para todos z,z’ € X e y,y’ € Y. Dadas matrizes A € M,,x, (X) e B €
Mpyq (Y), definimos o produto de Kronecker (induzido por x) de A e B como
a seguinte matriz de ordem mp x nq com entradas em Z:

A11XB A12><B A1nXB
A21XB AQQXB AanB
Ax]B= . . .
A1 xB ApoxB o AL, xB
[ A1 x Bipw - A11><qu oo Ay X By AlnXqu_
All X Bpl o All X qu e Aln X Bpl o Aln X qu
Aml X Bll e Aml X qu e Amn X Bll e Amn X qu
| A1 X Bp1 -+ Apa X Bpg o0 Apn X Bp1 o+ App X Bpg|
O produto de Kronecker é dito “bilinear” porque valem as identidades
AX]B+yxB)=A[x]B+yx (A[x]B) (3)
e
(A+xzxA')[x|B=A[x]B+zx (A'[x]B) (4)

para todos © € X, y € Y e todas as matrizes A, A’ € M,,x, (X) e BB’ €
Mpyq (Y). Cumpre ainda destacar o relacionamento entre o produto usual de
matrizes e o produto de Kronecker: dadas matrizes Agxi, Binxn, Cixp € Dnxg
com entradas em um anel (X, 4, X), vale a identidade

(A[x]B) x (C[x]D) = (A x C)[x] (B x D) (5)

As provas destas propriedades sao diretas e serao omitidas em beneficio da
brevidade. Da tltima delas decorre o seguinte fato: se A e B sao matrizes
(quadradas) invertiveis, entao também é invertivel seu produto de Kronecker, e
vale

(A[x]B)"" = A [x]B". (6)

Cada aplicagao f : X — Y induz naturalmente aplicagoes f : My, xn (X) —
Myxn (Y), que denotaremos pela mesmo simbolo f, dadas por

f(Aij) = (f (Aig)) -

Por exemplo, se (X,+,x) = (Q*(M),+,A) é o anel das formas diferenciais
sobre uma variedade M, faz sentido a multiplicagao exterior A de matrizes



m X n por matrizes n X p e podemos também estender a derivada exterior d as
matrizes M, xn (2 (M)).

Por outro lado, se X for um subanel do anel R das funcdes definidas num
conjunto 2 arbitrdrio tomando valores em um anel (R, +,-), dados uma matriz
F = (f}) € Myxn(X) ¢ um elemento w € €, definimos a matriz F (w) €

Myscn (%%) por 4
F(w) = (fj ()

Dado n € N, o grupo das permutacoes de n elementos (Bij[n],0) serd
denotado por S,,. Por simplicidade, denotaremos a composi¢ao o o p por op.
Uma transposi¢ao ¢ um elemento 7 € S, para o qual existem ¢, j € [¢| distintos
tais que

J,se k=1
T (k) = i,sek=j
k, se k & {i,j}

Costuma-se denotar 7 = (ij). Um resultado ao qual recorreremos algumas vezes
¢ o fato de que toda permutacdo é uma composicao de transposicdes.’

Sempre que tivermos um produto cartesiano de conjuntos, como X = x Xj,
AEL

designaremos, independentemente do contexto e sem mais esclarecimentos, por
pry a proje¢do no A—eésimo fator: f € X — f(\) € X, para todo A € L.

Dada uma lista de objetos 1, -+ , Zy, - - -, simbolizaremos a lista x1,- - - , z;_1,
ZTjt1," " T, -, obtida da anterior por supressao do j—ésimo termo, por zy, - - -,
Tipere Ty

6Ver proposigao V.10.8 de [Garcia-Lequain].
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Capitulo 1

Prolegbmenos algébricos

Assumimos nesta dissertagao os fatos bdsicos sobre anéis e grupos encontra-
dos p.ex. em [Garcia-Lequain].

1.1 Moébdulos

Seja A um anel com unidade. A agao

AxM — M
(a,m) +— am

do anel A no grupo abeliano (M, +) faz deste um A—mddulo & esquerda quando
satisfaz, para quaisquer m,n € M, a,b € A, aos axiomas

Im=m
(ab) m = a (bm)

(a+b)m=am+bm

a(m+n)=am+ an.

Define-se analogamente uma estrutura de A—mddulo & direita em M. Se ambas
estruturas de A—médulo a direita e B—modulo & esquerda coexistem no grupo
abeliano (M, +) e sdo compativeis no sentido de que, para todos m € M, a € A
e b € B temos

a (mb) = (am) b,

11
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entao dizemos que M é um A, B—bimddulo. Se A = B, falamos simplesmente
que M é um A—bimédulo.!

Exemplo 1 Todo anel unital A é um A—bimddulo, de modo tirival.
Todo grupo abeliano (G, -) possui uma estrutura natural de Z—mddulo, dada
pela mutiplicagdo escalar (potenciagio)

g.....g; Sen>0
—
n fatores
g" = e, sen=1>0 ,
g toog7l sen<0
n fatores

definida para todos g € G en € Z. Assim, a no¢do de A—mddulo generaliza
aquela de grupo abeliano.

Dados m,n € N e um anel unital R, o grupo aditivo M,,xn (R) é um
Myxcm (R) —mddulo a esquerda e um M, w, (R) —mddulo & direita. Como o
produto de matrizes é associativo, temos que essas estruturas sao compativeis e,
portanto, que My, xn (R) é um bimddulo.

Quando o anel A é um corpo, temos que a no¢cdo de A—mddulo é idéntica
aquela de espaco vetorial sobre o corpo A. Assim, o0s espagos vetoriais sao
casos particulares de mddulos. FEssa observagdo por si sé fornece uma miriade
de exemplos para todas as definigoes que se sequem.

Dados dois A—médulos M e N, um homomorfismo A—linear é uma apli-
cacdo f : M — N que preserva a estrutura de mddulo, i.e., que satisfaz a
condigao

f(m+an) = f(m)+af(n)

para todos m,n € M e a € A. O conjunto dos homomorfismos A—lineares de
M em N sers denotado por Homy (M, N). E trivial dotar Hom (M, N) de
uma estrutura de A—modulo.

Um A—submddulo de um A—modulo M é um subgrupo aditivo N C M
estdavel com relagdo a acdo do anel A, i.e., tal que A- N C N. Denotaremos
por spanys (S) o A—submddulo gerado pelo subconjunto S de um A—moédulo

LA menos de mencdo em contrdrio, um A—médulo significard sempre um A—médulo a
esquerda. Quando o anel A é comutativo, dado um A—mddulo & esquerda M, existe uma
acao canonica de A a direita de M compativel com a original: basta definir ma = am, Va €
A,Ym € M. De fato, temos

(am) b =b(am) = (ba) m = (ab) m = a (bm) = a (mb)

Nesta dissertagdo, sempre que lidarmos com C° (M)—médulos, como o préprio anel
C® (M) ou X (M) ou Q (M), consideraremo-los como bimédulos, segundo a estrutura canénica
acima.
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M, definido como o menor A—submédulo de M contendo S. E evidente que, se
f:M — N é um homomorfismo A—linear e S C M, entao vale a igualdade

spany (f (S)) = f (spanas (S)) -

Seja {Mx},c, uma familia de A—mdédulos. Considere o conjunto M das
funcoes f : L — ,\ULM)‘ tais que se tem f (\) € M) paratodo A€ Le f(A\)#0
€

apenas para um conjunto finito Ly C L de indices A. Defina uma adicdo + e
uma acao - de A em M pelas regras

f+9)N)=FN)+g9()

(@f)(A) = af V),

onde, para cada A\ € L, as operagoes que figuram no membro direito sao as
homologas do A—mdédulo My. A estrutura (M,+,-, A) é um A—mdbdulo de-

nominado a soma direta da familia {My},.; e denotado por @ My. Sao mais
AEL

comuns as seguintes notagoes aditivas para um elemento f € @& M.
AEL

F=Y o,

AELy
= 8100,

ou, mais explicitamente,

f=f)e-afn),

ou simplesmente
f=rQ)+-+f0nN),
onde Ly = {1, -, An}.
E claro que podemos identificar cada parcela M, com o A—submddulo de

@ M, formado por aquelas fungoes que se anulam para todo A # Ag em L.
AEL

Escreveremos entao My, C @ M), sem maiores esclarecimentos.
\EL

Seja S um subconjunto de um A—mdédulo M. Uma combinacdo A—linear
dos termos de S é um elemento de M da forma

r
m = E ArpMmy
k=1
- alrnl_%"'%_aTTnT?

onde 7 € N, mq,---,m, € Seay, - ,a, € A. E imediato que spany; (S) é
tdo somente o conjunto das combinac¢oes A—lineares de S. O subconjunto S é
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dito linearmente independente se toda combinagao linear nula de termos em S
possuir coeficientes nulos em A, i.e., se vale sempre a implicacao

.
Zakxk:0:>a1:~-~:arzo.
k=1

Uma base para um A—mdédulo M é um subconjunto lineramente indepen-
dente B C M tal que spanys (B) = M. Todo elemento de M se escreve de
maneira tinica como combinagao A—linear dos termos da base 5. Um A—médulo
que admite uma base é dito um A—mddulo livre.

E um resultado vulgar da Algebra Linear o fato de que todo espaco vetorial
admite uma base’. Em linhas gerais, a prova desse fato consiste no seguinte:
1) ordenar parcialmente a classe (ndo-vazia) dos subconjuntos linearmente in-
dependentes por inclusdo; 2) mostrar que toda cadeia ascendente de conjuntos
Li. possui uma cota superior, dada pela sua unido; 3) usar o Lema de Zorn
para obter um conjunto l.i. maximal; 4) mostrar que a existéncia de um vetor
nao gerado por esse conjunto maximal contraria sua maximalidade, donde uma
contradicao. Poderfamos pensar em adaptar a prova deste resultado ao caso
geral de A—moédulos para tentar provar que todos estes sao livres, no sentido da
definigdo acima. Um 6bice que se levantaria ja no passo 1 de nossa estratégia é
o fato nada agradédvel de que nao se pode afirmar que ha conjuntos linearmente
independentes num A—médulo geral.?.

Exemplo 2 Como Z—mddulo, o anel quociente Z,, = Z/nZ nao possui subcon-
juntos linearmente independentes, pois nm = 0 para todo m € Z,. De modo
geral, mddulos de tor¢io® nao possuem subconjuntos linearmente independentes.

Em particular, encarado como A—mddulo, o anel A tem base {1} se, e so-
mente se, é dominio de integridade.

E um resultado fundamental da Algebra Linear o fato de que se um espaco
vetorial admite uma base finita, entdao todas as suas bases possuem a mesma
cardinalidade. Diz-se dessa cardinalidade comum ser a dimensao do espaco
vetorial em questao. Um fato andlogo se pode estabelecer para médulos, desde
que o anel A possua propriedades adicionais.

2Notar que a prova oferecida depende essencialmente do Axioma da Escolha, via Lema de
Zorn.

3Qutra dificuldade insandvel serd reproduzir o passo (4), cuja falsidade para A—mdédulos
em geral decorre, em ultima andlise, da nao-invertibilidade de elementos do anel A.

4Dado um A—médulo M, seu A—submddulo de tor¢io é dado por

T(M)={m e M; Ja € A; am =0}

Quando M = T (M), dizemos que M ¢ um A—mddulo de tor¢io. Por exemplo, sdo Z—moddulos
de tor¢ao todos os grupos abelianos finitos. Um exemplo de grupo abeliano infinito que é
Z—moédulo de tor¢do é o grupo multiplicativo das matrizes quadradas reais de ordem 2 da
forma
cos (2nr)  sin (27r)
(7 sin (27r)  cos (27rr)) ’

onde r ¢ um nimero racional.
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Proposigao 3 Sejam A um anel comutativo com unidade e M um A—mddulo
livre com base finita. Entao, todas as bases finitas de M possuem a mesma
cardinalidade.

Prova. Sejam Z um ideal maximal® de A, B = {mq,---,m,} a referida base
finita de M e considere o epimorfismo A—linear
) A A _ (AT
[ M - gx-xg=(7)

z;:lakmk} = (al +Ia y Qp +I)
cujo nucleo é exatamente ZM, como se vé facilmente. Assim, é um isomorfismo
de grupos aditivos a aplicagao quociente
£ M A A _ (AN
for . m - Zx-xg=(g)
Yopepakmy +IM — (a1 +Z,--- 0+ 1)

Como 7 é ideal maximal de A, o anel quociente % é um corpo, donde segue

que o A—mdédulo (%)T é um espacgo vetorial de dimensao r sobre o corpo %.
E trivial dotar % de uma estrutura de %—espa@o vetorial compativel com a
aplicacdo f, no sentido de que f seja também um isomorfismo £ —linear. Deste
modo, temos que % é um espago vetorial de dimensao r sobre %. Usando
outra base de M com, digamos, s elementos, concluirfamos analogamente que
% é um espacgo vetorial de dimensao s sobre %, donde s = r, e a proposicao

estd provada. m

A cardinalidade comum de todas as bases finitas de um A—médulo livre
finitamente gerado denominamos o posto do referido A—médulo®.

Dado um conjunto X arbitrério, denotaremos por (X), o A—mddulo livre
gerado por X. Trata-se do conjunto das fungées f : X — A tais que f (z) =0
exceto para  num subconjunto finito Xy de X, munido das operagoes

(f+9)(x) = f(2) +9g(z)

(af) (x) = af (x),

onde as operacoes que figuram no membro direito sdo as operagoes do anel A.
E mais comum a notacao aditiva

N
> F () wn
k=1

= f}x1)$1+"'+f($N)$N

5E uma conseqiiéncia bem conhecida do Axioma da Escolha o fato de todo anel (nao-trivial)
comutativo com unidade possuir ideal maximal.

6 A prova dada acima pode ser facilmente adaptada para provar que, se M é um A—médulo
de posto r, entdao todas as bases de M tém exatamente r elementos, i.e., que nao coexistem

f

s
bases finitas e infinitas. A unica sutileza consiste na necessidade de se substituir (%) pelo
conjunto das fungoes f : Kk — % que se anulam exceto num subconjunto finito de um cardinal
infinito arbitrario k, dotando este conjunto da estrutura natural de espago vetorial de dimensao

infinita sobre %. Omitiremos os detalhes.
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para um elemento f € (X),, onde X; = {1, -+ ,zn}. E claro que X & base
de (X) 4.

Quando nao houver risco de confusdo, suprimiremos a referéncia ao anel
A e ao A—moédulo M, escrevendo apenas (X) e span (X). Dados conjuntos
Xy, , Xy, preferiremos denotar os A—mddulos gerados por sua unido X; U
.-+ U X, simplesmente por (Xi,---,X,), e spany (X1, ,X,,), conforme o
caso.

A introducio de um boa-ordem’ entre os elementos de uma base B de um
A—médulo livre M fornece o que chamaremos de uma base ordenada® para M.
Nosso interesse nesta dissertacao recaird sobre as bases finitas. Serd costumeiro
denotarmos uma base ordenada finita por uma n—upla ordenada, como em
E =(e1,++ ,ex). Freqiientemente omitiremos o termo “ordenada” e a ordenagao
serd exibida explicitamente na notagao.

Fixemos também a notagao para a representagcdo matricial de elementos,
homomorfismos A—lineares e formas A—bilineares de A—mddulos livres de base
finita. Sejam & = (€1, ,er) e F = (dq,- - , ¢;) bases finitas para os A—mdédulos
M e N, respectivamente. Introduzimos os isomorfismos A—lineares® “represen-

tagao matricial de elementos de M segundo a base £”
[ : M — M1 (A) _
m=mte, — [m]¢ = (ml)gigk ’
“representacdo matricial de formas A—bilineares de M x N sequndo as bases £
e F”
570 Laa(M,N;A) — My (A)
B — [B]E’]: = (B (5i7¢j))1§i§k
1<5<d

e “representacao matricial de homomorfismos A—lineares de M em N sequndo
as bases £ e F”

[%: Homa (M,N) — My (A) _
f N [f]i. = (f;) 1<i<l

1<5<k

"E equivalente a0 Axioma da Escolha o fato de todo conjunto poder ser bem-ordenado.
8Note a diferenca sutil: uma base B é um subconjunto de um A—médulo M, ao passo que
uma base ordenada de M é uma bijegao

a — B

B8 +— bg
entre um numero ordinal e uma base B de M. Isso justifica, entre outras coisas, o uso de
n—uplas ordenadas para denotar bases finitas.

Em vérias notas de rodapé deste capitulo abordamos conceitos pertinentes aos fundamen-
tos da Matemadtica (Axioma da Escolha, Lema de Zorn, nimeros ordinais e cardinais, boa
ordenacao). Embora ndo sejam de modo algum necessdrios para a compreensdo do presente
trabalho, recomendamos ao leitor interessado o texto introdutério [Halmos| e os primeiros
capitulos do tratado [Jech].

9E inteiramente 6bvia a estrutura de A—médulo dos conjuntos de matrizes My« (A) com
entradas no anel A.
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onde os escalares f; sdo determinados pelas relagoes

f (EV) = f5¢u
Essa notagao conduz as regras préticas

B (m,n) = [m]z [BI" [n]

Lf ()] = [15 [m]e

[f o g5 = [f15- Lol (1.1)

para toda forma A—bilinear B, todos homomorfismos A—lineares f,g e todos
os elementos m, n, para os quais fagam sentido as férmulas acima.

Denotaremos sempre por can A" = (e1,-- - , e,) a base'® canonica do A—médulo
A™ das n—uplas de escalares em A, dada por

j—ésima entrada

Por simplicidade, escreveremos

(7] = [T e

can A™

para todo homomorfismo A—linear T' € Homy (A™, A™).

O mddulo dual de um A—médulo M é o A—médulo M* = Homy (M, A)
dos funcionais A—lineares de M. Se M ¢é livre, cada base £ de M pode & nossa
disposicdo um homomorfismo A—linear de dualidade

(' M — M*

m = m

definido por sua agao nesta base, segundo a regra

. _J Lsee=9p
¢ (SD)_{ 0,seec#¢ ’

onde €, € £. Os homomorfismos de dualidade assim obtidos sao todos inje-
tivos, mas, em geral, ndo sobrejetivos. A sobrejetividade é garantida apenas
no caso em que M admite uma base finita. Nesse caso, tem-se um isomor-
fismo A—linear M ~ M*, e a base £* = (ef,---,e}) de M* é dita a base
dual a €& = (e1,-+- ,€q). E claro que, nesse caso, vale também o isomorfismo
(M*)* ~ M.

10 A qui, estamos supondo que o anel A é um domfnio de integridade.
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Exemplo 4 Seja A um anel com unidade. O homomorfismo de dualidade as-
soctado & base B = {17 X, X2, } do A—mddulo A[X] dos polinémios em uma
indeterminada X a coeficientes em A nao é sobrejetivo. Basta ver que o fun-
cional A—linear “avaliagdo em z = 1"

(51: A[X] — A
p(X) = p(1)

ndo corresponde a nenhum polindmio com coeficientes a, € A, pois teriamos
01 (X™) =1=a, para todo n € Ny.

1.2 Produto tensorial de médulos

Ao longo de toda esta se¢do, A serd um anel comutativo com unidade.

Sejam ¢ € N e My, --,M; A—mdédulos. Dizemos que um A—mdédulo T’
possui a propriedade universal do produto tensorial M; ®---® M, quando existir
uma aplicacdo A, g—linear t : My x --- x My, — T tal que

(1) a imagem de ¢ gera T, i.e.,

T = spany (t (M1 x --- x M)

(#3) dada uma aplicacdo A, g—linear f : M; x---x M, — L qualquer tomando
valores num A—médulo L, existe um homomorfismo A—linear ¢ : T — L tal
que f = pot, ie., tal que comuta o diagrama abaixo.

Myx--xM, - T

! l lw

L — L

id
Vamos mostar que, a menos de isomorfismos, existe um tnico A—médulo
M; ® --- ® My gozando da propriedade universal. Comecemos pela unicidade
modulo isomorfismos. Suponha que T e Ty sdo dois A—mddulos com a pro-
priedade universal do produto tensorial M; ®---® My, e considere os diagramas
comutativos

t1 to

M1><"'><Mq — T1 M1><"'>(Mq e TQ
t2l lfé e tll lﬂ'% )
T — Ty Ty — T
id id
Temos

T%Otlztg e T%Otgztl,

donde
(T%OT%)OtQZtQ e (T§OTé)ot1:t1.
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Como T; € Homy (T;,Tj), e, pela condi¢do (i) da propriedade universal, temos
T; = span (tj (My x --- x My)), seguem-se as identidades

5073 =idp, e TioTs=idrp,.
Portanto, Ty ~ T5.

Para provar a existéncia, construiremos explicitamente um A—mdédulo gozando
da propriedade universal do produto tensorial M; ® --- ® M,. Ele serd deno-
tado precisamente por M; ® - - - ® M,. Doravante, sempre que nos referirmos ao
produto tensorial M; ® --- ® My, serd ele que teremos em mente.

Considere o A—médulo livre gerado pelo produto cartesiano M; x --- x M,
e os subconjuntos

X; C(My x -+ x M) ,
constituidos por elementos da forma
(ml’... ,amj +bn]7 ,mq)fa(ml’... ’mj’... 7mq)7b(ml’... ’nj’... ,mq)

para my € My, -+ ,mj,n; € Mj,--- ,mq € My e a,b € A. Definimos entdo o
produto tensorial

(My x -+ x Mg) 4
Mi®: - M,= .

! T span (X1, , X,)

Considere o epimorfismo A—linear
T (My X X Mgy, - M ®---®M,

de projegdo ao quociente. Dado (mq,---,m,) € My X --- x M,, denotaremos
por mi ® - - - ® my, sua imagem por :

ﬂ(m17... ,mq):m1®...®mq

Afirmamos que o A—mddulo M; ® --- ® M, possui a propriedade universal
com ¢ dada pela restricdo de m a M; x -+ x M,. De fato, ¢t & A, g—linear:

t(mh'" amj+anj7"' 7mq):7r(m17"'amj+anj7"' 7mq)

— m1®.®(mj+anj)®..®mq

= ﬂ'(m17...’mq)+a’ﬂ(m17...’nj’...7mq)
= t(m, - ,mg)+at(my, -, nj,---,mgy).
Temos também
Mi®---@M, = 7T(<M1X-~-XMq>A)

= 7 (spaliX...XMq)A (My X -+ % Mq)>
= spany,g..om, (T (M1 x -+ x M,))
span, o-.om, (t(My x -+ x My)).
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Ademais, dados um A—mddulo L e uma aplicacdo A, g—linear f : My x --- X
M, — L, defina um homomorfismo ¢ : M; ® --- ® M; — L pela extensao
A-—linear da regra

¢("h,®"'®7nq)::f(nha“'77nd

e teremos, por 6bvio, que vale f = pot. Isso conclui a prova de que M ®---®@M,
possui a propriedade universal do produto tensorial.

Reservaremo-nos o direito de denotar o produto tensorial M; ® - - - ® M, por
®j_ M; e a imagem ¢ (my, - ,my) por my @ -+ @ mg ou ®j_;m;.

E fécil ver que o homomorfismo A—linear ¢ induzido por uma aplicacio
A, g—linear f & unico. Com efeito, suponha que outro ¢ € Hom 4 (®§:1Mj, L)
seja tal que

¢ (M1 ®---@mg) = f(mi,--,mg) =@ (m1&---Qmy).

q q _
Como os elementos da forma ®;_ymy geram @;_, M;, temos que ¢ = .
Ademais, a associacdo f +— ¢ é um claramente isomorfismo A—linear. Assim,

Laq (M, -+ ,My; L)~ Homa (®321Mj,L) (1.2)

Exemplo 5 Considere o conjunto Q dos nimeros racionais e o conjunto Z,
dos inteiros mddulo n ambos como Z—mddulos. Temos entao que o produto
tensorial Q ® Z,, é o Z—mddulo trivial (0). Com efeito, dada um aplica¢ao
Z—bilinear b : Q X Z,, — L, temos

b(q,ﬁz):b(%,nm) :b(%,()) —0,

quaisquer que sejam q € Q e m € Z,. Ou seja, b é identicamente nula. Logo,
Q®Z,=0).

O produto tensorial é associativo, no sentido da seguinte

Proposicao 6 Dados A—mddulos My, -, My, vale o isomorfismo

p p+q p+q

Q@ M; | ® ® M; )~ ® M

i=1 j=p+1 k=1
Prova. Estipulemos, para esta prova, que o indice i percorre o conjunto [pl; o
indice j, o conjunto [p +q],,,,; e o indice k, o conjunto [p + ¢]. Sempre que um

produto, cartesiano ou tensorial, for escrito com relagdo a um desses indices,
vamos omitir seus parametros de definicao.
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Considere o diagrama comutativo

(@:M;) x (@;M;) =25 (®:M;) ® (®;M])

2 2
Qr My, - ®rMy,
v | I
X My, - (®iM;) @ (®;M;)
onde
®2 ((®im;) x (®;m;)) = (®im;) ® (®;m;)
€

Qptq (Xpmp) = @pmy,

sao as aplicagoes que respondem pela propriedade universal dos produtos ten-
soriais (®;M;) ® (®;M;) e @My, cujo isomorfismo queremos mostrar, e 3 e
 sao os homomorfismos A—lineares induzidos, respectivamente, pela aplicacio
A—Dbilinear b dada por

b((®im;) x (®;m;)) = @k
e pela aplicacdo A, (p + ¢) —linear f dada por
[ (xemie) = (@ims) @ (®;my;) -
Temos entao

B ((®@imi) @ (®;m;)) = @kmy

¢ (®rmi) = (@im;) ® (®;m;)
donde segue, por A—linearidade, que
pof=id em (®;M;)® (®;M;)
ﬂogo:id em ®p M.
Isso conclui a prova de que (®;M;) ® (Q,;M;) ~ QxMy. =
A proposicao anterior garante que podemos construir o produto tensorial de ¢

modulos por sucessivos produtos tensoriais de dois médulos. Mas precisamente,
temos o seguinte 6bvio

Coroldrio 7 M1 ®--- @ My~ (--- (M1 @ Ma) @ M3) ® ---) ® M,

Doravante, denotaremos simplesmente por ® a aplicacao bilinear ¢ : M X
N — M ® N que responde pela propriedade universal do produto tensorial de
dois moédulos.

Além de associativo, o produto tensorial é comutativo, no seguinte sentido.
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Proposicao 8 Dada uma permutacio o € Sy, vale o isomorfismo
My1y @+ ® My =~ My ® - @ M,

Prova. Gragas ao coroldrio anterior e ao fato de que toda permutagao o € S; é
uma composi¢do de transposigdes, basta provarmos que, dados A—mdédulos M
e N, tem-se

M®N~N®M.

Considere o diagrama comutativo

®

MxN — M®N
fl lw
®T l’Y

onde ¢ e v sdo os homomorfismos A—lineares induzidos, respectivamente, pela
aplicacoes bilineares f e g, dadas por

f(mn)=n®m e g(n,m)=mQen.

Assim, temos
p(men)=n®@mey(n®m)=maen,

donde, por A—linearidade, segue que

yop=1id em M N

poy=1id em N®@M.
Isso conclui a prova deque M @ N~ NQ M. m

Proposigao 9 Dado um A—mddulo M, vale o isomorfismo A ® M ~ M.

Prova. O homomorfismo A—linear A : AQ M — M induzido pela multiplicagao
3 esquerda do médulo!!,

(a,m) € AX M — am € M,
tem como inverso o homomorfismo A—linear p: M — A ® M dado por

p(n)=1xn.

I A acdo do anel comutativo A sobre o médulo M, dada por uma multiplicacio & esquerda,
é bilinear:
(a+bc)ym =am +b(cm)
a(m+bn) =am+ b(an)
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Com efeito, temos
Alpn)=A(1®n)=1-n=n

p(Ala®@m)) = p(am)=1® (am)
= (a-)@m=a®@m.

Proposigao 10 Vale a distributividade do produto tensorial com relagdo a soma
direta, i.e., dados A—mddulos L, M e N, vale o isomorfismo

LeMeN)~(LeoM)® (L®N)
Prova. Definamos uma aplicagao
B:Lx(M®N)— (LM)®(L®N)
pela extensao A—bilinear da regra
B(l,m@&n)=(I(®m)®(®n).

E fécil convencer-se de que a aplicacio A—bilinear B fica assim bem-definida.
Pela propriedade universal do produto tensorial, sabemos que existe um homo-
morfismo A—linear

B:LRIMeBN)— (LOM)® (L& N)
que satisfaz
Bl@men)=(1xm)®(®n).

Vamos mostrar que § é um isomorfismo A—linear. E facil convencer-se de que
a regra
C(kem)d(len)=kx (md0)+1® (0&n)

define, por extensao A—linear, uma aplicacao
C:(LOM)®(LOIN) > L (M@®N).
Agora note que

Cop)(l®@(men)) = (((lom)a(en))
= l®@(ma0)+1l®(0&n)
= l@(ma0+0dn)
[®(men)
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Bol)(keom)d(lon) = Bk (m®0)+Ix(0&n))
= Bkeo(ma0)+8(12(0&n))
= (koam)®0+0s(I®n)
= (kem)e (®n).

—1 .
Isso mostra que ( = ", o que conclui a prova. m

Proposigao 11 Sejam £ uma base para o A—mddulo M e F uma base para
o A—mddulo N. Entdo, a famiia €@ F = {e ® ¢}.ce 4er € uma base para o
produto tensorial M Q@ N.

Prova. Devemos mostrar que £ ® F é um conjunto gerador linearmente inde-
pendente de M ® N.

Para ver que M @ N = span (€ ® F), sejat € M @ N. Por defini¢do, existem
p € N e elementos my,---,my, € M e ny,---,n, € N tais que

p
i=1

Ora, como £ e F sao bases, entdo, para cada i € [p], existem r;,s; € N,
al aj’,bi, - b e Aeel, - el €€ ey, ¢y €F tais que

i @ 505,
T4 S
= E a;g; e mn;= E b o,
j=1 k=1

Logo, devido & bilinearidade de ®, temos

Ty  Sq

t—zzzcﬂb’“ (e @ o) -

i=1 j=1k=1

Considere agora a combinagao A—linear nula

S5 6k (5@ ¢y) =0,

j=1k=1

onde €1, ,&, €E e ¢y, ,p, € F, e vamos mostrar que ¢/¥ = 0 para todos
jelr],kels].

Dados p € [r] e v € [s], defina a aplicacdo bilinear b** : M x N — A por
seus valores nas bases £ e F como

1, see=¢,ep=09,
0, caso contrario

.
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Entao, o homomorfismo A—linear *” : M ® N — A induzido por b*” é tal que
B (ej @ ¢y) = 650k
Aplicando 8*” a combinagao A—linear nula acima, obtemos

BUAN D e | = YD I (0 0)

j=1k=1 j=1k=1

zr: Z Irehsy =,

j=1k=1

donde ¢*¥ = 0. Isso encerra a prova. ®

Essencialmente o mesmo argumento dado para o caso ¢ = 2, prova o caso
geral, que também poderia ser obtido como um coroldrio da proposigao anterior
via coroldrio 7. A saber, vale a seguinte

Proposicao 12 Se cada A—mddulo M; da lista My,--- , M, admite uma base
&;, entdo, a familia

®i & ={a1® - ®eq}

e1€E1, ,qugq

é uma base para o produto tensorial ®?:1Mj.

Coroldrio 13 Se cada A—mddulo M; da lista My, --- , My possui posto (finito)
d;, entdo o posto do produto tensorial My ® - - @ My é dy ---dy.

Seja M um A—mdédulo e, dado ¢ € N, considere a sua g—ésima poténcia
tensorial
RIM= M®---® M.
—_———

q fatores

Note que ®'M = M. Convencionemos ainda
M = A.
Considere as aplicacdes bilineares!?

Qpg: PM x @IM — @P+tdM
(m,n) = M Qpe N

definidas pela extensdo A—bilinear da regra

(M- @myp) Qpg (M P+ BNg) =M1 @ QMp ANy @ -+ - D Ny.

12No caso p = 0, definimos a ®gq m = am.
p ) q
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Defina o0 A—mdédulo

R°M = QP M
p=0
e considere a aplicagdo A—bilinear ® : ®°*M x ®*M — ®°*M definida pela
extensao A—bilinear da regra

men=m®pn, Ymée&'M, nec@lM.

O anel graduado (®°*M, +,®) serd chamado a dlgebra tensorial contravari-
ante do médulo M. Os elementos de ®°*M serao denominados tensores con-
travariantes de M. De maneira inteiramente andloga, podemos definir a dlgebra
tensorial covariante do médulo M como o anel graduado (R°*M*, +,®), cujos
elementos serdo denominados tensores covariantes de M.13

Dados p,q € Ny, definimos o A—mdédulo dos (p,q) —tensores de M pelo
produto tensorial

T (M) = (&"M") ® (M)

Dados ainda r, s € Ny, definimos a aplicagao bilinear

@I T (M) x T (M) — ng: (M)

pela extensdo A—bilinear da regra
((@fm’) ® (&52my)) @ (@km™") @ (2me))
= (s m) © (21im,).

Defina entdao o A—modulo

e a aplicagdo A—bilinear ® : T (M) x T (M) — T (M) dada pela regra
tou=tu, VteTI(M), ueTl;(M).

O anel bigraduado (T (M), +,®) serd denominado a dlgebra tensorial do mé-
dulo M. Seus elementos sao ditos tensores de M. Um elemento t € T, (M)
é chamado um tensor p—covariante e q—contravariante, ou simplesmente um
(p, q) —tensor.

Proposigao 14 Suponha que o A—mddulo M admita bases € = (€1, ,€q) €
E = (&1, -+ ,€4) que se relacionam por
— A)\*
Ep = DpEN (13)

130u seja, os tensores covariantes de M sao tensores contravariantes do A—médulo dual
M* = Hom 4 (M, A).
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Sejam £* = (51, e ,5d) e& = (517 e ,Ed) as respectivas bases duais em M*.
Set € T (M) se escreve como as combinagoes A—lineares

b=ty e @ R Ry, @ ®Ey,

ANy _ _ _
t = tplln-p:&_pl ® - QEPa R Ex, ®"'®5/\p7

entao seus coeficientes se relacionam por
SRR VR AVg A AL Ap P17 Hp
tpllor = AL "'APunl ...Auptl,l,.iuq7 (1.4)

onde A = (Z_Xé) é a matriz inversa de A = (A;) em Mgxq (4).

Prova. Comegamos descrevendo completamente o relacionamento entre as
= —%
bases &£, £, £* e £ . Escrevendo

i-_ioé:]\gé“g
temos
_ Az
€, = Aﬂs,\
= AMASe,
e
Eu = ]\26)\
.
= AjASE,
donde
AVAN _ AVUAN _ SV
A)\AﬂfA/\Aﬂféw
ou seja,

AA = AN =1,

onde A = (A;) A = (A;) € Maxa (A).
A base dual £* = (81, e ,5’”) em M™ é definida por

et M — A
g, 0N

Verifica-se por inspe¢do que se trata mesmo de uma base para M*. Escreva
vV _ JVU=p
e =LjE
e aplique sobre ¢, = Af;F:A obtendo, por um lado

e (en) = 5;
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e, por outro,

e’ (en) = LY&° (Aﬁéx)
(

donde
LYA, =6,

e, logo,
LA =1,

o_nde L= (L;) € _J\/[dxd (A). Ora, multiplicando a ultima equagao & direita por
A, obtemos L = A. Assim, tem-se

e” = Ay’ (1.5)
Substituindo (1.3) e (1.5) na expressao

Y 0 R N 21 v
t=t, e @ ®TRE, B ®E,

e explorando a multilinearidade do produto tensorial, obtemos
t=Apt Ayt AR ARPELIIEN © - ®EQEN ® - BB,

Comparando com a expressao

[ S W _ _ _
t=1, 7" @ - QT REN @ QE,

P

por meio da proposi¢ao 12, segue a tese. ®

Historicamente, a lei de transformagdo (1.4) para as componentes de um ten-
sor foi a motivagao para a terminologia dicotomica “contravariante-covariante”.
Note que as componentes de um elemento

m=ate, =a‘Ex € M =Ty (M)
transformam-se de acordo com a regra
XA AA
a’ = Aua
ao passo que as componentes de um elemento
f=be" =be’ € M* =T (M)

seguem a férmula
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Ou, em forma matricial, temos

No caso em que M é um médulo livre, dados p,q € N, 7 € [p] e j € [q],
definimos a (4, j) —contracao de (p, q) —tensores pelo homomorfismo A—linear

CI T8 (M) — T} (M)

determinado pela regra

O3 ((@_ym*) © (@1, my)) = m (m;) (®k m ) ® (®g_1ml) .

ki I#j

Decorre diretamente da definicdo a seguinte propriedade.!

Proposic¢ao 15 Suponha que 0 A—mddulo M admita uma base E = (1, ,€4).
Entao, set € Ty (M) se escreve como a combinagio A—linear

t=t, e @ @R, @ ®Ey

seu tensor (i,7) —contraido C} (t) se escreve como

R AR g
Vit Vi—1AViq1 Vg

51’1®...®gl/\i®...®gl’q®gul®...®5’N\j®...®gup.

Para encerrar esta secao, serd bom notar que, quando M admite uma base
finita, todo tensor ¢ € T (M) pode ser encarado como uma aplicagio A, (p + q)
- linear

t: MX---XMXM'x---xM* — A

definida por
t('le,"' anpvnlv"' ,nq)

k
=Y " mj(n)®@---@mk (ny) @n' (mj1) @~ @nP (M),
=1

MTembrando que, pela convencdo da soma de Einstein, temos

ISR NPV PN Mp _ CHG 1>\M]+1
t A t A
V1V 1AV V1AV
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onde
k
t:Zm}®"'®mzj)®mj,1®"'®mj,q-
j=1
E facil ver que essa associacio é um epimorfismo A—linear. Por igualdade de

postos (finitos) sobre A, temos que se trata de um isomorfismo A—linear

TH(M) ~ Lo (prqy(M,--- M, M*,--- ,M*; A).

p

1.3 Produtos simétrico e antissimétrico de um
moédulo

A proposicao 8 nos diz que cada permutacao o € S, induz um isomorfismo
A—linear

(.)U: M1®...®Mq N MU(1)®...®MU(q)

t — A
dado pela extensdo A—linear da regra
(M1 ® - @mg)” = mg(1) @+ @ Mo(g)-

Desse modo, dados um A—mdédulo M e g € N, vemos que o grupo de permu-
tagoes S; possui uma agao livre trasitiva

(®IM) xS, — @IM
(t,o) .

no A—médulo ®4M, ou por outra, que hd uma representagdo do grupo de
permutagoes S, no grupo de automorfismos A—lineares de ®?M dada por

Sy — Auts (®IM)
o ()” '

De fato, sejam o,p € S, e

k
t:ZmM@’”@mi,q € ®'M
i1
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e temos
k 7\ 7
) = ((Z mip® @ m) )
=1
A P
- (Smaeomr)
=1
i P
= (Z Mo (1) Q- ® mi,U(Q))
=1
k
= Z m; o 1)® ®mi,U(Q))p
i=1
k
= Zmi,a(p(l)) & - @ Mo (p(q))
k
= Zmi,(op)(l) Q- My (ap)(q)
i=1
k
= (ml 1 Q- Q@m,; q)gp
=1
k ar
= (Z mi1 & ® mz,q)
i=1
= top
ie.,
() =1

Dado ¢ € N, definimos os endomorfismos A—lineares symm e skew de ®?M
por

symm (t) = — Z t°

onde sgn : S; — {£1} & o homomorfismo de paridade.'®

Chamamos symm de (operador de) simetrizacdo e skew de antissimetriza-
¢ao, e definimos a q— ésima poténcia simétrica de M e a q— ésima poténcia antis-
simétrica (ou alternada) de M, respectivamente, pelos seguintes A—submdédulos

15 Considere {41} como grupo multiplicativo e¢ defina sgn o como (—1) elevado ao nimero
de inversdes exibidas pela permutacdo o. Ver proposi¢ao V.10.10 de [Garcia-Lequain].
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de ®IM:
VIM = symm (Q1M)
NM = skew (M)

Note que VIM = A'M = M, pois symm = skew = idy quando ¢ = 1.
Convencionaremos ainda VOM = A\°M = A.

Os tensores ¢t € symm (®IM) sdo ditos simétricos, ao passo que aqueles
em skew (RIM) sdo chamados antissimétricos ou alternados. Denotaremos
symm (m1 ® --- @ myg) por my V -+ V my e skew(my ®--- @ myg) por my A
e A mq.

Vejamos algumas das propriedades bésicas de VIM e N1 M.

Proposicao 16 Dado o € Sy, valem as regras

Mu1) Vo VMg =ma V- Vmy

Me(1) N NMgq) = SgN 0 M1 A -+ AMyg.

Prova. As férmulas acima resultam do fato de que, fixado o € S, a aplicagao
p — oo p éuma bijecao do grupo S, em si mesmo. Desse modo, temos

1
Mo(1) Vo Vigq) = 4 Z Mo (p(1)) @+ & Mg (p(q))
pPES,

1
= Z Mop)(1) @ @ M(op)(q)
" pES,

1

i mel)@'“@mp(q)
.pESq

= ml\/~~\/mq

1
Moy N Aoy = — Z 8GN P Mo (p(1)) @+ @ Mg (p(q))
" pES,

1
= 0 Z (sgn 0)%sgn p M(op)(1) @+ @ M(ap)(q)
' PESq +1

1
= sgno— Z (sgn o sgn p)m((,p)(l) @ @ M(sp)(q)
q: cs N—————
PERq sgn op
1
= sgn U—! Z Sgn p Mp1) @ -+ @ My(q)
pPES,
= sgnomi/N---Nmy
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Coroldrio 17 Se existirem i,j € [q] distintos tais que m; = mj, entdo my A
- Amg =0.

Prova. Suponhamos, para fixar idéias, que seja i < j e temos

miA-Amg = miA-Amy A Amg A Amy

sgn (ij)mi A--- Amy
= (=1)miA---Amyg,

donde m; A---Amy=0. =

Uma condig@o necessiria e suficiente para que um tensor ¢t € ®IM seja
antissimétrico (respectivamente, simétrico) é a igualdade skew t = t (resp.,
symm t = t). Nesse caso, temos symm t = 0 (resp., skew t = 0), salvo quando
q = 1. Com efeito,

Proposicao 18 Os operadores skew e symm sao idempotentes e além disso,
se q > 2, temos skew o symm = symm o skew = 0.

Prova. Mostraremos primeiro que skew o skew = skew. Seja t € ®1M . Temos

skew (skew (t))

1 g
skew a Z sgn o't
oES,

1 g
=4 Z sgn o skew (t7)

o€S,
— 1 1 tO’ 14
=4 ngnanSgnp( )
0ES, PES,
1 1 op
= 2 g 2 s (on)t
oc€S, T pES,
1 1 i
= 4 > Pl > sgn Tt
oc€ES, TES,
1
= 4 Z skew (t)
0€S,
= skew(t).

Na quinta igualdade, usamos o fato de que, para cada o € S;, a aplicagao
p — op & uma bijecao.
De forma inteiramente andloga, vé-se que symm o symm = symm.
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Por fim, calculamos

1 o
symm a Z sgn ot

" 0€eS,

symm (skew (t))

1 o
= ] Z sgn o symm (t7)
oES,

1 1 )
= P Z sgn o— Z (t7)

0E€S, T PES,

(3)S Somoen

o€Sy pESy

Seja 7 € S, uma transposi¢ao de dois elementos'® (p.ex., 7 = (12)). Tem-se
sgn T = —1. Usando o fato de que as aplicagoes £ — 7& e n — n7 sao ambas
bijecoes de S, em S, obtemos entao

symm (skew (£)) = (1)2 S sgno

|
& 0€S, pES,

2
= <1'> % Z Z (sgn ot®™P) 1 sgn (o) t(”)p)

T 0ES, pES,

2
1 1
(q') 3 E E (sgn ot®™" — sgn ot7")

0€S, pESy

= 0.

De modo inteiramente andlogo se vé que skew o symm = 0. ®

Corolario 19 Se ¢ > 2, entio (VIM) N (AM) = (0).

Proposicao 20 Se M admite uma base finita € = (1, -+ ,€4), entdo as familias

q — . .
VIE ={ei, V vela}lgz’lgizgmgiqu

NIE = {Eh N NEig }1§i1<i2<~-<iq§d

constituem bases para VIM e N1M, respectivamente. Em particular, temos

d+q—1
q

(9), seq<d

dimy VIM =
A ( 0, sed<gq

) e dimAAqM:{

16F aqui que entra a hipétese de ser g > 2.
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Prova. Que os conjuntos V4€ e A€ assim definidos geram VIM e A1M , respec-
tivamente, é matéria de pequena reflexdo. A cardinalidade desses conjuntos de
geradores requer argumentos de contagem que omitiremos por brevidade. Fica
faltando apenas provar suas independéncias lineares.

Dados ji < -+ < jq € [d], seja @71 € Homy (®7M, A) o homomorfismo
induzido pela aplicacdo A, g—linear f71"Ja : x9M — A definida por

j1-+J. jl .j(]
f]l Jq (6i17"' 761: ) 6i1 ...61; .
E f?iCil convencer-se de que

o 1 . .
_ J J
QIIa (&‘il /\.../\&‘iq) = a‘sii 5;
ara todos i, < --- < i, € [d]. Aplique entdo 71"« sobre a combinacdo
P q phq 2 G
A—linear nula
Z all"'lqgil/\.../\giq =0
1< <ip < <ig<d
e obtenha
I =,

A argumentagao para VIM ¢é inteiramente andloga. m

Assuma daqui pra frente que 0 A—médulo M admite uma base finita £ = (g1, -+ ,£4).
Considere as aplicacoes bilineares!”

Apg: ANPM x NIM  —s APTOMf
(m,n) = M Apgn
definidas pela extensao A—bilinear da regra
(MiA-AMp) Apg (ML A Ang) =mi A=~ Amp Ang A=+ Ang.

Defina 0 A—mdédulo

o0 .
ANM=d N M
=0

e considere a aplicaggo A—Dbilinear A : A*M x A*M — A*M definida pela
extensdo A—bilinear da regra

mAR=mApen, YmeANM nenNM.

O anel graduado (A®*M,+,A) serd chamado a dlgebra antissimétrica (ou exte-
rior) do médulo M.

Proposigao 21 Vale a sequinte regra de comutagao para a dlgebra antissimétrica
de M :
mAn=(-1)""nAm

para todos m € A\PM, n € NIM.

1"No caso p = 0, definimos a ®gq m = am.
p ) q
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Prova. Por A—bilinearidade do produto alternado A, basta provarmos a tese
param =¢; A---Ag;, en=c¢j N---A¢gj,. Temos

mAn=(nAm)’,
onde o € S,44 é a composigao de pq transposigoes, e, portanto, sgn o = (—1)".
Ora, pela proposicao 16, temos

(nAm)” = (=)’ nAm.

De maneira inteiramente analoga, podemos definir a dlgebra simétrica do
médulo M como o anel graduado (V*M*,+,V). A proposi¢ao 16 nos diz que
esta dlgebra é comutativa, i.e., vale m V n = n V m, para todos m,n € V*M.

Dados p, ¢ € Ny, defina
SPI(M)=(VPM) ® (NTM).
Dados ainda r, s € Ny, definimos a aplicagdo bilinear
o P9 (M) x §™F (M) — SPERIEE (M) (M)
pela extensdo A—bilinear da regra
(V) ® (AT_ymy)) o2 (Vi) © (Aymys)

= (ViZim') @ (AfZimy)

Considere entdo o A—mdédulo

S(M) = i;’éosw (M)

e a aplicagao A—bilinear o : S (M) x S (M) — S (M) dada pela regra
CoD=ColiD, VYCeSP' (M), DeS"*(M).

O anel bigraduado (S (M), +,0) serd denominado a superdlgebra do médulo
M. Seus elementos sdo ditos tensores supersimétricos de M. Um elemento
C € SP1 (M) é chamado um tensor p—simétrico e q—antissimétrico, ou sim-
plesmente um (p, q) —supertensor.

E imediata a seguinte
Proposicao 22 Vale a sequinte regra de comutacao para a superdlgebra de M :
mon=(-1)"nom

para todos m € SP4 (M), n € S™° (M).



Capitulo 2

Topologia dos fibrados
vetoriais

O conceito de fibrado surgiu em meados da década de 1930, nos trabalhos
de H. Whitney, H.Hopf e E. Stiefel, e se mostrou desde logo uma rica fonte de
aplicacoes da topologia & geometria diferencial.

2.1 Nocgoes basicas

A definicao de fibrado vetorial admite as versoes real e complexa. Como
ambas nos interessam, unificaremos a linguagem nesta se¢ao por meio do simbolo
F que poderd significar R ou C. Em cada caso, as aplicagoes lineares as quais
nos referirmos deverao ser entendidas como aplicagoes F—lineares.

Definigao 23 Sejam E um conjunto, M uma variedade diferencidvel e w :
E — M uma aplicagdo sobrejetiva. Dizemos que (E, M, ) é um F—fibrado
vetorial n—dimensional quando existe uma cobertura aberta U de M e uma
familia {py} ey de bijegoes

oy UxF" — 771 (U)
satisafazendo

37
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i) m(oy (x,v)) =2,YU € U,Vz € U Yv € F", i.e., comuta o diagrama

Yu
U x F» — 7 (U)

pri ! ! ™

U — U
id
ii) dado x € U € U, defina a aplicagio (obviamente bijetiva, devido a
condigdo anterior)

ou.: FTo— w7l (x)
v ey, (V) = ey (e,0)
Dadoz € UNV, com U,V €U, a aplicagao
fvu(x): F* — F
v fvu@) v =epl (ep. ()
é um automorfismo linear de F", i.e., fyy () € GL(F™), Ve e UNV.

i) fyy : UNV — GL(F™) é uma aplicagao suave para todos U,V € U
tais que U NV # (.

E ¢ dito espaco total, M é dita a base, w é chamada a projecao ao longo das
fibras, e F™ é dito a fibra-modelo do fibrado (E, M, ), que denotaremos apenas
por E, quando nao houver risco de confusio. Dado vz € M, 7= (z) = E, é a
fibra sobre o ponto x (ou de base x).

Uma familia {(U, o)} ey satisfazendo (i), (i4), (iii) é dita uma trivializa-
¢ao do fibrado E. Cada seu elemento (U, ¢y ) é dito uma trivializagdo local de
E. Cada U € U é dita uma vizinhanga trivial de E (ou, mais propriamente,
da base M ). Dizemos que o fibrado (E, M, ) é trivial quando admite M como
vizinhanca trivial.

A aplicagao fyy é chamada fungdo de transicdo de U para V.

Exemplo 24 (alguns fibrados triviais) O plano R? pode ser visto como um
fibrado real unidimensional (RQ,R,TF) de base R, com projecio m = pri. A
trivializagao é dada por {(R,id)}, onde

id:RZ=R xR — 7! (R) =R?

Também o cilindro C = S' x R é um exemplo trivial de fibrado unidimensional
(C’,Sl, 77), este tendo o circulo St por base. Aqui também 7 = pri. Sua trivial-
1za¢do pode ser dada pelo singleto {(Sl,id)}, onde

id020251XR—>7T71(Sl):C
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Comentemos um pouco a defini¢do acima.

A condigdo (i7) da defini¢ao acima significa que cada fibra F, admite uma
estrutura de espago vetorial de dimensao n sobre IF, que é induzida pela estrutura
F—linear de F" via uma trivializacao local. De fato, seja x € U € U e defina na
fibra F, a adigao

by: FE,xE, — E,
(a) = pova =pu.(euh ®)+ e @)
e a multiplicagdo por escalar
oOv: FxE, — FE,
(@p) = aGup =¢u, (aprl (@)
Vé-se sem dificuldades que essas operagoes satisfazem os axiomas de espago
vetorial sobre I, com elemento neutro da adicao dado por ¢y, (0) e inverso

aditivo de p dado por ¢y, (—cpﬁ}z (p)) Entéo, E, y = (E;, ®v, Ou,F) ¢ um

espago vetorial de dimensao n sobre o corpo F. Com efeito, dado p € E, existem

tinicos escalares !, --- ,a™ € F tais que se pode escrever

gpl;,lac (p) = Ollel —|—...+anen
(pl_]}"c (@U,z (alel)) + .o+ 905}"5 (‘pU@ (Oénen))

onde (eq,---,e,) ¢ a base canonica de F". Portanto, aplicando ¢y, e explo-
rando a definicao de ®y e Oy, vem

p = gu.(ate) ®u - Su oy, (@ en)

PU.z (CYl‘PE,lx (<PU,x (61))) Qv - DU Py (an%?,lx (<PU,1- (en)))
(al OU Pu.e (61)) Guv - Du (OZ" OU Py.e (en)) )

. . n ,
com o, .-+, @™ unicamente determinados. Portanto, (¢p, (€N>)u—1 é base de

E. v, donde dimg B,y = n.

A propriedade (i¢) garante ainda que essa estrutura F—linear de E, nao
depende da trivializagio (U, @) escolhida. Com efeito, suponha que x € UNV/,
com U,V € U, e aplique gp(,’lgc a

POUI= Py (%}L (p) + n (q))

com vistas a obter

oL poUq) = (soa,lm ° </>U,m) (so&lx (p) +ul, (q))
—_———
fvu(I)EGL(F")

= (vvhovu) (voh @) + (#0h o vua) (w0 @)

evn (P) + vk (a),
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donde

POUI= Py, (@&,11 (p) + Py (q)> =payq.
Analogamente, temos

pvs (@OUp) = (so;,i ° wy,m) (asoﬁ,lz (p)>

-~ 7
fvu(z)EGL(F™)

= « (‘P;’,lz ° @U,x> (@E,lx (p))
= apyl (p),
donde
_ —1 _
aOup= ey, (D) (wm (p)) =aGyp

para todo escalar @ € F e todos pontos p,q € E,. Doravante, sempre que
precisarmos nos referir & estrutura linear de uma fibra, usaremos os simbolos
convencionais + e -, sem indices ou adornos distintivos.

Dado z € M, ponhamos ¢y, . (e,,) = e, (U, z) para cada p € [n] e denotemos
por £ (U, z) = (e, (U, m))Zil a base de E, assim obtida. Dadas duas vizinhancas
triviais U e V tais que z € U NV, podemos escrever cada vetor da base & (U, x)
em termos da base & (V, z):

Cu (U,:L') = f:eu (‘/a x)? (21)
donde, usando as regras que definem a estrutra linear de E,, vem
@U,x (eu) = f;;(pV,x (6,/) = <pV,;C (fﬁev) .

Aplicando cp‘_/lJ: a dltima equacgao, temos

fou @) en = (¢7k 000, (60) = Few, (2.2)

ou seja, a matriz (f) de mudanga da base € (U, z) para a base & (V, ) é tao-
somente a matriz de fyy (z) segundo a base canonica de F™:

[ids, |50 = v ()] (2.3)

Dai se vé que as fungoes de transicao fyyy do fibrado vetorial E satisfazem
as seguintes condic¢oes de cociclo:

fwv (z) o fvu (z) = fwu (2) (2.4)
Ve e UNV NW. Com efeito, aplicando (1.1) e usando (2.3), temos

[fwv (@) o fvu ()] = [fwv (@)][fvu (@)]

. E(V,x) 1. E(U:
= lidg,lsws) lide, J5(0)

— y S(U)x)

= [fwu (2)].
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E 6bvio da definicio fy v (x) = go‘j,lz ° Py, que

fUU (SU) = Z'd]Fn. (25)

Note, no entanto, que tal propriedade das fungoes de transigao decorre imedi-
atamente das condigbes de cociclo (2.4), fazendo U =V =W em (2.4).

A trivializagdo {(U,¢y)}yey do fibrado E = M induz uma estrutura
diferencidvel natural no conjunto F, segundo a qual a projecao m é suave e as
trivializagoes ¢; sao difeomorfismos. Com efeito, podemos supor, sem perda
de generalidade', que cada aberto U da cobertura I/ de M estd equipado com
um sistema de coordenadas v¢;; : U — Uy C R™, e definir nosso candidato
Uy a sistema de coordenadas de E sobre m—1 (U) como a aplicagio que torna
comutativo o seguinte diagrama.

Yu
U x F» — 71 (U)
(Yy,id) ! ! Yy (2.6)
Yy (U) x " — ¢y (U) X F"
id

Trata-se, evidentemente, de uma bijecio Wy entre 71 (U) C E e o aberto
Yy (U) x F* de R™T" (caso F = R) ou R™*2" (caso F = C). Vejamos como
ficam as mudancas de coordenadas

Uy oW, i by (UNV) x F" — 4hy, (UNV) x F™.

\IIV (\Ijl}l (yvu)) =

(v, id) Wv Pu (¢U 7Zd) (y,u)

( Vde) oviey (@,u)  (aqui, by (z) = y)
(w (wvz sOU,z)-U)

(Vv (2), fVU( ) u)

(1/’ ( )fVU(d}U())')'

Portanto, ja que 1/1V,1/J51 e fyy sao suaves, temos também Wy o \Ila1 e C*.
O atlas {(w’l (U) ,\I/U) }Ueu assim obtido torna E um variedade diferencidvel
de dimensao m + n, se F = R, ou m + 2n, se F = C, sendo m a dimensao da

1Sejam U e V coberturas abertas de M, {(U, vu)}yey uma trivializagio do fibrado
(B, M,7) e {(V,9¥y)}ycy um atlas para M. Considerando as intersegdes nao-vazias do tipo
UNV, erestringindo as aplicagoes ¢y e ¥y, adequadamente, obtemos uma nova trivializagao
{W, o) }wew de E e um novo atlas {(W, %y )}y cyy para M ambos baseados sobre o
mesmo conjunto de abertos W = U NV. Com efeito, W={UNV; U el eV €V} ¢ ainda
uma cobertura aberta de M, 7~ (UNV) ==L (U)N7~ L (V), oyny = ¢y : (UNV)xF? —
=1 (UNV) é uma trivializacdo local e ¥yny = @y : UNV — hy, (UNV) é um difeomor-
fismo.
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variedade-base M e n a dimensdo da fibra-modelo F".2 Segundo essa estrutura
diferencidvel, as trivializacdes o, sdo difeomorfismos® e a projegao 7 é de classe
C°. Com efeito, a expressao local

TPUOWO‘I’EI 1Yy (U) x F" — ¢y (U)
é tao somente a proje¢do no fator ¢ (U) C R™:

(WyomoWy)(y,u) = (Yyomopyo (Py',id)) (y,u)

vy ((moey) (Vi (), u))

Yy (¥5' (y))  (condigdo (i) da def. 23)
Yy

Sempre que tratarmos o espago total £ como variedade diferencidvel, teremos
em mente esta estrutura diferencidvel natural, e quando nos referirmos a aspec-
tos puramente topolégicos, consideraremos em F a topologia induzida por essa
estrutura’. Por exemplo, afirmamos que o isomorfismo F—linear oy B — By
é também um difeomorfismo (e, logo, homeomorfismo) entre o modelo F" e a
fibra F,.> Com efeito, a restrigao da trivializagao local ¢y (um difeomorfismo,
como vimos) a subvariedade regular {z} x F™ de U x F"™ d4 uma bijecao sobre
sua imagem, F,, e induz sobre esse conjunto uma estrutura de subvariedade
regular de E. Que ¢, ¢ difeomorfismo, segue da evidente comutatividade do

2Convém chamar a atengdo do leitor para uma certa ambigiiidade do termo dimensdio
quando aplicado a um fibrado vetorial: um F—fibrado vetorial E de dimensdo n sobre uma
variedade-base m—dimensional M possui, como variedade diferencidvel, dimensdo n + m (se
F =R) ou 2n + m (se F = C). Poderfamos ter evitado esta confusdo seguindo o uso corrente
de dizer que o fibrado E tem posto n. Mas o autor cré que, nas poucas situagoes em que a
terminologia puder conduzir a engano, a consideragao do contexto baste para evitd-lo.

3Veja no diagrama (2.6) que ¢y € composicao de difeomorfismos.

4A topologia induzida numa variedade n—dimensional N pela sua estrutura diferencidvel
¢é obtida estipulando que A é um aberto de N se, e somente se, ¥ (ANU) é aberto de R™
para todo sistema de coordenadas (U,v¢;) de N. Os axiomas de topologia sdo facilmente
verificados para esse conjunto de abertos de N.

5Que cada fibra E; = 7~ (x) é uma subvariedade regular de E, decorre do Teorema do
Valor Regular em variedades. Ver, p.ex., Teorema 9.13 em [Tu]. Com efeito, aplicando a regra
da cadeia a identidade m = pri o ¢;~, vemos que vale

—1
Tx,p = PT1 0 <(PU )*
5P

para todo p € 71 (U), donde segue que todo z € M ¢é valor regular da projecdao canénica,

j& que ambos os fatores pri e (4,051) sdo sobrejetivos. Quanto & dimensao da fibra F, =

*p

71 (x) como variedade real, o teorema fornece

. . 1 s o n_ 3 T n __ n, se F =R
dim E; =dim7™ " (U) —dimU =dimU x F* —dimU = dimF —{ o, se F = C
Acima, no corpo do texto, damos uma prova direta disso ao exibir um atlas adaptado para
Ey.
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diagrama abaixo, onde as demais setas sao todas difeomorfismos.

{z} xF* 2% E,
1 !

U,z

F" A o

Essas observacoes permitem atinar com vérios exemplos de fibrados vetoriais:
basta escolher a variedade-base e “espetar” em cada ponto seu uma fibra (uma
variedade diferencigvel que admita um atlas unitdrio) com a dimenséao desejada.
O fibrado assim obtido serd a uniao disjunta dessas fibras. Para a regularidade
requerida, essas fibras devem estar espetadas de forma tal a permitir que se
“passeie” suavemente por elas em qualquer direciio no “interior” do fibrado®.
Exemplos de fibrados reais obtidos por esse método heuristico sdo o cilindro
(base: circulo; fibra: reta), e, mais geralmente, qualquer superficie regrada em
R3 (base: linha de estricgao; fibra: geratriz)’; a wvizinhanca tubular de uma
superficie diferencidvel no R™ (base: superficie; fibra: bola normal aberta)®; o
fibrado tangente de uma variedade diferencidvel (base: variedade; fibra: espago
tangente)g, e, em particular, a superficie tangente a uma curva parametrizada
no R? (base: curva; fibra: reta tangente)'’.

Incluiremos aqui a construcao do fibrado tangente de uma variedade difer-
encidvel, de modo a evidenciar a sua adequagao a definigao 23. Escusamo-nos,
entretanto, de fazer o mesmo com os demais exemplos acima, meramente ilus-
trativos da definigao.

Exemplo 25 (fibrado tangente) O fibrado tangente TM de uma variedade
diferencidvel M, como o proprio nome sugere, tem por base a variedade M e
como fibra de base x € M o espago tangente a M no ponto x, T, M. Podemos
concebé-lo concretamente como a unido disjunta

TM =Ugep {z} x T, M
munida da projecdo ao longo das fibras

™ TM — M
(x,v) +— x '

Vamos providenciar uma trivializagdo para T M.
Dado um sistema de coordenadas (U,i/)U = (ul, e ,um)) de M, considere,

para cada ponto x € U, a base (% z>Z;1 do espago tangente T, M. Dados dois

6 A imagem que nos vem a mente é aquela de um tapete felpudo no limite ideal em que a
densidade da distribuigao das cerdas tendesse ao infinito.

"Ver §3.5 de [do Carmo, 1].

8Ver secdo 4.1 de [Lima, 2].

9Ver capitulo 12 de [Tu].

10Ver §2.3 de [do Carmo, 1].
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sistemas de coordenadas (UM/)U = (ul, e ,um)) e (V, Yy = (vl, e 7vm)), vale
a regra de mudanga de base

0 oot 0
Jur|, = aur @ 303 27)

para todo x € UNV, com fung¢des reais x +— gZi (x) todas de classe C>°.11.
Tome uma cobertura aberta U de M por vizinhancas coordenadas (U, ;) e

escolha como candidato a trivializagdo local sobre U a bijecdo

oy UxR™ — 71 (U)

(z,are,) +—  (x,a" agu

) ’
x
onde (e1,- -+ ,em) € a base candnica de R™.

Afirmamos que a famidlia {(U, o)}y € uma trivializagio de TM. De fato,
a condi¢ao (i) da definicao 1 é trivialmente satisfeita. Além disso, para cada
zeUNV, comUV €U, temos

fru (@) (d'en) = oy, (0u. (aen))

) (use (2.7))

ie., fvu (x) € L(R™) com
oo @ = (55@),..,, =3 (v oui)) @),

154<m

Portanto, temos uma aplicagdo suave z € UNV — fyy () € GL(R™), o que
verifica as condigdes (i1) e (#1) da defini¢do ?.

Sendo cada fibra E, de um fibrado (E, M, 7) um espago vetorial de dimensao
n sobre F € {R, C}, fica perfeitamente bem-definido o espago vetorial dual E?
(dos funcionais lineares com dominio F,), bem como os espagos de k-formas
alternadas AFE? (das fungdes k—lineares totalmente antissimétricas em E,) e
os espagos de tensores T} (E,) (das fungdes k-lineares em E* e [-lineares em E.).
Substituindo as fibras originais F, por espagos de um desses tipos, obtemos um
novo fibrado vetorial sobre M. Esses sao exemplos de fibrados associados a E.

Vejamos a construgao explicita do fibrado dual E* (de fibras E}), a titulo
de exemplo.

1 Tais funcdes sdo entradas da matriz jacobiana da mudanca de coordenadas: temos

J (¢V o w;,l) Wy (@) = (gg;’. ($))1Si§m € My xom (R) para todo z € U N V.
155<m




2.1. NOCOES BASICAS 45

Exemplo 26 (fibrado dual) Tome a unido disjunta
E* = UJIEM {.’E} X E;
e defina a projecdo
7:(z,w) € E"—ze M.

Seja {(U, py) }yey wma trivializagdo de E.
Dado x € U € U, consideremos a base & (U,x) = (e, (U,2) = ¢y (,e4)),_,

do espago vetorial E, e a sua base dual'®> em E*, £ (U,z) = (e* (U, m))Zzl.
Para cada U € U e cada x € U, sdo vdlidas para todos pi, v € [n] as equagies

e’ (U,x) e, (U z) =4, (2.8)

Sendo x € UNV, sabemos que as bases € (U, x) e E(V,x) estao relacionadas
por (2.1):
ey (Usz) = [ (z) ex (V).

onde

o @)= (@) 1<z

1<5<n

Procuremos saber como se relacionam as bases duais £E* (V,z) e £* (U, z). Para
1880, vamos avaliar o funcional linear

e (V,z) = gy (z)e” (U, z)
em e, (U, x), obtendo, por um lado

e (Vo) -e, (Uyz) = e (V,z)- f) (z)ex(V,2)
V,

e por oulro
gy (@) e’ (U, z) e, (U, z) = g, (2) 6, = g/ (2) ,
donde resulta que
e (V,x) = f}f (x) e’ (U, ), (2.9)
ou seja'?
. & (V,x
[idl5. ) = [fvu (@)].
Dado U € U, admita como candidato a trivializagao local sobre U a aplicag¢do

py: UxF* — 71 (U)
(xawueu) = (xawueu (Uv x)) ’

120u seja, a base de E definida justamente pelas equagoes (2.8) abaixo.

I3Note que U e V aparecem aqui em ordem inversa aquela de (2.3).
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Afirmamos que a familia {(U, o)}y € wma trivializagao de E*. De fato,
a condicao (i) da defini¢io 1 é trivialmente satisfeita. Além disso, para cada
xeUNV, comUV €U, temos

fUV () (wpey) = Q_Dl_]lx ( (wrew )

= @Elm(wu (V,x))
(Wl () €” (U,z))  use (2.9)

= Sy (@wuen

s0U1:

i.e., fuv (z) = Co[}lx ooy, € L(F"). Em particular, comparando as equagoes

fvu () e = [ (x)e,
com

fov (@) -en = fl (2) ev,
obtemos

[fov (@)] = [fvu (@)]". (2.10)
Portanto, temos uma aplicagio suave x € UNV +— fyv (x) € GL(F"), o que
verifica as condigoes (i1) e (iii) da definigdo 1.

Exemplo 27 (produto tensorial de fibrados) Sejam (E,M,n) e (F,M,p)
F—fibrados vetoriais sobre uma mesma base M.
Tome a uniao disjunta

EQ®F =Ugem {2} X (Ey @ Fy)

e defina a proje¢cao
II: (z,t) e EQF — x € M.

Sejam {(U, o) }yeu € {(U,%y)} ey as respectivas trivializagoes sobre o
mesmo conjunto de vizinhancas triviais

oy UxF* — 771(U)
vy UxFr — p~ (V)

Dado x € U € U, consideremos as bases € (U, z) = (e, (U, ) = ¢y (z, e#))u 1

do espago vetorial E, e F (U, z) = (€, (U, z) = ¢y (=, e,,))ff:l do espago vetorial
F, e a sua base-produto'® em E, @ Fy:

= {eﬂ (U, 33) ® ey (Ua x)}#e[n],VG[k] :

1A hipétese adicional de que as trivializacbes de E e F estejam baseadas sobre a
mesma cobertura aberta U de M nado importa qualquer perda de generalidade. Com
efeito, se {(U,vp)}tyey © {(Vidy)}yey sdo trivializagoes de E e F respectivamente,
entdo também o sdo os refinamentos {(W,op )}tyey ¢ {(W, 0w )}wew onde W =
{UNV #0; Uel, VEV}, pyny (respectivamente ¢rrqy) € a restrigdo de ¢rr (resp. ¢y,)
a (UNV)xFn".

15Ver proposicao 11.
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Sendo x € UNV, sabemos que as bases € (U, x) e E(V,x) estio relacionadas
por (2.1):
e (U,z) = f (z) ex (Vi)

onde

o @)= (£ @))icn

1<j<n
e fvu (z) = ‘P\_/,l;EOQOU,x € GL (F™) é fungao de transi¢ao do fibrado E. Analoga-
mente, as bases F (U,x) e F (V,x) estao relacionadas por (2.1):

ey (U,z) = g) (x) ey (V, ),

onde

avv @)= (o @) 1<se

egyu (z) = dJ‘_,lw oty € GL (]Fk) é funcao de transi¢ao do fibrado F.
Temos entao que as bases-produto T (V,x) e T (U, x) estao relacionadas pelas
equacoes

en(Uz)®e, (Ux)= f>‘( ) g (x)ex (V,z)® e, (V,z), (2.11)
ou seja, que .
[id 72 = [fov (2)] @ [guv (2)].

No que seque, identificaremos o produto tensorial F* @ F¥ com seu espaco
vetorial isomorfo F™F.
Dado U € U, admita como candidato a trivializagao local sobre U a aplicagao

Oy U x Fnk — -1 (U)
(z, t"e, ®e,) +— (x,t"e, (Uz)®e, (Ux)) "

Afirmamos que a familia {(U,®y)}y ey € wma trivializagio de E® F. De
fato, a condi¢do (i) da definicao 1 é trivialmente satisfeita. Além disso, para
cada x € UNV, com U,V € U, temos

hvu (0) - (ep@e) = BYL (Bua (e, @ e,)

o, 1 L (" ey (U z) ®eé, (U, x))

= <I>V1m (fl;\(x (x)t"ex (V,z) ® &, (V,z)) use (2.11)
)

= M (JI gg (33‘) t/wek ® €n
i.e., hyy () = <I>‘7’1$ ody, el (IE‘"’“) Em particular, comparando as equagoes

fvu (@) -en= [ (z)ex

gvu (x) ey = g (x) ey
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com
hvu () - (eu @ ey) = f2 (z) gl () ex @ e,

obtemos
[hvu (2)] = [fvu (2)] @ [gvu (2)] - (2.12)

Portanto, temos uma aplicagdo suave x € UNV — hyy (z) € GL (F"k), 0 que
verifica as condigoes (i1) e (i4i) da definicdo 1.

Os demais fibrados associados a E aos quais nos referimos acima admitem
construgoes explicitas segundo o mesmo roteiro. O teorema 35 a seguir permitird
obter esses fibrados de maneira implicita, a partir de suas presumiveis funcoes
de transi¢do. O ultimo caso que trataremos explicitamente é o da soma direta
de fibrados, ou soma de Whitney.

Exemplo 28 (soma direta de fibrados ou soma de Whitney) Sejam (E, M, )
e (F, M, p) F—fibrados vetoriais sobre uma mesma base M.
Tome a uniao disjunta

E®F =Ugenm {I} X (ET @Fr)

e defina a projecdo
P:(z,s) e E®@F—axeM.

Sejam {(U, ou) ey € {(U,%y)} ey as respectivas trivializagoes sobre o
16

mesmo conjunto de vizinhancas triviais™® .
oy UxF* — 771(U)
by UxFE — 5l (U)

pn=1
do espago vetorial E,, e F (U, x) = (e, (U,x) = ¢y (=, el,)),]f:1 do espago vetorial
F, e a sua base-soma em E, & F,:

Dadox € U € U, consideremos as bases € (U, z) = (e, (U, x) = ¢y (z,e,))

SU,z) = &Uz)dF(U,x)

_ e1 (Uyz)®0,--- e, (U,x) D0,
- 0@61(U,x),~~~,069ék(U,3:) ’

Sendo x € UNV, sabemos que as bases € (U, x) e E(V,x) estio relacionadas
por (2.1):
e (U,2) = f} (z) ex (Vi 2),

onde

[fvu (z)] = (ff (35)) 1<i<n

1<j<n

16Ver nota de rodapé 14 a pégina 46.
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e fvu (x) = <p‘7’1zoapU’x € GL(F™) ¢ fungao de transigdo do fibrado E. Analoga-
mente, as bases F (U,z) e F (V,z) estao relacionadas por (2.1):

e (U,z) = gy (x) ey (V, ),

onde 4
lgve @] = (9! (®)) 1<i<
1<j2n
egyy (z) = w;lm oYy, €GL (]Fk) é fungao de transi¢ao do fibrado F.
Temos entdo que as bases-soma S (V,z) e S (U, x) estao relacionadas pelas
equagdes
en (Uyz)®0= fj (z) (ex (V,z) ®0)

O@e, (Ux)=g)(x)(0ae, (V,2),
ou seja, que

gy = o O O T oy @)@ fouy @)

No que seque, identificaremos a soma direta F* ®F* com seu espaco vetorial
isomorfo Tk,

Dado U € U, admita como candidato a trivializagao local sobre U a aplicag¢ao

v U x Frtk — P~Y(U)
(a:, st oo, s, 5 ,§k) —  (z,(s"e, (U,x)) ® (5Ve, (U,x)))

Afirmamos que a familia {(U, Xy )}y oy € wma trivializagio de E & F. De
fato, a condigio (i) da defini¢ao 1 é trivialmente satisfeita. Além disso, para
cadax €e UNV, com U,V €U, temos

jvu (@) (s,5) = 2y, (Sva(s,5)
= By, (s"eu (U,2)) @ (5”8, (U,))
= Iy, (813 (@) ex (Vew)) @ (57g) (2) &, (V. )

» T

= (fvu(z) s, gvu (2)-5)
i.e., jyu (z) = 2‘7; oSy, € L (F™F). Logo,

bve (@)] = [fvu (@)] @ [gvu (2)] - (2.13)
Portanto, temos uma aplicagcdo suave x € UNV — jyy (z) € GL (IF”J“’“), 0

que verifica as condigées (ii) e (iii) da definicdo 1.

O fibrado dual ao fibrado tangente TM é o fibrado cotangente'™ TM*, que
preferiremos denotar por 7*M. Num certo sentido, esses dois fibrados vetoriais

17Ver secdo 17.3 de [Tu].
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sao semelhantes, uma vez que obtivemos um a partir do outro preservando a base
e transformando cada fibra, mas de forma linear e reversivel. Note que as fungoes
de transicao desses fibrados contém essencialmente a mesma informagao, uma
vez que, em cada ponto base x € UNV, [fuy (z)] ¢ tdo-somente a transposta
de [fvu (7)].

A nogéo precisa de equivaléncia de fibrados vetoriais ¢ dada pela seguinte

Definicao 29 Sejam (E, M, ), (F, N, p) F—fibrados vetoriais. Um homomor-
fismo entre esses fibrados é um par de mapas ¥ : E — F ey : M — N tais
que

1) poV¥ =1om, i.e., o diagrama abaixo comuta.

v
F —
™

2
S

1

M —
(G

2) V|E, : E; — Fy(y) € uma trasformagao linear'®, Vo € M.

Um homomorfismo que admite homomorfismo inverso serd chamado um iso-
morfismo.

Decorre imediatamente da definicao que dois fibrados isomorfos possuem
espagos totais e espagos-base dois a dois difeomorfos. Portanto, uma condigao
necesséria para o isomorfismo (E, M,7) ~ (F,N,p) é que dimFE = dim F' e
dim M = dim N como variedades, e também que suas fibras tipicas tenham
a mesma dimensao como espagos vetoriais sobre F. Em caso de isomorfismo,
podemos considerar os dois fibrados sobre a mesma base, identificando M e N
pelo difeomorfismo . Entao nos referiremos apenas ao mapa ¥ como sendo o
isomorfismo. Doravante, adotaremos essa atitude.

Exemplo 30 A trivializagao local o é um isomorfismo entre o fibrado trivial
U x F" e o fibrado local =1 (U) C E.

Exemplo 31 Todo fibrado trivial E é isomorfo ao seu fibrado dual E* via ¥ =
pop~t, onde ¢ : M xF" — E é a trivializacio de E sobre M e @ : M xF* — E*
é a trivializagao de E* sobre M induzida por ¢, como na construgao explicita
do exemplo 26 acima.

Provaremos que os fibrados E e E* sao globalmente isomorfos no caso em
que sua base comum M possui topologia Hausdorff de base enumerdvel. Ver
coroldrio 62 na se¢do sequinte.

183egundo a estrutura linear induzida nas fibras Ey e Fy(z) pelas trivializagoes de E' e F,
respectivamente.



2.1. NOCOES BASICAS 51

Exemplo 32 Nio é dificil mostrar que a faixa de Moebius'? M admite uma
estrutura de fibrado real unidimensional sobre o circulo, assim como o cilindro
St x R do exemplo ?. Entretanto, esses fibrados néo sio isomorfos, pois seus
espagos totais M e S! xR ndo sio difeomorfos. Com efeito, S' xR é orientdvel,
mas M nao é.

E 6bvio que o isomorfismo de fibrados é uma relagao de equivaléncia no
conjunto dos fibrados vetoriais. As funcoes de transi¢do fyy classificam com-
pletamente os fibrados vetoriais, no sentido do seguinte

Lema 33 (Steenrod, 1951) Sejam E —— M, F -5 M dois F—fibrados ve-
toriais de mesma dimensao n. Suponha que suas trivializagoes {(U, or)} ey
e {(U,oy) tyey contem com exatamente as mesmas vizinhangas trivializantes.
Denotemos por

va,gUV :UNV — GL (Fn)

suas fungoes de transicdo. Uma condi¢do necessdria e suficiente para que E e
F sejam isomorfos é a existéncia de mapas

Ay : U — GL(F")

tais que valham as identidades

-1

guv(z) = Av (z) o fuv () o Av () (2.14)

para todo x € UNYV.

Observagao 34 A hipdtese adicional de que as trivializacoes de E e F' estejam
baseadas sobre a mesma cobertura aberta U de M nao importa qualquer perda de
generalidade. Com efeito, se {(U, or)}yey € {(V, dv) by ey sdo trivializagoes de
E e F respectivamente, entdo também o sio os refinamentos {(W, oy ) by ey
e {W, o) hwew onde W ={UNV #0; Ucl, V eV}, oyny (respectiva-
mente ¢y ) € a restrigio de o (resp. ¢y ) a (UNV) x F™,

Prova. (=) Suponha que exista um isomorfismo ¥ : E — F. Fixemos z €
unv.

As aplicagoes ¢y, sao isomorfismos lineares entre F" e a fibra E,. As
aplicagoes Ay (z) : F™ — F™ definidas pelas composigoes

QDU,z \I}|E’fC (725(_],156
r — B, — F, — F"
u = p = g = v=fy(r)u

sdo, por construcao, isomorfismos lineares. Também estd claro da composigao
acima que A\y : U — GL (F™) é de classe C*°. Resta verificar que a condigao
(2.14) é satisfeita. De fato,

A (@) fov (@) Av (2) 7 =
19Ver exemplo 20.11 de [Tu].
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= (¢35 0 Vo) o (vih o bva) o (wrko ¥ 0 by,)

-1
= QSU,% ° d)V,I =guv (:L') :
(<) Assuma a existéncia de tais mapas Ay. Defina entdo, fibra-a-fibra, o

mapa ¥ : F — F pela composi¢ao

90(;,11 )‘U (ZI?) ¢U,LE
E, — F — TF* — E, , para x = 7 (p) € U.
p o= u = v = g=Y(p)

Devemos verificar que a defini¢do acima nao depende da escolha particular
da vizinhanca trivial U de = 7 (p). De fato, temos

(600020 @) 005l ) o (pva o v (@) o ork)

W segundo U ¥—1 segundo V

= .0 ()0 fuv () o Ay (2) " o by
= ¢y 0o guv (¥) 0 Py
= ¢y 0 (Dps © Syva) © Sy = idE,
donde
by 0 A (X) ooy, = by, 0 Av (z) ooy,

V¥ segundo U V¥ segundo V'

para todox € UNYV.
Por construgao, ¥|E, : E, — F, é um isomorfismo linear, e ¥ : £ — F ¢é
uma bijecao dada por

W (p) = bu.0 (v (2) - 05, ()

com inversa dada por
U (p) = e (A (@) 00k ().

qualquer que seja U € U com = = 7 (p) € U. Isso mostra que ¥ é um difeomor-
fismo. Portanto, ¥ é um isomorfismo entre os fibrados £ e F. =

O Lema 33 sugere que toda informagao a respeito de um fibrado encontra-se
na variedade-base e nas fungoes de transicdo. Essa é a esséncia do seguinte
teorema de existéncia e unicidade.

Teorema 35 (Steenrod, 1951) Seja U uma cobertura aberta de uma var-
iedade diferencidvel M e suponha que, para todo par U,V € U tal que UNV #
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existe um mapa fuyy : UNV — GL (F™) satisfazendo, para cada z € UNVNW,
as condigoes de cociclo

fwv (z) o fyvu (2) = fwu (o). (2.15)

Entao, existe um tnico F—fibrado vetorial n—dimensional (E, M, ), a menos
de isomorfismos, com funcoes de transicao fyv .

Prova. Considere o conjunto F' definido pela unido disjunta
F=Upyeu{U} xU x F"
e defina ai a relagao de equivaléncia ~ dada por
Uyz,u) ~(Vyy,v) & x=y e fry(z) u=no.

A reflexividade (fyy () = id), a simetria (fuy (z)”" = fyu (z)), e a tran-
sitividade de ~ decorrem das condigdes de cociclo (2.15). Representaremos a
classe de esquivaléncia de (U, z,u) por [U,z,u]. O espago total E do fibrado
que pretendemos construir serd o conjunto das classes de equivaléncia de ~ em
F. A projecao m: E — M serd dada por

U,z u] =z (2.16)

e estd patentemente bem-definida.
Dado U € U, nossa candidata a trivializagao local sobre U serd a aplicacao

op: UxF* — 771(U)
(@u) = [Uzu]’
que é injetiva, pois
vu (@,u) = ¢y (y,0)
significa que

[U’ €, u] = [U7 Y, U]

ou seja, que
(Uv o U) ~ (U7 Y, U) )

ie, que z =y e fuy () -u=wv, donde u = v, pois fyy (x) = id; e também &
sobrejetiva, pois
L (U)={[V,z,0]; z€UNV}

e temos
V.2,v] = [U,=, fuv (z) - v] = ¢y (2, fuv (2) - v)

paratodox € UNV ev € F™.
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Segue imediatamente de (2.16) que a condicao (7) da defini¢ao estd satisfeita.
Investiguemos a agao da composicao 4,0(/’; oy, em F". Temos

PU,z (u) = y(z,u)

(U, x,u]

= [Viz, fvu (z) -yl
= oy (2, fvv(z) )
= py. (fvu (@) u),

donde
(ko vv.) (@) = fru (@) .
Ou seja, temos
Vv © e = fru (@)

Isso verifica as condicoes (i7) e (4i7) da definicdo 23 e mostra que as fungoes de
transigdo do fibrado E assim obtido sdo mesmo as fungoes fyy. A unicidade é
uma conseqiiéncia ébvia do Lema 33 aplicado ao presente caso. m

Poderiamos ter usado este teorema para chegar ao fibrado dual.

Exemplo 36 (outra vez o fibrado dual) Seja (E, M, ) um fibrado com triv-
ializagao {(U, ‘PU)}UGM e fungoes de transicao fyy e nos perguntemos sobre a
existéncia de um fibrado D com trivializagio {(U, ¢r;)} ey € fungoes de tran-
sicdo gyy tal que esteja disponivel uma certa nogdo de dualidade, i.e., um
produto sesquilinear nao-degenerado D, x E, — F dado por

¢y (2, u) - oy (z,0) = (u,0) (2.17)

para todos vetores u,v € F*, independentemente da vizinhanca trivial U de x.?°
Em caso positivo, teriamos

¢U,x (ev) - YU,z (@u) = ¢V,z (ev) - Pv,z (eu) = Oup-

FEscrevamos
[fvu ()] = (f; (33)) e [gvu (x)] = (g; (90)) )

donde seque

Yuelen) = ova(ovh (Pue (eu)))
= oy (fvu(z)-eu)
= Pve (f? () eA)
= fi (@) ey, (en)

20Por (u,v) = ulo* denotamos o produto interno hermiteano de dois vetores u = ute, e
v = vtey, em F".




2.1. NOCOES BASICAS 55

e, analogamente,
¢U,a: (el’) = 95 (.’L’) ¢V,w (eP) .

Usemos essas transformagoes para atinar com a forma explicita das fungoes de
transi¢ao gyy do fibrado procurado. Temos

¢U,m (eV) “PU (eﬂ) = 5u,u

= grfj) (37) f;i\ ('T) (bV,z (ep) PV, (6>\) = 51/;1,
= g0 (2) [ () 5px = b

= g5 (2) [} (@) = Supe

Colecionando as entradas das matrizes em p,v € [n], resumimos as equagies
acima na sua forma matricial

lgvu (@)] [fvv ()] = I,

ou seja

love (@) = (v @)
= <[fVU(33)]_1)*

([fVU(l")_l])*
= [fov(@)]".

Portanto, as fungoes de transicao guy do fibrado desejado D, se este existir,
corresponderdo necessariamente as matrizes transpostas das fungdes de tran-
sicao fuy do fibrado original E. Mas, pelo teorema que acabamos de provar, a
existéncia de D estard garantida desde que as matrizes transpostas das trans-
formagdes fuy (x) satisfacam as condi¢des de cociclo (2.15). De fato, temos

lgwv () ogvu ()] = [gwv (2)][gvu (2)]
]

|
famm
=~
g
<
—~
8]
S~—
= =
=~
<
S
/é\/\
=
*
*

donde
[gwv (%) o gvu ()] = [gwu ()]

O teorema garante também que o fibrado D é isomorfo ao fibrado E* construido
explicitamente no exemplo 4, wma vez que suas func¢oes de transicao sao as
mesmas.
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O teorema 35 permite obter rapidamente certos fibrados a partir de suas
presumidas funcoes de transi¢ao, inclusive os fibrados associados a F e as somas
diretas que mencionamos acima. Daremos a seguir alguns exemplos. Sejam
FE e F dois fibrados vetoriais de dimensao n e k, respectivamente, sobre uma
mesma variedade-base M, com trivializagoes definidas sobre uma mesma cober-
tura aberta U de M. Suas fungbes de transigdo serdo designadas, respectiva-

mente, por fyv e guv.

Exemplo 37 (soma direta ou soma de Whitney) Faremos a identifica¢io
F* @ FF ~ F*tk . As fungoes

fov @ guv :UNV — GL (F* & F¥) ~ GL (F**F)

definidas, para todos u € F* e v € F*, por
(fuv @ guv) (@) - (u®v) = (fov (2) -w) @ (guv (z) - v)
satisfazem as condigoes de cociclo (2.15):
(fwv @ gwv) (@) - (fvv ® gvu) (x) - (u S v)
= (fwv ®gwv) (@) - ((fru () -u) & (gvu (2) - v))
= (fwv (@) fvu (2) - u) @ (gwv (2) - gvu () -v)
= (fwu (2) - u) & (gwu (2) - v)

= (fwo © gwv) () - (u D v)

O fibrado dado pelo teorema 85 com fungoes de transicao fyy P guyv serd
chamado a soma direta ou soma de Whitney dos fibrados E e F, e denotado
por E @ F.

awu

Exemplo 38 (produto tensorial) Faremos a identificacio F" @ FF ~ Fk
As fungées

fov @ guv :UNV — GL (F" @ F*) ~ GL (F"")
definidas pela extensio F—linear a F* @ F* da regra
(fov @ guv) (@) - (W@ v) = fov (2) - u@guy (z) - v
satisfazem as condigoes de cociclo (2.15):
(fwv @ gwv) (2) - (fvu ® gvu) () - (u®0)
= (fwv @ gwv) () - (fvu () - u®gvu (2) - v)
= fwv (z) - fvu (z) - u @ gwv (2) - gvu () v
= fwu (z) - u® gwu () - v
= (fwv @gwu) (z) - (u®v).
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O fibrado dado pelo teorema 385 com fungées de transicio fuy ® guy serd
chamado o produto tensorial dos fibrados E e F', e denotado por E® F.
Iterando, obtemos o fibrado tensorial de ordem (k,1) associado a E:
T'(E)=F"® - ®E*® E®---®E.

k fatores l fatores

Exemplo 39 (fibrado alternado) Para cada k < n, faremos a identifica¢do
ARF? ~ F(z).Vé—se sem dificuldades que as fungoes

Nefoy :UNV = GL (NF") = GL (FR))
definidas pela extensio F—linear a A*F™ da regra

/\kav(l')'(Ul/\"'/\’Uk)Eva(.’ﬂ)-’Ul/\"-/\va({L')"Uk

satisfazem as condigdes de cociclo (2.15). O fibrado dado pelo teorema 35 com
funcgées de transicio N* fuy serd chamado a k—ésima poténcia alternada do
fibrado E, e denotado por NFE.

Exemplo 40 (fibrado simétrico) Dados n,k € N, faremos a identificacdo
n+k71)

VEFr ~ F(7E Y| Veose sem dificuldades que as fungdes

A )
definidas pela extensio F—linear a VFF" da regra

\/kav<.’1?)-<’l)1\/~-~\/Uk)Eva(.’IJ)-U1\/--~\/va(CC>-Uk

satisfazem as condigées de cociclo (2.15). O fibrado dado pelo teorema 35 com
fungoes de transicao V¥ firy serd chamado a k—ésima poténcia simétrica do
fibrado E, e denotado por VFE.

2.2 O médulo de secoes de um fibrado vetorial

Definicao 41 Uma segdo de um fibrado vetorial (E, M, ) é um mapa s : M —
FE tal que mwo s =1idyy;.

Uma se¢ao de (7r*1 ), U, 7r), onde U é aberto de M, é dita uma se¢ao
local do fibrado (E, M, ).

O conjunto das se¢oes de um fibrado (E, M, ) serd representado pelo simbolo
I'(E,M,n), ou, quando nao houver risco de confusao, simplesmente por T' (E).



58 CAPITULO 2. TOPOLOGIA DOS FIBRADOS VETORIAIS

Exemplo 42 Retome o exemplo 24. As se¢oes do fibrado (R2,R,pr1) $G0 sim-
plesmente os “graficos” das funcdes reais a valores reais’'. Com efeito, obtem-se
de f: R — R uma seg¢do gr (f) : R — R? dada por gr (f) (z) = (z, f (x)). Por
outro lado, dada uma se¢do s : R — R?, e escrevendo s (z) = (s (z), 5% (2)),
obtemos, da condi¢io pris(z) = x, que s' (r) = x. Portanto, s(x) = gr (82),
donde se vé que I' (R?) = gr (C*° (R)). De maneira geral, as se¢des em fibrados
triviais por retas do tipo M X R sdo grificos de fungées f: M — R.

Ao tentar representar graficamente uma secdo no cilindro S' xR, entendemos
0 por qué do nome “secdo”.

Certas propriedades topolégicas do fibrado E tém repercursdo no espago
I'(E). Por exemplo, toda secao s € I' (S! x R) do cilindro S* x R do exemplo 2
deve satisfazer & condicao

lim s (£ (0)) = lim s (£(0)),

0—0 0—2m
onde
£€: (0,2r)CcR — S'cCR?
0 —  (cosf,sin@)
¢ o mapa de Euler. Outro exemplo, é o fato de que, se m é par, entao todo
campo vetorial na esfera S™ tem de se anular em algum ponto.??

Exemplos de segbes sdo os campos vetoriais (X (M) = T'(T'M)), os cam-
pos de 1—formas (Q (M) = T (T*M)), os campos de k—vetores (X* (M) =
I (A*TM)), os campos de k—formas diferenciais (QF (M) = I' (A*T*M)), os
campos (k, 1)-tensoriais (T} (M) = T (T} (T'M))), e os campos polinomiais de
grau k (Pol* (M) =T (VKT*M)) sobre uma variedade diferencigvel M.

O espago de se¢oes I' (E) de um F—fibrado vetorial (E, M, 7) ¢ um médulo
sobre o anel de fungoes C*> (M, TF). Com efeito, gragas a estrutura F—linear das
fibras F,, podemos definir combinagoes C*° (M, F) —lineares de se¢oes por

(s1+ f-s2)(x) =s1(2)+ f(z)s2(z) € Ey

para todos s1,82 € ' (E), f € C® (M,F) e x € M. Para ver que a combinagao
linear s; + f - s2 € uma aplicacao M — F suave, tome x € U € U, e escreva

(14 5) @) = v (pg! (s1(@) + f (@) 52 (2)))
= v (veph (51@) + F (@) 32 ()
= v (.90% (51 (@) + (@) w5 (52 (@)))

21 A distingiio entre uma funcio e o seu grafico é totalmente supérflua. De fato, a definicio
de funcao que mais agrada ao autor destas linhas é como conjunto de pares ordenados, o que
coincide com a definigdo usual de seu gréfico.

22Ver Teorema 4 (Poincaré-Brouwer) do capitulo 5 de [Lima 3].
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donde

(s1+ f-s2)|U=¢po (idU, prn o 90(_]1 os1+ f- (p?"]Fn ) cpal ) 32)) ,

onde prpn : (z,u) € U x F* — u € F". Como a soma + : F” x F* — F" e o
produto por escalar - : F x F" — F" sao aplicagoes suaves, e as composi¢oes
que aparecem do lado direito do sinal de igualdade acima sao entre aplicagoes
de classe C*°, temos entdo s1 + f - s € I' (E), como desejdvamos. Os axiomas
de médulo provam-se facilmente.

A associagdo E — I' (E) é um funtor covariante da categoria dos F—fibrados
vetoriais sobre uma mesma base M sobre a categoria dos C* (M, F) —mddulos.
Com efeito, dado um homomorfismo 1 : E — F de fibrados sobre M, defina o
homomorfismo C* (M, F) —linear

ryp): T'(F) — T(F)
s — tYos '

Claramente, temos I' (idg) = idpg) e I' (( o)) =T (§) o' (¢). Em particular,
fibrados vetoriais isomorfos possuem médulos de se¢oes isomorfos.

Nao surpreende o fato de as segdes do fibrado dual serem objetos C* (M, T)
-duais as segoes do fibrado original, no seguinte sentido. Definimos uma nogao
de dualidade, ou um emparelhamento, entre T' (E*) e ' (E) por uma operagao
C*> (M, F) —sesquilinear

[(E*)xT(E) — C>(M,F)
(w, 5) — w (s)

dada por

w(s) (z) =w () s(z).
Para ver que a fungdo w (s) : M — F é mesmo de classe C*°, tome x € U € U e
reescreva a equagio (2.17) do exemplo 12 na forma inversa

w (@) s (@) = (o (@ (@), ok (s (2)) )

ou
w|U - s|U = <p7‘]Fn o d)[;l ow, pren o @El ) 3>.

Como o produto interno hemiteano (- ,-) : F* x F* — F é uma aplicagio
suave, e as composigoes que aparecem do lado direito do sinal de igualdade
acima s@o entre aplicagoes de classe C*°, temos entao que w(s) € C*> (M, TF),
como afirmamos.

Claramente, essa noc¢ao de dualidade pde a nossa disposi¢gdo um homomor-
fismo C°° (M,F) —linear w € ' (E*) — w () € T (E)".

Estaremos no melhor dos mundos possiveis se pudermos provar os isomor-
fismos I'(E*) ~ T'(E)" e ' (E)®@T'(F) ~ T'(E® F). A chave para isso é o
conceito de referencial local, dado abaixo.
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Definicao 43 Sejam (E, M ,n) um F—fibrado vetorial de dimensdo n. Seja U
um aberto de M. Um referencial local (sobre U ) para esse fibrado é uma n—upla
(61, -+ ,en) de se¢oes de 71 (U) tal que a n—upla (g1 (x), -+ e, (7)) € base
ordenada de E, para todo x € U. Nesse caso, dizemos que U é uma vizinhanca
referencial de M para o fibrado E.

No caso U = M, dizemos que (g1, ,&,) é um referencial global para o
fibrado.

Seja M uma variedade diferencidvel e (U,xl, e ,m”) um sistema de co-
ordenadas locais. Seguem exemplos de referenciais locais sobre U para cer-
tos fibrados de base M: ( N ) para T'M; (dm1,~~ ,dm") para 1T M,

oz1> e
(et A -~ Adats; o Ty, — I, é seqiiéncia crescente) para AFT* M.

Todo fibrado vetorial admite referenciais locais. De fato, é sempre possivel
definir um referencial local sobre cada vizinhanca trivial de um fibrado, de
maneira canonica.

Seja p : UXF" — 771 (U) uma trivializagao local. Seja (e1,--- ,e,) a base
canoénica de F”. Considere as segoes

zelUw— (x,e,) €U xF"

do fibrado trivial U x F". Defina agora e; (U,-), - ,e, (U,+) : U — 71 (U)
por
e (U, m) = oy (2, €p)
Ve eU.
E claro que
m(en (U, ) = 7 (py (z,€4)) =
Vx € U, pela propriedade (i) da definigdo 1, donde segue que ey (U,:),- -,
en (U,r) € T (m7H(U)). Que & (U,z) = (e, (U, x))zzl ¢ base da fibra F, ja
provamos num dos comentdrios & definicao 1. No caso de um fibrado trivial, o
referencial assim construido é global.

Dada uma se¢éo local s € T’ (77’1 (U)), existem fungoes s, -+, s" € O (U, F)
univocamente determinadas tais que

s =s"e, (U,-).
Com efeito, para todo = € U, como & (U, z) é base da fibra E,, entdo existem
escalares s! (z),---,s" () € F univocamente determinados tais que
s(z) = st(x)eu (U, )

= " (1) pu (en)
= vy (s (z)ey).
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Logo, as fungdes x € U +— s* (z) € F sao dadas pela composi¢io de aplicagoes
suaves
st =pryoprem oy o,

o que mostra que de fato se tem st,--- 5" € C* (U,F).

Mais geralmente, todo referencial local sobre U é uma C* (U, F)-base para
0o C* (U,F)-médulo T (71'_1 (U)) De fato, seja &€ = (g1, - ,&,) um referencial
local sobre U. Dada uma secao local s € T’ (77_1 (U)), afirmamos que existem
também fungoes 3',--- ,5" € C* (U,F) univocamente determinadas tais que

— p
s =ste,.

Com efeito, dado = € U, como & (z) = (g1 (x), -+ ,&, (x)) € base da fibra E,,
existem escalares 5! (z),---,35" (z) € F univocamente determinados tais que

s(x) =8"(z)e, ().

Podemos supor, sem perda de generalidade, que U é uma vizinhanga trivial
de E. Usando o referencial £ (U,-) = (e, (U, -))Z:1 induzido pela trivializagao
local ¢y (e (U,z) = ¢y (2,€,)), vimos que existem fungdes aj, € C* (U,F)
univocamente determinadas tais que

Eu = a/VLel/ (U7 ) .

Assim, temos, por um lado,
s(x)=s"(x)e, (U,z) ,

e, por outro,

donde

e logo

' (2) = 8" (2) by (x),
onde (b} (z)) ~ &éamatriz inversa® de (af (z)) . Isso mostra que as fungoes
5" sao de fato suaves.

23 A matriz a( ( i(x) ) ¢ a matriz da identidade de E, com relacdo as bases
nxn

E(x) = (e1(x), - ,en(z)) e EU,x) = (e1 (U,z), - ,en (U,x)). Portanto, possui de fato

uma inversa b (z) = ( (a:)) . Além disso, como as fungdes x — aj, (z) sdo suaves,
Xn

também o sdo as fungdes z — by, (x). Isso ¢ uma conseqiiéncia imediata da férmula de

inversao de matrizes

(_1)u+u .
det (a’

det a (x)

by (x) = 5®) it i
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Assim, uma vez fixado um referencial local £ = (g1, ,&,) sobre U, temos
um isomorfismo (de C*° (U, F)-médulos) canénico entre I' (7~ (U)) e o médulo
livre

C> (U,F)" = C® (U,F) x --- x C® (U, F)

n fatores

Niao somente uma trivializagdo do fibrado (E, M, ) fornece uma cober-
tura de M por vizinhangas referenciais, como vale também a reciproca: uma
cobertura de M por vizinhancgas referenciais induz uma trivializacao do fibrado
(E, M, ) isomorfa & original. Com efeito, seja U uma cobertura de M por
abertos U equipados com referenciais locais F (U) = (d)# (U, ~))Z:1 e defina os

seguintes candidatos a trivializagoes locais

Yy UxFr — 717 1(0)
(z,uf'ey) — ut¢, (U x) "

E claro que se trata de bijecoes satisfazendo a condicio 7 (¢ (z,u)) = = para
todo x € U. As aplicagoes )y, , : F* — E, definidas por ¥y, (u) = ¥y (z,u)
sao obviamente isomorfismos lineares, donde também é claro que, paraxz € UNV
com U,V € U, temos

gvu () =y by, € GL(F™).

Dados U,V € U e z € UNV, vimos que existem fungoes ¢, € €' (UNV,TF)
univocamente determinadas tais que

¢ (U, ) = @) (z) 9, (V, ).

Assim, dado u = ute, € F", temos

gvu (@) -u = Yyl (Yu, (w)

= Yy, (y ( ))

= wVﬂc (“ )

= Yu. (WP” v (V.2))
ut'®y (z )e,,,

donde 4
love @) = (/@) .

e, logo, a aplicacdo x € UNV — gyy () € GL (F™) é de classe C*. Isso mostra
que {(U,¥y)} ey € mesmo uma trivializacao para (I, M, ). Resta provar que
essa estrutura de F—fibrado vetorial é isomorfa a original. Para isso, lancando
mao do lema 8, basta encontrarmos mapas

Ao U — GL (F")
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tais que valha a identidade
gvu (&) = Av (z) o fvu (z) 0 Ap ()™

para todo x € U N V. A escolha ébvia é

_ -1
Av (x) - wv,r(pV,m'
Uma conseqiiéncia imediata do que acabamos de provar ¢é a

Proposigao 44 Um fibrado é trivial se, e somente se, admite um referencial
global.

Proposicao 45 Seja € = (1, - ,&,) um referencial local sobre U C M para
o fibrado E. Dado z € U, seja E* (z) = (' (), - ,e" (x)) a base dual a
E(x) = (e1(x), - ,en(x)). Isso define aplicagoes e : x € U — et (x) € E*,
que constituem um referencial local £* = (51,~-~ ,5”) sobre U para o fibrado

dual E*.

Prova. O busilis ¢ a suavidade das aplicagdes e*. Seja ¢y : U x F* — =1 (U)
a trivializacao sobre U induzida por £. Construa, como no exemplo 26, a trivi-
alizagdo dual @, : U x F" — 77! (U) para E*. Temos entdo e (z) = &y (z,€e,,)
para todo p € [n]. m

Proposicao 46 Sejam £ = (e1,-+- ,en) € F = (¢4, -, Pp,) referenciais locais
sobre U C M para os fibrados E e F, respectivamente. Dado x € U, seja

_ [ ea@e0, - en(x)®O0,
(5“)“’”):{ 08y (1), 06 oy () }

a base-soma de € (x) e F (x) em Ey & F,. Isso define aplicagdes

e, ®0:zeUe,(2)00€E, @F, =(E®F),

00¢,:2€cU—0d¢,(x) cE,®F,=(EaF),

que constituem um referencial local E & F = {e,, 0,0® ¢, }
para a soma direta E ® F.

peln]velk] sobre U

Prova. Basta provar a suavidade das aplicagdes €, 0 e 0 ® ¢,. Sejam ¢ :
UxF" — 77 (U) ey : UxFF — p~1(U) as trivializagdes sobre U induzidas
por £ e F, respectivamente. Construa, como no exemplo 28, a trivializagao
Yy : U x F*tk — P=1(U) para E @ F. Temos entao (¢, © 0) (z) = Sy (z,¢,,)
e (08 ¢,)(z) =3y (z,e,1,) para todos u € [n], v € [k]. =
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Proposicao 47 Sejam £ = (e1,--- ,en) € F = (¢4, , Py,) Teferenciais locais
sobre U C M para os fibrados E e F, respectivamente. Dado x € U, seja

(E@F)(x) =€ (@)@ F (x) ={eu (2) ® &, (%)} ey e
a base-produto®* de € (x) e F (z) em E, ® F,. Isso define aplicagées
en®¢,ixelU—e,(2)R¢,(x) EE,@F,=(EQF),,

que constituem um referencial local € @ F = {e, ® ¢,,} sobre U para

nen],velk]
o produto tensorial E ® F'.

Prova. De novo, o busilis ¢ a suavidade das aplicagoes €, ® ¢,. Sejam ¢y :
UxF" — 77 (U) ey : UxFF — p~1(U) as trivializagoes sobre U induzidas
por &€ e F, respectivamente. Construa, como no exemplo 27, a trivializagdo @y :
U xF* — 1171 (U) para E® F. Temos entdo (g, ® ¢,) (z) = Py (z,e, @ e,)
para todos p € [n], v € [k]. m

Corolario 48 Se & = (g1, ,e,) € referencial local sobre U C M para o
fibrado E, e £* = (51, e ,5") é o referencial dual em E*, entdo,
T ={c"® 0" ®ei,, @ O} e

¢ referencial local sobre U para T} (E), para todos p,q € N;
AE={es, Ao A Eix bi<iy <. <ip<n

é referencial local sobre U para AFE, para todo k € [n], e
VEE={e; v Vi hci <. <in<n

¢ referencial local sobre U para VFE, para todo k € N.

Coroldrio 49 Se E e F sao fibrados triviais, entao valem os isomorfismos

MNEoF) =T (E)ol'(F)
INE@F)=T(E)ol(F)
(T2 (E)) ~ T4 (I (E))

I'(A"E) ~ AFI(E) e T'(VPE) ~VT(E)

24Ver proposicio 11.
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Pode-se mostrar sob hipéteses bem gerais que os mesmos isomorfismos valem
ainda que E e F sejam fibrados nao-triviais.

Proposigao 50 O funtor I' preserva a soma de Whitney, i.e., vale o isomor-
fismo
rE)YaT (F) — I'EaF)
e® f = (z—e(@) f(2))

Prova. Nio ¢ dificil ver que o homomorfismo C* (M,F) —linear acima estd
bem definido. Também é claro que seu nucleo é trivial. Resta verificar a sobre-
jetividade. Ora, dada uma segdo w € I' (E & F'), podemos escrever, para todo
re M,

w(z) =e(z)® f(z),

onde e (z) € E, e f(x) € F,. Isso define aplicages e : M — Ee f: M — F
tais que moe = po f = idy. Resta mostrar que e e f sao de classe C'*°. Isso
equivale a mostrar que, dada uma vizinhanca U de M trivial com relacao a F
e a F, as restrigoes e|U e f|U sdo suaves. Construa, a partir das trivializagoes
locais (U, ;) de E e (U, ¢ ) de F, uma trivializagdo local (U, ¥yy) para a soma
de Whitney E & F', como no exemplo 28 acima. Para ver que e é suave, basta
verificar que o diagrama abaixo comuta.

w|U ZU
u — Pil(U) «— UxTF" x Tk
id | ! pr
U — 710U «— UxTF"
e|lU Pu

De fato, escrevendo

w(z) = s (x) oy (w,e4) & ¢y (z,€0)
e(@) f(@)

para todo x € U, obtemos

Pu (pr (El;l (w(x)))) = Yu (p,r (SE S e asn(z)>'§1 (l’), 7§k (I)))
= ¢y (z,s' (2 >S" (z))
= ¢y (z, s (z ) ): st (z) ey (z,€p)
e(x)

De modo anélogo verifica-se que também f é suave. Assim, vemos que e € I' (E),
feT(Flequew:z—e(x)d f(x) éimagemdee® f. m
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Proposigao 51 O funtor I' preserva a dualidade, i.e., vale o isomorfismo

I (E*) — [ (E)
Q: T(E) — C=(M,F)

w — (Qs M
—

F
s
w

(x) - s (x) )

—
X —

Prova. Primeiramente, vamos mostrar que os funcionais lineares em T' (FE)"
sdo objetos locais. Mais precisamente, afirmamos que, dados Q € T'(E)" e
r,s € I'(E) tais que r (x) = s (z) para todo x num aberto U de M, temos

Qr)(z) =Q(s) (z), Ve e U.

Com efeito, fixemos e € U e tomemos uma bump-function n em torno de x com
suporte em U. E claro que nr = ns. Temos entao, por C* (M, F) —linearidade,

nQ(r) =Qnr)=Qns) =n2(s),

donde, avaliando em x, temos

ja que n(z) = 1.

A localidade dos funcionais lineares em I' (E)* permite sua restricio a fun-
cionais lineares em I (77_1 (U))7 qualquer que seja o aberto U de M. Basta
por

(QIU) (s) (&) = (s (=),

onde, dados s € T' (77! (U)) e € U, definimos s” € I' (E) por

7 (y) :{ n(y)of(si)g;i;ge v

com a mesma fungao n usada acima. Com essa convengao, dada uma segao
s € '(E), temos
Q(s) (z) = (QU) (s]U) ()
para todox € U C M.
Ora, se U é uma vizinhanga referencial, temos, pelo caso particular, que
QU €T (771 (U)). Dada uma cobertura U de M por vizinhangas referenciais,
fica bem definida?® a cossecao w € I' (E*) por

w(z)=QU) (z), Ve U € U.
25Com efeito, dados U,V €U e x € U NV, temos
QU) (z) = (QV) (z) = (QUN V) (2).
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A aplicagao 2 — w construida acima é o homomorfismo inverso do homo-
morfismo C* (M, F) —linear

r(E) — T(E)
w = w()

definido paragrafos acima por

w(s) (@) = w(a) s (@)

para todo z € M. Que se trata mesmo de um homomorfismo C* (M, F) —linear
verifica-se por inspegao. Agora, dados s € I' (E) e x € U € U arbitrdrios, temos

w(s)(z) = w(x) s(z)
= (QU)()-s(z)
= (QU) (s|U) (2)
= Q(s)(2),

donde w () = Q. Isso encerra a prova. ®

A préxima proposicao deve ser lida no seguinte contexto: os fibrados vetoriais
envolvidos possuem uma variedade-base comum M com topologia Hausdorff de
base enumerdvel. Essas hipdteses adicionais sobre a topologia da base garantem
a existéncia de uma particdo da unidade? subordinada a qualquer cobertura de
M por abertos. Além disso, vamos necessitar crucialmente do seguinte resultado
técnico, cuja prova se pode encontrar no § 5 do capitulo II de [Greub]. Ela
envolve uma incursao pelo terreno da teoria topoldgica da dimensao, que — a
excegao do presente resultado — ndo apresenta maior interesse para os fins desta
dissertacao.

Lema 52 Dado um F—fibrado vetorial (E, M, ), onde M possui topologia Haus-
dorff de base enumerdvel, existe um F—fibrado vetorial (E', M, ') tal que a soma
de Whitney (E ® E', M, P) é um fibrado trivial.

Proposigao 53 O funtor ' preserva o produto tensorial, i.e., vale o isomor-
fismo
INEF)~T(E)®T(F)

26Por partigdo da unidade subordinada a U entendemos uma familia {ru ey de fungdes
py € C*° (M) tais que:

1) supppy C U, para todo U € U.

2) Para cada x € M, existe um subconjunto finito Uy C U tal que py (z) =0 VYV ¢ Us,.

3) > veu Pu (x) =1 para todo z € M (note que a soma ¢ finita, devido a condigao 2)

Para uma prova da existéncia de parti¢oes da unidade subordinadas a uma cobertura dada
para variedades diferencidveis com topologia Hausdorff de base enumeravel, ver apéndice C
de [Tu].
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definido pela extensao C™ (M,F) —linear da regra

I'(E)®D(F) — I(E®F)
e® f = (z—e(r)® f(z)

Prova. Consideremos primeiro o caso em que ambos E e F' sdo triviais. Entao,
amparados pela proposigao 47, vemos que vale o isomorfismo acima. Agora ao
caso geral. Apelando ao lema 52, afirmamos a existéncia de fibrados E’ e F” tais
que E® E' e F @ F' sejam fibrados triviais. O caso particular que acabamos
de tratar nos diz entao que a aplicagao

'E®FE)TI'(FaF)
(eve)a(faf)

Fr(FeFE)®(Fa®F"))
(= (e(@) @€ (2) @ (f ()@ [ (2)))

—
—

¢ um isomorfismo C*° (M,F) —linear. As proposigoes 10 e 50 permitem-nos
operar distributivamente com o produto tensorial, de modo que o isomorfismo
acima passa a ser visto como uma isomorfismo entre os C* (M, F) —mdédulos

C(E)er(F)e @ (B)el (F) o [T (E)eT(F)o [ (E)eT (F)

NEoF)oT(EQF )T (FFeF)el'(E'®F').
Ora, a deini¢gao mesma deste isomorfismo, i.e., a regra
eae)a(fef)m (- (c@ad @) (f(@)ef (),

mostra que nos é permitido fatord-lo nos isomorfismos

L(E)eD(F) —  T(EF)
e® f = (z—e(r)® f(x)’
IN'EYRT(F) — I'E'®F)
e®f = (z—e(2)® f(z))
etc., o primeiro dos quais é o isomorfismo C* (M, F) —linear que procuramos.

Coroldrio 54 O funtor I' preserva tensorialidade, simetria e antissimetria,
i.e., valem os isomorfismos C*° (M,F) —lineares
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Uma conseqiiéncia que nos serd especialmente 1til na parte III desta disser-
tagdo é o coroldrio seguinte, que diz respeito ao fibrado (p, q¢) —supersimétrico
SP(E) associado ao fibrado E, cuja obten¢do, omitida aqui por brevidade,
pode ser feita por construgao explicita, seguindo o paradigma dos exemplos de
25 a 28, ou via teorema 35. Trata-se do fibrado vetorial cuja fibra sobre o ponto
x € M é SP1(E,), o espago dos (p,q) —supertensores do espago vetorial F,,
definido no fim da secado 3 do capitulo 1.

Corolario 55 O funtor I' preserva supersimetria, i.e., valem os isomorfismos
C> (M, F) —lineares
L (579 (E)) ~ S7 (L' (E))

2.3 Estruturas bilineares nao-degeneradas

Definicao 56 Uma estrutura (bilinear ndo-degenerada) num fibrado vetorial
real (E, M, ) é uma familia {B,},.,, de aplicagoes bilineares

B,: E,xE, — F
(,q) —  B:(p.q)

que satisfazem as sequintes condicoes.

(1) s@o ndo-degeneradas, i.e., dadop € E,, se By (p,q) = 0 para todo q € E,,
entao p = 0.

(%) variam suavemente em M, i.e., a fungdo

x€Mw— By (r(z),s(x)) el

¢ C para segées r,s € I' (E) quaisquer.

Uma estrutura { By} ¢, em (E, M, ) é dita simétrica (respectivamente an-
tissimétrica) se, para cada © € M, a aplicagdo bilinear B, for simétrica (resp.
antissimétrica), i.e., se valer By (p,q) = By (¢,p) (resp. B (p,q) = —Bax (¢,p)),
quaisquer que sejam p,q € E,.

Ou por outra: uma estrutura é uma familia suave a um parametro = sobre
M de formas bilineares nao-degeneradas nas fibras F,.

E condigao necesséria para a existéncia de uma estrutura antissimétrica num

fibrado n—dimensional F que n seja um nimero par. Isso decorre do seguinte

resultado de Algebra Linear?”.

27Referimos o leitor a segdo 1.1 de [Cannas] para a prova.
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Proposigao 57 Seja B:V xV — F uma forma bilinear alternada num espago
vetorial n—dimensional V' sobre F. FExiste uma base

(u17"' y Uk, U1y *t 0y Um,y, W1, - ,’U)m)

de V tal que
1) B(u;,v) =0, Vi€ [k],Yv eV
2) B (v;,vj) = B (w;,w;) =0, Vi,j € [m]
3) B(vi7wj) = 5ij7 Vi, j € [m]

No caso em que a forma alternada B seja nao-degenerada, teremos k = 0,
donde n = 2m.

Proposicao 58 Todo fibrado vetorial (E,M,w) cuja variedade-base M tem
topologia Hausdorff de base enumerdvel admite estrutura simétrica. Se a dimen-
sao n do fibrado for par, entdo ele também admite uma estrutura antissimétrica.

Prova. A idéia da prova é fazer o pull-back de uma forma bilinear definida na
fibra-modelo F™ para a fibra propriamente dita F, por meio das trivializagoes
locais em torno de z, e a seguir fazer uma espécie de média ponderada sobre
essas trivializagoes.

Escolha uma forma bilinear 8 : F* x F* — F do tipo desejado (simétrica
ou antissimétrica)®®. Seja {(U,¢p)}yey uma trivializagdo de (E, M, ). As
hipéteses sobre a topologia de M garantem a existéncia de uma particao da
unidade {p;};;c;,, para M subordinada & cobertura U. Dados x € U € U e
p,q € E,, escreva

Bo(p,a) = Y pu (0) B (w5 ) 00 ()

veu

As condigoes da defini¢ao 56 sao facilmente verificadas para a familia {By}, ;-
]

Observagao 59 Doravante, consideraremos apenas fibrados vetoriais sobre var-
tedades Hausdorff de base enumerdvel.

Uma estrutura {B,},.,, num fibrado (E, M, n) determina de modo tinico
uma segao b do fibrado tensorial Ty (E), que chamaremos o tensor de estrutura,
dado por

b(z) (p,q) = B: (p: q)

28Para o caso simétrico, a escolha mais simples ¢ uma forma bilinear cuja matriz na base
canonica de F™ é a identidade I,,. A forma apropriada ao caso antissimétrico, onde n = 2k, é

dada pela matriz simplética
J = ( (I)’“ Blk ) .
k ko /2kx2k
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para todos vetores p,q € E, e todo x € M.?"

Seja €& = (e1,--- ,&,) um referencial local sobre um aberto U de M e con-
sidere também o referencial dual £* = (e',--- ,e") em E*. Dado z € U e dois
vetores p = pte, (z), ¢ = q¢"e, () € Ey, temos

b(z) (p,q) = Bz (p,q) = b5, () p"¢”,

onde
be, () = By (e (2) 60 (2)) -

As fungées x € U — bfw (z) € T sdo suaves. Com efeito, fixado z € U, tome
uma bump-function n em torno de x com suporte em U e defina segoes globais
e € I'(E) por

n _fnWeny),seyelU

Eu(y)_{ 0,sey ¢ U

para todo p € [n]. Temos €]} (y) = ¢, (y) para todo y numa vizinhanga A de z.
Logo, como

bfw (y) = By (SH (y) yEv (y))
= By (e (v),el (v)

para todo y € A, temos que a restrigao de bﬁy a A é de classe C™, pela (ii) da
defini¢ao 56. Como x € U é arbitrério, segue-se que bi,/ € C* (U, F) para todos
w,v € [n].

Podemos entao escrever a expressao local

b(z) = bfw (x)e* () @& (x). (2.18)

Resta verificar que esta definicao nao depende da escolha particular do referen-
cial local £.

Vejamos como se transformam as componentes b
mudanca de referencial £ — F sobre U. Escrevendo

E

v do tensor b sob uma

Ea = [, 5 ¢,8
para relacionar os referenciais £ = (¢,) e F = (¢u) de E, segue-se neces-
sariamente que os referenciais £* = (¢#) e F* = (¢") de E* encontram-se
relacionados por

o7 = fie®,
i.e., por

e = g5¢”

29Fazemos uso da identificacdo canonica
T (Ey) =~ L2 (Ey, Ex; R) .

Ver comentdrio no fim da segao 1.2.
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13 (@) g5 (2) = g5 () f3 (z) = 03 (2.19)
para todos «, 8 € [n] e todo x € U. Logo, temos
b (£) = Bul(eu ()6, (2))
B, (f3 () oy (2), L (2) 6, (2))
= [i (@) [0 (x) By (65 (2), 0, (x))
= fa@) [0 ()b, (=),
N 1, (@) = 13 () JE () 5, (@) (220)
donde

=b}, (2) ¢’ () ® ¢ (z),

como desejavamos. Isso mostra que b € I’ (T by (E)), como afirmdramos.
Doravante, nos referiremos a estrutura bilinear nao-degenerada de um fi-
brado vetorial E pelo seu tensor b.

Observagao 60 Sejam b € I’ (T20 (E)) uma estrutura bilinear nao-degenerada
num fibrado E — M e U uma cobertura de M por vizinhancas U, cada uma
das quais munida de um referencial £ = (1, -+ ,€n) € do respectivo dual E* =
(51, e ,5"), de tal modo que se possa escrever

U =b,e" @&

para todo par (U,E). A estrutura b é simétrica (respectivamente antissimétrica)
se, e somente se, valem as igualdades bfw = bf# (respectivamente bil, = —bf#)
para todos indices p,v € [n] e todos pares (U,E), com U € U. Dai conclui-
se facilmente que b € T (E*) VI (E*) ~ T (E*V E*) se b é simétrica, e que
beT (E*)AT (E*) ~T (E* A E*) seb é antissimétrica.

Observagao 61 No mesmo contexto da observacdo anterior, cumpre destacar

que cada matriz b€ (x) = (b‘fj (x))lgm,gn possui inversa. Isso decorre da ndo-
degenerescéncia da estrutura b, i.e., da condigdo (i) da defini¢io 56. Com efeito,

dado x € M, considere a transformagdo linear By : E, — E7 dada por

B: (p) (¢) = Bz (p,q) -
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A referida condigdo (i) nos diz que ker B, = (0), e portanto que B, é um iso-
morfismo linear, donde seque que sua representacao matricial sequndo quaisquer
bases de E, e E} é invertivel. Por outro lado, é facil ver que

x x

5, - o

= (B (ei(2),¢5 (x)))1§i,jgn
= (b5 (2),2; 0, =D (2).

Em particular, vemos que detb® (z) # 0 para todo x € U. Denotando por

be (2) = (b? (a:))1<ij<n a inversa de b (), decorre da conhecida formula
+v
Nz _ (_1)H £
be” (2) = det b€ (z) (b3 (x))i7é117j7éu

de inversao de matrizes que as fun¢oes v € U — bg” (z) sao de classe C,
: ~ = BE
assim como o $ao as fungoes by, .

Uma estrutura b no fibrado E induz uma estrutura b* de mesmo tipo (simétrica
ou antissimétrica) no fibrado dual E* mediante a expressao invariante3"

b =b" () e, (z) ®ey (x) (2.21)
onde bl (x) sdo as entradas da matriz bg () inversa de
b® (z) = (b5 (2)),_; ;<) € Musen (F),
i.e., valem as equagoes
b () 5, () = b5 () b () = 0 (2.22)

para todos z € U e u,v € [n]. A prova da invariancia da expressao local (2.21)
de b*, necessédria para se afirmar que se tem de fato b* € T’ (TS (E*)), segue 0
mesmo roteiro da prova da invaridncia da expressdo local (2.18): de (2.22) e
(2.20) segue que

5 =V (@) 05, (2) = 13 (@) 1) (@) b (2) b5 () -
Multiplicando ambos os lados por g (), somando em v, e usando (2.19), vem

89y (x) = 5 (2) £ (2) gy (2)bE™ (2) bTg (@),
———

&

30 Aqui, langamos mao tacitamente do isomorfismo F—linear canonico (EX)* ~ E, que
induz de modo trivial o isomorfismo de fibrados vetorais T9 (E*) ~ T2 (E), que por sua vez
engendra o isomorfismo C* (M, F) —linear I' (TS (E*)) = T (T2 (E)).
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donde
1e% A
gy (@) = 3 (2) b () b, () -
Multilicando agora por b}’ (x), somando em 7, e usando novamente (2.22), temos
gy @)V (2) = f{ (@) (@) b, (2) U ()
| S —

74

= f{(x) b (x).

Finalmente, multiplicando por g) (x), somando em p, e usando (2.19) outra vez,
obtemos

9] (@) gh ()Y (x) = g} () £ (@) ()
—_——
5]
= W (),
b () = gt () g7 () B (),
donde

b () e (m)®6u (z)
=gy (2) g, ) (£ (2) 95 (2)) @ (£ (2) ¢, (x))
= gy () [ (@)g; () [} (= )b"” (z) o5 () @ ¢, (2)

24 3

=V (2) ¢5 (2) @ ¢, (@),

z) b (x

como querfamos mostrar.

Uma estrutura bilinear nao-degenerada simétrica ou antissimétrica b num
fibrado vetorial (E, M, ) deixa disponivel, para cada x € M, um isomorfismo

linear canonico®!
b: E, — E
p — P

entre cada fibra E, e a sua dual E} no fibrado E*, dada por
P -q="b(@)(p,q)
e cuja transformacao linear inversa constuma-se denotar por

b: Ef — E,
w = wy

31Trata-se do isomorfismo B, da observacio 51.
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e define-se por
b(z) (wyq) =w-q,

para todo g € E,. Com efeito, para todo q € E,, tem-se

(wp) - q=b(2) (wsq) =w-q,

donde segue-se que

(wy) =w

para todo w € EZ. Por linearidade de b e f, isso basta para afirmar que sdo
transformagdes inversas entre si.

A mera extensdo fibra-a-fibra das transformacoes lineares b e # produz um
isomorfismo de fibrados

b
= BT
#

E
T | | 7
M — M
id
Antes de tudo observamos que as aplicagoes assim definidas sdo claramente
bijecoes inversas uma da outra. Passamos agora a provar que sao aplicagoes

suaves.

Dado z € M, seja € (z) = (g1 (z), - ,&, (z)) uma base de E, proveniente
de um referencial local £ = (1, - , €,,) sobre uma vizinhanga U de z. Considere
também sua dual £* (z) = (¢! (z),--- ,e™ (z)) em E}.3? Dado p = pte, (z) €

FE., escreva
b b
p =p,e"(z) € B

e aplique a ¢, (z) para obter, por um lado,

Poe,(z) = pZa“ (x) - e, (x)

e, por outro lado,

I
i

Il
(=
T~
8
~ o~ — —

donde
P, = tE, (2) p". (2.23)

32F claro que a base dual £* (z) provém do referencial dual £* sobre U.
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Temos entao
o= p,b, Y (x)
= b, (@) p'e” (x)
= u(x) 1o5et ()
= b(x)(p.er (@) et (@),
J P =b() (p.ex (@) (a), (2.24)

para todo p € E,.
Dado w = w,e” (x) € EZ, escreva

wy = whey (v) € By
e tome o produto bilinear na fibra E, por ¢, () para obter, por um lado,
By (wy,e0 (7)) = b(z) (wg, 60 (2))
= b(@) (e (@) .5 (@)
= wib(z)(eu(2),e, (2))
= b, ()
e, por outro lado,
By (w60 (2)) = b(x) (wg 60 (2))
= () e (@)
= w-g () =w,,
donde
W, = bfw (z)wi

ou, multiplicando por bé” (x), explorando a simetria ou antissimetria dos coefi-
cientes b, (), somando em v, e usando (2.22),

b (@)w, = bg¥ (2) b5, (z)wf
= 40 () b, (z) Wl
A
= Fowi = :i:wﬁ,
ie.,
wi = £bg" (2) wy, (2.25)

a depender de se b é uma estrutura simétrica ou antissimétrica. Logo,
wy = wyey(x)
= £ (z)wyey (z)
blw (1‘)5 wyé‘)\( )
ib*(ﬂﬁ)( (z),w) ex (z)
= z) (w,e* (z)) ex (2)
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ou seja,
wy = b* (2) (w,e* () e (2), (2.26)

para todo w € EJ.
As equagoes (2.24) e (2.26) escritas na forma

P =0(x(p)) (p.ex (7 (p)) * (7 (p))

wy = b* (7 (W) (w,e* (T (w))) ex (7 (W)

mostram que as aplicagoes b e f sao ambas de classe C*°.

Desse modo, provamos como um coroldrio da proposi¢ao 58 o seguinte

Corolario 62 Todo fibrado vetorial (E, M, ) cuja variedade-base M tem topolo-
gia Hausdorff de base enumerdvel é isomorfo ao seu fibrado dual (E*, M,T).

Vimos acima que uma estrutura bilinear nao-degenerada permite passar,
sem prejuizo de informagao, de um fibrado para o seu dual e vice-versa. Por
essa razao, podemos prescindir completamente do fibrado dual no estudo de
certos fibrados munidos de estrutura. Por exemplo, é possivel estudar geometria
riemanniana sem fazer mencao a fibrados cotangentes ou a formas diferenciais.?*

Denotaremos pelos mesmos simbolos b e f os isomorfismos de C*° (M, F) —médulos

b
r'E) = T(EY
ﬁ
S — Sb
Wﬁ — w

dados por T'(b) e T (8), i.e., por

Esse isomorfismo de mddulos pode ser estendido de maneira natural as
secoes tensoriais, e responde pelas operagoes de “levantar” e “abaixar” indices,
muito caras & Fisica: dada uma secdo ¢t € T' (T} (E)) do fibrado tensorial
de ordem (k,l) associado a E, escreva, com respeito a um referencial local
E=(e1, -+ ,€n), & expressao

t=tyllke,, ®- - ®e,, ®ENT Q- Qe

33Essa ¢ a perspectiva da andlise vetorial classica em R3 e do texto cldssico [do Carmo, 2]
sobre geometria riemanniana.



78 CAPITULO 2. TOPOLOGIA DOS FIBRADOS VETORIAIS

Definimos entéo as fungoes

R I I R R O
(2P =07 \t

Vi Vi
(§]
HyPgVi g ViP My Hy
tul TGy bg tl/l"'P"'Vl )

que sdo componentes, com relagao ao mesmo referencial local, de uma secao do
fibrado Tl’i? (E) e de uma secio do fibrado T}%! (E), respectivamente, como
se verifica sem dificuldades.

A propésito da Fisica, aproveitaremos para encerrar este capitulo intro-
duzindo alguma terminologia que serd util adiante. A literatura fisica mais
cldssica designa sob o nome de vetores contravariantes num espago M (uma
variedade diferencidvel) objetos compostos de fungoes v# € C* (U), onde U é
um aberto de M, que se transformam sob mudanca de coordenadas segundo a
regra
_ out

HH -
vt = 811,)‘1) y

—1 . . .
onde (gjf]) ¢é a matriz jacobiana da mudanga das coordenadas u para as
: m

coordenadas u em U; e denomina de vetores covariantes conjuntos de fungoes
wy, € C* (U) que se transformam segundo a regra

_ ou?
Wy = —W).
Y e

Generalizando estas nogoes, define-se um tensor k—contravariante e [—covariante
como um objeto composto de funcdes ¢! * € C°° (U) que se transformam se-
gundo a regra

ouM ot JuM ouM

fa i KA
B = e A A A (2.27)

Outra nogao importante é a dos objetos invariantes, ou escalares, que sao com-
postos de fungoes ¢ € C* (U) cuja expressdo nao muda se trocarmos de coor-
denadas, i.e., tais que
®=c.
Costuma-se chamar atengao para o fato de as derivadas parciais de escalares
serem os protétipos dos vetores covariantes, uma vez que a regra da cadeia nos
da
0p  Oud Op
our  Out dur’
Diz-se também, j& abusando da condescendéncia do leitor, que os “deslocamen-
tos infinitesimais” sdo protétipos dos vetores covariantes, uma vez que
ou*

U A
dut = wdu .
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E também um lugar-comum da literatura fisica exemplificar o conceito de escalar
pela contragao ¢ = w,v* de um vetor covariante w com um vetor contravariante
v. De fato, as definigbes acima nos mostram o seguinte comportamento sob troca
de coordenadas:

B du> O+

v A v A
= — ——w v’ =0 wrv” = wyv = .
ouk dur vEA A 4

P = w,o"
Identifica-se claramente no exemplo acima a chave para o comportamento invari-
ante de certas combinagoes de tensores: cada indice covariante é compensado
por exatamente um indice contravariante no mesmo fator e estes devem indexar
um somatério com dominio [m] C N, onde m = dim M. Tudo isto é excessi-
vamente informal para o gosto matemédtico hodierno®®, mas este é o principio
subjascente a regra dos indices alternados explicada abaixo, que nos serd muito
util.

Ja nos deparamos acima com a seguinte situagao: definir uma secao global
num fibrado a partir de uma expressao local em termos de um referencial. Isso
ocorre com alguma freqiiéncia em Geometria e Fisica, e teremos oportunidade
de adotar este expediente mais vezes a seguir. Uma conditio sine qua non deste
procedimento é que a expressao local seja invariante, no seguinte sentido. Se
adotarmos outro referencial local sobre o mesmo aberto, e observarmos rig-
orosamente as defini¢oes dos termos envolvidos na expressao (particularmente
sua dependéncia do referencial adotado), entao os objetos locais assim expressos
coincidem. Foi o que fizemos, por exemplo, na definicao da estrutura bilinear
nao-degenerada no fibrado dual algumas linhas acima. Encontraremos ocasiao
em que a verificagdo da invaridncia de uma expressdo complexa serd extensa e
enfadonha — mas inevitdvel — na defini¢ao de derivada covariante, linhas abaixo.
De todo modo, hd um critério que permite, numa grande quantidade de casos
complexos, dirimir a invariancia de expressoes locais por mera inspecdo. Apeli-
daremos este truque de regra dos indices alternados. Explicamos abaixo do que
se trata, em linhas gerais.

Todos os fibrados que tomarem parte na discussdo que segue deverdo ser
considerados como tendo base numa mesma variedade M. Numa expressao
local como

a’\”bwc"

tomam parte indices gregos. Dizemos que, numa expressao local composta de

parcelas, como
A v 8le/) d&E =n

da” _ -
A —n7mé -
SVt 99 e g ®

9e "ar

34De fato, em linguagem atual e precisa, os escalares sio tdo somente as fungbes em
C>® (M) ~T (M X R); os vetores contravariantes, os campos vetoriais em X (M) =T (T M);
os vetores covariantes, as 1-formas diferenciais em Q (M) = TI'(T*M); e os tensores
p—contravariantes e g—covariantes, se¢oes do fibrado tensorial T(f (TM). Para ndo sermos
injustos, notamos que a literatura fisica que cultivava a referida terminologia veio a luz numa
época em que o conceito mesmo de variedade diferencidvel era praticamente desconhecido da
comunidade dos fisicos, que, nesse sentido, foi pioneira.
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um indice grego p diz respeito ao fibrado E numa parcela quando todo ob-
jeto®® A que ele indexa na referida parcela transforma-se, sob uma mudanca de
referencial em E apenas, segundo uma das regras seguintes:

B _ AV AB
Aazpe - AHACZ’;\DQ

ou

By _ AvABY
Ao&\ué - AZAOC)\I/G’

onde A = (Af ) € C* (U,F) é a matriz da referida mudanga de referenciais e

A=A"1 No primeiro caso, dizemos que p é um indice covariante; no segundo,
contravariante (ou o oposto, nao importa).

Em geral, procura-se apresentar os indices contravariantes sobrescritos e os
indices covariantes subescritos. Note que isso nao foi feito no exemplo acima,
e nao é obrigatério fazé-lo, apesar de largamente vantajoso. Pois bem: uma
expressao local serd invariante se, e somente se, em cada parcela todo indice
grego p dizendo respeito a um fibrado E aparece nela exatamente duas vezes:
uma na forma covariante e uma na forma contravariante. Isso decorre do can-
celamento entre um fator A e um fator A~! quando aplicamos uma mudanca
de referencial em E. Exemplos de expressoes locais que encontraremos ao longo
deste trabalho e cuja invaridncia poderemos atestar mediante a regra dos indices
alternados sao os seguintes:

ds" ®@¢e, +s"Ve,

exp (—Zin(xﬁ'(ai“ >®i(8i” ))a@b

1
ZprRﬁuydx” Vdz* @ dat A da”.

Uma expressao invariante, mas que nao poderd ser apontada como tal apenas
usando a regra, é a seguinte:

dSA dat v
S0+ 5 0 ()T, ().

Como um exemplo de expressao obviamente nao-invariante que encontraremos

podemos citar
1
iwu,\F,)j‘pda:“ Vdz¥ ® dxP.

35Por objeto entendemos fungdes, secdes locais, operadores, etc.. Enfim: qualquer coisa que
faga sentido numa expressao.



Capitulo 3

Geometria local dos
fibrados vetoriais

3.1 Conexoes

Definicao 63 Uma conexao num F—fibrado vetorial (E, M, ) é uma aplicagcdo
V:T'(E) —QM)®T(E)

satisfazendo as sequintes condigoes, para todas se¢ies s,r € I' (E) e todas fungoes
feC>(M,F)

(i) V(s+71)=Vs+Vr

(%6) V(fs)=df ® s+ fVs

Dizemos que a se¢ao Vs é a diferencial absoluta da se¢do s. Quando Vs =0,
dizemos que s é uma secao horizontal para V.

Dado um campo wvetorial X € X (M), definimos Vxs = Vs - X, onde -
representa a dualidade entre T*M e TM, ou, mais precisamente, entre 2 (M)
e X (M). Dizemos que a se¢do Vxs é a derivada covariante de s com relagao a
X.

Exemplo 64 A diferencial de fungées (ligeiramente modificada) fornece uma
conezrdo para o fibrado trivial M x R, cujas se¢oes sao as fungoes suaves reais
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definidas em M (mais precisamente, os grificos dessas fungoes — ver o exemplo
24). Escreva
V: C*M) — QM)®C>® (M)
f = df ©1 ’
onde 1 é a fungdo identicamente um, unidade do anel C*° (M). A condigdo (7)
é 6bvia. Para a (ii), sejam f,g € C™ (M). Temos

V(gf) d(gf)®1

(fdg) @1+ (9df) ®1

= dg®@f+gdfel)
dg® f+gVf

Comentemos um pouco a definigdo de conexao.

Em primeiro lugar, notemos que, com relagao as 6bvias estruturas de F—espago
vetorial dos médulos de segoes, uma conexao é uma aplicagao F—linear. Com
efeito, dados s,r € I' (F) e a € F, temos

V(s+ar) = Vs+V(ar)
= Vs+da®r+aVr
= Vs+aVr,

pois da = 0, ja que identificamos o subespago das fungoes constantes de C>° (M, )
com o corpo subjacente F, de maneira ébvia. Em particular, uma conexao deve
levar secao nula em secao nula.

Notamos que uma conexao é um objeto local, no seguinte sentido. Se duas
segoes s e r coincidem num aberto U de M, entao

Vs(z) =Vr(z), Ve €U,

nao importa o quao diferentes essas se¢oes sejam fora de U. Gragas a aditividade
de V, basta provarmos que, se uma secao s se anula em U, entao também se
anula sua diferencial absoluta Vs em U.

Dado z € U, tome uma bump-function 1 em torno de x com suporte em U.
Logo, se s € I' (E) se anula em U, temos que 7s é a segdo identicamente nula.
Assim,

0=V (ns) =dn®@s+nVs
implica
nVs =dn ®s.
Como 7 é constante e igual a 1 numa vizinhanca de x, temos entao que n (z) = 1
e dn(z) =0, donde
Vs (z) = 0.

Como zx foi escolhido arbitrariamente em U, temos entao que

Vs|U =0,
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como querfamos demonstar.

Dada a localidade da conexao V podemos considerar sua agao em segoes
locais s € I' (77! (U)), no seguinte sentido. Seja s € I' (77! (U)) uma secdo
local do fibrado (E, M, ), definida apenas sobre um aberto U de M, e seja
z € U. Como antes, com o auxilio de uma bump-function n em torno de z com
suporte em U, podemos associar a s uma secao global s”7 € T' (E) dada por

51 (y) = { U (y)os’ (Syé);i;ge U

Defina entdo!
Vs(z) =Vs"(x), Vo € U.

Que esta definicao ndao depende da escolha particular da bump-function 7 segue
do fato de que qualquer extensdo da forma s¢ coincide com s” (e com s) numa
vizinhanga de z. Assim, podemos sempre restringir V a uma conexao no fibrado
local 7= (U):

VT (r ' U) — QU)&T (=1 (U)).

Sejam U uma cobertura de M por vizinhangas coordenadas (U, ul, - ,u””)
e & = (€1, -+ ,&,) um referencial local de F sobre U. Dada uma se¢ao s =
ste, €T (v~ (U)), temos

Vs =ds"'" @¢, + s"Ve,. (3.1)

Como as segoes locais da forma du” ®e,, constituem uma base para o C* (U, F)-
médulo Q (U) @ T (=1 (U)), existem fungdes F,AW € C* (U,F) unicamente de-
terminadas tais que possamos escrever

Ve, = Ffwdu” ® e (3.2)

Essas fungoes locais sao chamadas simbolos de Christoffel da conexao com re-
lacao as referidas bases. Quando quisermos fazer referéncia a vizinhanga coor-
denada U sobre a qual os simbolos de Christoffel estao definidos, escreveremos
I‘ﬁy (U, z) em lugar de Ff;,, (z). Definindo as 1—formas de Christoffel wf; por

wf; = ].";\Wdu”7 (3.3)
podemos ainda escrever
Ve, =w, ®ey, (3.4)
donde
Vs = (ds" + s*wh) ® e, (3.5)

Note que, dado X € X (M), temos
Vxs=Vs-X = (ds" (X) + s*wh (X)) e, = (X (") + s*wh (X)) ep

INote que n depende de x.
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i.e.,

Vs = (X (s") + s*wh (X)) ey (3.6)
Substituindo (3.2) na expressao (3.1), e escrevendo
Ost
dst = wdu”
obtemos ainda
VS<0ﬁ+FA5“)du”®5A (3.7)
ouv v

De posse de uma conexao V em (E, M, ) e lancando méao da dualidade entre
Q (M) e X (M), podemos ainda definir, de maneira natural, uma operagao

V.: X(M)xT'(EF) — I'(E)
(X,s) — Vxs=Vs-X

que satisfaz as seguintes propriedades, para todos X, Y € X (M), s,r € T'(E) e
feC>®(M,F).

1) V(X+fy)8 =Vxs+ fVys

2)Vx (s+r)=Vxs+Vxr

3) Vi (f5) = X (f) s+ Vs

Essas propriedades sdo conseqiiéncias imediatas das condigoes (i) e (i7) da
definicao de conexao.

Se X,Y € X (M) sao tais que X (z) =Y (z) € T, M, entdo, é claro que vale

Vxs(z) = Vs(z) X (z)
= Vs(z) Y (z)=Vys(z).

para toda se¢do s € I'(E). Logo, faz sentido definir a derivada da segdo s €
I'(E) no ponto x € M na direcio X € T, M por

Vxs(z)=Vgs(z),

onde X € X (M) ¢é qualquer campo de vetores tal que X (z) = X. Chamamos
a operagao
T.MxT(E) —  E,
(X)) Vxs()

de derivada direcional de se¢oes. A derivada de uma segdo s € I' (E) na diregao
de um vetor tangente X € T, M s6 depende dos valores de s sobre um curva?
«a : T — M passando por z e tendo X como vetor tangente. Mais precisamente,
sejam r,s € T' (F) segoes e a : T — M uma curva tal que

d

alt)) =z e aty) =Ty, — =X
dtl,_,,

2Pelo termo curva sobre M queremos significar uma aplicacio suave a : T — M, onde T &
um intervalo da reta R.
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para um certo to € Z. Afirmamos que se 7 o @ = s o «, entdo Vxr(z) =
Vxs(x). Com efeito, sejam (U7 ul,--- ,um) uma vizinhanga coordenada de x e
&€ = (e1, - ,en) um referencial local de F sobre U. Escreva

0

— gt — b
slU =ste, e rlU=rte,
Seja ainda

X:Xﬂa% c X (U)

um campo de vetores local tal que X () = X. Temos entio

Vxs(z) = Vx(s|U)(2)
= v)?uau% (s"ev) (z)

= Xﬂ (SU) V/L (Sysv) (LE)

— Xt () (‘93”5” + s”VH6u> (@),

out

onde usamos as propriedades 1, 2 e 3 da derivagao covariante e denotamos V 2
u

por V,,. Note que, por (3.2), temos

Vuer = Ve, -

ie.,

donde segue que

o
Vxs(z) = X" (z) (gu# () + 8" (x) Fi\u (33)) ex ()

ou, j& que X* (z) = X*,

o
Vxs(z)= <Xﬂ(§uﬂ (z) + X*s¥ (z) Fﬁu (x)) ex (),

ie.,

Vxs(z)= (X (s>‘) (x) + XHs¥ (x) Fiu (z)) ex (z) (3.9)
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Seja agora a : T — U C M uma curva tal que a(tg) = = e & (to) = X.

Temos, pela regra da cadeia,

X (sY)(z) = ds*(z)- X
= ds*(z)-a(to)

= Ta(to)s)\ . Ttoa .

g (87 0a) (to),

donde

Vxs(z)= (a(ljt (s)‘ o a) (to) + X*s” (a(tg)) Ff)u (a (to))> ex (a(to)) -

Finalmente, se r € I (E)) é uma secao satisfazendo

roa=soaq,

entao temos

rfoa=s"o«

para todo p € [n], onde r|U = r*e,,. Nesse caso, temos

Vxr(z) = (jt (7")‘ o a) (to) + XHr" (e (to)) I‘i‘# (a (to))> ex (a(tp))

= (4 (o) () 4 X (@ ) T (@ 1)) 4 (a t)
= Vxs(z),

como afirmaramos.

Faz sentido entao a seguinte

Definicao 65 Sejam (E, M, ) um F—fibrado vetorial e « : T — M wma
curva. Uma secao de E ao longo da curva o é um mapa s : T — E tal que
mos=a. Denotamos o conjunto das segées de E sobre a por 'y, (E). E claro
que T'y (E) é um C* (I,F) —mddulo.

D,

Dada uma conexao V em E, definimos um operador derivada covariante
: Ty (E) = Ty, (E) pela expressao local

ds? dat

D= (S 0+ G0 O @) e @) B0
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vdlida para todo t € a1 (U), onde (U,w = (u17~~ ,um)) é uma vizinhanga
coordenada de M, € = (g1, ,&n) € um referencial local sobre U, I"\V 540
0s simbolos de Christoffel de V com relagio a ¥ e &, s(t) = s¥ (t) e, (a(t)) e
ak (t) = ut (a(t)) para todo t € a=t (U).

Algumas explicagoes se fazem necessédrias. Em primeiro lugar, é preciso
mostrar que a expressao local (3.10) é invariante. Ou seja, que dados um novo

sistema de coordenadas 1 = @', ---,u™ em U e um outro referencial local
& = (g1, ,En) sobre U, temos, para cada t € a1 (U),
ds dat
P v 1—\)\
(% 0+ % O O @) o)

dt
onde f‘f;u sdo os sfmbolos de Christoffel de V com relacio a ¢ e &, s(t) =
5V (t)&, (a(t)) e @ (t) = u* («(t)) para todo t € a1 (U). A primeira coisa
que nos ocorre é usar a regra dos indices alternados, explicado paragrafos acima.
Para isso, precisaremos saber como os simbolos de Christoffel se transformam
sob mudancas de coordenadas. Escreva
o  0u 0

Aut — Quk uv’

A At _
@w+dm?uwmm@0amwx

Ep = f;‘é)\
e
Ex = gRe,.
Usando (3.8), temos
Vuep = I‘fmq
e, por outro lado,
Ve, = V. o gp
- vgﬁu da” (fp €>‘)
au
T oum (f E/\)

ou” 8A

Oout 3u”
ou 5]”’
(31}# 3u” f’\I‘ ) ggeg

Off A€
- (a#”fﬂn)
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donde 5 e
SV
¢ _ GU e epm P&
.= auufpg"FAV + EWIL (3.11)
~ afn . ~ .

Nao fosse pelo termo % gfl na lei de transformagao das quantidades Ffm,
estas poderiam ser encaradas como componentes de uma secdo do fibrado ten-
sorial T*M ® E® E*. Nos casos em que este termo excedente nao se anula, essa
possibilidade deve ser descartada in limine.?. Portanto, uma aplicacio da regra
dos indices alternados estd fora de questao.

Vamos entao transformar a expressao

ds* dat y N
(% 0+ 520 O ) o)
termo-a-termo. Em primeiro lugar, é facil ver que valem as leis de transformacao

M (t) = 57 (1) gy (a (1)

dat ouH da"
o M= ggu (@®) 5 ®)

donde segue (ap6s alguns cdlculos diretos, mas algo extensos) que

B = (5" (6} 0 0) ()

ds”

= gy (a (1) (3.12)

dgy dat -,
+% (e (1)) o (t)s"(t) (3.13)

dat .
(1) ()T, (a (1)
da”

s (t)5" () TS, (a (1)) (3.14)

= g{-}“\ (Oé (t)) ny

6f5( t @
aas dt

+g, (a (1) gy (a (1)) () 8" (1) (3.15)

Note que multiplicando a soma de (3.12) e (3.14) por e (a (t)) = f] (a (t)) &- (a (2)),
obtemos ji expressao desejada

<dd§; (t)+ d;i; (t)s" (t)T7, (c (t))) g (a ().

30s livros de Fisica costumam (ndo sem trair uma certa perplexidade) destacar o fato de
que os simbolos de Christoffel “nao sao tensores”.
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Assim, uma condigdo necessdria e suficiente para a invaridncia da expressao
local (3.10) é que a multiplicacao por e (a (t)) = f] (a(t))&- (a(t)) da soma
dos termos excedentes (3.13) e (3.15) dé zero. De fato, temos

ZIn (o das 5" - _
( giieOgEOny )A @)z (@ ()

)
hs)
—
Q
—~
~
~—
~
>
—
—
~
~—
~
)
ESIN
—
Q
—
~
~—
 —
5
PN
—
Q
—
~
~—
~
—~
~
~—
»
3
—~
o~
~—
L]
3
—
Q
—~
o~
~—
~

dt
&b
(g 7) (@ () 5 (05 ()2, (a () =0,
inozcte.

como querfamos demonstrar.

Algumas propriedades 6bvias da derivada covariante D, sdo:

a) Do (s+71) = Dys+ Dor, Vs,r €T, (E)

b) Do (fs) = % s+ fDys, Vf € C®(I,F), s € Ty (E)

c) se s € I'y (E) é tal que existe S € I'(E) para o qual vale s = So«
(nesse caso, dizemos que s é induzido por S sobre «), entdo temos D, s (t) =
VawS (a(t)), vVt € T.

Definigcao 66 Sejam V uma conexdo num fibrado vetorial (E,M,7) e D, a
derivada covariante correspondente & curva o € C® (Z,M). Uma se¢io s €
Ty (E) ao longo da curva « é dita paralela quando valer Dys (t) = 0, para todo
tel.

Proposicao 67 Sejam V uma conexdo sobre um fibrado vetorial (E, M, ) e
a:Z — M uma curva em M. Dados to € I e um vetor so € Eqy,) na fibra
sobre a (to), existe uma Unica segdo paralela s € T, (E) tal que s (tg) = so.

Prova. Mostraremos inicialmente que a proposicao é verdadeira no caso em
que a curva « estd inteiramente contida numa vizinhanga coordenada U de M
equipada com um referencial local £ = (e1,--+ ,&,) de E, i.e.,, a(Z) C U. Dada
uma segao s € I', (E), podemos entao, para cada ¢ € I, escrever

s(t) =" (t)en (a (1))

e a condigao
Dys(t) =0



90 CAPITULO 3. GEOMETRIA LOCAL DOS FIBRADOS VETORIAIS

pode ser enunciada em termos das coordenadas s!,--- ,s" € O (Z,F) como
S 0+ % 1y (T (@ (0) = 0 (3.16
dt dt i B '

para todo A € [n]. Escrevendo ainda
so = speu (@ (to))

vemos que especular sobre a existéncia de uma segao paralela s sobre « sat-
isfazendo a condigao inicial s (tp) = s¢ corresponde a estudar o problema de
Cauchy dado pelo sistema linear de equagoes diferenciais ordindrias nas incég-
nitas s!,--- ,s”

ds* dat

)+ —— )" ()T, (a(t) =0

1)+ S (0 (O, (e (1)

definido em Z, com condigbes iniciais
A A
st (to) = 8§ s

com A € [n]. Como esse sistema possui uma tinica solu¢ao®, segue a proposicio
no caso particular especificado.

No caso geral, temos que, dado ¢t € Z, existem vizinhancas coordenadas
Uo, U, -+ ,Un de M munidas de referenciais locais £ (U;) que cobrem o seg-
mento (compacto) de curva® a ([to,t]). Podemos ainda supor, sem perda de gen-
eralidade, que exista uma cobertura de [to, t] por subintervalos abertos Zg, - - + , Zn
de 7 tais que «(Z;) C U; para todo j € [N],. Diminuindo e reordenando esses
intervalos, se necessdrio, podemos também supor que ty € Zy e

IkﬁIj#®<:>|]€—j|:1.

Escolha entdo, para cada j € [N] um t; € Z;_1 NZ;. Pelo caso particular
que acabamos de provar, em cada intervalo Z; e em cada intersecao nao-vazia
T;—1 NZ; existe uma tunica se¢do paralela sobre a restricao a| (Z;_1 NZ;) para
cada valor inicial estipulado em ;. Assim, seja s a (linica) segao paralela
sobre a restrigio a|Zy com condicdo inicial sy (to) = So.,e seja 51y a (lnica)
segao paralela sobre a restricio «|Z; tal que sy (t1) = 5(0) (t1)- E claro entdo
que as segoes S(g) € S(1) coincidem na intersecao Io N I, e podem, portanto, ser
“coladas”, dando origem & seguinte se¢do paralela sobre a restricao | (Zo UZ1):

_J s (1),seT €
s (1) = { sy (1), se T €y

Prosseguindo indutivamente, sejam sq), $(1)," - , S(x) as Unicas segoes paralelas
sobre as respectivas restrigdes «|Zo, a|Z1, - - -, a|Zy tais que s(;_1) (t;) = s(5) (t;)
para todo j € [k] e tome s(;41) como a tinica segdo paralela sobre a restrigao

4Ver teorema (Picard) 4.2 e coroldrio 4.5 do capitulo I de [Sotomayor].
5Supomos, para fixar idéias, que tg < t. O outro caso se trata analogamente.
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a|Tp 1 tal que sy (tkg1) = S(p+1) (trey1). Temos entdo que hd uma tinica segao
paralela s ao longo da restrigao «f (U;VZOIJ-) tal que s (tg) = sp, dada por

5(1) = s¢j) (1), se T € I;.

Assim, estd bem definido o valor s (t) para todo ¢ € Z, de tal modo que t € Z +—
5(t) € Equt) ¢ uma segao paralela. m

Definicao 68 Sejam V uma conexdo num F—fibrado vetorial (E,M,n) e « :
T — M wma curva. Dados tg € T e um vetor so € Ey,), designamos sob o
nome de transporte paralelo de sy ao longo da curva a a dnica secao paralela
s €T, (E) tal que s (to) = so-

A nocao de transporte paralelo fornece uma maneira canoénica de fazer o
chamado “levantamento” de curvas da variedade-base M para o fibrado vetorial
E: basta notar que o transporte paralelo de um vetor sy ao longo de uma curva
« é uma curva s : Z — FE no fibrado tal que m o s = a. Os vetores tangentes
dessas curvas levantadas passando pelo ponto sy € E geram um subespaco
vetorial Hy, de T, 2 denominado espago horizontal. A fibra E ), olhada como
subariedade de F, possui, ela mesma, uma fibra tangente no ponto sg, Ts, Er (s,
que pode ser vista naturalmente como subespago vetorial V;, de T, E, chamado
espago vertical. Ou por outra: Vi, = kerdm (sg). Nao é dificil convencer-se da
decomposicao em soma direta

T E=H,, & V.

Cumpre observar que o espago vertical Vi, é intrinseco ao fibrado E, pois sé
depende da projecao m, ao passo que a escolha de uma conexao V fornece um
modo canoénico de escolher o complementar horizontal Hy,.

Definicao 69 Sejam V uma conexdo num F—fibrado vetorial (E,M,n) e « :
T — M uma curva passando pelos pontos xg = « (tg) e ©1 = a(t1). A conexao
entre F,, e E,, ao longo da curva a é o isomorfismo F—linear®

Ta: By — by,
So = Ta(So)

definida do seguinte modo: seja s o transporte paralelo de so ao longo de «, e
ponha T4 (S9) = s (t1).

6N3&o é dificil aperceber-se da linearidade da aplicacdo de conexdo que ora definimos: isso
decorre trivialmente da linearidade das EDOs de paralelismo. O que requer um pouco mais
de reflexdo é sua injetividade. Isso decorre da unicidade da solugao de sistemas de EDOs
lineares: se dois vetores so,70 € Eg, fossem conectados ao mesmo vetor s1 = 74 (s0) =
o (ro) € Eg, pela conexdo 7o ao longo de «, terfamos o cruzamento de duas solugoes da
equagao de paralelismo. Para o Teorema de Picard de Existéncia e Unicidade de solugoes de
sistemas de EDOs, baseamo-nos em [Sotomayor].
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Cumpre observar que a aplicagdo T, depende apenas da curva ligando as
fibras e da conexao V. Eis ai a motivagdo para a aparentemente arbitraria
denominagao de V — “conexao”: vé-se que ela providencia uma maneira candnica
de conectar fibras ligadas por uma curva.

Antes de passarmos aos préximos resultados, vamos introduzir alguns truques
notacionais para tornar os cdlculos menos enfadonhos. Entreguemo-nos a tarefa
de reescrever a lei de transformacio (3.11) em termos de matrizes convenientes’ .
Para isso, recuperemos a definigdo (3.3, 3.4) das 1-formas de Christoffel dada
linhas acima.

Seja (E, M, ) um F—fibrado vetorial n—dimensional munido de uma conexao
V. Seja U = {U,V,W,...} uma cobertura de M por vizinhangas coordenadas
(U, ul, .- ,um), (V, LI -vm), etc. munidas de referenciais locais

ev = (ev1, " s€un) € Mixn (F (W_l (U)))

para todo U € U.
As 1-formas de Christoffel w (U )2 relacionam-se aos simbolos de Christoffel

A -
I‘(U)W da conexao V segundo as coordenadas u',--- ,u™

pela expressao (3.3)

e o referencial ey

w(U), =T (U)), du”

para todos A, 4 € [n]. Definamos entdo para cada U € U a matriz de Christoffel

wy = (w (U)g) € Myxn (2(U))

nxn

Dados U,V € U, com U NV # 0, existe

vy = (qs(VU)g) € Myyn (C=(UNV))

nxn

tal que
evu (@) = & (VU) (@), e (@)

para todos z € UNV e u € [n], i.e., tal que vale a equagdo matricial
ey () = vy (v) ey (z)
para todo z € U NV. Note-se que
det ®yy (z) #0
para todo x € U NV e, em particular,

det vy # 0

"Para as convencoes adotadas no trato com matrizes, ver capitulo 0 acima.
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em C* (UNV). Temos obviamente

o, =Puy

Py = Pwv vy
Vamos mostrar que, com a notagdo acima, a lei de transformacao (3.11)
assume a forma amigdvel

wy () = d®yy (z) ®yy (2) + Py () wy (z) Dy (2)
ou ainda, mais mnemonicamente,

wy (.’L‘) =d®Pyy (.’13) Dy (.’17) + Py (m) wy (m) Dy (.CU) (317)
paratodox € UNYV.

Reescreva a equacao (3.11) na forma

A ouY d
m Gy ov¥
multiplique ambos os membros por dv” e some-os com indice v correndo no
conjunto [m]. Temos entéo

(V) o (VU)T(U)S d(UV)h+ o (VU)o (UV)) |

@ ou |, 0 o« 5
oo ), (G ) 0@V} + (5 (VU a0 ) 601

o (V) (T(U)2, du") 6 (UV)} +do (VU); 6 (UV))
o (VU w (U)ad (UV); +dé (VU 6 (UV);

w (V) =de (VU)g ¢ (UV), + ¢ (VU)pw (U)2 6 (UV)3,
ou, matricialmente,
wy = dPyy®yyv + Pyywy Py,

como afirmaramos.

Observagao 70 E dbvio que o conhecimento de uma familia § = {wutyey de
matrizes de Christoffel da conexdo V em (E, M, ) indezada sobre uma cober-
tura de M do tipo acima determina completamente a conexao V em questao.
De fato, dada uma se¢io s € T'(E) expressa localmente por

s|U = syeg; = streu
a equagdo (3.5) acima nos dd
(Vs)|U = (dsy + sywy) @€y (3.18)
onde sy = (s{;, -+, s%) € Mixn (C*> (U)).



94 CAPITULO 3. GEOMETRIA LOCAL DOS FIBRADOS VETORIAIS

Proposigao 71 Seja E um F—fibrado vetorial de dimensio n sobre a base M.
Sejam U uma cobertura de M por vizinhancgas coordenadas (U, ub, .- ,u’”) mu-
nidas de referenciais locais

ev = (ev,1, " s€un) € Mixn (F (W_l (U)))

que se relactonam por
ey (¢) = @yu (v) ey ()

para todos U,V eld ex e UNV e

S ={wvlveu

uma famdlia de matrizes wy € Mpxn (2 (U)) de 1-formas locais indexadas sobre
U. Uma condicao necessdria e suficiente para que a familia § determine uma
conexdo Vg em E no sentido da observagao 70 acima é que valham as equagoes
matriciais

wy (:E) = d(I)VU (:L') q)UV (CL’) + (I)VU ({E) wyu ({E) (I)UV (CC)
para todos U,V el ex € UNV.

Prova. A prova resume-se a verificar a coincidéncia dos objetos locais definidos
pelas expressoes (3.18) nas intersegoes dos dominios. Vamos a ela. Dados U,V €
U tais que U NV # @, temos, na intersecao,

sy = sy®Pyv = dsy = dsyPyv +spd®Pyv ,
donde

(dsy + sywy) ® e}, = (dsyPuv + sud®uv + suyPuvwy) @ Byyey

= (dsu®yv®vy +spd®yy vy +syPuvwr®yy) ® e
= [dsu +su (dPuv@vu + Puvwy®vy) @ ey
= (dSU —|—sUwU) ®€?J.

Isso nos dé o direito de definir uma aplicagdo Vi : I'(E) — Q (M) @ I' (E)
pelas expressoes locais

(Vzs)|U = (dsy + sUwU) ® ef;.

Como a associagdo s € I' (E) — sy € Mix, (C* (U)) é F—linear, vemos que,
dadas secoes 1, s € T'(E) e uma fungéo f € C* (M), temos

Vi(r+s8)|U = [d(ry+sv)+ (rv+sy)wy] ®ejr

(dry +rywy) @ ey + (dsy + sywy) @ €7
= (Vsr) U+ (Vgs) U

(Vg?‘ + VES) |U
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Vi (fs)|U = [d(fsv)+ (fsv)wul@ep

[dfsu + f (dsy + sywu)] @ ep

= df @syep + f (dsy + spwy) ® g
(df @ s+ fVgs) U,

donde seguem as regras

Vi (r+s) =Vgr+ Vis

Vi (fs) =df ©®s+ fVss,

que mostram que Vz é a conexao desejada. W

Coroldrio 72 Todo fibrado vetorial admite uma conexdo.

Prova. Seja (E,M,7) um F—fibrado vetorial n—dimensional. Basta provi-
denciarmos uma cobertura ¢ de M e uma familia § = {wy} ¢, de 1-formas
satisfazendo as condigoes da proposicao anterior.

Sejam U um atlas de M e {py } ¢, uma particdo da unidade subordinada a
U. Podemos supor, sem perda de generalidade, que cada vizinhanga coordenada
U € U estd munida de um referencial local g7, e que estes se relacionam por

ey (2) = @uv (z) ey ()

para todo x € U N'V. Escolha arbitrariamente uma familia 9 = {My },; o,
de matrizes My € My« (2 (U)) e defina, para cada U € U,

wy (z) = Z py (z) (d@uv (z) vy (z) + @uv (2) My (z) @vu (7))
Veu
zeV
para cada x € U. Vamos mostrar que a familia § = {wy} o, satisfaz a lei de
transformacio (3.17). Dado = € U NV, temos’

PyywyPyy = Z pw [Puvd®yvw (Pwy @vy) + (Puv@yvw) My (Pwv®yvy)]

weu
zeW

= Z pw (Puvd®yvw @wu + @yw My Pwu)

weu
zeW

8Lembramos que estamos assumindo tacitamente que a variedade-base do fibrado em
questao possui topologia Hausdorff de base enumeravel.

9 Omitiremos por simplicidade o argumento (z) das matrizes wy, Pyy, etc. ao longo dos
célculos.
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Ocorre que

d®yw = d(Pyv®vw) = dPyv®yvw + PuvdPyw ,

donde

Syyvwv®vr = Y pw [d®@uwBwu + Puw My @wy — d@uy (Bvw Pwy)]
wey
zeW

= Z pw (d@uw @wu + PuwMw Pwy) — Z pw (2) | d®yy®yvy

weld weu
zeW zeW

=wy —deyvPyvy ,

ou seja,

wy (z) = d®yy (z) @vy (z) + Puv (z) wy (z) vy (7).

Cumpre observar de quanta liberdade gozamos, na demonstragao do coroldrio
anterior, para a construcao de uma conexao em E — M: tomamos uma familia
totalmente arbitrdria de matrizes My € M,x, (Q(U)) para levar a cabo a
empreitada. Isso significa que, em geral, é enorme a quantidade de conexoes
possiveis num fibrado vetorial. Comegaremos a buscar uma expressdo precisa
desta impressao observando que a diferenca entre duas conexoes quaisquer é um
objeto em Q (M) @T (E) @' (E*) ~ Q (M) ® End (T (E)). Mais precisamente,
temos a

Proposicao 73 Sejam V,A: T (E) — Q(M)®T (E) conexdes num F—fibrado
vetorial (E, M, 7). Eziste

C € Q(M)® End(T (E))

tal que
Vxs=Axs+C(X,s)

para todos X € X (M) e s € ' (M), o que escreveremos simplesmente como
V=A+C

Prova. Sejam Fﬁy os simbolos de Christoffel da conexao V e ’yﬁu os da conexao

A num mesmo aberto U de M. Temos
(Vxs—Axs)|U = Vixu, o, (s"ey) — Axn o, (sey)

= (X (s>‘) —I—X“s”Ff,‘M) e\ — (X (8)\) + X“s"yf,‘ﬂ) €x
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= (Fﬁ _’YL\u) XHs"ey

(C)\ dut @ ¥ ®5)\) (X,S),

v

onde
A A A
Cyu - FV;,L - 71/;1,'
Para que a expressao local C{,\#du“ ®e¥ ® ey sirva como definicdo de um objeto
global ¢ necessério e suficiente que os coeficientes C’j‘ﬂ transformem-se de acordo
com a lei

ou”
§ A&
Cp# ou ufpgnchw

onde as funcdes 2 Sur _ e g tém os mesmos significados que em (3. 11) De fato,

usando (3.11) para transformar os sfmbolos de Christoffel FW e fy,“,, obtemos

E 1€ _ A%
c =10 = Yo

pu

ouw” ofy ou” of]
<8 “w pgqr)\y"'az §]> + (8 1 pgyﬂ/)\,, auzgf]>

8”” f)\ ( ’y)\l/)
o
o Qum P

Isso nos permite definir, a partir das expressoes locais C’{,\udu“ ®Re”¥ ® ey, um
campo tensorial

n
v

C

m

I (T*M ® E* @ E)
QM) (D(E)oT (BE))
Q(M)® End (T (E)),

12

de tal maneira que valha V=A+C. =m

E trivial verificar a reciproca, i.e., que, dados C € Q (M) ® End (T (E)) e
uma conexao A em F, a aplicacdo V = A+ C ¢ ainda uma conexdo em E. Em
suma, temos o seguinte

Corolario 74 O conjunto Conn (E) das conexées do F—fibrado vetorial (E, M, )
estd em bije¢io com o C*° (M,F) —mddulo Q (M) ® End (T (E)).

Prova. Com efeito, fixemos de saida uma conexio V° € Conn (E) (que sabemos
existir devido ao coroldrio 72) e definamos a bijegao

Q(M)® End (T (E)) — Conn(FE)
c - V'+C
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Isso d4 uma idéia mais precisa de quantas conexoes existem em E: tantas
quantas sao as sec¢oes do fibrado tensorial T*"M ® E ® E*. A presenca de uma
estrutura bilinear nao-degenerada, entretanto, nos levard a preferir algumas
dentre essa mirfade de conexoes possiveis. Serao aquelas que, num sentido muito
preciso — a ser definido adiante — preservam essa mesma estrutura. Num caso
muito especial (o das conexdes pseudo-riemannianas) nossa preferéncia recaird

sobre uma dnica conexao!?.

3.2 Curvartura

Consideremos a lei de mudanca de referencial (3.17) sob a forma
wy (.CC) Dy (.73) =d®Pyy (.’E) + Py (.’13) wy (.’13) . (319)

Como j4 assinalamos nos comentdrios a equagao (3.11), o que impede as ex-
pressodes (3.17) de serem coladas coerentemente dando origem a um objeto global
é a presenga, na equagao acima, do termo d®yy (x). Podemos nutrir a esper-
anca de que, eliminando-o de alguma forma, possamos chegar & expressao local
de um objeto globalmente definido. Ademais, se o conseguirmos, ¢ claro que ele
dependerd apenas da conexao V. Ora, ndo nos ocorre melhor forma de eliminar
1-formas exatas do que aplicando o operador de derivagao exterior d, ja que
d? = 0. Obtemos assim

dwyPyvy —wy NdPyy = dPyvy A wy + Pyydwy.
Usando (3.19) outra vez, agora para substituir o termo d®y (), obtemos
dwy Pyy —wy AN wyPyy — Pyywy) = (Wy vy — Pyywy) Awy +Pyydwy,
ie.,
(dwy —wy Awy) Pyy+wyAPyywy = wy ByyAwy+®yy (dwy — wy Awy) .
Ora, afirmamos que
wy AN Pypwy = wyPyy A wy.

Com efeito, efetuando as operagdes correspondentes nas entradas das matrizes
envolvidas, e explorando a C° (U N V) —bilinearidade do produto exterior A,
temos

v

(wy ABypwr) = w(V)®A (<1> VU)? w (U)g)

(w )z (vO)) nw

= (“-’Vq)VU A wU)Z .

10Ver teorema de Levi-Civita (coroldrio 88) mais adiante.
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Assim, temos
(de —wy A wv) by =Pyy (dwU —wy A wU)

ou
dwy —wy ANwy = Pyy (dwU —wy A wU) Py, (320)
o que nos diz que a expressao local Qpy = dwy—wyAwy € Myxn (QQ (U)) define
uma matriz de 2-formas globalmente definidas em M, que denotaremos por
Q= (QZ ) e denominaremos a matriz de curvatura da conexao V. Conexoes
nxn

com curvatura identicamente nula sao chamadas conexdes planas.
A matriz € induz uma aplicagao

R: X(M)xX(M)xT'(E) — I'(E)
(X,Y;s) — R(X,Y)-s

C>™ (M) —linear em T' (E) (i.e., no terceiro argumento), definida do modo seguinte.
Sejam X,Y € X (M), ev = (eu,1,-+* ,eum) € Mixn (T (771 (U))) um ref-
erencial local sobre U € U e s € I'(E) tal que s|U = sliey,, = syej;, onde

sy = (sgj) . Lembrando que Qy € M, «n (QQ (U)), escrevamos
1xXn
(R(X,Y)-s)(z) =sy(x)Qu (X|U,Y|U) (z) e} (z) , (3.21)
para todo x € U, i.e.,
(R(X,Y)-s)|U=s3QU) (X|U,Y|U)epp €T (1 (U))

Devemos verificar que a expressao (3.21) é invariante. Seja x € UNV, com ey
referencial local sobre U e gy referencial local sobre V. De fato, temos

su (2) Qu () (X (2),Y (z)) ey (z)

= sy (2) ®yy (2) Qu (2) (X (2),Y (2) Buv (z) ey (2)
= sy (2) (RvuQuuv) (z) (X (z),Y (z)) ey (x)
= sy (2) Qv (2) (X (2),Y (z)) &} (z).

Decorre da F—linearidade das aplicacoes s € I' (E) — sy € Mixy, (C>*(U)) a
dependéncia C*° (M) —linear de R (X,Y)-s em s. Denominamos R de aplicag¢io
curvatura de V e de operador de curvatura de V para os campos vetoriais X e
Y ao endomorfismo C*° (M) —linear R (X,Y) € Homgepry (I'(E),T' (E)).

J4& de sua definigao fica claro que R s6 depende de V. A forma precisa dessa
dependéncia é dada pela seguinte

PI‘OpOSiinO 75 R(X, Y) =VxVy —VyVx — V[X’y], VX,Y € X(M)
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Prova. Sejam (U, ul, - ,um) uma vizinhanga coordenada de M, e = (e1,-- ,&,) €
My, (T (771 (U))) um referencial local sobre U, e s € I' (E) com s|U = ste,,.
Em z € U, temos

VxVys=Vx ((Y (s*)+ shwh (Y))ew)
=Vx (Y (s*)eu) + Vx (s’ (Y)e,)

= XY (s"M)e, +Y (s") [ X (6)) + 52(41?\ (X) | e
~—~
constante

0

+X (sPwh (V) e+ s™h (V) | X (6,) + 52@\’ (X) | ep
——
constante
0
= [XY (s”) + Y (s")wh, (X) + X (s"wh (V) + s“wf) (Y)uwh (X)] e,
Analogamente,
VyVxs = [YX(s?)+ X (s")wh) (V) + Y (shwh (X)) + stw) (X)wh (V)] &p-
Por outro lado, temos em x
Vix.vis = Vix,y] (s"ep)
— (X, Y] (s") + £’ (X, Y])) &,
= [XY (s”) =YX (s°) + 5", ([X,Y])] .
Agora note quet!

wh (X, Y]) =X (wﬁ (Y)) -Y (wﬁ (X)) — dwh (X,Y),

sto ¢ uma instancia da conhecida férmula
d (X,Y) = Xeo (V) = Yw (X) - w ([X, V),
vélida para todos X,Y € X (M) e w € Q(M). Como se trata de uma equacdo linear em w,
basta provéd-la para w = gdf, onde f,g € C°° (M). Temos entdo dw =dg Adf e
w(X,Y)=X ()Y (f) -Y (9 X (f).

Por outro lado, temos

Yw(X) =Y (9) X (f) +9Y X (f),

Xw(Y)=X(9)Y (f) +9XY (f)
e

w([X,Y]) =g[X,Y](f) =gXY (f) —gY X (f).
Portanto,
Xw(Y)—Yw(X) -w([X,Y])
=X (@Y (f)-Y (9 X (f) =dw(X,)Y).
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donde segue que
Vix,y)s = [XY () =YX (s”)+s"X (wﬁ (Y)) — 'Y (wﬁ (X)) — stdw?, (X, Y)] €p

Portanto, temos
VvaS — VyVXS — V[X7y]3

Y (s*)wh (X) + X (s“wz (Y))
B —|—s“wf; (Y)W (X) = X (s*)wh, (V)
=Y (shwh, (X)) — stw) (X) wh (V)
—st X (wﬁ (Y)) + s*Y (WZ (X)) + stdwt, (X,Y)

Note agora que

€p

X (s“’wﬁ (Y)) =X (s")wh (V) +s"X (wﬁ (Y))
e, analogamente,
Y (sh'wh (X)) =Y (s")wh (X) + 'Y (wh, (X))

Efetuando os cancelamentos necessarios, chegamos finalmente a

vays — Vyvxs — V[X’y]s

= s |dwh, (X,Y) — (wz (X)wh (V) — wz (Y)wh (X)) | &

wﬁ/\wi(X,Y)
= st (dwf, — w;\L AWR) (X, Y)e,
= SILQZ (X, Y) Ep
=R(X,Y)-s,

como querfamos demonstrar. ®

Proposicao 76 (Identidade de Bianchi) Sejam Q e w expressées locais (so-
bre uma mesma vizinhanga) respectivamente da matriz de curvatura e da matriz
de Christoffel de uma conexdo V no fibrado E — M. Vale a identidade

dA2=wANQ2-QAw (3.22)

Prova.
Q=dw—-—wAw

=dl=wAdw—dwAw
Sd=wANdw+ (~WAWAWFWAWAW) —dw Aw

0
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=2d=wA (dw -—wAw) — (dw —wAw) Aw

dA=wAQ-QANw

Seja (U,u1,~~ ,um) um sistema de coordenadas locais sobre M e £ =
(g1, -+ ,€n) um referencial local sobre U para E. Passamos agora a escrever
a expressao local sobre U de cada entrada ), € 02 (U) da matriz local de
curvatura Q.

Temos, por defini¢ao

v o__ v A v
Q, = dw,, + w, AWk,

donde, lembrando (3.3), vem

Q= d(Ihydu) + (T du”) A (T%,.du”)
or
o v A
= <auu>\p+rukrop) du™ A du”

Faremos agora uma escolha que parecerd uma complicagao inutil, mas que serd
explicada oportunamente. Trata-se de escrever o termo acima na forma equiv-
alente

orv
v _ J123 o v A
Q, = (Bup +17, U)\) duf A du

ar
—(3ﬂf+FL ;>(mAAmﬂ

apenas permutando os nomes dos indices de soma A e p — 0 que é um procedi-
mento inécuo —, e, em seguida somar os resultados obtendo

ory, or
20 = ( 4o —MA oIy, 19T ) du A du?,

dur duP pe=oX
ou
QZ:%RbﬂmAAMﬁ, (3.23)
onde , orv
oo = bt~ I L TIT, T, (3:21)
A estranha escolha aludida acima foi feita para que as fungoes Ry, fossem
antissimétricas com relagao aos indices A e p, i.e., para que valesse
o = R (3.25)

~ v . . - . R
e para que as fungoes Ru/\ o satisfizessem a lei de transformagao apropriada as
componentes de um tensor 3—covariante e 1—contravariante. Com efeito, segue
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de (3.20) que, sendo (Az ) a matriz de mudanca de referenciais locais sobre U e
(]\{ ) , temos

A _ AaAv OB

Q= A AR,

Escrevamos )
QZ = iRzApduA A du”
e
Q= % v pdul A duP.
Temos entao
~Z>\p = A/)lAZRg/\p'

Agora fagamos apenas uma mudanga de coordenadas v — @ em U: escrevendo

v 1’1/ -~ =
Q, = 5 “)\pd”u)‘/\dup

1
= gRi’MpduA A du”,

e obtemos . A
=, outou"
uAe T OgA e HEN

Assim, a lei de transformagdo para as fungoes RZ)\ . quando submetidas as
mudancas simultaneas de coordenadas em M e de referenciais em F, fica

_ Eul .\ -
Y ou” ou AMAYRY

1A T Gk gup e sy

que é aquela satisfeita pelas componentes de uma secao do fibrado tensorial
T*M @ T*M ® E ® E*. Assim, podemos definir o tensor de curvatura da
conezxao V

RecQ?(M)®T (E)®T (E*) ~ 0% (M) ® End (T (E))
pela expressao local

1
R|U = 5 o (Ut A duP) @ et @ e, (3.26)

Observe que a aplicagao de curvatura R : X (M) x X (M) xI'(E) — ' (E)
definida acima é dada exatamente por

R(X,Y) -s=R(X,Y)s,

onde usamos implicitamente as dualidades Q% (M) x (X (M) x X (M)) — C* (M, F)
el (E*) xT'(E) — C* (M,F). De fato, localmente, temos

(R(X,Y)-s)|U= RS, X'Y"s e,
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Terminaremos esta breve segao com algumas consideragoes heurfsticas que
permitirao apreender o significado geométrico do conceito de curvatura. Sejam

(Usp = (u's--,u™))

um sistema de coordenadas locais para a variedade M em torno de zo = ¢! (0)
e

E=(e1, " ,n)

um referencial local sobre U para o fibrado (E,M,r), este munido de uma
conexao V com simbolos de Christoffel ].";)V sobre U com relacao a £. Tomemos
uma quantidade € > 0 tao pequena que estejam inteiramente contidas em U as
imagens das curvas «, 3,7,6 : [0,€] — M definidas por

a(t) 0 1 (t,0,---,0)
Bt) = ¢ (et,0,---,0)
v(t) = ¢ t(e—t€0,---,0)
5 (1) © (0,6 —1t,0,---,0)

Fixemos um vetor sg = sfje, (9) € Ey,. A nossa idéia é transportar paralela-
mente o vetor sy ao longo das curvas «, 3,y e § — sucessivamente, e nesta ordem
— e em seguida comparé-lo com o vetor obtido por esta operagao. Queremos
apontar a influéncia da curvatura na diferenca entre esses dois vetores da fibra
E,,. Com este intuito, fixemos mais alguma notacdo: s, € I'y (E) é o trans-
porte paralelo do vetor sg ao longo de «; sg € I'g (E) é o transporte paralelo
do vetor s; = s, (€) ao longo de f; s, € I', (E) é o transporte paralelo do
vetor s; = sg(€) ao longo de 7y; ss € I's (E) ¢ o transporte paralelo do vetor
s3 = s (€) ao longo de d; e, finalmente definimos s4 = s5 (¢). Como afirmamos,
desejamos estimar o vetor diferenca A (¢) = s4 — so. Serd suficiente para nossas
pretensoes heuristicas fazer uma aproximagao de segunda ordem no pardmetro
€.
Podemos escrever
Ae) =54 — s
= 55(€) = 54 (0)
= [s5(€) = 55 (0)] + [sy (€) — 51 (0)] + [s5 (€) — 55 (0)] + [sa (€) — 50 (0)] -
Ora, a expansao de Taylor em torno do zero até segunda ordem no parametro e
da p—eésima coordenada com relagéo ao referencial E do vetor diferenga A, (¢) =

Sa (€) — 84 (0) &
AL (e) = s () — 54 (0)
d 1d
= %Sa (0) € + 5@80‘ (0) 62 + O (63)

A equacdo local do transporte paralelo (3.16) nos d4

a)\
%Sg (t) = T (a (1)) ddT (t)sa (),
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donde p
@55 (0) = =Ty, (o) 55
z ory daf |,  do* 5
E‘Sa() = - 3u9A( (t))ﬁ()ﬁ() o (t)
d?a?
Tl (@ () S (655 (1)
» " do® do*
T (0 (0) Ty () S-S (05,0,
donde

d? ory .
ﬁsg (0) = <— Bull (zo) + Fl)j‘l (@) T, (wo)) 80-

Assim, temos

1 or: )
AL (€) = =T, (20) sge + 3 <— 6;11 (o) + Ty (x0) T, (900)) spe’ +0 (€7)

Célculos totalmente andlogos mostram que

1 /ors
Ax (6) = ]_—‘51 ({L’Q) 856 —+ 5 ( 8,“”11 (fﬂQ) — Fl)/\l (II,’Q) Fil (Z’Q)) 3562 + 0] (63) ,

onde z5 = v(0); e que

1 or
A% (€) = =Ty (z1) sTe+ 5 <— 2 (11) + Ty (21) T, (ml)) s{e® + 0 (%)

2 ou?
€
J7 0 v 1 81—‘52 A w v 2 3
DG (€) =Ty (g) sk + 5 (52 () = T2y () T () ) 56 + O (€9),

onde z1 = 5(0) e x3 = ¢ (0).
Somando as contribuigdes dos quatro arcos a, 3,7 e 6 a A¥, apés reordena-
mento das parcelas, obtemos

A (€) = (T, (w2) 85 — Ty (wo) 5§ + Tp (w3) s5 — Iy (1) 7)€

1 8Flull v aFIVLl v A " v A " v 2
+§ ul (z2) 85 — ul (z0) 8¢ + 'y (z0) Ty (o) 85 — Iy (22) Ty (22) 85 ) €
+§ ( 8u22 (z3) 55 — 8u22 (z1) 87 + Fz)/\2 (x1) Ty (1) 87 — 1—‘1/}2 (23) Ty (23) 53) ¢

+0 (63) .
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Devido & suavidade das fungoes envolvidas, poderiamos escrever, para xg =
x1 & x9 ~ x3 (0 que sugere um lago a * 8%y % § bem pequeno, ou 0 < € < 1),
de um modo bem pouco rigoroso, a seguinte aproximagao:

1 v
At (€) ~ 3 (Ry11 (20) + Rijgs (w0)) 50627

para a qual fizemos uso de (3.24). De fato, vamos mostrar que vale rigorosamente

. AM (e 1 .
lim 2( ) =5 (Rp11 (z0) 4+ Rlgs (w0)) 50

e—0 €

O que falta para estabelecer esse limite é mostrar que o termo de primeira ordem
em €

F51 (z2) 55 — F51 (wo) s + Fffz (z3) 55 — ng (z1) sy

vai para zero pelo menos tao rdpido quanto €, quando este parametro tende pra
zero. Ora, temos

Iy (w2) 85 — Ty (wo) s =Ty (22) (5 — s6) + (I (x2) — Iy (w0)) 56
Como T, é suave, podemos apelar ao teorema do valor médio e obter

[y (w2) =T (o) < Clle(w2) — @ (zo)ll = Clle (2]
= CH(636707"' ’0)” < \/iCE,

ie.,
Iy (x2) — Ty (w0) < C'e,

onde C e C’ sdo constantes positivas apropriadas. Além disso, é possivel aprox-
imar o efeito da sucessdo de transportes paralelos ao longo de «, 8,7, por um
nico transporte paralelo ao longo de uma curva suave que aproxima'? cx*y*6.
Argumentos semelhantes nos darao também

|s5 — sh] < C"e.

Como o fecho do interior da curva « * [ %y * § é compacto em U, temos que o
termo 'Y} (z2) ¢ limitado af. Isso comprova a nossa tese.

Assim, vemos que até segunda ordem num parametro de comprimento e
de uma curva fechada'® A\ com base num ponto zg, o tensor de curvatura Rf;l,p
controla a diferenca entre um vetor sg € E,, arbitrario e seu transporte paralelo
s ao longo de A. Se, por exemplo, tivéssemos Rﬁyp (z9) = 0, entdo a diferenca

entre s e sg s6 apareceria na terceira ordem em e.

12Podemos fazer uso de uma convolugio para suavizar as cispides da curva o * 3 % * 8.

13E claro que usamos uma curva muito especial, diferenciavel por partes e cujos arcos suaves
sdo segmentos de curvas coordenadas. Nao teriamos a mesma facilidade sequer de formular a
questao em termos de curvas fechadas arbitrarias.
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3.3 Conexao induzida nos fibrados associados

Uma conexao V num fibrado £ — M induz, de maneira canénica, conexoes
nos fibrados tensoriais T} (F) associados a E. Mais precisamente, temos o
seguinte

Teorema 77 (Willmore, 1959) Dada uma conezxdio
V:I'(E) - Q(M)®T(E)

num F—fibrado vetorial (E, M, ), e considerando os C* (M,F) —mddulos C*° (M,F),
I'(E)el (TZ‘} (E)) ~ T2 (T (E)) com submddulos de T (T (E)), existe uma tnica
aplicacao

D:T(L(B) —QM)eT ([ (E))

que estende d (diferencial de fungdes) e V, é compativel com a dualidade T (E*) X
I'(E) — C* (M,T), e faz da dlgebra tensorial (T (T (E)),+,®) do C* (M) —mddulo
[ (E) uma F—dlgebra diferencial'*. Além disso, a restricio

DT (TY(E)) — QM) T (T¢ (B))

desta aplicagio ao C* (M,F) —submddulo T (T (E)) ~ T (T (E)) fornece uma
conexdo no fibrado tensorial T} (E), quaisquer que sejam p,q € N.

Prova. Primeiramente, procuremos induzir uma conexao
A:T(E") - Q(M)T (E")
no fibrado dual. A compatibilidade com a dualidade significa que A satisfaz
dw-s)=Aw-s+w-Vs. (3.27)
Usaremos essa condicao para tentar derivar A. Vamos aos cdlculos. Sejam
e=(e1 s en) @ = (61, 0n) € Mixn (L (771 (U)))

dois referenciais locais de F relacionados por

e* = Ao",
com A = (Af) € Mpxn (C*® (U,F)). Escrevamos

Verf =w®e*

14Geja (A, +, x) um anel. Uma derivacdo do anel A é uma aplicagio D : A — A que satisfaz
1) D(a+b) = Da+ Db
2) D (a xb) = (Da) x b+ a x (Db).

A quéddrupla (A, +, x, D) ¢ dita um anel diferencial. Se A for ainda uma K—dlgebra, e D
for K—linear, entao dizemos que (A, +, X, -, K, D) ¢ uma K-dlgebra diferencial.
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Vo' =n ¢,
onde w,n € My, (2 (U)) sao as matrizes de Christoffel de V com relagdo a &
e ¢, respectivamente. A lei de transformagao (3.17) escreve-se

w=dAA"' + AnpAt. (3.28)
Sejam também

EZ(?:17"' 7571)73): (a)lv"' ,(Esn) €M1><n (F(ﬁ_l (U)))

os referenciais locais de E* duais a € e ¢, respectivamente, i.e., tais que

7k

é*€:¢ ¢:In

Escrevendo
_ < %
E'=A¢ ,

e multiplicando & direita por € = ¢A™, temos
I, =& =A (J)*qb) A" = AA,
ie. ~
A=A =@,
Suponhamos por ora que exista a tal conexdo compativel A, e escrevamos

A" =0 ®E"

AP =0
para suas matrizes de Chrsitoffel com relacdo a & e ¢. Nossa estratégia serd
escrever @ e 7] em fungdo de w e 7, e entdo mostrar que (3.17) é satisfeita para
aquelas matrizes. Em seguida, invocaremos a proposigao 70 para afirmar que A
tem de existir.
Fazendo w =&, e s = ¢, na equagao (3.27), obtemos
Ag, e, +E&,-Ve,=dE,-€,) =0
——

S

= Ag, e, =—E,- Ve,

Ca/= _ _
= w,(Ex-ey) ==&y (W) ®ep) = —w)(Eu&p)
~—— N——
v Sp
= W, = —wy,

ie.,
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De forma inteiramente analoga, obtemos

*

n=-n.

Ora, aplicando a operagao de transposi¢ao de matrizes a (3.28) e trocando sinais,
obtemos

—w*=— (A7) dAT + (A7) (—n") A”
= ®=-AdA ' +ARA "

Notando que
0, =dI, = d (Ix[fl) — dAA " + AdA!

obtemos finalmente

1 1

@=dAAN  +ARA
ou seja: a instancia correspondente da lei de transformagao (3.17). Estamos,
portanto, em condigoes de invocar a proposicao 70 e ver que A de fato existe e
¢é unica.

Sejam agora (E, M, x) e (F, M, p) dois F—fibrados vetoriais, V uma conexao
em E e 0 uma conexdo em F. Vamos mostrar que a regra de Leibniz

D(res)=Vres+r®ads (3.29)

define univocamente uma conexao D no fibrado tensorial £ ® F. Sejam € =

(517"' 75n)7 €= (517"' 7571) S Mlxn (F (71-71 (U))) € ¢ = (¢17"' 7¢k)v (b =
((}1,~-~ ,&k) € Mixn (T (p7(U))) referenciais locais de E e F, respectiva-
mente, relacionados por

e =AF e ¢"=M¢ .

E claro que'® 7 = €[®]n, 7 = £ [®]f) € Mixni (I (II71 (U))) sio referenciais
locais do fibrado tensorial £ ® F, relacionados por

T =N7",
onde
N=A[]M.
Escrevendo
Ve =w®e* e VE"=0®E&",
e

9" =nd" e I =P,

150s sfmbolos [®], [], etc. denotam instancias do produto de Kronecker de matrizes, definido
no capitulo 0.
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e fazendo r = ¢, e s = ¢, em (3.29), obtemos
D(5u®¢y) = V6H®¢y+6u®a¢y
= wREA®P,)+10 (64 ®P,)
(o:p)
€ @ (Ea®6,)
onde

(0'7/7) _ o a
f(lh’/) - wudg + 6;”75

Definindo a matriz
E=wl|L +1,[]n
em Mpkxnk (2(U)), passamos a poder escrever

Drr=¢71".

Analogamente, escreveremos

*

Di* =€ 7,
com _
E= ]I, +1,[]n.
Devemos mostrar entdo que vale a lei de transformagao (3.17) das 1-formas de
Christoffel, que, na presente situagao, se escreve

€ =dNN"! 4 NEN .

Explorando as propriedades (3-6), temos
dNN"' = d(A[]M) (A[]M) "
= (dA[]M +A[]dM) (A7 []M™)
= (dA[IM) (AT [IM™Y) + (A []dM) (AT []MTY)
= (dAA) [ (MM ) + (AAY) [] (aMM )
= (dAA™") [|I + I, [[] (MM )

e, por outro lado,

NEN ' = (A[]M) (@[T, + L, []7) (A [] M)

=(A[M) (@[T, +1,[]7) (A []M™)
)(ATT[IMTY)

I
>
g
©
=
i
=
:
+
>
g
=
3
S

= [(A@AT) [ (MM )] + [(AAT) [] (MM )]
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= (AGA™Y) [T, + L, [] (MM ™).

Somando, obtemos

dNN~' + NEN' = (AAA™" + AGA™Y) [T + L, [] (dMM ™' + MM )
como querfamos demonstrar. Invocando a proposi¢ao 70, afirmamos entao que
D existe e é tnica.

E também muito simples induzir uma conexao d no fibrado E @& F a partir
das conexoes V e 0 dadas em F e F', respectivamente. E razodvel exigir que

§: T(E®F) — Q(M)®T (EaF)

I I
[(E)&T (F) QM) ® ('(E)eT (F))

I I
TE)eT(F) — (QM)®T(E)e QM) (F))

satisfaga & condigao
d(r®ds)=Vreads. (3.30)

Ora, é claro que
o= (51 @0770@¢k)7&: (51 @0770@9%19) 6-Z\4'1><(7L+k) (F(P71 (U)))

sao referenciais locais para a soma de Whitney E® F, e nao é dificil convencer-se
de que se relacionam por
oc* =Ro”",

onde'6
R=A9 M.

Fazendo r =¢, e s = ¢, em (3.30), obtemos
§(eu®9¢,) =Ve, 09,
= (wa®a) e (M eg,)

=W, ®(ExD®0)+n® (0D 6,),

donde
do=x®0c",
com
X=wodn.
Analogamente, temos
fdo=x®a",

16Ver soma direta de matrizes, capitulo 0.
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onde

X=w®dn.
Para estabelecer a existéncia da conexao ¢, resta verificar a lei de transformagao
(3.17) na forma particular

x =dRR™'+RYR .
Explorando as propriedades (1) e (2) da soma direta de matrizes, obtemos
IRR™'=d(AoM)(AoM) "
= (dA®dM) (AP o M™)
= dAA" & dMM !

’ RxR'=(AaM)(@an) (AeM)"
=(A@oMn) (A ToM™)
= ADA ' e MM !,
donde

ARR™' +RXR ™' = (dAA' @ dMM ™) + (AGA " o MM !)

= (dAA' + ASATY) & (dMM ™ + MM ™)
=wdn=x,
como queriamos demonstrar.
Explorando agora a associatividade do produto tensorial, podemos, a partir

de uma conex@ao V dada num fibrado vetorial E, e de modo univoco, induzir
recursivamente conexdes!’ Vg em cada fibrado tensorial

E)=((F"2E)2- )@E")E)® )@ E.

Além disso, dados p,q € N, podemos também induzir, de modo univoco, uma
conexao VZ em cada fibrado

= P a
TI(F) = T/ (E) | .
1= & (7))
Por construcao, se k < p el < g, entao ?2 ¢é a restricao de ?Z al (T,i (E)) C
r (T}? (E)) e V¢ a restricao de vg al (T} (E)) cT (TI‘} (E)). Isso nos permite
definir coerentemente uma aplicagao

D:T(T(E)) = QM) T (I (E)

1"Note que, de acordo com essa notacdo, temos V8 =d, V(l) =Ve V? = A.
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por
Dt = V,t,

se t € T4 (I'(E)), uma vez que, dado ¢t € T (I'(E)), existem, pela definigao
mesma de soma direta de mddulos, p,q € N tais que t € T;} (T'(F)). Por
construgao, D faz do anel (T (T' (E)) ,+, ®) uma F—dlgebra diferencial. m

O que acabamos de provar é uma ligeira adaptacio de um teorema atribuido'®
a T. J. Willmore (ver [Abraham-Marsden| ou [Willmore, 1959]). A versdo que
apresentamos é menos geral num certo sentido e mais geral num outro. A ver-
sao original parte de dois operadores diferenciais!? sobre C> (M) e X (M) e
constréi um operador diferencial D sobre a dlgebra tensorial ¥ (M) que estende
a ambos e é compativel com contragoes de tensores. Uma das vantagens dessa
apresentagao é que ela permite uma definigao elegante e intrinseca da derivada
de Lie de campos tensoriais, sem fazer referéncia a coordenadas locais. Nossa
versao ¢ mais modesta porque os operadores diferenciais iniciais sao exatamente
a diferencial de func¢bes e uma conexao. Ela nao se prestaria & definicdo das
derivadas de Lie, por exemplo. Como nao usamos tal conceito sequer uma vez
nesta dissertacao, pareceu-nos bem a restricao. Em compensagao, a prova que
oferecemos se aplica a fibrados vetoriais em geral, dos quais o fibrado tangente
(contexto da versao original) é um caso particular.

Doravante nesta dissertagao, usaremos o mesmo simbolo V para uma conexao
no fibrado E e para as conexoes de Willmore induzidas por ela nos fibrados ten-
soriais associados a F.

Para encerrar esta segdao, e como aplicacao direta do teorema 77, vamos
apresentar uma nocao central em geometria diferencial.

Seja b € T' (T9 (E)) uma estrutura bilinear nao-degenerada no F—fibrado
vetorial /. Dizemos que uma conexao V em E preserva a estrutura b quando a
diferencial absoluta de b se anula, i.e., quando Vb = 0. Um exemplo trivial dessa
situagdo é a preservacdo do produto de func¢des (uma estrutura bilinear néo-
degenerada e simétrical) pela diferencial de fungoes d encarada como conexao do
fibrado trivial M xR (ver exemplo 64 acima). Em coordenadas locais, a equagio
Vb = 0 corresponde as seguintes condigGes sobre os simbolos de Christoffel de
V, como se verifica sem dificuldades.

b,
ou*

— bp,,l"z)\ — b I, =0 (3.31)

180 proprio Willmore é o primeiro a reconhecer (ver [Willmore, 1959]) que a autoria desse
teorema é de certo modo contestdavel, uma vez que o espirito desse resultado era consabido por
toda comunidade de gedmetras e fisicos. O que justifica o epénimo — a par do seu uso inovador
por Willmore no trato das derividadas de Lie — é que nao havia, até entdo, um enunciado claro
do teorema na literatura.

190 uso que se faz aqui do termo “operador diferencial” (com o significado com que aparece
em [Abraham-Marsden]) é distinto daquele estabelecido na parte II desta dissertagdo, que
prevalecera.
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Nao é claro (a0 menos, ndo com esse grau de generalidade) se sempre existird
uma conexao preservando uma dada estrutura, i.e., se as equagoes acima podem
ser resolvidas para I'” , de modo que essas quantidades satisfacam ainda a lei
de transformagao (3.11), que sabemos, gragas & proposicao 71, ser necessdria e
suficiente para a defini¢ao de uma conexao V a partir desses simbolos. No préx-
imo capitulo, vamos estudar dois tipos de estrutura bilinear nao-degenerada no
fibrado tangente T'M de uma variedade M: as estruturas pseudo-riemannianas
g (simétricas) e as estruturas simpléticas w (antissimétricas) de M, que serdo
definidas oportunamente. Veremos que, nesses casos particulares, é sempre pos-
sivel encontrar conexbes que preservem a estrutura bilinear em questao.



Capitulo 4

Geometria local do fibrado
tangente

Neste capitulo, restringiremo-nos ao estudo dos fibrados vetoriais reais asso-
ciados ao fibrado tangente de uma variedade M, sob o ponto de vista do rela-
cionamento entre suas estruturas bilineares nao-degeneradas e suas conexoes.
Mais precisamente, faremos F = R e F = TM e tiraremos as conclusoes
cabiveis lancando mao dos resultados previamente demonstrados. O grande
objetivo deste capitulo é a parametrizacao das ditas conexdes simpléticas, a
serem definidas oportunamente.

4.1 Conexoes afins

As conexoes do fibrado tangente T'M de uma variedade M sdo designadas
coletivamente sob o nome de conexdes afins. Esta secao serd dedicada espe-
cializar alguns teoremas e férmulas vistas no capitulo anterior para o caso de
conexoes afins. Comegaremos pela indugao por uma conexao afim V de uma
conexao — para a qual usaremos o mesmo simbolo V — nos fibrados tensoriais
associados a TM Isso é o teorema de Willmore (teorema 77 acima) aplicado ao
caso afim. O que faremos aqui é escrever explicitamente a expressao local para
a diferencial absoluta Vt de uma secao associada t. Para tanto, fixemos de uma
vez por todas um sistema de coordenadas locais (U, ub,--- ,u’”) para M onde
faremos nossos célculos.

115
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diferencial absoluta de 1-formas

Comecemos calculando os simbolos de Christoffel f‘ﬁy que tomam parte na
diferenciacao absoluta das 1-formas locais basicas U, = du* via

VU, = f‘f;l,du" ® wy
em funcao dos simbolos de Christoffel Ff‘w da conexao afim V. Como a conexao

dada pelo teorema de Willmore ¢ compativel com a dualidade 2 (M) x X (M) —
C> (M) e estende a diferencial de fungoes, temos

0 0 0
0= ) = (U g5 ) = VU g5+ U Vg
donde 9 9
VO G =0 Vauw

_ 0 0
A
= (I} ,du” @ Uy) - G = Un (F;jpdu” ® %H)

0 \ = 0
= (UA : W)Fl)lpdup =~ (Uu : 8u,ﬁ)rgpdup
———— ———
v Opur

= f‘zpdu” = I} du”
Como as 1-formas du” formam uma base para o C*° (M) —médulo 2 (U), temos

entao
SN w
F;J,V - F)\V’

donde segue que
V (dut) = —T% du” @ du®. (4.1)

Seja agora w € Q (M) com forma local
w|U = w,du?.

Temos entao
VulU = wy,pdu” ® du’,

onde

Owy
_ w
Wry = S0 I\ wy

Para referéncia futura, escrevamos também a expressao local para a diferencial
absoluta de um campo de vetores X € X (M) como

0
VXU = X du” @ —
U= Xhdu” @ 5,
onde 8
Xt = + T4, X

v ou?
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diferencial absoluta de campos tensoriais

Comecemos, para fixar idéias, com um campo tensorial 1—covariante e 2—contravariante
t € T2 (M), cuja expressio local serd dada por

0 0
U =8 du* @ —
| Ut ® 0 ® Jur
€ escrevainos
VHU =t duf ® du* ® ® 2.
Asp auu 811,”

Nosso intuito é obter as componentes ty em termos das componentes ty” e
;

dos simbolos de Christoffel Ff;l, da conexao afim V. Como a conexao dada pelo
teorema de Willmore ¢ uma derivagao da dlgebra tensorial de X (M), temos

0 7]
tU = dth" ®d —
vily B D G

0 0

'V (du) @ —
+h"V (du?) ® ® 5

o
+thY du* @ V (a) & 2

Out ou?
0 0
t“”d —_— .

AT gy #®v<5u”>

Escrevendo ,
tJ.V
dth” = 2 du?

A our

e usando (3.2) e (4.1), obtemos

Nz
pro _ ot
e T Gy

— DSt + T 57 + ngt‘;"

O caso especial que acabamos de tratar é assaz elucidativo do seguinte: a
diferencial absoluta de um campo tensorial p—covariante e g—contravariante
t € TI (M) cuja expressio local é

0 0
_gMHe g v o v ce

HU =tyyeppdu” @ - @ du'? @ B R ® N

¢ dada localmente por
VU =ty pfpdu” @ du” @ -+ @ du’” 90 9.0 2

Tomere Out Outa’

com
Ky iy 8 o ”1 Hq
tmmvp;u = ZF t Vj-10Vj41r (42>

E:F“"tm M —10Hgq1 Mg
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4.2 Torcao de uma conexao afim

No contexto de conexdes afins, a lei de transformagao (3.11) fica

e Ou” ou out d%u"  Out

= —_ 4.
PR Ak Qe Qun N Qurdur dul (4.3)

Em razao da parcela contendo uma derivada de segunda ordem, os sfmbolos de
Christoffel de uma conexao afim geralmente nao se transformam como compo-
nentes de um campo tensorial 2—covariante e 1—contravariante. Mas a comu-
tatividade das derivagbes parciais faz com que esta parcela seja simétrica no
par de indices (p, p), donde se vé que ela pode ser eliminada tomando a anti-
ssimetrizagao da expressdo acima com relagdo ao referido par de indices. De
fato, definindo!

A _ orXA A A
T;w = QF[W} = Fw — FW (4.4)
obtemos
S i U T T
mv out Our our "% Our dut Qur 7
ou” du® ot
— halibdediN g oSN o2
8’[]” aau 8up ( TO O'T)?
i.e.,

T dur duk dup T
Isso mostra que a expressao (4.4) define idoneamente um tensor 7' € T3 (M),
que denominaremos o tensor de tor¢ao da conexdo V. Localmente, temos

(4.5)

0
_ A n v
T\U =T, du" @ du” @ I
para todo sistema de coordenadas (U,ul, e ,um) em M. Que o tensor T/i‘l, é
antissimétrico com relagdo ao par de indices (u,v) — i.e., que vale

A A
T;w - _Tvu

— é 6bvio da sua defini¢do por antissimetrizacdo de I‘f‘w. Também é claro de
sua definigdo mesma que a tor¢ao de uma conexao V serd nula se, e somente se,
os simbolos de Christoffel desta forem simétricos com relagao ao par de indices
covariantes, i.e.,

T=0<«=T,, =TI, (4.6)

IE muito comum em livros de Fisica escrever as componentes da antissimetrizacdo com
relagdo, por exemplo, a tripla de indices (v, p,0) de um objeto multi-indexado Al’jf,‘pa como

KA e a sua simetrizacio com relacfio, digamos, aos indices prp como AHN . Nao

ulvpo] ; ) N (nvp)o
faremos uso sistemdtico desta notagdo, mas, vez por outra, ela serd de grande ajuda.
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Neste caso, diz-se que a conexao V & livre de tor¢ao ou simétrica.
Lancando mao do isomorfismo

Ty (M) = Lo (X (M), X (M);X(M))
podemos definir a aplicacdo de torgcao

T: x(M)xX(M) —
(X,Y) — T(X,Y)

por
0

py
oul |,

para todos z € U, e X, Y € X (M) com X\U:X"ag# eY|U=yHr 2

Proposicao 78 7 (X,Y) =VxY —VyX — [X,Y], VX,Y € X (M)

T(X,Y)(2) =T, (2) X" (2) Y* (2)

Ouk *

119

Prova. Sejam X, Y € X (M) e (U, ul,--- ,um) um sistema de coordenadas

locais para M tal que X|U = X“agu eY|U = yu%.

Comecemos notando que, dada uma funcao f € C* (U), temos
(X, Y] (f) XY (f) =Y (X(f))
= e () e ()
v 2
Xt ?)};M 88@{” + X" Vaual‘gu”
LO0X" Of 0% f

Y _YVXYH

ou? Out ou? Qut

(A RCIIE

= (X)) -Y (X)) )

7

ou seja:
XY = (X (1) - ¥ (x) 5

Agora,

, 0
WﬂﬂU:Wﬂﬁn@’%J

5,
= H v
X", (Y auv)
0 0 0 0
— n v, 1729472 2 K,
X (dY 8u”) 8u”+X Yol <du 8u“> our

oYV o v e O
=X Out OuY + XYL, oy
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~ (X (V) + Xy ) 2
= (X (V) + ou) BB
e, analogamente,
y 0
(T X)|U = (¥ (X7) + X4Y7T),) 5o
Subtraindo (Vy X)|U de (VxY)|U, vem

0
. _ AN A
(VxY - VyX)|U (X (Y -v (x%) D
, 0
+(F£N_F2V) X"y ouN’

ie.,

(VxY =VyX) U = ([X, Y]+ T (X,Y))|U,

donde segue que
7T (X,Y)=VxY -VyX —[X,Y],

VXY €eX(M). m

Proposigao 79 Toda variedade com topologia Hausdorff de base enumerdvel
admite uma conexdo afim livre de tor¢ao

Prova. No contexto afim, a proposicao 71 enuncia-se da seguinte forma.
Seja
U= {(U,ul,-~- ,um),(V,vl,-~- 7Um) ,}

um atlas de M tal que, para cada vizinhanga coordenada U € U existam m
fungoes T’ (U)f;u € C>®(U), A\, u,v € [m], tais que, para cada x € UNV, tem-se

3

o’ our | Ovs . O?un ot
dur ) or ) gua T U @04 5505 () gy () (47)

(V)5 (@) =

pu

Entdo, existe uma conexdo afim V em M que tem simbolos de Christoffel
m

{r), (U) Apet €T UeU.

Assim, a luz do comentdrio (4.6) basta provarmos que a simetrizacao Ff‘W)
de um simbolo de Christoffel Fl)‘w de uma conexao afim V (que sempre existe,
pelo coroldrio 72) arbitrdria é ainda um simbolo de Christoffel para alguma
conexao V, ou seja, transforma-se sob mudanga de coordenadas segundo (4.7).
A conexao V serd evidentemente livre de tor¢ao. Um cédlculo direto mostra que

_ 1 _ _
FE\W) 9 (Fﬁv + Fi\u)

ou® ouPf o (1 2wy 9ut
R N b e _oTu’ ou”
dur 0w du (2 (2 + a)) * owow dur
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i.e., que
— ou® ouP ou _, 0%y dut
= — + =
W) = gum gav duy - @B davdar dur’
que € o que queriamos provar. B

O método de prova da proposi¢ao anterior nos mostra que é sempre possivel
“subtrair” a tor¢ao de uma conexao afim. Mais precisamente, o que temos é que
toda conexao afim se escreve como a soma de uma conexao afim livre de torgao
com um miltiplo de sua aplicagao de torcao. Esse é o espirito do seguinte

Corolario 80 (da prova) Dada uma conexdo afim NV em M com aplicagao de
tor¢ao T, existe uma dnica conexdo afim V em M livre de tor¢do tal que

-1
V=V+-T
2
Prova. Basta observar que
1 1
A A A A
FW - FW + <2Fw - 2rvu>
= SO, +T) 5 (0, -T2
9 v v 9 \"ur v
_ A A
= Ty T Ty

donde 5
(VxY)|U = (X (Y*) + T, X"Y") o5

0 N , 0
erF XHYY —

= (X () + 1, X7*) ¥ -

(v
_ 1
= (VXY + 2’T(X,Y)) |U,
para todos campos vetorais X,Y € X (M) e todo sistema de coordenadas locais

(Ul u™) tal que X|U = X#52- e Y|U = Y*52.. Concluimos assim que
vale a identidade de aplicagoes

como afirmaramos. m

Dizemos que uma curva a em M é uma geodésica’ para uma conexdo V
quando seu campo de velocidades & € T', (T'M) é paralelo, i.e., quando vale

2Para o significado geométrico das geodésicas, referimos o leitor ao classico [do Carmo 2.
Nao nos alongaremos no assunto porque ele nao apresenta maior interesse para os fins desta
dissertacao.
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D,& = 0. Em coordenadas locais (U7u1, e ,um), temos que as funcoes o =

u? o v satisfazem a EDO

do? da* da”
o O +T, () T () - (1)

0

se e somente se o é uma geodésica de V. Notando a simetria da equagao acima
nos indices (somados) p e v, percebemos que a conexdo V possui 0 mesmo
conjunto de geodésicas que a conexdo V dela obtida por subtracdo da torcio.
Isso nos diz que a operagao de eliminar a tor¢ao de uma conexao é, em boa
medida, um procedimento inécuo sob o ponto de vista geométrico.

4.3 A Identidade de Bianchi

Nesta segao mostraremos que se pode reescrever a identidade de Bianchi
(3.22), no caso especial de uma conexao afim livre de torgao, como

+ R0 + 1R, 0, (4.8)

17 J—
HApin nXip T

ou, mais compactamente, como

o) = 0

Comegaremos mostrando a equivaléncia entre as duas formas mensionadas acima.
Temos, por definicdo de antissimetrizacao,

14 14 14
R”[/\ | = 1 { RuAp;n + Rupn;A + lek;p }
w[Apsn —RY — RY — RY
6 Rupz\m Rzmp;A R;Mn;p

Mas como o tensor de curvatura é antissimétrico com relacao aos seus dois
dltimos indices covariantes (ver equagdo 3.25), temos entao

17 1 v 17
:g( sy TR

H[Apin) pomix + Ry )

unA;p
Passemos agora ao estabelecimento da identidade (4.8) a partir de (3.22).
v _ L« v B v
dQn, = wy A Qg — Q) Awp

= d (Rpppdu A du) = T du’ A (Riyydu* A du?) = (R, du® A\ du? ) ATgdu”

= d (R, ,du® A duf) =T, RY, (du” A du A duf)=T%, Ry (du* A duP A du”)

0
= Vo du A du A duf = (

v v pb
Qun HAP _FﬁnR

un oy ;Mp) du" A du A du”
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9 o« pv 8
=~ 5 aun ;Mp F aip Fﬁan\p
Por outro lado, aplicando (4.2), temos
174 a « v 17 1% /B
pApin T Oun /Mp F alp An pop pn pra T FﬁnR/Mp

Comparando as duas tltimas expressoes, obtemos

v _ « 12 «a 12
pApsn — T S Anttpap T S pnttpda (4.9)
Notemos agora que
p n
Ap; ndu Aduf A du

SR pdu™ A duf A du — T4

p Ul
siap on H}\adu A du’ A du

dur A duf A du — du A dut A du®

— Iz n_
S Wpdu Aduf A du

< permutagao par >

onltiaadu’” A du® A du”

((3.25) e (4.6))

= /\77 uapdu' A duf A du' + Fa R”akdun N Cl’lL)\ A du”

mudanca dos nomes dos indices dos
somatdérios implicitos na segunda parcela

= IS, Ry, du’ Adu? Adu + T, Ry, du® A du? A du' =0,

i.e., que
A
iapndu” A du? A du = 0.
Tomando a soma dos termos (todos nulos) correspondentes as permutagoes pares
da tripla (X, p,n), temos

g Aduf Adu + R, du” A dut A du + R, duf A du' A du? =0,
ie.,
( o T Brnxip + Rion; ) dut A du A du' = 0,

donde segue a tese.
Em suma, temos a seguinte

Proposicao 81 (Identidade de Bianchi) Sejam V uma conezdo afim livre
de tor¢ao na variedade M e R seu tensor de curvatura, expresso mum certo
sistema de coordenadas (U, ub, .- ,um) de M como

1
9 ;Mp

R|U = (du* A du)

ouv

e cuja diferencial absoluta se escreve localmente como

(VR)|U = 3 Mpndun ® (du A du’) @ dut @

A’
Vale a identidade

+ Rl pr + Ry = 0

174
HAPM HNA;p
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4.4 Geometria pseudo-riemanniana

Definicao 82 Uma estrutura pseudo-riemanniana numa variedade M é uma
estrutura bilinear nao-degenerada simétrica

g €T3 (M) =T (T3 (TM))

no fibrado tangente TM — M. Uma tal campo tensorial g é dito um ten-
sor pseudométrico em M. Se g é uma estrutura pseudo-riemanniana em M,
dizemos que o par (M, g) é uma variedade pseudo-riemanniana.

Uma estrutura pseudo-riemanniana positiva definida® g em M ¢é dita uma
estrutura riemanniana em M. Nesse caso, dizemos que g é o tensor métrico da

variedade riemanniana (M, g).

Exemplo 83 O tensor métrico euclideano do espaco R™ é dado pela matriz

identidade de ordem n:
0 = 0yda @ da”

Mais geralmente, qualquer matriz simétrica nao-degenerada g = (g;;) fornece

um tensor pseudométrico para R™ via

nxn

g = gw,d.’I,‘” ® dwu.

z

Um caso especial muito importante em Fisica® é o tensor pseudométrico de
Minkowski  em R?*, dado pela matriz

3

I
co o~

o

|

_

2

Exemplo 84 Toda superficie k—dimensional S mergulhada no espago R™ ¢é
uma variedade riemanniana, com tensor métrico g° dado pela “restricio” do
tensor euclideano o subvariedade em questdo. Mais geralmente, toda subvar-
iedade S de uma variedade riemanniana (M, g) é ainda wma variedade rieman-
niana com tensor métrico dado pela “restricio” do tensor g a S.

3Dizemos que g € Tg (M) é positivo definido quando satisfaz
Xel,M, X#0=g(z)(X,X) >0

para todo x € M.

Uma formulac¢do equivalente desta condi¢do é que a matriz simétrica gy = (g;;) das com-
ponentes locais do tensor g sobre U C M possua n autovalores positivos (possivelmente nao
todos distintos).

4Na Teoria da Relatividade einsteiniana, este tensor determina a estrutura causal do espaco
tempo na auséncia de gravitagao.
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O que aqui queremos significar pelo termo “restri¢io” , é o sequinte conceito:
dado t € TY (M), temos, para cada v € M, uma aplicacio bilinear

t(x): To,M xTp,M — R

A fibra tangente TS da subvariedade S sobre o ponto x € S pode ser encarada
naturalmente como um subespaco vetorial de T, M. O tensor restritot® € 9 (9)
é aquele definido para cada x € S por

t9(x): TuSxT,S — R
(X,Y) — t5(x)(X,Y)"

t° (:C) (X7 Y) = ﬁ(.%‘) (XvY)

Devemos entdo mostrar que se g é um tensor métrico em M, entio g° ¢é
um tensor métrico em S C M. A simetria e a positividade definida sdo dbvias.
Resta mostrar a nao-degenerescéncia: devemos mostrar que

¢°(2) (X,Y)=0VY € T,S = X =0 em T,S.
Mas isso decorre da positividade definida, pois
¢° (@) (X,Y)=0VY €T,S = ¢°(2) (X,X)=0= X =0 em T,S.

Exemplo 85 Nao é verdade que toda subvariedade S de uma variedade pseudo-
riemanniana (M,g) é ainda uma subvariedade pseudo-riemanniana (S, gS).
Como contra exemplo, apresentamos o caso M = R?, S = {(:c,x) eR%zx € R}
com tensor pseudométrico

g=dr®dr —dy®dy

E facil ver que g° = 0.

A proposic¢ao 58 acima nos diz que toda variedade com topologia Hausdorff
de base enumerdvel admite estruturas pseudo-riemannianas, algumas das quais
riemannianas.

Definicao 86 Uma conexdo afim V de uma variedade (pseudo-)riemanniana
(M, g) é dita uma conexao (pseudo-)riemanniana quando preserva a estrutura
(pseudo- )riemanniana, i.e., quando vale Vg = 0.

Dada uma variedade pseudo-riemanniana, sempre se pode obter uma conexao
pseudo-riemanniana com torcao escolhida arbitrariamente. Mais precisamente,
temos a

Proposigao 87 Sejam (M, g) uma variedade pseudo-riemanniana e T € Q2 (M)®
X (M) um tensor 2—covariante e 1— contravariante totalmente antissimétrico na
parte covartante. Entdo, existe uma unica conexdao pseudo-riemanniana V em
(M, g) cujo tensor de tor¢io é T.
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Prova. Seja (U, ul, - ,um) um sistema de coordenadas locais sobre M. Podemos
escrever 9

T|U = Ty, du" ® du” @ =,
onde as fungoes Tli‘u s@o antissimétricas no par de indices covariantes (u, v), i.e.,
tem-se T:‘V = —TU)‘N.

Queremos obter uma conexao V em M tal que seus simbolos de Christoffel
I')  satisfacam as condicdes

nv

A A A _ opA
T), =T, —T}, =2}, (4.10)
© 9
Iuv
815)‘ = gPVFZ/\ + Gupl') (4.11)

A 1ltima equacgdo é a forma local da equagdo Vg = 0, obtida fazendo b = g em
(3.31). Escrevendo trés cépias da equagdo (4.11), uma para cada permutagao
par da tripla (A, i, ), obtemos

09w
6;/\ = gﬂVFZ)\ + Guply
89)\u
ou 9oul'%, + Irol
391/)\
Out = gl»\rﬁu + ng)Fiu

Somando as duas primeiras, subtraindo a ultima, e explorando a simetria das
funcbes g, nos seus indices covariantes (u, ), obtemos

ag,uu ag)\p agv)\

Our ou” Out

= 9o (Tn = T%,.) + 9up (T +T%,) + 90, (T — %)

=2 (gp”FﬁM] + g“pré)V/\) + g’\pr[pw]>
= ngTEA + gka;fu + ZQHPFZ/,\)
onde

FA 1

G = 5 (Thw +T0,)

é a simetrizagao de I‘f;,j com relagdo ao par de indices (u, ). Resolvendo para
I'? .., obtemos

(vA)
1 g dgx Ogux
P _ T opp pyo 4 Mo 0 _ v
Colocando ¢g”* em evidéncia, podemos escrever também

1
P _ 1
Tn =3

1 )
T\ = §9W9u6Tu>\~
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Ora, como

1 1
= (50 5%
1

1

_ T p
= Tyt

temos entao
9guv 0
( dur gA@TW)

1 1]
DOy = 50" | +(Fe = 9w0T)s (4.12)

9gua 0
dul gueTu)\

Claramente, esta é a unica solugdo simultdnea das equagbes (4.10) e (4.11).
Resta saber se, de fato, as fun¢ées I', encontradas podem ser tomadas como
simbolos de Christoffel para uma conexao V. Como ji sabemos, uma condi¢ao
necessdria e suficiente para isso é que valha a lei de transformagio (4.7). Pas-
samos a verificd-la.

Vejamos como se transforma cada parcela % gt (% - gAngfV). Pela regra

dos fndices alternados, sabemos que o termo —gp“nggV transforma-se como
um tensor 1—contravariante e 2—covariante. Vejamos agora como se transforma

99uv
o termo restante g/t 4.

o O (0w dut g\ (9u" D\ (9u) 9w’ _
9 oI =\ dae oar? our 0w ) \ dur our

= 2u° 0w 0P our duw?  oun
~———

55
oul Qut dw 5 O*W°
e Bdand 95 aa s
ou® Oub Out OurOu”
~———
5
ouP dut __,0u’ _ 0wy
el 79045 s
ou® Oub ou? """ QurOuH
—_—
T g
_ Ouwr 9u" 0w’ (50985
ou® du> duv oun
ouP _ %4l ou? 92wy

+ af = 4 gPH
dacd_ 0w ou T 9 gy duroun’
55
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ou seja

pin v - ouwr ou? u’ _ap 0986
ou? ou® du du” oun

ouP 0%a~ ol 9*ay

PH
ou° o ow 9 9 50 duroun

Fosse pela primeira parcela apenas, g°* a% guv transformar-se-ia como um (2, 1) —tensor.
Mas ha ainda duas parcelas: a primeira delas, altamente desejdvel para que

valha (4.7); a restante, indesejdvel, mas possivelmente canceldvel com aquelas
provenientes das demais parcelas em (4.12). A propésito, temos para estas as

leis de transformagao

g 0gyux - ou? 9u’ 87126 -ap 0985
ou? ou® ou? ur oun

our Pu L, Ou' QW
e oo 9 9 o0 durdur

(de fato, basta permutar A e v na equagdo anterior) e

o O (OuPdut_ g\ (0u" D\ (0w 9w
9" our I = \ pae aap? our o ) \ ow> ouwr

_ O 0w 0 0 0T 507

= 2 0uP our our ow? oun
~——

n
56

ouP du 50U _ 0%ul

— 0 O
ou® 0up Our"7° Qurdu
—_— N

gPH

%gex

Ouf du' 500 9w
— — g 976 by

o0ue Oub our 77" Ourdu

——— e —

gPH Sub
ouv 9ov

_ OuP 9wy 9w’ (_QB agvg>

= 0ue Hu> du ous
oul 92l oul 92w
PH - PH -
9907 555 Gurowr 79 9 5 duroun

ou seja

o 99w - %@@ - 9945
Out ou® du Ou? oub

ol 92ad ou?  9*ay

PH - PH -
TIN50 durowr 79 9 g v oun
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Note que as duas ultimas parcelas sao exatamente iguais aos termos indesejados
das leis de transformagao anteriores. Assim, temos que

1 5)g v 39 agu
FZA = 59'0“ [(6:’\ - ngSu) + ( auAyu - 9V9T3A> - (au: - ngfA

ou” 8" 8u’ [ -aB 99ss 4 ou’ o%a”
ou® du* du? oun ot durOu?

4+ QuP du” 0u° (~apB 99ns + QuP 9%a”
- 9 ou> du> du? ou’ ou> OurOu”
duP 9a" 9a’ (ﬂﬁ 6.%)

T 9a® du> duv auP

+termos que se transformam
corretamente como campos

(2,1) — tensoriais

9g 0
o (% — n8s)
_ouwP oun ow’ |14

9gns 0
T 9™ dut Huv Qg +{Bar — 90015,

9Gns 0
—(2ar —9s0Tys

ouP O%*a”

Au durdu”
O oun 9wl -, . ou’ D*u°
T 9 Our Bur” T fae durdur’

0 que nos déd exatamente a eq. (4.7):

duf du" 9’ -, uf DPu”

e - gutou” ou”
AT 5a0 g 0w ™ T 95 durour

Isso conclui a prova. m

Coroldrio 88 (Teorema de Levi-Civita) Numa variedade pseudo-riemanniana,
existe uma unica conexao pseudo-riemanniana livre de tor¢ao.

Prova. Resulta da proposigao anterior tomando a secao nula 7' = 0 em
PMX(M). m

A tnica conexdo pseudo-riemanniana livre de tor¢ao em (M, g) dada pelo
coroldrio anterior chamamos a conexdo de Levi-Civita de (M, g). Seus simbolos
de Christoffel Ff;u sdo dados, em fungao das coordenadas locais g,, do tensor
pseudométrico, por

1 OGuv | Ogan  Ogun
S H o
T 29 <8u/\ * ou” Out (4.13)
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Exemplo 89 (conexao euclideana livre de tor¢ao) Hd uma tinica conexdo
de Levi-Civita em R™ para todas as estruturas pseudo-riemannianas introduzi-
das no exemplo 83, com tensores pseudo-métricos constantes. Com efeito, em
vista da eq. (4.13), todos os stmbolos de Christoffel de uma tal conexao sao nu-
los. Esta conexdo, que chamaremos conexao euclideana livre de torcao, é dada
por

V:X(R") - QR") @ X (R")

m
VX:dX#®i:aX <duu®8>

oxH ox? oxH

para todo X = XAB% € X (R™). Como valem o isomorfismo de C* (R™) —mddulos

9 .9
SPAN Pl G

C® (R G- & C™ (R")

X (R™)

1

n parcelas

~ (C*([R")",
temos, pelas proposicées 9 e 10, que também valem os isomorfismos

QR @XR") ~ QR") e (C*R")®-- &C>(R"))
QR & C® (R™) & --- & (Q(R") @ C™ (R™))
~ QR G- 3 Q[RY) ~ (Q(RY)"

12

donde seque que podemos escrever a conexdao euclideana livre de tor¢dao como
vV (C™([RM)" — (2(R")"
V(X XM = (dX -, dXT) € (Q(R™)" (4.14)

Exemplo 90 (conexao riemanniana numa superficie) Seja S C R uma
superficie k—dimensional mergulhada em R™. Vimos no exemplo 84 que S herda
a estrutura riemanniana de R™ determinada pelo tensor métrico euclideano con-
stante

0 = 0da” @ da”

Usando a conexao euclideana livre de tor¢ao do R™ podemos dar uma carac-
terizacao igualmente simples e intuitiva para a conexdo de Levi-Civita VS de
S. Trata-se de, em cada ponto x € S, “projetar” a conexdo euclideana V do
exemplo anterior ao espago tangente a S em xz, T,S, que pode ser encarado
naturalmente como subespaco vetorial k—dimensional de T,R"™: definimos

Vo x(S) = Q(S) @ %(9)
por

(VYY) (z) = dY" (2) ® T,n® (W

)
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para todo campo vetorial Y = Y# agu € X (S) tangente a S, onde Y!,--- Y™ €
C> (S). A aplicagao
T,7° : T,R" - T,S

é apenas a derivada em x € S da projecio ™ : V C R™ — S de uma vizinhanga
tubular V de S em S. E claro da prépria defini¢cao que \d define mesmo uma
conezxdo em S. Mas falta mostrar que se tem de fato v35° = 0.

4.5 Geometria simplética

Diferentemente do caso pseudo-riemanniano tratado acima, exigiremos uma
condicao analitica adcional da estrutura bilinear em questao: que ela seja dada
por uma forma fechada. Embora & primeira vista nao seja claro o por qué dessa
exigéncia, ela dd testemunho da histéria da geometria simplética, que nasceu
em conexao com a Mecanica Cléssica, onde a condigao aparece naturalmente, e
é equivalente & identidade de Jacobi para os colchetes de Poisson derivados da
estrutura simplética em questdo®. Além disso, como veremos linhas abaixo, uma
estrutura bilinear antissimétrica no fibrado tangente de uma variedade admite
uma conexao livre de tor¢ao que a preserve se, e somente se, for uma forma

fechada.

Definigao 91 Uma estrutura simplética numa variedade M é uma estrutura
bilinear nao-degenerada antissimétrica no fibrado tangente TM — M, dada por
uma 2-forma

we (M)

fechada, i.e., tal que
dw = 0.

Uma tal forma w é dita uma forma simplética em M. Se w é wma forma
simplética em M, dizemos que o par (M,w) é uma variedade simplética.

Exemplo 92 Dado n € N, o espaco R*" admite uma estrutura simplética nat-
ural, dada por
w=dz' Ndy' + - +da" Ady",

onde nomeamos as coordenadas de R*™ como z!',--- , 2™, y', - ,y™.

5Ver capitulo (lecture) 4 de [Cannas].
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Exemplo 93 Toda variedade bidimensional orientdvel admite estrutura sim-
plética. Com efeito, sua forma de volume w é, ela mesma, uma forma simplética.
Em particular, toda superficie orientdvel mergulhada no R® admite estrutura
simplética. Por exemplo, a esfera S? C R? possui estrutura simplética.

Exemplo 94 (estrutura simplética do fibrado cotangente) Seja M uma
variedade. Seu fibrado cotangente (T*M, M, T) admite uma estrutura simplética
dada pela expressao local invariante

wl (77H(U)) = dut A dp,,
onde (U,ul7 e ,um) é um sistema de coordenadas locais para M e

(ﬁ-—l (U) ,Ul,"' aumapla"' 7pm)

é o sistema de coordenadas correspondente em T* M, construido sequndo o ezx-
emplo 26 acima. Para a invaridncia, basta notar que du* A dp, é a derivada
exterior de —p,du*. Esta é uma 1-forma globalmente definida, como se infere
por mera inspe¢ao usando a regra dos indices alternados.

A pergunta natural aqui é: e por que ndo o fibrado tangente de M ? E certo

que a forma local sobre U
v dut

fornece, por diferenciagdo exterior, uma forma simplética em ©=1(U). Mas
ocorre que, em geral, aquelas formas locais nao se colam adequadamente para
formar um objeto global. Com efeito, temos as leis de transformacao
out
dut = —du”

ou

donde segque que
out Jut

v 0w -

vidut = du”,
e nao é claro que tenhamos

Out Ou” _
our gur N

De fato, isso significaria que a matrizes jacobianas das mudancgas de coordenadas
s@o ortogonais, o que nem sempre se verifica.

Nao obstante, se M possui topologia Hausdorff de base enumerdvel, o isomor-
fismo 1 de fibrados entre TM e T*M dado pelo coroldrio 62 (que, em particular,
é um difeomorfismo) permite fazer o pullback da forma simplética canénica w
de T*M para TM. A 2-forma ¢¥*w € Q2 (TM) é obviamente néio-degenerada,
e € fechada porque a diferenciacao exterior comuta com pull-backs. Portanto,
(TM,vy*w) é uma variedade simplética.
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Ja sabemos, da proposicao 58 via proposi¢ao 57, que uma obstrucao a ex-
isténcia de uma estrutura simplética numa variedade M é a imparidade de sua
dimensao. Ou por outra: s6 possuem formas simpléticas variedades com dimen-
sao par. Mas nem toda variedade de dimensao par possui estrutura simplética:
hé ainda obstrugoes de natureza topoldgica. Vejamos do que se trata.

Proposicao 95 Variedades nao-orientdveis ndo admitem estruturas simpléti-
cas.

Prova. Isso decorre do fato de que toda forma simplética w numa variedade M
de dimensdo 2n tem n—poténcia alternada A"w € Q%" (M) que nao se anula em
nenhum ponto de M, servindo portanto de forma de volume e fornecendo uma
orientagao para M. De fato, seja (U,a:l, R IR TR ,y") uma vizinhanca
coordenada de M e escreva a expressao local de w como

w|U = wydz* A dy”
e tome sua n—ésima poténcia, lembrando que

(A"w) |U = A" (w|U) .
Desse modo, obtemos

(A"w) |U = Z Wo(1)p(1) *** Wo(n)p(n) (da:"(l) A dyp(l) Ao Adz®™ A dy”("))

o,pESn
_ Z W) Wor(m)p(n) (d(EU(l) A dyp(l) A Adz®™ A dyp(n))
U,l)esn
n(nt1)
~ (- = Z SGN TSGN P We(1)p(1) ** Wo(n)p(n) | (dz' A+ Adz™ Ady' A~ Ady™)
O',/)Esn
Ora,
Z SgN TSGN P Wa(1)p(1) *** Wo (n)p(n)
0,pESK
B -1
= Z Z sgn (Jp ) Wop=1(p(1))p(1) ** " Wop=1(p(n))p(n)
PESn Uesn
=2 <Z 89N T Wr(p(1))p(1) " 'wv<p<n>>”(")>
pES, \TES,

= Z det (w;;) = n!ldet (w;;) # 0,
PESH
pois w é nao-degenerada. Logo,

n(n+41)
(AN"w) U = (—1) > nl det (wij)dzt A Adx™ Ady' A A dy”

nao se anula em nenhum ponto z € U. Assim, vemos que A"w é uma forma de
volume para M. m
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Exemplo 96 A faiza de Moebius® M néio admite estrutura simplética.

Proposigao 97 Uma condi¢do necessdaria para que uma variedade compacta M
admita estrutura simplética é que seu sequndo grupo de cohomologia de Rham
H2, (M) seja nao-trivial.

Prova. Seja (M,w) uma variedade simplética e suponha que w seja exata,
i.e., que exista n € Q (M) tal que w = dn. Dito de outra forma, a classe de
cohomologia de Rham de w é trivial. Vimos na prova da proposicao anterior
que a m—ésima poténcia exterior de w (onde dim M = 2n) ¢ uma forma de
volume para M. A saber,

ANw = A'dn= dnA---Ndn
——

n fatores

dlnmA dgA---ANdn
———
n—1 fatores

Como M & compacta, o teorema de Stokes nos da

//\”w = /d(n/\dn/\---/\dn)
M M

/ nAdnN---ANdn =0,
oM=0

o que é absurdo pois A"w nao se anula jamais. ®

Coroldrio 98 Uma esfera m—dimensional S™ pode ser munida de uma estru-
tura simplética se, e somente se, m = 2.

Um resultado cldssico em topologia simplética, que citaremos sem prova’, é

o seguinte

Teorema 99 (Darboux) Seja (M,w) uma variedade simplética de dimensao
2n ex € M. FExiste um sistema de coordenadas locais (U, bty ,yn)

em torno de x tal que
wlU = dz* A dy,,.

Um sistema de coordenadas do tipo dado pelo teorema acima é dito uma
carta de Darbouz para a variedade simplética (M,w). Evidentemente, pode-
se formar um atlas & para M com tais sistemas de coordenadas, o qual serd
chamado um atlas de Darboux para (M,w). Langaremos méao de um atlas de
Darboux com alguma freqiiéncia no restante deste capitulo e na parte III desta
dissertacao.

6Ver exemplo 20.11 de [Tu].
"Referimos o leitor interessado & se¢io 1.9 de [Cannas da Silval.
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Definicao 100 Uma conezdo afim V de uma variedade simplética (M,w) é dita
uma conexao simplética quando preserva a estrutura simplética, i.e., quando
vale Vw = 0.

Proposicao 101 Toda variedade simplética (M,w) com topologia Hausdorff de
base enumerdvel admite uma conexao simplética V livre de tor¢ao.

Prova. Seja U um atlas de Darboux para (M,w). Dado um sistema de coorde-
nadas (U, Yy = (ul, e ,uQ”)) neste atlas, defina uma conexéo afim trivial VY
no aberto ¢ (U) de R*" pela férmula usual

0
Ux — By
VX =dX* ® D
Esta conexao, nota-se, possui simbolos de Christoffel todos nulos e preserva a
forma simplética candnica (gp&l) Tw= Wy dut Adu”, pois esta tem coordenadas
locais w,,, € R constantes. Trata-se, portanto, de uma conexao simplética livre
de torcao. A idéia é fazer o pull-back de A por ¢y; e colar as conexoes locais
assim obtidas por meio de uma parti¢ao da unidade® {py}; -, subordinada a
U. De fato, defina
V:X(M)—-QM)® X (M)

por

VxY (@)= Y oo @) ¢k (VY oweu. (XI0)) (@),

Ueu
zeU

para todo x € M e todos X,Y € X (M), onde ¢, responde pela aplicagao
de push-forward de campos vetoriais. Verifica-se sem dificuldades que V, assim
definida, ¢ mesmo uma conexao em M. Que ela preserva a forma simplética é
inteiramente 6bvio. Falta ver que tem tor¢ao nula. Para isso, lancemos mao da
proposicao 78 e escrevamos

T(X,Y)(z) = VxY — Vy X — [X,Y]

= Z pu (o) @5,1* (Vfﬁu,*(yw)s@u* (XU) - VgUY*(X\U)QOU,* (Y‘U)) (z)

veu
zeU

- [X,Y](2)

_ ) ol TY (py.. (X|U) 0y, (YU)) N
- z%p”( )SDU’*( + [P (XIU), o (VIO)] )”

zeU
—[X,Y](x),

8E aqui que entra a hipétese sobre a topologia de M.
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onde TV representa a tor¢io da conexdo VY, que sabemos ser nula. Portanto,
e como o push-forward preserva o colchete de Lie de vetores, temos

T(X,Y)(x) =) py (@)[X|U,Y|U](z) - [X,Y] =0
Ve (X,Y)(2)
1

Diferentemente do que ocorre com variedades pseudo-riemannianas, existem,
em geral, varias conexdes livres de torcao que preservam a forma simplética. A
proposicao seguinte fornece uma parametrizagao delas

Proposigao 102 Dadas duas conexdes simpléticas livres de tor¢io V e A em
(M,w), existe um tensor covariante C € T3 (M) totalmente simétrico tal que

V=A+C

Prova. Sejam (U,ul, e ,u2") um sistema de coordenadas de Darboux par
(M,w) e F;}U e 'yf;,, os simbolos de Christoffel da conextes V e A, respectiva-
mente, sobre U. Como essas conexdes sao supostas livres de tor¢ao, temos

A A A A
P,u,l/ = Fz/u e ’Yp,u = ’YV/,L'
Como preservam w, temos, a partir da equagao (3.31)

Ow
our

p po_
Fwupl\ —wpel’y =0

iz P
Tur T e Yun T WupToa =0
Usando o fato de que, em coordenadas de Darboux, as componentes w,, sao

contantes e langando méao do “abaixamento de inidices” (explicado no fim da
secdo 2.3), podemos escrever também

FV,LL)\ = F;LV)\ € FV;L)\ = Fuu)\

Juntamente com a condigao de isengao de torcao escrita como

F/\uu = F)\V}L € V= Vv

vemos que a versao totalmente covariante dos simbolos de Christoffel das conexdes
V e A séo totalmente simétricos.

Ja vimos na prova da proposicao 73 que as diferencas entre simbolos de
Christoffel correspondentes de duas conextes sao componentes de um tensor
globalmente definido. Essa observacéo, juntamente com as simetrias apontadas
acima encerram a questao. M

E trivial verificar que, dados um tensor covariante totalmente simétrico C' €
T9 (M) e uma conexao simplética livre de tor¢io V em (M,w) a soma V + C
fornece ainda uma conexao simplética livre de tor¢ao. Essa observacao, aliada
as duas proposigoes anteriores, dd o seguinte
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Corolario 103 Eziste uma bijecao entre o conjunto das conexodes sumpléticas
livres de torgio em uma variedade simplética (M,w) e Pol® (M) =T (V3T*M).

Para encerrarmos esta se¢ao, provemos uma afirmacao feita em seu inicio, a
respeito da necessidade da condicdo analitica imposta sobre a forma diferencial
w € Q2 (M).

Proposigao 104 Eziste uma conexao V livre de tor¢ao preservando wma es-
trutura bilinear ndio-degenerada antissimétrica w € Q% (M) no fibrado tangente
TM de uma variedade M com topologia Hausdorff de base enumerdvel se, e
somente se, a forma w é fechada.

Prova. Se w for fechada, é simplética: basta tomar uma das conexoes dadas pela
proposi¢ao 110. Para a reciproca, basta escrever a condicao de horizontalidade
de w localmente, num sistema de coordenadas (U, u', -+ ,u*") qualquer — nao
necessariamente de Darboux —, como

0w
ou?

+ Fuu)\ - F;w)\ =0

e mais as duas outras correspondentes a permutagoes simétricas da tripla (Auv):

8&))\“
ouv

+ F/\V}L - F/\p,u =0

ow,
8T:\ + P/J)\u - Fyx\p, =0,

que somadas dao
wa 86;))\“ 8w,\# .

our ouv ouwr
FZIH)\ - Fp,l/)\ + F/\V;,L - F/\p,l/ + Fu)\u - Fl//\p, =0,

pois os simbolos de Christoffel de V sao simétricos nos seus dois 1ltimos indices,
jé que supomos V livre de torgdo. Ora, a condi¢do dw se escreve localmente

exatamente como
Owpy | Owxy | Owxy

ou* ou” our 0

Por consistir exatamente nos dados iniciais da quantizagao de Fedosov de
uma variedade simplética, recebeu um epdnimo a tripla (M, w, V), onde V &
uma conexao simplética e livre de torcao.

Definigcao 105 Seja V uma conexdo simplética livre de tor¢ao numa variedade
simplética (M,w). Dizemos que a tripla (M,w,V) é uma variedade de Fedosov.
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Parte 11

Uma abordagem pedestre

da Cohomologia de
Hochschild
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“Um todo ¢é aquilo que tem comego, meio e fim.”
(Arist6teles, Poética, Segdo I, Parte VII)

Esta segunda parte contém uma apresentacao elementar da cohomologia de
Hochschild, com énfase no caso diferencial, por meio da qual se procurou reme-
diar a relativa escassez de literatura introdutéria ao tema. Por essa razao, nao se
limitou o autor ao essencial: o célculo dos grupos de cohomologia de Hochschild
diferencial de uma variedade vai algo além das necessidades desta dissertagao.
Com efeito, o leitor atento do capitulo 9 percebera que, para fins de classifi-
cagao dos produtos-estrela de uma variedade simplética, basta o conhecimento
do segundo dos seus grupos de cohomologia de Hochschild, cujo cédlculo explicito
(e facil) se encontra em [Bertelson-Cahen-Gutt, 1997]. A menos de referéncias
esparsas & Parte I da presente dissertacao, também este tomo é totalmente
autocontido.
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Capitulo 5

Definicoes basicas

Sejam F um corpo, A uma F—&lgebra, e B um A—bimddulo.

Nesta secao, estudaremos a cohomologia do complexo de cocadeias de Hochschild
C={(C?(A;B), 5p)};°:0, dado pelas defini¢bes abaixo. Estaremos interessados
principalmente no caso em que F = Ce A = B = C® (M) = C* (M;C) ¢
a C-dlgebra das fungoes suaves a valores complexos definidas numa variedade
diferencidvel M. Identificaremos o corpo dos nimeros complexos com o sube-
spago das fungoes constantes em M.

Sendo p um nimero natural, o espago de p—cocadeias de Hochschild de B
sobre A é o espago vetorial sobre F

CP(A;B)=Lr,p(A,--- A B)

das aplicagoes p—lineares de A em B.
Para cada p € N, definimos o homomorfismo F—linear

5, : CP (A; B) — CP+1(A; B)
por

6pC (a1, -+, apt1) = arClaz, -+, api1) (5.1)

+

-

J
(_1) C Ay, A;jAj54+1 )Tt Apyl
——

j=1

j—ésimo argumento
p+1
+(_1) C(ala"' 7a‘P)aP+1'
Por exemplo, temos

01C (a,b) = aC (b) — C (ab) + C (a) b (5.2)

92C (a,b,¢) = aC (b,c) — C (ab,c) + C (a,bc) — C (a,b) c. (5.3)
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Convencionaremos também
C°(A;B) = B, com §p = 0.
O espago dos p—cociclos de Hochschild é
ZP (A; B) = ker 0,
e o espago dos p—cobordos de Hochschild é
BP (A;B) =im 6p_1.

Para podermos falar em cohomologia de Hochschild, devemos mostrar que
os homomorfismos 6, constituem de fato um operador de cobordo. Ou seja,
temos que provar a seguinte

Proposigao 106 O espaco dos p—cobordos é um subespaco vetorial do espaco
dos p—cociclos.

Prova. E evidente que Z? (A; B) e B? (A; B) sao subespacos vetoriais do espago
das cocadeias, pois as aplicagbes § s@o lineares.
Resta mostrar a inclusdo BP (4; B) C ZP (A; B), i.e., im 0,-1 C kerd,. Ou
seja, devemos verificar a igualdade
5p 9] 5p_1 =0.
Podemos supor p € N. Entao,

p+1

Op (6p-1C) (a1, ap1) =Y D
§=0
onde
a10p—1C (ag, -+ ,apt1),se j =0
Dj = (_1)j 6:0*10 (a17 LTS Pl ’aerl) ,8€ J € [p]

075, 1C o api se g = pot 1

Por sua vez,
p+1

D;=> Djx ,
k=1

onde
arazC (az, -+ ,aptp1), se k= 1.
Dor =14 (-1 "aiC(as, - ,apapsr, - ape1), se k€ [ply (5.4)
(-1)?a1C (ag," - yap)api1, se k=p+1.
(—1)p+1 a1C (az, - ,ap) aps1, se k= 1.
Dpi1r = (—1)p+k Clai, - ,ak-10k, - ,ap) apt1, se k € [p], (5.5)

—C (a1, -+ ,ap_1) Gpap+1, se k =p+ 1.
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(§]
(=176 (b9, b)) se k=1
Dy =1 (=17 (o, b0 ) se ke ply L (5:6)
(1P C (6 D )0, se b =p 1,
para j € [p], onde bgj), e ,bz(,j) € A sao dados por

‘ A, S€E M < j
b ={ ajaji,sem=j . (5.7)
Am+1, S€ M > 7.

Afirmamos que, para cada k € [p + 1], vale
l)k.Jg = _Dk—l,k~ (58)

Com efeito, se k = 1, comparando (5.6) com (5.4) via (5.7), vem

D171 _ (71)1 b(ll)o (bél), ,b;1)>
—a1a2C (a3, ,api1)
= —Do1.

Se k € [p],, usam-se (5.6) e (5.7):

Dk,k = (71)k+k710(bgk)’,.. 7b](€k_)1b§€k)’.“ ,bék))
= —Cf(a1,  ,ak-10kAk+1," ", Apt1)
Dy_1p = (_1)(k—1)+k—1 C (bgk—l)’ L ’bl(cli—ll)bék—l)v'“ 7b1()k,1))
= C(alv"' y Ok —1AkAk41, " - ,ap+1).

Finalmente, se k = p + 1, usam-se (5.5) e (5.6):

Dpi1pr1=—C (a1, -+ ,ap_1) Gpaps1

D — -1 P+IDC b(il’) . b(P) b(p)

p,p+1 ( ) 1 »Yp—1) Yp

= C(a1, - ,0p_1) Qppt1.
Se k > j+ 1, afirmamos que
Djy=—Dg 1. (5.9)
Com efeito, para j = 1 e k = 2, temos, por (5.6) e (5.7),

Dis = (—1)1“710 (bgl)bél)w' ’bz(>1))

C(arasas, - ,apy1)
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Dy = (170 (b2, b))
= —C(mazas, -, ap41),

enquanto para j = 1 e k € [p;, usando (5.6) e (5.7), vem

1+k—1 1 1 1
Diy = (-1) (7(b§)’...’béjlbé)7...’bSJ)
= (-1)"C(ara2, - ,apag1, - s api1)
k42-1 k), (k k
Dz = (=) (o0, b, pP)
= 7(71)160((11&2,"' s Q4 1,° " ,CLp+1) .

Para j=1ek=p+1, (5.6) e (5.5) nos déao

Dl,p+1 _ (_1)P+1 C (bgl)7 . ,b;l_)1> b}(jl)
= (_1)p+10(a1a2’“_ 7a;n) Ap+1
Dp+1’2 = (_1)p+2 C (alag, s ,ap) Ap41-

Agora, se j € [p—2], e k € [p],, usam-se (5.6) e (5.7):

Dy = (7o () o 000) (k1> )
= — (- C(ar, - a5a541, 0 ararg, o apirs)
Dus = (MU (6, O, ) k)
- Q—l)j+k(7(a1,---7ajaj+1,---7akak+1,---7ap+1).

Finalmente, se j € [p — 2], e k=p+1, (5.6) e (5.5) nos dao

Dipir = (1P C (07, b0 b))y
= (71)p+j0(a1,"' 7ajaj+1a"' 7a’p)ap+1
Dpi1,j+1 ::—-C—l)p+j(7(a¢7~-~,ajaj+1,--~,ap)ap+1.

Retomando o célculo principal, escrevemos

p+1p+1

6? (617—10) (alv T 7a17+1) = Z ZDj»k?

=0 k=1
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p+1 p+1 p+1
= Z (Dik + Di—1.1) + Z Z Dj .
k=1 k=1 j=0
o
k-1

As identidades (5.8) garantem a nulidade do primeiro somatério. Como j ¢
{k — 1, k} significa que k > j+ 1 ou que j+ 1 > k + 1, podemos reordenar as
parcelas restantes obtendo

8p (6p-1C) (a1, ,apt1) = > (Djr + Dy 1) =0,
k>j+1

gracas a (5.9). Isso mostra que ¢, o §,_1 = 0, como queriamos mostrar. m

Faz sentido agora falar nos grupos de cohomologia de Hochschild de B sobre
A, o p—ésimo dos quais é o quociente

H? (A;B) = M

AL
Br(A;B)

Suponhamos a partir de agora que B, além de ser um A—bimdédulo, é tam-
bém uma F—4&lgebra que satisfaz a seguinte propriedade: para todo a € A e
quaisquer 3,7 € B, tem-se

(Ba) -y =p-(av),

onde o ponto responde pelo produto B x B — B.
O produto tensorial de aplicagoes F, p—lineares (estendido linearmente as
somas finitas) faz do espago vetorial

C* (A;B) = ;2,07 (A; B)

uma dlgebra graduada. O operador de cobordo ao qual nos referimos acima é
mais propriamente o operador linear

§:C*(A;B) — C* (A; B)

dado por
(5(00@01@"'@010) 25000@5101@~-~@§p0p,

onde C; € CY (A; B), Vj € [p],. Evidentemente, § satisfaz a equagao
2 =606=0.

Além disso, a proposicao a seguir nos diz que a dlgebra tensorial das co-
cadeias de Hochschild (C*® (4; B) ,+, ®,d) é uma dlgebra (anti)diferencial sobre
F.

Proposigao 107 O operador de cobordo § é uma antiderivacao de grau 1 da
dglgebra graduada (C® (A; B) ,+,®).
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Prova. O que precisamos mostrar & que § satisfaz a regra de Leibniz
§(C®D)=6C® D+ (-1)’C®D, (5.10)
onde C € C? (A;B) e D € C7(A; B).

Ora,
S(C®D)(ar, -, aprqr1) =

a1C (az, -+ ,ap+1) - D (apy2, -, Apyqt1)

P
+ Z (_1)j Clay,- y AjAj41, 7a1)+1) D (ap+2’ e 7ap+q+1)
j=1

p+q
+ > (=1 Clar, -+ ,ap) - D(apsr,- 0G40, Gprgir)
j=p+1
+ (_1)p+q+1 C(ay,--- yap) - D (api1,- 5 Apig) Gpygi-

Somando e subtraindo o termo

(=" (C (a1, s ap) apr1) - D (apra, 5 Gpiget)

p+1
= (_1)p+ Clar,--,ap) - (apr1D (apta; -+ 5 Apyqt1))
e reunindo os termos convenientes, obtemos

§(C®D)(ar, -, appqr1) =

alC (ag, cee ,G,p+1)
+20 (1) Clar, - sajaz1, 0 sapyr) | D (apra, - apygra)
+ (_1)P+1 C ((11, e 7ap) ap+1
kap+1D (@pt2; 5 Qptgr1)
+ (_1);0 C (alv T 7ap)' + 22:1 (71) D+(1ap+1a c s OptkQptk+1, 00 ;ap+q+1)
+ (D" D (apt1,+  Gptq) Aptgt
=oC (alv T 7a'p+1) D (ap+27 T va’p+q+1)

_1_(_1)1)0((11’ U 7ap) 0D (a'p+17 e ’ap+q+1)
= (0C® D+ (-1)’C®@6D) (a1, , aptqt1)-
m
Observagao 108 Se A = B, entio Z'(A) = Z'(A;A) = Der A, i.c., 0s

1-cociclos sao exatamente as derivacoes da F—dlgebra A.
Com efeito,

C e Z' (A) & 6C =0« C(ab) = aC (b) + C (a) b, Ya,b € A.



Capitulo 6

Cohomologia de variedades
diferenciaveis

Seja M uma variedade diferencidvel e fagamos A = B =C>® (M) eF =C

acima.
Usaremos as seguintes abreviaturas.

Clioen (M) = CP (C™ (M);C> (M)
2 oen (M) = ZP (C* (M) ;C™ (M))
Bipoen (M) = B (C™ (M) ; O (M)
HEj o (M) = H? (C™ (M) ; C™ (M)

~—

A observagao 108 significa que
leqoch (M) =X (M) .
Como B}, (M) =6C%, .. (M) = (0), temos ainda

Hllioch (M) :x(M)

6.1 Invariidncia sob difeomorfismos

A cohomologia de Hochschild de uma variedade diferencidvel é um conceito
que se comporta bem sob difeomorfismos. A saber,

149
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Proposigao 109 Variedades difeomorfas possuem cohomologias de Hochschild
isomorfas.

Prova. Dado um difeomorfismo ¢ : M — N, definimos sua agao covariante nas
cocadeias por

S0# : Clpriloch (M) - Clzzloch (N)
0uC (91, 9p) =C(grog, - ,gpop)op (6.1)
para quaisquer fungodes g1,--- ,gp € C™ (). Trata-se claramente de uma apli-
cagé}o C—linear.
E claro que (ida)y = ider,
temos
($0@)uC(h1, hy) = C(hio(hog), - hyo(op))o(hop)
= C((hog)op, -, (hpov)op)op toy™
= ¢uC(hiot, - hyotp)oy™
= q/)#(P#O(hl”hp),

quaisquer que sejam C € CY;, ., (M) e hy,--- ,h, € C* (P). Portanto, # exibe
o comportamento covariante

(Yop)y =1uo0py. (6.2)

(v)- Além disso, se p : M — N ey : N — P,

Em particular, vemos que (90_1)# = (cp#)_l. Com efeito, temos
(e7)yops= (e 09), = (idn)y =idey, ()

Py 0 (<P_1)# = (po <P_1)# = (idn)y =ider (N

Portanto, ¢, ¢ um isomorfismo C—linear.
Afirmamos que o diagrama abaixo comuta.

¥
M — N
Cfpioch (.) l l' Cf[och (’)

, P

C;)Ioch (M) - CIIiIoch <N)

) 1 l 1)

Py

C?I—Zih (M) — CIp{t}:h (N)

De fato, dados C € C%;_ ., (M), g1, -+ ,gp41 € C° (N), e y € N, temos pela
defini¢ao (5.1) que
00 uC (g1, gp11) (y) =
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91 (¥) xC (92, gpt1) (y)

p
+D (=1 0uC(91, 1 9igi11, » gps1) (V)
i=1

+ (=" 0, C g1, 5 0p) (1) Gpir (1)

Usando agora a defini¢do (6.1) e escrevendo y = ¢ (¢~ (y)), vem
8 C (g1, s gpr1) (y) =
(gro9) (¢ ®) Clgzow,  gpr109) (07 (1))

+

-

(=1 C(grow, ., (gj0o0) (gi+109),  gpr10¢) (v (1))

<
I
—

+(=D"" C(grop, . gp00) (071 (W) (gpr109) (07 (1)
=0C(g1op,  gpr109) (¢ ()
= @#50 (91, 1 gpt+1) (y) -
Portanto,
d0py =@y od. (6.3)

Ou seja, ¢ ¢ um isomorfismo de complexos de cocadeias:
Vs (Zioen (M) = Zijoen (N)

SD# (BpHoch (M)) = Bgoch (N) .

Portanto, ¢ induz um isomorfismo C—linear

P HIZZIoch (M) - H;—)Ioch (N) )

Isso encerra a prova. m

Observagao 110 Dado um difeomorfismo ¢ : M — N, o isomorfismo C—linear
¢y definido na demonstragao da proposicao anterior é chamado push-forward
de cocadeias. A cocadeia ¢ ,C € Cfy, ., (N) € dita o push-forward (via ) da
cocadeia C' € C%, ., (M), ou a cocadeia induzida por C' via ¢. E imediato
de (6.1) que py é um isomorfismo entres as dlgebras tensoriais Cyy,.;, (M) e
;Ioch (N)? z'.e.,

Juntamente com (6.3), isso nos diz que o push-forward é um isomorfismo

de dlgebras (anti)diferenciais:

P
(CI.-Ioch (M) ) +> ®75) = (C}.'-Ioch (N) 7+a ®a 5) .
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O suporte supp C C M de uma cocadeia C' € C¥;_ ., (M) & definido por

och

supp C ={zx e M; 3f1,--- fp e C*(M); C(f1, -, fp) (z) #0}. (6.4)

Esta € uma nogao que também se comporta muito bem sob a agao de difeomor-
fismos. De fato, vale a seguinte

Proposicao 111 Sejam ¢ : M — N um difeomorfismo e C € C%, ., (M).
Entao,

supp ¢4C = ¢ (supp C).

Prova. Temos
@#0(917 7917) ('T) 207 Vgla"' s 9p S COO (N)

S Clgiog, - ,gp00) (p " () =0,Yg1,-+ ,gp € C®(N)

S C(f1, fp) (07 (@) =0,Yf1,+, fr € C™(M).

Logo,
z € supp puC & o (z) € supp C < x € ¢ (supp C).

Decorre imediatamente das definigoes (5.1) e (6.4) que o operador de cobordo
preserva suportes, i.e.,
supp 6C = supp C. (6.5)

O grupo S, = (Bij ([p], [p]) , o) das permutagdes de p elementos possui uma
agao sobre C%;, ., (M)

Sp X Clgoch (M) - Cv?[och (M)
(0,C) — ce

dada por
ce (fla o 7fp) =C (fﬂ*l(l)a U 7fr7'*1(p)) .
De fato, temos
(Cg)p (fla"' 7fp) = CU (fp*l(l)a"' 7fp*1(p))
= C (fffltfl(l)7 T ’fpflo'*l(p))
= C (f<op>-1<1>v“' ’f<op>—1<p>)
= Cop(fl?"'7fp)7

i.e.,

(Co) = v
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Seja C' € CYy o (M). A simetrizagio de C' é definida pela férmula usual

1
symm C(f17 7f;0) = H Z C(fcrfl(l)a'“ 7fa‘*1(p))7

oES)

ie.,

1 o
symm C = H Z C°.
o€ESy

Analogamente, a antissimetriza¢do de C' é definida por

1
skew C = . Z sgn cC?,
o€Sy

onde a funcéo sgn : S, — {£1} é o homomorfismo (considere {£1} como grupo
multiplicativo) de paridade (—1 elevado ao niimero de inversoes exibidas pela
permutagao).
E claro que lidamos aqui com dois endomorfismos do C'* (M) —médulo
Clpiloch (M)
symm, skew : C% . (M) — C¥ .. (M).
Dizemos que uma cocadeia C' € C%, ., (M) é alternada ou antissimétrica

(respectivamente, simétrica) quando skew C' = C (resp., quando symm C = C).
Nesse caso, temos symm C = 0 (resp., skew C = 0). Com efeito,

Proposigao 112 Os operadores skew e symm sdo idempotentes e além disso
skew o symm = symm o skew = 0.

Prova. Mostraremos primeiro que skew o skew = skew. Seja C' € C;
Temos

(M).

och

1
skew (skew C) = skew ] Z sgn cC?
o€S)

1
= 5 Z sgn oskew C°
T o€S,

1 1
= o Z sgn O'H Z sgn p (C7)*

gESy " pES,

= ;1% Z I% Z sgn (op) C°

g€S, T pES,

1 1 -
= az ;!ngnTC

oESy TES)
1
= — Z skew C
p!
o€S)

= skew C.
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Na quinta igualdade, usamos o fato de que, para cada o € S,, a aplicagdo
p — op é uma bijegao.

De forma inteiramente anédloga, vé-se que symm o symm = symm.

Por fim, calculamos

1
symm (skew C) = symm | — E sgn oC’
p! oc€eS
p

1 o
= H Z sgn asymm C'
o€S)

= I% Z sgn 02% Z (C7)?

g€S, " pES,

- () S Samoc

oc€Sy pES)

Seja 7 € S, uma transposigdo de dois elementos (p.ex., 7 = (12)). Tem-se
sgn T = —1. Usando o fato de que as aplicagoes £ — 7& e n — n7T sao ambas
automorfismos de .S}, obtemos entao

symm, (skew C) = < )2 > sgnocor

1
p!
o€Sy pES)y

o€Sp pES)
1 ? 1 oTp oTp
= | Z Z (sgn oC°™P — sgn cC77F)
P oESp PES)
= 0.

De modo inteiramente andlogo se vé que skew o symm = 0. ®

Cumpre observar que o operador skew nao ¢ um endomorfismo do complexo
de cocadeias de Hochschild, i.e., ndo comuta com o operador de cobordo §. Mais
precisamente,

Lema 113 Os cobordos de Hochschild tém antissimetrizacio nula, i.e.,
skewod =0 (6.6)

ou seja
B on (M) C ker skew, Vp € N.
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Prova. Sejam C € CZ;ih (M)e fi, -+, fp € C®°(M). Calculemos skew §C (f1,--- , fp)-

skew 5C(f17 7fp p Z sgn o 6C (fo (1), "> ofl(p))

" o€eS,

ZUGSP sgn Ufo_l(l)c (fa_l(Q), t afa_l(p))

= ]7 +Z?:l ZUESP (71)j sgn oC fo’*l(l)a"' 7fa*1(j)f(r*1(j+1),"' afo*l(p)
[ ——
j—ésimo argumento

+ (_1)13 ZUGSP sgn oC (fa_1(1)7 T 7f0_1(p—1)) fo'_l(p)
O somatério em j é nulo. Com efeito, dado j € [p— 1], seja 7= (j,j+1) € S,
a transposi¢ao dos elementos j e j+ 1 de [p]. Temos
sgn T = —1,
T(@) =i, Vig{jj+1},
e, para cada o € Sp,

SgN To = SgN T SgN 0 = —Sgn o

~1 1 - _
(ro) "t =o tr =071,

donde segue que

(71)j sgn aC (fo’*l(l)f" afo’ 1 j)fa*l (+1), " " 7fo'*1 )

(_1)j sgn oC (fo_l(l), o afo"l(j—i-l)fa_l(j)a T 7f0_1(p)) =
(_1)j sgn oC (fo*lT(l)a e 7f(7*17'(j)f0*17(j+1)7 e 7f0‘*17'(p)) =

— (=) sgn 70C (fw)-l(l)v R O SRR IR af<w>—1<p>) :

Como 70 = 7p = o0 = p, a parcela devida a o possui exatamente uma
contrapartida, devida a 7o, e esses termos se cancelam, como acabamos de
mostrar. Portanto, a soma em o € S, para j € [p— 1] & zero, e, a fortiori, é
nula a soma em j € [p — 1].

Agrupando os termos restantes, temos entao

< sgn o 1(1)0 (fa*l(Q)?”' afafl(p)) ) .

kew 6C (fy,---
e (fl fp p' Z Sg’I‘L oC (f(r (1), - 7fo’*1(p71)) fo’*l(p)

ocESy

Ocorre que, sendo p = (1v2a P Lp) = (372) (473) U (pvp - 1) (Lp) € Spa

temos

sgn p~ ' =sgn p=(-1)""",
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donde
sgn O—fafl(l)c (fa*l(Z)a T 7f(r*1(p)) =
591 0 fo-1p)C (fo-1p(1)s  fomtpp-1)) =
sgn p_l sgn p_l sgn O-faflp(p)c (fcr*lp(l)a T 7fo‘*1p(p71)) =

sgn p~lo

1 _
(_1)17 sgn p 10 fo"lp(p)c (fo_lp(l)a to 7fo—1p(p—1)> .

Assim, a parcela devida a o possui exatamente uma contrapartida, devida a

10, que a cancela. Portanto, temos

o
skew 0C (f1,---, fp) =0,

como queriamos mostrar.
6.2 Caso diferencial

As cocadeias de Hochschild néo séo objetos locais. Com isso, queremos dizer
que o valor de C'(fi,- -+, fp) () pode depender do comportamento das fungdes
fi,--+, fp € C® (M) em regides distantes (num sentido topolégico) de x. Mais
precisamente, diremos que uma cocadeia C € C%,_ ., (M) ¢é local quando, dados
i € [p] e fungdes fi, -+, fp,9; € C°° (M) tais que f;|U = ¢;|U para um certo
aberto U C M, tivermos sempre

C(fl,"' iy 7fp)($)zc(fl,"' s iy ,fp)(l')

para todo x € U.
Por exemplo, a 1—cocadeia I € C},., (R) dada por

I(f)(x)=/0mf(t)dt

é nao-local. Com efeito, duas fungoes suaves f e g podem coincidir no intervalo
aberto (1, 3) e diferir radicalmente fora dele, de modo a termos

I(f)(2) #1(9)(2).

Por outro lado, a 1—cocadeia D = % € Cloon (R) & claramente local.

Nem é preciso dizer que geralmente os objetos locais sdo mais facilmente
tratdveis que os globais. A cocadeia % acima nos d4 uma pista de como re-
stringir nosso complexo de modo a lidar somente com cocadeias locais.
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Observagao 114 No que seque, faremos uso intenso da chamada notagdo de
multi-indices. Para evitar confusées, um multi-indice serd sempre representado
por uma letra maiiscula, sendo I, J, K as preferidas para essa funcao.

Um p—multi-indice é uma p—upla

I= (i1, ,ip) €N

de nimeros naturais (zero incluido). A norma de um multi-indice é a soma de
suas entradas, denotada por
P
HEDIKS
r=1

Denotaremos o conjunto dos p—multi-indices por I, e o subconjunto daqueles
de norma k por I j. Sempre que efetuarmos uma operagdo com objetos com
(multi-)indices em I, (um somatorio, por exemplo), tomaremos a liberdade de
usar o rotulo |I| = k, sem fazer mengdo ao nimero de entradas (comprimento)
de I, desde que este possa ser inferido do contexto. Assim,

ZOIE ZOI,

|I|=k IET, )

para um certo p dado pelo contexto.

Defini¢ao 115 Um operador D € L¢ (C*° (M) ;C>™ (M)) é dito um operador
diferencial de ordem k sobre M se para cada p € M existirem wma vizinhanca

U C M dep e campos de vetores locais X1, , X, € X(U) e fungoes dgj) €
C>*U), para I €I, e j € [k],, tais que

k
Df ()= d? () (X"f)(q), VqeU,

J=0|Il=j
onde
X'f(g) = (XP (- (XFf)) (@), VI=(i, i) €L, Vg€ U.

Observagao 116 Ao longo de todo este texto, adotamos a convenc¢ao de que
um operador elevado a zero é igual a identidade. Deve-se manter isso em mente
ao ler defini¢ées tais como a anterior. Note que pode haver termos de ordem
zero na expressao local de um operador diferencial.

Observacgao 117 Diminuindo U, se mecessdrio, podemos supo-la munida de
coordenadas z',--- ,z™ : U — R, onde m = dim M. Escreva

, 9
Xy=Xlom
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Gragas & comutatividade das derivadas parciais, podemos entdo reescrever a

expressao local
k
D=y X dx
J=0|I=j

de um operador diferencial como

k
D=3 d9

J=0|I=j

onde

o im
a(zh)* 9 (am)m
Logo, todo operador diferencial D de ordem k sobre M se escreve localmente
como

o = VI = (ir, - yim) € Iy

6i1 ai7n
D= d — .. — .
Z Ia L 8 (Im)lm

[I|<k (zh)™

Denotamos o conjunto dos operadores diferenciais de ordem k sobre M por
Diffr (M). E claro que se trata de um espago vetorial complexo. Definimos
ainda o espago vetorial (note que Dif fr,—1 (M) C Dif fi. (M), Vk € N)

Diff (M) = URZoDif fi (M).

Dizemos que um operador diferencial D € Dif f (M) anula constantes quando
C C ker D. O subespago dos operadores diferenciais que anulam constantes serd
indicado por Dif f(©) (M). Escreveremos também Diff,io) (M) = Dif fO (M)N
Dif fi. (M). Evidentemente, uma condi¢do necessdria e suficiente para que um
operador diferencial D anule constantes é que exista uma cobertura de M por
abertos tal que as expressoes locais de D segundo essa cobertura nao apresentem
termos de ordem zero.

E 6bvio que podemos encarar o espaco L (C™ (M);C> (M)) dos oper-
adores C—lineares em C*° (M) como um C°° (M) —médulo, do qual sdo sub-
médulos os espacos Dif f (M), Dif fi (M), Dif f© (M) e Diff,go) (M). Defina
entao o C*° (M) —médulo das p—cocadeias diferenciais de Hochschild sobre M
como o produto tensorial

Chipr (M) = DiffO (M)®--- Dif f (M) cC,

p fatores

(M),

och

e analogamente o subespacgo das p—cocadeias diferenciais de ordem k de Hochschild
sobre M por

Chrpn (M) = DiffO (M) @@ Dif fi” (M).

p fatores
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Note que
Cllipp (M) = U2 Gy i (M)

pois O r 1 (M) C Cly sy (M), paratodo k € N (convencionamos C, ;o (M) =

(0)):
Note que as cocadeias diferenciais anulam constantes, no seguinte sentido.

Dizemos que uma p—cocadeia de Hochschild C' sobre M anula constantes quando

a condicao seguinte for satisfeita.

Jdielpl; ieC=C(fr,--,fp) =0.

Ou seja, sempre que pusermos uma fungao constante num dos argumentos de
tal cocadeia, o resultado serd a funcao identicamente nula.

Além disso, as cocadeias diferenciais sao, por construgao, cocadeias de Hochschild
locais.

Dedicaremo-nos agora a mostrar que as cocadeias diferenciais constituem um
subcomplexo do complexo de cocadeias de Hochschild. O restante desta segao
serd dedicada ao estudo da cohomologia associada a esse subcomplexo.

Lema 118 Seja (U, !, -+ ,2™) um sistema de coordenadas locais de uma var-
iedade diferencidvel m—dimensional M. Os operadores diferenciais locais (i.e.,
definidos em U ) dados por

I — 6Z1 DY 8zm
o) o)
(I= (i1, ,im) €Tn)

satisfazem a regra
o' (fg)=Y_ 9'f0%g
JHK=I
para quaisquer fungoes f,g € C* (U).
Prova. A prova se faz por indugdo em |I|. O caso |I| =1 é apenas a regra de

Leibniz para derivadas parciais.
Suponha agora que |I| > 1. Escolha um r € [m] tal que 4, > 0. Entéo,

9 97 (tg).

o' (f9) =5+

Usando a hipétese de indugao, temos

0

I _
0 (f9) = 5=

> ok oMy

K+M=J

= Z <3M983Kf + 3KfaaMg>
; oz

T
KA4+M=. 0

DI GV AR A )

K+M=J
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onde K'=K+e.,e M =M+e, e

er=10,---,0, 1 ,0,--,0 | e N
r—ésima entrada

Ora, como

I = J+e,
K+ M+e,
= K'+M=K+M,

temos entao
o' (fg)= Y 05faMy,
K+M=I
como afirmamos. m

Lema 119 § (Clyy7 (M) C Chiyp oy (M),
Prova. Sejam D € C’;iff’k (M).e f,g € C>®(M). Temos
5D (f,9)=f D(g9) =D (fg) +D(f) g-

Localmente, podemos escrever
D= Y d;d".
o<|I|<k
Usando o lema anterior, temos

D(fg) = > dr Y 9'fofg

o<|I|1<k  J+K=I

Soodi| Y olfo¥g+f0lg+g0'f
0<|I|<k JJ—!—I?;OI . 125

= > > dd’fo"g+fD(@+D(f)g

0<|I|<k J+K=I
J K0
donde (|1 = |J + K| = |J| + |K| = k, |K| > 0= |J] < k—1)
5D (f,9)=— Y dyx0’f 0"y,

0<|J|<k—1
0<|K|<k—1
ie.,
SD=— Y dyxd’ @0 € Chipp (M)

0<|J|<k—1
0<|K|<k—1

(note que ndo hé termos de ordem zero em qualquer dos dois argumentos, pois
somamos apenas para |J|,|K| > 0). m
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Proposigao 120 § (Cgifﬁk (M)) C C’g;};’k (M).

Prova. Por linearidade de §, basta mostrar o resultado para as p—cocadeias da
forma

C=D1®- - ® Dy,

onde os D; sao operadores diferenciais de ordem k que anulam constantes. Lem-
brando que o operador de cobordo é uma antiderivagao da dlgebra tensorial de
Hochschild, temos

p
50:Z(_I)J+1D1®"'®6D]’®"'®DP.
j=1

Invocando o lema anterior, como D, € C’éiff’k (M), temos que §D; € C(%iff,k—l (M),
donde se vé que 6C opera diferencialmente em cada argumento, com ordem nao
superior a k, anulando constantes. m

Podemos agora definir

Zyipp (M) = kerd, N Cl

dif f (M),

Zgiff,k (M) =kerd, N Cfi)iff,k (M),

Bgiff (M) = 6p—1 (Cgi}; (M))

_ -1
Bl gy (M) = 6,0 (Chph (M)
com a certeza de que temos B ;.\ (M) C ZJ . (M), donde B, (M) C
zh, 75 (M). Ou seja, as cocadeias diferenciais constituem de fato um subcom-
plexo do complexo de cocadeias de Hochschild, o que nos permite falar da co-
homologia diferencial de Hochschild sobre M, cujo p—ésimo grupo é dado por

Zt;; (M)
HY o (M) = 30
dif f ( ) Bsiff (M)

A observagao 108 acima ja nos diz qual é o primeiro desses grupos:
Hgipy (M) = Zjipp (M) = X (M).

Encontramos um célculo elementar dos grupos seguintes em [Gutt-Rawnsley,
1999], que passamos a reproduzir. O que os autores provam é que todo p—cociclo
diferencial é cohomélogo a um p—cociclo diferencial alternado de ordem 1, i.e., a
um campo de p—tensores contravariantes totalmente antissimétricos. Invocando
alguns dos resultados ja provados, concluiremos facilmente que

HP

bip (M) = skew Z}

b i (M) =T (APTM).
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Capitulo 7

Calculo dos grupos
P
Hi 7 (M)

Inicialmente, provaremos esse resultado para M = R™. Para isso, serao
necessarios alguns resultados preliminares.

7.1 Caso especial: o espaco R™

Lema 121 (Gutt-Rawnsley, 1999) Dada uma p— cocadeia diferencial de or-
dem 1 C € ng‘ff,l (R™), existe uma (p — 1) —cocadeia diferencial de ordem 2

Be CSZ‘;,Q (R™) tal que

C =B+ skew C
e supp B C supp C.

Prova. Existem fungées Cj, ... ;, € C°° (R™) que nos possibilitam escrever

u 0 0
C= Ciy iy @+ —. 7.1
, Z v o O Oz (7.1)
Seja j € [pleT=(j,7+1) €S, Defina a (p— 1) —cocadeia diferencial de
ordem 2 ¢, (C) € ng‘};g (R™) por

om 2 f
©r (C) (f1,~~~ ,fpfl) = (—1)] Z C(fl; vfjflvxr7x8ﬂfj+1’.'. ’fpfl) 8ir£‘jrs

r,s=1

163
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Substituindo (7.1) na definicdo acima, obtemos
Pr (C) (f17 e 7fp71) =
B S S N W o) TR N

T G Ozii-1 Oxti Oxli+r Oxli+2 Ox'r Ox"Oxs
r,s=1141, ip=1

:(_1)J Z 07,1, Vip 3 afl c 8fj ! :55 1afj+1 a,fp—l a2fJ )
i1y =1 ot oz 8x7 14 A Gaptyige dxir OxrOrs

donde, somando em 7 e s, vem

©r (C) (fla"' 7fp—1) =

j ofi  Ofia  *f;  Ofinn Ofp
-1y’ Ciy oo i AL ) I L P 7.2
(=1) Z | L i Oxti—1 Ox'i Qxti+r Qxti+e dx'e (7.2)
11," »’Lp—
Passamos agora a provar a férmula

5o, (C)=C +CT. (7.3)

Calculando o cobordo de ¢, (C) pela defini¢ao (5.1), podemos escrever

6907'( ) fla”'afp cha

onde

Co = fip- (C)(f2, -+, [p)
CP = (_1)17@7_ (C) (flv"' 7fp*1)fp

Cy = (_1)k907— (C) (flv"' 7fkfk+17"' ’fp)a

para todo k € [p — 1].
Subsituindo (7.2), obtemos que Cj, ¢ igual a:

(—1)/ i df2 of;  Pfix1 Ofj2  Ofp

v,y fl Ox Oxti-1 Oxti Oxli+t Oxli+2 Oxtr’

i1, ip=1
se k =0; ou
. ofy .. g ks _O%fin Oy
(_1)J+k Z C. . ozl k Bz’k oz 7821; J+1 ox'p
11, 0p +8f1 . fj+1 o 8fp )

i1, ,ip=1 ozt lek f k+1- m Oz'p

se 1 <k < j (aplique a regra de Leibniz ao termo Miik (frfr+1)); ou

i o Oh  Ofia1 g Pfiv1 Ofjr2  Ofy

Tt Qati-r MY Qgti Qxti+r Oxtivz Oxte

(a)
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. ) ofj—1  0%f;  Ofise of,
+ . .;:1 07,17.-- Jip ori axij,l aZ‘ZJ axij+1 f]+1 8$i1+2 61‘% (b)

+ Z Oil,u afl afj—l 8f] afj—‘,—l 5‘fj+2

, ... 9% ()
L= D i Ozti-1 Oxti Oxti+1 Oxii+2 Oz'ir
= ofv  Ofj=1 0f; Ofj+1 0fiv2  Ofy

+z’ 21::10“7”"” Ozt Oxti-1 Oxli+r Oxli Ozli+2 Ox'tr (d)

se k = j (use o Lema 118 para calcular m (fjfi+1)); ou

9rk+1 ox'p
on . 0% . op g
i1,y ip=1 Bzl 023 Oz'i+1 ozik+1 J k41

Ofp
dx'r

iy & ofi .. __ 0% o fp 2 O
(*1)j+ Z Cil,"‘,ip ozl da’i Pa'itl ’
; +

se j < k < p (aplique a regra de Leibniz ao termo o

e (Sefrs1)); ou
m

S Gy 2 e Py O

Ozt
21,0 ,ipzl

Ofy1
© Oxir I

Qzii-1 Oxii Ozt Ozt

se k = p. Note que os termos rotulados com c e d na expressao que obtivemos
acima para C; sao exatamente

c=C(fr, - fp)

d:CT(fla'”vfp)'

. j—2 -1 - .
Note também que Y37 Cr e 32771, C sdo somas telescépicas:

j—1 m
; 0f2 9% fin af,
= (=1)*! 2 2+ YUp
ch (=1) ) Z Cin, ’l”flax“ Oxti Qi+ oz'»
k=1 i1, ip=1
C¥ o O P Phn 0
=1 Lt g Qgti-1 Y 9xtiQxti+r Owir
—00—(1
S - - Y a2 PG 0k 0,
- o ) . T G Ozt O+ V1T opiite Ox'»
k=j+1 i1, ip=1
e - af 0%f; Ofp_
_1)itr-1 o 1. i ... 2 =l
+(=1) . .;:10“’""1"3zi1 Ozt Oxti+ Ox'r I

~b—C,.
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Portanto,

6907 (C) (fh'" 7fp) =

p 7j—1 p—1
ZCkZCo-i-ZCk-i-Cj-l- ch-l-cp:
k=0 k=1 k=j+1

Co+(=Co—a)+(a+b+c+d)+(-b—Cp)+C, =
C+d:C(f17 7fp)_|_c7'(f17”, 7fp)7

como afirmamos.

Suponha agora que 71 e T2 sdo transposigoes de inteiros consecutivos. Iterando
(7.3) vemos que

0 (907'2 (C) - 9071 (CTZ)> = 5@7’2 (C) - 59071 (CT2)
= CHCm O (O
C-Cmr,

Mais geralmente, se 71, -+, 7, sao transposicoes de inteiros consecutivos,
uma indugao mostra que

6 (0r (C) = 0, (C™) Hpp, L, (CTHH) =t (<)o (CTH772)) =

C—(-D)Fcmee (7.4)

Toda permutagao se escreve como composicao de transposicoes de elementos
consecutivos. A paridade do nimero das transposiges requeridas para tanto é
uma constante que sé depende da permutagao em questdo. De fato, se 0 € S,
se decompoe como

O=Tk T,

temos que

sgn o = (—1)".

Assim, podemos fixar uma decomposicdo em transposicoes de elementos con-
secutivos o = 7, - - - 71 para cada o € S}, e definir

0 (C) =1, (C)=pr,_, (CTH)Hp,, , (CTHTH1) = (1) o (CTH72).

Reescrevendo (7.4), vem
do, (C)=C —sgno C°. (7.5)

Finalmente, definindo a (p — 1) —cocadeia diferencial de ordem 2

BE% > e, (0),

" oEeS,
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obtemos, por meio de (7.5),

5B Z%! 3 g, (C)

o€S)

1
O_H Z sgn oC?,

T oS,

ou seja,

C =B + skew C.
Por construcao, temos supp B C supp C. m
Seja (U,x!,---,2™) um sistema de coordenadas locais de uma variedade

diferencidavel m—dimensional M, e considere os operadores diferenciais locais
(i.e., definidos em U) de ordem k dados por

0 0
Or = orit i
para
I= (i1, ,ig) € [m)" = [m] x - x [m] C Ty.

Nio se deve confundi-los com os operadores 9! do lema 118. L4, o multi-
indice I diz respeito ao nimero de vezes que cada derivada parcial é aplicada,
ao passo que o multi-indice I de J; nos diz com relacdo a quais coordenadas x*
devemos tomar derivadas.

Gracas a comutatividade das derivadas parciais, temos que

Or = 0y(r)

para todo I = (i1, ,i) € [m]lC e toda permutagao o € S, que age sobre [m]k
segundo a regra
g (I) = (7;0(1)7 e aia(k)) .

Diremos que I,J € [m}k sdo equivalentes, e escreveremos I ~ J, se existir
uma permutacdo o € S tal que o (I) = J. Claramente, isto define uma relagao

. N . k ~ .
de equivaléncia em [m]”, e, pela observacao acima, vemos que
I~J=0r=090 .

Na verdade, temos
I~J& 0= 8J.

Com efeito, definindo para cada k—upla I = (i1,--- i) € [m]" a fungio x! =

gl € O (U), vemos que Oy z! & uma constante nao nula, ao passo que
dyx’ ¢ zero ou é muitiplo de alguma coordenada z° se I ~ J (i.e., se ndo vale
I~J).

Definindo a operacao U de justaposicao de k—uplas pela férmula natural

(ilv"' ;ir)l—](jlv"' ;js) = (ila"' 7iTaj1a"' 7js)7
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temos que
0y = 0500k,

se, e somente se, J U K ~ I. Convencionaremos também que () é uma (na
verdade, a tnica) 0—upla e satisfaz

Iup=0urI=1
para qualquer k—upla I. Definimos entao
Oy = idcos (ar)-
Fixadas estas notagoes, podemos enunciar o seguinte

Lema 122 Dados I € [m]k e fungoes f,g € C (U), valem as regras

0r(fg)= > 0sf kg (7.6)
JUK~T
€
00 = — Z 05 ® k. (77)
JUK~T
J,K#0

Prova. Scja I € [m]*. Provaremos (7.6) por inducao em k. Para k = 1, (7.6) ¢
apenas a regra de Leibniz. Para k£ > 1, temos

0
Or (fg) = 9, ... k1) Hoin (f9)
J

o 9
=0 (éhj;c g) 0 (faxgik>

af 0
= ZJaK (M)al’g—i_ Z Ok f 0L (335’6)

KUL~ KUL~J
= E (31(0 a4>J"3Ng+ E om f <3L0 8»)9
Ox'tk Ox'te
KUN~J MUL~J

= Z OrL(in)f ONg + Z oM f Orugn)g

KUN~J MUL~J

= > Oufong

MUN~T

usando a regra de Leibniz na segunda igualdade e a hipétese de inducao na
terceira. A tultima igualdade decorre das seguintes equivaléncias.

I=Ju(ixg) ~MUN

)
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JK talque M ~ KU (i) e J~ KUN
ou
L tal que N ~ LU (iy).e J~MUL

)

JK tal que Oy = Ok, € J ~ KUN
ou
3L tal que Oy = Oy J ~MUL

A férmula (7.7) ¢ uma conseqiiéncia imediata da identidade (7.6), que acabamos
de provar. Com efeito, explicitando os termos extremos J = (K = I e
J =1,K = () na expressio (7.6), escrevemos

01 (fg)=f(01g)+ Y 0sf Oxg+(01f)g.
TR

Substituindo na definigao (5.2), vem
601 (f,9) = f (O19) — 01 (f9) +(01f) g
=— Y 9;f Oy,

JUK~T
T K20

como querfamos demonstrar. ®

Teorema 123 (Gutt-Rawnsley, 1999) Dado um p—-cociclo diferencial C €
Zhiry (R™), existem uma (p — 1) —cocadei diferencial B € C’gi}} (R™) e um
p—cociclo diferencial alternado de ordem 1 A € skew Zfi)z'ff,l (R™) tais que

C=0B+ A
e supp A, supp B C supp C.

Prova. Vamos por indugao em p.

O caso p = 1 ¢ trivial, pois nesse caso, C = A € X (R™), de acordo com a
observacao 108. Podemos portanto considerar p > 2.

Fixemos por ora fa,--- , f, € C* (R™) e olhemos para C (fi,- -, fp) como
um operador diferencial de ordem k& em R™ aplicado em f;. A idéia é mostrar
que C é cohomdlogo a um cociclo diferencial que atua no primeiro argumento
com ordem k — 1. Entao, a fortiori, C' serd cohomélogo a um cociclo diferencial
que atua no primeiro argumento com ordem 1. Usando a hipétese de indugao,
concluiremos entdo que C' é cohomélogo a um cociclo diferencial de ordem 1, o
que nos colocard em condicoes de apelar ao lema 121. Aos cédlculos.

Destacando os termos de maior ordem (ou seja, k) em f; e valendo-nos da
comutatividade das derivadas parciais, escrevemos

m 8kf1

Clfi, o fp)= Doy (f2r 5 fp) £,
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onde os Dy, ... ;) € Cf]’q}; (R™) sdo simétricos com relagdo a (i, -+ , 1), i.€.,
tem-se

D(ih... i) = (igu),u-,i,,(k))’ Vo € Sy.
Ou seja,

C=Y o@D+,
I

onde o multi-indice I = (iy, - - - ,ix) varre o subconjunto [m]* = [m] x - - x [m]
de Zj, e definimos

ok
= Oz ... Ogir

Aplicando o operador de cobordo e usando a propriedade (5.10), vem

or

5C =Y 060, ®D;—> 9, ®D; +
I I

Como 9y € Clissp (R™), 0 lema 119 garante que 60; € CZ;p) ;. Assim,
destacando apenas os termos de maior ordem no primeiro argumento, temos

6C == "0, ®Dr+---
I

Isso mostra que, sendo C' um cociclo, os coeficientes D; dos termos de maior
ordem k em f; também sao cociclos.
Com efeito, a funcgao ! (z',--- ,2™) = 2™ - - -2’ ¢ tal que

oz’ eC—{0}

e, se D é um operador diferencial de ordem menor do que k, entéo existe i € [m)
tal que
Dz’ (z',--,2™) =a'g (2!, - ,2™),

para alguma fungao g € C*° (R™). Ora, §C = 0 implica

termos de ordem menor
do que k no primeiro argumento ’

> @D =
I
(&3 podemos escrever
1 &
0D (f2r o s fprr) (@t o@™) = 5o D g (oo a™),
=1

para certas fungoes g1, -+ ,gm € C*® (R™) que dependem apenas das fungoes
fa,-++, fp+1. Avaliando na origem, obtemos

6D[ (f2)"' afp-‘rl) (Oa 70) :Oa
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para quaisquer fungoes fa, - - -, fp+1 € C* (R™). Afirmamos que isso é suficiente
para 6 D; = 0. Com efeito, dado x € R™, temos

0D (f2, ;s fp1) () =0

se e somente se
6DI (f2$7 Tty ;+1) (0) = 0;

onde as fungoes f5,---, f7,; € C°° (R™) sao definidas por

iy =fi@—y), Vielp+1],.

Assim, concluimos a prova de que os coeficientes D sdo mesmo (p — 1) —cociclos
diferenciais.
Pela hipétese de indugao, existem cocadeias

Er € Ch5 (R™)

e cociclos
Fy € skew Z8 5, (R™)
com suportes em supp Dy C supp C tais que vale

Dy =0FE; + Fr. (78)

Defina agora

GEZ@I(@E[.
I

Levando em conta apenas os termos de maior ordem no primeiro argumento
(use a proposigdo 107 e o lema 119), usando (7.8) temos que

C+G =
> 0r@0E+Y 01®F —> 0, @0E[+-
I I; 7

:ZaI®Fl+"' ,
I
ou seja, o cociclo
C'=C+46G (7.9)
pode ser escrito como
C'=> 0r®F +H, (7.10)
I

onde H € C%, £f (R™) & uma cocadeia diferencial que opera com ordem k — 1 no
primeiro argumento.

Tomando cobordos e levando em conta o fato de que F; é um cociclo difer-
encial de ordem 1, vemos que

0H = - 00r® Fr, (7.11)
I
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e logo que 0 H opera diferencialmente com ordem k& — 1 no primeiro argumento
(pelo lema 119) e com ordem 1 nos demais.
Existem fungoes
Hy,..1, € C™ (R™)

que nos permitem escrever

H= H[l...]pa[l@)-"@a[p,
I, Iy

como soma finita cujos indices Iy, - - - , I, sao r—uplas em [m]” com comprimento
r varidvel mas sempre menor que a ordem de H. Gragas a comutatividade das
derivadas parciais, podemos supor sem perda de generalidade que as fungoes
Hyp,...1, sao simétricas com relagao aos indices inteiros que compoem cada sub-
fndice /; tomado separadamente, i.e., que vale a regra

Hy,..ot;y1, = Hiy o1,
para quaisquer j € [p] e o € S, onde convencionamos
o (I) = (7;0(1), BRI ,’ia(r)) S [m]r,

VI = (i1, iy) € [m]" .

O cobordo de H é dado entao pela prop. 107 como

P
0H= Y Hpy.p,» (-1)"0,0 - ®60,0 @0, (7.12)
Iy 0 t=1
donde se vé que os termos que operam com ordem extamente k — 1 no primeiro
argumento provém de multi-indices Iy, -- , I, tais que
Loe[m]f! (7.13)
e tais que existe ty € [p], tal que
el [l set=ty (7.14)
' [m] , set 7é to ’ .

se t € [pl,.
Cada uma dos cociclos diferenciais (de ordem 1) alternados F; pode ser

escrito como
m a a
b= Z Fiijs el §aiz Q- ® Oir (7.15)

g2, Jp=1

para certas fungoes Fyjj, .. ;1 € C™ (R™), antissimétricas com relagdo aos
indices entre colchetes.
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Substituindo (7.12), (7.15) e usando (7.7) na equagao (7.11) temos que

m 8 8
Z Z Z Fj[jm...’jp]a]@a}(®@®"'® Din

T jo,jp=1 JUK~I
P KAD

P
> )T HL, 0, ® @0y ®ON @ ® 0y, =0,

t=1 Iy, Iy MUN~I;
M, N0

Reunindo os termos que operam com ordem exatamente igual a k—1 no primeiro
argumento e 1 nos demais, e levando em conta as condigoes (7.13) e (7.14),

obtemos, para cada I = (i1, - - ,ix_1) € [m]",
m
ok—1 0 0
Z Ail"'ik*1<j1"'jp axil e amikfl ® ax]l ®-® ax]p = 07
i1, ig—1=1
Ji,sJp=1
onde
Ail"‘ik—ljl"‘jp kF(ih“' Jik—1,J1)[J2, ,dp] + QH(ilv"‘ yik—1)(J1,J2)J3 " dp

—_— e . _ p+1 . . . . . .

+(-1) 2H(21,~" vik—1)j1d2, (pip+1)
e os coeficientes Fi, .. iy 1 i)lasdp] © Hiiryovino1)jr-Ggujgsr)-—jp SAO Simétri-
cos com relagao a cada grupo de indices confinados por um par de parénteses.
Portanto, obtemos as equagoes

kF(ilv"' sin—1.d1) G2 dp) T 2H(i1,"' vik—1)(J1,92)d3Jp
+1
_+ (—l)p 2H(i1;"'7ik—1)j1j2"'(jp)jp+l) - O (716)
vélidas para todos i1, -+ ,ik—1,71, -, Jp € [m].
Tomando a antissimetrizacdo de (7.16) com relagdo aos indices ji,- -, jp,
nao é dificil ver que os termos em H se cancelam, resultando
Z sgn UF(il,-" 7ik717jo(1))[jo'(2)7"' 7ja(p)] =0. (7'17)
ogES,

Seja o € S, uma permutagao que fixa 1. Nesse caso, as possiveis inversoes
ocorrerdao entre os indices jy(2)," , Jo(p), Segundo os quais os coeficientes de
F s@o antissimétricos. Ora, a menos da permutacdo inversa o~!, de mesma
paridade que o, esses indices sao exatamente 2,3, --- ,p. Portanto, temos

(ih'-- ,ik—l,ja(l))[ja(z),m ,ja(p)] =sgn o F(ilv”‘ Jik—1,51) G2, 2dp] (7'18)

As permutacoes que fixam 1 sao uma representacao do grupo S,_; em S,
(com efeito, permutam os p—1 elementos 2, - - - , p). Logo, hd exatamente (p — 1)!
permutacoes que fixam p em Sp.
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Fixemos por ora s € [p|, e consideremos uma permutacao o € S, que leva 1
em s, i.e., t.q. o (1) = s. A menos de uma permutagio p que fixa s, temos que os

indices Jo(2)s " s Jo(p) S30 exatamente 1,- -+, s—1,5+1,--- ,p, que denotaremos
com o simbolo de omissdo ~ por 1,---,5,---,p. Portanto, temos
F. . ) ) ) =sgn p F'. . N ~ 7.
(i1, sik—1:do (1)) [Fo @) do )] sgn.p (i1, sik—12ds) [0, 2ds )

Das imagens

(1"" 7p)&(570(2)"" 70(p))'ﬁ>(5717"' 7§7"'p)

vemos que a premutacao p o o provoca exatamente s — 1 inversoes, donde segue
que
sgn p-sgn o = sgn (po) = (_1)871 )
e logo
sgn p=(=1)""sgn o.

Portanto, se o € S, leva 1 em s € [pl,, vale a identidade

] = (-1)* 'sgno F,

(i1, ik 1,d8) [d1,0 o]

(7.19)

(i1 vik=1,d0 (1)) [do(2) 7 o (o)
Considere a seguinte decomposicao disjunta de S,.
Sp=U_{ceSy; o(l)=r}.
E claro que, para todos r, s € [pl,, temos
n=#{oceSy; c(l)=st=#{ce€Sy; o(1)=r}.

Também j& sabemos que

#{o€Sp; o(1) =1} =(p—1)!
Entao, temos
pl=#S,=@-)!+{p-1)n,
donde segue que
n=(p-—1)!

Parcelando a soma em (7.17) segundo a decomposigao de S, dada acima, e
substituindo (7.18) e (7.19), obtemos

P
0= Z +Z Z 891 0 Fliy s iy i) o i) =

o€Sy s=2 o€S)
o(1)=1 o(1l)=s

2
Z (Sgn J) F(i1,-~',ik717j1)[j27'"7]’p]

o€ES,
(r(l):pl 1 nao depende de o
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p
2 s—1
+Z Z (sgn 0)°(~1) Fliyoe i) it Fori]

s=2 0€S),
o(l)=s nao depende de o

=(@-1! <F< - Jike1,d0) Uz, mZ Fi - km[yfa]>

donde

p

Flir o inmg)liz o] = Z (=1)° F(ih'“ k= 1,08) [0, 2Gs o) (7.20)
s=2
ou, pondo i = ji,
p
By i)l p) = Z (=1) F(ihw RIS 91 (79 POE e M (7.21)
s5=2

Considere agora uma permutagao o € Si. Gragas a comutatividade dos
primeiros k indices dos coeficientes de F', temos

Fiy . Jik) G2, i) — F(i0(1)7--- dia(ky ) G257 1)’

que substituida em (7.21) d4

p
(31, k) [J2,7 1Jp) U(U,.u ,za(kfl),Js)[zg(md%u. 7]57"']])]

s=

[ V)

Chamando o (k) de r, vemos que a seqiiéncia o (1),--- ,0 (k — 1) é, a menos de

uma permutacao, a seqiiéncia 1,--- ,7,--- , k. Da comutatividade que acabamos
de mencionar, vem entao a identidade

p
Fireilisrid = 20 OO Fliy o i i Yoo o) (22)

s=2

Escolha, em S%, uma permutacao que leva k em 1, uma que leva k& em
2, e assim sucessivamente, até uma que fixa k. Somando as equagoes (7.22)
correspondentes a essas k permutagoes fixadas, obtemos

rls2

Por outro lado, somando em s € [p], a igualdade 6bvia

Fliy e i)z ) = (51) Flayyoe i) dorinres For s’

temos

p

(r—1) Fliy e i)z, ) = Z (=1)° F(il,'“ k) [dandz e Jae i) (7.24)

s=2
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Somando agora (7.23) e (7.24), vem

p

(k2= 1) Fliy i)z ol = D D K i g jae e i (7.25)
s=2

onde definimos

k

K iy ingoyinFa gy = Z (i1, stpyeins i) [imsdizs e oJar e p] (7.26)
—t

i) oo Tordn]”

Tomamos a liberdade de ja colocar os primeiros k + 1 indices dos kas entre
parénteses porque, como se vé claramente de (7.26), essas fungdes sdo mesmo
simétricas com relagao a eles.

Usando a soma telescépica

S

t
> (=D (K(z‘l,m,z‘k,jt>j2~-~j7~~,jp + K, ,ik,jf,_l)jz--ﬁr-»jp)

t=3

S
=(=1) K(ih “ikods)dz gt o dp = iy, ik go)dse dpd

podemos reescrever (7.25) como

(k4D = 1) Fliy i)l i) =

zp: K(ilw-*,ik,h)js“',jp—’—
p i (C1) (K(il,m,ik,jt)jzmﬁw,jp+K(u,m,ik,jt_l)j2~~uf1~~,jp>

Efetuando a soma em s € [p],, obtemos finalmente

Fliy e sin) iz vip) =
p—1

mK(il,“' sikJ2)ds o dp (7.27)

+i t p+1—t (K ~ LK - )
=3 k+p71 (i sinoge) gz dedp 0 (i ik dem1)dardia o )

(7.28)
Considere agora as p—cocadeias diferenciais

K= K(ih < yik,J2)Js Jpa(lh Linwgz) @ aJS) Q- ® a(jp)

e, para cada t € [p]s,

(i1 ikt )d2Je- dp

K; = + 8(i17”' 7'Lk)®a(j2)®. ’ .®a(jt—17jt)®. ’ .®a(jp)'

(i1, 5ik,Jt—1)J2 " Jt—1-" ,Jp
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Tomando os cobordos de K7 e K3, , K¥ e comparando com (7.15), (7.27)

e (7.28), vemos que existem nuimeros o/,ﬁé ‘e ,B; € C tais que
P cocadeias que operam
orFr =46 (aIKI + Zﬂf[(}) + no primeiro argumento .
t=3 com ordem k — 1

Substituindo em (7.10) e depois em (7.9), vem

+ no primeiro argumento ,

cocadeias que operam
com ordem k — 1

p
C=4 (Z (dm +) BIK]

I t=3

ou seja, o cociclo C' é cohomdlogo a um cociclo diferencial que opera no primeiro
argumento com ordem k — 1. Iterando essa argumentagao, concluimos que C
é cohomodlogo a um cociclo diferencial que opera no primeiro argumento com
ordem 1.

Podemos assumir, portanto, que

f
=1 9

onde Dy,---,D,, € Zfl’;f} (R™). De fato, colocando no primeiro argumento do
cobordo nulo

0:§C=—§: 0 ® dD;,
i=1

ox'
a fungao fl(j) (xl,--- ,mm) = zJ, obtemos §D; = 0, mostrando que os des
sao mesmo cociclos. Invocando a hipétese de indugao sobre p, afirmamos que
existem cocadeias Eq, -+, E,, € C’giff (R™) e cociclos alternados Fy,--- , F,, €

skew Zgi}?,1 (R™) com suportes em supp C tais que
D; = 6E; + F;
para todo i € [m]. Segue entdo que

LA, L,
C = Z@®5Ei+;@®ﬂ

i=1
m 8 m a

Como a cocadeia diferencial F = Y " | % ® F; opera com ordem 1 em

todos os seus argumentos, podemos invocar sobre ela o lema 121, que garante a
existéncia de uma cocadeia R € C’ffi_f}2 (R™) com suporte em supp C tal que

F =0R+ skew F.
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Tomando

segue que
C = 6B + skew F.

Aplicando o operador de cobordo a essa iltima equagao, vemos que 0 (skew F) =
0, o que mostra que A = skew F é mesmo um cociclo. ®

7.2 Caso geral

Agora provaremos o mesmo resultado com uma variedade diferencidvel ar-
bitrdria! M no lugar de R™. A idéia é fazer uso de uma particao da unidade
para decompor o cociclo diferencial C' numa soma localmente finita de cociclos
com suportes em vizinhangas coordenadas. Cada um desses cociclos induz um
cociclo num aberto de R™ via sistema de coordenadas correspondente. Esse
cociclo pode ser naturalmente estendido a um cociclo em R™. Aplica-se entao
o teorema anterior. Mas para isso, devemos provar que o cociclo induzido em
R™ ¢ diferencial, o que ainda nao sabemos.

Proposigao 124 Cocadeias diferenciais induzem cocadeias diferenciais de mesma
ordem via difeomorfismos. Ou seja, dados um difeomorfismo

p:M— N

e uma p—cocadeia k—diferencial C € Cl; ) (M), temos

P (ng‘ff,k (M)> c Cgiff,k (N).

Prova. Pela linearidade do push-forward ¢, basta verificar a afirmagao em
cocadeias da forma

C=D1® - ®D,,

onde Dq,---, D, s@o operadores k—diferenciais em M que anulam constantes.
Agora, a observagao 110 nos diz que basta provar a proposigao parap =1 (i.e.,
para cada operador D; acima). J4 a observacdo 117 nos diz que um operador
k—diferencial D admite a expressao local

81'1 ainl
D=Y" dIa ... (7.29)

eI CD DI

I Exigimos aqui que M possua topologia Hausdorff de base enumerdvel.



7.2. CASO GERAL 179

onde (U,q5 = (xl, e ,xm)) é um sistema de coordenadas para M. Vejamos,
portanto, qual € a agao de ¢, numa derivada parcial 3_% eCy; if (U). Dados
geC™®(N)ey € ¢(U), temos

0 0
<P#@g (y) = 3.

onde (p(U),p =¢op~t=(y',---,y™)) é um sistema de coordenadas para
N. Portanto, vale

9 _ 9
P gan oyr”

Um pouco de reflexdao nos convencerd de que vale a expressao local

' gim
(p D — d] 09071 Z e 5
* ”Z%( Vo

em ¢ (U), para D localmente expresso por (7.29). Isso encerra a prova. m

Corolario 125 Variedades diferencidveis difeomorfas possuem cohomologias difer-
enciais isomorfas. Mais precisamente, as aplicagoes de push-forward induzem
isomorfismos dos subcomplexos de cocadeias diferenciais.

Prova. Ora,
Py (Cgiff (M)) - Cgiff (V)

%;1 (Cgiff (N)> c Cgiff (M)
implicam
P (Osiff (M)) = Cips (N).

Isso mostra que Cj, ;. (M) ~ Cl;;; (N). Agora, a comutatividade (6.3) nos diz
que

P# (Zgiff (M)) =Zhi;; (N)

P (deiff (M)> = Bj;; (N).
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Basta entao definir o isomorfismo C—linear

P Hfl)iff(M) - Hgiff(N)

nas cohomologias. m

Na demonstracao do teorema a seguir, lidaremos o tempo todo com restrigoes
e extensoes de cocadeias diferenciais, dois conceitos puramente operacionais
cujas definigbes se apéiam no seguinte resultado de Anilise.

Lema 126 Sejam M uma variedade diferencidvel, U C M uwm aberto préprio
de M, e F um fechado de M contido em U. Entdo, existem uma vizinhanga
aberta V' de F propriamente contida em U cujo fecho nao-intersecta a fronteira
OU e uma fungdo n € C* (M) tais que

n(xz)=1, Ve e F

n(xz)=0, Ve ¢ V.

Prova. Todo x € F' admite uma vizinhanga coordenada B, contida em U cujo
fecho em M néo intersecta a fronteira QU. Tome entao

V == U:EGFBI

E claro que temos F C V C U e VNAU = (). Agora, considere uma particao
da unidade {pv,pM_F} subordinada a cobertura aberta {V,M — F} de M.
Como supp py C V, entdo py () =0sex ¢ V. Como supp py;_p C M — F,
entdo py_p () =0se z € F. Como

pv+pu-r=1,

temos entao que py, (x) =1 se x € F. Podemos portanto tomar n = py,. B

Seja C' € C’giff (M) uma cocadeia com suporte contido num aberto préprio
U C M. Sejan € C°°(M) uma funcao dada pelo lema anterior para F =
supp C. Dada uma funcdo g € C*° (U), definimos a n—extensao de g a M como
a fungao

g("):MH(C
) n@g@), sexel
g @) { 0, sex ¢ U.

E claro que ¢ € C* (M). Cumpre ressaltar que
g (z) = g (z), V& € supp C. (7.30)

Definimos a restricio de C' a U como a cocadeia C|U € Cf, , (U) dada por

(C1U) (g1, 1 99) (@) = C (987 g8 (@), (7.31)
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para todo z € U (a preservagao do cardter diferencial da cocadeia sob restrigdo
é imediata).
Vamos mostrar que, para quaisquer fi,--- , f, € C® (M) e z € U, tem-se

C(fr,-- 5 fp) (@) = (CIU) (LU, -+, flU) (2) - (7.32)

De fato, se z ¢ int (supp C), entao a igualdade acima é trivialmente satisfeita.

Por outro lado, (7.30) nos diz que (fj|U)(n) coincide com f; em int (supp C),
donde, por localidade, segue a igualdade para x € int (supp C):

ClU) (AU, flU)(x) = C ((f1|U)(”) L ’(fplU)(n)> (z)
= C(flaafp)(x)

A restriggo a U de uma cocadeia C' nao depende da fungdo n escolhida.
Com efeito, dada g € C™ (U), as extensoes a M g e g(& coincidem com g
no interior do suporte de C (vide (7.30)), fora de onde C, e logo C|U, se anula
identicamente.

A restrigao comporta-se bem sob a agao do operador de cobordo. De fato,
dadas fungdes g1, -+, gp+1 € C® (U) e x € U, tem-se

5 (CIU) (g1, gp+1) () =
91 (@) (C|U) (92, , gp+1) (z)

p
+D (=1 (CIU) (g1, 59595415+ Gpt1) (@)
Jj=1

+ (P CI) (91 2 90) (@) gpn ()
— g1 (@) C (o8- g (@)

P
+> (-1 cC (95")7 o (gigie)™ ,g}ﬁ"ﬁl) (2)

=1

L (—1rte (gin)7 . 791(77])) (@) gpi1 (z)

que s6 ndo se anula para x € int supp C, caso no qual, gracas a (7.30) e a
localidade das cocadeias diferenciais, podemos escrever

S(CIU) (g1, s gps1) (z) =

=g" @ C (o o) @)

b
+Z<_1)Jc(g§n)7 ' agj( )gj(Tl? : 79;2-)1) (CU)

j=1

(0 (g, g) (@) g (@)
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= 6C (g&n), . ,gz()"Jr)l> (z)
= (0C)|U (g1, s gp41) (),
)(77) (m)

pois (g;9;+1 ey, 951)1 coincidem com g;gj+1em int supp C. E trivial ver-
ificar que (6C)|U também se anula fora de int supp C. Portanto, mostramos
que vale a equagao

5 (C|U) = (6C) |U. (7.33)

Em particular, vemos que

Ce€Zh;; (M)=ClU € Zj,, (U)

C € Blj;; (M) = C|U € By (U).

Vamos agora ao conceito dual de extensao de uma cocadeia.

Sejam U um aberto de M e D € C’giff (U) tal que supp D NOU = 0. Seja
n € C* (M) uma funcao dada pelo lema anterior para F = supp D.

Definimos a extensdo de D a M como a cocadeia D € Cf, ,; (M) dada por

D(fla"’ 7fp) (2) { n(m)D(fﬂUE)’S?efZ;'[é)(E'x)’ sex e U

para todo x € M.

Assim como as restrigoes, as extensoes sdo unicas, nao dependendo da escolha
particular da funcao 7.

Vamos mostrar que, para quaisquer gi,--- ,gp, € C* (U) e x € U, tem-se

D g, gp) (@) = D (g ,g") (@) (7.34)

De fato, se z ¢ int (supp D), entdo a igualdade acima é trivialmente satisfeita.
Por outro lado, (7.30) nos diz que gj(-") coincide com g; em int (supp C), donde,
por localidade, segue a igualdade para x € int (supp C).

A dualidade a que nos referimos acima é expressa pelas identidades

Cl) =C

D|U = D,

aplicdveis a quaisquer cocadeias diferenciais C' e D cujos dominios e suportes
tém as propriedades exigidas acima, e cuja validade resulta imediatamente de
(7.32) e (7.34).
Cumpre destacar o fato ébvio de que restricoes e extensoes preservam su-
portes, i.e.,
supp C|U = supp C e supp D = supp D. (7.35)
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Assim como a restricao, a extensao comporta-se bem sob a acao do operador
de cobordo. De fato, dadas f1, -, fp41 € C®° (M) e x ¢ U, temos

6D (f1,++ 5 fps1) () = 6D (fr,-- , fp41) () = 0,

pois (6.5) e (7.35) garantem que supp 6D = supp 6D = supp 6D C U. Além
disso,

(6D) U = 6 (D|U) = 6D = (3D) |U
mostra a igualdade das restrigdes a U, que era o que faltava para concluir que
8§D =6D. (7.36)

Ademais, ¢é claro que a ordem & de uma cocadeia diferencial C' € Cf, ., . (M)
respectivamente D € C%. U)) é preservada por restrigoes (resp., extensoes).
dif f.k

Teorema 127 Seja M uma variedade diferencidvel. Dado um p—cociclo difer-
encial C € Zjj; (M), existem uma (p — 1) — cocadeia diferencial B € C’gi_f; (M)
e um p—cociclo diferencial alternado de ordem 1 A € skew Zgiff 1 (M) tais que

C=6B+A
e supp A, supp B C supp C.

Prova. Tratemos primeiro o caso particular em que C' tem suporte numa viz-
inhanga coordenada (U, ¢) onde U C M.
Temos

du (CIU) € Zlis; (0 (U)).

Estenda agora a R™, obtendo
CO =6, (ClU) € 25, (R™).

Aplique o teorema anterior para obter cocadeias B(®) ¢ Cgi}; R™) e AO) ¢
skew Zj; ;- (R™) tais que

CO = §BO) 1 A0

e supp B, supp A©) C supp CO = ¢ (supp C) C ¢ (U).
Restringindo a ¢ (U), vem

(cew)) = (3B™)16@)+A )
5 (BOIs ) + (AVs ().

Fazendo o push-forward para U via ¢!, temos
(@)% (CO@) = (67,0 (Bl @)+ (67, (A6 )
5 (¢—1)# (B(O)\QS(U)) 4 (¢—1)# (A(O)\d)(U)) )
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Finalmente, estendemos a M para obter

() (COL ) = 3(671), (BOI)) +(671), (A6 (1)
= 5(¢71), (BO(U)) + (7)), (A06 (U)).

Ora, substituindo a definicdo de C©), vemos que

(@)% (CO) = (@) (64 CION6©))
= (@) ¢4 (CIU)
= ClU=C.
Pondo
B= (671, (BO ()
A= (97, (A0l (),

concluimos que B € Cglf}( ), A € skew Zj; ., (M); supp B, supp A C
supp C; e
C=6B+ A,

como querfamos demonstrar.

No caso geral, tome uma cobertura {(U;, ¢;)},c7 de M por vizinhancas co-
ordenadas préprias (U; € M) e uma particao da unidade {p,},.; subordinada
a essa cobertura.

Podemos entao escrever o p—cociclo diferencial

C=> pC
i€L

como soma localmente finita de p—cociclos diferenciais C; = p,C' com suportes
supp C; C supp p; C Uj.
Pelo caso particular, temos

C; =0B; + A;

paratodoi € Z, onde B; € C’glf; (M), A; € skew Zdsz 1 (M) e supp B;, supp A; C
supp C;.
Somando em i € Z (soma localmente finita), obtemos entao

C=6B+ A,

onde

B= Y.< Ci ),
i€Z

A= ZAi € skew Zgi_f;’l (M)
i€T
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e supp B, supp A C supp C, como querfamos demonstrar. m

E claro que o cociclo alternado A obtido pelo teorema acima é tdo-somente a
antissimetrizacao de C'. Com efeito, aplicando o operador de antissimetrizagao
a equacdo C = dB + A, e recordando a proposi¢ao 112 e o lema 113, temos

skew C = skew 6B + skew A
= 0+ skew (skew D) (A= skew D)
= skew D = A.
Ou seja, podemos parafrasear o teorema anterior declarando que todo cociclo

é cohomélogo a sua antissimetrizagao. E ainda obtemos a seguinte inesperada
propriedade do operador de antissimetrizagao.

Corolario 128 Cociclos diferenciais alternados tém sempre grau 1, i.e.,
P

skew Zairs

(M) =~ skew Zj; ¢, (M) =T (APTM).

(M) C Zypp, (M)
Coroldrio 129 Hgiff

Prova. O lema 8 nos permite definir o epimorfismo C—linear

U Hyep (M) —  skew Zlyp, (M)
[C] — skew C ’
De fato,
skew (C+6D) = skew C + skew §D

= skew C

mostra que a aplicagao ¥ estd bem definida, enquanto a proposi¢ao 112 prova
a sobrejetividade: ¥ [skew D] = skew D.

Por outro lado, o teorema anterior mostra que ¥ é injetivo. Com efeito,
sabemos que

[C] = [skew C],

donde segue que
U [C] =T [D]

= skew C = skew D
= [C] = [D].

Portanto, ¥ é um C—isomorfismo linear.
Para o segundo isomorfismo, comegamos notando que, por defini¢do, todo
p—cociclo 1—diferencial alternado C' € Z};;;, (M) é da forma

N
C = skew ZD{®~-~®D;; ,
j=1
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onde
D} € Diff{” (M) = Z};;; (M) ~ X (M) =T (TM).
Ou seja,
Zhissr (M) = skew (T(TM)®-- - ®T (TM))
= TI'(skew (TM®@---TM))
— T (APTM).
[

Se M é uma variedade pseudo-riemanniana ou simplética, entao temos ainda
o ismorfismo

HY, o (M) ~ QP (M).

Com efeito, uma estrutura pseudo-riemanniana ou simplética numa var-
iedade poe & nossa disposicao um isomorfismo natural entre seus fibrados tan-
gente e cotangente (ver se¢do 2.3), e logo, também um isomorfismo entre os
espacos de segoes associados. Nesse caso, podemos afirmar que

T (APTM) ~T (A\PT*M) = QP (M).

E o que diz o seguinte enunciado alternativo do teorema 127, que se mostrara
melhor adaptado aos nossos propdsitos.

Teorema 130 Seja (M,w) wma variedade simplética. Dado um cociclo difer-
encial C' € Zgiff (M), existem uma cocadeia diferencial B € C’gi}} (M) e uma
p—forma diferencial o € QP (M) tais que supp B,supp o C supp C e, para
quaisquer fungées f1,--- , fp € C™ (M), temos

C(fla"' 7fp) :6B(f17 7fp) +a(vwf17"' 7vwfp)7
onde V,f é o campo de vetores hamiltoniano associado a f.

Prova. Sejam B e A cocadeias dadas pelo teorema 127. Podemos escrever
A€ skew Z; ¢, (M) como

N N
A = skew ZX{@-“@XIZ EZX{/\-~-/\X£,
j=1 j=1

para certos campos de vetores X { yoee ,Xg € X (M). Langando mao do isomor-
fismo de C*° (M) —médulos (ver secao 2.3)

b
X(M) = Q(M)
#
X - X
Ny < n
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defina
N
(y;(_UPE:(Aj)bAu.A(XgYe;Q(An.

J=1

Vamos mostrar que, dadas fungoes , vale a igualdade
a(vwflv"' ,vwfp) = A(f17 7fp)'
Por linearidade, basta provar a igualdade acima para os monoémios da forma

A=X; AN X,

a= (-1 X]A-AX)
Ora, pelas definicoes mesmas de b e do gradiente simplético? V,, temos
Xb(vwf) :w(Xﬂwa) = _X(f)7
donde segue que

(1P X] A AXD (Vafi, Vo fp)

= (=) det [X] (Vo fy)]
= (~1)Pdet[-X; (f)]
= det [X; ()]

:Xl/\"'/\Xp(fla"'afp)7

como queriamos demonstar. B

2Ver capitulo (lecture) 4 de [Cannas].
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Parte 111

Uma introducao elementar
a Quantizacao por
deformacao

189
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“Est autem homini connaturale ut per sensibilia perveniat in
cognitionem intelligibilium?®”

Santo Tomds de Aquino (Summa Theologica, Tertia Pars, Quaes-
tio LX, Articulus IV)

Seja M uma variedade diferencidvel. Nesta terceira parte, o simbolo C* (M)
designard o anel das fungdes suaves a valores complexos de M, que possui uma
Obvia estrutura de espago vetorial complexo. Identificaremos o subespaco das
fungbes constantes com o corpo de escalares C.

A fim de que M sirva de modelo clédssico para o espago de fase de um sis-
tema mecanico, forgoso é que, ao lado da multiplicagao pontual - de funcoes,
C> (M) esteja munido também de uma estrutura de dlgebra de Lie dada por um
colchete de Poisson {- ,-}. Ao arranjo Ocess (M) = (C>* (M), -, {- ,-}) denom-
inamos dlgebra de observdveis cldssicos* de M. Neste capitulo, discorreremos
sobre aspectos gerais do programa de quantizag¢ao por deformacdo, que especula
a possibilidade de se derivar a dlgebra de observdveis quénticos de um sistema
mecénico a partir de sua contrapartida cldssica (processo a que os fisicos de-
nominam gquantizagdo) substituindo apenas as estruturas algébricas envolvidas
em Ogass (M), mas preservando em larga medida a natureza matemética dos
observdveis.

34E da natureza do homem chegar ao conhecimento das coisas inteligiveis por meio das
coisas sensiveis”, em traducao livre.

40s observéveis classicos propriamente ditos séo as fungdes a valores reais. Notem que elas
constituem uma subdlgebra de Ogqss (M).
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Capitulo 8

Produtos-estrela

8.1 Primeiras definicoes

O anel C* (M) [[A]] das séries de poténcias numa indeterminada®’ % com
coeficientes em C'*° (M) (cujo ¢bvio cardter de C [[A]] —mdédulo serd fortemente
solicitado na definigao 1 abaixo) terd um papel central na no¢ao de quantizagao
que temos em mente. Os elementos f (h) € C* (M) [[h]] serdo freqiientemente
chamados de fung¢ées formais. Dada uma fungao formal f (7)) = > po  h¥ fx, seu
valor num ponto x € M ¢é definido como a série de poténcias a coeficientes con-
stantes f (x,h) = > p—y B* fx (z) € C[[A]]. Sua fungdo formal conjugada & obtida
pela conjugacio complexa das fungdes coeficientes: f (z,h) = > po o h¥ fi. (z).

Apesar desse protagonismo das funcoes formais, jamais as examinaremos
sob o prisma da Andlise. Ou seja, questdes concernentes a convergéncia ou
divergéncia dessas séries de poténcias nao sao da algada da presente dissertagao.

Lidamos aqui com objetos deliberadamente formais.

Definicao 131 Seja (M, {- ,-}) uma variedade de Poisson. Um produto-estrela
* em M é uma aplicagao C[[h]] —bilinear
x: O (M) [[A]] x C= (M) [[A]] —  C= (M) [[A]
(f (), g (R)) = f(h)xg(h)

que, considerada como estrutura multiplicativa da C—dlgebra (C* (M) [[A]], +, %, C),
faz desta uma

1O simbolo % aqui ndo responde pelo valor numérico da constante de Planck, como é
comum em textos de Fisica. Entretanto, i representard formalmente o papel dessa constante,
no sentido muito particular de hierarquizar as corre¢oes quanticas devidas a medida classica
de um observdvel, como se verd mais adiante na discussao do Principio da Correspondéncia
para quantizagoes por deformagao. A escolha do simbolo i tem ainda a vantagem de liberar as
letras mais comumente usadas como indeterminadas (X,Y ,T,z, z, v, etc) para papéis menos
fixos.
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a) dlgebra formal, no sentido de que o produto * seja distributivo com relagdo
as somas, infinitas inclusive; i.e., valem as igualdades

NACIE (ng <h>> S
j=0 k=0

= > Fi () | *gx (h)
k=0 j=0
= 3N (5 () * g ()

quaisquer que sejam as fungoes formais f; (h) e gi (h), j,k € No.
b) dlgebra unital, com 1 € C por elemento neutro da multiplica¢io *, i.e.,
para todo f (h) € C* (M) [[A]] vale

f()x1=1xf(h)=f(h)

¢) dlgebra associativa, i.e., quaisquer que sejam f (k) , g (h),h (k) € C>= (M) [[h]],

vale a regra
[ () x (g (R) x h(R)) = (f (h) g (R)) x h (R)

d) deformagao da dlgebra de observdveis cldssicos de M, i.e., dadas fungoes
fig € C® (M), temos
frg=fg+0(n)

def. .
[f.9l, = frg—g*f=hi{f g} +O(n*)

Quando as condigées (a),(b), (c) e (d) sao todas satisfeitas por x, nos refe-
rimos a C—dlgebra.(C* (M) [[A]],, +,*,C) como a x—dlgebra de M.

Outras defini¢oes de produto-estrela, ligeiramente diferentes desta que demos,
sdo freqiientes na literatura disponivel sobre o assunto. A que escolhemos é mais
consentinea aos propdsitos desta dissertagao.

Pedimos ao leitor ainda alguma paciéncia, porque pretendemos explorar al-
gumas conseqiiéncia 6ébvias da definicao antes de explicar onde exatamente ela
se insere no contexto da quantizagao.

Em primeiro lugar, notemos que, gragas a C[[h]] —bilinearidade de % e a
condicao (b), podemos ver uma x—dlgebra como uma extensao da C—dlgebra
C[[R]] das séries de poténcias a coeficientes complexos. De fato, dado f (k) €
C[[K)] € € (M) [[A], temos

f)yxg(h)=f(R)-(1xg(h) = f()g(h)

para toda fungao formal g (h) € C>° (M) [[A]], e em particular para as séries a
coeficientes constantes g (k) € C[[A]].
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Dadas duas fungdes f, g € C* (M), escrevamos

frg=>_hCy(f.g).

k=0

Afirmamos que as fungoes Cj, : C* (M) x C*® (M) — C*° (M) assim definidas
para k € Ny sdo aplicagoes C—bilineares. De fato, temos

(fitzfo)xg = (fixg) +2(f2*xg)
= > HWCi(fi.g —|—thka (f2, 9)
7=0 k=0

= Zﬁk C;c f1, +ch(f2a ))7

donde se vé que valem, para todos f1, fo,g € C® (M) e z € C, e em cada ordem
k € Ny, as igualdades

Ck (f1 + 2f2,9) = Ck (f1,9) + 2Ck (f2, 9)

Ck (gvfl +Zf2) = Ck (gafl +ZCIC (gva)

)

Assim, devido a distributividade formal (a), um produto-estrela * deter-
mina, de modo tnico, uma seqiiéncia {Cj (x)};—, de aplicagdes C—bilineares
em C'* (M). De fato, dadas seqiiéncias arbitrérias de funcées f;, g € C> (M),
temos

WTE (fi % gi)

1M
v

Z hjfj * <Z hkgk,> =
j=0 k=0

Il
.Mg

<
Il
o
E

ﬁj+kzﬁlcz (fi>9k)
1=0

RITRLC) (f5, 1)

I
K
gk
gk

S
I
=
=~
I
=3
—
I
=

3

S

C?”*S (fs*jv gj) .

Jj=0

I
hgE
;:

%
Il
<]

=]

s=

Em termos da seqiiéncia de cocadeias de Hochschild? {Cy}r—, C C3pon (M)
induzida por *, a associatividade (¢) pode ser parafraseada pelas identidades

ZC (f,Cr—j (g, 1 Zc i (£:9),h), (8.1)

2Ver capitulo 6.
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vilidas para todos n € N, f,g,h € C* (M). Com efeito, temos

frlgxh) = fx <Zﬁk0k (gvh)>

k=0

= SO E(fxCrlg,h)
k=0

oo

- S (Z He(£.C <g,h>)>
k=0 =0
=SS G (4, Cr g )

k=0 1=0
n=0 j=0

e cdlculos andlogos conduzem a

(fxg)*h= Zﬁ“ Zc Coj(fr9),0) ]

n=0

donde seguem-se as referidas identidades por comparacao, ordem por ordem,
das séries obtidas. Além disso, a condigao (d) fica mais sucintamente enunciada
por

Co(f,9)=fg (8.2)

Ci(f.9) = Ci(g, ) =i{f. g}, (8.3)
para todas f,g € C* (M).

O conceito de produto-estrela nasce das investigacoes levadas a efeito por
Moshé Flato e colaboradores acerca da aplicabilidade do conceito de deformagao
de 4dlgebras (ver [Gerstenhaber, 1964]) ao entendimento da quantizagdo de sis-
temas cldssicos. Essa idéia parece ser parte de um projeto epistemolégico mais
abrangente acalentado pelo matematico israelense, como se infere das seguintes
palavras de Simone Gutt.

“[...] Moshé has pursued, for more than 25 years, a research
program based on the idea that physics progresses in stages, and
one goes from one level of the theory to the next one by a defor-
mation, in the mathematical sense of the word, to be defined in an
appropriate category. His study of deformation theory applied to
mechanics started in 1974 and led to spetacular developments with
the deformation quantization programme.” [Gutt, 1999]
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Os primeiros desses desenvolvimentos vieram a luz nos trabalhos seminais
[Flato et al., 1978, 1] e [Flato et al., 1978, 2], no segundo dos quais se 1& o
seguinte.

“[...] Nonrelativistic physics (more precisely: Galilei-relativistic
physics) can be viewed as a ‘contraction’ of relativity theory (Lorentz-
or Poincaré-relativistic theory). [...] the Poincaré group contracts
to the Galilei group in the limit ¢ — co (contraction parameter ¢ =
velocity of light). A deformation is a sort of inverse to contraction:
one determines, in a precise mathematical sense, all groups that are
‘close’ to the Galilei group and finds the Poincaré group (among a
small number of possibilities). In this sense, relativity theory is a
deformation of nonrelativistic physics.

Another instance of contraction is the passage from quantum the-
ory to the classical limit # — 0 (contraction parameter i = Planck
’s constant). Here, the inverse process of deformation is nothing but
the general problem of quantization. The radical change in inter-
pretation that accompanies the passage to quantum theory might
discourage attempts to apply the concepts and techniques of defor-
mation theory; nevertheless it is our aim to show that it can be
done.” [Flato et al., 1978, 2]

Os autores prosseguem:

“It is our intention to demonstrate that quantum mechanics can
be replaced by a deformation of classical mechanics: a description
of quantum phenomena in terms of ordinary functions on phase
space, including a complete and autonomous physical interpreta-
tion.” [Flato et al., 1978, 2]

Exceto talvez pela condi¢ao (d), a definigdo de produto-estrela ndo deixa
entrever qual seja a sua relagdo com a quantizagao. Para entendé-la melhor,
faremos uma pequena digressao, ao longo da qual apresentaremos os primeiros
exemplos de produto-estrela, pelos quais certamente aguarda, j& impaciente, o
leitor. Esse é o assunto da préxima segao. Daremos aqui apenas algumas idéias
gerais.

Recordemos que a dlgebra de observaveis quanticos tradicional é constituida
de operadores lineares® atuando num espaco de Hilbert, cuja projetivizacio faz
as vezes de espaco de fase do sistema. A natureza matemédtica exata desses
operadores é de somenos®. O que importa sdo as relacoes — por assim dizer —

3 0s observaveis quanticos propriamente ditos sao os operadores autoadjuntos dessa dlgebra.
Note que nao se trata de uma subdlgebra de Oguant (H), pois a composi¢do de operadores
autoadjuntos nao é, em geral, autoadjunta. No entanto, o comutador % [F, G] ¢ autoadjunto
se F' e G o sdo.

4Historicamente, a velha (semicldssica) Fisica Quantica de Bohr s6 foi superada quando
Heisenberg decidiu abdicar provisoriamente da prerrogativa de fixar a natureza dos ob-
servaveis. Procedendo assim, e procurando manter-se coerente com fatos experimentais prove-



198 CAPITULO 8. PRODUTOS-ESTRELA

aritméticas entre eles (as relagoes de comutacdo, por exemplo) e caracterisicas
algébrico-analiticas, como seus espectros de autovalores.

A proposta que se insinua na ultima citagao é a de tentarmos implemen-
tar a descrigao quantica de um sistema mecénico sem destituir de seu papel de
observiveis as fungoes suaves do espaco de fase M: fazemos uma ligeira gener-
alizago, e passamos a usar séries de fungoes suaves como observaveis. O que
muda sao as estruturas algébricas. Mas essa mudanca nao pode ser arbitraria:
temos como modelo a bem-sucedida descrigao quéntica em termos de oper-
adores lineares. Entao buscamos um produto que mimetize as caracteristicas
desejéveis da composigao de operadores, reproduzindo as relagoes de comutagao
fundamentais da mecanica quantica, que sdo similares aos colchetes de Poisson
fundamentais da mecanica cldssica.

Recordemos que os espagos de fase cldssicos M de sistemas de particulas sao
sempre dados pelos fibrados cotangentes dos respectivos espagos de configuragao
N: M = T*N. Assim, temos a disposi¢do um colchete de Poisson dado pela
estrutura simplética canénica de T* N e coordenadas canonicamente conjugadas
qa, ¢ p1, - ,pn: T*U — R C C (onde n = dim N e U é um aberto de
N) satisfazendo

{a",p,} =6,

{¢",¢"} = {pu,pv} = 0.

A quantizacdo candnica de um sistema como esse, produz operadores lineares
autoadjuntos Q',---,Q", Py,---, P, € L(H) atuando num espago de Hilbert
'H, e satisfazendo as relagoes de comutagao bésicas

Q" P,) = ihdl idy

[QM7QV} = [lePl/] = (O)H

Se for possivel obter um produto-estrela x em T*N, a quantizagao por defor-
macao desse sistema produzird as relagoes de comutagao bésicas

[¢", pu], = ihd} + O (%)

[¢",4"], = [pu, 2], = O (h?),

que, em primeira ordem na deformagao, sao similares as exigidas dos operadores
Q" e P,.

A dindmica de um sistema mecénico é ditada pela sua energia: na descrigao
classica, desempenha esse papel a fung¢ao hamiltoniana A : T*N — R C C;
na descrigdo quantica, o operador (autoadjunto) hamiltoniano H € L (H). As

nientes da espectroscopia atdémica, pdde inferir por exemplo que, qualquer que fosse a natureza
exata dos observéveis, a sua multiplicagdo deveria ser em geral nao-comutativa. Para uma nar-
rativa histérica bem enxuta, ver o capitulo inicial de [Piza]. Uma sele¢@o de artigos pioneiros,
com uma primorosa introdugdo, encontra-se em [van der Waerden].
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equagoes que descrevem a evolucao do valor esperado da medida de um ob-
servavel efe no tempo sao, respectivamente

d
o/ @ @) =1{fh} ()

d i
7 WOIE () =—3 O F 2]y (@),

onde as curvas £ : R — T*N e |[¢ (+)) : R — H representam a mudanca de
estado do sistema ao longo do tempo. Costuma-se abreviar a segunda delas
atribuindo a variacao no tempo ao observivel em vez de ao estado, de modo a
obtermos a equagao de Heisenberg

d

i
F=—_[FH].
o 7 [ 4]

Com algum abuso de notagao, podemos também escrever

Ly

dt
sem fazer mencgao ao estado x em que se mede o observavel f. De posse de
um produto-estrela x em T* N, a semelhanca formal entre essas duas equagoes
sugere que escrevamos uma versio andloga® a equacdo de Heisenberg em termos
de *:

d i

—f=—=1f,h],. 8.4

Lr= i, (8.4
Langando méao da condigao (d) da definicdo 1, podemos reescrever (8.4) como

d

CF={fh}+0).

Grosso modo, temos entao que a dindmica cldssica de um observavel f é recu-
perada como limite formal da versao (8.4) quando o parametro de deformagao
h tende a zero. Ou por outra: a quantizagao por deformagao obedece — & sua
maneira — o Principio da Correspondéncia de Bohr, condicao sine qua non para
que qualquer esquema dindmico dispute o status de teoria quantica.

Levando mais adiante o desejo de que o produto-estrela mimetize as pro-
priedades da composigao de operadores, podemos exigir dele que se comporte
adequadamente sob conjungacdo complexa, assim como, sendo FT o operador
adjunto a F' no espago de Hilbert H, vale a regra de C—involugao

(FoG)' =GloFt.

5Note o leitor que, tacitamente, passamos a trabalhar no anel das séries de Laurent
C>® (M) {{h}} . A extensdo de x a esse anel ¢ imediata.



200 CAPITULO 8. PRODUTOS-ESTRELA

Definicao 132 Dizemos que um produto-estrela x numa variedade de Poisson
M ¢ hermiteano ou C—involutivo quando vale a regra

() xg(h) =g (h)«f(h)

para todas fungoes formais f (h), g (h).

A C—involutividade de um produto-estrela se traduz pela seguinte condi¢ao
sobre a seqiiéncia de cocadeias {Cy, (x)},-, por ele induzida:

Ck(fag) :Ck (gvf)v

para todos f,g € C*° (M) e k € Ny.
Veremos na préxima secao por que esta condigao é desejdvel do ponto de
vista fisico.

Para encerrar esta secdo, daremos mais algumas definigoes.

Como vimos, um produto-estrela x determina, de modo tnico, uma seqiiéncia
{C ()} 1=, de 2—cocadeias de Hochschild sobre M. Uma classe especialmente
importante de 2—cocadeias de Hochschild sobre M ¢ aquela dos chamados oper-
adores bidiferenciais, com os quais lidaremos em todo o restante deste trabalho.
Os operadores bidiferenciais nada mais s@o do que as 2—cocadeias diferenciais
de M.

Definicao 133 Dizemos que um produto-estrela x numa variedade de Poisson
M ¢ diferencial quando a segiiéncia de cocadeias {C (%)}, por ele induzida
é constituida por operadores bidifenrenciais, i.e., quando

{Cr (9}l C Cgiff (M).

Temos entao que um produto-estrela x numa variedade de Poisson (M, {- ,-})
¢ univocamente determinado por uma seqiiéncia {Cy ()}, de cocadeias de
Hochschild sobre M satisfazendo as condigoes (8.2) e (8.3). No caso diferencial
definido acima, as cocadeias de Hochschild C} sao diferenciais. Por isso, os
produtos-estrela diferenciais sao objetos locais, no seguinte sentido: o produto-
estrela f * g de duas fungbes f,g € C° (M) avaliado num ponto z € M d4
uma série de poténcias no parametro de deformacao h cujos coeficientes s6 de-
pendem dos valores de f e g numa vizinhanca arbitrariamente pequena de z.
Ou, de forma mais precisa: se existe uma vizinhanga U onde duas fungoes g e
h coincidem, temos

(f*g)(2) =(fxh)(z) e (9%f)(x)=(hx[)(z)

em C [[A]], quaisquer que sejam f € C™ (M) e x € U, no caso em que x é um
produto-estrela diferencial.
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Desnecessério dizer que, como objetos locais, os produtos-estrela diferenciais
sao mais facilmente tratdveis do que outros que nao gozam desta propriedade.
Mas hé outras razoes, além do menor esforgo, para preferi-los aos demais. Uma
delas é que os operadores diferenciais, ferramentas caras a Fisica desde Newton
e Leibniz, assumiram naturalmente um papel importante na mecanica quantica,
sobretudo devido ao método heuristico da quantizagao candnica, que serviu de
inspiracao, como veremos na préxima se¢ao, aos primeiros produtos-estrela.

8.2 Os primeiros produtos-estrela

A quantizacdo canodnica na representagdo Schrodinger sugeriu o caminho
para os primeiros produtos-estrela, ambientados em R?" ~ T*R™.

Denotemos por x = (¢,p) = (q1,~-~ ,q", P, ,pn) as coordenadas dos
pontos de R?", onde consideramos a estrutura de poisson canénica dada por

af Og dg Of

Vo9h = Bgr By, B0 o,

Esse serd o espaco de fase cldssico que procuraremos quantizar.

Como espago de fase quantico usaremos H = C§° (R™) € L? (R",dq" - - - dq™),
o conjunto das fungdes suaves de suporte compacto (nas n varidveis espaciais),
que chamaremos fungoes de onda.

A quantizagao canonica em Fisica corresponde a atribui¢do de um novo sig-
nificado as fungbes constituintes da dlgebra de observéveis cldssicos C'™ (R2”).
Elas s@o substituidas por operadores diferenciais atuando no espago H das
fungoes de onda, a comecar pelas fungoes mais simples de todas: as fungoes
constantes e as coordenadas espaciais ¢',--- ,¢" e de momento py,--- ,p,, se-
gundo a seguinte prescrigao.

1€ C™® (R*™) —idy € L(H),

¢ € C™ (R*) — Q" € L(H),

onde’
Q" (q) = ¢"¢ (q),
e
pu € C™ (R*) — P, € L(H),
onde o0
P (q) = —ma—qu (q)-

6na equacgio imediatamente abaixo da insercio desta nota, g* nao é uma funcio, mas a

p—ésima coordenada de ¢ = (¢',--- ,q") € R™.
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Essa prescricio é concebida de modo a que os operadores Q', -+, Q", Py,--- , P, €
L (H) sejam autoadjuntos e satisfagam as relagoes de comutacao canoénicas

[Q", P,] = ili6" idy

[QanV} = [P;uPu} = @'Hv

andlogas formais das correspondentes cldssicas

{¢".pv} =0}

{a",a"} = {pp, 2} =0,
onde p, v € [n]. De fato, dada uma funcao teste ¢ € H, temos

[Q", P]¢ (q) = (Q" Py — P,Q"Y) (q)

oY ., 0

= —Z’hq/" (q) —|— Zhaq”

oq”

(¢") (q)

1)
aqyw(q)ﬂﬁq o0 (9)

= ihd,7) (q) ,
enquanto os outros comutadores sao 6bvios.
A unidade imagindria ¢ = v/—1, aparecendo na defini¢do dos operadores P,

de momento, assegura que estes sejam autoadjuntos7, o que se verifica com uma
integracao por partes:

= —ihg" (q) +ih

oq”

(Puabe) = [ dt - da" P @) (a)
:—iﬁ/dql---@\“---dq"/dq“f((J)@(q)

= it [ de” 0 @R @)

vit [t dg [ deo (o) o

= /n dq" -+ dq" (Q)(_m;ﬁ)(Q)

70 produto interno hermiteano de L? (R”, dq! ---dq”) ¢ dado por

)= [ datee i @7 o)

E hébito comum em Fisica escrever-se a medida antes do integrando. Adotaremo-lo neste
trabalho.
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= /n dq" - dg"¢ (¢) Pug (q)

= (¢, Puy) .

O anulamento do termo de fronteira
it [ dgt Qg (6 (0) 2 @2

decorre da compacidade dos suportes de nossas fungoes de onda (e, logo, também
de suas derivadas). Os operadores @Q* de posigao sdo trivialmente autoadjuntos.

O programa para a construciao de um produto-estrela em R?" & o seguinte:
obtemos, inspirados pela quantizagao candnica, uma representagao

p: 0 — L(H)

de uma subélgebra O C Oyss (IR{2") em termos de operadores diferenciais, e
entdo usamos a dlgebra de operadores em £ (H) para induzir uma nova estrutura
de C—4dlgebra em O (ou por outra: fazemos o pull-back da composicdo de
operadores, via p). Definimos entdo um novo produto associativo em O, dado
por

fxg=p"(p(f)op(g).

Em seguida, estendemo-lo & dlgebra C>° (R?") [[1]], obtendo um produto-estrela
em R?",

Pois bem: tomaremos por subdlgebra O a C—subdlgebra de C*° (Rzn) ger-
ada pelas funcdes coordenadas®, i.e., a dlgebra das funcdes polinomiais nas co-
ordenadas:

O:C[qla ,qn,Pl,"' apn] .

E procuraremos obter p pela extensao das regras de quantizagao canonica:

p: C [q17"' 7qn7P17"' 7pn] B szf (Rn)

1 — id
q" N Q= gm
Dy = P, = —ih%

Um problema que se apresenta de pronto é a questao da ordenacao dos

operadores: que valor atribuir & imagem do monémio (ql)2 p1 pela representagao
p, por exemplo? H4 trés candidatos bem naturais: Q'Q' Py, Q' PiQ' e PLQ'Q".
Ora, a escolha da representacao corresponde entao & escolha da ordenacao.

8 Também nisso somos guiados pela Fisica: os exemplos mais freqiientes de observaveis sao
dessa forma.
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8.2.1 Ordenagao padrao

A ordenacédo padrao consiste em escrever sempre os operadores de momento
& direita dos operadores de posicao. E claramente a ordenacao mais simples
dentre todas as possiveis. Escreva entao

B\
pst(qul”'qurplﬂ”'pl/s): (Z) Qulo"'oQuToPlﬂo"'OPl/sa

ie.,

h

s %Y
R — (= R S
pst (@ q""puy - pu,) (V) () (1) q q dg1 -~ g

(q).
Estendendo C—linearmente esta defini¢do, obtemos o monomorfismo de C—4glgebras

Pst - C |:q17"' aqnapla"' 7pn} — Dfo (Rn)

dado por
> 1 /B\" orf o
psf(f)_kz_ok[<z> ap!h“'apﬂk pzoaqﬂl...aquk7
ie.,
> 1 (h\F  oFf Ok
MURTES W (%) o @0 5 0.

Note que a soma acima é finita, jd que f é polinomial.

A forma explicita da representacao p,, — obtida acima a partir da série de
Taylor de f com relacao as coordenadas de momento — sugere que estendamos
seu dominio para

Pol* (R") = a2, (VFT*'R")
=~ COO (Rn) [pla"' 7p’n]7

i.e., & 4lgebra das funcdes suaves em T*R™ ~ R2" com dependéncia polinomial
nas coordenadas de momento. Com essa extensdao de dominio, ganhamos uma
bijecao
put : Pol® (R") — Dif f (R")
Podemos entao, por meio dessa bijecao, fazer o pull-back da composicao de
operadores diferenciais o para Pol® (R™), definindo assim um produto % por

Frst 9= 03" (Pt (f) 0 par (9))
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Ora, este produto ¢ dado explicitamente por

o0

1 /R\"  okf g
[rs 9= ZE <l> Opp, - Opp,, Ogus - - Ogie

k=0

Esta expressao nada deve a dependéncia polinomial de f e g nas coordenadas
de momento, a nao ser a finitude da soma no indice k: ela pode ser aplicada a
quaisquer duas fungoes f,g € C* (RQ”) dando origem a uma série de poténcias
no parametro i (que agora trataremos como indeterminada) com coeficientes no
anel C'*° (RQ"). Mais: podemos estendé-la i—linearmente obtendo um produto-
estrela

x £ €% (B2 [[H]] x O (B2") [[H] — € (R2") [[]

em R2" segundo a estrutura simplética canonica dada no exemplo 92. A verifi-
cagao das condigoes da definicao 131 é imediata. Deve-se observar, entretanto,
que *g nao ¢ um produto-estrela hermiteano. Com efeito, calcula-se o operador
adjunto a p,, (f) no espago H = C§° (R™) por integragdes parciais sucessivas,
obtendo-se, para ¥, ¢ € H,

<¢a Pst (f) ¢> = <pst (sz) ZZJ: ¢> )

onde
N DAY o3 (1Y aeion
R 21 B K'\2t) ~>—s—~
k=0 k fatores
g b 2
= id h2A+O(ﬁ ),
com )
A= 0 .
0q+0p,
Ou seja,
Pst (f)T = Pst (NQﬂ (85)

Do ponto de vista fisico, ndo ser hermiteano é um defeito para um produto-
estrela, uma vez que desejamos que valha

Pst (f)}L = Pst (f)

para toda fungao f a valores reais, ja que os observaveis quanticos sao operadores
autoadjuntos. A forma obtida para pg, (f )Jr sugere o caminho para o conserto:
podemos usar N para obter um produto-estrela hermiteano. Note que

N : Pol®* (R") — Pol® (R™)

¢ um isomorfismo C—linear.
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8.2.2 Ordenacao de Weyl

Defina pyy, : Pol® (R™) — Dif f (R™) por py, = pg © N. Temos entédo

pw (N = py (NHT (por definigao)
= pu (N°NF)  (por (8.5))

= rw (/)

para toda fungao f € Pol® (R™), e, logo,

PW(f)T:PW(f)

para toda fungio a valores reais f € Pol® (R™), como querfamos. Induzindo um
produto xy em Pol® (R™) por meio da representagdo de Weyl py;,, temos

frwg = pw (ow (f) o pw (9))
N5t (psr (N ) 0 pgy (Ng))
N71 (Nf*stNg)a

donde

N (f>w g) = Nfxs Ng, (8.6)
i.e., N ¢ um isomorfismo? entre as C—algebras (Pol® (R™) , +, %y ) e (Pol® (R™) , +, %s¢)-
Pode-se usar (8.6) para calcular a expressao explicita de %y, como fizemos para
*s¢. Os cédlculos envolvidos sao diretos, mas um pouco longos. A guisa de ilus-
traco, exibimos abaixo a expressdo no caso n = 1, com x = (¢, p) € R2.

< Nk hi  OFf g
Frvo=2 (22) 2 (y) U™ Spapes oo

k=0 j=0

Como antes, vemos que esta expressao nada deve & dependéncia polino-
mial de f e g nas coordenadas de momento, exceto a finitude do primeiro so-
matdério. Ela pode ser aplicada a quaisquer duas fungoes f,g € C'™ (RQ) dando
origem a uma série de poténcias no parametro i (que agora trataremos como
indeterminada) com coeficientes no anel C'*° (RQ). Mais: podemos estendé-la
h—linearmente obtendo um produto-estrela

s = C (B?) [[H]] x O (R?) [[1] — C* (R?) [[A]

9Quando estendermos o dominio da representacio de Weyl a C° (RQ"), como fizemos
para a representacao padrao, N terd de ser encarado como um operador formal, conceito que
definiremos no capitulo seguinte. De fato, N é a primeira equivaléncia de produtos-estrela que
encontramos nesta dissertacao. Para definicdo de equivaléncia, ver capitulo seguinte.
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em R? segundo a estrutura simplética candnica dg A dp. A verificacdo das
condigoes da defini¢ao de produto-estrela nao é dificil, mas tornar-se-a desnecessaria
tao logo entendermos a nogao de equivaléncia entre produtos-estrela introduzida
no capitulo seguinte.

Pode-se mostrar que a ordenagao determinada pela representacao de Weyl é
a simetrizagao total de monoémios, i.e.,

1 7 ER 1 o o(r
pW(qjl.-.qJTpkll.'ka):_h’ /L@ ZQ (1)0...OQ ( )O T(l)ol'.oP‘F(S)

g€eS,
TES,

Por exemplo, py, (qu) = % (QQP + QPQ + PQQ) = —hiq (qa% — id).

8.2.3 O produto-estrela de Weyl-Moyal

Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita n munido de uma estrutura
de Poisson P dada, segundo uma base (eq, - ,ey), por

P=Pe,®e,,
com P* = — P! € R fixos. Defina, paral’ f,g € C> (V),

0

(f*ag)(x) = exp <—ﬁ;P“” Yo

P

— Zﬁ’“i <i)kp#w1 ...p#ma o"f (x) g (x)
2

£ k! xh1 .. Qb OxVL - .- OxVE
=0

x

Verifica-se por inspecdo que xp; define, por extensdao hA—linear, um produto-
estrela hermiteano para a variedade de Poisson (V, P).

Se a matriz P = (Pij) tem posto maximo, entao a estrutura de Poisson P
advém de uma forma simplética w = w,, dz* A dy”. Nesse caso, temos

A
pPH WHry = 5’;

Usando a tradicional notagao P*” = wH” temos, nesse caso,

0 Nk ,
1 —1 8k 6k
= B — M1Vl L GHEVE
e k'—Oh k! ( 2 ) “ W OxH1 - - - Ozt ® Oxvr ... OxVk

Restringindo-nos ao caso V = R?", com estrutura de Poisson dada pela
forma simplética canoénica, o produto de Weyl-Moyal é obtido pelo pull-back

10A introdugdo da base (e1,---,en) dota V de um isomorfismo canénico ¢ com R™, que
permite fazer o pull-back da estrutura diferencidvel desta variedade para V. Passamos as-
sim a tratar V' como variedade diferencidvel com atlas composto de um tunico sistema de
coordenadas, a saber, (V).
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da composigdo de operadores pela representacio de Weyl py, : Pol® (R") —

Dif f (R™),
Frar 9=y (ow (f) o pw (9))

convenientemente estendido a C° (R?") [[#]] como antes.

O produto de Weyl-Moyal deve sua origem a consideragbes bastante ra-
zodveis, do ponto de vista fisico, a respeito de transformadas de Fourier de
fungoes de onda. Uma descricao mais abrangente de sua histdria requereria
uma digressao assaz longa, e uma incursao por dreas da Matemadtica e da Fisica
cujo conhecimento é francamente prescindivel para a compreensao do que segue.
Assim, referimos o leitor interessado a [Fedosov] ou [Waldmann].

O produto-estrela de Weyl-Moyal fornecerd as bases para o método ge-
ométrico de construcao de produtos-estrela em variedades simpléticas exposto
no ultimo capitulo desta dissertacao.



Capitulo 9

Equivaléncia de
produtos-estrela

Podemos encarar um operador C—linear T sobre C'*° (M) como um operador
sobre C* (M) [[h]] de maneira 6bvia, por extensdo fi—linear:

T(iﬁ’ffk> ziﬁkT(fk).
k=0 k=0

E nesse sentido que deve ser interpretada a acao de um operador T' € £ (C™ (M)
numa fungdo formal. Analogamente, podemos estender A—linearmente oper-
adores C, g—lineares de modo a aplicd-los a fung¢des formais. Por exemplo, uma
aplicacdo C—bilinear

B C™ (M) x C* (M) — C* (M)

atua em fungoes formais segundo a regra

Z W B (fj:91)

4,k=0
DB B (fogrs)
r=0 s=0

Nesse sentido, escreveremos um produto-estrela x dado por uma seqiiéncia
de cocadeias de Hochschild {Cy}7-, como

* = iﬁka

k=0

B> K> htg
j=0 k=0

209
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Um operador formal é uma série de poténcias numa indeterminada A com
coeficientes no anel! £ (C° (M)). Operadores formais atuam sobre fungoes
formais segundo a regra natural

T () = (im) (im)
k=0

r=0

_ Z Z ﬁT+kTr (fk)

r=0 k=0

- ihj (ZTM (fk)> :
k=0

Jj=0

Os operadores formais do tipo
T =id+ Yy W',
r=1

serao chamados equivaléncias-estrela, ou de modo abreviado, equivaléncias. No

caso particular em que os coeficientes T, sdo operadores diferenciais (i.e., T). €
1 ; . T )

Ciirs (M), ¥r € N), dizemos que T' é uma equivaléncia diferencial.

Proposigao 134 As equivaléncias-estrela constituem um grupo multiplicativo
(nao-comutativo), do qual as equivaléncias diferenciais constituem wm subgrupo.

Prova. Seja E C L(C*(M))][[A]] o conjunto das equivaléncias e D C F o
subconjunto das equivaléncias diferenciais. Queremos mostrar que a composigao
de operadores lineares faz de E e D grupos. Mas isso é um caso particular do
seguinte resultado mais geral. m

Proposicao 135 Seja A um anel com unidade (nao necessariamente comuta-
tivo). Entdo, o subconjunto G C A[[X]] das séries cujo termo de ordem zero é
a unidade de A é um grupo multiplicativo.

Prova. Dadas séries f (X) = Y272 X7 fj e g(X) = 3202, X gr, em A[[X]], sua
multiplicagao f(X)g(X) é a série >, X'hy tal que

!
hy = Z frgi—r.
r=0

Daf se vé que, se fo = go = 1, entdo hy = 1, ou seja: f(X),g(X) € G =
f(X)g(X) e G. Amultiplicagdo em G herda a associatividade da multiplicagéo
em A [[X]]. Resta mostrar que todo elemento de G possui um inverso em G.

LA multiplicacdo ¢ dada pela composiciao de operadores. Trata-se de um anel nio comu-
tativo.



211

Vamos comecar mostrando que, fixado f (X) € G, a equagio

f(X)g(X)=1

possui uma unica solugdo g (X) € G. De fato, escrevendo f(X) = > 50 X7 f;
eg(X) = Z}Zio X*g,, essa equacdo equivale A seqiiéncia infinita de equacdes
lineares nos coeficientes gg, - - , gk, - - - da série incégnita g (X)

!
> frgir =00, 1€Ng (9.1)

r=0
A primeira delas é
Jogo =1,

que dé go = 1, jd que f(X) € G. J4 sabemos entdo que a solugdo g (X), se
existir, estard em G. Suponha por indugao que ja conhecemos os coeficientes
90,91, , gk—1 em fungdo dos coeficientes de f(X), onde k € N. Como a
k—ésima equagao (9.1) é

fogr + figk—1 + -+ fr—191 + frgo =0,

entao, pela hipétese de indugao,

gk = —figk—1— - — fe—191 — fr90 (9.2)

¢é univocamente determinada pelos coeficientes de f (X).
De modo inteiramente andlogo, mostramos que também admite solugao
tnica h (X) € G a equagéo
h(X)f(X)=1

para f (X) € G dado. Resta mostrar que g (X) = h (X). Ora,

FX)g(X) = 1= h(X)(f(X)g(X)) =h(X)
= (h(X)f(X))g(X)=h(X)
= 1.g(X)=h(X) = g(X) = h(X).

Definicao 136 Dizemos que dois produtos-estrela x1 e xo em M sdo equiva-
lentes, e escrevemos x1 ~ %2, quando existe uma equivaléncia-estrela T tal que
vale

T(f () x1g(h) =T (f (h) %2 T (g (h))

para todas fungoes formais f (h) e g (k). Quando a equivaléncia T é diferencial,
dizemos que %1 e xo sao diferencialmente equivalentes.
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As vezes, indicaremos explicitamente o operador formal T na notacao, es-

T
crevendo %1 ~ *g.

A relagdo ~ constitui de fato uma equivaléncia no conjunto dos produtos-
estrela. De fato, verificam-se por inspecdo as propriedades seguintes.

_ id
Reflezividade: * ~ %

L T U uT
Transitividade: x1 ~ x9 € xg ~ x3 = %1 ~ *3
. . T 7!
Simetria: x1 ~ xg9 = %9 ~ *q|

Proposicao 137 Dado um produto estrela x e uma equivaléncia-estrela T, é
um produto-estrela T—equivalente a * a multplicacio xr definida por

F(R)xr g (h) =TT (f (W) *T (g ()))-

Prova. Basta provar que cada uma das condicoes da definicao 131 é satisfeita
por x7 definido como acima.

(a) resulta da maneira como definimos a a¢ao das equivaléncias sobre fungoes
formais.

(b) a associatividade prova-se assim:

(f (W)*r g (W) % h(h) = T (T(f (k) xr g ()T (h(h)))
= T7H(T(T(T(f (W) *T (g (7)) * T (h(h))
= T7H((T(f (W) *T (g (n)*T (h(h)))
= T7HT(f (W) *(T(g ()) T (h(h)))
= THT(f ()T (T (T (g(R) =T (h (1))
= T7H(T(f (W) *T (g (h) *r h(h)))
f )

¢) como os termos de ordem zero em A de T e de T~! sdo ambos iguais &
identidade, temos que

f*xrg=fg+0O(h).

Além disso, temos

[f?g]*T = fHrrg—g*rf
= T7HT(H*T(9) =T (T(9)*T(f)
= Tfl(T(f)*T() () T ()
= T ' ({T(f),.T(9)} + O (h*))
= T7'(in{f+0(n),g+0 M)} +0(h?))
T (ih{f,g} + O (1))
= (id+hTy+---) (i {f,g} + O (I*))
= ih{f.g}+ O (r*).
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Exemplo 138 O operador diferencial N : Pol® (R™) — Pol® (R™) definido por

hooo =1 ()" 92k
N=exp(omo )= (=
P (22' aq#ap) kZ:Ok:! (m) 0q"0p,., 0g"Opy,

. i 02
=id — ﬁ/§ 8(]/"82)”

na secao 8.2.1 pode ser visto naturalmente como um operador formal

+ O (1)

N s 0% (R2") [[1] — O (%) [[1]

Mais especificamente, trata-se de um equivaléncia-estrela. Fazendo uso da proposi¢ao
137, comprovamos que o produto de Weyl

sy 1 C (R2) [[1]] x C° (R2") [[H] — C* (R*") [[A]

é, de fato, um produto-estrela em R?™ sequndo a estrutura simplética canonica
dg" Adp,,, uma vez que, ndo havendo dividas de que x4 seja um produto-estrela,
vale ademais

N (f>w g) = Nf*s Ng

Em particular, vemos que os produtos-estrela padrao e de Weyl sdo (diferencial-
mente) equivalentes.

Proposicao 139 Sejam x1 e xo dois produtos-estrela em M diferencialmente
equivalentes. Se x1 é um produto-estrela diferencial, entao o também é.

Prova. Seja
w=yowe
§=0

um produto-estrela diferencial (i.e., Cj(.l) € Cgiff (M),Vj € Ny) diferencial-
mente equivalente a

*9 = Z ﬁkCISIZ)
k=0

Ou seja, existe uma equivaléncia diferencial T = id + > o=, "1, (ie., T, €
Ciisy (M)) tal que
frog=T"1(T(f)*T(g))- (9.3)

Escreva

7' =id+ ZhSGS.
s=1
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Das equacdes (9.2), que nos ddo recursivamente os coeficientes de 7! a partir
dos coeficientes de ordem menor de 7', vemos que G5 € Cglliff (M) para todo
s € N. Comparando ordem-a-ordem no pardmetro de deformagao os membros
da equacao (9.3), obtemos

k

¥ (£.9) ZZZG“(C(” i (). T (9)))

s=0 j=0r=0
donde se vé que C,(CQ) € CJisp (M) para todo k € Ng. m

Coroldrio 140 Sejam * um produto-estrela diferencial e T uma equivaléncia
diferencial. Entdo, o produto-estrela xr definido por

frrg=T" (T (f)*T(9))
¢é um produto-estrela diferencial (diferencialmente equivalente a *).

Em termos das seqiiéncias de cocadeias induzidas {Cy, ()} -, a T—equivaléncia
entre produtos-estrela pode ser parafraseada pelas condigoes

Z{ (2, (.9)) - ZCffL( (f),Tjk(g))}—O (94)

j=0 k=0

para todos n € N, f,g € C* (M), onde T = > > Jh"T,, com Ty = id. Com
efeito, escrevendo

*1 = Z hkC,(:) € *x9 = Z h‘]CJ(Q),
k=0 7=0

temos,
T(f x#19) = Zhr (Zﬁ’fc“ (f.g )
- Zoghk+"Tr (" (£.9)
= 2y (e (0)
enquanto "

oo o oo

T(NxTg) = Y33 W HCE (T (f), T (9))

=0 r=0 s=0

Zﬁ”ZZC@ ) Tj—k (9)) -

n=0 7=0 k=0
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Comparando ordem-a-ordem no parametro f, seguem as condigoes (9.4).

Ja provamos que equivaléncias diferenciais ligam produtos-estrela diferenci-
ais a produtos-estrela diferenciais (proposi¢ao 139). Vamos agora mostrar que
dois produtos-estrela diferenciais equivalentes, o s2o por meio de uma equivalén-
cia diferencial (proposicao 142). O espirito desses resultados é mostrar-nos que,
restringindo-nos a produtos-estrela diferenciais, a distingdo das equivaléncias
diferenciais entre as demais prova-se desnecessdria. Tudo de que precisaremos
entao é o conhecimento dos fatos bdsicos relativos & cohomologia de Hochschild
diferencial da variedade M. Faremos uso intenso especialmente do teorema 127
do capitulo 7, a cuja aplicacao devemos o seguinte

Lema 141 (Gutt-Rawnsley, 1999) Todo produto-estrela diferencial é difer-
encialmente equivalente a um produto estrela x da forma

f*g=fg+%{f,g}+0(52)-

Prova. Seja x = _/7, h*C), um produto-estrela. Por definicdo, temos

Cl(f).g)_cl(gvf) i

skew C1 (f,9) = 5 :i{fag}'

Por outro lado, a associatividade (8.1) em ordem 1 d4

fC1(g,h) = C1(fg,h) + C1(f,gh) — C1(f,9)h =0,

0C1(f,9,h)

para todas f,g,h € C>® (M). Portanto, 6C; = 0, i.e., C; € Zgiff (M) é um
cociclo. Logo, invocando o teorema 7 do capitulo 7, temos que existe B €
Céiff (M) tal que

C1 =B + skew C,

i.e., para todas f,g € C* (M), temos
C1(£,9) = SB(9) = B(f9) + B(Hg+ 5 1f.9}. 95)
Considere agora a equivaléncia diferencial
T =id— hB,
cuja inversa (também diferencial) satisfaz
T'=id+hB+ 0 (h?),
e o produto-estrela x7 dado por

frrg=T (T (f)*T(g))
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= (id+hB + 0 (1?)) ((f = hB(f)) * (9 — hB (9)))
= (id+hB+ O (h*)) (f*g—hB (f)*g—hif x B(g) + O (r*))
= (id+ hB + O (%)) (fg + hC: (f,9) — hB (f) g — hf B (g) + O (h?))
= fg+h(B(fg9)— fB(9)—B(f)g+Ci(f,9)+O (h).

Substituindo a equacdo (9.5) na ultima igualdade acima, vem

farg=fg+ 5 {f.01+0 (7).

Proposicao 142 (Gutt-Rawnsley, 1999) Dois produtos-estrela diferenciais
T—equivalentes sao T- diferencialmente equivalentes.

Prova. Dados dois produtos-estrela
o0 o0
* :ZﬁJCj e *':Zﬁkcli,
j=0 k=0

tais que * Y ', com T = Zio:o h"T,., Ty = id, vamos mostrar por inducao que
T, € Céiff (M) para todo r € N.
Pelo lema anterior, podemos supor que

C=c =g,

Logo, a equivaléncia
T(fxg9)=T(f)* T(g)

d4, na primeira ordem do parametro da deformacio?,

LT () = & (.0} 4 ST (9) + T2 (D),

ou seja
Ty (fg) = fTi(9) +T1 (f) g,

donde se vé o operador T} é uma derivacao da dlgebra C*° (M), i.e., um campo
vetorial, e, portanto, T € Cj; ¢ (M).

Suponha agora que tenhamos provado que Ty, , T, € Céiff (M). Defina
entao a equivaléncia diferencial

T =id+ i W,
r=1

2Veja equacio (9.4) para n = 1.
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e o produto-estrela diferencial® (7" —equivalente a x')

frg=(T) T () ¥ T (9)).
Note que
T=T + Z BT
r=n-4+1

11

Como * ~ %' e % z *', temos * . *" com T = (T’)_1 T. Ora,
T'(f) = (@) (T ()
= ()" (T/ (fH+ > KT, (f))

r=n-+1
= f4nmtt (T')_1 (Ti1 (£)) + O (R"F2)
= FHE(id+ O () (Tuys () + O ("12)
= fART T (F) + 0 (42)

Ou seja, o primeiro termo nao-nulo depois da identidade na expansio de T
aparece na ordem n + 1:

T"=id+ Y WTY,
r=n-+1

e é exatamente
M =T (9.6)

Portanto, em ordem n + 1 a equivaléncia
T" (f*g)=T"(f)+"T"(9)
nos da
Tn1(f9) + Cns1 (f,9) = [Tas1(9) + Tos1 () 9+ Crii (f9),

onde pusemos +” = Y72 A'CY.
Logo, usando o operador de cobordo ¢ : Cg;;, (M) — C’(;ff} (M), temos

i1 (fr9) = [Tar1(9) = Toya (f9) + Ty (f) g
C%+1(fvg)_' g+1(fag)a

donde
841 = Cny1 — Cpl iy € Chipp (M),

uma vez que Cp41,C) ;| € Cgiff (M): o primeiro por hipétese, e o segundo, por
ser coeficiente de um produto-estrela diferencial. Ora, 07}, 11 é um cobordo, e

3Ver corolario 140.
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logo, um cociclo: 07,41 € Zgiff (M). Estamos, portanto, em condigbes de invo-
car o teorema 127 do capitulo 7 e afirmar que existem cocadeias B € Cj; ;¢ (M)
e A€ skew Zj;;, (M) tais que vale

§Ths1 = 6B + A.

Observe agora que, como
A = (5 (Tn+1 - B)

é a0 mesmo tempo um cociclo simétrico* e antissimétrico, resta-nos admitir que
0(Thy1 — B) =0,
donde T;,41 — B ¢ um campo de vetores X € X (M) = Zy, ;¢ (M). Logo,
Toy1 =B+ X €Cli(M).
Isso conclui a prova. =

Estamos agora em condi¢oes de provar o resultado mais importante deste
capitulo. Ele produzird uma parametrizacao dos produtos-estrela diferenciais de
uma variedade simplética em termos do segundo grupo de cohomologia desta,
como ficara claro nos desenvolvimentos posteriores.

Teorema 143 (Bertelson-Cahen-Gutt, 1997) Sejam x = Z;io WC;ex =
> reo BECy produtos-estrela diferenciais numa variedade simplética (M,w) que
coincidem até a ordem n — 1 no parametro de deformacao h, i.e., tais que

CjZC’;,VjE[n—l]O.

A antissimetrizacdo de sua diferenca em ordem n fornece uma 2-forma
fechada w,,. Se essa forma for exata, entdo existe um produto-estrela *" equiv-
alente a %' tal que " e * coincidem até a ordem n.

Prova. Considere a equacao da associatividade (8.1) em ordem n. Podemos
reescrevé-la em forma ligeiramente diferente colecionando os termos extremos
(j =0ej=mn), que compdem o cobordo de C,,. A saber, temos, para todas

fr9,h € C® (M),

n—1

oC, (fvga h) = Z [CJ (Cn*j (f’ g)vh) - Cj (f7 Cﬂ*j (ga h))] )

j=1

19-cobordos sdo sempre simétricos, pois

0C(f,9)=fC(9) —C(fg)+C(flg=gC(f) —C(gf)+C(g)f=0C(g,f)-
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e equagio andloga para 6C,. Agora, como * e ' coincidem até a ordem n — 1,
temos

§(C,—C) =

ie., C, — C/ & um cociclo em Z;fiff (M). Invocando o teorema 130, temos que
existem uma cocadeia B,, € Céiff (M) e uma 2—forma diferencial w,, € Q2 (M)
tal que vale a equagao

(Cn 70;) (fag) = 6Bn (fag)+wn (vwfa ng) (97)

para todas fungdes f,g € C* (M).

Use agora a equagdo de associatividade (8.1) em ordem n + 1 para, cole-
cionando os termos que compdem o cobordo de Cp41 (j = 0e j =n+1),
escrever

n

60n+1 fagv Z Cn— Jj+1 f7 )’ ) (f’ n—j+1 (g7h))]

j=1
Como * e ' coincidem até a ordem n — 1, temos que
0 (Cn-i-l n+1) (fvga )

= C(1 (Cn (fvg) 7h) - C(1 (f:cn (gvh)) +Cn (Cl (fag)vh) - Cn (facl (g’h))
—C1(C,, (f,9),h) + C1L(f,C}, (g:h) — C}, (C1(f.9) . h) + C, (f,C1 (g, h)

ie.,

g (Cn-i-l n+1) (frga )
Cl ((Cn _C’:L) (fag)ﬂ ) _Cl (f= (Cn _Cv/z) (g7h))
+ (Cn - C?”L) (Cl (f’ g)vh) - (Cn - C;L) (fa C1 (ga h))

Tomemos agora a antissimetrizagao da equagao acima, obtendo

Cl ((C’ﬂ - C’I/’L) (fag) ’ h) - C(1 (fa (Cn - Cv/z) (gvh))

+C1 ((Cn = C) (h f),9) = C1 (B, (Cr = C7) (f 9))
+C1((Cn =€) (9,h), f) = C1 (g, (Cn = C) (B, £))
+C1 (9, (Cn = Cp) (f, 1) = C1((Cn = C7) (g, ) , 1)
+C1(f,(Cn = ) (R, 9)) = CL ((Cn = C) (£, 1), 9)
+C1 (h, (Cn = C) (9, f)) = C1 ((Cr = C) (ho9) , )
+(Cn = C) (C1(f,9) k) = (Cn = C}) (£, C1 (g, 1))
+(Cn = ) (Cr (), 9) = (Cn = C) (R, C1 (f,9))
+(Cn = C) (Cr(g, h), f) = (Cn = C) (9, Cr (R, f))
+(Cn = C) (9, CL(f,h) = (Cn = C) (Ca (g, £) , 1)
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+(Cn = C1) (£,C1(h,9)) — (Cn = C) (C1(f,h), 9)
+ (Cn - C’:L) (hacl (gaf)) - (Cn - C1/’7,) (Cl (h7 g)’f)
=6 skew 6 (Cny1 — Cryy) (f,9,h) =0,

devido ao lema 113 (nulidade da antissimetriza¢ao de cobordos) do capitulo 6,
ou, reagrupando os termos,

+(Crn — C) (C1(f19) = Ci (g, f) . h)
+(Cn = C) (Cr(h, ) = CiL(f ), g)
+(Cn = C) (C1 (g, h) = Ci(hy9), f)
+(Cn = C,) (9,C1 (f,h) = C1 (h, f))
+(Co = C}) (f,C1 (hyg) — C1 (g,h))
+(C = Cy) (h,Ci (g, f) = C1 (£, 9))

Usando agora a propriedade

C(1 (fag)_cl (g,f):Z{f,g}

do produto-estrela, podemos reescrever a equagao acima como
0= {(Cn - C’:L) (f,g),h} + {(Cn - C’;L) (h, f) 79}
+ {(Cn - C’I/’L) (ga h) 7f} + {.97 (Cn - Cvlz) (fa h)}
+{f,(Cn = C}) (h, 9)} + {1, (C = C7) (9. )}
+(Cn = CL) ({f,9},h) + (Cn = Cp) ({Rs £, 9)
+ (Cn - Cr/z) ({g, h} ’ f) + (Cn - C’:L) (ga {f7 h})
+ (Cn - C'Zz) (f’ {h7g}) + (Cn - 07/1) (h’ {gv f})
Substituindo (9.7) na equacdo acima, temos
0=A{0Bn (f.9) . h} +{6Bn (h, f),g}

+{6Bn (9,h), f} +1{9,6Bn (f,h)}
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+{f,6Bn (h,9)} +{h, 6By (9. f)}
+{wn (Vo f, Vug) b} +{wn (Voh, Vo f), g}
+{wn (Vug, Vuh), [} +{g,wn (Vo f, Vuh)}
+{f,wn (Vuh,Vug)}t +{h,wn (Vug, Vo f)}

+0Bn ({f,9},h) +6Bn ({h, [}, 9)

+0By ({9, h}, f) +6Bn (9, {f, h})

+0Bn (f,{h,9}) + 0Bn (h,{g, [})

Fwn (Vo {f, 9}, Vuh) + wn (Vo {h, f},Vug)
Fwn (Vo {9, 1}, Vo f) + wn (Vug, Vo {f, h})
+wn (Vo f, Vo {h g}) +wn (Vuh, Vo {g, 1),

ou, reagrupando os termos e explorando a antissimetria do colchete de Poisson
e da 2-forma w, e a simetria do 2-cobordo 0B,

0={6B,(f,9),h} —{6Bn (f,g),h}

+{0Bn (h, f), 9} —{0By (h, f) , g}
+{f,6By (h,9)} — {f, 6By (h,9)}
+{wn (Vuf: Vug) bt + {wn (Vo f, Vug) b}
+{wn (Vol, Vo f) g} +{wn (Voh, Vo f) . g}
+{wn (Vug, Vuh), [} +{wn (Vug, Vuh) , f}
+6By ({f.9}.h) — 0B, ({f,9},h)

0By (9,{f,h})

6By, (f,{h.g})
+wn (Vo {f, 9}, Vuh)
+wn (Vo {h, [}, Vug)
+wn (Vo {g,h},Vuf),

+0By, (9. {f,h}) —
+0By (f,{h,g}) —
+wy (Vo {f, 9}, Vuh)
+wy (Vo {h, f},Vug)
+wn (Vo {9, h}, Vo f)

donde segue que
{wn (Vuf,Vwg), b} +{wn (Voh, Vo f), g} +{wn (Vwg, Vuh), f}

+wn (vw {fag}avwh) + wp (vw {haf}avwg) + wp (vw {gah}avwf) = 0.

Vamos provar que essa tltima equacao equivale ao fato de a forma « ser fechada.
Para quaisquer fungoes f,g € C* (M), tem-se

{f,9} =Vuf(g)
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Vul{f,9} == [Vuf,Vugl.

Usando essas identidades, reescrevemos a equagao acima como
Vuh (wn (Vo f,Veg)) + Vg (Wn (Voh, Vi f)) + Vo f (wn (Vwg, Voh))

+wn (Vo f: Vugl, Voh) + wn ([Voh, Vo ], Veg) + wn ([Vug, Voh], Vo f) =0,

-
ou seja’,

dwn (Vi f, Vg, Voh) =0

para quaisquer fungoes f,g,h € C* (M). Isso é suficiente para afirmarmos que
dw,, = 0.

Vamos agora provar, por indugdo em n, que se w,, é fechada, i.e., que se existe
N, € (M) tal que w,, = dn,,, entdo existe um produto-estrela equivalente a +’
que coincide com * até a ordem n.

Suponha w,, = dn,, e defina uma equivaléncia 1" por

T(f) = f+h" i, (Vof)

para toda fungio f € C> (M), e seja ' = Y2 H*C} o produto estrela
T—equivalente a ¥’ dado pela proposicao 137, i.e., tal que

T(f+"g)=T(f)*T(9)

E claro, comparando ordem-a-ordem no parametro de deformacao h, que %, +’
e x"" coincidem até a ordem n — 2. Em ordem n — 1, temos

Zfl (f7 g) = ZC(/J (nn (vwf) 79) + ZC'(/) (fa n (vwg))

ou seja’

w1 (f,9) = in, (Vof)g+ifn, (Vwg)
+in, (Vo (f9)) +Cq (f,9)
2in,, (Ve (f9)) +Ch_1 (f,9),

5Usamos aqui a identidade
da(X,Y,Z2) = XalY,2)+Ya(Z,X)+ Za(X,Y)
+a (X, Y], 2) + a([Y, 2], X) + a([2, X],Y)
Ela é provada de maneira andloga aquela da nota de rodapé 11 a pdgina 100.
6Na segunda igualdade, usamos o isomorfismo C'* (M) —linear canonicamente induzido
pela forma simplética w entre Q (M) e X (M), para escrever
Vo (fg) = d(fg)y = (9df + fdg),
= gdfy+ fdgy = gVuf+ fVug,
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donde
( ':L/—l - Cn—l) (fﬂ g) = 2’”771( (fg)) ( n—1"" ﬂ—l) (fv g)

Como a primeira parcela do membro direito é simétrica no par (f, g), temos

skew ( ;L/fl - C(nfl) (fv g) = skew (07/171 - C’ﬂfl) (f)g) =0

Pela hipétese indutiva, podemos supor, a menos de uma equivaléncia, que temos
também C//_; = Cp_1.
Em ordem n, temos

Gy (f,9) +in, (VuCY (f,9)) = iCy (1, (Vuf),9) +iCi (f,1, (Vwg))
+C,, (f,9),

donde, como C} = Cf, vem

skew (Cy, —Ch) (f,9) = +[C1 (1, (Vwg)) = C1 (1, (Vug) s f]

+skew (Cl, —Cy) (f,9)
_ ( {1 (V) 9} = {0, (Vg) /3 ) T wn (Vo Vug)

( [C (0, (V). 9) = C1 (9,1, (V)] )

= —dn, (waa ng) + wn, (wa, ng)
= Wn (vwfv ng) — Wn (vwfa ng) =0,

ie.,

skew (CJ —C,) =0.

Como no comego da prova, considere a equagao da associatividade (8.1) em
ordem n, reescrita com os termos extremos (j = 0 e j = n) que compdem o
cobordo de C/ agrupados:

5C (f,9.h) Z [V (Cr_ (f.9),h) = C! (f,Cl_; (9.h))],

V.f,g,h € C™ (M). e equacao andloga para §C/,. Como conseguimos coincidén-
cia de termos até ordem n — 1, temos entdao que C// — C,, é também um cociclo
em Z3; ¢ (M), ou seja:

§(Cl—Cr)=0

Invocando agora o teorema 127, temos que existem uma cocadeia B € Céiff (M)
tal que
Cl' —C, =B,

pois, como vimos acima, skew (C]/ — C},) = 0.Assim, temos

(Cn = Cn)(f,9)=fB(9)-B(f9)+B(f)g
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para todas f,g € C* (M).
Defina agora a equivaléncia

U=id-Hh"B
e o produto-estrela ¥ = >"7°  AFCY’, U—equivalente a +”, dado por

U(f+"g)=U(f)x"Ulg).

E evidente que +"', " (e, logo, %) coincidem até a ordem n — 1 no parametro

de deformacdo h. Em ordem n, temos

Cy' (f.9) = B(f9)=Cy (f,9) = fB(9) — B(f)g,
donde
(C=C)(f.9) = —fB(g)+B(f9)—B(f)g
= (Cn=C))([.9).
para todas f,g € C* (M), i.e.,
Y —C!=C,-Cl.

Portanto, chegamos a C}" = C,,. Por transitividade, "' ¢ um produto-estrela
equivalente a * que coincide com * até ordem n. Isso encerra a prova. ®

Evidentemente, se todas as 2-formas fechadas da variedade M forem exatas,
entao podemos prosseguir indutivamente, obtendo, no limite, uma equivaléncia
entre x e x lui-méme. E o que diz o seguinte

Coroldrio 144 Se o sequndo grupo de cohomologia de Rham HC%R (M) de uma
variedade simplética M é trivial, entao todos os produtos-estrela diferenciais em
M sao equivalentes.

Exemplo 145 Todos os produtos-estrela diferenciais em R2™ sdo equivalentes.
Logo, sdo equivalentes entre si todos os produtos estrela mencionados na se¢do
8.2.

Além disso, todos os produtos-estrela diferenciais de uma variedade sao lo-
calmente equivalentes. Mais precisamente, sejam x um produto-estrela numa
variedade M e U um aberto de M. A restricdo de x a U ¢é a aplicagao

AU = O (U) [[R]] x €= (U) [[A)] — C= (U) [[A]

definida da seguinte forma: dado z € U, tome uma bump-function n: M — R
em torno de x com suporte em U e ponha

fHU) g (x) = (f7%9") (2),
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onde f7,¢" € C* (M) s@o dadas por

fn(y){ n(y)({(sye)g;zegeU eg”(y){ U(y)ogf(szé);iéegeU

Como * é definido em termos de operadores diferenciais, temos que x|U define
coerentemente um produto-estrela em U. Temos entao o seguinte

Corolario 146 Sejam * e *' dois produtos-estrela numa variedade simplética
(M,w). Dado x € M, existe uma vizinhanca U de x em M tal que os produtos-
estrela restritos x|U e *'|U sdo equivalentes.

Vale também a reciproca do teorema 143, a saber

Teorema 147 (Bertelson-Cahen-Gutt, 1997) Sejam x = Z;io WC; ex =
Zzio hkC’,'C produtos-estrela diferenciais numa variedade simplética (M,w) que
sao equivalentes e coincidem até a ordem m — 1 no pardmetro de deformacao h,
i.e., tais que

Oj:C‘;, Vjen—-1],.

Entao, a antissimetrizacio de sua diferenca em ordem n fornece uma 2-
forma exata w,,.

Prova. Seja

T = id+ Y W'T
k>r
= id+ AT, +0 ()
(para um certo r < n) a equivaléncia entre x = > _p- (h*Cy e ¥’ = 327 FCy,
ie.,
T(f+g)=T(f)*T(g)

Supondo que tenhamos Cj = Cj para todo k € [n—1],, em ordem r no
parametro de deformacao h, a equagao de acima fica

T, (fg) = fT- (9) + T (f) 9,

donde
6T (f.9) = fTr(9) = T, (fg) + T, (f) g =0
Assim, T, é um 1-cociclo diferencial de Hochschild, e, portanto, um campo
vetorial T,. € X (M). Assim, dadas funcoes f,g € C*° (M), vale a regra de
Leibniz
T. (f9) =T (/) g+ fT: (9)

Agora, se r < n— 1, entdo, em ordem r + 1, a equagao de equivaléncia acima se
escreve

T, (Ol (fv g)) + TT+1 (fg) = O (fa T, (g)) + (T7 (f) 79)
+141 () g+ fTr41(9)
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donde
T. (Ci(f,9) = C1 ([, T (9)) + C1 (T (f) , 9)

Tomando agora a antissimetrizagdo com relagdo ao par (f,g) e explorando a
linearidade de T;., obtemos

T Af 9y =1/, T (9)} +{T- (f) . g}

Vamos agora mostrar que 7). é um campo vetorial tal que sua contracio’ com
a forma simplética w produz uma 1-forma fechada®, i.e., que

dCy (T, @w) =0

De fato, dados campos hamiltonianos X = V,f e Y = V,g € X (M), onde
f,g € C> (M), temos’

dC; (T, ® w) (X,Y)

XCy (T, ®w) (V) - YOy (T, @w) (X)
_C21 (Tr ®w) ([X7 Y])

= Xw (TNY) —Yw (TT7X) —w (TT7 [X7 Y])
- 7{f7Tr (g)}+ {gaTr (f)} -1, {fag} =0

Como toda forma fechada é localmente exata, temos que, para todo x € M
existem uma vizinhanga U de z em M e uma fungao fU € C> (U) tais que

C3 (T, ® w) = dfy,
ou seja, para todo X € X (M), tem-se
w(T, X) =X (fY).
Portanto, T,|U ¢é o gradiente simplético da fungdo fU:
ToU = Ve £y -
Assim, dada uma fungao g € C*° (M) qualquer, temos

T, (9)|U = {f,9lU}

Definindo

D, : €% (M) — C* (M) [[A]]
por .

D, (9)|U =~ [£.91U]

"Ver defini¢do de contracdo de tensores na secio 1.2.

8Nesse caso, dizemos que T, ¢ um campo vetorial simplético de (M,w). Ver secio 4.1 de
[Cannas].

9 Aqui, usamos a mesma identidade provada na nota de rodapé 11 a pégina 100, i.e.,

da(X,)Y)=Xa(Y)—-Ya(X)—-a([X,Y)]
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temos
D, (fxg9) =Dy (f)*g+ fxD:(9),

donde se vé que D, define por extensdo h—linear uma derivacdo no anel das
fungoes formais C*° (M) [[1]]. Definindo agora

. S
Sy = exp(h"iD,) = Z o (h"iD,)"
k=0
1
= id+h"iD, — h27'§DTDT +ee
temos
Sy (fxg) =5, (f)*Sr(9),
ou seja, que S, (e, portanto, também S’T_l) é uma auto-equivaléncia de x; e
S, =id+ Wil + O (K1)
pois
g(z)+ 1D, (9) (z) + O (A1)
g @)+ [ glU], s (@) + O ()
g(@)+ i {f,glU} (z)+ 0O (W)
g(z) + WiT, (9) (z) + O (B7H1)

para todo x €e U C M. 3
Afirmamos que o operador formal 7' = S;~! o T é também uma equivaléncia
entre os produtos-estrela x e /. Com efeito, tem-se

T(f*g) = S;HT(f+9)
= STHT ()T () (x ~)
STUT () %S (T (g) (%)
= T(f)*T(9)

Claramente, temos ~
T =id+WiT 0 + O (h1?)

Aplicando o método recorrentemente enquanto for r» < n, vemos que qual-
quer equivaléncia T entre x e ¥’ é da forma

T = exp (liDy) o -+ o exp (B 1iD,_y) o (z’d YT, + O (ﬁ”)) :

onde as aplicagbes Dy, ,Dp_q1 : C®° (M) — C™ (M) [[h]] sdo x—derivagoes,
e, portanto, exp D1, - ,exp hA* "' D,,_; sao x—endomorfismos. Assim, temos

(s + 1T+ O () (f ¥ g) = (exp (=hiDy) (- (exp (<" 1iDu 1) (T (£ # 9)))))
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= (exp (—hiD1) (- (exp (=h""'iDy_1) (T () * T (9)))))
= exp (—hiDy)---exp (—h""'iD,_1) T (f)*exp (—hiDy) - - -exp (—h" "Dy, 1) T (g)
= (id+n" =T+ O () (£)+ (id+ 0 NiTa + O (1) (g),
ie.
(id + YT, 1+ 0 (ﬁ”)) (f+"g)
= (id + YT, + O (h")) (f) = (z‘d + 0" T, + O (ﬁ”)) (9)
Em ordem n — 1 no pardmetro h, a equacao de equivaléncia acima fica
Too1 (£9) = fTu1(9) + Tu-1 (f) g,

donde, como antes, concluimos que T}, € Zéiff (M) =% (M). Como T 1 &
um campo vetorial, podemos escrever, para toda func¢ao g € C* (M),

Tnfl (9) = an—1(Vug)

para a,_1 = C§ (T,—1 Qw) € Q(M).
Em ordem n, temos

Cl, (£.9)+iTr (1 (F.9)+iTu (F9) = Cu (F.9)4+iC1 (Tus (1) ,9) +iC1 (£, Tu1 (9))

ie.,

(Cr=Ca) (£.9) =1 [C1 (Taer (), 9) + C1 (£, Tucr (9)) = Tt (Ca (£,9)) = T (f9)]

Note que a dltima parcela do lado direito é simétrica no par (f,g). Antis-
simetrizando nesse par de funcées, vem

skew (Cl=Co) (£.9) = = {Tus ()9} = {£.Tus (9} + Tucs {£. 9}

= —Vug (an—l (vwf)) +V.of (an—l (ng)) +ap—1 ([vwf, ng])
= —dap_ (wa7 vwg) =d <_04n71) (wa7 vwg) 5

0 que encerra a prova. B

Em suma, temos o seguinte

Teorema 148 (Bertelson-Cahen-Gutt, 1997) Sejam x = Z;io WC;ex =
> ne o *Cy, produtos-estrela diferenciais numa variedade simplética (M,w) que
coincidem até a ordem n — 1 no pardmetro de deformacgao h, i.e., tais que

C;=ChVjeln—1],.

A antissimetrizacdo de sua diferenca em ordem n fornece uma 2-forma
fechada w,,. Se os produtos-estrela x e ¥ sdo equivalentes, entdo essa 2-forma
wy € exata. Por outro lado, se essa 2-forma w, for exata, entdo existe um
produto-estrela ¥ equivalente a *' tal que " e * coincidem até a ordem n.
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Com isso, chegaremos, no fim do capitulo seguinte, a uma classificagdo com-
pleta dos produtos-estrela diferenciais admitidos por uma variedade simplética.
Suas classes de equivaléncia aparecerao parametrizadas por séries de poténcias
na indeterminada h com coeficientes no segundo grupo de cohomologia de Rham
da variedade em questao. Mais exatamente, se houver algum produto-estrela
na variedade simplética (M, w), cada série

D1 [wi] € Hip (M) [[A]
k=1

determinard uma tnica classe de equivaléncia de produtos-estrela. Para al-
cancarmos esse objetivo, uma das pecas faltantes é a certeza de que existe pelo
menos um produto-estrela em uma variedade simplética qualquer. Chegaremos
a essa certeza no préximo capitulo, por meio de um método geométrico muito
elegante concebido por Béris V. Fedosov na década de 1990. Esse método ainda
possui o mérito de prover os demais ingredientes faltantes para a classificagao.
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Capitulo 10

A construcao geomeétrica de
Fedosov

Fixemos de uma vez por todas uma variedade simplética (M, w) 2n—dimensional.
Vamos procurar demonstrar — construtivamente — a existéncia de produtos-
estrela em (M,w). Diremos que procuramos gquantizagcées da variedade sim-
plética (M, w).

Dado x € M, (T, M,w (x)) é um espago vetorial simplético. Como tal, ele
admite um produto-estrela de Weyl-Moyal, como o que descrevemos no exemplo,
com PH = wH ().

Fixemos também de uma vez por todas um atlas de Darboux

U= {(U7@U)7(Vﬂ<pv)7(W790W)7"'}
para M i.e., um atlas U como acima tal que
Yy = (ul,-u ,UZ”) :UC M — R*™

é um sistema de coordenadas de Darboux, com relacao ao qual, sabemos, as
coordenadas locais da forma simplética sao constantes:

W (y) =Wt Vy e U

Serd requisitado ao longo de toda a construgao o que chamaremos de produto
nao-deformado da dlgebra supersimétrica'

S(M) = @X_S"* (M)
= T(VT*M)@T (AT*M)
= Pol*(M)®Q* (M),

1Ver segdo 1.3 para definigio e propriedades da superalgebra S (M) = S (T (T* M)).
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dado por
m(a®a,b®pf)=(aVd)®(aAp)

para todos a,b € Pol® (M) e o, 8 € Q* (M). Mais freqiientemente usaremos sua
versao tensorial, o homomorfismo C* (M) —linear y dado por

p(A® B)=m(A,B).

As vezes, pu serd visto como um homomorfismo C—linear i : S (T, M)®S (T, M) —
S (TyM) (como na defini¢do 149 abaixo, onde ele se reduz ao produto simétrico
V) e, as vezes, como homomorfismo C* (M) [[h]] —linear, a depender do con-
texto.

Introduziremos também uma notacao especial para a contracao de um campo
de vetores X com um tensor covariante t (1"espectivamente7 para a contracao
de um vetor com um tensor covariante, a depender do contexto): em vez
de escrevermos C3 (X ®t), como na segao 1.2, poremos simplesmente i (X) ¢,
querendo significar o mesmo: dado X € X (M), temos, para cada p € N, um
homomorfismo C* (M) —linear

dado por
Z(X)t(XQa 7Xp) :t(X7X27"' aXp)

Convencionaremos ainda, para o caso p = 0,
i(X)f=0

para toda fungdo f € C (M) (ou escalar f € C, a depender do caso).

10.1 O fibrado (formal) das dlgebras de Weyl

Definicao 149 A dlgebra de Weyl W, associada ao espago simplético (T, M, w (x))
é definido pelo C [[h)] —mddulo das séries formais

W, = (v*T M) 4]
munido do produto
)) (@@ 9b(2)).

(@) ob(x)=p (exp <_Z’2ﬁwwi <£M > o (aiv
(10.1)

onde a(x) € VT (TxM), e b(x) € V° (TxM), estendida linearmente a todas as
ordens r e s (nos coeficientes da série) e termo-a-termo a todas as ordens do
pardmetro h.
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E claro que a definicdo acima estd longe de ser clara, e requer alguns es-
clarecimentos. Vamos a eles.
Um elemento tipico de W, é

ale)=Y ( ai) <x>> i,
0

k=0 \i=
onde
a,(cl) () = ko, ooop, (@) AUt [ V-V dutt |, € VITEM.

As vezes serd util escrever

l n
al) (2,9) = apppyoo @)y -y € C Yt 2, (10.2)
onde

0
y=y“w €T, M,

i.e., contraimos a,(f) (z) com k cépias de um vetor tipico y € T, M, para que
suas componentes aparecam como argumentos de uma fung¢ao polinomial, que
pode portanto ser multiplicada, derivada, etc. Isso tornard a notagdo menos
fastidiosa em algumas passagens, ou facilitard as contas em outras. E a notacio
original de Fedosov.

Com esta notacao, o produto de Weyl pode ser escrito como

>~ 1/ an\" v OFa(zy)  0Fb(a,y
(aOb) (x,y) :Zy <_2> I Lad L ST kayul.(..ay)ﬂk ayul.(_.a;l/k

k=0
(10.3)

?

onde a(z,y),b(z,y) € C[y*, -, y*"].

A regra dos indices alternados é suficiente para mostrar que a defini¢ao (10.1)
[ou mesmo sua versao notacionalmente mais amigdvel (10.3)] é covariante, no
sentido de que nao depende da particular escolha de coordenadas de Darboux
tomadas para escrevé-las. E gracas e esse fato trivial que poderemos estender
essa definicdo de produto fibra-a-fibra (i.e., para todas as dlgebras W,, para
todos € M) de maneira consistente.

A associatividade da dlgebra de Weyl se verifica por meio de cdlculos um
pouco longos, mas diretos.

Definimos o fibrado (formal) das dlgebras de Weyl sobre (M,w) pela unido
disjunta
W = UIEM {Z‘} X WI

com projecao
. W — M
(x,a) +— x

Definimos também a C*° (M) [[h]] —algebra de se¢oes do fibrado de Weyl W por
W = Pol® (M)[[n]]
= (@7, (VT M) [[7]]
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Uma vez mais, alguns esclarecimentos fazem-se necessdrios, principalmente
no que concerne as segoes, que sao os objetos mais importantes na construgao

de Fedosov.
Um elemento tipico de W = Pol® (M) [[h]] é dado por

Pk

azZ(Za?) Wz e M a(z) € Wy,
k=0

1=0
onde a,(cl) € Pol' (M) =T (V'T*M) & um [—tensor covariante totalmente simétrico,
dado localmente por

ag)|U = Qg o, AUtV -V dut

W é uma C* (M) [[]] —élgebra associativa com unidade (funcdo identica-
mente igual a 1) segundo o produto dado pela extenséo fibra-a-fibra do produto

de Weyl (10.1), i.e., dado localmente por

(@aob)|U = p (exp (-Z%Wi (aiu) ®1 (;ﬂ)) (a® b)) U (10.4)

Como j4 dissemos, verifica~se por inspecao que esta expressao local é invariante,

e, portanto, define um objeto global.
Nos referiremos a VW doravante como a dlgebra de Weyl sobre (M, w).

O centro Z < W da élgebra de Weyl corresponde exatamente a

Z = Pol® (M) [[H]) = C* (M) [[1],
como nos mostra um pouco de reflexdo sobre a férmula (10.4). De fato, ¢

inteiramente ébvia a inclusao

C> (M) [[n]] C 2.

Para a outra, suponha que
00 Pk
a = (Z ag)> ﬁk S Z
k=0 \1=0

e compare, ordem-por-ordem, os produtos a o du” e du” o a, para todo p € [m].
Veremos assim, que a (z,y, h) nado pode depender de y.
Um elemento central tipico é dado por

(o]
a= E aph”,
k=0

onde a; € C* (M) (na notagéo polinomial (10.2), os coeficiente da série formal
que representa um elemento central ndo dependem do argumento y).
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Atribuindo grau 2k ao termo em A* da série formal e grau [ aos termos cujos
coeficientes a!) sdo [—tensores, obtemos uma filtracdo da dlgebra de Weyl com
relagao ao grau total 2k + [:

W D Wy > -+ D W, )
segoes com termo segoes com termo
de grau mais baixo de grau mais baixo
2k+12>1 2k+1>g

Observagao 150 A introducdo do grau total dega = (2k + 1) a deve-se ao fato
de que este sim é uma derivagdo com relagdo ao produto (10.4), ao passo que
o grau da parte simétrica, dega = la, é uma derivagao com relagdo ao pro-
duto simétrico. A filtracao obtida acima serd usada de maneira importante na
construcao do produto-estrela de Fedosov.

No que segue, precisaremos também de formas diferenciais definidas em M
tomando valores na dlgebra de Weyl. Denotaremos o espaco de tais objetos por

Q° (M, W).
Temos?
Q(M;W) = WeQ (M)
= Pol* (M) [[1] @ Q°* (M)
= (&7 (V'T"M)) [[H] ® (§3%L (AT M)
B2 By (D (V'T*M) @ T (A°T*M)) [[A]
DyremoS" (M) [[7]]

QF (M; W) = S (M) [[1]

cujo elemento tipico pode ser escrito como

00 Pk 4k ®)[d]

— p)la k

a=2 |22 a”"|nt,
k=0 \p=0 =0

onde ag)) la] € SP9 (M) é um supertensor p—simétrico e g—antissimétrico, que

pode ser escrito localmente como

a;(gp)[q]|U dubr V- Vdutr @ du”t A A dute

T Y, (my ey ) v1v4)
ou, na notagao de Fedosov (10.2),

o (2,y) = U (g ) ir g (B Y yHrdu” A N du,

2Ver secio 1.3 para definigdo e propriedades da superdlgebra S (M) = S (T (T*M)).
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onde

9
y :yuauu e X(U),

é um campo local genérico de vetores que serve como argumento de a
Q°* (M, W) estende a C> (M) [[h]] —4lgebra W = Q° (M, W), com produto
estendido pela regra

(p)[d]
Pt

(a®@a)*(b®pP) =(aob)@aAp.
—— ——
A B
—_—————
AoB
Com este produto estendido, Q°® (M, W) torna-se uma superdlgebra Zo—graduada.
A superdlgebra Q°® (M, W) herda de W uma filtragdo com respeito ao grau

total da parte simétrica 2k + p :
QM) =WRQ* (M) DWW Q° (M) DWe@Q* (M) D---  (10.5)

Define-se um colchete (supercomutador) [ , -], para a superdlgebra Q¢ (M, W)
pela extensdo C*° (M) [[h]] —linear e termo-a-termo da regra

[A7B]* =AoB - (_1)‘11‘12 BOA)

onde A e W Q" (M) e BeW®Q®2 (M). Esta definigao visa a validade da
férmula
[a®a,b® B, =[a,b], ®aAp.

E claro que o centro de Q° (M, W) segundo o supercomutador é dado por
Z©Q* (M) ~C* (M) [[A]] @ Q° (M) ~ Q* (M) [[A]].

No que segue, serd essencial que se definam certas projegdes aos centros das
O (M) [[h]] —4lgebras envolvidas. Elas séo dadas operacionalmente pela regra
abaixo.

A= Alzx,y,dx,h) €0 (M, W)
| contraia a parte simétrica
com o campo y =0 € X (M)
Ag=  A(z,0,dx,h) EZRO (M)
| contraia a parte antissimétrica
com o campo y =0 € X (M)
Ago = A(sc,0,0,ﬁ) ez

A projecao mais importante é a aplicacdo simbolo

o QUMW) - Ze~ 0 (M)[[H]

a=a(z,y,de,h) — o(a)=agp =a(z,0,0,h) " (10.6)
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Denominamos a série o (a) = ago 0 stmbolo da supersecao a € Q°* (M, W). Note
que a restrigdo da aplicacao simbolo a W é tal que o (a) = ag para toda segdo
a€eW.

A idéia agora é encontrar uma C [[71]] —subalgebra O de W em bijegdo com
Z (a bijegao serd dada pela restrigdo de o a O, cuja inversa denotaremos por
o~1), e entdao usar o produto de Weyl o para induzir em Z ~ C (M) [[A]] um
produto-estrela x dado por

a(h)*xb(h) =0 (0_1 (a(h))oo (b (ﬁ))) ,

para todas as séries formais
a(h) =" axh®, b(h)=> bkl € C™(M)|[R].
k=0 =0

Para isso, langaremos mao de uma conexao simplética V livre de torgao
em M, a qual induzird naturalmente uma conexao 0 no fibrado de Weyl W, e
procuraremos modificd-la a uma conexdo plana D (i.e., com curvatura nula).

A C[[R]] —subédlgebra O < W procurada serd a das segdes horizontais com
relagao a D, i.e.,

O=Wp={aeW;Da=0}.

10.2 Alguma andlise no fibrado de Weyl

Serd ntil diferenciarmos a partir daqui dois tipos de contragdo: entre um
campo de vetores X e a parte simétrica de uma supersecao de Weyl A, que de-
notaremos por 7, (X ) A ; e entre um campo de vetores X e a parte antissimétrica
de uma supersecao de Weyl A, que denotaremos por i, (X) A

Consideremos dois importantes operadores,

§:W, ® Q1 (M) — Wy_1 @ QT+ (M)

F W, @ Q1 (M) — Wy @ Q1 (M)

dados localmente por

SAU = dut Ay <a> AU

Oout

F AU = dul v in (a) A,
Out
ou, na notacao de Fedosov,

A (z,y)

6A (z,y) = du” A Iy
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* . 0
0" A(z,y) = y"in (8u“> A(z,y)

Ainda aqui, a regra dos indices alternados deixa-nos despreocupados quanto
a boa-definicao global desses operadores.

Observagao 151 O operador ¢ degrada uma superse¢ao de uma unidade. (sequndo
a filtragao pelo grau total da parte simétrica (10.5), estabelecida na se¢do ante-
rior). Sua contrapartida §* gradua em uma unidade a superse¢io sobre a qual
atua.

E bem ilustrativa a acao da restricao desses operadores a U em monomios
da forma

du(r ) ve = guimn vy dute @ dutt A A dute. (10.7)
A saber,
p —
5du(u1“'up)[vl-"vq] — Zdu(ul"'uj"'ﬂp)[Hjl/l"'DQ], (10.8)
j=1
e
q
5 duliv v 32 (L1 gyl (10.9)
k=1

Lema 152 Os operadores & e §*.possuem as propriedades
(1) 6*=(6")=0
() (58" 4 5°0) dul s )orsnd = (p 1 gl v
(8) & é uma antiderivagio da superdlgebra de Weyl, i.e.,
§(AoB)=04A0B+(-1)?A0dB,
onde A € Q1 (M,W).

(4) 9 admite a representagio

§A = — K;) wdu @ du’ A| . (10.10)

*
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A prova dessas propriedades envolve apenas cdlculos combinatérios diretos,
que omitiremos por brevidade.
Sobre monomios da forma (10.7), defina o operador 61, dado por

)

P ﬁd* ,sep+qg>0
0 ,sep+q=0

e estenda~-o C*° (M) [[h]] —linearmente e termo-a-termo.
Pela propriedade 2 do Lema acima, temos que toda supersegdo A € Q* (M, W)
admite uma decomposi¢ao da forma

A=66"TA+6710A + A, (10.11)

que, por analogia, denominaremos doravante decomposicao de Hodge-de Rham
de A. Escrevendo (10.11) sob a forma

866+ =id—o,

e lembrando que 6% = 0, vemos que a aplicacido 6 ' é uma homotopia algébrica
entre a identidade e a aplicagao simbolo na §—cohomologia.

10.3 Alguma geometria no fibrado de Weyl

Seja V uma conexdo simplética livre de torgao em (M, w).
O teorema 77 permite induzir de maneira candnica uma conexao

:Q° (M, W) — Q*TH (M, W)

no superfibrado (formal) de Weyl W @ A*T*M pela extensao C [[h]] —linear da
regra
0A = da" AV, A, (10.12)

onde A € Q4 (M, W), e V, A refere-se & derivacdo covariante da parte simétrica
da secdo A com relacdo ao campo local de vetores a%.

Mais uma vez, a regra dos indices alternados vem em nosso socorro estab-
elecer a invariancia da expressao (10.12).

Lema 153 A conexdo O possui as sequintes propriedades.
(1) 9(AoB)=0Ao B+ (-1)" AodB, VAeQ® (M,W)
(2)d(anA)=danA+ (-1)TaNdA, YaecQ?(M)
(8) em coordenadas locais (de Darboux), podemos escrever

QAU = dA|U + K;) 1“7A|U] : (10.13)
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onde 94
dA|U = du* N —
out

1
[ = STupdu’ V du” @ du € Q (U, W),

onde os coeficientes Iy, = w,MFl),‘p sao stmbolos de Christoffel da conexdo V
sobre U C M.

A propriedade (1) significa que 0 é uma antiderivagdo da superalgebra de
Weyl (Q°* (M, W), o0).

A propriedade (2) significa que 0 é uma extensdo da derivada exterior de
formas diferenciais.

A propriedade (3) fornece uma representagao local especialmente propicia as
corregoes que nos darao a conexao plana desejada.
Prova. Célculos diretos, mas muito longos. Omitiremos-los por brevidade. m

Lema 154 Valem as identidades
(1) 96+860=0

(2) 0%=+tad.R, onde

1
R= 1]%H)\Wclm"”” Vdz @ dzt A dx",

e Ry = prRf\HV sao componentes do tensor de curvatura da conexrao sim-
plética V.

Prova. Conseqiiéncias diretas das férmulas locais (10.10) ¢ (10.13). =
A seguir, trabalharemos com conexdes D obtidas a partir de d por meio de
uma “correcio” v € Q (M, W).

D=0+ %ad*v. (10.14)
A férmula acima claramente nos dé uma conexao no superfibrado de Weyl
WRA*T*M (veja que v ¢ uma 1-forma globalmente definida e que ad. ((%) fy) =
[(%) v, ] , ¢ uma superderivagao).
Essa correcao ¢ determinada pela supersecao v apenas a menos de uma
supersec¢ao central

FEZ@Q (M)~ C™ (M) [[h] ® Q' (M),

uma vez que a corre¢do -y aparece no interior de um supercomutador. Dessa
forma, temos liberdade para introduzir alguma “condicao de calibre” sobre ~.
E uma boa escolha dessa condicio que permitird que obtenhamos uma conexio
plana D univocamente determinada a partir de V.
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Em coordenadas de Darboux, langando mao da representagao local (10.13)
de 0, podemos escrever a forma local da férmula acima como

(DA) U = dA|U + [(;) (1“+7|U),A|UL. (10.15)

Um célculo direto a partir de (10.14) mostra que a curvatura D? de uma
conexao corrigida D é dada pela férmula

D? = %ad* <R Oy + %ﬂ) (10.16)

Defini¢ao 155 Seja D uma conexdo da forma (10.14), satisfazendo o seguinte
condicao de calibre de Weyl

Yo =0
(lembrando: vy, é a primeira projecio da superse¢io ).
A supersecio Q € Q% (M, W).dada pela férmula

Q=R+0y+ %72 (10.17)

é chamada curvatura de Weyl da conezxdo D.

Com a defini¢do acima, podemos reescrever (10.16) como

L ad.Q, (10.18)
h
donde fica claro que a curvatura de Weyl de uma conexao plana é uma superse¢ao

central

D? =

Qe Z2®Q2(M)~C™(M)[[H)] ®Q* (M) ~ Q2 (M) [[H].

10.4 O produto-estrela de Fedosov

Seja (M, w, V) uma variedade de Fedosov®.

O pequeno arsenal técnico desenvolvido na secao anterior € a hipétese técita
dos dois seguintes teoremas, os principais da construgao de Fedosov. O primeiro
deles fornece um método construtivo para a obtencao da tao desejada conexao
plana D no fibrado de Weyl a partir de V e de uma série Q = > 77 | hrwy, €
Q2 (M) [[1]] de 2-formas fechadas wy, arbitrdrias. Antes de partir para a prova,
tentemos motivar as hipéteses.

Nosso ansatz ¢ que D tenha a forma

D:8—6+%ad*(r),

3Ver definigdo e existéncia na segio 4.5.
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onde 7 € W ® Q! (M) é alguma supersecio adequada. Como O preserva a
filtragdo com relagao ao grau total, mas § degrada de uma unidade este mesmo
grau, para que a expressao acima seja idonea, devemos esperar que o termo
%ad* (r) gradue as segdes em que atuar de, no minimo, 1 unidade. Lembrando
que a contribuicao do pardmetro h para o grau total é de 2 unidades, vemos que
a se¢do r s6 pode possuir termos de grau total maior que 2. Ou seja, devemos
exigir que r € Wi ® Q1 (M) seja da forma

(oo}

TZE Tk,

k=3

com 7, € Wy, @ Q' (M) para todo k > 3.
Usando o Lema 154, calculamos a curvatura D? = D o D para uma conexao
D da forma acima como

DQ:%ad* (w+R6r+8r+;r2),

onde 72 = r or. Como j4 consignamos oportunamente, D serd plana se, e
somente se, o termo
)
—w—|—R—5r—|—3r—|—%r2

for uma segao central, i.e., se, e somente se, nao tiver parte simétrica. Consid-
erada como elemento da superalgebra de Weyl Q°® (M, W), a forma simplética
w € Wo®02 (M) & central (por ser totalmente antissimétrica). Logo, a condi¢ao
necessaria e suficiente para que D seja plana é que a secao

Q:R75r+8r+%r2€W®QQ(M)

seja central, i.e., que
Qe Q* (M) [[n]]

J& concordamos que r possui grau total maior do que 2. A definigao de 2 acima
mostra entao que 2 deve ter grau total maior do que 1. Ora, como ) nao
possui parte simétrica, a Unica contribuigao para os graus de seus termos vem
das poténcias #* do parametro de deformacao h, cada uma contribuindo com
2k unidades. Portanto, podemos escrever

E claro que temos, independentemente de D ser plana ou nao,

D? = %ad*Q,
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donde se vé, gragas a segunda identidade do lema 154, que € é o tensor de
curvatura da conexdo D. A identidade de Bianchi* nos diz entdo que

D =0,

donde )
69—694—%[7“,9]* =0

No caso em que 2 € Q% (M) [[R]] é central, temos entao

o0 =0,
donde
00 = Y Hrow,
k=1
o0
= Y hFdw =0,
k=1
ie.,

dwr, =0Vk eN

Assim, Q = 317, Aifwy, ¢ uma série de 2-formas fechadas no parametro fi. O
resultado seguinte é um teorema de existéncia e unicidade para a solugao r da
equagao

)
5‘7’f§r+ﬁr2:QfR
com r e {2 satisfazendo as condigoes necessdrias que deduzimos para que D = 0—
d+ rad. (r) seja plana, com r submetida a uma condigdo de calibre sabiamente

escolhida. Gragas a filtracdo pelo grau total (10.5), poderemos resolver este
problema crucial por argumentos recursivos.

Teorema 156 (Fedosov, 1994) Dada uma série 0 = .2, hi*wy, de 2-formas
fechadas, existe uma tinica solu¢do r € W3 @ Q' (M) da equagdo

7

or — ér + ﬁqﬂ =0-R (10.19)
satisfazendo a condi¢ao de calibre
o lr=0
A prescrigcao
DY =_—6+0+ [;r ] (10.20)

define uma conexdo plana D : Q* (M, W) — Q*+1 (M, W).

4Ver proposicio 81, secao 4.3.
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Prova. Primeiramente, note que a condicio de calibre 6 'r = 0 implica a
condicao de calibre de Weyl rg = 0, pela observagao 151.

Suponha que r € W3 @ Q! (M) (= 190 = 0) seja solugao da equagao diferen-
cial (10.19) e satisfaca 6 'r = 0. Essa condigio de calibre simplifica a decom-
posi¢do de Hodge-de Rham (10.11) de r a

r=206tor (10.21)

(agora fica claro o porqué da notagao 6~ 1. Aplicando o operador 6 ! a (10.19),
vem

r=0"'R+4o" <8r+ %73 —Q). (10.22)

Agora faremos uso fundamental da observagao 151. Veja que O preserva a
filtracao (10.5), ao passo que 671, assim como 4%, gradua de uma unidade a
supersecdo em que atua. Dessa forma, iterando a equagao (10.22), obtemos
cada termo de r a partir do termo de grau imediatamente inferior, a comecar
do termo de grau 3, que denotaremos por r3 e calcularemos de uma vez, a titulo
de ilustracao.

Como assumimos r € W3 ® Q! (M), temos que r3 é dado simplesmente por
r3 = 6 'R. Usando a definicio do operador 61, e lembrando a acéo de §* em
monomios, dada por (10.9), vem

r3|lU = ﬁlzé* (ilewdun vV dut @ dut A du”)
_ % Ry 8™ (du Vv du* @ du A du?)
= %me (du® v du* V du* @ du” — du® v du* V du” @ dut)
_ % (Renw — Riwp) du v du v du @ du”
= émedu” Vdut V dut @ du?,

pois o tensor de curvatura é antissimétrico nos dois 1iltimos argumentos vetoriais
(ver eq. (3.25)).
Isso garante a existéncia da solucao do “problema de Cauchy nao-homogéneo”

ot (or + %7‘2) —r=40"1(Q-R)
reWs®Q (M) (10.23)
o tr=0

Para unicidade, suponha que haja duas solugdes, e seja w a sua diferenca.
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Entao, w serd solu¢ao do seguinte “problema de Cauchy homogéneo”
ot ((’910 + %w2) —w=0
w e W3 Q! (M)
T tw=0

Ocorre que a unica solu¢ao possivel para esse iltimo problema é a segao
identicamente nula. Com efeito, se o termo nao-nulo de grau mais baixo de uma
solugao w tivesse grau g < oo, entdao o termo nao-nulo de grau mais baixo de
6 'Ow teria grau g + 1, ao passo que o termo nao-nulo de grau mais baixo de
6 tw? teria grau 2g + 1. Absurdo.

Reciprocamente, admita que r ¢ solugao de (10.22). Nesse caso, a nilpoténcia
do operador 6! (vide identidade (1) do Lema 152) garante que toda solucio
de (10.22) satisfaz automaticamente a condigio de calibre 6 'r = 0. Vamos
mostrar que 7 é solugdo de (10.19). Isso equivale a mostrar que a secdo A
definida pela diferenca dos dois membros de (10.19), i.e., por

Azér—@r—%rQ—R—FQ (10.24)
é a secgao identicamente nula.

Primeiramente, vejamos que a se¢ao A definida acima é solugao do seguinte
“problema de Cauchy homogéneo”

{ SA—0A—[ir, Al =0 (10.25)

7 tA=0

De fato, aplicando 6" a (10.24), obtemos

5IA = s ler—st (R—l—ar—i—;rQ)

= 0 'or—7r por (10.22)
= 0 por (10.21),

ao passo que, aplicando ¢ a (10.24), obtemos
§A = 557"5(R+57"+;ir2)
= —dR-—-90r— %(5 (r*)  pelo lema 152, id. (1)
= —0R-—00r — % [or,r], lema 152, id. (3)

= —0R+96r+ % [r,or], lema 154, id. (1).
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Ora, calculando 0R (use a agdo do operador § em mondmios, dada por
(10.8)), obtemos

SR|IU

1
§ <4Rwydu~ Vdu* @ dut A du”)
1
ZR“)‘W& (du” v du* @ dut A du)

1

2o (du® © du™ A du A du? + du” @ du A dul* A du”)

1
= i (Rﬁ)\w/ + R/\K/J,l/) du® ® d’Ua)\ A dut A du”
0

)

pois as componentes do tensor de curvatura satisfazem

RI’@)\MV = _R)\HMV'
Assim, temos _
§A = 31 + % [, 67], . (10.26)

i

Calculemos agora os termos 0A e [ﬁr, A] , a partir da definigao (10.24).

OA = 05r — OR = r — 20 (r?).
Temos:

OR = 0 (conseqiiéncia da identidade de Bianchi, eq. (4.8))

92 — [;R, r} (pelo Lema 154, id. (2))

%8 (r*) = {87", ;r] (pelo Lema 153, id. (1)),

donde segue que

1 )
0A = 9or — {hR, r} ) — {87"7 ﬁr] - (10.27)

Temos ainda:

i B B SO
[ﬁr,AL = _ﬁr,&r R—Or hr]

=[]+ [fe] + or]
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donde segue que

h h

que, juntamente com (10.26), d4

HA + {Zr, A} — 907 + [ZT, 5r] :

0A — <6A + [ﬁﬂ A} *> = 06r + [, 0], — dbr — {ﬁn 67} = 0,

ie.,
SA—9A - [;r A} =0, (10.28)

que é o que faltava para verificar (10.25).
Estamos agora em condigbes de mostrar que A é a se¢do identicamente nula.
Aplicando 6" a (10.28), obtemos

5164 — 51 (8A + [;r A} ) —0,

donde, usando a decomposigao de Hodge-de Rham (10.11) de A juntamente com
a condicio 6 'A =0 (= Ay = 0), vem

A=6t <8A+ [;’F,A:| ) .

Vemos entdo recursivamente que cada termo da segdo A se anula, como
querfamos mostrar.
Isso encerra a prova do teorema. m

Segue de simples consideragoes de grau na férmula recursiva (10.22) o seguinte

Lema 157 Sejar € W3 @Q! (M) dada pelo teorema 156 com Q0 =312, hfwy,.
Entao, r; depende apenas das 2-formas fechadas wy, - - - Wizt se j é impar, ou
Wi, ,wji, sej épar. Ademais, o termo de menor grau a depender de forma
néo-trivial de wg € da forma

rore1 =6 (BFwy) + Sans1,
onde a se¢io say1 € Wi @ QY (M) ndo depende de wy.

A conexao plana D dada pelo teorema 156 acima ¢ chamada a conezio de
Fedosov associada a SQ.

Definicao 158 O conjunto das se¢des horizontais com relacdo a D é denotado
por Wq e chamado édlgebra horizontal de D.
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O fato de que Wq ¢ uma C [[h]] —subdlgebra de W decorre do fato trivial de
ser D uma derivagdo da C[[A]] —élgebra W.

Teorema 159 (Fedosov, 1994) Seja D : Q* (M, W) — Q**! (M, W) a conexio
de Fedosov associada a 2 no superfibrado de Weyl.

Para cada secao central b € Z ~ C*> (M) [[h]] existe uma unica se¢io hori-
zontal a € Wq tal que b =0 (a).

Prova. Langaremos mao novamente de argumentos de recursao.
Seja b € Z ~ C* (M) [[A]] uma segao central.
Desejamos mostrar que o problema

Da=0
{ a0 = b (10.29)

tem uma inica solugao.

Uma tal solugao certamente satisfard 67 1a = 0, pois nao tem parte antis-
simétrica, por hipdtese.

A condigéo de horizontalidade Da = 0 pode ser reescrita como

da = da + [;r,a]*,
por causa de (10.20).
Aplicando 61, obterfamos, devido a decomposicio de Hodge-de Rham (10.11)
e as condicdes 6 'a=0eag=b,

a=b+0" <8a+ [;7‘, a] ) . (10.30)

Suponha que o problema (10.29) admita duas solugdes, e seja w a diferenga
entre elas. De (10.30) segue que

w=20¢" <5‘w—|— [;r,w] > .

Por um argumento recursivo idéntico ao utilizado na prova do teorema an-
terior concluimos que w = 0.

Portanto, se existir, a solu¢ao de (10.29) é mesmo tnica.

Resolvendo (10.30) recursivamente para a, obtemos os termos de grau maior
a partir dos termos de grau menor, reconstruindo a se¢ao plana a € Wp a partir
de seu simbolo o (a) = a9 = b,de modo univoco:

b 1 0%
— Bz 1 v
a|lU b|U + ((M#du + 23u“8u”du V du (10.31)
1 9%

———————du" vV du" Vv du”
+6 durdu dur “ “
1 oy OD y
—ﬂR)\WNw ”—aupdu)‘\/du“\/du + -
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O fato de que A = Da = 0 segue de cdlculos andlogos aos desenvolvi-
dos na demonstragao do teorema anterior, mostrando-se que a supersecao A €
Q' (M, W) satisfaz as condicdes 6 'A=0e DA=D?a=0. m

Este tltimo teorema nos diz que a aplicagdo simbolo o (10.6) induz uma bi-
jecao entre Wq e C (M) [[1]], que denotaremos pelo mesma letra o. Podemos
usar essa bijecdo para transportar a estrutura algébrica de Wq para C*° (M) [[A]].
O pull-back do produto de Weyl o em Wq para C*° (M) [[#]] via o, que deno-
taremos por xq, ¢ o que chamamos produto de Fedosov associado a §2, dado
por

a(h)xob(h) =0 (o7 (a(h)) oo™ (b(R))).

Verifica-se facilmente, com auxilio dos primeiros termos calculados em (10.31),
que % é um produto-estrela, segundo a definigao 132.

Exemplo 160 Consideremos o produto-estrela de Fedosov g obtido pela con-
strugao acima com = 0 para a variedade de Fedosov (RQn,UJ, V), onde

w = wyde! Adz”

tem coeficientes constantes w,, € R e V é a conexdo trivial, i.e., com simbolos
de Christoffel todos nulos. A conexdo

D:8—5:8+%ad*dz

ja é plana, uma vez que sua curvatura é a se¢do central —w. Logo, D = D ¢
a conexdo de Fedosov procurada. A dlgebra horizontal Wy de DY é dada pelas
se¢oes a = a (x,y, h) tais que

da oa

dur— Oym
Logo, dada a € Wy, existe uma fungdo formal ao (z,h) € C*> (R?") [[A] tal que

— 1
a(z,y,h) =ao(z+y,h) = Z Waﬂlo (x, h) y*
|Z|=0 """

se escreve como uma série de Taylor de ag. Note que esse mesmo resultado
poderia ser obtido pela continuacao de (10.31), uma vez que a curvatura de V é
nula. Calculando o simbolo o do produto de Weyl o de duas se¢ées horizontais
a=a(z,y,h) eb=>b(zx,y,h), obtemos o produto-estrela de seus stmbolos:

ag*obp =0 (aod)

0

Oxh

0
® ai[,'y I) (a07b0)}

que vemos ser exatamente o produto-estrela de Weyl-Moyal *yr apresentado na
secdo 8.2.5.

= exp (—ﬁ;w‘“’

x
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Lema 161 (Bertelson-Cahen-Gutt, 1997) O produto-estrela de Fedosov xq =
Sorto hrCSt associado a série de 2-formas fechadas Q = ooy hFw, é tal que,
para todo v € N, a cocadeia C! s6 depende das 2-formas fechadas wy, -+ ,wy_1.
Tem-se, para todo r € N e todas as fungoes f,g € C® (M),

Oy (£,9) = wr (V. Vag) + Dra (£,9)
onde D41 € thff (M) depende apenas das 2-formas fechadas wy, -+ ,wyp_1.

Prova. Dada uma fungdo fy € C*° (M) C C* (M) [[A]], reconstrua a segao
horizontal

f = Z fk S WQ?
k=0
fk e Wy, VE €N
que tem como simbolo o (F') = fy. Apelando ao lema 157, temos que o termo

de menor grau em f que depende de wy é fory1, € que essa dependéncia é
proveniente do termo

1l
6t |:ﬁ7‘2k+1>f1:|

*

na equacao recursiva (10.30). Ainda o lema 157 nos diz que fory1 € da forma

for1 = %571 (67" (Krwy) , f1], + 1.

onde f ndo depende de wy. Desse modo, dadas funcdes arbitrarias f,g €
C> (M), o termo de grau mais baixo em

forago=0(c""(fo)oo " (g90)) =0 (fog)

a depender nao-trivialmente de wj provém de

o (fok+1 091 + f10926+1)

que é um termo de grau total 2 (k + 1) e, portanto (lembre-se de que % contribui
com grau 2), estd em A*1CL | (fo,90). ®

Os produtos-estrela de Fedosov estao espalhados por todas as classes de
equivaléncia-estrela da variedade simplética (M,w). Com isso, queremos dizer
que todo produto-estrela diferencial de (M,w) é equivalente a um produto-
estrela de Fedosov. Mais precisamente, temos o seguinte

Teorema 162 (Bertelson-Cahen-Gutt, 1997) Seja (M, w, V) uma variedade
de Fedosor®. Seja € um sistema de representantes de classe para HgR (M), i.e.,

5Nzo hé perda de generalidade aqui: toda variedade simplética pode ser munida de uma
conexao simplética livre de tor¢ao, como vimos na proposicao 101, na se¢ao 4.5. Precisamos
fixar V no enunciado apenas para deixar claro de que produtos de Fedosov estamos falando.
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um conjunto de 2-formas fechadas em M tal que toda 2-forma fechada em M
é cohomdloga a exatamente um elemento de €. Entao, dado um produto-estrela
diferencial x em M, existe uma segiiéncia {wy}r., C € tal que * é equivalente
ao produto de Fedosov associado a

Q= Q(Q:a*) = Zﬁkwk
k=1

Prova. A prova segue por inducao em r € N, assumindo como hipétese de

indugdo que temos wi, -+ ,w, € € tais que existe um produto-estrela *' =

> ne °Cy, equivalente a x = Y77 i*C}, que coincide com o produto de Fe-
K

dosov *, = 322 iFC") associado a ©, = > hFwi até a ordem r + 1 no
k=1

parametro de deformacao h. Pelo teorema 148, a antissimetrizacao da difer-

enca entre *' e %, em ordem r + 2 fornece uma 2-forma fechada cohomdloga a,

digamos, w,4+1 € €, i.e., existe a € Q (M) tal que vale

skew (C,',+2 T+2) (f,9) = (da +wri1) (Vo f, Vug)

quaisquer que sejam as fungoes f,g € C* (M). Em vista do lema 161, sabemos

1 s .
que os produtos-estrela x, € *41 = > pep fikC’,ngr ) _ este tiltimo associado a
r+1
Qg1 = E hFwy, — coincidem até a ordem r + 1, e que sua diferenga em ordem
k=1

r + 2 é exatamente w, 1. Portanto, *' e .41 também coincidem até a ordem
r+ 1.
Note agora que temos

skew (Cluy = CUEY) (f,9) = skew (Clyy = €1+ C1y = GV (£,0)

= skew (C’,,f+2 — C’ﬁi)Q) (f,g) + skew (C’f,:_)z ,Ef;”) (f,9)

= (dO{ + w7"+1) (VUva vwg) - UJT"+1 (vwf7 vwg)
=da(V,f, vwg) )

ou seja: a antissimetrizacao da diferenga entre +” e %, 1 fornece uma 2-forma
exata da. Em vista do teorema 148, existe entdo um produto-estrela " =
> neo M*Cy equivalente a %, e — por transitividade — a *, que coincide com
*r+1 até a ordem r + 2. Isso prova a indutividade do argumento e conclui a
demonstracao do teorema. m

Como conseqiiéncia do teorema acima, obtemos a prometida parametriza-
¢ao dos produtos-estrela diferenciais de uma variedade simplética (M, w) pelas
séries de poténciais numa indeterminada A com coeficientes no segundo grupo
de cohomologia de Rham de M. Mais precisamente, temos o seguinte



252 CAPITULO 10. A CONSTRUCAO GEOMETRICA DE FEDOSOV

Corolario 163 A aplicacao

Ui Hgp (M)[[A]]  — Star (M,w) [~
[ =32 2 k]~ [xal

é uma bijecao.

Prova. A sobrejetividade decorre do teorema anterior. Falta mostrar que
U estd bem definida e que é injetiva, i.e., que duas séries Q e Q' induzem
produtos-estrela de Fedosov associados xq e xqrequivalentes se, e somente se, sao
cohomélogas. Isso decorrerd do teorema 148 juntamente com o lema 161. Com
efeito, se xq = Z;’;O hjCJQ e xq = Z;io ﬁjC’?l coincidem até a ordem 7, entao
o teorema 148 nos diz que a antissimetrizagao de sua diferenca em ordem r + 1
produz uma 2-forma fechada, que, pelo lema 161 é exatamente w, — w’.. Agora,
invocando outra vez o teorema 148, temos que se [w,] = [w]] (ou seja, se w, —w,
é exata) entdo xq € equivalente a um produto-estrela que coincide com *q/ até
a ordem r + 1. Prosseguindo indutivamente, no caso [Q] = [€?'], construiremos
uma equivaléncia entre xq € *q/. Por outro lado, o mesmo teorema 161 nos diz
que se Q e ' nao sdo cohomoélogas, entéo *xq € xgr nao podem ser equivalentes.
]

Vemos assim que, em geral (numa variedade simplética compacta, por ex-
emplo), hd uma pléiade (a palavra vem bem a calhar) de classes de equivaléncia
de produtos-estrela numa dada variedade simplética. Qual delas merece o sta-
tus de “quantizacdo canonica” desta variedade, se é que alguma merece? Essa
questao é decidida — quando o é — pela consideragao das simetrias cldssicas do
problema, caso a caso. Importantes teoremas jé foram provados nesse sentido,
e esta seria uma continuagao natural dos estudos iniciados nesta dissertagao.
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