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Resumo

Este trabalho se propoe a encontrar métodos precisos do ponto de vista da teoria de finangas
para modelar a estrutura a termo de taxas de juros do mercado interbancario brasileiro. Mode-
lamos as taxas de juros ao longo de todas as maturidades sem deixar de levar em conta as decisoes
da autoridade monetaria brasileira. Para isto, escrevemos a taxa spot DI-overnight como uma
soma de dois processos mais simples: a meta Selic vista como um processo de Markov e o spread
entre as duas grandezas citadas, meta Selic e taxa interbancaria, tratado como um processo de
Ornstein-Ulenbeck com reversao & média. A parte longa da curva de juros foi descrita segundo
o modelo HJM que aplica as condi¢oes de nao arbitragem sobre os bonds para estabelecer um
vinculo entre as taxas em diferentes maturidades. O framework HJM tem como entradas a taxa
spot e a volatilidade da taxa forward. A taxa spot foi utilizada como descrito anteriormente e
para a volatilidade da taxa forward desenvolvemos duas aplicagoes particulares bastante inte-
ressantes: sob a hipétese da volatilidade da taxa forward ser uma constante e posteriormente
segundo a volatilidade do modelo de Vasicek. Estimamos todos os parametros, em ambos os ex-
emplos, com os dados do mercado interbancéario brasileiro lancando mao do método da Maxima
Verossimilhanca. Ao final do trabalho, realizamos técnicas tradicionais como backtesting para

avaliacao dos resultados encontrados.

Palavras-chave: bonds, taxa spot, taxa forward, estrutura a termo de taxa de juros.
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Capitulo 1

Introducao

O entendimento da evolugao da estrutura a termo de taxa de juros é do interesse de macroe-
conomistras, gestores financeiros e gerentes de risco. Isto motivou significativos avangos na
abordagem teorica e empirica deste assunto nos ultimos anos. Os principais modelos desenvolvi-
dos nesse periodo podem ser classificados em dois tipos: modelos de nao arbitragem e modelos
paramétricos. Os modelos de nao arbitragem se subdividem em: uma abordagem com os tra-
balhos de Vasicek (1977), Cox et al. (1985) e Black et al. (1990), em que o comportamento de
muito curto prazo é modelado e nos modelos que adotam a taxa forward como ponto principal
na construcao da Estrutura a Termos de Taxas de Juros (ETTJ) cujo relevante modelo proposto
foi de Heath et al. (1992). Os modelos paramétricos ou estatisticos sdo compostos pelos modelos
de fatores, componentes principais e interpolagoes. Dentre os modelos de fatores encontram-se
Nelson and Siegel (1987), Diebold and Li (2006) e Svensson (1994) nos quais se procura explicar

a dinAmica da estrutura a termos com base em trés e quatro parametros propostos pelos modelos.

No presente trabalho estudaremos os modelos de nao arbitragem, mais especificamente, aquele
proposto por Heath et al. (1992) para construir a curva de juros de longo prazo para o mercado
brasileiro. A publicacao de David Heath, Robert A. Jarrow e Andrew Morton nos anos 90 foi
uma das pioneiras na direcao de compreender a estrutura dos juros em diferentes maturidades

sob o ponto de vista tebérico. Os autores analisam a curva de juros como um objeto abstrato



possuidor de propriedades proprias, porém relacionadas com os demais ativos da economia no
sentido de existéncia de uma medida neutra ao risco. Na verdade, Os autores de Heath et al.
(1992) constroem um framework que comporta intimeras interpretagdes para a ETTJ fazendo

uso apenas dos pressupostos citados anteriormente.

Algumas variaveis e fungbes sdo necessirias para a completa determinagdo da estrutura a
termo dentro do quadro em questdao. No caso do modelo HJM, a fungdo de volatilidade da
taxa foward e a taxa de juros spot nao sao especificadas. Portanto, precisaremos estudar suas

caracteristicas para, posteriormente, integra-las ao modelo e determinar a ETTJ completamente.

A taxa de curto prazo tem sido alvo de muito estudo nos ultimos anos. No Brasil os estudos
se concentram, sobretudo, na tentativa de prever as decisoes da autoridade monetaria como
feito em Muller (2009). Nos, no entanto, nao temos este intuito. Desejamos modelar a taxa
de curto prazo do ponto de vista dos processos estocasticos de maneira simples e bem ajustada
para anexé-la ao modelo HJM e escrever a curva de juros nominais ao longo das maturidades.
Nessa linha de trabalho, proporemos uma solugao nova e muito potente para descrever a taxa
de curto prazo considerando as decisées do Banco Central; sem, para isso, fazer uso dos modelos
com saltos. Escreveremos a taxa spot como a soma de dois processos bastante conhecidos: um
processo de Markov para a meta Selic e o modelo de Ornstein-Ulenbeck para o spread entre meta
Selic e taxa DI-overnight. Alguns exemplos da modelagem de processos com saltos podem ser

visto em Piazzesi (2005), Das (2002), Johannes (2004) e Cavalcante (2010).

A volatilidade da taxa de juros brasileira ja foi estudada anteriormente em La Roque and
Garcia (1996). Aqui, nosso foco se restringe a dois casos bem particulares para o segundo
momento da estrutura de taxas forward: supor que a volatilidade é constante e também seguindo

a funcao de volatilidade do modelo de Vasicek.
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1.1 A estrutura da dissertacao

A presente dissertacao esta dividida em sete capitulos seguidos de Referéncias e os Anexos. O

breve resumo sobre cada capitulo pode ser visto como segue:

1. Introducao: Breve abordagem histérica dos topicos que sao tratados no texto e contextu-

alizagao com a literatura relacionada;

2. Taxa de Juros Spot: Exploramos os conceitos da taxa de juros de curto prazo, apresentamos
um modelo para descrevé-la e calibramos os pardmetros do mesmo passando rapidamente

pelos resultados da estimacao;

3. O Modelo HJM para a Taxa Forward: Detalhamos o modelo HJM e apresentamos alguns

métodos bastante comuns na literatura para estimagao dos parametros;

4. A Estrutura a Termo de Taxa de Juros: Este capitulo é o principal do trabalho do ponto
de vista teodrico. Nele, integramos os modelos para taxa de curto prazo e taxa forward
para obter a ETTJ completa e adaptada ao mercado brasileiro. Estudamos dois casos
particulares para a volatilidade da taxa forward: supondo constante nas maturidade e

seguindo o modelo de Vasicek;

5. Dados e Resultados: Apresentamos os dados para as calibragem com uma detalhada
secao sobre os futuros de DI que sdo os principais insumos para as estimacoes propostas.

Dedicamos uma secao para apresentacao e discussao dos resultados;

6. Conclusdo: Aqui avaliamos o presente trabalho e deixamos diversos assuntos para estudos

futuros. Na tultima se¢@o concluimos baseados nos resultados e na abordagem teorica;
7. Referéncias Bibliograficas.
8. Apéndice A - Solugdo do modelo OU.

9. Apéndice B - Os contratos futuros de DI e sua época.



Capitulo 2

Conceitos Preliminares e Notacao

Neste capitulo faremos uma revisado dos conceitos bésicos de calculo estocéstico, estatistica e
outros topicos de matematica e finangas que serdo usados ao longo do texto. As principais
referencias para este capitulo podem ser facilmente encontradas em Korn and Korn (2001),

Oksendal (2002), James (1981), Shreve (2004) e Zubelli (2005).

2.1 Calculo estocastico

Comegaremos definindo conceitos béasicos de calculo estocéstico e extraindo os principais resul-

tados.

Definigao 2.1 (Espago de Probabilidade) Um espago de probabilidade é a tripla (2, A, P)
em que:

Q € um conjunto nao vazio,

A é uma o-dlgebra de subconjuntos de €1, e

P € uma probabilidade em A.

Definigao 2.2 (Filtragao) Seja {F;}ier uma cole¢io de o—dlgebras de F e T um conjunto de

nimeros ordenados tal que, dados Fs e Fy € {Fiter € s < t, vale Fs C Fy. A cole¢ao {Fitier
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€ chamada de Filtracao.

Definigao 2.3 (Processo Estocastico) O conjunto {(Xy, Fy) hrer formado pela filtra¢ao {F; et
e uma famdlia de varidveis aleatdrias, Xz, tomando valores no R™ com Xy — Fy mensurdvel, €

chamado de processo estocdstico com filtracao {F; ez

Ao longo deste texto, por vezes usaremos Z sem especificacdo, porém fica subentendido que

7=100,T].

Definigao 2.4 (Movimento Browniano) Seja o espaco de probabilidade (2, F,IP). Definire-

mos um movimento Browniano como sendo o processo {Ws}i>0 com caminhos continuos tal que:
Wo=0, P - q.t.p.

Wy —Ws ~N(0,t—s), s<t,e

Wy — Wy independentes de W, — Wy, para 0 <r <u < s <t.

Definigao 2.5 (Browniano d-dimensional) Um movimento Browniano d-dimensional é um

processo estocdstico com valores em R™, W (t) = (Wy(t), Wa(t), ..., Wy(t)) tal que cada compo-

nente € um movimento Browniano unidimensional e W; € independente de W; se i # j.

Definigao 2.6 (Martingal) Dado o par { Xy, Fi}iez, definido por um processo com valores reais

tal que E[Xy] < 0o para todo t € T e Fi, uma filtragao, onde I é um conjunto ordenado, entao:

(Xt) € um super-martingal, se para todo s, t € I, s <t temos:

E(Xt|]:s) < XSa P— Q~t~p- (2'1)

(Xt) € um sub-martingal, se para todo s, t € I, s <t temos:

E(Xt|Fs) < Xs: P— Q-t-p- (2‘2)
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(X:) € um martingal, se para todo s, t € Z, s <t temos:

E(X:|Fs) = X5, P—q.t.p. (2.3)
Teorema 2.1 O movimento Browniano {W;}i>o € um martingal.

A demostragao pode ser encontrada em Korn and Korn (2001).

Definigao 2.7 (Variagao quadratica) Dado o processo estocdstico { Xy }ier, definiremos a vari-

agao quadrdtica (X )¢, como

(X)1 = Lm0 Y (Xen — Xgn)? (2.4)
i=1

onde Il ={0=tj < .. <ty =T}.

Definigao 2.8 (Processo Simples) Um processo estocdstico X = {X;}1ez € chamado processo
simples se existem niumeros reats 0 = tg < t1 < ... < t, = T, p € N, e varidveis aleatorias
¢, :Q =R, ¢=0,1,...,p com &9 — Fo mensurdvel e ®; — F;, | mensurdvel tal que valha a

sequinte representacao:

para cada w € §2.

Definigao 2.9 (Integral Estocastica) Para um processo simples X = {X;}er a integral es-

tocdstica 1(X), para cada t € [0,T], é dada por

L(X)= [ XdW,= Z Qi (Wint — W, _iat) (2.6)

Definigao 2.10 (Processos Progressivamente Mensuraveis) Um processo estocdstico {th}—t}te[O,T}
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€ dito progressivamente mensurdvel se, ¥V t > 0, a fung¢do

0,7] x Q@ = R"

(s,w) = Xs(w) (2.7)
¢ B([0,T)) ® F¢ mensurdvel.

Definigao 2.11 (Espagos L?) Definimos o espago L?[0,T] como o conjunto dos processos es-

tocdsticos { X, Fi}rejo,r) tais que, {Xi}eepo,r) € progressivamente mensurdvel e

E (/Ot det) < oo. (2.8)

Definimos ainda a norma de X = { X4 }1ez em L*[0,T] como o valor finito dado pelo lado esquerdo

da Equacdo (2.8) e denotamos este valor por {L?[0,T]}.

Teorema 2.2 Dado um processo estocdstico arbitrdrio, X € L?[0,T] ele pode ser aprozimado
por uma sequéncia de processos simples XM Ou seja, existe uma Sequéncia XM de processos

simples com

t 2
LM —socE / <X5 - X§”>) ds = 0. (2.9)
0
A demostragao precisa deste resultado por ser encontrada em Korn and Korn (2001).

Teorema 2.3 (Isometria de It6) Eziste uma tinica aplicagdo linear J, definida em L?*[0,T],
com valores no espago dos martingais continuos definidas em [0,T] com relagio a {Fi}iepo,r) que

satisfaz as condigoes:
Se X = {Xi}ier € um processo simples entao P(Jy(X) = I,(X);V t € [0,T]) = 1.

O processo satisfaz a isometria de Ito,

E (Ji(X)%) =E </0t ngs> : (2.10)
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FEsta aplicagao linear € unica. Detalhes podem ser vistos em Korn and Korn (2001).

Definigao 2.12 (Integral Estocastica) Para X € L?[0,T] e J como no Teorema 2.3, defini-

mos a integral estocdstica do processo X com relagdo a {Wi}ejo.) como sendo:

/t X dW, = Jy(X). (2.11)
0

Teorema 2.4 Para qualquer X € L?[0,T] a integral de Ito,

t
/ X dWs, (2.12)
0

é um Fy martingal em [0,T]. Em particular, a integral dada em (2.12) tem esperanca igual a

ZETO0.

Demostragao deste resultado encontra-se em Korn and Korn (2001).

2.1.1 Integral de Ito6

Definigao 2.13 (Processo de Itd) Seja{ W(t), F;}i>0 um movimento Browniano m-dimensional,
m € N. {X(t),Fi}t>0 € chamado um processo de Ito se ¥ t > 0, X(t) pode ser representado

como

t moot
X (t) = X(0) +/0 K(s)ds + Z/o H;(s)dW;(s) P — q.c. (2.13)
j=1

Onde, {K(t)}+>0 e {H(t)}+>0 sao processos estocdsticos progressivamente mensurdveis e satis-

fazem

t
/ |K(s)|ds < oo
0

/t H?(s)ds < oo (2.14)
0
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Vt>0,i=1,..m. Além disso, um processo de Ito d-dimensional X = (X, X x(d)
consiste de um vetor, tal que cada componente € um processo de Itdé a valores reais.

Definigao 2.14 (Variagao Cruzada) Sejam X e Y dois processos de Ito tomando valores reais

com representacao,

L(s)ds + /Ot M(s)dWs (2.15)

entao,
mo
(X,Y) —Z/ H;(s)M;(s)ds. (2.16)
0
2.1.2 O Teorema de Girsanov

Seja { X (t), Fi }+>0 um processo m-dimensional, progressivamente mensuravel; seja ainda {F }+>0

a filtracao Browniana com

/t X?(s)ds < oo, (2.17)
0

Vi>0ei=1,2,...,m. Considere também

2(t,X) = exp (-Z/O X, (s)dWi(s) — ;/0 HX(s)H%s). (2.18)

Em geral, Z(t, X) ndo é um martingal. Porém, nos casos em que é, temos E[Z(t,X)] = 1, V¢t > 0.
Vamos considerar inicialmente que Z(¢,X) é um martingal (posteriormente daremos condigoes
para que isso acontega). Supondo a condigdo anterior podemos definir uma nova medida de

probabilidade Qp sobre Fr da forma:
Qr(A) =E[14.Z(t,X)], VA <€ Fr. (2.19)

Vamos assim ao teorema.
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Teorema 2.5 Suponha que Z(t, X) seja um martingal e defina {(WQ(t),ft)}tzo pOT:

)

W2(t) = W;(t) + /Ot X;i(s)ds (2.20)

para i = 1,2,....,m et > 0. Entao, para cada t € [0,T], o processo Wi@(t), € um movimento

Browniano m-dimensional definido em (0, Fr, Qr), onde a medida de probabilidade Qp € definida

pela Equagao (2.19).

A demonstracao do resultado acima pode ser vista em Korn and Korn (2001).

Na aplicacao do Teorema de Girsanov enunciado acima precisamos garantir, sob determinadas

condigoes que, Z(t, X) é um martingal.

Teorema 2.6 Uma condi¢ao suficiente para que Z(t, X) seja um martingal é

E <exp B /Ot HX(S)H?dsD < 0. (2.21)

A demostragao do resultado acima pode ser encontrada em Shreve (2004).

2.1.3 Teorema de representacao de Feynman-Kac

Definigao 2.15 (Solugao Forte) Se sobre o espago amostral (2, F,P) existir um processo con-

tinuo d-dimensional {X(t), Fi}i>0 €

Xi(t) = +/0 bi(s, X (s))ds + Y _ 0ij(s, X (s))dW;(s)

J=1
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que satisfaz,

/ Ibi(s, X(3))| + 3 02 (5, X(5)) | ds < o
0 o

Vt>0,i=1,2,....d
Entao X(t) € chamado uma solu¢ao forte da Equagao diferencial estocdstica,

dX (t) = b(t, X (£))dt + o (t, X (£))dW (t)

X(0) = (21,22, ..., Ta), (2.22)
onde b: [0,00) x RE = RY e g : [0,00) x R — RY™ sqo fungdes dadas.

Teorema 2.7 Sejam b(t,z) e o(t,x) da EDE (2.22) fungdes continuas satisfazendo

16(t, ) = b(t, )| + llo(t, x) —o(t, y)|| < Kz -y

b, )| + o (8 2)||* < K2(1 + [|=[|) (2.23)
YVt >0, z,y € R e K > 0. Entdo, existe uma solucio forte de (2.22) que satisfaz
E(|X(®)]1%) < C(1 + [|2]*) exp(CT) (2.24)

Vt € [0,T], para alguma constante C = C(K,T) e T > 0. Além disso, a menos de um conjunto

de medida nula, X (t) serd unica.

A demostracgao deste resultado pode ser vista em Korn and Korn (2001).

Definigao 2.16 (Operador Infinitesimal) Seja X (t) a unica solu¢io da Equagao diferencial

estocdstica (2.22). Suponhamos que valha a condi¢io (2.23). Para f : R — R, f € C%(RY),



13 2.1. Calculo estocéastico

definiremos o operador infinitesimal associado a X (t) como:

d d 9
(A) () = 333 aunltsa) 5 —(o) + it 2) 52 (a) .29

onde

m
air(t,z) = Z 0ij(t, z)ok;(t, ).
j=1

Descri¢ao do problema de Cauchy associado ao operador A; definido em (2.25). Seja T>0 fixo.

Devemos encontrar a fungao v(t,z) : [0, 7] x R? — R, tal que,

—ut+kv=Aw+g (t,z) € [0,T) x RY

(T, z) = f(z) r € RY. (2.26)

onde f:RY - R, g:[0,T] xR = Rek:|[0,T] x R! = [0,00). Para garantir a unicidade da

solugdo de (2.26), precisamos adicionar uma condi¢ao que consiste em:

t < M (1 v M > 1. 2.2
Ogll%lv(,x)!_ (14 J|lz]I*) >0, v> (2.27)

Ainda sera requerido de v

@< L(1+|2) L>0A>1 ou f(z)>0

lg(t,2)| < L (1 n HmH”‘) A>1 ou g(t,z)>0. (2.28)

Teorema 2.8 (Representacao de Feynman-Kac) Sendo wvdlidas as condigoes (2.28), seja

v(t,z) : [0,T] x R — R uma solugio do problema de Cauchy (2.26) com v € CY2([0,T] x R).
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Se v(t, ) satisfaz a condi¢ao (2.27), entdo temos a sequinte representagdo:

v(t, ) = EY (f(X(t)) exp (— /tT k(6 X(@))d@)) +
+E < /t Tg(s, X(s)) exp (— /t S k(0, X(e))de> ds.) (2.29)

Onde EY* denota E(./X(t) = z).

Em particular, v(t,z) descrito acima, é a unica solugio de (2.26) que satisfaz (2.28).

Prova do Teorema em Korn and Korn (2001).

2.2 Conceitos de financas

Nesta secao trateremos os principais conceitos de financas necessarios para o desenvolvimento
desde trabalho. Maiores detalhes sobre esta revisao podem ser encontrados em Korn and Korn

(2001) e Shreve (2004).

2.2.1 Definicoes basicas

Definigao 2.17 (Estratégia de trade) Uma estratégia de trading ¢ € um processo estocdstico

progressivamente mensurdvel de R*1 com respeito a {ft}te[O,T]a tal que

o(t) = (¢o(t), @1(t), ... palt))

satisfazendo

P, quase certamente e
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P quase certamente para i =1,2,...,d. O valor x = Z?:o ©i(0).p; € chamado de valor inicial de

@Y.

Definigao 2.18 (Processo de Riqueza) Seja ¢ uma estratégia com valor inicial x > 0. O

processo

€ chamado processo de riqueza correspondente & @ com riqueza inicial x.

Definigao 2.19 (Processo de Consumo) O processo estocdstico progressivamente mensurdvel

c(t) com respeito a {Fi}ieiom) com

T
/ c(t)dt < oo
0
P, quase certamente, € chamado de processo de consumo.

Definigao 2.20 (Par auto-financiado) Um par (¢, c), consistindo de uma estratégia ¢ e um
processo de consumo ¢ € chamado de par autofinanciado correspondente ao processo de Tiqueza

X(t), t €0,t], satisfazendo:

t t
X(t) :x—I—Z/ ©i(s)dPi( )—/ c(s)ds
o J0 0
Ou seja, “riqueza hoje” = “riqueza inicial” + “ganhos/perdas” - “consumo”.

Observamos que temos

para 1=1,....d.
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Definigao 2.21 (Portfélio auto-financiado) Seja (¢, c) um par auto-financiado consistindo
de uma estratégia e um processo de consumo com correspondente processo de riqueza X (t) > 0

—P quase certamente para todo t € [0,T]. Entdo, o processo

7(t) = (m(t), ..., w(d)), te[0,T]

com m;(t) = %(Q‘(f)i(t), é chamado de portfdlio auto-financiado correspondente ao par (p,c).

[Equacao do processo de riquezal

Com as defini¢ées que apresentamos é facil concluir que:

dX (t) =[r(t) X (t) — c(t)]dt+
+ X ()7 () ((b(t) — r(t)1)dt + o (t)dW (1))

X(0) = 2. (2.30)

Definigao 2.22 (Processos admissiveis) Um par auto financiado, (p,c), ou (m, c) consistindo
de uma estratégia de trade @ ou um processo de portfolio ¢ e um processo de consumo, ¢, serd
chamado admissivel para uma dada riqueza inicial x > 0, se o processo de riqueza correspon-

dente satisfizer:

X(t)>0, Vtel0,T], P—q.t.p. (2.31)

O conjunto dos pares admissiveis, (m,c) serd denotado por A(zx).
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Vamos fixar a notagao:

O processo 7(t) sera chamado de processo de desconto. Nos proximos capitulos deste trabalho

iremos nos referir a y(t) por D(t).

2.2.2 Mercados completos

Teorema 2.9 (Mercados completos) (1) Seja o par auto financiado (7, c) consistindo de um
processo de portfélio, w e um processo de consumo ¢, ambos admissiveis para alguma condi¢do
inicial do processo de riqueza x > 0, i.e., (w,c) € A. Entao o correspondente processo de riqueza,
X(t), satisfaz:
E (H(t)X(t) + /t H(s)c(s)ds) < x para todo t € [0, T]. (2.32)
0

(2) Seja B > 0 uma varidvel aleatoria F; mensurdvel e c(t), t € [0,T], o processo de consumo

satisfazendo

r=FE <H(T)B + /O ! H(s)c(s)ds) < . (2.33)

Entao existe um processo de portfélio n(t), t € [0,T], com (m,c) € A(x) e o correspondente

processo de riqueza X (t) que satisfaz

X(T)=B —P, quase certamente
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2.2.3 Arbitragem

Definigao 2.23 (Arbitragem) Um par auto financiado e admissivel (¢, c), consistindo de uma
estratégia e um processo de consumo c, € chamado de uma oportunidade de arbitragem se o

processo de riqueza correspondente satisfaz:

P(X(T)>0)>0 ou

T
P </ c(t)dt > o) > 0. (2.34)
0
Corolario 2.1 Nos mercados completos de tempo continuo nao hd oportunidade de arbitragem.

Veja Korn and Korn (2001).

2.2.4 Contratos futuros

Seguindo Shreve (2004) adotaremos que sempre havera uma tnica medida neutra ao risco, Q, e

que todos os ativos satisfazem a formula de precificacdo neutra ao riscol.

Considerando o intervalo de tempo t € [0, 7], seja a partigdo do intervalo tal que, 0 = t; <
to < ... <t, =T. Cada subintervalo [ty, 1), representa "um dia".
Suponhamos que a taxa de juros é constante ao longo de cada dia. Entdo, o processo de

desconto é dado por D(0) =1 e, para k =0,1,...,n — 1, teremos

tet+1 k
D(tx41) = exp <—/0 R(u)du) =exp | — Z R(tj)(tj+1 —tj)
j=0

que é F(tx)—mensuravel.

Sob a hipotese do bond valer uma unidade monetério no vencimento T, escrevemos seu prego

!detalhes sobre a formula de precificacio neutra ao risco podem ser obtidos em Shreve (2004)
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no tempo t; de acordo com a férmula de precificagdo

B(ty, T) = E[D(T)|F ()] - (2.35)

D(tk)
Seja o prego de um ativo no tempo t, S(t). Entao o prego forward fica:

S(tx,)

Forg(t,T) = Bltr, TV’

F(ty)—mensuravel.

Estratégia para replicar os contratos futuros

Suponha que tomamos uma posi¢ao comprada no contrato forward no tempo t;. O valor desta

posi¢ao no tempo t; >ty &

= S(t;) - S(tk)m.

Se tj = tj, entao Vj ; serd zero, como esperavamos. Entretanto para t; > t; o valor pode ser

—r(t—t)

diferente de zero. Por exemplo, se a taxa de juros é constante, entdao B(t,T) = e , € ainda,

VkJ = S(tj) — er(tj_t’“)S(tk).

Se o ativo cresce mais rapido do que a taxa de juros, o contrato forward tem valor positivo.
Nos outros casos tem valor negativo. Com o objetivo de minimizar o problema do risco de default
dos contratos forward os agentes poderiam concordar em acertar as diferencas monetéirias um

dias apoés o contrato ser lancado. Neste caso teriamos:

Vou = S(t1) — S(t) 282D _ (1)) — g0y Bl D)
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Vig = S(ts) smgg;g (2.36)
Generalizando
anl,n = S(tn) - S(tnl)m = S(T) - Bft(sn;l;—‘) (237)

Existem dois problemas com este desenvolvimento: o primeiro é que todos os ajustes do contrato
forward pressupdem que os agentes estdao dispostos a pagar o ajuste mesmo perdendo o que
teriam lucrado com o ativo; Segundo é que este processo de compra e vendas diarias requer

liquidez no mercado.

A melhor idéia relacionada aos ajustes didrios de um contrato forward é a criagdo de um
preco futuro, Fg(t,T). Assim, se um agente possui uma posi¢do comprada em um futuro entre

os tempos ti e ti+1, entao no tempo tiy1 ele recebe o pagamento

Fs(tyq1,T) — Fs(ty, T),

chamado de ajuste diario. O processo estocéstico Fg(t,T') é construido de forma que Fg(t,T)

seja F(tr)—mensuravel para cada t e

Fs(T,T) = S(T).

Além disso, a soma dos pagamentos recebidos diariamente pelo agente que adquire um contrato
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futuro no tempo zero, e leva até o vencimento é

(Fs(t,T) — Fs(to, T)) + (Fs(te, T) — Fs(t1,T) + ...
..+ (Fs(tn,T) — Fs(tn_l,T) — Fg(tn_l,T)
= Fs(T,T) — Fs(0,T)

= S(T) — Fs(0,T).

Feita a discussao acima estamos prontos para definicado dos contratos futuros.

Preco futuro

Definigao 2.24 (Prego futuro) O preco futuro de um ativo que vale no tempo T, S(T), é dado

pela formula:

Fs(t,T) =E[S(T)|F(t)], 0<t<T. (2.38)

Uma posi¢do comprada nos contratos futuros serd um acordo de trocar fluros de caixa no prego
futuro( que pode ser negativo ou positivo) durante o tempo que o agente possuir o contrato. Uma

posicao vendida nos contratos futuros recebe o fluxo de caiza oposto.

Teorema 2.10 O prego futuro de um contrato € um martingal na medida neutra ao risco, Q,
que satisfaz: Fs(T,T) = S(T). E mais, o valor de uma posi¢ao comprada (ou vendida) de um

futuro por um intervalo de tempo € zero.

A demostragao pode ser vista em Shreve (2004).



Capitulo 3

Taxa de Juros Spot

Neste capitulo discorreremos sobre a taxa de juros spot de curto prazo detalhando sua importan-
cia na politica monetaria. Proporemos equacoes capazes de explicar sua estrutura sob um ponto
de vista pouco explorado na literatura. Aplicaremos o modelo ao mercado brasileiro porém, antes
disso, revisaremos brevemente o funcionamento do mercado de taxa de juros de curto prazo no

Brasil. Maiores detalhes sobre essa revisao podem ser encontrados em FORTUNA (2007).

3.1 Taxa de juros

Nas principais economias do mundo os governos controlam as taxas de juros de curto prazo dos
papéis publicos. Na maioria dos casos o fazem constantemente para manutencao de diversos
fatores macroeconémicos extremamente relevantes para os pais. Alguns exemplo sao: inflagao,
taxa de desemprego, taxa de cambio, etc.

Nos Estados Unidos o orgao responsavel pelo controle da taxa de juros é o Federal Reserve
(FED). As decisoes referentes as taxas de curto prazo sdo tomadas nas reunides do Federal
Open Market Committee (FOMC). Ja no Brasil o controle é feito pelo Banco Central (BC), e
as reunioes sao realizadas pelo Comité de Politica Monetaria (COPOM). Em ambos os casos, as

reunioes acontecem em datas previamente determinadas, sendo que no Brasil, a frequéncia é de
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aproximadamente um vez a cada 45 dias.

O Banco central brasileiro atua ativamente na formagao da taxa de curto prazo. O mecanismo
de controle é a taxa overnight do Sistema Especial de Liquidagao e de Custodia (Selic) - que
é a taxa média ponderada das operagoes de financiamento por um dia, lastreadas em titulos
publicos federais e realizadas no Selic, na forma de operacdes compromissadas '. A outra taxa
formadora do mercado de juros de curto prazo brasileiro é dada pelos Certificados de Depositos
Interbancérios (CDIs)- que consistem em titulos emitidos pelos bancos com prazo de 1 dia. A
taxa média diaria do CDI é utilizada para determinagao do custo do dinheiro no paifs.

Neste capitulo apresentaremos um modelo para a taxa DI-overnight, utilizando informacgoes

da meta Selic determinada pelo BC nas reunioes do COPOM.

3.2 Modelo para taxa curta

Alguns trabalhos ja foram feitos com objetivo de incorporar as decisoes das autoridades moneta-
rias sobre os modelos de taxa de juros como processo de puro salto. Um exemplo pode ser visto
em Piazzesi (2005). Em uma abordagem diferente, Jackwerth and Rubinstein (1996) utilizam
os dados de mercado para estimar as probabilidades da taxa em cada reuniao. Nossa proposta
é levar em conta as decisoes da autoridade monetéria, porém de uma maneira mais simples e
apropriada para o mercado brasileiro.

Tomando com base o que foi feito em Muller (2009), conciliaremos dois modelos estocasticos
com intuito de explicar a taxa DI-overnight de forma consistente e bem ajustada. Vamos escrever
a taxa em estudo como uma soma de um processo de Markov que representa a meta Selic e o
spread entre meta Selic e a taxa DI-overnight como um processo de Ornstein-Uhlenbeck.

Nosso modelo se limitara em pressupor que os cenarios com respectivas probabilidades das
reunioes futuras do COPOM existam e sejam dados. Entendemos que isso torna o modelo mais

flexivel e adequado para o mercado brasileiro. Como discutido em Bonomo and Lowenkron

!detalhes podem ser vistos em hitp : //www3.bch.gov.br/selic/html/help _taxaSelic.html
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(2006), variaveis exégenas podem ter mais influéncia nas decisbes monetérias em paises emer-
gentes?, o que compromete as previsdes econométricas. Portanto, se houver intuicio subjetiva
do leitor relacionada as reunioes, ainda assim, o modelo proposto é apropriado.

Seja ¢, a meta da taxa de juros de curto prazo decidida pelo COPOM e r,,, a meta convertida

3 anualizada. As decisdes do COPOM sobre a meta Selic sempre sdo miltiplas

em taxa continua
de 25 basis ponts*. Portanto 7, = In(1 + 1.25bps), sendo [ um ntimero inteiro (;gq% € N).

Seja 7; o tempo da j-ésima reuniao, sendo j = 1,2, ...

Definigao 3.1 (Modelo para a Meta Selic) A taza referente a meta Selic, vy, € (Q1, F1,Py),

€ dada por um processo de Markov da forma:
N
rm(t) =In|1+ HOX[to,Tl) + Z HjX(T1,Tj+1](t) ; (31)
j=1

onde, H; € a meta da taza de juros do pais anualizada, decidida na j-ésima reuniao € Xir, r,, 1]

€ a fungao indicadora no intervalo [m;, Tiy1] € j =1,2,....

Seja rpr(t) a média da taxa dos depésitos interbancarios de um dia (overnight) expressa em taxa

continua. Ou seja, rp; = In(rd; + 1) e %, a taxa discreta observada diariamente no mercado.

Definigao 3.2 (Spread entre Meta Selic e DI overnight) Diremos que rs é o spread entre

a meta Selic e a taxa DI over. Precisamente teremos rs : R — R
rs(t) = rm(t) — rpr(t). (3.2)

ondet € [0,T], m refere-se a m-ésima reuniao do COPOM e rpy corresponde a taxa DI-overnight

no tempo t.

20 artigo foi escrito em 2006. Hoje, muitos estudiosos afirmam que a dependéncia dos mercados externos
reduziu consideravelmente.

3Seja r¢ a taxa observada no mercado referente & um determinado prazo discreto (isto inclui: dias, meses,
anos etc). A taxa continua referente ao mesmo periodo, ou seja, a taxa que acumulada continuamente resultaria
na mesma rentabilidade depois do periodo a qual a primeira se refere. De uma forma mais precisa temos:
¢ =In(1 4+ 7%).

41 basis point equivale a 0.01%.
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Existem muitos trabalhos que se propéem a testar ou fazem uso do resultado das taxas
de juros reverterem & média. Isso é verificado principalmente nas taxas de juros de paises
desenvolvidos. Nesse trabalho faremos uma hipétese diferente; proporemos que a diferenca entre
a taxa de juros e a meta Selic reverte & media. Na abordagem que estamos seguindo, esta hipotese
é mais genérica do que a primeira e, portanto, se adequa melhor ao mercado local, o qual sofre

constante intervengao do COPOM.

Hipotese 3.1 (Spread é um processo estocastico com reversao a média) O spread en-
tre a meta Selic e a taxa DI overnight pode ser modelado por uma equagao diferencial estocdstica
de Ornstein-Uhlenbeck definido na filtragao e espagos de probabilidade (Q2, Fa,P2) com a sequinte
dindmica, para t > 0:

drs(t) = n(p —rs(t))dt + ocdW (t). (3.3)

Cuja solugao para 0 < t € (ver apéndice A),
t
rs(t) =rs(0)e ™™ + p (1 —e™™) + a/ e MW AW (u) (3.4)
0

onde, | € a média do processo, o a volatilidade e n € a “velocidade” com que o processo estocdstico

reverte @ média.

Até o momento, trabalhamos com as medidas reais P; e P;. Como estamos abordando o
problema para a taxa de juros spot, admitiremos o prémio de risco igual a zero. Mais tarde,
quando estudarmos a estrutura a termo de taxa de juros, veremos que estd hipétese nao é

verdadeira para maturidades diferentes de um dia.

Momentos do processo estocastico do Spread

Partindo da solu¢ao para o modelo OU em (3.4) e da normalidade da variavel aleatoria que
descreve o modelo, temos

Elri|ro] = p+ (ro — p)e™™. (3.5)
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Dado que a esperanga do tltimo termo de (3.4) é igual a zero.

Para o segundo momento escrevemos,

2
— 1 — e 2mty. 3.6
o= ™) (3.6)
Finalmente,
2
VAR[r¢|ro] = (2’77(1 — e, (3.7)

3.2.1 Expectativa da meta Selic

Como ja foi dito no texto, nao estimaremos as probabilidades dos cenarios para reunioces do
COPOM entre as datas t e T. Dentro das hipdteses discutidas ao longo deste capitulo de-
senvolveremos as relagoes da meta com a estrutura a termo de taxas de juros (ETTJ) como
funcao das probabilidades e dos cenarios. Deixaremos as mesmas como informacao de entrada
no modelo.

Faremos algumas definigoes antes de tratar a expectativa da meta Selic

e N numero de reunides entre g e t;

l; € nimero de cendrios para a j-ésima reuniao: j =1,2,...V;

¢i,j € o 1-€simo cenério correspondente a j-ésima reuniao;
e P(ci;) ¢ a probabilidade associada ao i-ésimo cenério na j-ésima reuniao;

e H(ci;) ¢ o valor da meta Selic na reuniao j avaliada no i-ésimo cenario;
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Uma observacao importante é que {c;;} nao formam uma matriz, pois o nimero de cenérios
pode variar a cada reuniao. Enfatizamos que os cenérios sdo, além de discretos e multiplos de
25bps, finitos. Adotaremos essa hipotese (que é bastante razoével) - supor que as decisoes do
COPOM variem em um espectro finito.

Assim, a expectativa da meta Selic em func¢ao dos cenarios plausivel e das probabilidades

pode ser calculada de forma explicita:

E Ry |Fy) =
N L N N
=Y 1D |1+ H(e)+ > Hlepw) | Pley) [ Plew) |+
j=1 ]1i=0 k=1k#j k=1k#j

+1In[1+ R (to)].

3.3 Estimacao dos parametros para o Spread

O método adotado por nés para estimagao dos pardmetros do modelo de reversao & média
que descreve o spread entre a meta Selic e a taxa DI-overnight foi o estimador de méaxima
verossimilhanca. Este sera o topico da Secao 3.3.1. Maiores detalhes sobre o método podem ser

encontrados em Gouriéroux and Jasiak (2001).

3.3.1 Estimadores de maxima verossimilhanga

Os estimadores baseados na maxima verossimilhanga sao métodos estatisticos muito utilizados
para calibragem de modelos descritos por variaveis aleatérias e, em particular, os processos
estocasticos. Em geral, dado um modelo estocastico e um conjunto fixo de dados, o método da
méaxima verossimilhanca vai selecionar os valores dos parametros que produzem a distribuicao
mais provavel que resultaria nos dados observados. Ou seja, os pardmetros que maximizam
a funcao de verossimilhanca. FEstas estimativas de probabilidades méximas convergem para

as solucoes de otimizacgdo tratando-se de distribui¢cbes normais, 7' e muitas outras. Porém,
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em alguns casos complexos podem ocorrer problemas com a probabilidade dos estimadores e,

eventualmente, essas probabilidades podem nao existir.

No nosso caso de interesse, modelo OU, os estimadores de méxima verossimilhanca nao trarao

problemas de convergéncia, portanto nao precisamos nos preocupar por hora.

Considere uma amostra de n realizacoes da variavel aleatéria rs. Seja 7% os valores das
realizagdes para i = 1,2, ...,n. Segundo Gouriéroux and Jasiak (2001), os estimadores de maxima
verossimilhanga, para o modelo OU, podem aproximados por fungoes analiticas como segue.

Primeiro definimos

e :LZT (3.8)

=1
Seja p = exp (—n), entao p é dado por
i (e — )2
Os estimadores para os residuos, €;, ficam
& =17, — i —p(ryt — f). (3.10)

Seja  da forma

1
-2 2
= E C A1
1 . €; (3.11)

i=1
Por fim temos & e 9 escritos de forma analitica
i = —In() (3.12)
e
—21In(p
5o 220 (3.13)
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3.3.2 Dados para estimagao do modelo OU que descreve o spread

Os dados utilizados para ajustar os parametros do modelo para o spread, rs, foram as cotagoes
da taxa DI-overnight, liberados diariamente pela CETIP®, e a meta do COPOM fornecida pelo
B(S.

O periodo escolhido para o ajuste do modelo foi de janeiro de 2004 a outubro de 2010.
Este periodo é o maior disponivel sem mudancas substanciais de regime nas séries histéricas da
taxa DI-overnight. Desde 2004, a autoridade monetaria do Brasil tem adotado medidas muito
semelhantes relacionadas ao controle da taxa de curto prazo, o que nos conduz a constatacao de
coeréncia na amostra. O ntumero de dados é de 1786 observagoes.

Nas Figuras 3.1 e 3.2 podemos visualizar a evolucao da Selic e da taxa DI-overnight. Note-
mos que hé uma tendéncia de redugao dos juros de curto prazo no periodo escolhido, embora
existam ciclos de alta de menor magnitude. Estas amostras podem ser utilizadas para estimar
as probabilidades em cada reuniao, porém, como foi dito no inicio desde capitulo, nao o faremos

neste trabalho.
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: 1
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Figura 3.1: Meta Selic

®Maiores informagoes podem ser encontradas no website: http : //www.cetip.com.br/
5Metas em cada decisdo do COPOM, disponiveis em: http : //www.bcb.gov.br / Pec/Copom/Port/taxaSelic.asp#notas
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Figura 3.2: Taxa DI-overnight

Achamos interessante exibir o evolugdo do Spread no tempo. A varidvel aleatério cujas
realizagbes encontram-se na Figura 3.3, é r5(¢), ou seja, a taxa do spread anualizada, convertida

para taxa continua com média zero.

3.3.3 Resultados das estimacgoes

Os resultados das estimagoes dos pardmetros pelo método da méaxima verossimilhanca, descritos
anteriormente, foram:
i =0.125%, 6 = 0.0299% e 1 = 0.055.

O periodo médio para o processo reverter a média é feito sobre o ntumero de dados e o periodo
da amostra. Aqui, a velocidade de reversao foi igual a 99 dias tuteis ou 0.39 anos. Este resultado

é muito coerente com os periodos dos pequenos ciclos que ocorrem com o spread, como podem
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Figura 3.3: Spread

ser visto na Figura 3.3.

Backtesting do modelo OU que descreve o spread

Para a calibragem, fizemos uso da previsdao do modelo em 1 dia com a esperanca calculada em
(3.5). Assim, uma vez que estimamos os parametros, foi natural desenvolver a comparac¢ao com
outros métodos. A primeira comparagao é feita com os dados em d — 1. Ou seja, verificar se a
capacidade de previsao do modelo supera a hipotese de realizacdes em d serem as mesmas de
d— 1. Esse teste foi feito por meio do minimos quadrados sobre os erros. O resultado do modelo
OU é 30% mais previsivo do que o método citado acima.

Na Figura 3.4 é possivel visualizar a capacidade de ajuste do modelo
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Figura 3.4: Erro da previsao 1d x observagoes

3.4 Comparacao com método da interpolacao linear

Desenvolvemos uma comparacao entre o modelo proposto neste capitulo e o método da inter-
polagao linear para as expectativas da taxa de curto prazo DI-overnight ao longo do tempo.
A interpolagéo linear é extensamente utilizada no mercado; as taxas interpoladas sdo extraidas
dos futuros de DI mais liquidos negociados no mercado. Em geral, fatores como: prémio de
risco, prémio de liquidez e a segmentacao do mercado nao sao levados em conta na interpolagao,
embora possam influenciar nas taxas negociadas dos futuros de DI.

A comparacgao sera feita para uma data especifica; deste modo, serd possivel visualizar as
diferencas nos métodos para todo o horizonte em estudo e nao apenas para determinados vértices.
A data escolhida nao contém nenhuma particulariedade com relagao as demais. Sendo assim, a
comparacao dé uma idéia bastante clara das diferencas desses dois métodos na pratica.

E importante salientar que nao é objetivo deste trabalho estimar as probabilidades das reu-
nides do COPOM. Usaremos um exemplo baseado nas expectativas do mercado’ para os valores

esperados das reunioes.

TAs expectativas aqui apresentadas foram extraidas dos futuros de DI negociados no dia 13-out-2010
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Datas das reunioes | Variagoes na Meta (bps)
20-out-10 0
8-dez-10 0
19-jan-11 25
2-mar-11 0
20-abr-11 25
8-jun-11 75
31-ago-11 25
19-out-11 0
30-nov-11 0
18-jan-12 0
7-mar-12 0
18-abr-12 0
30-mai-12 0
11jul-12 0
29-ago-12 -50
10-out-12 -25

Tabela 3.1: Expectativas do mercado para variacoes da Meta Selic em 13-out-2010

A Tabela 3.1 contém as expectativas do mercado para as reunioes do COPOM no horizonte
de dois anos. Assim, para um tempo, t > 0, a expectativa para a taxa DI-overnight pode ser
calculada isolando rp; na Equacao (3.2) e tomando o valor esperado. A taxa DI-overnight,
segundo a sensibilidade do mercado no dia 13-outubro-2010, pode ser vista na Figura 3.5 para

horizonte de dois anos.

O meétodo da interpolacao linear é aplicado diretamente nas taxas dos Futuros de DI mais
liquidos, que consiste nas taxas acumuladas da data inicial até o vencimento do contrato futuro.
Assim, para comparar o modelo proposto com este método é necessario calcular a taxas acumu-
ladas em cada dia do horizonte em estudo. Na Figura 3.6 apresentamos os dois métodos. Fica
bastante evidente que a interpolagao pode conduzir aos erros significativos sobre as expectativas

do mercado, independente das estimagoes para a meta Selic.
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e

——Expectativas para Taxa Dl-overnight
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Figura 3.5: Expectativas da taxa DI-overnight(13-out-2010)
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Figura 3.6: Expectativas da taxa DI-overnight acumulado (13-out-2010)



Capitulo 4

O Modelo HJM para a Taxa Forward

No presente capitulo desenvolvemos o modelo HJM segundo Shreve (2004) e Brigo and Mercu-
rio (2001) comentando suas vantagens e limitagoes. Apresentaremos também dois métodos de

calibragem utilizados na literatura.

4.1 Introducao

Historicamente, a primeira alternativa importante para a parte curta (short-rate) da curva de
juros foi proposta por Ho and Lee (1986), modelando a evolu¢do da curva de taxa baseada
nas propriedades da arvore binomial. Suas intui¢es basicas foram trabalhadas em um modelo
continuo por Heath et al. (1992). Mais tarde, os mesmos desenvolveram um ambiente simples
para modelar a dindmica de diversas curvas de juros partindo de principios de nao arbitragem e
relagoes entre taxas forward — spot. A primeira hipdtese desse modelo parte da Equagao abaixo
para a taxa de curto prazo:

d’l“t = fdt + O'th.

Este pode ser considerado um caso bem particular dos modelos de Hull and White (1990) com

coeficientes constantes 6 e 0. Neste caso, o preco do bond que paga uma unidade no vencimento
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pode ser escrito como:

B(t,T) = exp i:(T i g(T — 1) — (T —t)re| t€]0,T).

A taxa forward instantanea toma a forma,

Oln P(t,T) o?

J(LT) = === = = (T = )+ 0(T — 1) + 7.

Diferenciando e substituindo na dindmica da taxa de curto prazo fica,
df (t,T) = (6*(T — t) — 0)dt + 0dt + odW;
ou melhor escrevendo
df (t,T) = o*(T — t)dt + ocdW;.

Notemos que o termo de arraste, 0?(T — t), na dindmica de f, é determinado pelo parametro
o. Uma dire¢ao desejada para os modelos instantaneo de taxas forward é nao deixar o termo
de arraste indeterminado, ou seja, encontrar um processo para que o termo de arraste seja

completamente determinado pela escolha do coeficiente de voelatilidade.

4.2 Taxa forward

Vamos fixar o horizonte de tempo T = 50 anos. Para nossos propoésito, todos os bonds citados
serao de maturidades menores ou iguais a T. Teremos as relacoes, 0 <t <T <T e B(t,T) ¢ o
preco do bond zero-cupom de maturidade T no tempo t.

Vamos agora definir a tazxa forward no tempo ¢t por um investimento no tempo T como sendo:

log B(t, T+ 6) —log B(t,T)

T) = — i
f(t,T) lim

_Olog B(t,T)
or
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Dessa forma, se nés conhecemos f(t,T') para todos os valores de 0 < ¢t < T < T, entdo podemos

precificar B(t,T) sendo, t € [0,T] e consequentemente temos a formula:

/T f(t,v)dv = —log[B(t,T) — B(t,t)] = —log B(t,T),

onde B(T,T) = 1. Além disso,

T
B(t,T)—exp[—/t f(t,v)dv], 0<t<T<T.

Com a equagao acima construimos a relacao entre prego do bond e taxa forward. Para uso futuro,

definamos a taza de juros no tempo t por,

R(t) = f(t,1).
4.3 A dindmica da taxa forward

O modelo HJM parte apenas das hipoteses que existam fungoes «(t,T") e o(t,T'), possivelmente
estocasticas, F;—adaptados, integraveis e cuja integral do quadrado seja finita. Assim a dindmica

da taxa forward fica,

df (t,T) = a(t,T)dt + o(t, T)dW;, 0<t<T. (4.1)

onde Wy é um movimento Browniano geométrico com relacao a medida IP. Nesta se¢ao, sempre
consideraremos a diferencial ”d” com relacao a variavel ¢, sendo que T' sera sempre um parametro

fixo.

Como vimos anteriormente, a taxa forward esté relacionada com os pregos dos bonds. Por-

tanto, vamos desenvolver a dinAmica apresentada em (4.1) para os precos pregos desses contratos.



Capitulo 4. O Modelo HJM para a Taxa Forward 38

Fazendo uso da dindmica da taxa forward e substituindo,

T T
d (—/ f(t,v)dv> = R(t) — / [a(t,v)dt + o(t,v)dWy]dv.
t t
E com (4.1) teremos
d (— /T f(t,v)dv> = f(t,t) — /T[a(t,v)dt + o(t,v)dWyldv.
t t
Mudando a ordem da integracgao,

T T
/ a(t,v)dtdv = / a(t,v)dvdt = o™ (¢, T)dt
t t

T T
/ o(t,v)dWidv = / o(t,v)dvdWy = o*(t, T)dW; (4.2)
t t

onde

T T
a*(t,T):/t o(t, T)dv e a*(t,T):/t ot v)dv.

Portanto temos:
T
d (— / f(t,v)dv) — F(LD)dt — a* (1, T)dt — o™ (£, T)dW,,.
t

Denotando por g a fungao  — e*, o preco do bond toma a forma: B(t,T) = g (— ftT f(t, v)dv).

Aplicando a férmula de It6,

dB(t,T) = ¢'(z)dz + %g”(m) <dz,dr >=
= B(t,T)[R(t)dt — o™ (¢, T)dt — o™ (t,T)dWy] + %B(t, T)(o(t,T))*dt =

= B(t,T) |R(t) — a*(t,T) + %(o—*(t,T))Z dt — o* (t, T)B(t, T)dW,.



39 4.4. Condigao de nao arbitragem
Ou seja,

dB(t,T) = B(t,T) | R(t) — a*(t,T) + %(U*(t, T))?| dt — o*(t, T)B(t, T)dW;. (4.3)

4.4 Condicao de nao arbitragem

O Modelo HJ/M tem o bond zero-cupom em cada tempo ¢ com maturidade T € [0, T]. Precisamos
garantir que nao havera oportunidade de arbitragem para precificacao desses contratos. Vamos
utilizar o Teorema Fundamental da Precificagao dos ativos para desenvolver nossas relagoes. Do

Teorema, temos que

D(t)B(t,T) = exp {— /0 t R(u)du] B(t,T)

¢ um martingal e 0 < ¢t < T. Portanto,

d(D(t)B(t,T)) = —R(¢)D(t)B(t, T)dt + D(t)dB(t,T) = (4.4)

1
= D(t)B(t,T) [(—a*(t,T) + 2(0*(t,T))2> dt — o™ (t, T)dWy]| . (4.5)

Gostarfamos de escrever o termo entre colchetes como

—o*(t, T)[O(t)dt + dWy].
Usando o Teorema de Girsanov para mudar para a medida neutra ao risco,

5 T
Wi = / O(u)du + Wy.
¢

Reescrevemos a Equagao (4.5) como,

d(D(t)B(t,T)) = —D(t)B(t, T)o* (t, T)dW,.
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Assim, deve existir um processo O(t) que satisfaga
1
—a*(t,T) + 5(a*(zt,T))Q = —o*(t,T)O(t). (4.6)

Recorrendo as defini¢oes de a* e o*,

o7 (t, 1),
9o*(t,T)
i =t D). (4.7)

Derivando a Equacao (4.6) com relagao a T' obtemos

a(t,T) = o(t,T) [ (t,T) + O(t)]. (4.8)

Teorema 4.1 (Condicoes de nao Arbitragem de Heath-Jarrow-Morton) Um modelo de
estrutura a termo para os precos dos bonds zero-cupom cujas maturidades estejam em [0,T] e
tenha estocasticidade descrita por um movimento Browniano serd livre de arbitragem se existir

um processo O(t) tal que (4.8) valha para todo 0 <t < T < T, onde a(t,T) e o(t,T) sdo os

termos de arraste e difusao, respectivamente, da taxa forward. Com,
T
o (t,T) = / ot v)dv (4.9)
¢

e O(t) na medida neutra ao risco.
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4.5 HJM na medida neutra ao risco

dB(t,T) = d Dl(t)D(t)B(t,T)> _
_ R(@) \ 1 .
— WD(t)B(t,T)dt —0 (t’T)WD(t)B(t’T)th

= R(t)B(t, T)dt — o*(t, T)B(t,T)dW;.

Considerando a dindmica de f e a condi¢ao de ndo arbitragem do modelo HJM, vamos ao teorema:

Teorema 4.2 (Evolugao da Estrutura a Termo na medida neutra ao risco) Em um mo-
delo para a estrutura a termo satisfazendo a condi¢do de nao arbitragem de HIM do Teorema

(4.1), a taza forward evolui de acordo com a Equacao,
df(t,T) = o(t, T)o*(t, T)dt + o (t, T)dW;, (4.10)

dB(t,T) = R(t)B(t,T)dt — o*(t, T)B(t, T)dW;, (4.11)

= . . . . T
onde Wi € um movimento Browniano na medida neutra ao risco Qi. o*(t) = ft o(t,v)dv e

R(t) = f(t,t) € a taza de juros no tempo t. O prego descontado do bond satisfaz,
d(D(t)B(t,T)) = —o*(t, T)D(t)B(t, T)dW};, (4.12)

e D(t) =e" Jo Rwdu ¢ processo de desconto. A solucdo para a Equacao diferencial estocdstica
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(4.11) ¢,

= D(jt) exp [— /Ot o*(u, T)th - % /OT (U*(%T))Qdu] (4.13)

4.6 Como deve ser a funcao de volatilidade?

Vimos no Teorema 4.2 que para um modelo livre de arbitragem para a estrutura a termo, as

taxas forward devem possuir a dindmica da Equagao (4.10),
df(t,T) = o(t, T)o*(t, T)dt + o (t, T)dW;.

Heath et al. (1992) mostram que para a obtencao da formula de Black a partir da Equagao acima

é necessario que, o(t,T) = o f(t,T), onde o é uma constante. Dessa forma terfamos:

T T
o*(t,T) :/t o(t,v)dv :a/t f(t,v)dv, (4.14)

e o termo em dt na Equagao (4.10) seria

T
2 F(4.T) /t F(t,v)dv. (4.15)

No entanto, os proprios autores concluiram que esta formulagdo conduz ao problema da taxa
vtitforward explodir quando T' é préximo de t.
Podemos observar que (4.15) pode ser aproximado por (o?(T —t)f2(¢,T)) e o quadrado da

taxa forward causa um problema. O termo do arraste da Equagao (4.10) satisfaz a Equagao
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diferencial ordinario deterministica
Ft.T)=a?f2(t,T), (4.16)

para a qual, dado uma condi¢ao inicial positiva, f(0), a solugao é

o2 2
f@.T) = 1_52%» (4.17)

A fungao f(t) explode quando o tempo t = #(0). E portanto, este modelo apresenta problemas.

4.7 Calibragem utilizada para futuros de commodities

Neste trabalho pretendemos construir a estrutura a termo de taxas de juros dos certificados de
depositos interbancérios (DI). Nao se trata da estrutura a termo de taxas de juros extraida dos
titulos publicos, embora no mercado brasileiro ambas tenham o comportamento muito similar.
Suporemos que a volatilidade da taxa forward é constante. Portanto, precisamos apenas estimar
o parametro o. Mostraremos uma maneira utilizada para estimar a volatilidade para os contratos
de futuro de commodity e, posteriormente, aplicaremos as mesmas técnicas ao modelo proposto
neste capitulo. Procedendo analogamente a Lamberton and Lapeyre (1996), encontraremos uma
formula direta de determinar ¢ a partir dos pregos dos proprios contratos de DI futuro que serao
precisamento definidos no Capitulo 6.

Aqui, 7(t,T) sera tratado com o prego dos bonds como mostra a Equagao (4.10), depois o
interpretaremos com o PU dos contratos futuros de commodity. Assim, a primeira relagao que
obtemos de (4.10) é:

W(t’TT)) = f(t,t)dt + o(t,T)dW:

Aplicando a férmula de Itd para o logaritmo de 7 (¢, T'), temos

(t,T) = (0, T) exp (/Ot <f(u,u) - ;(J(U,T))2> du+ /OT U(u,T)qu> .
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dn(t,T)

Lembrando que 7(¢,t) = 1 e calculado (i) » Obteremos :

r(t,T) = ) exp (—(’;tT(T — ) — /(:U(T - u)qu> (4.18)

para t € [0,T]. Suponhamos que 77 < T5. Daqui vem

T T o2
)

Faremos uma hipotese adicional que dispomos dos pregos dos contratos de DI futuro no tempos
ty < t1 < ... < t, e com maturidades em T} e T, com 17 < T5. Logo, para ¢ = 0,1,....,n — 1.

Podemos escrever

m(tiv1, Ty) w(ts, Ty) o? 5 5
1 = — (T —Ty) ((Ty + To) (t;rq — t;) — t2 12
n <7r(ti+1,T2) W(ti,Tl) 5 ( 2 1) (( 1+ 2)( i1 z) iv1 T Z)

+o(Ty —T1) Wy, — W), (4.19)
de onde concluimos que,
In (WEti+17§:1; WE%%%)
tiv1,12) m(ti, 11
B. _ T(li+1, ’ ~ N 20,’ 2
(Tl — G (o%a;, 0%)
e

(Ty + 1) (tigr — ti) — 2, + 12

4.20
2\/tiy1 — t; (420)

a; =

Devido ao fato dos incrementos do Browniano serem disjuntos, temos que By, By, ..., B,_1, sao
independentes. Por iltimo, maximizando o logaritmo da funcdo de verossimilhanca, sendo

bo, b1, ...bp—1 as realizagoes de By, By...By,_1, teremos que L(o) : RT — R ¢é tal que,

n—1 2

In(L(0)) = gln( —nln(o Z (bi —o® az

=0
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e portanto,

- nlg2) (Sor e
. nwnuzgf;)(zm %) .
=0 "7

4.8 Calibragem utilizada para futuros de taxa

Seguindo a hipétese da volatilidade da taxa forward constante e observando a Equagao (4.17),

verificamos que

f(t,T) ~ N(A(), 0%),

onde A(t) = f(0,T) + o%t (T — &).

Para desenvolver essa solugdo, suporemos que a taxa forward, f, é conhecida nos tempos
t1,ts, ..., t, em cada uma das maturidades 11,15, ..., T, sendo n e m € N. Desta forma, podemos
estimar & estudando os valores que maximizam a fungao de verossimilhanga. Vejamos como este
calculo pode ser simples.

Considere uma variavel aleatéria y com distribuicio normal, média fi e variancia 2.

y ~ N(,a%).

A funcéo de densidade de probabilidade é

s 1.9) = = exp(‘1<ytkn>2)

52 262

e a fun¢ao de densidade conjunta

f(ytka ﬂ, &2)'

1=

t=1

Logo, a funcao de verossilhanca é

T
L= H f(ﬂ7627ytk)

tr=1
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e o logaritmo natural de L é,

lnL(ﬁ7527ytk) = H lnf(/_%&zaytk) =

ty=1
T 1 T
Z —In V2752 252 Z Yt — 1
tp=1 tp=1
Assim,
T T a
InL = —3 In (27) — 3 In(a Z Y, — )7 (4.22)

A Equacao (4.22) é a forma mais usual de apresenta¢ao do In L. Vamos agora encontrar os
estimadores da méaxima verossimilhanca da varidncia, isto é, vamos encontrar um valor para &
que maximiza a Equagao (4.22).

Derivando e igualando a zero obtemos,

T
OmL T 1 9
— = E =0 4.23
052 T 952 + 50 2(52)2 P (Y1, — ) ( )
—
que resolvendo leva a
T
2 1 —\2
o= TtE 1 (ye, — 1) (4.24)
o

Substituindo g por (f((), T) + o*t(T — %)) e &2 por o’t, ficamos com:

Z (te, T) — f(0,T) + ot <T — ;)2 (4.25)

Portanto, para uma dada taxa forward, f(t,T) nos tempos t1, ta, ..., t,, 0s parametros podem ser
devidamente calibrados. Em nosso caso seré necessario utilizar parte das idéias aqui desenvolvi-

dos, porém teremos que considerar o modelo para a taxa de juros spot, abordado do Capitulo

3.



Capitulo 5

A Estrutura a Termo de Taxa de Juros

Segundo o modelo HJM a total determinagao da ETTJ nao é possivel sem o conhecimento da
funcao de volatilidade da taxa forward e da taxa de curto prazo. No presente capitulo concilia-
mos' o modelo de taxa forward para a parte longa da curva de juros desenvolvido no Capitulo
4 com um tratamento bastante preciso para a parte curta que leva em conta as decisoes da au-
toridade monetario do pais construido no capitulo 3. Aqui, trataremos dois casos particulares da

funcao de volatilidade da taxa forward: supondo a mesma constante e de acordo com o modelo

de Vasicek.

5.1 Volatilidade da taxa forward constante

Como vimos no capitulo anterior, segundo o Teorema 4.2, o modelo HJM nos da a seguinte

expressao para o preco do bond

B(,T) = Bg)(’t)T).exp <— /Ot o (u, T)AW, — ;/Ot (a;(u,T))Qdu>

1Uma das premissas do modelo HJM consiste nas funcdes a e o serem Fi-adaptadas. O processo que descreve
a meta Selic que é infuenciado pelas decisbes do COPOM que néo satisfaz essa condi¢ao, porém, neste trabalho,
nao exploraremos este problema.
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onde, D(t) = exp (f f(f r(s)ds) e oy = ftT oa(t,v)dv sendo o2(t,T) a funcao da volatilidade da

taxa forward.

Para esta aplicagao, escrevemos:
O’Q(t,T) = 09 = cte

e por consequéncia,

o5(t, T) = oo(T — t).

A integral ndo estocéastica que aparece na expressao do preco do bond fica:

Vamos agora tratar a taxa de curto prazo, r(t), que é necesséria para a precificagdo do bond. No

Capitulo 3 modelamos r(t) da forma,
r(t) = rpr(t) = rm(t) — rs(t).

Na Equacao (3.1) escrevemos

N

T'm(t) =In|1+ HOX[to,Tl] + Z HjX(T1,Tj+1](t) . (51)
j=1

Aqui, consideraremos 7, (t) independente das variagoes do browniano W;. A taxa do spread foi:

t
rs(t) = rs(0)e™ " + pu(l — e ) + oy / et am, (5.2)
0
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Chamaremos a parte deterministica de r4(t) de g(t). Ou seja:
g(t) = r5(0)e™" + p(1 — ).

Para nos, o movimento Browniano da parcela estocastica do spread da taxa spot e o movimento
Browniano da parcela estocéstica da volatilidade da taxa de longo prazo serao os mesmos. Assim,

o prego do bond fica da forma:

B(t, T) =B(0,T) exp [F(t,T)— /t L (8)ds + /t ! g(s)ds]

T ¢ ¢
exp [—/ (01/ e_”(s_“)qu> ds —/ Jz(u,T)dVNVu} .
t 0 0

A primeira exponencial da expressao acima é nao estocastica no Browniano W e a segunda pode
ser escrita em termos de apenas uma integral, como veremos a seguir. Definamos, antes disso,

funcoes que nos ajudarao a escrever o preco do bond de forma concisa.

Seja,
r t s _ t B
Li(t,T) =exp —/ <01/ e”(s")qu> ds — / O'Q(U,T)qu:|
L Jo 0 0
Tt
Lo(t,T) =exp |— rm(s)ds}
L Jo
ot
Lt 1) =exp | [ als)as]
LJo
L4(t7 T) =exp [F(tv T)] :
(5.3)
e portanto,
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5.1.1 A esperanca do preco do bond

Vamos a esperanca do preco do bond dado que hé informacao disponivel até a data tg.

fto)

= B(0,T)L3(t, T)La(t, T)E(La(t, T)|Fto) E(L1(t, T)| Fy )- (5.4)

4
E(B(t,T)|Fy,) = E (B(O, T[] L

=1

Lembrando que estamos utilizando a hipétese de que r,, e W, serem independentes. Agora, tra-
balharemos nas expressoes de L3(t,T) e L4(t,T') e nos valores esperados das fungoes estocasticas

Li(t,T) e La(t,T). Comegaremos por L4(t,T) que é obtido de maneira mais simplificada,

4

1
Ly(t,T) = exp [—QagTQ <3T - 1)}

t t t
L3(¢,T) = exp <7”s(0)/ e Tds —|—/ pds — u/ e"75ds>
0 0 0

—exp |1 e 1) ()4 0 - ]

No mesmo contexto das defini¢oes e notagoes do Capitulo 3 relacionadas & meta Selic, cal-

cularemos o valor esperado de Lo(t,T).

Seja N o niimero de reunides até a data t. Usaremos as notagoes de 7y, (t) e 7, (N¢) para a

meta Selic no tempo ¢ (ou a meta Selic posterior a N;-ésima reuniao). Para t < to,

rm(t) =rm(Ny) =In |14+ > hi+ > H,
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aqui, Ng < N;. Facilmente calculamos que,

t Ny
/ r(s)ds = 3 rm ()10 +1,1)
0 i=0

sendo I(i + 1,7) o intervalo de tempo entre as reunioes ¢ e (i + 1). Assim,
t No J
/ T (8)ds :Zhl (1 + ZM) I(G+1,5)+
0 =0 i=1
Z In 1+Zh+ Z H; | I(5 +1,5) (5.5)

i=Np+1 i=Np+1

Para:=1,2,....

Estamos interessado no valor esperado da exponencial da expressao acima. Notemos que a
primeira exponencial é nao estocastica, pois se refere as reunioes do COPOM que ja ocorreram.
Para simplificar o desenvolvimento, definiremos,

J

+> b

1=0

No
l2’1 = Z In
7=0

No i\ LGHL)
= exp(lz1) = [ ] (1 +)° hi> (5.6)

que é deterministico, e

loy = Z In | 1+ 7 (to) +ZH I(5+1,5)

Jj=No+1
N, I(5+1,5)
= exp(la2) = [] 1+ rm(to) + Z H; (5.7)
j=No+1 i=No+1

estocastico. Portanto,

E[Ly(t,T)] = exp (I2,1) E [exp (l2,2)] -
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Dado que r,, assume um conjunto discreto de valores (por hipdtese finito), a esperanga acima
sempre pode ser calculada como funcao dos cenarios plausiveis e das probabilidades que sao

informagoes de entrada na abordagem aqui proposta. Por fim, desenvolveremos Lj (¢, T).

Vamos trabalhar na integral dupla que aparece na expressao de Ly (t,T) na primeira Equagao

t s
—01/ </ e_"(s_“)dWU) ds. (5.8)
0 0

Seja, f(Ws) = [y emdW,. A integral de (5.8) fica

de (5.3),

o /0 A (5.9)

Integrando por partes, (5.8) pode ser escrito como

t
91 —n(t—s) _ i
A (e 1) AW, (5.10)

Substituindo em L;(¢,7"), como definido em (5.3), teremos

Li(t,T) = /0 t <(;1 (e—ﬂ“—S) - 1) — oo(T — t)) dWW,.

Definamos,

segundo Shreve (2004)

E [exp (/Ot f(u)dVV)] = exp (; /Ot f(u)2du> .
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substituindo e resolvendo teremos

onde,

2
o1 _
a1 = —;e 2t
n
201 _ o1
ag = —e " —= — o0y
n n
20‘201 _
as = nt
n
g1
as = —209 < + UQT)
n
as = —U%

o 2010
ag = — + 0272 + Z7r
n n

5.2 Volatilidade Segundo o modelo de Vasicek

Nesta secao desenvolveremos os prego do bond similarmente ao que foi feito na secao anterior

diferindo apenas na fung¢ao da volatilidade da taxa forward.

Hipétese 5.1 (Volatilidade proveniente do modelo de Vasicek)
oo (t,T) = gpe (T (5.11)

aqui, oo e b sao constantes.
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Segue que,
T
o5(t,T) = / oo (t,v)dv
t
_ %2 ( —b(T-t) _
b (e 1).
e

1 T 0.2 T T T
—/ (o3(u, T))* du = —g [e%T/ e du +/ du — 2ebT/ ebudu]
2Jo b 0 0 0

10% Lo 1 —bT
=2 (__ — 42 T-2
2 b2 < % Tyt T
= G(t,T) (5.12)

O prego do bond fica

B(t,T) =B(0,T) exp [G(t, T) — /tT rm(8)ds + /tTg(s)ds] .

T t t
exp {_ / (01 / en<SU>qu) ds — / UQ(u,T)qu.]
t 0 0

Como fizemos na segao anterior, definiremos:

t ~
M;(t,T) =exp —/ 9L =n(t—u) _ 1 92 —b(t—u) _ T2 AW,
L Jo \ 7 n b b

My(t,T) =exp |— /0 t rm(s)ds]

M;(t,T) =exp /0 t g(s)ds]

My(t,T) =exp [G(t,T)].

(5.13)
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Assim,
4

5.2.1 A esperanga do precgo do bond para volatilidade do modelo de Vasicek

4
E(B(t,T)|F,) = E (B(O,T) HMimO)

i=1

B(0, T)Ls(t, T)My(t, T)E(Ms(t, T)|Fiy ) E(M (£, T)| Fy)-

Por construcao,

Mg(t, T) = Lg(t, T) = E[Mg(t,T)‘fto) = E[Lg(t,T)‘./—"to)
Ms(t,T) = Ls(t, T) (5.14)

log (=1 g7 1 b7
— — 4+ 2 T —2 .
( 55 € + 2b+ e +

Resta, assim, determinar E [M; (¢, T")|Fz,]-

Integrando por partes e agrupando teremos,

t
Mi(8,T) = exp / T —ntt—w) _ L, T2 —b(T—w) _ 92 gyi |
o \7 n b b

Seja,
Flu) = 9L g=n(t—u) _ 9L 4 %e—b(T—U) _ %2‘

n n
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Entao
_ ﬂ ant da t(n+b) _ @ 2bt
BIM (1,T) ] =5 (e )+ ooy (e 1) + 5 ( 1)
dy nt _ 5 ( bt
FE )+ (e 1) +dt. (5.15)
onde,

2
o
d1 = —ée nt

n
dy = 20102 —(n+4T)
,,72
2
oy
dy = b%e 26T
= 200 (Ul N Uz)
n n n
200 _yr (01 02
ds = — 2 a2z
5 b C n b
2 2
0y | 03 20109
d6—ﬁ+b—2+ b (5.16)

Concluimos que a esperanca da taxa forward esté determinada a menos de dois parametros,

o9 € b que serao estimados e apresentados no proximo capitulo.



Capitulo 6

Dados e Resultados

No Capitulo que segue discutiremos detalhadamente os dados empregados nas calibragens e os
resultados das estimagoes aqui também expostos. Inicialmente, falaremos dos contratos de DI
futuro, definindo-os de forma precisa. Posteriormente, trataremos das amostras escolhidas para
a calibragem e das maneiras de estimagao empregadas e, finalmente, dos resultados para os casos

particulares estudados: volatilidade constante e segundo o modelo de Vasicek.

6.1 Dados

Nosso objeto principal de estudo é a estrutura a termo de taxa de juros dos certificados in-
terbancarios brasileiro. Assim sendo, os principais contratos formadores desse mercado sdo os
futuros de DI. Dedicamos uma segao para apresentar detalhadamente seu funcionamento e suas
peculiaridades. Logo apoés esta importante secao, apresentaremos as amostras utilizadas nas ca-
libragens e discutiremos regimes monetérios do Brasil bem como limites de aplicagao da teoria

aqui abordada.
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6.1.1 O Contrato de DI futuro
Introducgao

'No final dos anos 70 os Estados Unidos experimentaram um quadro de instabilidade econémica
sem precedentes. Os principais motivos foram o aumento da divida federal e o processo infla-
cionario crescente. Nesse momento as instituigoes financeiras sentiram a necessidade de novos
instrumentos financeiros para gerenciarem suas carteiras. Em 1975, a Chicago Board of Trade
(CBOT) desenvolveu o primeiro contrato futuro de taxa de juros, sobre os certificados lastreados
em hipoteca emitidos. Em 1977, langou o mais popular dos contratos de taxa de juro, o contrato
futuro de titulos do Tesouro dos Estados Unidos (U.S. Treasury bonds). Pouco tempo depois
diversos derivativos de taxa de juros entraram no mercado internacional para limitar ou cobrir
a exposicao as mudancas nas taxas, como desejado por diversas institui¢bes. A BMF, com o
objetivo de aperfeigoar os instrumentos de protecao de risco, langou, em junho de 1991, o con-
trato Futuro de Taxa Média de Depositos Interfinanceiros de Um Dia. Ao atender a demanda
por hedge de entidades comerciais e bancarias e da industria de fundos de investimento, esse
instrumento tornou-se rapidamente uma das maiores inovagoes da industria de derivativos no

Brasil.

Principais caracteristicas dos futuros de DI

Objeto de Negociagao - O ativo objeto dos contratos futuros de DI é um bond zero cupom,

ficticio, que paga, na data T, o valor de cem mil reais.

B(T,T) = R$100.000, 00.

O método de desconto para precificar este contrato, segundo a BMF?, é supor que a taxa

LA introducéo mais completa pode ser encontrada no Apéndice B
*Ver folheto em, http : //www.bmfbovespa.com.br/pt — br/a — bmfbovespa/download/series —
mercados guturo — de — di.pdf
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nao varie ao longo de cada dia. Além disso, apenas dias tteis devem ser considerados. A BMF
utiliza, por convencao, a formula que segue para converter os negocios realizados em taxa para

PU. Assim, é comum dizer que o bond subjacente possui o prego,

100.000

1+ R )

PU(t},) = (6.1)

Para nos, PU(ty) sera o prego do bond ficticio no dia ¢ que matura na data T'; R(ty) é a taxa
de juros discreta e anualizada entre as datas t; e T. O ntimero que aparece no quociente, 252, é
convencionado como o nimero de dias dteis em um ano. O numerador, (t; — 7T, é o namero de

dias tuteis entre as duas datas, t e T.

Os contratos de DI futuro foram inspirados nos futuros de taxas, Treasury bonds Futures,
por isso utilizam um bond como ativo subjacente. Isso os tornam intuitivos e faceis de operar.
Exploraremos a principal diferenga entre eles: nos Treasuries bonds Futures os participantes
que negociam um futuro de um titulo de 3 meses estao tentando prever a taxa de juros dos
trés meses posteriores a4 data do vencimento do contrato. J&4 no mercado de DI os participantes
tentam “prever” qual sera taxa de juros que se acumula sobre o prego unitario (PU) desde a data

de negociacao do contrato até seu vencimento.

No comego dos anos 90, quando esses contratos entraram no mercado, os pregos dos papéis
publicos eram muito volateis e nao refletiam com precisao a taxa de juros interna do pais (prémio
de risco alto). Neste contexto, a BMF lancou o futuro sobre o subjacente ficticio. De forma que
o preco desses contratos sempre representasse as expectativas do mercado com relacao a taxa de
juros interna do pais. Naturalmente, nao era possivel haver entrega fisica do subjacente, portanto

ocorria apenas o ajuste financeiro na data de liquidagao.

Pelo modo que os contratos de DI foram definidos, a formula de conversao de taxa para PU
apresentada na Equagao (6.1), tem apenas a utilidade de tornar o ativo objeto mais intuitivo,
pois na verdade o que realmente esté sendo negociado é a taxa de juros acumulada entre a data

de liberagao do contrato até seu vencimento.
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Como os negodcios sao realizados - Até 2002, os negocios eram realizados em PU, isto
é, os agentes realizam suas operacoes baseados no preco do bond subjacente. A forma atual de
negociagao do contrato de DI Futuro foi introduzida pela BMF em 2002 quando os contratos
passaram a ser negociados em taxa ao invés de PU. E facil notar que R(t;) e PU estdo inversa-
mente relacionados em (6.1). Consequentemente, os negédcios comprados em taxa implicam em
vendidos em PU e vice-versa.

Os ajustes diarios - No dia que ocorre o negbcio, as operagoes de compra e de venda,
originalmente contratadas em taxa, sao convertidas para operacoes de venda e compra de PU

utilizando a seguinte expressao:

PO(t) = 100'0(2%_%)), (6.2
(14 R(tp)\ 2

aqui, PO(ty) é o prego da operagao em PU, calculado apés o fechamento do negocio. Os ajustes

referentes & um contrato futuro sao calculados com as seguintes formulas: no dia da operacgao
AD; = (PA; — PO,). (6.3)
ajuste das posicoes em aberto no dia anterior
ADy = (PAy — PA,_1.FCy) (6.4)

onde,

e AD; é valor do ajuste diario, em reais, referentes & data t;
e PA; é preco do ajuste do contrato na data t, para o vencimento respectivo;

e I'C, é fator de corregao do dia t, definido pela formula:

100.000

1+ re) )

PU(tk) =
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Na data de vencimento do contrato o prego de ajuste sera R$ 100.000,00.

Feita a discussao acima, observamos que a precificagdo dos contratos de DI é completamente
determinada pelo entendimento da estrutura a termo dos certificados interbancéarios brasileira.
Neste contexto, nosso estudo se concentra em fazer o raciocinio inverso: usar os contratos de DI

futuro para estudar a ETTJ interbancaria brasileira.

6.1.2 Dados coletados para a calibragem

Nesta se¢ao, apresentaremos os dados utilizados na calibragem dos modelos descritos ao longo
do texto e discutiremos as principais informagoes contidas nos mesmos.

O periodo escolhido para as estimacgoes foi de janeiro de 2004 a outubro de 2010. Embora
contassemos com dados disponiveis em um periodo maior (2000 - 2010), entendemos que as mu-
dangas de regime na politica monetaria brasileira ocorridas fora do periodo 2004-2010 mudaram
a natureza dos processos estocéasticos que descrevem a ETTJ em estudo.

Na figura 6.1 é possivel visualizar as diferengas nas taxas (discretas) para os periodos janeiro
de 2000 a janeiro de 2004 e janeiro de2004 a outubro de 2010. O mesmo acontece com a taxa

spot e com as demais maturidades (na Figura, estdo as maturidades de 3 e 6 meses).

Nosso modelo de taxa forward deve ser estimado para todas as maturidades. Com este
proposito escolhemos os principais vértices da curva para a calibragem sendo eles de curto, médio
e longo prazos. Abaixo, faremos algumas defini¢oes que vao facilitar as analises no decorrer deste

capitulo.

Definigao 6.1 (Taxas de curto, médio e longo prazo)
e Taxa de curto prazo € referente a taxa DI-overnight.

e Taxa de médio prazo sao as taxas implicitas dos contratos que maturam de dois dias tuteis

até um ano.
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Figura 6.1: Mudangas de regimes nas taxas de juros

e Taxa de longo prazo sao as taxas implicitas dos contratos que maturam em prazos maiores

ou 1guUals a um ano.

Taxas

Nas Figuras 6.2 e 6.3 podemos observar as flutuagoes da taxa (discreta) para maturidades de 1,3
e 6 meses compondo o grupo de médio prazo e 1,2 e 5 anos para as taxas de longo prazo. A taxa

de curto prazo jé foi apresentada no Capitulo 3 na Figura 3.2.
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Volatilidade

Consideramos relevante para este estudo apresentar a volatilidade realizada da taxa de juros
para as maturidades analisadas anteriormente. Definiremos volatilidade realizada como segue

) sz\g (T%I) ’

67 = “Nu-1) (6.5)

onde Nu é igual a 35 dias tteis e r% ; € a taxa DI overnight observada no mercado (portanto
taxa discreta).

Nas figuras 6.4 e 6.5 verificamos as volatilidades referentes as taxas de médio ou longo prazo.
Notemos que nao ha nenhum tratamento para retirar o efeito das decisdes da autoridade mo-
netéaria. Isto implica em aumento significativo da volatilidade em periodos de maior variagao
da meta Selic - o que nao esté associado ao aumento no risco das taxas de juros. Observamos
que fica evidente a necessidade de um tratamento especial para a meta; exatamente o que sera
apresentado na proxima se¢do. Outro ponto relevante que podemos observar nas figuras citadas

anteriormente é que a volatilidade cresce com o aumento das maturidades.

0,25%
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Figura 6.4: Evolugao das volatilidades de médio prazo
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Figura 6.5: Evolugao das volatilidades de longo prazo

6.2 Resultados

Parte dos resultados deste trabalho ja foram apresentados no Capitulo 3 no qual estimamos os
parametros do modelo Ornstein Uhlenbeck. Aqui, apresentaremos os resultados e discussoes para

a estimagao da ETTJ com volatilidade igual a uma constante e seguindo o modelo de Vasicek.

6.2.1 Resultados para volatilidade constante

Neste ponto da estimagao reunimos as informagoes obtidas no Capitulo 2 referente & taxa spot
com o modelo de HJM sob a hipotese de volatilidade constante como desenvolvido no Capitulo
5.

Integramos o modelo descrito para a taxa spot com o HJM sem reestimar os pardmetros

referentes a primeira taxa. Assim, para a calibragem, restou apenas o pardmetro os que estéa
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relacionado com a volatilidade da taxa forward. Isto é, o coeficiente do termo estocastico no
modelo HJM é oy - para uma data ¢, a volatilidade da taxa forward é os.

Com a ajuda do software Matlab, como procedemos nas estimagoes anteriores, calibramos o
modelo através do método de Maxima Verossimilhanga. Em (5.4) calculamos as esperanca do
preco do bond nas datas t; dado que as informacoes até ¢;_1 sao conhecidas para ¢ = 1,2, ...n.
Neste sentido, avaliamos a capacidade de previsao do modelo para um dia.

O valor obtido para oy foi: 9 = 2%. Entendemos que este nimero estd de acordo com o

esperado.

6.2.2 Backtesting

Uma maneira bastante comum de avaliar a capacidade dos modelos é através do backtesting.
Procedemos similarmente ao que foi feito no processo de estimacgdo do pardmetro o7 em que
calculamos a previsao das taxas para um dia, porém comparando o modelo com os resultados
observados no mercado.

Convertemos para taxa os PU’s dos contratos de DI-futuro observados no mercado segundo
a Equagao (6.1). Nas Figuras 6.6 e 6.7 apresentamos a diferenca entre o modelo proposto e a

taxa observada para as maturidade de 1 més e 6 meses.

6.2.3 Volatilidade segundo o modelo de Vasicek

O segundo exemplo apresentado no Capitulo 5 para a construgao da ETTJ brasileira foi pressupor
que a volatilidade da taxa forward é descrita pela mesma funcao de volatilidade do modelo
de Vasicek. Neste caso ha dois pardmetros a serem estimados; s@o eles o9 e b. A funcao de

volatilidade é dada pela Equacao 5.11, a saber

oa(t,T) = o9 "T—1), (6.6)
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No processo de estimagao, mais uma vez, utilizamos a maxima verossimilhanca e encontramos
os valores: 69 = 0.2% e b = 4.

6.2.4 Backtesting volatilidade dado pelo modelo de Vasicek

Nas Figuras 6.8 e 6.9 é possivel verificar o backtesting para as maturidades de 1 e 6 meses.

Os resultados para ambos os exemplos, volatilidade da taxa forward sendo constate ou dada
pelo modelo de Vasicek, sao muito similares.

Podemos observar que nos periodos de maior
variagao da meta Selic os modelos apresentam menor capacidade de previsao das taxas para

essas maturidades. Isto acontece devido ao fato de considerarmos todos os cenarios para a meta

como sendo iguais a zero. Por fim, concluimos que o modelo cuja volatilidade é dada por Vasicek

(segundo exemplo) teve capacidade de previsao 5% melhor do que o primeiro exemplo.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

7.1 Problemas em aberto

Certamente h& muito a ser feito nessa linha que aqui iniciamos; sobretudo estudar funcoes de
volatilidade mais descritivas da realidade para as taxas de longo prazo. Os dois casos aqui
tratados - volatilidade da taxa forward constante e seguindo o modelo de Vasicek - podem
descrever grande parte dos movimentos da estrutura a termo, como foi demostrado. Mesmo
assim, faz muito sentido dedicar mais atencao a este ponto.

Outra consideracgao importante é que nao entramos na estimacao dos cenarios plausiveis para
a meta Selic nas reunides que estao no periodo de estudo da taxa forward. Mesmo acreditando
nao ser uma missao puramente econométrica, como dissemos, existem alguns estudos que podem
ser desenvolvidos. Por exemplo, poderfamos simular cenarios baseados nos dados histéricos e
avaliar a capacidade do modelo através de backtesting.

Entendemos que uma das hipoteses feitas por nos pode ser reavaliada e melhor discutida.
Supomos que os movimentos Brownianos que descrevem o spread e a taxa foward sdo os mesmo.
Talvez, tratar como dois modelos (independentes ou nao) deixaria a estruturagao tedrica mais
bem fundamentada com relagao ao que realmente acontece na pratica. Também é importante

analisar se apenas um Browniano seria capaz de conter as incertezas que influenciam a taxa
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foward. Identificar os fatores de risco que, de fato, contém estocasticidade nesse mercado idios-

sincratico complementaria bem as idéias aqui trabalhadas.

7.2 Conclusao

Entendemos que o presente trabalho tem muito a agregar para a literatura de taxas de juros do
Brasil. Na nossa concepgao os avangos principais sao: a abordagem da taxa spot como a soma de
dois processo - o spread que reverte a media e a meta Selic vista como um processo de Markov.
Outro ponto que possui pioneirismo é a conciliagao de um modelo bem conhecido na literatura,
HJM, para explicar a parte longa da curva com o modelo para a taxa curta.

Os resultados obtidos reforcam a tese de que a ETTJ brasileira, com suas peculiaridades,
merece um estudo aprofundado no que diz respeito aos processos estocasticos. O tratamento
aqui apresentado nao faz uso de técnicas inovadoras ou complexas - como é o caso, por exemplo,
dos processos com saltos que sdo alvo de controvérsias na literatura - As ferramentas que em-
pregamos para a construcao deste modelo sao extensamente utilizadas na literatura e podem ser
consideradas classicas. No entanto, a abordagem é nova e abre caminhos para muitos avangos.

Vamos detalhar um pouco mais os resultados: as estimacoes para a taxa spot tiveram uma
capacidade de previsao muito acima de diversos modelos em uso no mercado. Isso, mesmo sem
considerar as influéncias dos cenérios possiveis para as decisbes do COPOM. Notamos que a
medida que nos afastamos da uma data da reuniao, a capacidade de previsao do modelo aqui
apresentado, melhora. Isto é, em periodos de menor intervengao do BC na taxas de juros, a
capacidade do modelo é maior. E o que ocorre nos periodos de agosto de 2007 a marco de
2008 e julho de 2009 a abril de 2010 nos quais o BC optou por manter a meta em 11,25% e
8.75%. Portanto reforga a idéia de que estudar os cenarios plausiveis para a meta Selic poderiam
melhorar ainda mais os resultados.

A velocidade de reverséao foi estimada em aproximadamente 100 dias para o Spread. Isso esta

bem em conformidade com o que pode ser observado nos dados de mercado. O Spread oscila em
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torno da média, aqui estimada em 0.125%, e, em média, a cada 100 dias, reverte.
Os parametros estimado para a taxa foward estdo dentro do esperado uma vez que ha uma
disparidade muito pequena com relacao aqueles medidos empiricamente com os dados observados

no mercado.
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Apéndice A

Solucao do modelo OU

Considere um processo com reversao & média de Ornstein-Uhlenbeck que é descrito pela Equacao
diferencial estocastica

dr(t) =n(p —r(t))dt + cdW (t);

onde 7(0) = ro.

Primeiramente, notemos que
d (e”tr(t)) = r(t)ne”tdr(t),

e além disso nos temos

eldr(t) = d (e"r(t)) — r(t)nedt.

Multiplicando ambos os membros da Equacdo acima por e, teremos
edr(t) = eMn(p — r(t))dt + e™odW (t).

Isto implica em

d (e"r(t)) = ne™ udt + e"odW (t).



7
Assim, podemos resolver a EDE como:
¢ t
e"r(t) =ro +/ ne”suds+/ ePadW(t),
0 0

ou equivalentemente

t t
r(t) = roe " —i—/ ne” ") uds —|—/ e =)o d W (t).
0 0



Apéndice B

Os Contratos Futuros de DI e sua

Epoca

O seguinte texto, extraido do Folheto da BMF. Disponivel em: http : //www.bm fbovespa.com.br /pt—

br/a — bm fbovespa/download/series — mercados _ futuro — de — di.pdf

A década de 1970 trouxe nova realidade para os agentes econdmicos nos Estados
Unidos. Instabilidade econémica sem precedéncia, quadro crescente de divida fede-
ral, processo inflacionario também ascendente e taxas de juro volateis. Diante do risco
maior criado pela economia em transformacao, esses fatores provocaram nas institui-
¢oes financeiras a necessidade de buscar novos instrumentos para o gerenciamento

dindmico de suas carteiras.

Em resposta as continuas demandas da comunidade financeira, em 1975, a Chicago
Board of Trade (CBOT') desenvolveu o primeiro contrato futuro de taxa de juro, sobre
os certificados lastreados em hipoteca emitidos pela Government National Mortgage
Association (GNMA). Em 1977, lancou o mais popular dos contratos de taxa de juro,

o contrato futuro de titulos do Tesouro dos Estados Unidos (U.S. Treasury bonds).

Por sua vez, a Chicago Mercantile Exchange (CME), em 1981, introduziu o contrato
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futuro de eurodolar, cuja grande inovagao foi a auséncia de entrega fisica, ou seja,
sua liquidagdao no vencimento ocorria por diferenca financeira, sem necessidade de

entregar o ativo-objeto de negociacao.

Os futuros financeiros revolucionaram nao somente a industria de futuros e opgoes,
como também os mercados financeiros globais. As institui¢Ges, que, em dado mo-
mento, assistiam inesperadamente ao declinio de suas margens de lucro e, sob ameaga,
a sua propria viabilidade a longo prazo, tinham agora a oportunidade de limitar ou
cobrir sua exposicao as mudancas nas taxas de juro. De repente, manter posicoes
no mercado a vista sem a protecdo proporcionada pelo contrato futuro significava
especular acerca da direcao futura da taxa de juro. Por esse motivo, o conhecimento

desses instrumentos passou a ser necessidade em todos os setores da economia.

Criado em 1986 com a decretacao do Plano Cruzado, o mercado de CDI ou mercado
interbancério foi inspirado nos moldes do mercado interbancéario londrino, em que as
instituicoes financeiras trocam entre si valores, segundo suas necessidades de caixa,
estabelecendo o nivel das taxas de juro interbancérias privadas. No Brasil, consiste
na realizacao de operagoes de troca de disponibilidades de recursos entre instituigcoes
financeiras que sao liquidadas financeiramente pela Camara de Custédia e Liquidagao
(Cetip), mediante crédito e débito nas contas “reservas bancarias” mantidas no Banco

Central.

Apenas aos bancos comerciais - ou seja, as instituigdes que possuem conta reservas
bancarias - é permitida a participagao nesse mercado. Além de constituir-se em fonte
de captacgao e aplicagao de recursos, o mercado interbancario redistribui a liquidez
dentro do proprio sistema, sem o envolvimento do Banco Central. Nessas operagoes,
0s bancos transferem recursos aos outros bancos sem, com isso, influir na base mo-
netéria ou na criagao de moeda. O fato concreto é que, quando o mercado negocia

depositos interfinanceiros, transfere ativos e liquidez de uma instituicdo para outra
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do sistema.

Além dos limites legais das operagoes, o mercado possui sistemética propria para
definir o nivel de taxas para cada tomador. Dependendo do risco de crédito do
tomador, sdo balizados o nivel da taxa de juro e os limites de recursos alocados para
cada instituicdo. A pulverizagao de recursos mais equilibrada pode ser observada a

medida que o mercado se sente mais seguro.

As operacoes com Depésitos Interfinanceiros compdem o universo que é a base de cal-
culo da taxa média de DI da Cetip. Nesse universo, as operagoes entre bancos grandes
ou pequenos, publicos ou privados, estrangeiros ou nacionais formam uma das taxas
referenciais mais importantes do sistema financeiro nacional para varias operagoes
bancarias. Essa taxa é apurada por meio de metodologia estatistica definida e divul-
gada diariamente pela Cetip, como uma taxa de juro ao ano, com base em 252 dias
ateis, representando o custo bésico de captacao bancaria para aquele dia especifico.
De maneira resumida, pode-se dizer que o Deposito Interfinanceiro representa uma
operacao de empréstimo entre bancos e que a taxa média DI da Cetip representa a

taxa referencial basica do custo das operagoes interbancérias.

A BMF, com o objetivo de aperfeicoar os instrumentos de protecao de risco, langou,
em junho de 1991, o Contrato Futuro de Taxa Média de Depoésitos Interfinanceiros
de Um Dia. Ao atender & demanda por hedge de entidades comerciais e bancérias e
da industria de fundos de investimento, esse instrumento tornou-se rapidamente uma

das maiores inovacoes da industria de derivativos no Brasil.

O contrato futuro de DI baseia-se nas taxas médias calculadas pela Cetip, que espe-
lham o custo médio praticado nas operacoes de troca de disponibilidade de recursos

entre instituicoes financeiras para curtissimo prazo.
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