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Introducao

Neste trabalho estudaremos as superficies cibicas projetivas nao singulares no
espaco projetivo de dimensao 3 sobre um corpo algebricamente fechado k. Tais
superficies sao dadas por equagoes do tipo F(Xg, X1, X5, X3) = 0 onde F é um
polinémio (ndo nulo) homogéneo de grau 3 a 4 varidveis. J4 nessa frase vemos o
sentido das palavras “cubica” e “projetiva”’. A palavra “cibica”’ faz referéncia ao
grau 3 da equacao, e a palavra “projetiva” reflete-se no fato de o polinomio ser
homogeéneo.

Quanto a questao da singularidade, estamos assumindo que vale o Critério de
Jacobi que afirma que “um ponto sobre a superficie F' = 0 é singular se e somente se
todas as derivadas parciais de F' anulam-se nesse ponto” ([sh], pag 97). Dizemos que
uma superficie é nao singular quando nenhum de seus pontos é singular.

No texto que segue, quase sempre omitiremos o adjetivo “projetiva” e eventu-
almente trocaremos o adjetivo “nao singular” por um sinénimo, a saber, “lisa” (que
é exatamente a idéia geométrico-intuitiva de nao singularidade: auséncia de bicos,
rugas ou dobras).

A qualidade da Matematica exposta nesta dissertacao certamente nao vem por
esforco do autor, mas vem pela propria beleza e simplicidade de seus resultados.
Em sua maioria sao resultados antigos (alguns deles remontam os meados do século
XIX), mas que sempre nos surpreendem pela sua elegancia e clareza. Procuramos ao
longo do texto equilibrar os aspectos algébricos com os aspectos geométricos, sendo
estes ultimos ressaltados para que lhes seja dada mais atencao. Vale a pena “ver”
(literalmente) as idéias algébricas funcionando bem.

No capitulo 1 aprendemos a descrever as retas do espaco projetivo através de
coordenadas, as coordenadas de Pliicker. A seguir estudamos quais as condicoes
para que uma reta esteja contida numa superficie dada. Provamos que qualquer
superficie cubica contém pelo menos uma reta; o Teorema da Dimensao das Fibras é
fundamental nessa prova.

No segundo capitulo apresentamos o resultado principal deste trabalho, o teo-
rema devido ao britanico Arthur Cayley (1821-1895) e ao irlandés George Salmon
(1819-1904) que diz que “uma superficie cibica nao singular contém exatamente 27
retas”. A seguir, estudamos as configuracoes que essas 27 retas podem assumir quanto
as suas intersecoes. Através de uma bem elaborada notacao criada pelo matematico
suigo Ludwig Schlafli (1814-1895), esses dados sao reunidos numa tabela, a Tabela
de Intersecao de Schlafli. Na ultima secao deste capitulo apresentamos os pares tri-



edais (conceito introduzido pelo gedmetra suico Jakob Steiner (1796-1863)) e uma
aplicacao do Teorema de Cayley-Salmon e da Tabela de Intersecao de Schlafli que diz
respeito a normalizacoes de equacoes de superficies cubicas lisas.

No capitulo 3 trabalharemos com os conceitos de divisores, grupo de Picard e
numero de intersecao. Utilizamos esse conceitos para transformar a tabela de Schlafli
numa matriz de ordem 27 x 27 que representa, de certa forma, a propria superfice
ctibica nao singular. Neste capitulo apresentamos uma segunda prova (moderna,
porém nao melhor) do Teorema de Cayley-Salmon e também uma redugao de ordem
da propria matriz de intersecao acima mencionada.

No tltimo capitulo apresentamos os resultados referentes a implosao de certos
conjuntos de retas da superficie cibica nao singular. Veremos que ao implodirmos 6
ou b retas (com certas propriedades bem determinadas) de uma superficie ciibica lisa
obtemos respectivamente uma superficie isomorfa ao plano projetivo ou isomorfa ao
produto de duas retas projetivas. Esses resultados admitem reciprocas.

Assim, espero que a leitura deste trabalho seja ao leitor tao prazeirosa quanto a
mim foi escrevé-lo.

IMPA, Abril de 2001,
Cleber Haubrichs dos Santos.



Capitulo 1
Retas Sobre Superficies

Secao 1.I: Conceitos Basicos e o Teorema da Dimensao das
Fibras

Nesta secao pretendemos estabelecer a notacao e enunciar alguns resultados
béasicos que nos permitam entender o Teorema da Dimensao das Fibras. Esse te-
orema sera fundamental para garantir a existéncia de retas sobre superficies cubicas,
conforme veremos na secao III deste capitulo.

Ao longo de todo este trabalho k denotard um corpo algebricamente fechado
de caracteristica zero. Denotaremos também por A" o espago afim de dimensao n
(A" ~ k™) e por P™ o espago projetivo de dimensao n.

Dizemos que um subconjunto X C A" é um fechado quando o mesmo consistir
de todos os zeros comuns de uma quantidade finita de polindomios com coeficientes
em k. Ainda nessa linha, um conjunto U C A™ é aberto quando seu complementar

A™\U ¢ fechado.

Podemos estender o conceito de conjunto fechado num espaco projetivo P" de
maneira analoga. Apenas frisamos que (ag : a; : ... : a,) € P* é um zero de um
polinémio homogéneo f(Xg, X1, ..., X,,) € k[Xo, X1, ..., X;,] quando f(ag, a1, ...,a,) =
0, e isso esta bem definido exatamente por ser f homogéneo.

Dizemos que S C P" é uma hipersuperficie de grau m definida por F' = 0 quando
S é um conjunto fechado definido pelo polinomio F' homogéneo de grau m. Escrevendo
explicitamente: Se F é homogéneo de grau m, F € k[Xg, X1, ..., X;,]\{0}, entao
S :={(xg:21:...:2,) €P"| F(xg,21,...,2,) = 0}. Quando F for de grau 2, S é
chamada de quddrica.



Dizemos que um conjunto fechado X é redutivel se existem subconjuntos fechados
préprios Xp, Xo & X tais que X = X; U Xy. Caso contrario X é dito irredutivel.

Nao ¢ dificil ver que o conjunto de todos os polindmios homogéneos de grau
m, com n + 1 variaveis e coeficientes em k forma um k-espaco vetorial de dimensao
(m;—n) Observando que dois polindmios deste espaco definem a mesma hipersuperficie
se e somente se tem coeficientes proporcionais podemos concluir o seguinte fato: O
conjunto de todas as hipersuperficies de grau m em P" estd em correspondéncia

biunivoca com os pontos de PV, onde N := (m;t”) — 1.

Define-se um conjunto algébrico projetivo (respectivamente quaseprojetivo) co-
mo um subconjunto fechado (respectivamente aberto num fechado) de um espago
projetivo P". Analogamente, um conjunto algébrico é chamado afim se é isomorfo
a um subconjunto fechado de um espaco afim A". Definimos ainda uma variedade
(projetiva ou afim) como sendo um conjunto algébrico (projetivo ou afim) irredutivel.

Sejam X C P™ um conjunto algébrico quaseprojetivo, z € X e f = P/@Q quoci-
ente de dois polindmios homogéneos de mesmo grau com @Q(z) # 0. Naturalmente f
define uma fun¢ao numa vizinhanca de x € X tomando valores em k. Entao dizemos
que f é uma funcao reqular em x. Quando f é regular em todo z € X, entao f é dita
uma func¢ao regular em X. O conjunto de todas as fungoes regulares em X formam
um anel denotado por k[X]. Uma aplicagao f = (f1,..., fn) : X — A™ é regular
quando cada f; : X — k é regular. (i = 1,...,n). Se X for subconjunto do espaco
afim, entao X é variedade algébrica se e somente se k[X] é um dominio. Quando
X for uma variedade algébrica afim, entao o corpo k(X) das fungdes racionais sera
definido como o corpo de fragoes do dominio k[X]. Quando X for quaseprojetivo,
entao k(X) = k(U), onde U é qualquer aberto nao vazio de X.

Seja agora f : X — Y uma aplicacao entre dois conjuntos algébricos quasepro-
jetivos, X C P"e Y C P™. Neste caso, a aplicacao f € dita reqular quando dado
qualquer z € X e para algum “pedago”afim A¥,, contendo f(z) € Y, existe uma
vizinhanga aberta U 3 x tal que f(U) C A7, e f: U — A7, é regular. Natural-
mente, f : X — Y é um isomorfismo entre os conjuntos algébricos quaseprojetivos
X e Y se é regular e tem inversa também regular. Um importante resultado acerca
de aplicagoes regulares é o seguinte

Teorema 1.1.1: ([sh], pdg 57) A imagem de um conjunto algébrico projetivo a
respeito de uma aplicacao regular é fechado. [

Agora falaremos brevemente sobre dimensao de uma variedade. A dimensdo de
uma variedade projetiva X é o grau de transcendéncia do corpo de fungoes k(X), e



é denotado por dimX. Se Y C X é uma subvariedade fechada de X entao o nimero
dimX — dimY é chamado de codimensio de Y em X. As variedades algébricas de
dimensao 1 e 2 sao chamadas respectivamente de curvas e superficies.

Apresentamos agora alguns fatos sobre dimensao de variedades:

Proposigao 1.1.2: ([sh], pags 67,68) Sejam X e Y conjuntos algébricos. Entao
vale:
i) X irredutivel e U C X aberto em X = dimU = dimX
ii) XY irredutiveis = dim(X x Y) = dimX + dimY
iii) Se X C Y entao dimX < dimY . Por outro lado, se Y é irredutivel e X é fechado
em Y com dimX = dimY entao X =Y. [

Seja f : X — Y aplicacao regular entre variedades quaseprojetivas e seja y € Y.
O conjunto f~!(y) é chamado de fibra de f sobre y e ¢ um subconjunto algébrico de
X.

Teorema 1.1.3: Teorema da Dimensao das Fibras: ([sh], pdg 76) Suponha
f X — Y aplicacao regular sobrejetiva entre duas variedades X e Y. Seja dimX =n
e dimY = m. Entao m < n. Além disso, valem:
(i) dimF > n — m para qualquer y € Y e para qualquer componente F da fibra
).

(ii) Existe um aberto nao vazio U C Y tal que dimf~'(y) =m —nparay € U. m

Teorema 1.1.4: ([sh], pag 77) Seja f : X — Y uma aplicagao regular sobreje-
tiva entre conjuntos algébricos projetivos. Suponha que Y ¢ irredutivel e que todas
as fibras f~!(y) para y € Y sdo irredutiveis e de mesma dimensao. Entao X ¢é
irredutivel. [

Secao 1.II: Coordenadas de Pliicker

Estamos interessados em estudar retas sobre superficies ciibicas em P?. Ora, em
se falando de retas em P3, surge uma pergunta natural, a saber, como descrever uma
reta L neste espago?

Podemos descrever uma reta L de trés maneiras distintas:

[1¢] L é a ligacao de dois pontos distintos entre si e contidos em L (definigao
geométrica). Algebricamente escrevemos: se (ag : aj : as :az) e (b : by :by:b3) € L
entdo L = {(Aag + pby : Aay + pby = Aag + pby = Aag + pbs) | (A, p) € £2\(0,0)}.

[24] De maneira dual, L é a interseccao de dois planos distintos entre si que
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contenha L.

A dificuldade de se caracterizar uma reta dessas maneiras vem da arbitrariedade
de escolher os dois pontos ou os dois planos.

[32] Descrevemos L usando suas Coordenadas de Plicker.

Teorema 1.I1.1: Mergulho de Pliicker: Existe uma bijecao entre as retas
de P? e os pontos de uma hipersuperficie quadrica em P%, a saber:

{retas de P3} «— {(Po1 : Po2 : Po3 : P12 : P13 * Pa3) € P | Po1P23 — Po2P13 + Pozp1z = 0}

onde a reta por meio de (ag : a; : ag : az) e (by : by : by : b3) corresponde ao ponto
cujas coordenadas sdo p;; := det(‘gi Z;) = a;b; — a;b;.

Demonstragao: Sejam a = (ag, a1, az,a3) e b = (b, by, ba, b3) vetores linear-
mente independentes em k* tais que (ag : a; : ay : as) e (by : by : by : b3) € L.
Para mostrar que o mergulho de Pliicker é bem definido, sejam ¢ = (¢g, ¢1, 2, ¢3) €
d = (dy, dy, do, d3) outros dois vetores tais que (co: ¢ :ca:¢3)e(dg:dy:ds:ds) €L,
digamos, ¢; = A\ja;+u1b; e d; = Aga;+ pob; para certos \i, Ao, piy, pto € ket =1,2,3,4.
Temos que (CO e 03) = (>‘1 ‘“)(“0 a1 az “3), ou seja det(ci Cf}) = det(/\l“l)pij. E sendo

do d1 d2 d3 A2 p2/ \ bo b1 b2 bs d; d; A2 w2
det (i; Z;) # 0 podemos concluir que a aplicacao é bem definida. Como os vetores a
e b sao linearmente independentes, entao existem i < j tais que det (‘Zl ) ) #+ 0. Ap6s
i Oj

uma possivel mudanca de coordenadas podemos supor i = 0 e 7 = 1, e portanto,
det('zg le) # 0. Melhor ainda, tomando combinacoes lineares se necessarias, pode-
mos supor sem perda que (Zg le) = ((1)(1)) Assim: po1 = 1, poa = ba, po3 = b3, P12 =

—ag, P13 = —az € Pa3 = Aobs — azbs. Portanto po1 = 1 e po1pe3 — Po2p13 + Pospi2 = 0.
Reciprocamente, dado um ponto (po1 : po2 : Po3 : P12 : P13 : Po3) € P° satisfazendo
Po1P23 — Po2P13 + Po3pi2 = 0 e supondo sem perda que pg; = 1, o mesmo deter-
mina unicamente uma reta, a saber, a reta passando por (1 : 0 : —pyp : —pi3) e

(0:1:poz : pos)- L
Alguns comentarios sobre a prova:

[12] A suposicao pg; # 0 diz que L nao intersecta a reta Hy N H; =

11



{(0:0:my:23) | (29 : 23) € P}, onde o plano H; = {(xg : 71 : 29 : x3) € P? |2, = 0}.
De fato, sendo pg; # 0, podemos supor sem perda que py; = 1. Dai, conclue-se que L
passa por (1:0:as:a3) € Hyie (0:1:by:b3) € Hy. Logo LN (HyN Hy) = (. Reci-
procamente, a condi¢do po; = det(*°7') = 0 significa que os vetores (zo,21) € (Yo, Y1)

Yo Y1
sao linearmente dependentes, isto é, existem constantes nao todas nulas o, € k

tais que a(zo, 71,22, 73) + B(Yo, Y1, Y2, y3) = (0,0, s + By, axz + Pyz) e portanto
(00 : CL/ZL’Q—FBZ/Q : a:r3+ﬁy3) S Lﬂ(H()ﬂHl).

[22] A partir da descrigao de L como passando por dois pontos, também podemos
obter a descrigao de L como intersecgao de dois planos. De fato: (1:0:ay:a3)e (0:
1:by:b3) € L implica que L = {(xg : &1 : aswg + boxy : azxo + b3xy) | (zo : 21) € P}
={(zg: 21 : T9 : 13) € P3| 1y = apxo+bomwy e w3 = azwo+bsxy }. Logo L é a intersecgao
dos planos Hy e Hz dados por Hy = {(xg : o1 : agwg + boxy : 23) | (70 : 21 : w3) € P?}
e Hy = {(wg: @1 : x93 : a3 + bzy) | (zo : 1 : 12) € P?}.

[32] As retas de P? que nao intersectam a reta HyN H; formam um espago afim
4-dimensional via (Ho\Ho N Hy) x (H,\Hy N H;) = A? x A2 = A*. De outro modo
também:

At — {(po1 : Po2 : Po3 = P12 P13 Pa3) € P° | po1 = 1eporpas — pozp1s + Pospi2 = 0}
onde o ponto (as,as, by, bs) € k* corresponde ao ponto (1 : by : by : —ay : —as :
CLng — a3b2) S ]P)S.

A importancia pratica do Mergulho de Pliicker é que o mesmo permite manejar
as retas de P? através das suas coordenadas em P°.

A préxima proposi¢ao traduz algebricamente o fenomeno geométrico que é a
interseccao de duas retas. Trata-se de uma condicao em termo das coordenadas de
Pliicker das mesmas.

Proposicao 1.11.2: A condicao necessaria e suficiente para que duas retas em
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3 .
P° com coordenadas de Pliicker po1, po2, Pos, P12, P13, P23 € Go1, G025 G035 G125 G135 G23 S€
intersectem é

Po1G23 — Po2q13 + Po3qi2 + P12Go3 — P13Go2 + P23dor = 0.

Demonstragao: Sejam a reta ligando os pontos (ag : a1 : as : az) e (b : by : by :
b3) e a reta ligando os pontos (cy : ¢1 : ¢ : ¢3) e (dg : dy : do : d3). Entao as duas
retas se intersectam se e somente se estao ambas contidas no mesmo plano, isto é,
0s quatro pontos acima estao contidos num mesmo plano, isto é, os quatro vetores
(ag, a1, az, az), (bo, by, by, b3), (co, €1, 2, ¢3) € (do, d1, da, d3) sao linearmente dependen-
tes, isto é,

Gp a3 as asg

0=det| 0 O b ba
Chp C1 Co C3
do dy dy ds

Qg ay Co C3 Qg Ao C1C3 Qg a3 C1 Co
= det det — det det det det
‘ <b0 m) ‘ <d2 d3> ‘ <b0 b2> ‘ (dl d3> e <bo b3> ‘ <d1 d2>
ay Qo Cpo C3 ap as Cpo Co Q9 Q3 Co Cq
det det — det det det det =
e <b1 b2> ‘ <d0 d3> ‘ <b1 b3> ‘ <d0 d2> e <b2 b3> ‘ <do d1>
= Po1923 — Po2913 + Po3q12 + P12qo3 — P13902 + P23qo1 n

Secao 1.I1I: Retas Sobre Superficies

Considere uma superficie S C P3? dada pela equacao ' = 0 onde F €
k[Xo, X1, X5, X3]\{0} é um polinomio homogéneo de grau m. Seja ainda L C P3
uma reta dada pelas coordenadas de Plicker pg1, poz2, Po3, P12, P13, P23-

Proposicao 1.IT1.1: As condigoes que expressam o fato da reta L estar sobre a
superficie S sao um nimero finito de relacoes algébricas entre os p;; e os coeficientes
de F', homogéneas em ambos os conjuntos.

Demonstracao: Podemos escrever uma representacao paramétrica de L em ter-
mos de suas coordenadas de Pliicker tal como segue. Sejam = = (xg, x1, T2, 23) € y =
(Yo, y1,Y2,y3) dois vetores linearmente independentes em k' tais que
(2o : a1 129 :23), (Yo : 91 : Y2 : y3) € L. Seja ainda £ C k* o 2-espaco vetorial gerado
por z ey € k*. E facil ver que £ = {(v,y)z— (v, z)y | v € k*} (vide observacio 2 logo
adiante). Se o vetor v tem coordenadas (vg, v1, v2,v3) entao o vetor (v,y)xr — (v, x)y
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tem coordenadas z; = Z?:o pi;v; onde p;; = x;y; — x;v;. Portanto podemos es-
crever os pontos de L = {(zg : 21 : 5 : x3) € P?| (20, 21, T2, 23) € L\{0}} como
pontos cujas coordenadas sao Zj‘:o pijvj. Substituindo tais expressoes na equacao
F(Xo, X1, X5, X3) = 0 e igualando a zero os coeficientes de todos monomios em v;,
obtemos a condi¢ao L C S como um conjunto finito de relacoes entre os coeficientes
de F' e as coordenadas de Pliicker. [

Observagao 1: Explicitamente, L é dada por: {(v1po1 + vapo2 + v3Po3 : —vopo1 +

Vapra + UsPiz 1 —UpPo2 — UiP12 + UsPag © —UgPos — V1P1s — U2Pes) | (vo,v1,v2,v3) €
k*\(0,0,0,0)}

Observagao 2: Verificagao de que vale £ = {(v,y)x — (v,2)y|v € k*}: Dado
| € L, existem a,b € k com | = ax + by. Quero mostrar que existe v € k* tal que
(v,9)x — (v, z)y = | = ax + by, isto é, existe v € k* tal que

(v, ) = XUy + T1V1 + TV + T3V3 = —b

(v,9) = Yovo + Y1v1 + Yov2 + Y3v3 = @
Mas tal sistema é possivel exatamente por serem os vetores x e y linearmente inde-
pendentes. A reciproca é 6bvia.

Veremos mais adiante na secao 1.IV exemplos que ilustram a proposicao acima
demonstrada.

Prosseguindo nossa discussao acerca de retas sobre superficies em P3, seja dado
um inteiro positivo m e considere o espago PV com N = (™) — 1 cujos pontos
parametrizam superficies de grau m em P2, Seja Il = {(z¢ : @1 : @9 : w3 : ¥4 : 15) € P°
| Zows — 1124 + Tow3 = 0} a hipersuperficie quidrica que é imagem das retas de P?
pelo mergulho de Pliicker. Escreva I',, € PV xII o conjunto dos pares (£,1) € PV x1I
tal que a reta correspondente a 1 € II esteja contida na superficie correspondente a
¢ € PN, Pela proposicao anterior, I',, é um conjunto algébrico projetivo. Queremos
calcular a dimensao de I',,,.

Considere as projecoes ¢ : (§,n7) €PN x I e PV ey : (&,n) € PV xII +—
n € II. Claramente ¢ e 1) sao aplicacoes regulares. Na verdade consideraremos as
restricoes de p e ¢ a I',,.

Note que 9(T',,) = II. Isso significa que para cada reta em P? existe pelo menos
uma superficie de grau m que a contenha.

Calcularemos a dimensao das fibras 1~1(n) de 1. Para este calculo e por uma
transformacao projetiva, nés podemos assumir sem perda que a reta correspondente
anédadaporzy=a; =0 (istoé, L={(0:0:29:23) | (x2:23) € P} ). Os pontos

14



& € PN tais que (¢,n) € v 1(n) C T, correspondem as formas F' € k[Xy, X1, Xo, X3]
de grau m tais que F'(0,0,25,23) = 0 para todo x9,z3 € k, isto é, as formas de
grau m tais que os coeficientes de X5, X" 1 X5 .. X, X1 X se anulam. Logo a
codimenséao do subespago ¢¥~!(n) é m + 1, e portanto dimy~'(n) = N — (m + 1).

Segue do teorema 1.1.4 que I',, é irredutivel (e portanto uma variedade algébrica).
Aplicando a parte (ii) do Teorema da Dimensao das Fibras, temos que diml', =
dimip(T,,) + dimip=1(n) = dimlIl + dimyp~=t(n) = 4+ N — (m+ 1), ou seja, dimI’,, =
N —m+3.

Considere agora a outra projecao ¢ : I, — P¥. Sua imagem ¢(I',,) é um
subconjunto fechado de PV pois é imagem de um conjunto algébrico projetivo por
uma aplicagao regular. Naturalmente vale dimo(T,,) < dimPV.

Estudaremos os valores possiveis para o grau m e veremos que conclusoes inte-
ressantes podemos tirar em cada situacao .

[Caso m > 3]: Quando m > 3, entao dimI',, < N. Isto significa que p(I';,) &
PV, ou, em palavras, nem todas as superficies de grau m > 3 contém alguma reta.
Note ainda que PN \(T',,) é aberto. Resumimos isso tudo no resultado abaixo:

Teorema 1.II1.2: Para qualquer m > 3, existem superficies de grau m que nao
contém nenhuma reta. Mais ainda, tais superficies correspondem a um aberto de PV.

[Caso m = 1]: As superficies de grau 1 em P? sdao os planos, e estes, obviamente,
contém infinitas retas.

[Caso m = 2]: E sabido que & menos de transformacoes projetivas existem
somente quatro quadricas em P?: a nao-singular, o cone, o plano duplo e a unidao de
dois planos simples. Sabemos que cada uma delas contém infinitas retas. Reobtemos
esse resultado a luz do que ja fizemos via: m = 2 = N = 9. Portanto diml'y =
9+ 3 —2 = 10. Naturalmente vale ainda que dime(I'y) < 9. Entao pelo Teorema da
Dimensao das Fibras temos que dimp=1(€) > dim(Ty) — dime(Ty) > 10 — 9 = 1.

[Caso m = 3]: Neste caso temos N = 19 e dimI'3 = N = 19. Comeco afirman-
do que existe uma superficie cibica contendo uma quantidade finita de retas (Vide
exemplo 1 a seguir). Com a existéncia de uma tal superficie ciibica, vemos que existe
¢ € PY tal que o 1(€) # 0 e dimpt(€) = dim{trés pontos de I's} = 0. Afirmamos
agora que dimp(T'3) = dimP'. Vale trivialmente que dimp(T'3) < dimP'® = 19.
Por outro lado, aplicando a parte (i) do Teorema da Dimensao das Fibras na fibra
0~ 1(€) considerada acima temos que 0 = dime =1 (&) > dim(T'3) — dimp(T'3) isto é
dimp(T'3) > dimI'3 = 19. Assim sendo, ¢ é sobrejetora, pois, sendo ¢(I'3) C P3
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fechado com mesma dimensao de PY, entdo ¢(I';) = P'. De tudo o que foi feito
acima e tambem do Teorema da Dimensao das Fibras, segue-se o seguinte resultado
para m = 3:

Teorema 1.IT1.3: Toda superficie cibica contém pelo menos uma reta. Além
disso, o subconjunto que parametriza todas as superficies cubicas que contém somente
uma quantidade finita de retas, é um aberto nao vazio em P'?.

Observacao: Existem cubicas que contém infinitas retas. O segundo exemplo
da proxima secao exibe uma delas.

Secao 1.IV: Alguns Exemplos de Retas Sobre Superficies
Ctbicas

Exemplo 1: Superficie cibica contendo uma quantidade finita de retas em P3:
Seja a superficie cibica S dada pela equacao F' = 0, onde

F(Xo, X1, Xy, X3) = X1 X5 X3 — X,

Tal superficie ndo contém nenhuma reta contida em A*. Quero dizer com isso que
escrevendo a equacao de uma reta afim na forma X; = a;t + b;, a;,b; € k, i =1,2,3 ¢
substituindo na equagao acima obtemos uma contradigao (vide abaixo). Entretanto
a interseccao da superficie com o plano infinito contém 3 retas. De fato temos que as
retas da interseccao sao L; : xg = x; = 0. Quero informar que o Critério de Jacobi
fornece os seguintes pontos singulares para a superficie considerada: (0 : 1: 0 : 0),
(0:0:1:0)e(0:0:0:1).

Verificacao da contradicao citada acima: Substituindo a;t+b; em X; na equacao,
temos a igualdade de polinomios em ¢: (a1t + by)(ast + by)(ast + b3) = 1. Igualando
os coeficientes temos:

arasaz =0, isto é, ag =0 ouas =0o0uaz =0
a1a263 + a1a3b2 + a2a3bl =0

a1bobs 4+ asbibs + azbiby = 0

blbgb3 = 1, isto é, bl 75 0, bQ 75 O, b3 75 0

Se assumirmos a; = 0 pela 1% equacao , entao substituindo na 2%, e por serem 0s
b’s nao nulos, concluimos que ajay = 0, isto é, a; = 0 ou a; = 0. Assuma a; = 0.
Substituindo na 3% equacao e novamente por serem b’s nao nulos entao concluimos
que a; = 0. Conclusao : a “reta’reduz-se ao ponto (by, b, b3). Contradicao ! [

Exemplo 2: Os Cones Cubicos: Superficies cubicas contendo infinitas retas em
P3: Seja G(X, X5, X3) um polinémio homogéneo do terceiro grau i trés variaveis.
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A equagao G = 0 descreve uma curva cibica no plano “P*’= {(0 : x; : x5 : x3) |
(21 : 25 1 23) € P?}. Mais do que s6 isso, a equacao G' = 0 descreve a superficie cibica
S que é a unido das retas por meio de (1 : 0 : 0 : 0) e cada ponto da curva plana
{(0: 21 : 2o : 23) | G(x1, 79, 23) = 0}. Tal superficie S é chamada de cone de vértice
(1:0:0:0) sobre a curva G = 0. O Critério de Jacobi nos informa que pelo menos
oponto (1:0:0:0) € S ésingular, e, se a curva plana G = 0 possui singularidade
em (0:a:b:c), entdo cada ponto (g :a:b:c) € S com zy percorrendo o corpo k
também é singular.

Observamos que cada reta de S passando por (0: 1 : 23 :23) e (1:0:0:0) tem
coordenadas de Pliicker (xy : @y : 23 : 0: 0 : 0) e claramente existem infinitas retas
sobre S (pelo menos, tantas retas quantos forem os pontos da curva plana G = 0).

Observamos ainda que a definicdo de cone generaliza-se para qualquer curva
plana e qualquer ponto fora deste plano

Exemplo 3: A Superficie Cubica de Fermat: Seja
F(Xo, X1, X2, X3) = X§ + X7 + X + X5

Afirmamos que existem exatamente 27 retas sobre a superficie S : F = 0. Pre-
tendemos escrever as coordenadas de Pliicker de cada uma delas. Seja L dada por
Dot, Po2, Po3, P12, P13, P23 € suponha L C S. Inicialmente vamos supor que pg; # O.
Podemos supor ainda sem perda que pg; = 1. Neste caso, L é dada pelos pontos

(1:0:—=p12: —pi3) e (0:1:poa: pos), isto é,
L={(z:y:—piox + po2y : —p13= + Po3y) € P’ | (z,y) € kQ\(Oa 0)}

Como L esta contida em S temos que ter F(x,y, —piox + po2y, —P13T + posy) = 0
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para qualquer (z,y) # (0,0) em k2, isto é:

® +y° + (—prax + poay)® + (—pi3z + posy)® =0

ou ainda

(1 —piy—pis)2® + (1+ iy + Pos)y* + 3(Po2pis + Pospis)°y — 3(Piapi2 + Posprs)xy” = 0.
Temos portanto o sistema abaixo:

ng + pg:’, =-1
ply +pis =1

(*) 2 2 _
Do2P1o + PosPis =
p32p12 + p33p13 =0

Observagao: As duas primeiras equagoes do sistema (*) nao estao homogéneas
conforme afirmava a proposicao 1.II1.1. Isto aconteceu porque ao assumirmos pg; = 1,
estamos deshomogeneizando o problema e determinando unicamente os valores de

Po2, Po3, P12 € P13.

Para resolver o sistema (x) acima, tentaremos eliminar uma das variaveis. Ob-
servando que na quarta equacao a variavel pio é linear, podemos isola-la desde que
po2 # 0. Isso motiva-nos a dividir a resolugao de (*) em 2 casos:

Caso 1: pg1 = 1 e poz # 0: Da quarta equacao temos:

Substituindo a expressao de pis nas segunda e terceira equacgoes obtemos o sistema
3 x 3 abaixo:

P "‘3]?%3 :3_1 , )

Pi3(Pia + Pos) (D62 — Pis) = Poa

PosPts(Phy + Pos) =0
E substituindo ainda a primeira equacao nas duas seguintes obtemos:

{ Pis(Pis — Pha) = Pha
P03p%3 =0

Sendo pgo # 0, temos que ter p13 # 0. Entao pg3 = 0 e consequentemente pio = 0.
Da equacao pd, + pss = —1, temos pj, = —1. E finalmente temos p?, = 1. O total de
solucoes neste caso é nove.
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Caso 2: pg1 = 1 e pga = 0: Segue imediatamente da primeira equacao de (x) que
pi; = —1. Das terceira e quarta equagoes , por serem pgy = 0 e pp3 # 0, temos que
concluir que p;3 = 0. Finalmente, da segunda equacio temos que p3, = 1. Também
neste caso o total de solucoes é nove.

Com o que foi feito acima ja obtivemos 18 retas por suas coordenadas de Pliicker,
sendo todas elas tais que py; # 0.

Segue dos casos 1 e 2 considerados que pg; # 0 implica pps = p13 = 0 ou
po3 = p12 = 0. Podemos fazer raciocinio andlogo para concluir que pgs # 0 implica
po1 = P23 = 0 ou po3 = p12 = 0 e que po3 # 0 implica pg; = pa3 = 0 ou ppg = p13 = 0.
Em suma, vale sempre que py; e po2 nao se anulam simultaneamente. Ja tendo feito
0s casos po1 7 0,po2 7 0 € por # 0, po2 = 0, 56 nos resta analisar o caso seguinte:

Caso 3: pg1 = 0 e pge = 1: Valendo-se da simetria de I, resolveremos facilmente
o caso 3. Para tanto, note que este caso é obtido do caso 2 pela permutagao (0213) —
(0123) (isto quer dizer pg; <> Po2, Po1 <> —P12 € P13 <> P23). Logo as solugoes deste
caso sao0: po2 = 1,po1 =paz =0e Pgs = p?? = -1

Resumo: Adotando a notacao € para a raiz sexta primitiva da unidade % +

z"/Tg, temos que as 27 retas contidas na Superficie Diagonal de Fermat sao dadas
explicitamente pelas coordenadas de Plicker abaixo:

01.(1: =1:0:0:1:-1) 10.(1:0:—=1:1:0:1) 19.0:1:=1:-1:1:0)
02.(1: =1:0:0: —€:¢) 11.(1:0:=1:€2:0:€¢%)  20.(0:1:—1:—€2:€2:0)
03.(1: =1:0:0:€*:—€?) 12.(1:0:—1:—€:0:—€) 21.(0:1:—1:¢e:—€:0)
04.(1:€:0:0:1:¢) 13.(1:0:€:1:0: —¢) 22.(0:1:€:=1:—€:0)
05.(1:€:0:0:—€:—€¢*)  14.(1:0:€:€:0:1) 23.(0:1:€:—€*:—1:0)
06.(1:€:0:0:€¢*:—1) 15(1:0:€:—€:0:¢?) 24.(0:1:€:€:€2:0)
07.(1: —=€2:0:0:1:—€?) 16.(1:0: —€:1:0:€%*) 25.(0:1:—€2:—1:€2:0)
08.(1:—€*:0:0:—€e:—1) 17.(1:0: —€®:€2:0: —¢) 26.(0:1:—€®:—€>:—€:0)
09.(1: —€2:0:0:€:¢) 18(1:0:—€:—€:0:1) 27.(0:1:—€*:€:—1:0)

Podemos também escreve-las mais compactamente como trés familias de dois
parametros, cada familia com nove elementos, a saber:
(1:=X:0:0:p:=Adu); N¥=lep?*=1
(1:0:=X:p:0:du); N=1lep?=1
O:1:=X:—p:dp:0); XM =1lep?=1 =

Exemplo 4: A Superficie de Clebsch: Esta superficie, também conhecida como
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“Superficie Diagonal de Clebsch”, tem a notavel propriedade de ter todas as suas 27
retas reais. Podemos descreve-la em P* como intersecao das duas superficies dadas
pelas equacoes
X+ X3P+ X5+ X3+X7=0
{ Xo+ X1 +Xo+Xs+ Xy =0

ou simplesmente descreve-la em P3 como F' = 0 onde

F(Xo, X1, X0, X3) = X0+ X2+ X5 + X2 — (Xo+ X1+ Xo+ X3)2

Pretendemos neste exemplo exibir as retas da Superficie de Clebsch por suas
coordenadas de Pliicker. Assim sendo, seja L uma reta contida na superficie e dada
POr Pot, Po2, Po3, P12, P13, P23. Suponha inicialmente que py; # 0, ou, melhor ainda,
por = 1. Entao L é dada por L = {(x : y : —ppx + pey : —p13T + po3y) €
P? | (x,y) € k*\(0,0)}. Temos que ter F(z,y, —piax + poay, —pr13= + posy) = 0 para
todo (z,y) € k?\(0,0). Com isso chegamos ao seguinte sistema 4 x 4:

[ (Po2 + Po3) (Po2 + 1) (o3 +1) =0

(P12 +p13) (P12 — (s —1) =0

DgaP03 + PisPo2 + 2P02posP12 + 2P02P0sP1s — Doy — Pog — Po2Po3
+2po2p12 + 2po2p13 + 2po3p12 + 2po3p13 — 2po2 — 2po3
+pi2+pi3—1=0

Po2Dis + PosPia + 2Po2p12P13 + 2PosPrapis + Pl + Dl
+2p12p13 — 2P02P12 — 2P02P13 — 2P03P12 — 2P03P13

+po2 + Ppo3 — 2p12 —2p13+1=10

\

Das duas primeiras equacoes podemos considerar nove casos, em cada um deles
eliminamos duas incégnitas e recaimos num sistema 2 x 2.

1) Caso po3 = —po2 € p12 = 1: Neste caso as duas ultimas equagoes tornam-se

{ —p13 + ply + Plop1s = 0
—po2 + pls + Popis =0

Note que p2, # 1, sendo na primeira equacio haveria 0 = —p;3 + 1+ p;3 = 1 0 que é
impossivel. Isolando p;3 na primeira equacao temos:

—DPo2
P13 =
ng -1
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Substituindo na segunda equacao , calculamos py, como segue:

—Dbo ? —Pjo
—p02—|—< X ) +p02<2 ! >:Oa
Poz — 1 Pop — 1

isto é,
po2 (P + Po2 — 1) = 0,
E dai:
V5 1 V5
Po2 = 0ou _§+70u —5 T g

Finalmente afirmamos que pyp2 = p13. De fato, quando pgo = 0 é claro que p13 = 0
também. Mas quando pgy # 0, temos que p2, + poa — 1 = 0, isto é, p2y — 1 = —pgo, e
portanto:
—P32 —p32
P13 = — = = Do2-
Poz — 1 —Po2

Com isso encerramos o primeiro caso.

De maneira inteiramente andloga tratamos os préximos cinco casos:

2) pos = —poz € p13 = 1
3) poz = —1 e pi3s = —p1
4) pos = —1 e p13 = —pio
5) poe=—lepz=1
6) pos=—lep=1
Obtendo as segumtes solucoes :
2)p02=—p12200u +‘/_0u——§
3) pos =pi2=0o0u 3 —|—‘/_0u——‘é5
4) po2 = —p12 =0 ou § +‘/_0u——§
5) po3 = —p12 = 0 ou ——+‘/_0u —1- @
6)])02—-])13:0011——4—\/_011 % é

Restam os trés dltimos casos:
7) Po2=—lepp=1
8) pos=—leps=1
9) Po3 = —Po2 € P13 = —P12

Em cada um deles obtemos “equacoes”’do tipo 1 = 0, isto é, o sistema 2 x 2
obtido é impossivel. Assim, nada mais temos a fazer.

Até agora temos considerado pg; # 0 e com isso ja obtivemos 18 retas. Passa-
remos agora a considerar as retas tais que py; = 0. Faremos isso em cinco etapas,
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em cada uma delas considerando p;; = 1 e py; = 0. Note que obteremos as retas
sem calculos adicionais, apenas trabalhando com a permutacao das coordenadas que
aplica z; e z; em z( e x| respectivamente.

a) por = 0 e pop = 1 (permutacao (0213) — (0123)):
Este caso fornece quatro novas retas dadas por:
Po3 = 0,p12 = —1,p3 =0
Po3 = 0,p12 =0,p23 =1
Po3 = —1,p12 =0,p23 =0
Po3 = —L,p1a=—1,pa3 =0

b) por = po2 = 0 e po3 = 1 (permutacao (0312) — (0123)):
Aqui obtemos mais duas novas retas:
pi3=—1,pa3 =0
p13 = 0,p23 = —1

¢) po1 = po2 = 0 e p1p = 1 (permutacgao (1203) — (0123)):
Neste caso, mais duas retas:
P13 =0,pa3 =1
P13 =—1,p3 =0

d) po1 = po2 = 0 e p13 = 1 (permutacao (1320) — (0123)):
Aqui obtemos somente uma nova reta que é dada por
Po3 = 0,p12 = 0,pe3 = —1,
enquanto que as duas solugoes
Po3 = —1,p12=0,p3 =0ce
Po3 = 0,p12 = —1,p23 =0
nos dao retas que jd foram encontradas na primeira linha do caso b) e na segunda
linha do caso c) respectivamente.

e) po1 = po2 = 0 e po3 = 1 (permutacgao (2310) — (0123)):
Encontramos as trés solugoes
po3 = 0,p12 =0,p13 = —1
po3=—1,p2=0,pi3=0e¢
po3 = 0,p12 = 1,p13 =0,
todas elas fornecendo retas ja antes obtidas na primeira linha do caso d), segunda
linha do caso b) e primeira linha do caso ¢) respectivamente.

Obtivemos entao 9 solugoes distintas com pg; = 0, totalizando assim 27 retas.

Resumo: Adotando a notacao w; = % + @ e Wy = % — @, as 27 retas sobre a
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Superficie de Clebsch sao dadas explicitamente pelas coordenadas de Pliicker abaixo:

01.(0:0:0:0:1:-=1) 10.(1:0:0:0:1:0) 19.(
02.(0:0:0:1:0:1) 11.(1:0:0:1:0:0) 20.(
03.(0:0:0:1:-1:0) 12(1:0:=1:0:0:0) 21.(
04.0:0:1:0:0:—-1) 13.(1:-1:0:0:0:0) 22.(
05.(0:0:1:0:—-1:0) 14.(1:0:—-1:1:0:1) 23.(
06.(0:1:0:0:0:1) 15(1:=1:0:0:1:-1) 24.(
07.0:1:0:=1:0:0) 16.(1:wy:—1:—wy:wy:1) 25
08.(0:1:—-1:0:0:0) 17.(1:wy:—=1:—wo:wy:1) 26.(
09.(0:1:—=1:=1:1:0) 18.(1:—wo:wg:1:—wy:1) 27.(

Podemos observar de fato que as retas sao todas reais.
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Capitulo 2
O Teorema de Cayley & Salmon

Neste capitulo iremos provar o espantoso teorema descoberto pelos matematicos
Arthur Cayley e George Salmon em meados do século XIX. Os amigos Cayley e Sal-
mon tinham muitos interesses em comum, entre estes o assunto superficies ctibicas
projetivas, acerca dos quais eles trocavam idéias através de longas cartas. Inicialmen-
te Cayley provou que sobre uma superficie cubica nao singular sempre existe uma
quantidade finita de retas. Pouco mais tarde, Salmon mostrou que o nimero de tais
retas é exatamente 27. Esse curioso resultado apareceu publicado pela 1¢ vez em
1849 no Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. IV e causou tremenda ba-
dalacao na comunidade matematica da época, badalacao essa “medida” pela grande
quantidade de trabalhos posteriores sobre o mesmo tema. Ainda hoje este singular
teorema provoca surpresa a todos quantos entram em contato com ele pela primeira
vez.

Secao 2.1: O Teorema de Cayley e Salmon

J4 vimos que dada uma superficie ctibica C em P? sempre existe uma reta L con-
tida na mesma. Queremos saber da possivel existéncia de outras retas intersectando
L. Aplicando, se necessario, uma transformacao projetiva podemos supor que a reta
L é dada por xy =z, = 0.

O polinémio F € k[Xy, X1, X3, X3] que define C' é uma k-combinagao linear dos
20 monomios de grau 3 a 4 varidaveis. Como a reta L esta contido na superficie C', os
monomios onde nao aparecem Xy e X (& saber, X5, X2X3, X5 X2 e X3) tem que ter
coeficientes nulos. Reciprocamente, se os coeficientes dos termos onde nao aparecem
Xy e X, sao nulos, entao cada termo do polinomio F' possui o fator Xy ou X; e
portanto a reta L : xo = x; = 0 esta contida na superficie C': F' = 0.
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Assim sendo, a equacao da superficie C' é dada por F' = 0 onde
F(Xo, X1, Xo, X3) = co1 X + o X3+ cos XZX 1 + couXo X2 + cos X2 Xo + cos Xo X2+
+cor Xa X3 + cos Xo X2 + oo X7 Xy + c10X1 X2 4+ e11 X2 X3 + e X Xo+
+c13 X0 X1 X9 4+ 14 X0 X1 X5 + 15 X0 Xo X3 + 16 X1 X2 X5

e 08 Cp1, ..., C1g Na0 sao todos nulos.

A partir de agora suporemos que a superficie ciibica C' é nao singular. Seja P
um plano qualquer em P?. Quando P intersecta a superficie ctibica C, determina
uma curva plana cubica. No caso de tal curva ser a uniao de trés retas distintas,
o plano P é chamado de plano tritangente a superficie C'. Quero ressaltar que a
palavra tritangente faz referéncia aos trés pontos (ou ao ponto triplo) onde o plano
P tangencia a superficie C'.

Considere agora a familia dos planos P, em P? que contém a reta L : zp =
2, = 0 e passa pelo ponto (a:b:0:0), onde (a:b) € P!, isto é,

Py ={(ax bz :y:2)|(v:y:2) € P*}.

Cada um desses planos P, intersecta a superficie cibica C' numa curva cibica
que contém a reta L, isto é, na uniao da reta L com uma conica. Quando esta
conica for degenerada e nao contiver a reta L entao o plano P, determina sobre a
superficie cibica nao singular C' trés retas, sendo pelo menos duas distintas.

A seguir, pretendemos responder as seguintes perguntas: Quais sao as condicoes
sobre a e b e os coeficientes coy, ..., c1¢ para que a curva P, N C seja a uniao de trés
retas? Quantos sdo os planos tritangentes a C' contendo L (isto é, quantos sao os
planos P, tais que P, NC sao trés retas distintas)? Quantas sao as retas contidas
em C intersectando L7

Vamos analisar primeiramente o caso particular onde (a : b) = (0 : 1), isto é,
P.1y ¢ o plano cuja primeira coordenada ¢ nula. Substituindo X, por 0, X; por z,
X, por y e X3 por z na equacao que define C', obtemos a equacao da curva cubica
P(O:l) NnC:

2(coax® + croy? + c192% + coory + 1172 + c16y2) = 0.

Esta curva é a uniao da reta L (agora dada simplesmente pela equacao x = 0)
com a conica (x,y,2) G (z,y,2)! = 0, onde
1 1
Co2 5C09 35C11
_ | 1 1
G = 3C9  Cio  35Ci6
1 1
3C11 3C16 C12
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Afirmagao 2.I.1: A conica (z,y,2) G (1,9, 2)" = 0 é degenerada se e somente
se a matriz G for singular, isto é det G = 0.

De fato, a conica acima ser degenerada significa que algum ponto (xg : yo : 29) é
ponto singular, ou seja, pelo Critério de Jacobi vale que

V((ZL’, Y, Z) G (JZ, Y, Z)t)(an Yo, ZO) =0,

(D 8 2 2 \u4 ,
onde V := (BXO’ X B an) é o operador gradiente. Mas

V((z,y,2) G (2,y, z)t)(xo,yo,zo) = 2G (o, Yo, Zﬂ)t,
e portanto a matriz 2G tem que ser singular, isto é, det G = 0. [

Supondo ainda neste caso particular que det G = 0, resta-nos mostrar que a reta
L : x = 0 nao é componente da conica degenerada (z,vy,2)G (z,y,2)" = 0 e que
esta conica nao se reduz a uma reta dupla e dai poderemos concluir que o plano
P:1y : o = 0 ¢é tritangente a superficie cibica nao singular C'. Ora, provando que
a reta L nao é componente da conica eu ja terei pelo menos duas retas distintas.
Para escapar de uma possivel reta dupla eu posso recomecar o raciocinio tomando
uma dessas retas como L e por argumento analogo ela sera distinta das outras duas.
Portanto basta provar a seguinte:

Afirmacgao 2.1.2: A reta L nao é componente da conica (z,vy, 2) G (z,y, z)! = 0.

Esta afirmacao é equivalente a dizer que z nao divide o polindomio cyoz? + c19y? +
c122° + cooxy + c1172 + cigyz. E de fato, se z dividisse o polindomio acima, entao
a expressao cioy? + cigyz + c122° seria identicamente nula e isso nos conduziria a
seguinte contradi¢ao : Aplicando o Critério de Jacobi aos pontos (0:0:y:z) € L
temos:

oF
87(0’ 0,y,2) = cosy” + C15yz + cog2”
0
oF
87(0’ 0,y,2) = c10y” + c16y2 + c122° = 0
1
oOF oF
—(0,0 =—(0,0 =0
8X2(7 ,y,Z) 8X3(7 ,y,Z)

Sendo k algebricamente fechado, a equacdo quadrdtica cogy? + cisyz + cogz® = 0
admite uma solugao (o, 29) 7 (0,0) e portanto o ponto (0: 0: yg : 29) € L C C seria
singular, o que contradiz o fato da superficie C' ser nao singular. [

Para o caso geral, substituimos X, por ax, X; por bx, X, por y e X3 por z na
equacao da superficie C. Entao a curva ctbica Py N C obtida é a uniao da reta
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L:z =0 com a conica (r,y,z) G (z,y,2)" = 0 onde

(001a3 + Co3a2b -+ 004ab2 + COQbS) %(Co5a2 -+ Clgab -+ 009b2) %(Co7a2 + cl4ab -+ 01162)

G =

(Co5a2 + Cl3ab -+ CngQ) (006a + Clgb) %(015@ -+ C]_ﬁb)
(007CL2 + cl4ab + CubQ) %(CBCL -+ Cl(jb) (C()g(l + Clgb)

N[00 [ =

Novamente, e pela mesma razao de antes, afirmo que a conica (z,y, 2) G (z,y, 2)! =
0 é degenerada se e somente se vale

detG = 0.

Observe que det G é uma forma homogénea de grau 5 nas variaveis a e b com coefi-
cientes dados por combinacoes dos coeficientes cqy, ..., c1¢ de F'. A equacao detG =0
dé4 as condigoes sobre a e b e os 16 coeficientes de F' para que a curva Py N C
seja a uniao de trés retas (nao necessariamente distintas). Com isso respondemos a
primeira das nossas trés perguntas.

Por ser o corpo k algebricamente fechado, existe uma raiz (a : b) para a equacao
quintica detG = 0. A menos de transformacao projetiva podemos supor esta raiz
(a:b) =(0:1). Entao pelo que ji vimos anteriormente, o plano P,y ¢ tritangente
a superficie C'.

Até aqui ja temos concluido que dada uma reta L conhecida sobre uma superficie
cibica ndo singular C C P?, entdo existe um plano P tal que P N C é a unido de
trés retas distintas, sendo uma delas a reta L. Observe que as trés retas distintas de
PN C podem ter duas configuracoes possiveis: Ou elas nao tem ponto em comum ou
as trés sao concorrentes no mesmo ponto.

L L

T

>

=

Prosseguindo, para saber o nimero exato de tais planos, sé precisamos saber o
nimero exato de raizes distintas (a : b) da equagdo quintica det G = 0. Saberemos
que sao exatamente cinco raizes distintas se mostrarmos a seguinte:
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Afirmagao 2.1.3: Cada raiz (a: b) de det G = 0 é simples.

Como ja determinamos (via uma possivel transformagao projetiva) que (a : b) =
(0 : 1) é uma raiz, é suficiente mostrar que esta raiz tem multiplicidade 1. Para
mostrar a validade da afirmacao acima, vamos dividir nossa andlise em dois casos
referentes as configuragoes das trés retas de Py N C.

No primeiro caso as trés retas nao tem ponto comum. Entao podemos supor apds
uma possivel transformacao projetiva que tais retas sao L; : xg = 2; =0, (i = 1,2, 3)
no plano P.1) : 7o = 0. Neste caso, I’ ¢ dado por:

F(Xo,Xl,XQ,Xg,) = X()(COng + C04X12 + C06X22 + Cong?‘i‘

+C()3X0X1 -+ C()5X0X2 + 007X0X3 + 013X1X2 + 014X1X3 -+ 615X2X3)+
+ X1 X0 X3

(Observamos que em relagao a descri¢ao original do polinémio F', nés obtivemos as
seguintes simplificagoes : coa = g9 = 10 = ¢11 = 1o =0 € ¢;6 = 1.)

A equacao det G = 0, ja fazendo b = 1, reduz-se a:

(001a3 + 003a2 + CO4CL) %(C%CLQ + Cl3a) %(CWGQ + cl4a)
5 (cora® + c140) Hesa+1) Cosd

Obviamente ¢ = 0 é uma raiz da equacao quintica acima. Observamos que a
raiz a = 0 serd simples se e somente se o coeficiente de a no polinomio det G acima é
diferente de zero, isto é —1cos # 0, isto é, cos # 0.

Note que a curva ctibica P,y N C é a uniao das retas distintas Ly, Ly e L3 e
possui trés pontos singulares, a saber, LiyNLy,=(0:0:0:1), LyNL3=(0:0:1:0)
e LyNLy = (0:1:0:0). Mas tais pontos estao contidos na superficie ciibica nao
singular C' e o Critério de Jacobi aplicado aos mesmos nos informa que cgg, cog € Co4
sao todos nao nulos. De fato, aplicando o Critério de Jacobi aos pontos (0 : z : y :
z) € P.1) temos:

oF

07(07 T,Y, %) = coa®? + cosy® + Cog2® + C13TY + 1472 + C15Y2
0

F F F
88—)(1(07'%73/72) =Yz, 88—)(2(07'%73/72) =Tz, 88—)(3(07'%73/72) =Ty
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Nos pontos (0 : 0: 0:1),(0:0:1:0)e (0:1:0:0) temos claramente que

; OF 9F OF OF
as derlyadas 5%1) 5X57 5x; € anulam enquanto 5o, assume os valores 0081006 e Coy
respectivamente. E portanto cps, cos € cos necessariamente tem que ser nao nulos.

Em particular, a raiz a = 0 da equacao det G acima ¢ simples.

No segundo caso, consideramos que as trés retas tem um ponto em comum. Apds
uma possivel transformacao projetiva podemos supor que tais retas sejam L : ¢y =
11 =0,Ly:29=22=0e L3 : 19 =21 + 22 =0 no plano Py : zo = 0. Neste caso
F' é dado por:

F(Xo, X1, Xo, X3) = Xo(co1 Xg + coa X7 + cos X3 + cos X5+

o3 Xo X1 + cos XoXa + corXo X3 + c13X1 X0 + c1a X1 X3 + €15 X0 X5)+
+X1X2(X1 -+ XQ)

(Desta vez em relagao a descrigdo original de F', nés lucramos as simplificagoes :
Cop =c11 =12 =15 =0 e cog =cro=1.)

A equacao det G = 0, ja fazendo b = 1, reduz-se a:

(cma?’ + C03(1,2 + 0040) %(00502 + ci13a + ].) %(C(WCLQ + 0140)
det %(co5a2 + ciza+1) (cosa + 1) %cwa =0
%(007a2 + cl4a) %Cwa CogQ

Claramente vé-se que a = 0 é uma raiz da equacao quintica det G = 0 acima.
Analogamente ao caso anterior, a raiz a = 0 ser simples é equivalente a exigir que
cos # 0. Desta vez o “ponto suspeito”em P,y NC é LiNLyNLy=(0:0:0:1). No
entanto por estar contido na superficie nao singular C', o Critério de Jacobi garante
que cog # 0. De fato, aplicando o Critério de Jacobi aos pontos (0:z :y : 2) € P
temos:

OF

87(0’ x,Y,2) = Coax’® + coy® + o2’ + Cr3xy + Curz + ci5yz

0
oOF oF oOF
—0777 :2 27—0777 :2 27—0777 :0
axl( T,y,2) = 2wy +y aXQ( T,y,2) = 2wy + 8X3( Ty, 2)

Em (0:0:0:1) vale imediatamente que ;—)Z = ¢pg e as derivadas ;—;, 6‘9—)2 e 6‘9—)2 se

anulam. E portanto cypg é necessariamente nao nulo, ou seja, a = 0 é raiz simples da
equacao det G = 0 acima. Essas consideracoes provam a afirmacao acima feita. [

Com a prova desta afirmagao podemos responder & segunda (e consequentemente
a terceira) das nossas perguntas anteriormente formuladas. Resumimos as conclusoes
de toda essa discussao no seguinte:
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Teorema 2.I.4: Seja C' uma superficie ctibica nao singular em P?. Para ca-
da reta L C (' existem exatamente 5 planos tritangentes a C' contendo a reta L.
Consequentemente, cada reta L C C intersecta exatamente outras 10 retas distintas
contidas em C.

Ja tendo reunido todos os pré-requisitos necessarios, podemos finalmente enun-
ciar e provar o seguinte:

Teorema 2.I.5 (Cayley-Salmon, 1849): Dada uma superficie ciibica nao
singular em P3, existem exatamente 27 retas de P? contidas na mesma.

Demonstracgao: Seja P um plano tritangente a superficie C' e sejam L1, Lo, L3
as retas de PNC. Cadareta L;, (i = 1,2, 3) intersecta 10 outras retas distintas sendo
2 delas contidas em P e as outras 8 nao contidas em P. Assim, podemos contar
3 retas de PN C e, para cada ¢+ = 1,2 ou 3, podemos contar 8 retas fora de P e
intersectando L;. O total de retas obtidas é:

3+3x8=27T.

Agora s6 nos resta mostrar que nao existe nenhuma outra reta além dessas 27.
Suponha uma reta qualquer contida em C. Se tal reta esta contida no plano P entao
ela é alguma reta L; e ja foi contada. Senao, ela intersecta P em algum ponto, mas
por estar contida em C', entao ela intersecta P em algum ponto de P N C, isto é,
intersecta alguma reta L;. Novamente neste caso esta reta ja foi contada e isso encerra
esta demonstracao . [

Coroldrio 2.1.6: Uma superficie ciibica nao singular em P3 admite exatamente

27-10
31

45

planos tritangentes. ]
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Para encerrar essa se¢ao , observamos que a condic¢ao de nao singularidade de C' é
fundamental, tanto na prova de que a reta L nao é componente da conica degenerada
(2,y,2) G (x,y,2)" = 0, quanto na prova de que as raizes da forma quintica det G sao
todas simples. Por isso quero convida-los a reexaminarmos os exemplos 1 e 2 da secao
IV do capitulo anterior a luz da contagem de planos tritangentes. Entao veremos a
“influéncia negativa” das singularidades nesta contagem.

Contra-exemplo 1: Vamos reconsiderar a superficie cibica singular S (con-
tendo trés retas e) dada pelo polinémio:

F(Xo, X1, X0, X3) = X — X1X0X;.

(Usando a notagao desta segao temos ¢ = 1,¢16 = —1 € ¢g2 = ... = ¢35 = 0). Note
que L : xy = 1 = 0 esta contida na superficie. Entao a equacao quintica (que fornece
como raizes os parametros que caracterizam os planos tritangentes) é dada por:

a 0 0 1
det G = det 0 O %b = —Za?’b2 =0.
0 i 0

Se a # 0, podemos considerar ¢ = 1 e obtemos a raiz (1 : 0) com multiplicidade 2.
Por outro lado, se b # 0, consideramos sem perda b = 1 e obtemos a raiz (0 : 1)
com multiplicidade 3. Observamos o efeito das singularidades: as raizes da equacao
quintica nao sao mais simples.

x=0

Plano F, .,

Plano B,.,,

No plano Pg.1), isto é, 7o = 0, temos a equacao da curva cuibica S N P,y dada
por zyz = 0, isto é, as trés retas sao distintas. J4 no plano P10y : 21 = 0, a equagao
da curva ciibica S N P,y é dada por 2° = 0, isto é, temos apenas a reta L com
multiplicidade 3. [

Contra-exemplo 2: Os Cones Cubicos: Reconsideramos agora o exemplo do
cone cubico de vértice (1 : 0 : 0 : 0) sobre a curva cubica plana G = 0 onde G €
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k[ X1, X3, X3] é uma forma de grau trés a trés variaveis. Esta superficie ctibica singular
S é dada pela equacao

F(X07X17X27X3) = G(X17X27X3)-

Podemos supor, & menos de uma transformacdo projetiva no plano “P?’=
{0 : 2y : 29 2 @3) | (v1 @ oy ¢ w3) € P2}, que a curva G = 0 passa pelo ponto
(0:1:0:0). Com isso, ganhamos que a reta L : zo = x; = 0 estd conti-
da na superficie S, e com a notacao desta secao obtemos as seguintes reducoes:
Cor = Co3 = Co4 = Co5 = Cog = Co7 = Cog = €13 = ¢y = ¢35 = 0. Entao a equagao
quintica que fornece como solucoes os planos tritangentes contendo a reta L é dado
por:

301 2 1 2 1 1
Co2b 5009b §Cl1b Co2  5C09 ?011
det G = det %Cong Cl()b %Cl(jb = b5d€t %Cog C10 5616 =0
i 2 1 i 1
50115 50165 ci2b 5C11 3C6  Ci12

Observamos que se o determinante acima (o que serve de coeficiente para b°) for
nulo, entao a forma quintica fornece uma equacao do tipo identicamente nula, o que
caracteriza infinitas solugoes (e portanto, infinitos planos tritangentes). No entanto,
se o referido determinante for diferente de zero, entao obtemos a raiz (a : b) = (1 : 0)
com multiplicidade 5. Em qualquer caso, o efeito das singularidades é a perda da
existéncia de exatamente 5 raizes simples para a equacao quintica. [

Secao 2.II: A Tabela de Intersecao de Schlafli

Pretendemos a seguir estudar as configuracoes e as intersecoes possiveis entre as
27 retas. Para isso, vamos introduzir paulatinamente uma notacao que as identifique
e vamos descrever as intersecoes entre si numa tabela. Tanto a notacao utilizada
quanto a tabela que dela decorre sao devidas ao matematico suico Ludwig Schlifli

([he], pag 2).

Para comecar, queremos provar a nao existéncia de triedos sobre uma superficie
cubica nao singular C'. Definimos um triedo como uma figura formada pela uniao de
tres retas distintas e nao coplanares que concorrem no mesmo ponto chamado vértice.

Afirmagao 2.I1.1: Uma superficie ciibica nao singular nao contém triedos. (Em
particular, se trés retas distintas sobre a superficie encontram-se num mesmo ponto,
entao elas sdo necessariamente coplanares.)

De fato, suponha que uma superficie ciibica dada por F' = 0 com F' € k[ X, X1, X5, X3]
contenha uma triedo. A menos de transformacao projetiva, podemos supor que esse
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triedo é dado pelas retas xg = 21 = 0, 19 = 22 = 0 e 11 = 12 = 0 (e tenha vértice
(0:0:0:1)). Podemos entao escrever F' como:

F(Xo, X1, X2, X3) = XoXa(a1 Xo + a2 X1 + a3 Xy + as X3)+

+X1 (CL5X0 + CL(;XQ)(CWXO + CL8X1 + CLgXQ + CL10X3).

Aplicando o Critério de Jacobi ao vértice (0 : 0 : 0 : 1) concluimos imediatamente
que tal ponto é singular. n

Seja A; uma das 27 retas contidas em C'. Seja B; uma das 16 retas sobre C' que
nao intersectam A;.

Afirmacao 2.I1.2: Existem exatamente 5 retas sobre C' que intersectam simul-
taneamente A, e B;.

De fato, considere a reta A; e as outras duas retas distintas num dos 5 planos
tritangentes contendo A;. A reta B; intersecta este plano em algum ponto de A;
ou das outras duas retas. Nao serd em A; (pois escolhemos B; de tal maneira que
A; N By = ) e nem sera na intersegao das outras duas retas (pois ja eliminamos a
possibilidade de triedos sobre C'). Portanto B; vai intersectar o tal plano exatamente
em uma unica reta que intersecte A;. n

Sejam C'o,C13,C14,C15 € Chg as cinco retas acima referidas, isto é, que inter-
sectem simultaneamente A; e B;. Para cada j = 2,...,6 , seja A; a terceira reta
no plano tritangente gerado por By e C}; (isto ¢é, a tnica reta sobre a cibica C' que
intersecte By e C; simultaneamente e seja diferente delas). Analogamente, para cada
J=2,..,6,seja B; a tinica reta que intersecte propriamente as retas A4; e C};.

As 17 retas acima descritas podem ser representadas esquematicamente pela
figura abaixo:

33

B2 B3 Ba Bs Bes Al
Ci2 Ci3 Cia Cis Cie
B
A2 A3 Aa As Ae



Afirmacao 2.I1.3: Os seis pares de retas (A, By), ..., (4g, Bg) formam uma
Configuragdao Bisserta (em Inglés, Double Siz), ou equivalentemente:
i) Ay, ..., Ag nao se intersectam duas a duas,
ii) By, ..., Bg nao se intersectam duas a duas e
iii) A; intersecta B; se e somente se i # j.

Para comprovar a validade do enunciado acima, basta mostrar que valem as
quatro afirmagoes a seguir: a) A; nao intersecta Az, b) A, nao intersecta Az, ¢) A
nao intersecta Bo, d) A, intersecta Bj.

a) Ay N Ay = () (vide figura abaixo): A; j& intersecta Cp. Se intersectasse Ay
também, entao seria coplanar com as retas As, By, Cis e intersectaria também B, o
que nao ¢é possivel por construcao.

b) A, N Az = () (vide figura abaixo): A, jd intersecta Bj. Se intersectasse Az
também, entdo seria coplanar com as retas As, By, (3, ou seja, seria uma quarta reta
distinta no plano tritangente contendo As, By, C3, 0 que nao é possivel.

c) Ay N By = (0 (vide figura abaixo): As ja intersecta Ca. Se intersectasse Bs
também, entao seria uma quarta reta distinta e coplanar com A;, By e C2, 0 que nao
é possivel.

d) A, N B3z # (: J4 sabemos que A, tem que intersectar o plano tritangente
contendo A, By e C13. J4 sabemos também que A, nado intersecta A; (letra a)
acima) e nem Cq3 (pois isso implicaria que A, intersectasse Az). Portanto As tem
que intersectar Bs.

Ciz Cis Ci2 B2
A S A1 Al
N el
2 \ ~ RN
B1 \i B1 A2
A 2 A 3
(a) (b) (©)

Observacao: O nimero de configuracoes bissextas, a menos de uma possivel
troca de A; por By e a menos de permutacao dos seis pares é dada por:
27-16-5!

56l 36.
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Finalmente, vamos introduzir a notacao para mais 10 retas. Acabamos de ver
que para cada par i # j em {2,..6}, as retas A; e B; se intersectam. Seja Cj; a
terceira reta no plano tritangente contendo A; e B;.

Afirmacoes 2.11.4:
i) C;; = C}; intersecta A;, B;, A; e B;, mas nao intersecta Ay e By, quando k ¢ {1, j},
ii) C;; e Cy nao se intersectam quando j # k,
iii) Cy, e Cjx, ndo se intersectam quando i # j,
iv) C;; e Cy se intersectam quando 4, j, k e [ sao diferentes entre si.

Mostraremos a validade das afirmacoes acima nas seguintes etapas: a) Cj; = C};
e intersecta A;, B;, A; e B;, b) C5 nao intersecta Az nem Bs, ¢) Cj, nao intersecta
C13, d) C13 nao intersecta Coz, €) C1y intersecta Csy.

a) C;; = Cj;i: Sejam i # j. Pela configuragao bissexta, A; nao intersecta A;
e nem B;, portanto A; intersecta Cj;. Também, B; nao intersecta B; e nem A; e
portanto B; intersecta Cj;. Como a reta que intersecta simultaneamente A; e B; é
Cji, concluimos que Cj; = Cj;. Que Cj; intersecta A;, B;, A; e B; é imediato por
construcao e porque Cj; = Cj;.

b) C1oNAsz = 0 e CyyNBy = () (vide figura abaixo): J& sabemos pela configuragio
bissexta que Az intersecta By. Se intersectasse também C,, entao seria coplanar
com (e portanto intersectaria) A;, o que nao é possivel (também pela configuracao
bissexta). O raciocinio para Cy; N Bz = () é andlogo.

c) C1oNCy3 = () (vide figura abaixo): J4 sabemos, por construcao, que Ci3 in-
tersecta A;. Se intersectasse também (o, seria uma quarta reta no plano tritangente
contendo Ay, By e Ci2 0 que nao é possivel.

C

Ci2 12

A, !
/’A 3

/ -
B>
B>
(b) ©

d) Usando que C13 = C3; e Co3 = Cso e pelo caso anterior, concluimos que

Chi3 N Coz = 0.
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e) C13sNC34 # (0 No plano contendo Ay, By e C1, a reta C3q nao pode intersectar
A; e nem By (pelo caso descrito na letra b)), restando a opcao de intersectar a reta
034. ]

Observacgao: O ntimero de retas Cj; com 1 <47 < j <6 ¢ igual a 15. Com mais
as 12 retas da configuracao bissexta, temos entao descritas as 27 retas, bem como
suas intersegoes.

Os resultados apresentados nessa secao estao resumidos na Tabela de Intersec¢ao
de Schlifli anexada ao final deste capitulo.

Observacgao: ([he], pdg 6) O nimero de permutagoes (ou simetrias) em Sy
que mantém a tabela de intersecao invariante, ou, equivalentemente, o nimero de
automorfismos da configuracao das 27 retas que preserve a tabela de intersecao é
dado por

27 -16 - 5! = 51840.

Secao 2.I1I: Pares Triedais e Normalizacoes

Conforme ja vimos antes, um dos corolarios do Teorema de Cayley-Salmon é
o fato de que a superficie ciibica nao singular C' admite exatamente 45 planos tri-
tangentes. Para cada plano tritangente H, existem exatamente 32 outros planos
tritangentes cuja intersecao com H sao retas nao contidas na superficie ciibica. De
fato, cada reta contida em H N C' pertence a 5 planos tritangentes distintos. Temos
entdao 3 -4 = 12 planos tritangentes diferentes de H e intersectando-o numa reta
contida em (', e portanto, existem 45 — 12 — 1 = 32 planos tritangentes tais que as
trés retas da sua intersecao com C' sao diferentes das trés retas de H N C.

Vamos escolher dois planos tritangentes 77 e T5 tais que sua intersecao seja uma
reta nao contida em C'. Por exemplo, T} e T, tais que

TlﬂC':AlUClQUBQ,

TQHC:CmUBlUAg.

Nesta escolha supostamente particular, nao ha perda de generalidade. De fato,
seja A uma reta qualquer contida na superficie C' e seja B uma das 16 que nao
intersectam A. A menos da escolha do nome das retas, podemos supor que sejam A;
e By. Sejam entao T e Ty tais que Ty N C' = {Ay,Cy;, Bi} e ToyN C = {Cy;, By, A;}.
Para que os planos 77 e T nao tenham retas em comum sobre C' é necessario e
suficiente que ¢ # j. Entao, a menos de uma permutacao das 27 retas que preserve a
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tabela de intersecao, podemos assumir que ¢ = 2 e 5 = 3. Dai porque essa aparente
escolha particular, na verdade, pode ser considerada como geral.

Os dois planos T e Ty determinam trés planos tritangentes Sy, Sy e S3 cada um
dos quais contendo uma reta de 77 N C' e uma reta de T, N C. De fato, cada reta de
17 N C intersecta exatamente uma reta de T, N C', porque senao a reta de intersecao
T, NTy seria contida em C'. Na escolha com a qual estamos trabalhando temos:

SlﬂC:AlLJClgUBg,

52ﬂ02012U31UA27
S3ﬂC:BQUA3U023.

Observamos agora que as terceiras retas dos conjuntos S;NC, SeNC e S3NC
determinam elas mesmas um plano tritangente, que iremos denotar por 73, isto é,

T3ﬂC:B3UA2UCQ3.

Determinamos assim um par de familia de trés planos tritangentes distintos
{T1,T5,T5} e {S1, S2, S3} com a propriedade de que cada plano de uma familia contém
exatamente uma reta de cada plano da outra familia. Um par tal como esse é chamado
de Par Triedal. O conceito de pares triedais foi introduzido pelo geometra suico Jakob
Steiner. O nimero de pares triedais é dado por:

45 - 32

Se escolhermos um plano de uma familia e os trés da outra familia, digamos,
T;, 51,5, e S3 (1 € {1,2,3}) pode ser que os mesmos tenham um ponto em comum.
De fato, T;, S1, S9 e S3 tem um ponto em comum se e somente se 7;NSy, T;NSy e T;NS;3
tem um ponto em comum, isto é, se e somente se as trés retas de T; intersectam-se
num mesmo ponto. Quando um plano 7" qualquer tritangente a superficie cibica lisa
C' é tal que as trés retas de TN C' intersectam-se num mesmo ponto, esse plano e esse
ponto sao chamados de Plano de Eckardt e Ponto de Eckardt.

No entanto, se escolhermos dois planos de cada familia, garantimos que os quatro
nao tem um ponto em comum. Por exemplo, TyNT5NS1 NSy = (T1NS1)N(TeNSy) =
A, N B, = (. Todas as outras oito combinacoes resolvem-se da mesma maneira como
consequéncia imediata da tabela de intersecao de Schlafli.
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Assim, tendo garantido que os planos 717, 75,S; e Sy nao tem ponto em comum,
podemos assumir via uma possivel transformacao projetiva que as equacoes desses
planos sejam respectivamente o = 0,2; = 0,23 = 0 e g = 0. Com essa reducao , o
polinémio homogéneo de grau 3 que descreve a cibica C serd da forma:

F(Xo, X1, X2, X3) = X1 Xol2(Xo, X1, Xo, X3) + XoX5l03(Xo, X1, Xo, X3)

onde lyo,lo3 € k[Xo, X1, X2, X3]\{0} sdo formas lineares nao nulas.

Essa primeira reducao anula 12 coeficientes na equacao, a saber, os coeficientes
dos seguintes monomios: X3, X7, X3 X3 X2X|, Xo X2 X2X,, X0 X2, X2X3, X1 X2,
X2X3 e XyX2. Observamos ainda que ficam dadas as equacoes dos planos Tj e
S3, a saber, respectivamente [ = 0 e lgp3 = 0.

“Ressuscitaremos” temporariamente a notacao da primeira secao deste capitulo
para calcularmos outras reducoes . Assim, escrevemos:
ha(Xo, X1, Xy, X3) = c13Xo + oo X1 + c10Xo + 16X,
los(Xo, X1, Xo, X3) = corXo + c1a X1 + c15Xo + cos X3,

Afirmacao 2.II1.1: Os coeficientes cgyr, cos, Cog € €19 SA0 necessariamente nao
nulos.

Uma maneira de ver isso imediatamente é aplicando o Critério de Jacobi aos
pontos (1:0:0:0),(0:1:0:0),(0:0:1:0)e(0:0:0:1), intersegdes dos planos
T1,T5,5; e Sy tomados tres a tres.

Outra maneira de se ver isso é estudando a impossibilidade de intersecao dos
quatro planos escolhidos dois em cada familia {71,753, T3} e {Si, 52,53} tal como
segue:

Sabemos que nao existe (zo : x1 : Ty : x3) € P? tal que (zo : o1 : @y 1 a3) €
T, NTy,NS; N S;. Entao o sistema:

83 I CorXy FC14T1 +C15T2  +CogT3z = 0
T : T =0
T1 . T2 =
Sl : r3 = 0
isto é
Co7Zo =0
T =
T =
r3 = 0
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admite somente a solucao trivial. Portanto, necessariamente temos que ter cqo; # 0.

Analogamente, os resultados cog # 0, cgg # 0 € ¢19 # 0 vem do mesmo raciocinio
aplicado respectivamente aos casos Ty N 715 N SoNS; =0, ', NT3NS; NSy =0 e
ToNT3N S NSy =0. L

Do mesmo tipo de raciocinio utilizado na demonstracao acima obtemos quatro
desigualdades envolvendo os coeficientes de F' as quais calculamos agora:

Novamente, sabemos que nao existe (zo : 1 : To : x3) € P? tal que (zg: z1 : 2o :
x3) € Ty NT3N S; N S3. Entao o sistema 4 x 4

T3 I C13%y +Coox1 +Ci1oT2 +CigTz = 0
Sz corro +C1aTy +C15Ty +Cggrz =0
T1 . i) =0
Sl : r3 = 0

admite somente a solucao trivial (zg, x1, 22, 23) = (0,0,0,0) e portanto seu determi-
nante é nao nulo, ou seja,
C13¢14 — Co7Co9 7 0.

De maneira andloga, de T'NT3NSeNSs = 0, ToNT3NS1NSs = B e ToNT3N SN S5 =
() obtemos:
C14C16 — Co8Co9 75 0,

C13C15 — Co7C10 75 0,

c15¢16 — CosCio 7 0.

Vamos agora mostrar como se calcula uma transformacao projetiva tal que os
coeficientes de X2X,, X1 X7, X2X3 e XoX? (que sdo nao nulos) sejam todos iguais.
Com isso obteremos uma nova normalizacao de F' (fazendo desse coeficiente igual a
1) e poderemos escrever a equagao da ciibica de forma ainda mais simples.

Essa transformagao deverd ser diagonal em G L4 (k) para que os 4 planos Ty, Ty, S
e Sy permanecam invariantes. Seja entao a transformacao projetiva dada por

Ao
_ A
p L )\2
A3

com Ag, A1, Ao, A\3 € k\{O},

isto é,
p:Xi '_>)\1sz i:0,1,2,3.
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Os novos coeficientes dos monomios X?Xo, X, X2, X2 X3 e X X2 serao respec-
tivamente cooA3 g, cloA A2, cor A2 )3 e cosAg A2, Exigindo que sejam todos iguais a 1,
obtemos um sistema de equacoes nas variaveis Ag, A1, A2 e A3 cuja solucao é facil
de calcular. Assim, obtemos uma transformacao projetiva diagonal que permite-nos
escrever a equacao da superficie ciibica nao singular como:

/ !/ / !/
2122 (C 30 + 1 + Ty + Cg23) + Toxz(To + 421 + e + 23) =0
/ / / /
para certos ¢y, €y, Ci5, Cs € k.
Resumimos toda a discussao acima na seguinte:

Proposicao 2.II1.2: Cada superficie ctibica lisa em P? é projetivamente equi-
valente a uma superficie dada por um polindmio na seguinte forma normal:

F(Xo,Xl,XQ,Xg,) = X1X2(aX0 + X1 + X2 + dX3) + X0X3(X() + le + CX2 + X3),

onde a,b,c e d € k sao constantes. Além disso, valem as seguintes desigualdades:

ab—1+#0
ac—1#0
bd—1#0
cd—1+#0

Observacao: Segue do que foi feito acima que o polinomio F' que descreve uma
superficie cibica nao singular pode ser dada por

F=UVW — ARST,

onde U, VW, R, S, T € k[X,, X1, X2, X3]\{0} s@o formas lineares nao nulas e A\ €
k\{0} é uma costante nao nula. Cada uma dessas representagoes referem-se a um dos
pares triedais e as 6 formas lineares acima dao as equacoes dos 6 planos tritangentes
que compoem o par triedal. Como existem exatamente 120 desses pares, também
existem exatamente 120 maneiras diferentes de representar a equacao da cibica na
forma acima. A constante A expressa o fato que a superficie ciibica nao é unicamente
determinada pelo par dos triedros. Lamentavelmente, a normalizacao dos 4 planos
T1,15,51 e Sy do modo como foi feito nesta secao vai contra o fato dos 6 planos
terem que ser tratados “democraticamente como iguais”. Por causa disso, na forma
normal o “numero das arbitrariedades” é bem maior do que 120, e isto ¢ uma grande
desvantagem desta forma normal, pois torna-se muito dificil decidir quando duas
cubicas em forma normal sao projetivamente equivalentes ou nao.
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Capitulo 3

As Matrizes de Intersecao

Secao 3.I: Numero de Intersecao, Divisores e Grupo de
Picard

Depois de feita a tabela de intersecao, queremos chegar na matriz de intersecao
das 27 retas. Cada pontinho da tabela sera substituido pelo nimero 1, que represen-
ta o numero de pontos de intersecao entre duas retas distintas que se intersectam.
Analogamente, cada espaco vazio da tabela, exceto na diagonal, serd preenchido com
o numero 0 que significa o nimero de pontos de intersecao entre duas retas distintas
que nao se intersectam. De fato, podemos definir:

Definicao: Se A e B sao duas curvas que se intersectam transversalmente, entao
o numero de intersecao , denotado por A - B, é dado por:

A-B:=#(ANB).

Mas o que fazer com a diagonal da tabela de Schlafli (no sentido de: Qual é o
nimero de intersecao de uma reta com ela mesma) ?

Vamos calcular o nidmero de auto-intersecao A - A, onde A é uma reta contida
numa superficie cibica nao singular C. Faremos um “calculo intuitivo”e a seguir
justificaremos rigorosamente cada passo formal.

Seja A uma reta sobre a superficie cibica nao singular C. Sejam A, B, L as
trés retas distintas num plano tritangente contendo A e sejam A’, B', L as trés retas
distintas num outro plano tritangente contendo L.
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Fazendo variar (em torno de L) de um plano tritangente ao outro, podemos ver

que o 1-ciclo A + B (que representa uma conica) é (de algum modo) equivalente a
A"+ B’ (que representa outra conica). Essa equivaléncia é intuitivamente percebida
pela familia de conicas na passagem de um plano tritangente ao outro (vide figura
abaixo). Temos:

A+B~ A+ B,
isto é,

A~ A +B - B,
(onde essa decomposigao da reta A no 1-ciclo em que aparece um sinal negativo é
puramente formal, a principio). Dai:

A-A=A- (A+B' -B)=A-A+A-B—-A-B=0+0-1=-1.

E portanto, na diagonal da matriz de intersecao das 27 retas devemos colocar o
numero —1.

Agora vamos tornar rigoroso o raciocinio heuristico acima. Seja X uma varie-
dade projetiva nao singular de dimensao m. Um divisor de X é uma soma formal
de divisores primos onde um divisor primo é uma subvariedade (irredutivel) de codi-
mensao 1. Quando X for uma superficie, os divisores primos serao curvas irredutiveis
sobre a mesma. Observe que um divisor é um (m — 1)-ciclo.

O conjunto de todos os divisores de X forma um grupo abeliano aditivo que é
representado pela notagao Div(X).

Afirmagao 3.I1.1: ([sh], pdg 153) Seja X uma superficie nao singular. Cada
fungao racional nao nula f € k(X)\{0} define um divisor de X denotado por div(f).

Intuitivamente, quando temos uma funcao racional nao nula f, podemos representa-
la como quociente de dois polinomios homogéneos de mesmo grau. A seguir, escre-
vemos f como produto de formas irredutiveis e com multiplicidades positivas ou
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negativas (conforme o fator esteja no numerador ou no denominador de f). Ca-
da uma destas formas é a equacao de uma hipersuperficie no espaco projetivo que
contém X. Esta hipersuperficie intersectada com X determina sobre a mesma uma
subvariedade de codimensao 1. A soma formal de tais variedades (contadas com suas
respectivas multiplicidades) da o divisor div(f) sobre X.

Definimos o grau de um divisor D = > k;C; de X como deg D := > k; deg H;,
onde H; € k[X] é a forma que define a subvariedade C;.

Sejam D e E dois divisores de X. Dizemos que D é linearmente equivalente a
E, e denotamos por D ~ E, quando e somente quando existir uma funcao racional
f € k(X)\{0} tal que E = D +div(f). Se escrevermos D4 := D +div(af+b) com
(a : b) variando em P!, temos: D) = D + div(1) = D e D19y = D + div(f) = E.
Portanto, o divisor D é deformado em E com parametro sobre a linha P' (e daf o
porqué dizermos linearmente equivalentes).

Um divisor div(f) que provém de fungao racional nao nula é chamado de divisor
principal de X. Claramente temos que o conjunto dos divisores principais é um sub-
grupo de Div(X). Esse subgrupo induz a defini¢ao do Grupo das Classes de Divisores
de X, definido como o espaco quociente de Div(X) pela relacao de equivaléncia ~
e com a operacao de soma induzida por Div(X). Quando X é uma variedade nao
singular (que é o nosso caso), esse grupo também é chamado de Grupo de Picard de
X e denotado por Pic(X), isto é:

Grupo dos divisores de X

Pic(X) = .
(X) Grupo dos divisores principais de X

Observagao: No caso de uma superficie qualquer X (nao necessariamente uma
superficie nao singular), as nogoes de Grupo de Picard Pic(X) e de Grupo de Classses
de Divisores sao distintas. Essa diferenca entre os dois grupos no caso geral e a nova
definicao de cada um deles nao nos vem ao caso aqui. O leitor interessado pode
consultar [sh], pdgs 151-158.

Sejam H, H' € k[Xgy, X1, X2, X3] as formas de grau 1 que dao os planos tritan-
gentes contendo A, B e L e A', B' e L respectivamente. [ := %' define uma funcao
racional sobre a superficie cibica C' e div(f) = (A+ B+ L) — (A'+ B +L). B
exatamente tal div(f) que estabelece a equivaléncia A + B ~ A’ + B’. Segue imedi-
atamente das propriedades de grupo (do grupo Pic(C')) a validade da decomposicao
A~ A"+ B'— B. Quanto ao passo A-A = A-(A'+ B'— B), o mesmo estd suportado
no seguinte:
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Teorema 3.1.2: ([ht], pdg 357): Seja X uma superficie projetiva nao singular e
Div(X) o grupo dos divisores de X . Existe uma tnica aplicagao Div(X) x Div(X) —
7, que para cada par de divisores D e E associa o numero D - E tal que:

i) Se D e F sao curvas nao singulares que se intersectam transversalmente, entao
D-E=#(DNE)

ii) A aplicagao é simétrica, isto é, D- E = FE - D

iii) A aplicagao é aditiva, isto é, (D1 + Dy)-E=D,-E+ D, - FE

iv) A imagem pela aplicagao depende somente da classe de equivaléncia linear, isto
é,se Dy ~ Dy entao Dy - E = D, - E. n

Com isso, damos por encerrado e rigorosamente justificado o fato do ntiimero de
auto-intersecao de uma reta sobre uma superficie cibica nao singular ser —1.

Por fim, observamos que o calculo do nimero de auto-interse¢ao para uma su-
perficie nao singular de grau m qualquer generaliza-se na seguinte:

Proposicao 3.1.3: Se X for uma superficie nao singular em P? de grau m, entao
para cada reta L sobre X o nimero de auto- intersecao L - L é igual a 2 — m.

Demonstragao: Sejam H; (: = 1,2) dois planos (diferentes entre si) em P3
contendo a reta L. Entao X N H; = L 4+ C; onde C; é uma curva de grau m — 1 em
H; e onde interpretamos “N”como divisor de intersecao . Observe que C; e C5 nao
tem pontos de intersecao, pois H; é o plano tangente a X em cada ponto de L N C;.

(XNH) (XONH)=L-L+L-C,+L-Cy+C,-Cy=
=L-L+(m—-1)+(m—-1)+0=L-L+2m—2.

Sejam H! (i = 1,2) outros dois planos em P? cuja intersecio é uma reta que
intersecta X transversalmente. Como o divisor X N H; é linearmente equivalente a
X N H! concluimos que

(XNHy) (XNHy)=(XNH) (XNH) =
=#(X NH NH) = graude X =m.

Portanto L - L. =2 — m. ™

Antes de encerrarmos esta secao, vamos calcular o grupo de Picard de algumas
superficies conhecidas.

Exemplo 1: X = A? (plano afim): Um divisor D no plano afim A? ¢ uma
curva algébrica plana nao singular, e portanto definida por um algum polinomio
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f € k[X1, X5]\{0}, isto é, todo divisor D é principal. Portanto

Div(A?)
Pic(A?) = = {id}.
ic(A7) Divisores principais de A2 lid}

Exemplo 2: X = P? (plano projetivo): Qualquer subvariedade (irredutivel) de
codimensao 1 em P? é definida por uma forma irredutivel niao nula em k[Xy, X, X5]
e vice-versa. Seja f € k(P?)\{0} uma fungio racional nao nula sobre P?. Podemos
escrever f como quociente de duas formas F,G € k[Xy, X1, X5] de mesmo grau.

Fatorando f temos:
f=HM  HYp ™ LM

onde os H; sao os fatores irredutiveis de F' e os L; sao os fatores irredutiveis de G.
Sejam C; e D; as subvariedades de codimensao 1 em P? definidas por H; = 0e L; =0
respectivamente. Entao:

i=1 j=1

Sendo deg F' = deg G, temos imediatamente que »_ k;deg H; = > mjdeg L;, isto
é, degdiv(f) = 0. Reciprocamente, se ..  kideg H; = 0 e C; : H; = 0, entao
f = HF..H* é uma forma homogénea de grau zero e div(f) = S27_, kiC;. Assim
sendo, D ~ C em P? se e somente se D = C' + div(f) para algum f € k(P?)\{0} se
e somente se deg D = deg C'. Entao cada inteiro define uma classe de divisores sobre
P?, isto é,
Pic(P?) = Z.

Informamos que Pic(P?) é o grupo abeliano livre gerado por uma qualquer das retas
de P2 [

Exemplo 3: X = P! x P! (superficie quadrica nao singular): Aqui, cada subva-
riedade de codimensao 1 é dada por um polinémio bi-homogéneo em k[ X7, X5, Y7, V5]
(isto é, separadamente homogéneo em cada par de varidveis (X1, Xs) e (Y7,Y3)) e
reciprocamente. Com raciocinio andlogo ao do caso anterior, um divisor em P! x P!
serd principal se e somente se tiver bigrau (0,0). Assim, D ~ C em P! x P! se e so-
mente se bideg D = bideg C, isto é, cada par de inteiros define uma classe de divisores
sobre P! x P!. Portanto

Pic(P' xP) 2 Z x 7.

Os geradores do grupo Pic(P! x P') sdo uma curva de bigrau (1, 0) e uma outra curva
de bigrau (0,1) chamadas respectivamente de A-reta e de B-reta. ]
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Observacao: Calcularemos no proximo capitulo o grupo de Picard de uma
superficie cubica lisa C' qualquer. La veremos que tal grupo é

Pic(C) = 7.

Observagao: Um exemplo da for¢a da afirmacao Pic(IP?) = Z ¢ a obtencao de
uma prova quase imediata do Teorema de Bezout: Sejam D e D' curvas algébricas
planas quaisquer de graus m e m’ respectivamente e sejam L e L' duas retas quaisquer
em P2. Sendo Z o grupo de Picard de P?, vale que D ~ mL e D' ~ m/L'. Portanto

D-D'=(mL)-(m'L"Yy=mm'L-L =mm’.

Secao 3.11: Subgrupo de Picard Gerado pelas 27 Retas

Seja Pic(C) o grupo de Picard da superficie ciibica nao singular C' e vamos
considerar o subgrupo gerado pelas classes das 27 retas. Denotemos esse subgrupo
por

Pid (0).

Seja E o divisor dado pela intersecao de um plano qualquer com a superficie
cubica nao singular C' e seja F' a conica que obtemos ao intersectar a superficie cubica
nao singular C' com um plano qualquer contendo a reta By, isto é, ' ~ E — B;. De
cada um dos 45 planos tritangentes podemos obter relagoes envolvendo E em termos
das classes das 27 retas sobre C. Trabalhando somente com essas relagoes serd possivel
provar a seguinte:

Proposicao 3.I1.1: Cada uma das classes das 27 retas pode ser escrita como
Z-combinacao linear das classes dos divisores A;, Ay, A3, Ay, A5, Ag e F.

Observacao: Em outras palavras, o que a proposicao acima nos diz é que o
(sub)grupo Pic(C) é gerado pelas classes dos divisores Ay, Ay, A3, Ay, As, A € F.
Pode parecer estranho e pouco natural colocarmos a classe de F' entre os geradores
de Pid(C). Sendo F' ~ Ay+ C5 (por exemplo), soaria-nos menos estranho substituir
F por C}5 no conjunto dos geradores. No entanto, uma das razoes mais imediatas
pela escolha de F' é a simplicidade da “tabuada” abaixo:

0 quando ¢ # j
Ai- 4 = { —1 quando i = j
F'Al :(A2+012)'A1 :0+].:].
FAQZ(A2+CIQ)A2:_1+1:0
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F-Aj=(Ay+Cp)-A;=0,j=3,4,5,6
F-F=(A+C) (A2+Cip) =Ay- Ay +24, - C19+Cip- Cro=—1+2-1=0.

Esta simplicidade fica mais evidente quando escrevemos a matriz 7 X 7 de inter-
secao entre Ay, Ay, A3, Ay, A5, Ag e F":

Demonstracao da Proposig¢ao 3.I1.1: De fato, temos: E ~ A; + B; + C}j,
E~A;j+B;+C;je E~ B;+ F. Comparando E — C;; nas duas primeiras relacoes
obtemos A; + B; ~ A; + B;, e portanto

(*) Bj ~ Aj + Bl - Al paraj = 2, cery 6.

Da primeira relacao (envolvendo Cj; e E), da férmula (%) (descrevendo B;) e do
fato que £ ~ B; 4 F obtemos imediatamente uma expressao para C;; em termos das
classes de A, A;, A; e F', a saber,

(**)Cl]NAl—Al—AJ-FF, z;é]em {2,,6}
Quanto a escrevermos B; como Z-combinacao linear das classes de A;, Ay, Az, Ay,

As, Ag e F, observamos que basta fazer isso para By, ja que para j = 2,...,6 vale a
féormula (%) acima.

Temos ainda a seguinte relacao para: E ~ (5 4+ C34 + Csg. Substituindo cada
C;; pela férmula (x%) correspondente, eliminando os B; que aparecem via a férmula
(") e reduzindo os termos semelhantes, obtemos E ~ 3E — A} — Ay — A3 — Ay — A5 —
Ag — 3B; + 3A,. Sendo E ~ B + F, podemos isolar B; e obter

(***)BlN2A1—A2—A3—A4—A5—A6+2F.

Consequentemente, para j = 2, ...,6, temos: B; ~ —A; + A; + 24, — 2522 A; +2F,
isto é,

(+) Bj ~ Ay — ZA+2F j=2,..,6.

1=2,1#7]
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E com isso concluimos a demonstracao. [

Observagao: Na Sec¢ao 4.11 do préximo capitulo veremos que Pic(C) = Picd (C),
em outras palavras, veremos que o grupo Pic(C) das classes de equivaléncia linear

dos divisores de C' é um grupo abeliano (livre) gerado pelas classes dos divisores
Ay, Az, Az, Ay, As, Ag e B

Secao 3.I1I: Reducao da Ordem da Matriz de Intersecao

Nesta se¢ao vamos aceitar desde agora que Pic(C) = Pic'(C') conforme dito na
observacao anterior.

Para cada divisor D na superficie cibica nao singular C', considere o vetor
[D]:=(D-A,D-A,y,....D-Cs) € Z*".

Com essa notacao, temos que as 27 linhas da matriz de intersecao das 27 retas sao
dadas por [A1],[A2], ..., [Cs6]. Obtemos entao um homomorfismo de grupos hyy : D €
Div(C) — [D] € Z*7, que induz um homomorfismo hy; : Pic(C) — Z*".

Afirmacao 3.II1.1: Os vetores [A1], [A2], [A3], [A4], [A5], [A6] € [F] := [A2]+]C12]
€ 7?7 sao Z-linearmente independentes.

De fato, se escrevermos oy [A1]+ ao[As] +...a6[Ag] + a7 [F] = 0, vamos recair num
sistema homogéneo de 27 equacgoes lineares nas incégnitas (o, aq, as, ay, as, ag, 7).
E imediato ver (via a “tabuada” apresentada na observacao logo a seguir a Proposicgao
3.I1.1) que tal sistema admite somente a solugao trivial, isto é, a1 = ... = a; =0. =

Como consequéncia da afirmacao acima temos que as classes dos divisores Ay, Ag,
Az, Ay, As, Ag e F sobre C' sao Z-linearmente independentes em Pic(C).

Finalmente, ¢ imediato observar que o homomorfismo hy; : Pic(C) — Z* é
injetivo, e portanto, o grupo Pic(C) é isomorfo ao subgrupo aditivo gerado pelas
linhas da matriz de intersecao das 27 retas. Observamos ainda que o posto e o
determinante da matriz de intersecao das 27 retas sao respectivamente 7 e zero.

Semelhantemente, para cada divisor D na superficie cibica lisa C, podemos
considerar o vetor

[D]]:=(D-A,,...D -As,D-F)cZ".

Aqui, os sete vetores [[A1]], ..., [[4¢]] e [[F]] sdo as linhas da matriz de interse¢ao entre
Ay, ..., Ag e F que ja foi apresentada na observacao logo a seguir a proposicao 3.11.1.

Analogamente & afirmacao feita acima, temos que os vetores [[A1]], ..., [[4s]] e
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[[F]] sdo Z-linearmente independentes em Z’.

Ainda de maneira andloga podemos definir o homomorfismo de grupos h; : D €
Pic(C) w [[D]] € Z" e verificar imediatamente que esse homomorfismo é injetivo.
A injetividade desse homomorfismo garante que o grupo de Picard Pic(C) é isomor-
fo ao subgrupo aditivo de Z7 gerado pelas 7 linhas da matriz de intersecio entre
Al, AQ, A3, A4, A5, AG e F.

Essa reducao de ordem é também uma reducao significativa no estudo das ma-
trizes de intersecao. De fato, se quisermos inferir propriedades do grupo de Picard
Pic(C) via sua relagao com as matrizes de intersegao, estudamos entao a matriz 7 x 7
(matriz de intersecao entre A, ..., Ag e F') ao invés de estudarmos a matriz original
27 x 27 (matriz de intersecao das 27 retas).

Observamos finalmente que a matriz reduzida 7 x 7 é invertivel, ja que seu posto
e seu determinante sao respectivamente 7 e 1.

Secao 3.IV: Outras Consideracoes Sobre o Teorema de
Cayley e Salmon

Nesta secao, vamos nos aproveitar da linguagem dos divisores para apresentar
novas consideracoes sobre a prova do Teorema de Cayley e Salmon. Usaremos como
pré-requisito o teorema 3.1.2 ja anteriormente utilizado.

Nesse contexto, suponha que ja conhecamos as retas Ay, Ay, Az, Ay, As, Ag e By,
além de sabermos da existéncia das 10 retas que intersectam B;. Seja F' a conica que
obtemos ao intersectar a superficie ctibica nao singular C' com um plano qualquer
contendo a reta Bj.

O que pretendemos fazer é contar a quantidade de retas distintas sobre a su-
perficie ctibica nao singular C'. Seguiremos o seguinte roteiro: Ja temos a reta B
e 10 outra retas intersectando-a, totalizando 11 retas. Primeiramente contaremos
quantas classes de divisores sobre C sao tais que nao intersectem B; e possam ser
retas (veremos que sao 16). A seguir, provaremos que de fato tais classes provém de
retas. Por fim, observaremos que a reta contida em cada classe é tinica.

Teorema 3.IV.1: Uma superficie ciibica nao singular em P? contém exatamente
27 retas.

Demonstracgao: Seja A uma reta qualquer sobre a superficie cibica nao singular
C' que nao intersecte Bi. Vale para A as trés condigoes a seguir: A - By = 0 (pois
ANB =0), A-A=—1(pois ACC)e A-F =1 (pois A tem que intersectar o
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plano contendo By + F' exatamente uma vez). Escrevendo A como uma Z-combinacao
: 6 ~ . s s .
linear dos geradores, A ~ x1 A1+ ,_, x;A;+yF, as trés condigdes geométricas acima
traduzem-se num sistema de equacoes nas variaveis i, To, T3, T4, Ts, Tg € Y.

A=A+ Y A +yF) - (A + X 2iAi +yF) =
= 14y—a2—a2—a? -2 —22+y

A-
A-
CAA=—-16& 2y+ > 2?2 =0
A-
A-
E

By = (A + Y 2 Ai+yF)- B, =
=To+ T3+ 24+ x5+ 16+ 2y
B1=O(:>2y+2xi=0

portanto
A~ Al + .ZL‘QAQ + .ZL‘3A3 + .ZL‘4A4 + 1'5145 + 1'6146 + ?/F

onde

—2y+zgx? =0
20+ 302, =0

Substituindo-se a primeira equacao pela soma das duas equagoes, obtemos um

sistema equivalente
S5 +a;) =0
2+ 352 =0

A primeira equagao é equivalente a dizer que x? + x; = 0 para cada i = 2, ..., 6,
isto é, para cada i € {2,...,6} vale x; = —1 ou x; = 0. O coeficiente 2 na variavel y
na segunda equagao indica que a quantidade de indices i € {2, ...,6} tais que z; = —1
¢ par. Temos entao os trés casos abaixo a tratar, referentes a quantidade de indices
i € {2,...,6} tais que x; = —1 ser zero, dois ou quatro.

[Caso Zero]: Neste caso, x; = 0 para todo i = 2,...,6 e, consequentemente,
y = 0. Obtemos entao uma tnica solucao:

ANAl.

[Caso Quatro]: Neste caso, apenas um unico z; = 0 e os demais z; = —1.
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Consequentemente y = 2. Obtemos entao cinco solucoes da forma:

6
A~ A= Y Aj+2F j=2,..6

1=2,i7]

[Caso Dois]: Existem 2; = x; = —1 e os demais z; = 0. Temos y = 1 e obtemos

51— 10 solucdes da forma:

A~ A — A —Aj+F, i#jem {2, ..,6}.

Temos obtido até agora 16 classes de divisores tais que nao intersectem B; e que
possam ser retas.

No [Caso Zero], temos imediatamente que a solugao encontrada é uma reta, a
reta A;.

No [Caso Quatro], comparando o divisor obtido com a expressao (*'), conclui-
mos que de fato o divisor obtido é uma reta, a saber, a reta B;.

Finalmente no [Caso Dois|, ao compararmos o divisor obtido com a expressao
(xx), verificamos que este divisor obtido é a reta C;;.

E com isso nds praticamente fechamos a demonstracao, exceto por uma tultima
observacao: se existirem duas retas distintas A ~ A’ numa mesma classe, entao
A-A=A-A >0 (o que seria uma contradi¢ao). Com isso, garantimos a unicidade
de reta cuja classe é uma das 16 solucoes obtidas. Assim sendo, o numero exato de
retas sobre a superficie cubica nao singular ¢ dado por:

1410+ 16 =27

Observamos que como uma “segunda prova”’do teorema, esse argumento nao
apresenta vantagem nenhuma sobre a demonstracao original de Cayley e Salmon,
ja que conceitualmente nos utilizamos de todos os ingredientes da prova original
(principalmente o teorema 2.1.4 e a tabela de Schlafli) além de pré-requisitos “pesa-
dos” (como por exemplo, grupo de Picard, divisores, niimero de interse¢ao, etc). No
entanto, a apresentacao desse raciocinio leva-nos a concluir, no minimo, que as vezes
a modernidade exagerada pode ofuscar a beleza e a simplicidade das grandes idéias
matematicas.
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Capitulo 4

Implodindo Retas da Superficie
Cibica Nao Singular

Secao 4.1: Blow Up e Blown Down: Definicoes e Resultados

Seja Y uma superficie nao singular e P um ponto de Y. Seja X uma variedade
projetiva e considere um morfismo (isto é, uma aplicacdo dada localmente por po-
linémios) ¢ : X — Y com as seguintes propriedades:

a) A restricao de ¢ & o }(Y'\P) é um isomorfismo sobre Y\ P
b) E := ¢~ }(P) C X é isomorfo a P

Neste caso, dizemos que ¢ é um blow up (ou uma ezplosio ) de'Y centrada em P e
que a curva ' C X é a curva excepcional do blow up. Na verdade, pode-se substituir
o artigo indefinido “um” pelo “0”, pois o blow up de uma superficie qualquer é o
morfismo birracional unicamente determinado (4 menos de isomorfismo) por suas
propriedades descritas acima. ([bv], pag 11).

1

Equivalentemente, podemos dizer que a aplicacao ¢~ é o blow down (ou im-

plosao) da curva E C X no ponto P €Y.

Afirmacgao 4.1.1: Valem os seguintes fatos acerca de um blow up:
1) A nova variedade projetiva “explodida” X também é uma superficie nao singular.
2) O nimero de auto-intersegao da curva E sobre a superficie X é E- F = —1.

Reciprocamente, vale o seguinte resultado:

Teorema 4.1.2: Teorema da Contragao de Castelnuovo: ([sh], pig 258):
Seja X uma superficie ndo singular contendo uma curva E tal que E ~P' e E-F =
—1. Entao existe um morfismo birracional f : X — Y tal que Y é uma superficie
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nao singular, f(F) =: P é um ponto de Y e f coincide com o blow up de Y centrado
em P. [

Ressaltamos outra vez que a aplicacao ¢ : X — Y é um morfismo birracional,
isto é, além de ser dada localmente por polinomios, o corpo das funcoes racionais
k(X) é isomorfo ao corpo das fungoes racional k(Y).

E=§(P)

Agora queremos estudar o efeito do blow up em divisores e curvas das superficies
nao singulares. Em particular, queremos saber qual é a relacao entre o grupo de
Picard de uma superficie e o grupo de Picard da superficie explodida.

Como Y é superficie nao singular, cada divisor primo C' de Y ¢é um divisor
localmente principal, isto é, para cada divisor primo C' de Y e qualquer que seja
y € Y, existe um aberto U > y tal que em U vale C = div(f) para certa fungao
racional nao nula f € k(Y)\{0}.

Para descrever globalmente o divisor C' em Y, podemos cobrir a superficie com
uma quantidade finita de abertos, Y = |JU; e em cada um desse abertos teremos
C = div(f;) para certos fi, fa,... € k(Y)\{0}. Claramente essas funcoes f; nao sao
arbitrarias, pois em U; NU; os divisores div(f;) e div(f;) coincidem. Reciprocamente,
um sistema de vizinhangas e fun¢oes racionais nao nulas (Uy, Uy, ...; f1, f2, ...) tal como
descrito acima define um divisor em Y. Portanto, podemos raciocinar agora somente
em termos dos divisores principais de Y.

Como ¢ é birracional, temos imediatamente o isomorfismo

KY) — k(X),
foe

e isso induz de maneira bem natural um homomorfismo:

¢* : Div(Y) — Div(X)
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Podemos pensar, melhor ainda, numa aplicagao Pic(Y) — Pic(X) onde a classe
de um divisor C' em Pic(Y) seja levado na classe do divisor ¢*(C) em Pic(X).
Podemos denotar essa ultima aplicacao também por ¢* sem prejuizo de entendimento.
Entao temos:

A aplicagao ¢* : Div(Y) — Div(X) é chamada de pull back do blow down
¢ : X — Y e é um pouco menos inocente do que simplesmente tomar a imagem
inversa por ¢ dos divisores C' de Y. De fato, quando a curva C' C Y nao passa pelo
ponto P (centro do blow down), entdao ¢*(C) = ¢~ *(C). Mas quando a curva C
passa por P € Y, entao pode-se provar que ([sh], pdg 252):

©*(C) = =1 (C\P) + multcp E,

onde p~1(C\P) é a chamada curva transformada birracional e multcp € Z é a
multiplicidade da curva C' no ponto P.

Encerramos esta secao com o seguinte enunciado referente aos objetos acima
apresentados:

Proposigao 4.1.3: ([ht], padg 386): A aplicacao

Pic(Y)x 7 — Pic(X)
(C,n) = e (C)+n-FE

define um isomorfismo de grupos
Pic(X) = Pic(Y) & Z.

Além disso, a teoria de intersecao em X é determinada pelas seguintes regras:

a) Se C, D € Pic(Y), entao (p*C) - (p*D) =C - D,

b) Se C € Pic(Y), entao (p*C) - E =0

c) F-E=-1. n

Corolério 4.1.4: Se as classes de C, ..., C,, geram (livremente ou nao) o grupo
Pic(Y), entao as classes de =1 (C1\P), ..., o~ (C,\P) e E geram (respectivamente,
livremente ou nao) o grupo Pic(X). "

Nas préximas duas segoes pretendemos provar e/ou comentar alguns teoremas
que tratam de blow ups sobre uma superficie cibica nao singular. Conforme vimos,
pelo Teorema da Contracao de Castelnuovo podemos implodir retas de uma superficie
cubica e obter outras superficies nao singulares. Porém nao podemos pensar em
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implodir qualquer conjunto de retas. A primeira condicao que se impoe é que sejam
retas disjuntas. Nesta direcao, pretendemos implodir retas que formem um conjunto
maximal, isto é, um conjunto de retas disjuntas tal que nao exista uma outra reta
simultaneamente disjunta das primeiras. Segundo o livro do Henderson sé existem
conjuntos maximais de cinco retas e de seis retas e o nimero de tais conjuntos é,
respectivamente, 216 e 72 ([he], pdgs 24-25). Ao implodirmos retas de um conjunto
maximal, estamos fazendo a melhor transformacao birracional possivel, no seguinte
sentido: as novas superficies nao singulares obtidas sao minimasis, isto é sao superficies
que nao contém nenhuma curva que satisfaca as hipdéteses do Teorema da Contracao
de Castelnuovo. Veremos que valem reciprocas, isto é, tomaremos tais superficies,
explodiremos certos pontos e obteremos uma cubica nao singular de volta.

Secao 4.11: Blowing Up de Cinco Pontos

Sejam A; e B; duas retas em P? que nao se intersectam. Podemos escolher as
coordenadas projetivas de modo que:

Ay ={(wg:21:0:0)|(wg:91) €EP'}e

Bi={(0:0:y0:91)|(yo:11) €P'}.

Para cada ponto P = (2 : 21 : 29 : 23) € P?\(A4; U By), existe uma tnica reta por
meio de P e intersectando simultaneamente A; e B;. Isso induz a seguinte aplicacao:

@ IPB\(Al U Bl) — Al X Bla
P = (QR)

onde () e R sao os pontos de intersecao da referida reta com A; e com B; respecti-
vamente.

Observamos que Q) é o ponto de intersecao da reta A; com o plano determinado
por P e areta B;. Vemos imediatamente que tal ponto tem coordenadas (zg : 2 : 0 :
0). Analogamente, a intersecao da reta B; com o plano dado por P e A; é o ponto
R=(0:0:2:2). Como A; x B; ~ P! x P!, entdo estd bem definida a aplicacao:

(o P3\(A1 U Bl) — P! x P
(z0:21:20:23) = ((20:21), (22 : 23))

Vamos agora descrever e interpretar geometricamente a imagem das retas de P3
por esta aplicagao. Neste contexto, podemos dividir nossa andlise em trés partes: a)
retas que nao intersectam A; e nem Bj; b) retas que intersectam uma das duas retas
A ou B e c) retas que intersectam simultaneamente ambas as retas.
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a) Considere a reta L contida em P? e dada pelas coordenadas de Pliicker
Po1, Po2, Po3, P12, P13, P23- Suponha que L nao intersecte a reta A; (dada pelas co-
ordenadas de Pliicker p4; = 1 e zero todos os demais) e nem a reta B; (dada por
P23 = 1 e zero todos os demais). Pela proposi¢ao 1.11.2, o fato de L nao intersectar
Aj e nem By traduz-se em pg; # 0 e po3 # 0. Podemos supor sem perda que pg; = 1.
Lembrando das consideracoes feitas no capitulo 1, podemos dizer que L é dada pelos

pontos (1:0: —pio: —p13) € (0: 1 : poa : po3), isto é,
L = {(ICO 1X1 T —P12%o + P21 1 —P13To —|—p03x1) | (ZEQ : $1) S Pl}-

E portanto a imagem de L pela aplicacao ¢ é dada por

SD(L) = {((% : 151), (—P12$0 + D021 ¢ —P13%o +P03$1)) | ($0 : $1) S Pl} C Pt x ]P’l,

isto é, essa imagem é dada pelos pares ((zo : z1), (yo : y1)) tais que (yo : y1) =
(—p127o + po2x1 : —p13To + po3r1). Concluimos que o conjunto ¢(L) é uma curva
algébrica em P! x P! dada pelo polinomio bi-homogéneo de bigrau (1, 1)

Yo(—=p13Xo + posX1) — Yi(—p12Xo + po2X1).

Observamos ainda que o polindomio bi-homogéneo acima é irredutivel pois os po-
linémios lineares —p12.Xg + po2X1 € —p13 X + po3X1 nao sao multiplos um do outro.
De fato:

det < :p12 Doz > = —Po3P12 + PoaPi3 = P23 # 0.
P13 Do3

Note que a aplicacao ¢ nao é injetora, ou, equivalentemente, a reta L nao é
unicamente determinada pela sua imagem. De fato, a (1, 1)-curva imagem por ¢ de
uma reta L s6 depende de 4 das 6 coordenadas de Pliicker que determinam L. Entao,
se em duas retas estas 4 coordenadas coincidem (ou sao proporcionais), ambas tem
a mesma (1,1)-curva imagem e no entanto as outras duas coordenadas podem ser
suficientemente diferentes de modo que as retas sejam distintas.

b) Suponha agora que a reta L intersecte A; mas nao B;. Para qualquer ponto
de L\A;, o plano por meio deste ponto e da reta A; é o mesmo. Logo, o ponto
R € By é constante. Isso mostra que a imagem de L € A; pela aplicacao ¢ esta
contida na B-reta (isto é, curva de bigrau (0,1)) P* x {R}. Na verdade esta imagem
é, realmente, a B-reta menos um ponto. Esse ponto que falta a B-reta é exatamente
o ponto que seria a imagem da intersecao da reta L com com a reta A;.

Analogamente, se L intersecta B; mas nao A;, a curva imagem de L\B; é uma
A-reta (isto é, curva em P! x P! de bigrau (1,0)) menos um pontinho.
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c) No caso extremo de L intersectar A; e By, digamos, em (zg : 21 : 0 : 0) e
(0:0: yo : y1) respectivamente, vemos facilmente que esses pontos sao os proprios @)
e R, imagem constante de qualquer ponto de L\(A; U By). Isto é,

@(L\(Ay U By)) = ((zo : 21), (yo : 1)) € P' x P

Nossa proxima etapa consiste em restringir esta aplicacao a superficie ciibica nao
singular C' contendo as retas A; e B;. Observamos que a escolha das coordenadas
para que A; seja dada por 2z = 23 = 0 e By por zp = z; = 0 concorda com a
normalizacao feita na secao 2.III, normalizacao essa que descreve a cubica C' pela
equacao

z129(a20 + 21 + 20 + dzs) + 2023(20 + b2y ez +23) =0, (2 : 21 : 22 ¢ 23) € PP,

A aplicacao ¢ : C\(4; U B;) — A; x B; ~ P! x P! prolonga-se naturalmente a
seguinte aplicacao
0:C =P xP!
(também denominada de ¢, sem prejuizo de entendimento) descrita a seguir: Quando
P € Aj entao Q = P e R é o ponto de intersecao de B; com o plano tangente a
superficie C' no ponto P. Analogamente, se P € By entao R = P e () é o ponto de
intersecao de A; com o plano tangente a C' em P.

Gostarfamos agora de discutir a imagem de C' em P! x P! por meio da aplicacao
©. Para comegar, as retas (disjuntas 2 a 2) C1o, C13, C14, C15, C16 intersectam simulta-
neamente A; e By e portanto suas imagens em P! x P! sao pontos distintos, digamos,
Py, P3, Py, Ps, Ps respectivamente. Ja da pra desconfiar que a aplicacao ¢ é um blow
up centrado em P, ..., Ps e com curvas excepcionais (o, ..., Cig. Veremos adiante que
de fato isso é verdade. Antes porém, vamos estudar um pouco as propriedades dos
pontos P, ..., Py € P! x P! e calcular suas coordenadas em funcao dos coeficientes da
equagao da cubica C.

Afirmacao 4.I1.1: As abscissas dos pontos P, Ps, Py, Ps, Py € P' x P! sdo
diferentes entre si. Da mesma forma, as ordenadas também sao diferentes entre si.

De fato, por causa da nao singularidade de C', a reta B; esta contida em exata-
mente 5 planos tritangentes distintos e portanto as abscissas dos pontos P, ..., P (que
sao as intersegoes desses cinco planos com a reta A;) necessariamente sao distintas
entre si. Raciocinio analogo resolve o caso das ordenadas. [

Seja agora um ponto ((xg : x1),(yo : y1)) € P x PL. A reta em P? passan-
do pelos pontos (zg : 3 : 0 : 0) € Ay e (0 : 0 : yo : 1) € By é dada por
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{(Azo = Azy t o = pyn) [ (A, ) € £2\(0,0)}. Quando ((wo : 1), (yo : 1)) sdo as
coordenadas de um dos pontos P;, i = 2,...,6, entao a reta acima descrita é a reta
correspondente C'; C C'. Logo, substituindo as coordenadas da reta na equacao de
C, vale para cada (A, p) € £2\(0,0) que:

)\QH(%?JO(CWO + 1) + zoyr (zo + bxy)) + )‘NQ(xlyO(?JO + dyr) + zoyr(cyo + 1)) = 0.

Portanto, as coordenadas dos pontos P; sao dadas pelos pontos ((zo : 1), (o : 1))
tais que valem:
(+) { T1yo(azo + 1) + Toy1 (o + bz1) =0
21Yo(Yo + dy1) + zoy1(cyo +y1) =0

Duas solucoes do sistema acima podem ser obtidas rapidamente. Observando
que a normalizacao da equacao da superficie cubica informa-nos que C1, é dada por
20 = 2z = 0 e portanto sua intersecdo com A; e B; acontece respectivamente em
(0:1:0:0)e(0:0:0:1). Logo:

Py =(C12) =((0:1),(0:1)).

Analogamente, Ci3 é a intersecao dos planos 75 : z; = 0 e S} : 23 = 0 e portanto
Ci3NA;=(1:0:0:00eCi3NB; =(0:0:1:0). Logo temos:

P; = p(Ci3) = ((1:0),(1:0)).

Tendo ja obtido a solugao ((0:1),(0: 1)), podemos reduzir o sistema (x) acima
e trabalhar com coordenadas afins z := I e y := z—(l), obtendo:
(%) rla+2z)+y(l+bx) =0
z(l+dy)+ylc+y)=0

Como ja era de se esperar, a solugao afim (z,y) = (0,0) (correspondente & solu¢ao
projetiva ((1:0),(1:0)) = P3) aparece no sistema des-bi-homogeneizado acima.

Por fim, as coordenadas dos pontos Py, P5 e Ps serao dadas por ((1: z),(1:y))
onde (z,y) sao as solugoes nao nulas de (x). Passemos a calcula-las.

Para comegar, temos que ter 1 4+ bx # 0. De fato, se 1 + bz = 0 (e com b # 0,

naturalmente!) teriamos r = —%. Mas também, pela 1% equacao , x =0 ou x = —a.
Logo 0 =z = —3, isto 6 0 = 1 (o que é obviamente impossivell) ou —a = z = —1,

isto é ab—1 = 0 (o que também é impossivel, via aquelas desigualdades envolvendo os
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coeficientes da equagao da cibica descritas na Proposicao 2.111.2). Assim, a primeira
equacao de (x) nos da:
z(a + )
1+bx
Substituindo na segunda equacao temos:

x<1_d:1:(a+:r)> _z(a+w) <C_:r(a+x)> o,

1+ bx 1+ bx 1+ bz

Eliminando de uma vez a solugao x = 0 (isto é, a solugao (z,y) = (0,0)), lembrando
que 1 — bd # 0 (pela mesmas relagoes entre coeficientes acima citada) e reduzindo a
equacao do terceiro grau acima, obtemos:

(**)$3+2a—d+b2—cb—abd$2+2b—c+a2—ad—abcx+1—ac_
1—bd 1 —bd 1—bd

Como as abscissas de Py, Ps e Ps sao diferentes entre si (consequéncia da nao singula-
ridade de '), vale também que as trés raizes x4, o5 e x4 da equagao afim (**) acima
sao distintas e diferentes de zero. Logo:

P,=p(Cy) = ((1:a), (14 bx; : —xi(a+x;))), i =4,5,6.

0.

Prosseguindo, temos ainda as seguintes propriedades dos pontos P, ..., Pg:

Afirmacao 4.I1.2: Para os pontos P, Ps, Py, P5, P; € P! x P! valem as propri-
edades:

a) Cada treés destes cinco pontos determinam unicamente uma (1, 1)-curva em P! x P!,
b) Cada quatro destes cinco pontos nao estao contidos numa (1, 1)-curva.

c) Esses cinco pontos determinam unicamente uma (2, 1)-curva e uma (1,2)-curva
em P! x PL.

Para provar a), sejam trés pontos distintos em {P,, P, Py, P5, P}, digamos,
(o1 = w11), (Wor = yn1))s (o2 : @12), (o2 = ¥12)) e ((wo3 : 713), (Yo3 : w13)). A forma
geral de um polinémio bihomogéneo de bigrau (1,1) é dada por

aXoYy + BXoY) + v X Y, +0X Y,

onde «, f3,7,0 € k sao nao todos nulos. Aplicando os pontos dados no polinémio
acima, calculamos os coeficientes do mesmo via o sistema linear homogeéneo 3 x 4:

Zo1Yor TorYir T11Yo1r T11Y11
To2Yo2 To2Y12 T12Yo2 T12Y12
To3Yo3 To3Y13 T13Yo3 T13Y13

2 ™ R
oo oo
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Resta-nos mostrar que as linhas da matriz do sistema acima sao linearmente
independentes para concluir que o mesmo nos déa uma solugao (que é tinica do ponto
de vista projetivo). Dividiremos nossos célculos em dois casos:

12) Um dos pontos escolhidos é P, = ((0 : 1),(0 : 1)) e os outros dois sao da
forma ((1: z), (14 bx : —z(a + x))) onde x = 3 = 0 ou x € {wy, x5, 26}, raizes da
equacao cibica (xx). Neste caso, a matriz do sistema linear 3 x 4 é dada por:

0 0 0 1
1+br; —zi(a+x) x(1+bx;) —zi(a+z;)
L4+ bx; —zj(a+x;) z;(1+bx;) —a3(a+ xy)

O subdeterminante 3 x 3 formado pelas 1%, 3¢ e 42 colunas é dado por

Observamos que o mesmo ¢é nao nulo pois z; # x; e 1 4+ bx;, 1 + bx; # 0. Concluimos
assim o primeiro caso.

22) Quando os trés pontos sao da forma ((1 : z),(1 + bz : —z(a + z))) onde
x =23 =0 oux € {xy, x5, 16} raizes da equagao cibica (xx). Neste caso, a matriz
do sistema é dada por:

1+br; —xi(la+x) z(1+bx) —zi(a+z;)
14+ br; —xj(a+x;) (14 bx;) —a3(a+ zy)
1+ bry —azpla+zg) zp(l+bxy) —zi(a+ zp)

O subdeterminante 3 x 3 obtido pelas colunas 1,2 e 3 é dado por
(@i — mj)(xj — @) (zp — @) (1 — ab).

Novamente temos que as linhas sao linearmente independentes pois o determinante
acima é nao nulo. Concluimos assim o segundo caso.

Para provar b), suponha que quatro dos cinco pontos { Py, Ps, Py, Ps, P} estao
contidos na (1, 1)-curva dada pelo polinémio

aXoYy + BXoY] + X 1Yy +0X1Y)

para certos «, f3,7,d, nao todos nulos. Aplicando os quatro pontos escolhidos no
polinomio acima, obtemos um sistema linear homogéneo 4 x 4. Fazendo uma analise
caso a caso semelhante ao item anterior, concluimos que as linhas do sistema sao
linearmente independentes (pois o determinante da matriz principal serd nao nulo).
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Consequentemente teriamos como unica solucao deste sistema 4 x 4, a = = v =
0 =0, o que é uma contradicao.

Finalmente, a prova do item c) é andloga a do item a), sendo talvez, um pouco
mais computacional, ja que obteremos um sistema de 5 equacgoes cujas 6 varidveis
sao os coeficientes de um polifiomio bi-homogéneo de bigrau (1,2) ou (2, 1). "

Outra vez, para cada par ((zg : 1)(yo : y1)) € P! x P!, consideremos a reta em
IP? passando por (zg:x1:0:0) e (0:0: 9 : y1). Pelos calculos feitos anteriormente,
sabemos que existem exatamente 5 pares em P! x P! tais que a referida reta estd
contida na superficie cibica nao singular C'. Esses pontos e essas retas sao P, ..., Ps
e Cla,...,C16. Assim, para cada par ((zo : 1), (yo : y1)) # P;, a reta por meio de
(g :m1:0:0)e (0:0:yp:y) nao estd contida na cibica C. Tal reta intersecta C
nos pontos (g : 21 : 0:0),(0:0: yo : y1) e num terceiro ponto distinto dos outros
dois anteriores. Fica portanto bem definida a seguinte aplicacao:

Y (P x PY\{P, ..., Ps} = C\(Cpa U...UClg)

que ao par ((zo : 1), (yo : y1)) # P; associa o terceiro ponto de intersegao da superficie
cibica lisa C' com a reta por meio de (zg:x1:0:0) e (0:0: o : y1).

Vamos calcular explicitamente as coordenadas deste terceiro ponto. Sabemos
que a interse¢ao da reta por meio de (zg: 27 :0:0) e (0:0: yo: y1) com a superficie
cibica C' é da forma (Axg : Az : pyo : py1) para certo (A : p) € PL. Observando que
A:p)=(1:0)e(A:p)=(0:1) nos dao os pontos (zg:x1:0:0) e (0:0:yo:y1)
respectivamente, sé nos resta achar qual é o valor do parametro (\ : u) € P! que
determina o terceiro ponto de intersecao. Também ja vimos antes que vale a relacao:

N p(xryo(amo + 1) + zoy (w0 + bar)) + A’ (2190 (Yo + dyr) + woyi (cyo + 11)) = 0
E sendo A, i # 0, segue-se imediatamente que:
(A i) = (2190(yo + dy1) + moyi(cyo + y1) © —(T1y0(azo + 21) + oy1 (20 + b21))),
E portanto,
(w0 1), (o : 1) = (To1yo(yot+dyr)+agyr (cyo+y1) : @Yo (Yot+dyr)+zo1y1 (cyo+u) :

—z1ye(azg + 1) — Toyour (xo + bx1) : —x1yoys (axo + 1) — oy (2o + by )).
Observamos que se comecassemos por definir ¢ através dos polinomios bi-homogéneos
de bigrau (2,2)
Xo XYy (Yo + dYy) + X3V (cYp 4 Y1),
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XPYo(Yo + dY1) + XX Y1 (cYo + V1),
—X1Y;)2(CZX0 + Xl) - X()Yv()le(Xo + le) e
X YY1 (aXo 4+ X)) — XoY2(Xo + X)),

teriamos que excluir do dominio P! x P! os pares ((zo : 1), (%o : ¥1)) que anulam
simultaneamente os quatro polinomios acima, isto é, o dominio seria formado por
todos os pontos ((zg : z1), (yo : y1)) € P' x P! exceto aqueles que satisfazem o
sistema (*) ja discutido antes e cujas solugoes sao exatamente os pontos P, ..., Ps.

Afirmacgao 4.I1.3: O morfismo ¢ : (P' x PY\{P,, ..., Ps} — C\(C1oU...UCi)
é a inversa da aplicacio ¢ : C\(Cp U ... U Cg) — (P! x PY)\{P, ..., Ps}.

De fato, geometricamente é imediato de se ver que vale a afirmacao acima, isto
é, que @ o e 1P o sao as identidades em (P! x PY)\{P, ..., Bs} e em C\(Cjy U
... U Cg) respectivamente. Em particular, a aplicagao ¢ é uma bijecao entre (P! x
Pl)\{PQ,...,PG} (§ C\(CuUUClG) ]

Afirmacao 4.I1.4: A aplicacio ¢ : C — P! x P! é o blowing up com curvas
excepcionais C1o, C13,Ciy, C15 € C1g C C e centrado nos pontos Py, Py, Py, Ps e Ps €
P! x P'.

Por tudo o que foi feito acima, resta somente provar que ¢ é um morfismo, isto
é,  é localmente dada por polinomios. A idéia dessa prova é a seguinte: Caso um
ponto de C esteja fora de A; U By, entao em uma vizinhanca sua o problema ja esta
resolvido. Caso esse ponto pertenca a A; ou B, existem duas retas Cy; e (' tais
que este ponto nao estd em Cy; U Cy;. Entao podemos definir um isomorfismo local
numa vizinhanga desse ponto em Cy; x Cy; ~ P! x P! isomorfismo esse definido de
maneira analoga a aplicacao .

C

Isomorfismo
local

Obtemos entdo uma aplicagdo de Cy; x C; ~ P! x P! em A; x B; ~ P! x P!
definida como a composta de ¢ com a inversa do isomorfismo local. Pode-se provar
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diretamente que esta aplicacdo é um morfismo e portanto ¢ (que localmente é a
composta desta aplicagdo com o isomorfismo local) também serd um morfismo. [

Também é interessante discutir a imagem de cada uma das 27 retas da superficie
C' por meio desse blow up.

Repetimos ainda mais uma vez que as retas da familia Cy;, (i = 2,...,6) sao
implodidas nos pontos P;.

Cada reta da familia A;, (i = 2,...,6), intersecta B; mas nao intersecta Aj.
Vimos que sua imagem pela aplicacao ¢ (inicialmente definida fora de A; e By) era
uma A-reta de P! x P! menos um ponto. Na extensdo de ¢ a toda superficie C, esse
“buraco” é preenchido e a imagem da reta A; por meio de ¢ é exatamente a A-reta
de P! x P! passando pelo ponto P;.

Analogamente, cada reta da familia B;, (i = 2,...,6) tem por imagem a tnica
B-reta de P! x P! passando por P,.

Cada uma das 10 retas Cjj, (1 < i < j < 6), é levada numa (1, 1)-curva em
P! x P! e esta (1,1)-curva passa (e é bem determinada) pelos trés pontos P, k €
{2,3,4,5,6}\{i,7}. De fato, sabemos do estudo da tabela de intersegao que cada
reta C;; intersecta as trés retas Cy, com k € {2,3,4,5,6}\{i,7}. Consequentemente
os pontos P, = ¢(Cyy) estao contidos na g-imagem de Cj;.

Quanto a reta A, sua imagem por ¢ é a tnica (2,1)-curva em P' x P! que
passa (e é bem determinada) pelos 5 pontos P;. De fato, é imediato ver que o plano
tangente a superficie ciibica lisa C' no ponto (xg: x; : 0:0) € A; é dado por

{(zo: 21 : 90 :91) € PP |2yyo(axe + 1) + zoy1 (2o + bry) = 0}.
Portanto, a intersecao deste plano com a reta By é dada por
(0:0: —xo(xg + bx1) : 21 (azo + 21)).
Esta é exatamente a segunda coordenada de o(zq : 21 : 0:0) em P! x P! isto é,
(o : y1) = (—=xo(wo + bxy) : 11 (axo + 21)).

Portanto, a imagem de A; pela aplicacio ¢ é a (2,1)-curva em P' x P! cuja equacio
bi-homogénea é dada pelo polindémio de bigrau (2,1)

YE)Xl(CLXO + Xl) + YiXO(XO + le)
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E finalmente, de maneira andloga, a reta B; tem por ¢-imagem a tnica (1, 2)-
curva em P' x P! passando pelos 5 pontos P,..., Ps. Esta curva é descrita pelo
polinémio de bigrau (1, 2)

XoYi(eYy + V) + X, Yo (Yp + dY)).

Resumimos toda nossa discussao acima no seguinte:

Teorema 4.I1.5: Ao implodirmos as cinco retas Cio, C13, Cy, C15 € Crg (disjun-
tas duas a duas) sobre uma superficie ciibica nao singular, obtemos uma superficie
isomorfa & quddrica nao singular P* x P!, "

Observacgao: O suposto caso geral em que se trabalha com um dos 216 conjun-
tos maximais de cinco retas pode ser imediatamente reduzida ao caso acima descrito
quando escolhemos convenientemente, entre as 51840 simetrias, aquela que transfor-
ma esse conjunto maximal em {C1s, Cy3, Cy, C15, Ci6}-

Veremos mais adiante que o teorema acima admite a seguinte:

Reciproca 4.I1.6: Sejam cinco pontos distintos em P! x P! com as seguintes
propriedades:
i) Suas abscissas sao diferentes entre si;
ii) Suas ordenadas sao diferentes entre si;
iii) Cada 4 destes 5 pontos nao estao contidos numa mesma (1, 1)-curva.
Entao os mesmos definem, via blow up, uma superficie ctibica lisa em P3. [

Em particular, o estudo das superficies ctibicas ndo singulares em P? é equivalente
ao estudo dos conjuntos de 5 pontos em P! x P! com as propriedades acima descritas.

Um coroldrio da exposicao acima fecha a questao levantada no capitulo 3 acerca
do grupo de Picard de C'.

Corolario 4.I1.7: O grupo de Picard Pic(C') de uma superficie ciibica lisa é o
grupo abeliano livre isomorfo a Z7 e gerado pelas classes das retas Ay, By, Ch2, Ci3, Ci4, Ci5
e 016-

De fato, pela proposi¢ao 4.1.3, temos que Pic(C) = Pic(P* x P!) @ Z5, ja que
obtemos C' & partir de 5 blow up’s no produto P! x P'. Sendo Pic(P' x P!) = Z x Z
(confira exemplo 3 na segao I do capitulo 3), segue imediatamente que

Pic(C) = 7.
Tomando a ¢-imagem inversa dos geradores de Pic(P! x P!) (uma A-reta, diga-

mos, ¢(As) e uma B-reta, digamos ¢(Bs)) e também a ¢-imagem inversa dos pon-
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tos Py, P3, Py, Ps, Ps, obtemos os sete geradores de Pic(C), a saber, as classes de

Ay, By, Ch2,C13,Cly, Cy5 e Cig. u
Secao 4.I11: Blowing Up de Seis Pontos

Pretendemos agora fazer uma implosao em seis retas da superficie cibica nao
singular C' até chegarmos ao plano projetivo P2. Para isso, vamos nos aproveitar de
que cinco retas disjuntas implodidas nos fornece a superficie P! x P! e vamos trabalhar
com uma aplicacao birracional de P! x P! em P2.

Sabemos que o produto P! x P! de duas retas projetivas e a superficie quadrica
nao singular {(zo : 21 : 22 : 23) € P?| 2023 — 2129 = 0} em P? sao isomorfas via a
Aplicacao de Segre descrita abaixo:

PlxP' — P3
(($0 : $1), (ya : yl)) = (fﬂlyl P X1Yo XYy - $0?J0)

A imagem de P, = ((0: 1),(0: 1)) pela aplicagao de Segre ¢ (1:0:0:0) € P3.
Fazendo entdo uma projecao central de P* & partir do ponto (1 : 0 : 0 : 0) sobre o
plano {(zo : 21 : 29 : 23) | 20 = 0} temos:

P — {(20221222223)|20:O} <i> P?
(20221222223) — (0221222223) — (21222223)

Compondo as duas aplicagoes acima e tendo o cuidado de excluir o ponto P, €

P' x P! do dominio da composta, obtemos a aplicacio:

7 (P'x P)\P, — P?
((zo: 1), (Yo :y1)) = (21y0 : Toy1 : ToYo)

E facil de ver que a A-reta e a B-reta passando por P, sao implodidas por 7 em
pontos, digamos, @, R € P? respectivamente. Também é geometricamente claro que
7 explode o ponto P, na reta que é determinada por @ e R (vide figura na préxima

pégina).

Tomando os pontos ((0: 1), (1: y)) na A-reta passando por Py e ((1:x),(0: 1))
na B-reta passando por P, é facil calcular as coordenadas de ) e R:

Q=m((0:1),(1:9))=(1:0:0),
R=n((1:2),(0:1))=(0:1:0).
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E para os pontos fora desta A-reta e desta B-reta temos:

a((1:2),(1:y))=(v:y:1)ecPL

Na pratica, a aplicacao 7 fora da A-reta e da B-reta passando por P, é obtida
pelas inclusoes abaixo:
P!x Pl DO Al x Al =A? C
(L:2),(1:y)) — (z,9) = (z:y:l)

Em particular, se P}, P;, P} e P} forem as m-imagens em P? dos pontos P3, Py, Ps e
Ps € P! x P!, temos:

Pl=(0:0:1).
PZ.'=(xi:yZ~:1)=(xp%:l),izél,&&

com x4, Ts, Te raizes da equagao cibica (xx) da secdo anterior.

Q

Obtemos entdo que a composta 7 o ¢ da aplicacao birracional 7 : P! x P! — P?
com o morfismo birracional ¢ : C — P! x P! é um morfismo birracional C' — P?
que implode exatamente as retas As, Bo, C3, Ch4, C15 € Cig da superficie cibica nao
singular C' nos pontos Q, R, P}, P}, P! e P} do plano projetivo P2.

As inclusoes P! x P! D Al x Al = A? C P? sugerem-nos uma maneira bem préatica
de obtermos equacoes de curvas em P? & partir de equacoes de curvas em P! xP': basta
des-bi-homogeneizar o polinémio bi-homogéneo via X := % eY = % e a seguir re-
homogeneizar via uma nova variavel Z. Podemos entao descrever as imagens de cada
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uma das 27 retas de C' por meio do blow down 7 o ¢, usando o que ja sabemos em
termos das curvas p-imagens das retas em P! x P!,

A A-reta de abscissa (zo : 1) € P! é dada pelo polinomio (bi-homogéneo)
2o X1 — 21 Xo € k[Xo, X1, Yo, V1],

Des-bi-homogeneizando e re-homogeneizando, obtemos como 7-imagem desta A-reta
a reta em P? dada pelo polinémio

roX —x1Z € k[X,Y, Z].

Como ¢(A;) (1 = 3,4,5,6) é a A-reta contendo P; entao o ponto P/ = 7(F;) pertence
A reta mo ¢(4;) em P2, Além disso, como A; N By # (), entao o ponto R (que é
7 o p-imagem da reta B,) também pertence a reta m o ¢(4;). Logo, a imagem de A;
por meio do blow up 7o ¢ ¢é a reta em P? determinada pelos pontos P! e R.

De maneira andloga, a m o p-imagem da reta B; (i = 3,4,5,6) é a reta em P?
passando pelos pontos P/ e Q.

Quanto as retas Cy; (2 < i < j < 6), sabemos que suas p-imagens em P! x P!
sao (1,1)-curvas que passam por trés pontos, um deles o ponto P, = ((0: 1), (0: 1)).
Logo tem equacoes dadas por polindmios da forma

aXoYy + XoY1 + v XY € k[ X, Xy, Yo, V7).

Ao des-bi-homogeneizarmos e re-homogeneizarmos as (1, 1)-curvas acima, obtemos
retas em P? dadas pelas equacoes

aZ + BY ++X € k[X,Y, Z].

Assim, as retas Cy; (2 < i < j < 6) sao levadas por 7o ¢ & retas em P? determinadas
pelos pontos P, = 7(Py) com k € {3,4,5,6}\{4,;}.

Prosseguindo, ja vimos também que a reta A; tem por ¢-imagem a (2, 1)-curva
em P! x P! dada pelo polindmio bi-homogéneo

YE)Xl(aXO + Xl) + leXO(XO + le) € k[Xo,Xl,YE),Yi].

Novamente, des-bi-homogeneizando e re-homogeneizando o polinébmio acima, obte-
mos uma conica em P? cuja equacao é dada pelo polinomio

X(aZ+X)+Y(Z+bX) €k[X,Y, Z).
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Tanto geometricamente, quanto por calculo algébrico direto, é imediato ver que a
conica acima passa pelos cinco pontos {Q, R, P;, P;, Pi, Pi}\{Q}. Veremos mais a
frente que esta conica é unicamente determinada por esses cinco pontos.

Analogamente, a reta B; sobre a superficie cubica nao singular é levada pelo
blow up 7 o ¢ na conica em P? passando (e unicamente determinada) pelos cinco
pontos {Q, R, Ps, Py, P5, Pg}\{ R}

Finalmente, as retas Cy; (i = 3,4,5,6) tem por p-imagens em P! x P!, (1,1)-
curvas que nao passam por P, = ((0:1),(0 : 1)). Essas (1,1)-curvas tem equacoes
dadas por polinémios do tipo

aXOYE) + 6X0Y1 + 7X1Y6 + 5X1Y1 € k[XﬂaXla Yba Yi]?

onde o coeficiente 0 é necessariamente nao nulo. Uma vez mais des-bi-homogeneizando
e re-homogeneizando o polinémio acima, obtemos uma forma de grau 2 em k[X, Y, Z],
a saber,

aZ?+ Y Z + X7 + 5XY.

Assim concluimos que a reta Cy; (i = 3,4,5,6) tem por 7 o p-imagem a conica
(unicamente determinada) passando pelos cinco pontos {Q, R, Py, Py, Pi, P.}\{P!}.

Agora apresentamos duas propriedades dos pontos R P; .. P! c IPQ uma das
I » 4 3 '+ 6 ’
quais justiﬁca a unicidade das cénicas—imagens acima descritas:

Afirmacgao 4.II1.1: Para os pontos Q, R, P, P, P} e P, € P? valem as propri-
edades:
a) Cada trés desses seis pontos nao estao contidos numa reta,
b) Cada cinco desses seis pontos determinam unicamente uma conica em P?,
c¢) Os seis pontos nao estao contidos numa conica. ]

Observamos que a afirmacao acima ¢é apenas uma traducao da afirmacao andloga
da secao anterior. Da mesma maneira, o teorema e a reciproca abaixo enunciados sao
também traducoes dos seus andlogos enunciados na secao anterior. O “dicionério”
entre uma situacao e outra ¢ o mesmo que temos utilizado o tempo todo nesta secao:
P! x P! D Al x Al = A2 C P2

Teorema 4.IT11.2: Ao implodirmos as seis retas Ay, By, C13,C14, C15, Cig (dis-
juntas duas a duas) sobre a superficie ciibica nao singular obtemos uma superficie
isomorfa ao plano projetivo P2, [

Reciproca 4.II1.3: ([ht], pag 401) Seis pontos distintos em P? definem por meio
de blow up uma superficie cibica nao singular em P?, desde que para esses pontos
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valham as propriedades abaixo:
i) Cada 3 desses 6 pontos nao estao sobre uma mesma reta,
ii) Os 6 pontos nao estao contidos numa conica. (]

Consequentemente, podemos de certa maneira substituir o estudo de superficies
clibicas nao singulares em P? pelo estudo dos conjuntos de 6 pontos em P? com as
propriedades i) e ii) acima.
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