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Resumo

Este trabalho é desenvolvido usando um modelo de volatilidade estocéastica proposto por
Fouque, Papanicolau, Sircar & Solna (2003) que incorpora duas escalas diferentes para
conduzir a volatilidade. A andlise assintética desenvolvida pelos autores requer condigoes
que os parametros associados ao modelo devem cumprir. Fouque, Papanicolau & Sircar
(2000) propoem um método de estimacao nao paramétrico para um modelo reduzido que

considera apenas uma escala rapida.

Dado que neste trabalho estamos considerando um modelo mais geral, precisamos validar
a hipdtese de uma reversao numa escala longa. Para isto usamos o método desenvolvido
por Fouque, Papanicolau & Sircar (2000). Além disso, introduzimos uma nova forma de
estimacao dos parametros que é muito mais dificil de implementar porque ela requer uma

série que nao é observada na realidade.

Para este propdsito usamos o método de Fourier proposto por Malliavin & Mancino (2002).
Depois estimamos os parametros usando o método de estimagao paramétrica de Maxima
Verossimilhanga como foi proposto por Bibby & Sorensen (1995). Os dados utilizados
sao os precos da Petrobras negociados no mercado Americano em alta frequéncia para

estimar uma escala rapida e também em frequéncia diaria para estimar uma escala longa.

Uma vez que confirmamos as suposicoes requeridas pelo modelo, usamos a andlise as-
sintética para estimar uma aproximacao da superficie de volatilidade implicita associada
aos pregos de opcoes de compra da Petrobras neste modelo com duas escalas. Por fim

comparamos nossas aproximagoes com a superficie de volatilidade implicita obtida usando

o método de Kahalé (2005).

Palavras-chave: Andlise Multiescala. Volatilidade Estocastica. Estimacao. Modelagem

em Finangas. Calibragem. Métodos Matematicos em Financas.
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Abstract

This work is developed using a stochastic volatility model proposed by Fouque, Papani-
colau, Sircar & Solna (2003) that incorporates two different scales to drive the volatility.
The asymptotic analysis developed by the authors needs certain conditions the parame-
ters associated to the model must satisfy. Fouque, Papanicolau & Sircar (2000) proposed
a non-parametric estimation method for the simplified model that considers only a fast

scale.

Given that in this work we are considering a more general model, we need to validate the
hypotheses of a reversal on a large scale. This is why we use the method developed by
Fouque, Papanicolau & Sircar (2000). Moreover, we describe a new form to estimate the
parameters which is more difficult to implement because it needs a data series that is not

observed in the market.

With this in mind we use the Fourier method proposed by Malliavin & Mancino (2002).
Then, we estimate the parameters using the parametric estimation method of Maximum
Likelihood proposed by Bibby & Sorensen (1995). The data used are Petrobras prices
traded on the American market in high frequency to estimate a fast scale and also on a
daily basis to estimate a long scale.

Once the necessary suppositions for the model are confirmed, we use an asymptotic analy-
sis to estimate an approximation of the implied volatility surface associated to the call
option prices of Petrobras in this model with two scales. Finally, we compare our appro-

ximations with the implied volatility surface obtained using the Kahalé method (2005).

Keywords: Multiscale Analysis. Stochastic Volatility. Estimation. Finance Modeling.
Mathematic Method in Finance.
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Introducao

Como sabemos o modelo cldssico de Black & Scholes descreve a evolugao dos precos de
um derivativo considerando uma volatilidade constante. Porém esta hipotese esta muito
longe da realidade como foi confirmado empiricamente por muitos autores [1]. De acordo
com as suposigoes feitas por Black & Scholes, a volatilidade implicita seria constante,
mas como sabemos a volatilidade implicita de fato tem a forma de smile. Como o modelo
classico de Black & Scholes nao consegue incorporar este fato é necessario especificar novos
modelos que levem em conta uma volatilidade nao constante e possivelmente incorporar
uma componente estocastica na volatilidade. Um dos novos modelos que cumpre estes

dois objetivos é o modelo desenvolvido por Fouque, Papanicolau & Sircar em [2].

Este modelo considera que a evolucao dos pregos segue uma equacao parecida ao modelo
classico de Black & Scholes, mas acrescenta uma componente estocastica na volatilidade.

Mais especificamente, a volatilidade é descrita por um modelo de reversao rapida a média.

O modelo de Fouque et.al consegue algumas caracteristicas desejadas como o efeito smile e
o skewness. Porém incorporar mais uma equacao estocastica para modelar a volatilidade
torna o modelo muito complicado. Por exemplo, neste caso nao temos uma férmula

fechada para uma opcao de compra como no modelo classico de Black & Scholes.

Uma forma de enfrentar este problema foi proposta por Fouque, Papanicolau & Sircar
[2] através de uma andlise assintética para encontrar uma aproximagao do pre¢o de uma
opcao de compra ou outro derivativo num modelo com uma escala rapida controlando a
volatilidade. Esta aproximagao é vélida supondo algumas condi¢oes sobre os parametros
do modelo [2].

No ano 2000 Fouque, Papanicolau & Sircar [2] mostraram evidéncia de uma rapida re-
versao a média do processo conduzindo a volatilidade usando dados do S&P 500. No ano

2008 Machado [3], mostrou evidéncia de uma rapida reversdo usando dados do Ibovespa



no mercado Brasileiro.

Em 2003 Fouque, Papanicolau, Sircar & Solna [4] desenvolveram um modelo mais geral
que o considerado anteriormente usando duas escalas para conduzir a volatilidade, uma
escala rapida e uma escala longa. Nesse trabalho eles conseguiram, supondo algumas res-
tricoes sobre os parametros do modelo, uma férmula aproximada para aprecar derivativos.
Além disso, propuseram uma formula que aproxima a superficie de volatilidade implicita
presente no mercado.

O presente trabalho esta focado neste ultimo modelo e pretende, usando dados da Petro-
bras, estimar de forma consistente os parametros presentes no modelo para garantir que
a aproximacao da superficie de volatilidade implicita proposta seja valida.

A idéia em relacao a esta tltima parte é comparar nossa aproximagao com a aproximacao

proposta por Kahalé [5], como foi feito por Machado [3] no ano 2008.



Capitulo 1

Ferramentas Matematicas

Este capitulo apresentard uma série de ferramentas matematicas que serao usadas para
provar os resultados dos capitulos posteriores. A maioria das demonstracoes dos resul-
tados deste capitulo nao serao apresentadas, mas daremos referéncias onde podem ser

encontradas.

1.1 Movimento Browniano e Martingal

Seja (2, F,P) um espago de probabilidades, isto é, 2 é um espago amostral, F uma

o-algebra, e P uma medida de probabilidade definida sobre F.

Definigao 1.1. Uma filtra¢ao é uma familia de sub-o-dlgebras {F;} e de F, onde I é

um conjunto ordenado e tal que Fs C F; para s <t, s,t € I.

Definigao 1.2. Um processo estocdstico {X;}er associado a filtragao {Fi e € uma

familia de varidveis aleatorias com valores em R™ tal que cada X; € Fi-mensurdvel.

Definicao 1.3. Um processo estocdstico {W; >0 com trajetdrias continuas e satifazendo
i) Wo =0 P-q.c.

ii) Wy — Wy ~ N(0,t — s) para 0 < s < t, Incrementos Estaciondrios,

ii1) Wy—Wy independente de Wy, —W,. para 0 < r < u < s < t, Incrementos Independentes,

é chamado um Movimento Browniano unidimensional.



Definicao 1.4. Um Movimento Browniano d-dimensional é um processo estocdstico com
valores em R, W (t) = (W (t), Wa(t), ..., Wy(t)), tal que cada componente é um Movi-

mento Browniano unidimensional e W; € independente de W, se 1 # j.

Defini¢ao 1.5. Um processo estocdstico { Xy, Fihier com E|Xy| < 0o parat € I, onde I

€ um conjunto ordenado é chamado um martingal se Vs <t
E(X|Fs) = X (1.1)
Teorema 1.6. O Movimento Browniano {W,}i>o € um martingal.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [6].

Definicao 1.7. Dado o processo estocastico {Xt}te[o,T} definimos a variacao quadrdtica

(X); como

n

(X): = ” rlliﬁnOZ(Xt? — Xy )? (1.2)
=1

onde 1 ={0=1ty <..<tl=T}.

Definicao 1.8. Dados dois processos estocdsticos { X} e € {Yiteepr) definimos a va-

ria¢ao cruzada (X,Y); como

n

(X, Y) = Hll[iumoZ(Xt? - th_l)(Y;t;? - Y%y_l) (1.3)
i=1

onde 1 ={0=1ty <..<tl=T}.

1.2 A Integral de It6

Definicao 1.9. Um processo estocdstico {X;}iepo,r) € chamado um processo simples se
existem numeros reais 0 =ty < t; < ... <t, =T, p € N, e varidveis aleatorias ®; : ) —

R,i=1,....p com ®q - Fy mensuravel e ®; - F;, _, mensurdvel tal que tem-se a sequinte

i—1

representacao

Xt(w) = (b() 1{0} + Z(I) 1(t7, Lt ) (14)

para cada w € €.



Defini¢ao 1.10. Para um processo simples X = {X;}iecpm a integral estocdstica I.(X)
para t € [0,T] € dada por

¢
I,(X) ::/ X dW, = Z D;(Wine — Why_iat) (1.5)
0

1<i<n

onde u Nt = min{u,t}.

Definicao 1.11. Um processo estocdstico {Xy, Filicppr € dito progressivamente men-

suravel se ¥t > 0 a func¢ao

0,7] x @ — R"

(5,0) — X,(w) (L6)

¢ B([0,t]) ® F; mensurdvel.

Definigao 1.12. Definimos o espago L*[0,T] como o conjunto dos processos estocdsticos

{ X4, Fileon tais que { X, }iepor) € progressivamente mensurdvel e

E (/fodt) < 00 (1.7)

Definimos ainda a norma de X = {X;}ejor) em L*[0,T] como o valor finito dado em

(1.7) e denotamos este niimero por HXH%Q[&T]-

Teorema 1.13. Um processo estocdstico arbitrdrio X € L?*[0,T] pode ser aprozimado por
uma sequéncia de processos simples X™ . De forma mais precisa, existe uma sequéncia

X™ de processos simples com
T
lim E / (Xs — XM)2ds =0 (1.8)
n—oo 0

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [6].

Teorema 1.14. Eziste uma tinica aplicacio linear J definida em L*[0,T] e com valores no
espago dos martingais continuos definidas em [0,T] com respeito a {F;}iepo,r) satisfazendo

as sequintes condigoes:

-. Se X = { X, }epo,r) € um processo simples entio P(J,(X) = [,(X), Vte [0,T]) =1

5



-. Vale a isometria de Ito

E(J,(X)?) = E (/Ot ngs) (1.9)

Esta aplicacdo linear € unica no sentido que se duas aplicacoes J e J' satisfazem as
condigoes anteriores entao para todo X € L?[0,T] os processos J'(X) e J(X) sdo iguais

com probabilidade 1.

A demonstracgao deste resultado pode ser encontrada em [6].

Definigao 1.15. Para X € L?[0,T] e J como no teorema anterior, definimos a integral

estocdstica do processo X com respeito a {W;}iejor) como sendo

/ XL, J,(X) (1.10)

Teorema 1.16. Para qualquer X € L*[0,T] a integral de Ito

t
/ X, dW, (1.11)
0

é um Fy-matingal em [0, T]. Em particular, a integral dada em (1.10) tem esperanca zero.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [6].

1.3 A Formula de Ito

Definicao 1.17. Seja {W(t), F;}i>0 um Movimento Browniano m-dimensional, m € N.

{X(t), Fi}i>0 € chamado um processo de Ité se ¥t > 0, X (t) pode ser representado como

X(t) :X(O)+/0tK(s)d8+Z/0tHj(s)de(s) P—gq.c (1.12)

Onde {K (t) }1>0 € {H(t) }i>0 sao processos progressivamente mensurdveis e satisfazem

¢
/ |K(s)]ds < o0
0
t
/ H?(s)ds < oo P—q.c (1.13)
0

6



Vti>0,i=1,...m
Além disso, um processo de Ité d-dimensional X = (XM, X® . X)) consiste de um

vetor tal que cada componente é um processo de Ito a valores reais.

Definicao 1.18. Sejam X e Y dois processos de Ito a valores reais com representacao

/K d5+/H JAW (s

Y(t):Y(O)+/OL ds+/1v[ JAW (s)

Entao,
mo ot
(X,Y)=>Y" / H,(s)M;(s)ds (1.14)
j=1""
Teorema 1.19. Seja X(t) = (X1(t), Xao(t), ..., Xa(t)) um processo de Ité d-dimensional
com
t mo ot
0 = /o
1=1,2,...,d

onde W (t) = (Wy(t), Wa(t), ..., Wi (t)) € um Movimento Browniano m-dimensional. Con-
sidere f : [0,00) X R" — R uma fung¢io CY?, i.e, f € continua, continuamente di-
ferencidvel com respeito a t e duas vezes continuamente diferencidvel com respeito as

ultimas d-variaveis. Entao,

Ft X0 (), Xa(t)) = f(0,X1(0),. / £, X0(5) o Xa(s))ds
+Z/ fai (5, X1(5), ..., Xq(5))dX,(s)

+= Z fzzzj S Xl( ) 7Xd(8)>d<Xi7Xj>S (116)

2]10

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [6].



Corolério 1.20. Seja f € CL[0,T] e seja X um processo de It6. Entdo,

/0 t F(s)dX, = f(H)X, — F(0)X, — /O X, (s)ds (1.17)

A demonstracao é uma simples aplicacao do teorema anterior.

1.4 O Teorema de Girsanov

Seja {X(t), Fi }+>0 um processo m-dimensional progressivamente mensurdvel, e considere

{Fi}i>0 a filtracdo browniana com

t
/ X?(s)ds < o0 P—gq.c (1.18)
0

Vt>0ei=1,..,m.

Considere ainda

Z(t,X) == exp <—Z/O Xi(s)dWi(s)—%/O ||X(3)||2d3> (1.19)

Em geral, Z(¢, X) ndo é um martingal. Mas se ele for um martingal teriamos em particular
que E[Z(t,X)] = 1, Vt > 0. Consideremos inicialmente que Z(t,X) é um martingal,
posteriormente daremos condigoes para que isso aconteca. Supondo a condigao anterior

podemos definir uma nova medida de probabilidade Qr sobre Fr da seguinte forma

Qr(A) :=E[l4- Z(t,X)] VA e Fr (1.20)
Teorema 1.21. Suponha que Z(t,X) seja um martingal e defina {(WQ(t), F;)}iso como

W2(t) :== Wi(t) + tXi(s)ds 1<i<m (1.21)

t>0.
Entao, para cada T € [0,00) o processo {W(t), Fi}iejor) € um Movimento Browniano
m-dimensional definido em (Q, Fr,Qr) onde a medida de probabilidade Qr é definida em
(1.20)



A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [6].

Para aplicar o Teorema de Girsanov, devemos ter alguma condigao que garanta que Z(t, X)

seja um martingal.

Teorema 1.22. Uma condi¢ao suficiente para que Z(t,X) seja um martingal € que

E <exp {% /Ot HX(S)H?ds}) < o0 (1.22)

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [7].

1.5 O Teorema de representacao de Feynman-Kac

Definigao 1.23. Se sobre (Q, F,P) existe um processo continuo d-dimensional {X(t), Fi}i>o0

com

Xi(t) = x; + /o bi(s,X(s))ds + Z/o gij(s, X(s))dW;(s) P—q.c (1.23)

satisfazendo

/0 <|bi(s,X(s))] + 203].(5,)((5))) ds <00  P—q.c (1.24)

VE>0,i=1,2,..d.

Entao, X(t) é chamado uma solugdo forte da equacao diferencial estocdstica

dX(t) = b(t,X(t))dt + o(t,X(t))dW (1)
X(0) = (x1,%2,...,2q) (1.25)

onde b:[0,00) x RT — R? ¢ 5 : [0,00) x R — R4™ sdo funcies dadas.

Teorema 1.24. Sejam os coeficientes b(t,x) e o(t,x) da equagao diferencial estocdstica

(1.25) fungoes continuas satisfazendo



16(2, ) = b(t, y)|| + llo(t, 2) = o(t,9)|| < K|z —yll
Ib(t, 2)[1* + llo(t, 2)|1* < K*(1+ [|=[|*) (1.26)

Vt >0, 2,y € RY e K > 0. Entdo, existe uma solugdo forte de (1.25) satisfazendo

E(IX®)]*) < C(1L+ ||z]*) exp(CT) vt e[0,T] (1.27)

para alguma constante C = C(K,T) e T > 0. Ainda mais, X(t) € dnico a menos de um

congunto de medida nula.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [6].

Definicao 1.25. Seja X(t) a dnica solugdo da equagdo diferencial estocdstica (1.25) as-
sumindo a condigao (1.26). Para f : R — R, f € C*(R?), definimos o operador

caracteristico associado a X(t) por

l\')l»—l

d d 2f af
(A)@) =53 D anlt: )z 50 (@) + D _bilta) (@) (1.28)

i=1 k=1

onde

ay(t,z) == Zawtxakjta:)

Consideremos o seguinte problema de Cauchy associado ao operador caracteristico A;

definido em (1.28):

Para T' > 0 fixo, devemos encontrar uma funcio v(t,x) : [0,T] x R? satisfazendo

—v+kv = Aw+yg (t,x) € [0,T) x R

v(T,z) = f(x) r € R (1.29)

onde f:RT — R, g:[0,T] xR — Rek:[0,T] x R — [0,00).

Para estabelecer a unicidade precisamos que

10



maxo<i<r|v(t, )] < L(1+ ||:E||2“) M>0,u>1 (1.30)

Supomos ainda que

f(x)] < LA+ |z|?) L>0A>1 ou f(z)>0

lg(t,2)| < L(1+|z|*) L>0A>1 ou g(t,z)>0 (1.31)

Teorema 1.26. Supondo a condig¢do (1.31) vdlida. Seja v(t,z) : [0,T] x R — R uma
solugao do problema de Cauchy (1.29) com v € C*2([0,T] x RY). Se v(t,z) satisfaz a

condi¢ao (1.30) entao temos a sequinte representacao

o(t,z) = E" ( FX())exp (- /t ' k(@,X(G))dG) + /t ' (s, X(s))exp (- /t 8 (0, X(@))d@) ds)
onde E"* denota E(-/X(t) = x).

Ainda mais, v(t,x) dada acima € a unica solu¢do de (1.29) que satisfaz (1.30).

1.6 A Foérmula classica de Black & Scholes

Nesta segao apresentaremos a férmula encontrada por Black & Scholes [8] para apregar
um derivativo europeu conhecido como op¢ao de compra. Uma opcao de compra é um
contrato que outorga ao seu detentor o direito, mas nao a obrigacao de comprar um ativo
por um prego previamente fixado e em uma data especificada. O valor intrinseco de uma
opcao de compra é f(Xr) = (X7 — K)T onde T é o tempo de vencimento especificado no

contrato.

Em [8] os autores encontraram uma férmula para aprecar uma opgao de compra usando
um portfélio replicante. Esta férmula também pode ser deduzida usando o teorema de

Girsanov conjuntamente com a representacao de Feynman-Kac [6].

Teorema 1.27. O preco de uma opgao de compra no instante t com preco de exercicio

K e tempo de vencimento T, t <'T', é dada por

Cps(t,S,T,K,0) = S®(dy(t)) — Ke " T=Dd(dy(t)) (1.32)
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onde

r+ 02/2)(T — 1)

—~

log (S/K) +

]

dg(t) = dl(t)—O' T —

~

onde ®(-) denota a funcdo de distribuicao de uma varidvel aleatdria normal padrao, S

representa o preco atual do ativo, r a tara de juros e o a volatilidade.

Usando a representagao de Feynman-Kac ¢ facil ver que o problema de Cauchy associado

neste caso é dado por Lpg(c) = 0 onde

A seguir apresentamos um resultado que sera usado nos Capitulo 3.

Proposicao 1.28. O operador de Black and Scholes definido em (1.33) comuta com x”ai—nn
para n € N, isto ¢é,
o o
" =" 1.
Lps(o) (:B 895”) x pp Lps(o) (1.33)

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [3].

1.7 A Volatilidade Implicita

Nesta secao introduziremos o conceito de volatilidade implicita e provaremos sua existen-

cia e unicidade. Este resultado sera usado nos Capitulos 3 e 4.

Definicao 1.29. Seja Cy(T, K) o pre¢o do mercado de uma op¢do de compra no instante

t. A wvolatilidade implicita € o nimero cum,(T —t, K) que satisfaz

CuT,K) = Cps(Sp, T — t, K, 7, 0omp(T — t, K)) (1.34)

Teorema 1.30. Suponha que os precos Cy(T, K) sao livres de arbitragem para todo T e
K positivos e 0 < t < T, entdo as volatilidades implicitas oim,(T —t, K) existem e sao

Unicas.
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Demonstragao: A demonstracao segue como consequéncia de trés resultados diretos ob-

tidos de (1.32).

Calculando primeiro a derivada de C'gg com respeito a o

0Cps

5 SiVT —t®'(dy(t)) >0

A férmula anterior garante que o preco de Black & Scholes de uma opcao de compra é

uma funcao estritamente crescente com respeito a volatilidade.

Calculando os limites extremos,

lim Cps(S;, T —t, K,r,0) =25

o—>00

limo Cps(Si, T —t,K,r,0) = (S, — Ke "T=)*

Isto garante que (S; — Ke "= * < Cpg(S,, T —t,K,r,0) < S,.

Agora considere a estratégia de comprar o ativo e vender a opgao C(T, K). No instante
t esta estratégia tem o valor I, = S; — Cy(T, K). No instante T' o valor da estratégia é
My =Sy —Cr(T,K) = Sy — (St — K)" = min{Sy, K}. Assim, 0 < Tl < K, e logo por

(T-t)

argumentos de nao arbitragem 0 < II; < Ke™™ , € portanto

(St - KG_T(T_t))Jr S Ct(T, K) S St

Agora usando que Cpg(S;, T —t, K, r,0) é uma fungao estritamente crescente concluimos

a demonstracgao.
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Capitulo 2

Estimacao

2.1 O Modelo de Volatilidade Estocastica

Este Capitulo descreve seguindo [4] o modelo que usaremos no resto do trabalho e propoe
varias formas de estimacao dos parametros associados junto com uma aplicagao usando

dados reais.

O modelo considerado é dado por:

dX, = pXudt+ f(Yy Z) X, dW,"
-y, 2
dy, — {m t}dt+Mth(1)
€ Ve
dZ, = 6c(Z,)dt + V5g(Z,)dw,” (2.1)

0 1 2)\ - . ) . .
Neste caso temos que (Wt( ), Wt( ), Wt( )) ¢ um Movimento Browniano tridimensional cor-
relacionado, que pode ser representado em termos de um Movimento Browniano nao

correlacionado como segue:

v = pdW + )1 - prav )

AW = ppdWi® + pradWV 4\ 1 = p} — 3 ,d W (2:2)
Aqui (Wt(o), Wt(l), Wt(z)) representa um Movimento Browniano tridimensional padrao.
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O processo X; modela o preco do ativo, Y; e Z; modelam as componentes da volatili-
dade instantanea f(Y;, Z;), a primeira com respeito a uma répida reversao a média e
a segunda com respeito a uma reversao mais lenta. Neste contexto, {u, m, €, v} sdo os
parametros a serem estimados dadas as correlagoes {p1, p2, P12} que existem entre os

processos {X;,Y;, Z;}.

Para que haja separagao de escalas vamos requerer que:

1
J << — (2.3)

€

2.2 O Método do Variograma

Foi proposto por Fouque et.al em [2] o uso do Variograma para estimar o parametro o
associado a reversao rapida a média no modelo com apenas uma escala rapida. Nesta
tese queremos ir um pouco além, considerando um segundo processo que modela uma
escala mais longa na volatilidade, e logo devemos considerar um método que generalize o

Variograma para o caso em questao.

Para este proposito consideramos uma reversao a média na escala longa que modela a

volatilidade. Desta forma o modelo (2.1) assume a seguinte forma:

dX, = pXedt + f(Ys, Z) X, dW,”
dY; = a(my —Y)dt +vyV 20det(1)
dZ, = &(my — Z,)dt + vz 25dW,> (2.4)

Onde denotamos o = 1/e. Estaremos considerando inicialmente apenas a correlacao
existente entre os processos Y; e Z;, e suporemos que a correlacao existente entre os
processos que modelam a volatilidade e os pregos é zero. Esta suposicao foi sugerida
por Fouque et.al em [2] onde os autores mostraram que essa correlagao nao influencia na

estimacao dos parametros.

Consideramos X,, como a n-ésima média do prego do ativo em frequéncia de 1 minuto

ocorrendo dentro de um intervalo de 5 minutos, correspondente ao tempo t, = nAt,
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At = 5 minutos, durante um periodo de 8 meses para modelar a reversao rapida a média,
e logo como a n-ésima média do preco do ativo em frequéncia diaria ocorrendo dentro de
um intervalo de uma semana para um horizonte de 9 anos com o objetivo de modelar a

escala longa presente na volatilidade.

Isto é, consideraremos A em frequéncia de 5 minutos e logo em frequéncia de 1 semana.
Desta forma seguindo o texto de Fouque et.al [2] podemos considerar as flutuagoes nor-
malizadas associadas aos dados definidas como
_ 20X, — X,_
D, = (X = Xnt) (2.5)
VAX, + Xn1)

Olhando para o analogo das flutuagoes normalizadas em tempo continuo temos

AX, o B
\/—TXt—f(Yt,Zt)\/Z + VA (2.6)

O termo pv/'A pode ser eliminado j& que é um termo muito pequeno.

Logo em nosso modelo temos a seguinte relagao

Dn = f(Yn7 Zn)en (27>

onde {€, }n>1 ¢ uma sequéncia de varidveis aleatérias IID normais padrao.

Para obter uma férmula parecida a obtida em [2] faremos a seguinte suposicao, f(y, z) =
fi(y)f2(2). Esta forma funcional foi proposta em [9] no caso em que a correlagdo entre
as componentes da volatilidade instantanea é zero. Dai, podemos definir o logaritmo do

valor absoluto das flutuagoes normalizadas como

Ly =log | Dy| = log(f1(Yn)) + log(f2(Z,)) + log(|en) (2.8)

Suponhamos que temos uma observagao empirica de {L,,},>1 e consideremos

N
1
VN = =3 (L — L) (2.9)
n=1

onde j denota o lag e N o ntimero total de pontos.

A seguir vamos estudar as propriedades deste estimador.
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Lema 2.1. Seja s < t, entao temos

E[(Y: — E[Vi]) (Y, -

E[(Z: — E[Z])(Zs -

Demonstracao:

E[(Y: — EY}])(Ys — E[Y.])]

v [

_ 2 —a(t—s)

E[Y:])] = (1—e) (2.10)

E[Z])] = vze (1 — ™)

(2.11)

7~ N

o3 [ o))

+ 2avie IR

= 2avie IR / e dw V) ( / e dw M
0 0
S 2

= 2avie IR /eo‘“dwy) }
0

Vy-€

vye

2 —a(t+s) (62045

2avZe IR / eQa“du}

—1)

—a(t— s)(l . 672043)

[
Deste lema podemos concluir seguindo [2] que
E {log fi(Y;)log fi(Yo)} =~ 1fe ®
E {log fl(f/)Q} ~ Uy (2.12)

Analogamente temos

17



2 —0jA
vye

)log f2(Zo)}
E {l0g /2(2)"}

E{logfg

2
Vg

(2.13)

onde Y e Z denotam as distribuicoes assintéticas dos processos de Ornstein-Uhlenbeck

2]
Lema 2.2. Para o modelo (2.4) vale
Se s < t,
2 \/_ —s —at —ds
B~ BOHIZ — BUZ)]} = 20005 gm0 — et
Se s >t,
2 a\/g~ —0(s— —as ,—
B~ BOYVHIZ — BIZ} = 20005 gt — o)
Demonstragao:

Suponhamos que s < t,

E{(Y;

—E{Y:})(Z, — E{Z})}

t
_E{<yy\/ 2a/ €_a(t_u)sz§1)) (VZ\/_P12/ (o= u)dwél))}
0

t
E<|v 2a/ e_a(t_“)qu(l)> <1/ V26 1—p? /e—é(S—U)de))}
(s =

=FE { <l/y\/ / at—u) VV(1 ) (Vz\/%ﬁm/ 6_6($_u)dV~ngl)>}
0

E v ,/Qa/ e‘o‘(t_“)dWlﬂl)) (V V25./1 — 2 /S 6—5(S—u)dWTE2)>}
{( v 0 z 1,2 0

=V 2avy 25yzﬁ1’26_at6_58/ elatd)u gy,
0

2 )
_ ﬁ\g_ Vyyzﬁlgefatef&s [6(a+5)s . 1]
2 \/_ —ol\t—S —Q —0S
vavo p1alyVzle (t=s) _ g=otg 5]

a+0
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Seguindo os passos propostos por Fouque et.al [2] e usando o lema anterior temos que

2\/aVs

vy U
OH_(;Plzyz

2/ . A

VylVze
Q+5p12YZ

2\/_\/_ ~ —6jA

5 P12VyVze

E {log /() log o(Z)} ~

E {log f1(Y;)log f2(Zo)}

Q

E {log f1(Yo)log f2(Z;)} =

(2.16)

Agora trabalhamos com a equagao (2.9).

Proposicao 2.3.

E{(Lnyj — Ln)?} = 26 + 203 (1 — e %) + 202 (1 — e%%)

4\/‘\/'~

wis ™ oy Vz[2 — e B — %A (2.17)

Demonstragao:

E{(Ln+j — Ln)*} = B{(L; — Lo)*}

= E{[(log f1(Y}) — log f1(Y0)) + (log f2(Z;) — log f2(Zo)) + (log |e;| — log |eo])]*}
= E{(log f1(Y}) — log f1(Y0))*} + E{(log f2(Z;) — log f2(Z0))*}

+E{(log |¢;| —log|eo|)*} + 2E{(log f1(Y;) — log f1(Y0))(log f2(Z;) —log f2(Z0))}

= 2E{log f1(Y)*} — 2E{log f1(Y;) log f1(Yo)} + 2E{log f2(Z)*} — 2E{log fo(Z;)log f2(Zo)}

+2Var{log |é]} + 2E{(log f1(Y;) — log f1(¥s))(log fo(Z;) — log fo(Z0))}
= 2E{log f1(Y)*} — 2E{log f1(Y;) log f1(Yo)} + 2E{log f»(Z)*}
—2E{log fo(Z;) log fo(Zo)} + 2V ar{log €]} + 4E{log f1(Y) log f2(Z)}
—2E{log f1(Y) log f2(Zo)} — 2E{log f1(Yo) log f2(Z;)}

~ 8
A 202 4+ 202 (1 — e ™8) + 2w (1 — e7%8) + \/_\g_pl oVyVy
4 . 4 .
\/;_\g_/h svyvze 9% — \/:_\g_ﬁl ovyvze 8
4/avs —ajA _ 8

~ 207 + 20 (1 — e7¥2) + 22 (1 — e72) +

ot 5 L1, QVYI/Z[Q — €
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Onde usamos (2.12), (2.13) e (2.16).

Agora considerando o iltimo termo da equagao (2.17), vemos que usando a condicao (2.3)

temos que

Vavi _JavE Vi
a+d a  Ja

Observamos que a condicao anterior é muito relevante porque permite estimar o modelo

0 (2.18)

considerando dois modelos reduzidos em cada escala considerada.

Usando (2.18), temos que

E(VN) 2 2¢% + 203 (1 — e7%8) 4 203 (1 — e7994) (2.19)

A equacgao anterior coincide com a expressao proposta por Fouque et.al [9], porém neste
caso estamos considerando uma correlacao diferente de zero entre Y e Z.

Observando a equagao (2.19) temos as seguintes conclusoes.

Se estamos considerando A da ordem de dias, o termo relacionado com § em (2.19) é
suficientemente pequeno (perto de zero) e logo podemos considerar a seguinte aproximagao

para determinar a componente de reversao rapida a média

E(VN) ~ 2 + 205 (1 — e %) (2.20)

Por outro lado, se estamos considerando A da ordem de meses, o termo relacionado com
« em (2.19) é suficientemente grande e logo podemos considerar a seguinte aproximagao

para determinar a componente de reversao mais lenta

E(VY) ~ 26+ 208 + 2vg(1 — e %)

Q

202 + 202 (1 — e7%2) (2.21)

onde ¢ = + 1}.
Esta ultima analise permite determinarmos as componentes da volatilidade usando dois

modelos reduzidos.
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Para estimar o parametro p usamos a equagao (2.6). Logo temos que

N-1
1 Xn+1 - Xn
~ 2.22
BTN 222

Para obtermos os outros parametros my e myz consideramos dois modelos por separado

Ccomo segue

dX, = pXudt + f1(Y) X dW,”

dY; = almy —Y,)dt +vyV 204th(1) (2.23)

dX; = pXydt + f2(Zt)Xtth(O)
dZ, = 6(my— Z)dt + vzV20dW> (2.24)

Neste caso a equagdo (2.7) reduz-se a

Dmy = GY"EZ
D,z =e?ne (2.25)

onde usamos fi e f, como a funcdo exponencial e €', ¢Z denotam varidveis aleatérias

normais padrao.

Portanto,

=B (D) =B {0} =
1= B{DL} = E{e) = e 20

Logo podemos estimar my e myz como segue

1
my = Sog ot} - 2
1
my = 5109{5%} — vy (2.27)
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onde

i

D? (2.28)

QI
>~<l\')
I
QI
N o
X
=~

S
Il
o

e D,, é dado por (2.5).

Entao o algoritmo para determinar os parametros para cada escala é dado por
ALGORITMO DO VARIOGRAMA
a) Calcule D,, usando (2.5).

)
b) Calcule L,, usando (2.8) e aplique um filtro de mediana.
)

(

(

(¢) Calcule V¥ usando (2.9).

(d) Calcule a média temporal de V.
(

e) Infira os valores de 2¢? e 202 desde os valores iniciais e finais obtidos do gréfico da

média temporal de V.

(f) Condicionado aos parametros anteriores, fixe (2.20) e (2.21) ajustando para o melhor

valor de «a e § respectivamente por minimos quadrados ordinarios.

2.3 Volatilidade Instantanea Oculta nos Precos

Queremos usar duas formas alternativas para estimar os parametros associados ao modelo
(2.4). Estes métodos alternativos de estimagcao requerem a série de dados correspondentes
aos processos Y; e Z;. Para isto devemos usar algum método que permita inferir estes
valores usando apenas os dados observados no mercado, isto é, usando apenas os precos
do ativo. Este problema nao é simples. Existem, por exemplo, métodos econométricos
como a Volatilidade Realizada e modelos GARCH que permitem estimar a volatilidade
oculta nos precos que nao sao aplicaveis em nosso modelo. Logo, devemos encontrar um
método alternativo que ataque o problema de descobrir a volatilidade oculta sem passar
pela discretizagao do modelo. Uma forma de resolver este problema foi proposta por

Malliavin & Mancino [10] e desenvolvido para o caso brasileiro por Saporito [11].
A seguinte dedugao segue os passos propostos em [11].

Considere o seguinte modelo para os pregos no intervalo [0, T
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dS; = p(t)dt + o(t)dW, (2.29)
onde u(-) e o(+) satisfazem as condigoes necessdrias para que as integrais acima existam.
Definicao 2.4. A funcao de volatilidade instantanea associada ao processo de precos
(2.29) €

N(t) = o(t)? (2.30)
Vamos supor que Y(t) é continua e que para cada w € §Q, u(t,w) € L*[0,T].

Definicao 2.5. Os coeficientes de Fourier de ¥(-) no intervalo [0,T] sdo

(D) = %/OTZ(t)dt
(D) = % /OTcos (%’“) S(¢)dt
bi(E) = % /OTsin (QWT’“) S(¢)dt (2.31)

para k € N.

Definicao 2.6. Os coeficientes de Fourier de dS; no intervalo [0,T] sdo

1 T
ao(dS) = T/ dSt
0

2 (T 21kt
ak(dS) = ?/O COS <T> dSt

2 (T 2wkt

para k € N, onde as integrais acima sao no sentido de Ito. Uma boa referéncia para a

integral de Ité e suas propriedades € [12].

Para o lema seguinte suponha que pu(t) = 0.

Lema 2.7. Sejam, f;(t) i =1,2,3,4 fungées deterministicas e defina
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X! = /0 t fi(u)dS, (2.33)

Entao

EIP’[XZ] =0
BelX(X] = | ) ) Bel2(u)d

Ep [ X! X2XPX}] = //ﬁfamnxmu>wmw
+Almwmmwmmmwwm@
+4émwmmwmmmmwmw (2.34)

Demonstracao:

Para a primeira igualdade basta notar que

ZM{K?MMMMMm}:o

A segunda igualdade é consequéncia da isometria de It6 (1.9).

Beixix)) = B { ([ st dW)(/ff )}

_ /fz w) f;(u)Ep(o alu—/fz u) f5(u)Ep(3(u))du

A terceira igualdade é mais complicada.

Aplicamos a férmula de It6 a g(z1, g, X3, T4) = T1T2T324.

o (X X7 X XX

NE

dX; XPXPX] =

.

Il
l\DI)—‘ —

2

4
z:: [L'al'] Xt17XthXt37X4)d<X1?7Xg>

ou seja,
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XEXIXX! = Z [ S0t X X XD R,
/X XX X2+ /X2X4d (X5 X3
[ e xty v [ xiaoe, x)
0 0

t t
| xixsaoe o [ xixaee x
0 0

Observe que quando aplicamos Ep na equacao anterior a integral estocastica do lado

direito desaparece.

Vamos analisar o ultimo termo, os outros sao analogos.

e { [ t i x) = w{ [ t XX ()55

- / F3(5) f1(5)Ep [ X! X25(5)]ds

Agora trabalhamos com a esperanca que aparece dentro da integral anterior.

Ep[X, X{X(s)] = {(/ fi(u dW) (/ fa(u)a(w)o(s)dW. )}

- / () fo () Ep [S (1) ()] du

O que implica que

e { [ XIX2A(XY, xp - f [ AR £l s

Analogamente temos que
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= { [ XIXa(X, b - f [ 55056 5Bl s
:A%%wmw@mmmwmmm
= [ [ MRS @Bl (o))

Onde na segunda igualdade usamos o teorema de Fubini [13].

Logo podemos concluir que

Ep{/ X! X2q(x? X4>} + Ep {/ X3X4d<X§,X3>}

= [ [ s o s duds

Usando argumentos analogos segue o resultado.

Agora vamos provar o principal teorema desta sec¢ao.

Teorema 2.8. Para ng € N fizo, os coeficientes de Fourier de 3 tem a sequinte repre-

sentacao
o T2 &K1 ) )
ao(¥) = limNamm; §[ak(d5) + b (dS)7]
T2 &
ag(¥) = MmN—wom Z a(dS) ay1q(dS) + by (dS)by1q(dS)
k=ng
T2 &

be(X) = limy—oo S~ ar(dS)brsg(dS) — bip(dS)agsq(dS)  (2.35)

N +1-— Un e
As igualdades anteriores sio em L*(Q, F,P).

Demonstracgao: Vamos supor inicialmente que g = 0. Para cada wy € {2 considera-
mos uma realizagdo do processo (2.29), Si(wp), e um espago de probabilidade auxiliar

(Q, F, F/,”) com um Movimento Browniano W/.
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Definimos o processo X; satisfazendo

dX, = o(wo, t)dW]

Observe que neste novo espaco temos

Epfa, (dX)ai(dX)] = % /0 Tcos(zgft>cos (2%“) S (4)dt
Ep [a,(dX)b(dX)] = % OTcos(Qg,”)sm (%”) S(t)dt
B b, (dX)by(dX)] = % OTsin (27;” sin (2%”) (¢ dt (2.36)

Agora como X(-) é uma fungao continua e portanto ¥ € L2[0,T]. Além disso, vale a

igualdade de Parseval

[e.9]

1072 =) ai(S) + bi(S) < oo (2.37)
k=0
Seja
1 N
Vv =+ > ar(dX )by q(dX)
k=1

O préximo passo é ver que TEp [Vi] — b,(2) quando N — oo.
Para isto comecamos relacionando os coeficientes de Fourier de d X com os coeficientes de

Fourier de Y. Seja k < m,

Ep [ap(dX)bm(dX)] = Ep {(% /OT cos <2me) a<t)dwg> (% /OT sin (QWTmt) a(t)dwg)}
_ % OTcos (2”7“) sin (27;”’5) () dt
_ % OTsin (W) S(t)dt — % /OT sin (M) S(t)dt

1

= ?[bmk(z) + by (2)]

Logo, usando o célculo anterior temos
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EolVi] = 3 Eson(dX)big(dX)
k=

=

= 7 D lbaeg(B) + 0y(2)]
)

e
= L+ Ry

o 2‘}—‘

onde

1
Ry =+ ;b%w(z)

Agora usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

1 | 1 &
‘RN| = ﬁ Zb2k+q N_ Z b2k+q
k=1 k=1

i) ()

1
\/—T”ZHL?(JP"

IN

IN

Dai, |[Ry| — 0 e logo

by(%)

Ep[VY] — T

quando N — oo.

Para conseguir a convergéncia em L*(P’) devemos mostrar que a variancia de Vi converge

para zero quando N — oo.
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<=
WE
WE

Varp[Vy] = Ep [(akbr+q — Epr[arbiiq)) (@ambmiq — Ep[ambmiq))]

=
I
~
3
I
o

I
<=
WE
NE

Ep [(arbrtq — Ep[arbrsq)) (@mbmig — Ep[@mbmig])]

B
Il
—
i
—_

Ep [arbk4qmbm-tq) — Epr (@bt g Epr (@bt
=1

[k o/ Epr [ by o) + Epr[arbiy o[ Epr [am by ]

=1

3

I
gz~
|M2
WE

Agora o primeiro termo dentro do somatério pode ser representado usando (2.32) e o

Lema 2.7 como segue

Ep[( (dX )by (AX )ty (A X )by (dX)]

A
+ﬁ/0 /0 cos (2”1“ (27””3) sin (2” )sin (M) () (s)duds
+% /Ot /Ot cos (2”k3> ( )sm( )“) cos (2”;‘“> () (s)duds
o (3o () ()

o (2 [ o (B2 i () 1)

e 3 e () (520

e (Lo (2 ) (255

e (o () () )

e [ (2o ()

= Ep [0 (dX )by (dX)] B [ (X b o (dX)] + Epr a4 (X )t (dX) o (B (X )4 ()]
g (X )b (A0 Es a0 (42X by (d)] (2.38)

Usando este ultimo resultado temos
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o termo dentro da soma anterior

onsideremos apenas

Agora ¢

\t}\l/
=~ = =
= — e
— = =
= ~—
= — Y1
— = )\I/
< = Tla ®
= 7SR EE
g + = N -
= s F2 8 1 =
& + \W/ b RS o
5 = = FiTkT WiTkT
- = L N 2(\% 2(\%
[, ~ =  —
TN L L
o= = & &
< = TP S e e
= l_l — VN
N A ~ = + 4_2 4_2 ™ 4_2 ™
A e I T SN S N R -
bmm = anm ~— —— o~ W/
[a\]
= & s 8 Ty 8 Ty e
= = ™ o = = —~ = —~ —~
= L R S SR A= SN
n
+ o i ~
S © ﬂ} @ ﬂI/\)\I/ - N - = B
= —~ = —~ = R R S O o N~
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SR +l = + SN BN Y BN T =
=Sl ISR I [ N 5 N & s & 4
<% % Y o — T — ot &
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S ~sLp —~=TErE g ey 2= =
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Vare[Vi] < 33 50 [ax(S)? + bu(2)

IA
3 =
3|~
WE
WE
E)
o
_|._
=
&
s

m=1 k=1
N
16 1 9
< ﬁmmglﬂ IZ2
16 1, .,
< ey lElz

Usando (2.37) concluimos por fim que Varp[Vy{] — 0 quando N — oc.

Logo temos que

Analogamente definindo

temos que

‘7]:1[ ., bq(E)

onde ambas convergéncias sao em L*(Q), F', 7).

Para terminar a prova da terceira igualdade em (2.35) no caso de p = 0, precisamos

mostrar a convergéncia no espaco original L*(Q), F, P).

Para isto vemos inicialmente que como

Ep[(TV — b,(£))] — 0

O teorema de convergéncia dominada diz que

Ep[Ep [(TVy — by(2)))] — 0
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A ideia agora é mostrar que

Ep[Be [(TV3 — by(£))*]) = Bp[(TVR — by(5))?]
onde

N
N 1
Vi = 5 D ar(dS)bisy (dS)

k=1

Usando (2.38) e o Lema 2.7 temos que

Eplar(dS)br14(dS)am(dS)bm4(dS)] = Ep[Ep [ar(dX)brsq (dX)am (dX )by 14 (dX))]]

Epfai(dS)bk14(dS)] = Ep[Ep [ar(dX )by q(dX)]]

Logo temos que

Ee[Ew [(TVE — b,(5))%]] = EelEn[T*(Vi))] - Ee[Ew [2TVh,(S)] + Eo[Ew[(5,(5))
= TEp[Ep (V)] - 2TEslb, (£)Es (V2] + Esl(b,(2))?

= Ty 30 BB g (X )b o(AX)a (AX ()]

k=1 m=1

_or L Z]E]p ) Ep [ar (dX)bgq(dX)]] + Ep[(by(2))?]

1 N N

= T2 3 ; Zl Ep[ar(dS)bgso(dS)am (dS)bym4(dS)]
o Z B [by(X)[ax (dS)brrq(dS)]] + E[(5,(X))7]

— TR [(V") | — 2TEp[by(Z)Vi] + Ep[(5,(X))’]
= Ee[(TV§ — b4())%]

Isto demonstra em particular que convergéncia em L*(P') implica convergéncia em L*(IP).

Aplicando este resultado concluimos que
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ngf _ bq(z)

onde a convergéncia é em L?(Q, F,P).
Mostramos assim a terceira igualdade em (2.35) no caso pu = 0.

Vamos supor agora que p # 0. Para cada wy € Q fixo denotamos i = pu(t, wyp)

dX, = fidt + dU,

onde
dU;, = o(t, wo)th'

Logo usando as Definicoes 2.5 e 2.6, temos que

ak(dX) = ak(ﬁ)+ak(dU)
b(dX) = bi(fi) + bi(dU)

Pela relagao que existe entre os espacos L2(Q, 5, P) e L*(€Y, F{, ') basta mostrar a con-

vergéncia em L?(P).

N N N
1 1 1
N E ak(dX)bk+q(dX) = N E Clk<dU>bk+q dU + E CLk dU karq
k=1 k=1 =1
1 1 —
+ N E (lk( )bk+q dU + N E CLk bk+q

i

1 =1

Pelo demonstrado para o caso pu = 0 temos que:

=

1
~ 2 @ (dU) b (AU) — ==

onde a convergéncia ¢ em L?(P').

Agora mostramos que os outros trés termos convergem para zero em LQ(IED’ ).
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1 i 1 [ :
¥ 2o w(@h(A)| = Zak<ﬂ>bk+q<ﬂ>>
k=1 L2 k=1
N 2
1 1, 1
S ;5%(#) +§bk+q(u))
N 2
1 1, 1,
S 2 ;iak(ﬂ) +§bk+q(ﬂ))
L.
< m”#”# —0

N

Z (AU )by (j2)

L2 k=1 k=1

De forma analoga podemos mostrar que o outro termo também converge para zero.

Juntando isto com o fato que convergéncia em L?(IP') implica convergéncia em L*(P)

temos por fim demonstrado o teorema.

Para reconstruirmos a funcao de volatilidade instantanea >, usamos a férmula de Fejer

com kernel ¢(z) = Sin;(x) sex #0e¢(0) =

Sar(t) = zqu;(Ak) {ak(E) cos (2”7“) + by(X) sin (%’“) } (2.39)

k=0

onde by = 0. O parametro A\ > 0 serve para suavizar a aproximacao de Y. A convergéncia

¢ uniforme no intervalo [0, 7] e de ordem O (1;).
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Pelo Teorema 2.8 para encontrar uma aproximacao para a volatilidade instantanea no
processo de pregos basta calcular os coeficientes de Fourier dados em (2.32). Para este

proposito usamos a féormula de integracao por partes. Logo

221k [T okt 2
ak(dS) = ?% sin (WT) Stdt + ?<ST - S())
0
22 T 2
bi(dS) = —T%k cos (”Tkt) S,dt
0

Como temos apenas um numero finito de dados para o processo de precos devemos apro-
ximar estas ultimas integrais por um processo de precos discretos. Seja S; constante por

partes

n—1
St - Z Stix[ti,ti+1)<t)
=0

Com isto os coeficientes de Fourier para o processo de pregos podem ser aproximados por:

n—1
Z St (cos (Tﬂ> — cos ( T )) + T(ST — So)

. 27Tk'ti+1 . 27Tk'tl
St (sm( T ) —sm( T )) (2.40)

2.4 O Método de Maxima Verossimilhanca

ak(dS) = -

Nl
(=)

3
-

be(dS) = —

Nl

=0

Uma vez que temos um modelo para determinar o processo de volatilidade instantanea
oculto nos pregos, podemos estimar os parametros do modelo multiescala usando métodos
que maximizam a Verossimilhanca. Faremos uma estimacao por separado para as duas
diferentes escalas que determinam a volatilidade. Tal estimagao deve ser feita desta forma
ja que mesmo estimando a volatilidade instantanea nao podemos extrair ambas realizagoes
dos processos Y; e Z; de uma forma consistente. Isto parece fazer sentido se consideramos
como na se¢ao anterior o método do Variograma e em particular a reducao deste as
equagoes (2.20) e (2.21). Uma outra razao para estimar o modelo desta forma é que

quando estimamos para duas diferentes escalas podemos desconsiderar uma delas.
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Finalmente, vamos considerar para a reversao rapida a média o seguinte modelo

dX, = pXedt + fi(Y) X, dW"
dY, = a(my —Y)dt + BydW (2.41)

com <th(0), th(l)) =pdt, a =1/c e B2 = 202 Je.
Entretanto, para a componente de escala longa aparecendo na volatilidade vamos especi-
ficar o modelo com ¢(2) = §(mz — 2) e g(z) = V2vz, onde vy representa a variancia da

distribuicao estacionaria associada ao processo Z;. Neste caso o modelo resultante é

dX, = pXdt+ fo(Z)XdW,
dZ, = &(my — Z)dt + BrdW® (2.42)

com <th(0),dVVt(2)> = podt, e 3% = 2v%0. Onde como foi dito antes as varidveis € e §
devem satisfazer (2.3), €, >0 e e << 1.

Ao considerar estas especificacoes para o modelo multiescala estamos supondo também

que os processos que determinam a volatilidade instantanea nao estao correlacionados.

Supondo vélidos os modelos anteriores, precisamos achar uma forma de estimar os parametros
das equacoes a partir dos dados obtidos no mercado. Analizaremos neste caso dois
métodos que usam o critério de maximizacao da Verossimilhanca associada ao modelo.
Este método de estimacao foi desenvolvido por diversos autores, por exemplo, Ait Sahalia

[14] em tempo discreto e Bibby & Sorensen [15] em tempo continuo.

2.4.1 Aproximacao em Tempo Discreto

Consideremos o processo de difusao multidimensional X;.

XO = Xy (243)

onde b(-) representa o drift e o(-) representa a volatilidade instantanea associado ao pro-

CeSSsO0.
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O método de Maxima Verossimilhanca em tempo discreto consiste em calcular a proba-
bilidade condicional do processo X, a partir desta calcular a verossimilhanca associada,

e maximiza-la para encontrar os parametros 6.

Definicao 2.9. Definimos a log-verossimilhanca associada ao processo Xy, como a se-

guinte func¢ao

Iv(0) =) log {px(Xia; 0| Xi—1)a)} (2.44)

=1

onde A € o tamanho da discretizacdo, que supomos constante.

Para o modelo apresentado nesta tese, nao é possivel encontrar explicitamente a distri-
buicao que segue o processo de pregos X;, pelo qual temos que usar uma aproximacao para
a distribuicao do processo X;, e o mesmo é feito com o processo Y; e Z;. A aproximacao

usada é uma aproximacao de Euler que é descrita em [16].

Daqui em diante descreveremos o método de Maxima Verossimilhanga discreto usando o

modelo (2.41). Analogamente, pode ser considerado o modelo (2.42).

A discretizagao de Euler associada ao modelo (2.41) é dada por

Xe = Xi+pXA+ (V)X VAL
Yivi = Yi+almy —Y)A+ 5Y\/Z[,01€§0) + 4/ 1— P?Egl)]

0 1 ~ s . ;. . . . . ,
onde e,g ) e e,g ) sd0 varidvies aleatérias normais independentes e igualmente distribuidas.

Logo, a distribui¢ao do processo (X1, Y:41) condicional a (Xy,Y;) é normal bivariada.

Para encontrar esta distribuicao explicitamente primeiro notemos que

XtJrl‘XtaY; ~ N(MXtao—g(t)

Y;f+1|Xt7Yt ~ N(Mszao-)Q/t)

onde
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px, = (1+pA)X,

A = AROOX:

py, = Yit+a(my —Y)A
032@ = ABE

0X,Yy — AﬁYﬂlfl (Yt)Xt

Logo a matriz de variancia-covariancia neste caso ¢ dada por

2
UXt O'XhY;&
Zt -

2

00XV, Oy,
Observemos que os coeficientes da matriz anterior dependem de X; e Y;.

Lembremos ainda que a distribui¢ao normal bivariada é dada por

1

1
T, X7Y = —F/———=€X —=\|T — Sy — tTZ_lx_ Y — Uy, }
p(z, Y| X, V) SN P{ 5 (7= mxsy = ) 20 o — sy — )

Neste caso temos

det(S) = (1 — p2)A2BEX2F,(Y,)?

2
o1 1 Oy,  —O0X.Y;
LT det(D))
et(X 2
( t) _O-Xt»i/t O-Xt

Usando estas expressoes podemos calcular a log-verossimilhanca aproximada através de

(2.44)
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N
In(0) = ZIOg{p(xtﬂaytﬂ;9|$t7yt)}

t=1
N

N
L (z — pAx;)?
= —Nlog{271l — = lo 1— 2A2/6 2 t+1 —
g {2m} 2; g{(1 = p})ABLa fi(y)? ; " Ax?fl(yt)
Iy i («Tt-I—l — Ty — NAxt)(yt—f—l — Y — Oé(mY - yt)A>
=1 (1 - p%>A6Yxtf1 (yt)
N
1 (Ye+1 — yr — a(my — y)A)?
9 2.45
2 Z (1= pt) A ( )

t=1
Agora consideramos os valores de p;, By e p conhecidos e trabalhamos com a condigao
de primeira ordem do problema para os demais parametros 6 = {my, a}.

Calculando as derivadas parciais temos

N

Oln (#1411 — 2 — pAmy) (Y41 — Yo — a(my —y)A)
— = —paA _0
amy P1 ; 1-— p1 Aﬁyl‘tfl yt — 1 _ pl)AﬁY

al_N = —pA a (my — ye) (@41 — 2 — qut)

Ao (1 — p})AByxefi(ye)

t=1

Ai (my — ) Wes1 — ye — a(my — y)A)

+ =0
— (1 —p})ABY
O que pode ser reduzido as seguintes equagoes
N
Ti41 — Ty — MAUUt Yer1 — Y — a(my — y)A
“n) =0
1 e f1(ye) By
N N
P Z (my — ye) (@1 — 24 — MAth Z (my — ye) (Yer1 — ye — a(my — y)A) -0
— 1 —
v f1(ye) — By

Juntando as duas equacoes anteriores podemos expressar o sistema anterior como segue

0 Z Tpp1 — Ty — ATy Z Y41 — Y — Oé(mY - ?Jt)A —0
—01 =
-thl yt p— 51/

N
Yt 33t+1 — Xy — MAﬂft) ?Jt(yt+1 — Yt — a(my - yt)A)
p Z -

=0
T f1(ye) —1 By
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Logo, podemos determinar os parametros py e a resolvendo o seguinte sistema de equagoes

nao lineares

N

al Ay YA x x al Y1 — Yt
t+1 — Tt t+1

— —am — = _— —
Z By YZ@Y /)1; v f1(ye) —1
N N

Ay Ayt _ Ye(Ti11 — 24) yt+1 — Y p1AY;
Zl By Z Z e f1(ye) ; Z fi(w)

(2.46)

O parametro p pode ser estimado como em (2.22).
O parametro [y sera estimado a partir da variacao quadratica associada ao processo Y;.

De fato, usando a equacdo para Y; dada em (2.41) e calculando a variagdo quadrética

associada temos

d VVt(l)>

—~

O

;) = f

N
— Y (Vi=Yi)® = B (ti—ti1) = NAGY

i=1 =

—_

Logo, temos

N
1
By ~ N—Z — i) (2.47)

2.4.2 Aproximagao em Tempo Continuo

Consideramos o processo multidimensional dado por (2.43). Para descrever o método
vamos supor que tanto o processo dado por (2.43) quanto # sdo unidimensionais. Vamos

supor ainda que o(-) nao depende de 6.

Definicao 2.10. Definimos a fungao de log-verossimilhanca em tempo continuo como

sendo
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1(0) = /0 ifj((;f))dXs—% /0 %ds (2.48)

Diferenciando a equacao (2.48) com respeito a 6 e discretizando as integrais obtemos a

funcao score dada por

N ; .
In(0) = Z w()ﬁ'm — Xi-na) — A Z (X 10)3()()( ( )i) na;if) (2.49)
i1

onde ¢ denota a derivada de g com respeito a 6.

Seja F; = 0(Xa, ..., Xin), i =1,..., N e Fo = {9, Q}.

Proposicao 2.11. Sejan € {1,2,...,N} e defina

Gn(0) = Z ZEe l~ - iz 1(60)[Fi-1] (2.50)
Entao, {G(0), Fn}tn>1 € um martingal.

Demonstracao: Claramente G,,(6) é F,, - mensuravel.

Seja k € {1,2,...,n} fixo,

Eo[Gr(0)|Fi] = 0)|F] — ZEG [Eoll: (0) — L1 ()| Fi1] | Fi]
= 0)|Fi] — Z Eo[Eoll: (6) — li-1(6)| Fi]| Fil

= Y BBfi6) — b (6)1 ) A

i=k+1
— 0)| ] — Z Eglli(0) — i1 (0)|Fi] = 3 Eolli(0) — 1i-1(0)|Fi]
= Z {l — lz 1(0) HFe] — ZEG[L(H) - l;z‘—l(e”}—i—l]
— o) - ZEe[zi-(e) — 1 (0)|Fi]
= Gi(0)
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Agora trabalhamos com o martingal G,,(#). Usando a proposigao anterior com (2.49).

O compensador resulta ser

—~ - 2 b(X(j—1ya3 0)
D Bolli(6) = lia(0)|Fia] = ) m(Ee[Xmm—l] — X(i-1)a)
i=1 i=1 L

A iv: b(X(-1)a; 6)6<X(i—1)A3 )
UZ(X(ifl)A)

=1
Seja F(z;6) = Eg[Xa|Xo = 2], entdo
N b(X( )A'G)
GyO) =S =D X — F(X a0 2.51
) = D (s — P 0) 251)

A equacao (2.51) determina a fun¢do score em tempo continuo proposta por Bibby &
Sorensen [15] para o caso unidimensional.

No caso geral, § é um vetor k-dimensional e X; é um processo d-dimensional. O drift
b(+;0) é um vetor d-dimensional, o coeficiente de difusao o(-) uma matriz d x m e W, um

movimento Browniano m-dimensional.

Neste caso Gy () fica

N

Gy (0) = b(Xi-1a;0) [0(Xe-1a)0(X-na) T (Xia = F(X-1a;0)  (2.52)

=1

Vamos usar o método acima no modelo da equagao (2.41).

Neste caso temos 6 = {a, my } e

T

a(my —y)

b(z,y;0) = (2.53)
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o(z,y) = =) ’ (2.54)

;mBy A1 —pify

Ty eMd
F(ay, yi;0) = A (2.55)
my + e “Cly_1 — my]

Substituindo (2.53), (2.54) e (2.55) em (2.52) temos

N
_ (my — yr1) (@ — 216"?) _ o _aA _ _
By p1 ;1 )T + ;1 (my — Y1) (yy —my — e “yemr —my]) =0

al (1 — z4_16"2) al
B t t— al — =
ﬁyplz A +; [yi1 —my]) =0 (2.56)

O sistema (2.56) determina « e my. Os parametros p e By podem ser estimados usando
(2.22) e (2.47) respectivamente. Entretanto a correlagao p; serd tomada como uma variavel

de controle.

Uma outra aplicacao deste método aos modelos para a taxa de juros pode ser encontrada

em [17].

2.5 Resultados usando Precos da Petrobras

A seguir sao apresentados os resultados obtidos usando pregos das agoes da Petrobras
negociadas no mercado Americano.

Para estimar a reversao rapida a média usamos dados de alta frequéncia, mais especifi-
camente usamos dados em frequéncia de 1 minuto durante o periodo do 11/11/2009 até
25/05/2010'. Sao eliminados os overnights e os dias de nao negociagao como feriados e

finais de semana.

!Todos os dados usados neste trabalho foram disponivilizados gentilmente por Daniel Tonholo.
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A Figura 2.1 mostra o gréafico dos pregos em alta frequéncia das acoes da Petrobras, onde

cada ponto desta série representa a média de precos de 1 minuto num intervalo

minutos, como foi proposto por Fouque et.al [2].

Prego da Petrabras em alta frequéncia no mercado Americana

a0
40—

30

Prego

201

il 1 L 1 | 1 | L L

0.5 1 Fety 2 25 3 35 4
Namero de dados no perfodo entre 11/11/2003 e 25/M05/2010

de 5

Figura 2.1: Precos das agoes da Petrobras em alta frequéncia negociadas no mercado

Americano no periodo 11/11/2009 até 25/05/2010.

E a Figura 2.2 mostra o grafico dos retornos da série de pregos da Petrobras.

Retomos dos pregos da Petrobras em alta frequéncia

Retornos dos pregos
o

003 I | 1 I 1 I I
o

05 1 15 z 25 3 E
Mimera de pontos

Figura 2.2: Retornos dos precos das agoes da Petrobras em alta frequéncia negociadas no

mercado Americano no periodo 11/11/2009 até 25/05/2010.
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Utilizando o Algoritmo do Variograma apresentado na Segao 2.2, podemos calcular os

parametros « e vy neste caso.

Ajuste da média do Variograma

Figura 2.3: Ajuste da média do Variograma na escala rapida.

A Figura 2.3 mostra o grafico do ajuste da média do Variograma usando pregos das agoes
da Petrobras em alta frequéncia usando o método do Variograma proposto por Fouque
et.al [2]. Fixamos um filtro de 9 pontos como foi proposto por Fouque et.al [2], porém se
tivéssemos usado outros valores do filtro, as conclusoes obtidas nao mudariam. Os valores

estimados sdao mostrados abaixo em unidades didrias

(0] vy By % my

0.8829 | 0.3061 | 0.4068 | —0.00038 | —3.8958

Tabela 2.1: Parametros estimados através do método do Variograma usando dados de

alta frequéncia.

Os parametros encontrados usando o método do Variograma revelam que os precos da
Petrobras tém uma reversao a média de 1.13 dias, um valor que esta abaixo do 1.5 dias
encontrado por Fouque et.al [2] usando precos de S&P 500, e acima de 0.35 dias encontrado

por Machado usando pregos do Ibovespa [3].
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Analogamente estimamos a reversao a média para a escala longa. Neste caso usamos
dados em frequéncia didria, como foi proposto em [18], durante o periodo do 02/01/2001
até 25/05/2010. A Figura 2.4 mostra a série de pregos em frequéncia didria da Petrobras

negociados no mercado Americano no periodo mencionado anteriormente.

Prego da Petrobras em frequéncia diaria no mercado Americano
&0
T T

Prego

I L I
o 500 1000 1500 2000 2500
Numero de dados

Figura 2.4: Precos das acoes da Petrobras em frequéncia didria negociadas no mercado

Americano no periodo 02/01/2001 até 25/05/2010.

A Figura 2.5 mostra a série de retornos dos pregos.

Retomos dos pregos da Petrobras em frequéncia didria
0.4 T T T T

03 —

02 —

0.1 - —

Retomos dos pregos

01k -

o2 |

03 1 1 1 1
] £00 1000 1500 2000 2500
Mimera de pontos

Figura 2.5: Retornos dos precos das acoes da Petrobras em frequéncia diaria negociadas

no mercado Americano no periodo 02/01/2001 até 25/05/2010.
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A Figura 2.6 mostra o grafico do ajuste da média do Variograma usando pregos das agoes
da Petrobras em frequéncia diaria através do método do Variograma proposto por Fouque
et.al [2]. Observemos que a forma do Variograma é diferente em comparagao ao obtido

usando precos de alta frequéncia. Fixamos um filtro de 3 pontos.

Ajuste da média do Variograma

0.65 1 1 | 1 |
0

Figura 2.6: Ajuste da média do Variograma na escala longa.

Os valores dos parametros estimados sao mostrados abaixo em unidades anuais.

) Vg Bz Iz mz

1.7001 | 0.3210 | 0.5920 | 0.0043 | —2.9301

Tabela 2.2: Parametros estimados através do método do Variograma usando dados diarios.

Os parametros encontrados usando o método do Variograma revelam que os pregos da

Petrobras tém uma reversao a média da escala longa de 7.05 meses.

Como foi mostrado por Fouque et.al [2], as estimativas obtidas ndo dependem da hipétese

inicial de que a correlacao seja igual a zero.
Agora procedemos a estimar através do método alternativo usando Maxima Verossimi-

lhanca.

O valor de A que aparece na equacao (2.39) é um parametro que suaviza a curva de

volatilidade estimada através do método de Fourier. Este parametro é escolhido usando
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simulagoes com o mesmo numero de dados e diferentes valores dos parametros associados
ao modelo considerado.

No caso da reversao rapida a média, o valor de A resulta ser de 0.0021. Observe que outros
valores de A mudam as estimativas dos parametros, porém a conclusao de que existe uma
rapida reversao nao muda.

O processo de reversao rapida a média Y estimado através do método de Fourier é mos-

trado na Figura 2.7.

Processo de escala rdpida estimado através do método de Fourier
2
T T T T T T

Processo de escala rapida

| | 1 | 1 | | | | 1
a 1000 2000 3000 4000 5000 6000 Fooo 8000 2000 10000
Mimera de pontos

Figura 2.7: Estimativa do processo Y através do método de Fourier.

Usando o processo estimado anteriormente podemos obter os parametros associados ao
modelo através dos métodos de estimacao descritos na Secao 2.4.

Os parametros estimados através dos dois métodos propostos na Se¢ao 2.4 sao mostrados

na Tabela 2.3.

Método de estimacao o Oy 1 my

Max. Verossimilhanca discreta | 0.7178 | 0.6982 | —0.00038 | —1.7694
Max. Verossimilhanca continua | 0.7213 | 0.6982 | —0.00038 | —1.7696

Tabela 2.3: Parametros estimados através do método de Méaxima Verossimilhanga usando

dados de alta frequéncia.
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A Tabela 2.4 mostra a sensibilidade do parametro « estimado com respeito aos diferentes

valores de p.

a\p -0.2 | —04 | —06 | —0.8
Max. Verossimilhanca discreta | 0.7475 | 0.7772 | 0.8069 | 0.8367
Max. Verossimilhanca continua | 0.7513 | 0.7813 | 0.8114 | 0.8414

Tabela 2.4: Parametros estimados através do método de Maxima Verossimilhanga usando

dados de alta frequéncia para diferentes valores de p.

Concluimos que usando o método de Fourier e o método de Maxima Verossimilhanca que

o processo de precos da Petrobras tem uma taxa de reversao a média de 1.39 dias.

Analogamente, trabalhamos com a série de preco da Petrobras em frequéncia diaria.

No caso da reversao do processo Z na escala longa o valor de A resulta ser 0.04. Observe
que outros valores de A mudam as estimativas dos parametros, porém a conclusao de que
existe uma reversao na escala longa nao muda.

O processo de reversao a média para a escala longa Z estimado através do método de

Fourier é mostrado na Figura 2.8.
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Processo de escala longa estimado através do método de Fourier
2
T T T T T T

Processo de escala longa

I | I 1 I 1
0 50 100 150 200 280 300 350 400 450 500
Numero de pontos

Figura 2.8: Estimativa do processo Z através do método de Fourier.

Neste caso os parametros estimados através dos dois métodos propostos na Secao 2.4 sao

mostrados na tabela 2.5.

Método de estimacao ) Bz 14 my
Max. Verossimilhanca discreta | 1.2631 | 0.6148 | 0.0305 | 0.0252
Max. Verossimilhanca continua | 1.2793 | 0.6148 | 0.0305 | 0.0252

Tabela 2.5: Parametros estimados através do método de Méaxima Verossimilhanca usando

dados em frequéncia diaria.

A Tabela 2.6 mostra a sensibilidade do parametro ¢ estimado com respeito aos diferentes

valores de p.

I\ p -02 | -04 | —06 | —0.8
Max. Verossimilhanca discreta | 1.3319 | 1.4009 | 1.4696 | 1.5384
Max. Verossimilhanca continua | 1.3500 | 1.4209 | 1.4925 | 1.5625

Tabela 2.6: Parametros estimados através do método de Méaxima Verossimilhanga usando

dados em frequéncia diaria para diferentes valores de p.
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Concluimos que, usando o método de Fourier e o método de Maxima Verossimilhanca, o
processo de pregos da Petrobras tem uma taxa de reversao a média de escala longa de 9.5
meses.

As estimativas obtidas por qualquer um dos métodos usados confirmam a existéncia de
uma reversao a média de escala rapida e escala longa. Esta verificacao permite que levemos

adiante a andlise assintdtica do Capitulo 3.
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Capitulo 3

Modelo de Volatilidade Estocastica

Multiescala Assintotico

3.1 O Modelo Multiescala

Assumimos um modelo mais geral que o considerado por Machado [3], que incorpora uma
escala rapida e a existéncia de uma escala longa para modelar a volatilidade estocéstica

que é descrito no trabalho de Fouque et al [4]. O modelo na medida fisica P é dado por

dX, = pXudt+ f(Ye, Z) X, dW,"
—Y, 2
dy, = {m t}dt+MdW§”
€ Ve
dZ, = 6c(Z)dt +Vog(Z)dw (3.1)

Aqui, p representa a média dos retornos dos pregos, f(Y;, Z;) representa a volatilidade
instantanea que depende de dois procesos estocasticos. Além disso, f(Y;, Z;) deve ser limi-
tada tanto superiormente quanto inferiormente. O processo Y; modela o comportamento
da reversao rapida a média e o processo estocastico Z; modela a escala longa. Assumimos
que as fungoes c(+) e g(-) sdo suaves e possuem crescimento no maximo linear no infinito.
Observemos também que neste caso estamos considerando um mercado incompleto.

Além disso, neste caso temos que (Wt(o), Wt(l), Wt(z)) ¢ um Movimento Browniano tridimen-

sional correlacionado, que pode ser representado em termos de um Movimento Browniano
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nao correlacionado (W(O) W W ) como segue

W) = pdW + )1 - praw)

AV = pd® 4 W 4 m A (3.2)

onde (Wt(o), W W ) representa um Movimento Browniano tridimensional padrao.

Este modelo requer que ¢ << T << 1/§, onde T é a ordem de tempo em que estamos

interessados, em geral T é o tempo de vida das opgoes.

Os parametros anteriores satisfazem [py| < 1 e p3 + pf, < 1. Observe que neste caso, a

covariagao quadrética entre Wt(l) e Wt(Q) é dada por py odt onde p1 5 1= p1pa+p12ay/1 — pi.

Usando o Teorema de Girsanov podemos escrever o modelo (3.1) na medida neutra ao
risco. O Teorema de Girsanov diz que segundo a nova medida neutra ao risco Q temos

um novo Movimento Browniano tridimensional padrao (W:(o) , Wt*(l), Wt*@)) satisfazendo

77%(0)
1.4 =
' / Y., Z,) YS,Z

W:(l) _ Wt()+/ v(Ys, Zy)ds
t

W@ = w4 / &Yy, Z,)ds (3.3)
0

A medida neutra ao risco Q é dada por

dQ\ 1 [T[ (u—r)?
log{dﬂ”} - _5/0 [f(Ys,ZS)””(Y;’ZS) e, Z,) } / oA dW

T T
—/0 'y(Y;,ZS)dWS(U—/O Yy, Z)dw® (3.4)

Sabemos que a relagao satisfeita pelo Movimento Browniano tridimensional correlacionado
(Wt*(o), Wt*(l), Wt*(g)) em termos de um Movimento Browniano tridimensional padrao na

medida neutra é a mesma que na medida fisica, i.e
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daw; Y = pdW " + /1 - praw;

AW = ppdW; O + ﬁl,2dW:(l) +4/1—p5 — ﬁl,Zth*(Q) (3.5)

Na medida neutra ao risco QQ, o modelo (3.1) pode ser escrito em termos do Movimento

Browniano tridimensional correlacionado como

dX, = rXdt+ f(Ys, Z) X, dW,;©

-y > 2 .
dy, = {(m ) _ ”\/_A(Yt,zt)} dt + ith @
€

€ Ve Ve
Az, = [6¢(Z) — Vog(Z)T (Y, Z,)|dt + Vog(Z)dw;® (3.6)

onde

[(y,z) = % + 9y, 2)pr2 + &y, 2)\ /1 — p3 — pi (3.7)

Escrevendo (3.6) em termos do Movimento Browniano tridimensional padrao na medida

neutra QQ temos

dX, = rX,dt+ f(Y, Z) X, dWw;©

m—Y, vV2 vy 2 = +(0) 2 = (1)
dY, = — AY,, Zy) ¢ dt + ——p1dW, —— /1 = p2dW,
t { . e (Y2, t)} + NG praWy = + e pravVy

Az, = [6c(Z) — Vog(Z)T (Y, Z)dt + V5g(Z) pad WV
VOg(Z) prad W + Vog(Zi)\ /1 — p3 — 52 ,d W, (3.8)

Sabemos da teoria de aprecamento livre de arbitragem [6] que o pre¢o de um contrato

contingente neste modelo é dado por

Pt Xy, Yy, Zy) = BRe " T=O0(X7p) | Xy, Vi, Z4] (3.9)
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Usando a férmula de Feynman-Kac sabemos que P“°(t,z,y, 2) é a solucdo da EDP pa-

rabodlica com condicao final

0
. Epe,é + T,Pe,ﬁ _ Atpe,(s

PT, x,y,2) = h(x) (3.10)

Vamos comegar identificando os termos para aplicar Feynman-Kac dado por (1.28)

bQ(twruy?Z) = c - \/E A(y,Z)
ba(t,x,y,2) = dc(2) = Vog(2)T(y, 2)
0—1,1<t7$a Y, Z) = f(yv Z).T
01,2(157%973) =0
01,3(?571‘7972) = 0

vy 2
021(t7$7y72) = Wpl

vy 2

Logo,
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al,l(tv XY, Z)
ao(t, .y, 2)
a1,3(t7 x,Y, Z)

as(t,z,y, z)
ass(t, x,y, 2)
ass(t,z,y, z)
asa(t, .y, z)

asso(t, z,y, 2)

a3,3(t7 x,Y, Z)

fly, 2)*a
vy 2

\/— :Olf(y7 )
Vog(2)pafly, 2)a

V\\//—_plf<y’ )

202 202
—p1 +—(@1- pi)

\/_ /2 5
\/59(2)/)2 e pr+Vog(2)prz e 1 —pi
Vog(2)paf(y, 2)x
\/gg(z)sz—\\//gm +V0g(2)pra \\//—_ L —pf

69(2)%p5 +09(2)?pio +69(2)*(1 — p3 — 1)

Substituindo estes valores na equagao anterior temos

0 1 0? V2 0?
. _Pe,é P6,6 - 2 2_P6,6 P6,6
gl 5 (U, 2) " 5 5 P + NG p1f(y, Z)xﬁxﬁy
1202 9 5 1 , 0% s ? s
§TWP + 559(2) mp + \/EQ(Z)pzf(y,Z)ﬂfa 8zP
2 _ w2 ped
+{\/39(2) NG IV 4 Vo) TeVL- ayaz
0 » m—y 2 0 "
+7"938xP + { NG A(y,z)} 8yP
a €,0
+ {(50(2) —Vog(2)T(y, )} 8zP (3.11)
Logo o problema (3.10) reduz-se a
£€’6P676 =0
P(T, 2.y, 2) = h(x) (3.12)

onde denotamos por £5° o operador
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1 1 5
L9 = Lo+ —=La+ Lo+ VOM; +6My + £/\/13 (3.13)

NG NG
Para descobrir os operadores aparecendo na equacao anterior, rearranjamos os termos que

aparecem na equagao (3.11)

L[, 0 o) 1 o
Z{V a—y2+(m—y)a—y} +%{f(y’z)xy\/§pl&v8

o 1 , 5 07 0
*{aﬁﬂy’ ”W”( ax—')}

Vi { ey — 9T b6 L ater 4 e )

+£ {y\/ﬁg<z> {mﬂz + ﬁw\/ipﬂ aj;z}

0
e V2A(y, Z)a_y}

Logo os operadores no lado direito de (3.13) s@o

9,
Ly = (m-u)g v

0? 0
Ly = vV2 f(y,Z)wmaxay—A(y,Z)a—y

0 1 5 o O 0
Ly = ——I——f(y,z)x@—l—r(r% )
2 0

My = f(y,2)zg )ngiaz—g(Z)F(yjz)a

z
1 , 0° 0
My = 59(2) @JFC(Z)&
32
Ms = vV29(2)p, 2557 (3.14)
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3.2 Aproximacgao do Preco de um Contrato

Procuramos uma aproximacao do preco de um contrato contingenciado através do método
de perturbacao singular-regular, observemos que a componente regular da aproximagcao

nao piora a ordem da aproximacao.

Para aplicar o método expandimos o preco em poténcias de o

P = PS+ VP + 0P5 + .. (3.15)

Agora usando o modelo (3.12) junto com a equacgao (3.13) e a aproximagao para o prego

(3.15) sdo razodveis as seguintes defini¢oes

Definicao 3.1. O termo Py ¢é definido como a tnica solugao do problema

1 1
(E£0+%£1+£2> P =0
B(T,z,y) = h(x) (3.16)

Definicao 3.2. O termo P{ ¢ definido como a tunica solugao do problema

1 1 1
(EEO + %51 + EQ) P =— (Ml + %M3> Py (3'17)

Para deduzir uma férmula aproximada para o preco de um contrato contingente, come¢amos

expandindo formalmente F§ em poténcias de €, da forma

P = Py+/ePig+ €Pyg+ €2 Py + ... (3.18)

Isto faz sentido em nosso modelo ja que estamos supondo que existe uma escala rapida na
volatilidade. Porém resultados rigorosos de convergéncia requerem uma analise cuidadosa

e hipdteses apropriadas que podem ser estudadas no Capitulo 5 de [2].

Substituindo (3.18) em (3.16), temos
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1 1
Eﬁopo + %EOPLO + LoPop + \/E£OP3,0 + ...

1
—L1Py+ L1Pry + \/ELIPZ,O +eliPsg+ ...

e
EQPO + \/EEQPLO + EEQPQ’O + Egﬁgp&o + ... = 0 (319)

Rearranjando os termos que aparecem em (3.19) temos

1
% {LoPro+ L1Po} +{LoPop+ L1P1o+ Lo2Fo}

+Ve{LoPso+ L1Pyo+ L2Pi1o} + ... =0

1
Eﬁopo +

Balanceando as diversas poténcias de € que aparecem nesta equacao obtemos

— £0P0:0

o(%)
O( ! ) — LoPio+L1Py=0
) — LoPyo+ LiPio+ LoPy=0
O(Ve) — LoPsg+ L1Pag+ LaPrg=0 (3.20)

Analisando estas ultimas equacoes e lembrando as definicoes dos operadores dadas em
(3.14) podemos deduzir algumas propriedades. Olhando para a equagao de O (%), con-
cluimos que Py = Py(t,x, 2), isto é, Py nao depende de y devido a que o operador L
aplica na derivada com respeito a y. Agora usando este resultado e observando que o
operador £, aplica na derivada com respeito a y temos que a segunda equacao reduz-se a
LoP1y =0 e dai deduzimos que Py = P o(t,z,2). Agora usando o anterior e a equacao

de O(1), vemos que esta equacao reduz-se a LoPa g+ LoFy = 0.

Observemos que esta tltima equagao descreve uma equagao de Poisson para P e logo

usando a alternativa de Fredholm [19] este problema tera solugdo apenas se LoFy €
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(KerL:)*. Seguindo os argumentos do Capitulo 3 de [2], isto é equivalente a dizer que
Lo Py tem média zero com respeito a medida invariante do processo de Ornstein-Uhlenbeck,

dado por Ly, isto é

< £2P0 >i= / ,CQPO(I)(y)dy =0 (321)
R

onde ®(-) é a densidade da distribuigdo invariante associada a Ly, cuja distribuigao é

normal de média m e variancia /2.

Agora usando que Py nao depende de y podemos representar (3.21) como

. (9P0 1 2 282 0 aPO
< LyPy> = <8t+2f(y’z)x82 xax—Po >
_0R 1 ) ,0* Py 0P,
= 3 —|—2<f(~,z) > o2 + :ca —rP,
= Lo(< f(-,2)>>)Py =0 (3.22)

onde o operador Lo(< f(+,2)? >) representa o operador de Black & Scholes com volatili-

dade dada por < f(, 2)% >.

Definicao 3.3. P, ¢ determinado como a inica solucdo do problema

Py(T,z,z) = h(z) (3.23)
onde
0 1 9 5 0% 0
<£2>—§+§<f(',2) > w-{"’“(l’%—) (324)

¢ o operador de Black & Scholes com volatilidade dada por 6%(z) :=< f(-,2)* >.

Logo temos que

Py(t,x,z) = Cps(t,z,0(2)) (3.25)
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O proéximo passo consiste em determinar uma aproximagao para P o.

Olhando para a equagao de O(1) em (3.20), e usando (3.23) podemos deduzir que

£0P270 = —LoFPy=—LoyPy+ < Ly>Fy= _{EQ_ < Lq >}P0

— PQ’() = —561{52— < £2 >}P0 (326)

A equagao de O(y/€) em (3.20), fornece a seguinte equagao de Poisson para P .

LoPso+ LiPy+ LyPrg=0 (3.27)

A condigao de Fredholm para esta equagao é

< L1Pyg+ LoPrg>=0 (3.28)

Como vimos anteriormente P,y nao depende da varidvel y, logo temos a seguinte carac-

terizagao para P o.

Definicao 3.4. A func¢dio Py o(t,z,2) é a solugao do problema nao homogéneo

<£2>P170 = APO

PLO(TPT’Z) = 0 (329)

onde

A=< LiLy Lo~ < Ly >} > (3.30)

O proximo passo é calcular explicitamente o operador A.

Seja ¢(y, z) a solugao da seguinte equagao de Poisson

Lod(y, 2) = f(y,2)* — (2)° (3.31)
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De (3.31) e da equagao de O(1) em (3.20) temos que

LoPoy+ L2Fy =0
<~ £0P270 = _{EQ_ < Lq >}P()

1 0*P,
= LoPw=—3{f(.2" —0(2) )’ 53

5 (3.32)

Logo, usando que o operador L apenas depende das derivadas com relacao a y, podemos

concluir que

1 , 0P, 1, _ 0*P,
1{£2_ < £2 >}P0 2 <y7 ) axgo = Qﬁol{f@a Z)2 - J( ) }xQ axgo (333)

Portanto

_ 1 0?
LiLoHL— < Ly>} = L4 {§¢<yvz)x2@}
V2 0? 5 07 , 0% [0¢
= Y= — L_A b
2ot n s Loy - swae {504
v oo 0 [ , 0 v gb
= — —r— — —A —rt— .34
o e UL o SR CEY
Agora lembrando que o operador de Black & Scholes comuta com z 59— ou seja
oFG oF
k k
»CBS {ZE w} =X @EBs(G) (335)
temos a seguinte
Proposicao 3.5.
Po=—(T—-t)APF, (3.36)

Demonstracao: De fato, provaremos que P, o resolve o problema (3.29), onde o operador

A pode ser escrito como segue

A = <LiLiYLo— < Ly >} >
2 2
= gt s g {2 g - <Ak 2]

V2 Ox Ox? V2 Ay 8332
vp1 0 / / 2 0
- 7 f¢>:):83 \/§I/p1<f¢>—ﬁ</\gb> P (3:37)
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Agora usando este ultimo resultado e que Py resolve o problema (3.23) temos

<Ly>Py =

<Ly >{—(T—-1t)AP}
<Ly>{—(T—-t)}APy, — (T —t) < Ly > { APy}
APy — (T —t) < Ly > {ARy}

vpy , o3
APO—(T—t) < Ly > {E <f¢ >$3@P0}

3
APy — (T —t) {V—\g < fo' > :1:3% {< Ly > Po}}

—(T —1) { <\/§up1 < fé>—
AP,

14

: 0
\/§ <A¢ >> $2@{< EQ >P0}}

onde usamos a propriedade do operador de Black & Scholes (3.35). Além disso, claramente

(3.36) satisfaz a condicao final em (3.29). Isto conclui a demonstragao. u

Agora queremos encontrar uma aproximagao para Pf. Para isto, comegamos escrevendo

Pf numa expansao em poteéncias de e.

P{=Pyy+ePi1+ePoy +e2 Py + ... (3.38)

Substituindo esta expressao em (3.17), temos

1 1 ) 1 )
(E£0+%£1+£2> P1 :_(M1+%M3> PO

1 1
EEOPO,l + —€£0P1,1 + LoPoq + \/E£0P3,1 + ...

7

1
+—€£1P0,1 + L1Piy+ Vel Poy + €1 P+ ...

Ve

+Lo Py + \/E£2P1,1 +eLoPsy + €%£2P3,1 + ... =

—Mlpo — \/EMlPLO — 6M1P270 — ...
1

MsPy — M3zPyy — \/EM3P2,0 — ..
NG
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Donde obtemos as seguintes equagoes

O(%) — LoP1=0
O(L) — LoPia+ LiPoy = —Mshy

O()  — LoPyy + L1Piy + LoPy1 = —M Py — M3Pig
O(Ve) — LoPsy + L1Py1 + LyPy = —MPry — MsPay

Agora, usando a equacao de O (%) e lembrando a definigdo do operador Ly em (3.14),
concluimos que Py = Fy1(t, z,2). Usando o resultado anterior, junto com o fato que Py
nao depende de y, e lembrando a defini¢ao dos operadores £; e M3 em (3.14), concluimos
que £1Fy1 =0e M3F, = 0. Dai temos que a equagao de O (\/ig) reduz-se a LoP; =0,
ou seja, Py = Pi1(t,x,2). Analogamente, considerando agora a equagdo de O(1) e
usando a conclusao anterior temos que £1P; = 0 e M3P, ¢ = 0, j4 que, como foi visto

anteriormente, P; o nao depende da varidvel y.

Logo, temos as seguintes equagcoes equivalentes as anteriores

@ (1) — Poy =Pyt z, 2)
@ (i) — Py =Pii(t, 2, 2)

O1) — LoPog+ L3Py =—-M P

O(Ve) — LoPsy+ L1Pog + LoP11 = —M Py — M3Py (3.39)

A equagdo de O(1), representa uma equacao de Poisson para P; e a alternativa de
Fredholm da uma condicao para que exista solucao. Isto permite dar a seguinte defini¢ao

para caracterizar Py (t,z, z).

Definicao 3.6. Py 1(t,z,2) € a unica solugdo do problema

<Ly>F; = —<M;>F

Po’l(T, €, Z) =0 (340)
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Usando o fato de que M; nao depende da derivada com respeito a y em (3.14), temos

que
< Ly> Py =g(z) <T( )>2— (2) < f(-r2) > o Mg (3.41)
2 0,1 = g\z )y < 92 P29\z )y < x@x@z_ 182 .
onde
0
M; :=g(2) <T(-,2) > —p2g(2) < f(-,2) > To- (3.42)
Logo temos
<M;>=-M 9 (3.43)
1 >= 157 :
Proposicao 3.7.
Py = ( 2_ ) <M > F (3.44)

Demonstracao: De fato, primeiro lembramos que a grega Vega no modelo de Black and

Scholes com volatilidade constante o é dada por

O0Pgg
do

(3.45)

Agora, no modelo que estamos considerando, temos que ¢ = &(z), e usando a regra da

cadeia, temos

8P0 813080 _ _y 282P0
90T (T — ¢ 4
9~ 00 0. T HeReEr 5 (3.46)
Denotamos
2P,
Mj = Mj(t,z,z) = M, (O‘(Z)O'/(Z)ZE2 80:1620) (3.47)

Usando este fato temos
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<My > PO}
(g o)
Vo ()

- <l {(T - D’ M, (6(2)&’(2)3:282P0>}
{ T

0x?

::_%{sz%ﬂ}

T—1)21_ 0?2 . (T —1t)? d . . .
—g—a(z)zxjﬁl\/[l _ ) r <I_xM1 - Ml)

2 2 2 P
e (TP fOMG 1, MG (oM
= (T=tM; 2 o Tt e triry, ~M

T —t)?
= (T—t)M’{—( 5 ) < Ly > Mj

- M ((T —1)5(2)7 (2)2? (z;o)

I
= Mlﬁz ].\/[13 P0:—<M1>PO
0z 0z

onde usamos a propriedade (3.35) do operador de Black and Scholes e (3.23) para concluir

que < Lo > Mj = 0. Isto conclui a prova.

Resumindo encontramos uma expansao assintética para o prego

P~ P5+VoP;
Py +\ePi g
Foa

%
2

b
2

Tal expansao, como demonstrado em Fouque et.al [4], é de fato uma aproximagao para a

solucao. Veja Teorema 3.8 abaixo.

Assim a aproximacgao do preco é
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P€’6 ~ ﬁG’J::P0+\/EP1,0+\/5P071
T—1
= PO—\/E(T—t)Apo—i-( 5 )\/5<M1>P0

= B — (T —t){\/_APO—ﬁ<M1>PO} (3.48)

Lembrando as expressoes de A e < M; > dadas por (3.37) e (3.43) respectivamente, e

usando

g  _,0
0z g oo
Py(t,x,z) = Pgs(t,z,5(z))

encontramos que

_ o0\ 0
<M;>=0 {—g<r>+ng<f>$%}% (3.49)

Substituindo (3.37) e (3.49) em (3.48) temos que

6 P (Tl Voo Vo
P ~ Pps — (T t){a go'lg<T > 5 90 p22g<f>aaxaxaa

—(T—t){—\/E%<A¢’>x2aa—;+\/E\Z_ 1< fd >:c—< 5’x2)}350

Agora denotando

0

Ve = \/7—9 <T > a0
)

Vo= ——5 P29 < f>ad

Ve :
Vi = ———=v<A¢ >

V2
Vi = £Vp1<fgb’> (3.51)

temos uma aproximacao para o preco dada por
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3 17,0 o2 o o ([ , 0
PE,J —PpP (T — - é é €,..2 €. 7 2 P
s — ( t>{& [VO o H/lxaxaa] + [Vﬁ o2 TVatq, (x a:&)” Bs
(3.52)

Teorema 3.8. Quando o payoff h(:) é uma func¢ao suave, para (t,x,y,z) firo eV e <1,

0 <1, existe uma constante C' > 0 tal que

[P0 — PO < Ce+ 6 4 Ved)

No caso de uma call ou put, a aprorimacao é dada por

| P90 — PO < C(elloge| + 6 + Ved)

A demonstracao pode ser encontrada em [4].

3.3 Superficie de Volatilidade Implicita Aproximada

O préximo passo é encontrar uma aproximacao para a superficie de volatilidade implicita.
Lembramos que a volatilidade implicita é dada como a tnica solucao I € R* da seguinte
equacao

Cps(t,z;T,K,I) = P(t,x,2) (3.53)

Vamos expandir a volatilidade implicita da seguinte forma

I=I+I+1+.. (3.54)
Onde I¢ e I? representam as aproximacoes de O(y/€) e O(v/9) respectivamente para 1.
Agora expandimos Cgg em torno de I

dCps(1p) n

Cps(t,z;T,K,I) = Cpg(Iy) + (If + I?) 5

(3.55)
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A seguir escrevemos P em termos do tempo até a maturidade 7 e usamos a férmula da

grega Vega (3.45) em (3.52).

_ 1 5 o\ oP
PO~ Ps — — { <V2 + %Exa_x) +r (V(f + foa—x)} 5 (3.56)

Agora comparando os termos de O(1) encontramos

Cps(lo) = Pps((2)) = Iy = 5(2) (3.57)

Comparando os termos de ordem O(y/€) e O(V/9) temos

0 1 0\ 0Pgs
lig;Crsth) = =2 (‘/2 Ve 83;) o
0 T 0\ 0P,
5 _ T o BS
i ——Cps(ly) = - (Vb +V1x(9x> 5 (3.58)
Proposicao 3.9.
g (0 d 0

Demonstracgao: De fato, da férmula de Black & Scholes temos o seguinte

adal((j&) _ —é(dl—a\/T—t)
%PBS@) = a®'(d)VT —t (3.60)

Logo,

i (5eas@)) = a (v3-Pas(@)) = 2 fad(an)
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Usando que Iy = 6(z) como foi visto em (3.57), concluimos a demonstragao.

Logo, usando (3.58) e (3.59) obtemos uma expressao para [{ como segue

0
[Ga_PBS([O) -

L/ . . 0 0Pps
G (V Vi x@x) o
. 1 8PBS 0 aPBS
B _;(‘/2 oy Vs 830(80 >)
l
o

0P, BS dl OP, BS
Vy—— 1— Vs
( > o * ( ovT) * 0o
Agora como a grega Vega é sempre positiva, concluimos que

If = —% (\/2 + (1 - 0\/_> Vg) (3.61)

= —g (vo‘; + (1 - Ucf/_) vl) (3.62)

Definicao 3.10. Parametros geralmente usados em financas sao

Analogamente, temos que

Moneyness
K
M=—
x
Log-Moneyness
K
LM =log (—)
x

Log-Moneyness to maturity ratio
K
LMMR = log <—)/(T — 1)
x

Expressando agora I§ em termos do Log-Moneyness to maturity ratio, temos

e 1 € dl € dl 5 1 € €
- _5<VQ+<1_6_\/F)V3>:‘2I BN
_ Vilog(K/x) Vg o’

T3 Tt +63 r+2 6<VZ+V3)
Vi log(K/x) VE ( _6'_2)
2

3.63
3 T —t Ea ( )



Analogamente, temos

‘/16 K ‘/05 ‘/16 52
= —glOQ(;) + 7 |:—? + 53 r— o (3.64)
Agora, denotamos
¢ Vs
a = —g
b
53
VG € 5—
pe — 2 3 _ 9
o) * a3 (r 2 )
| A 52
ppo= 0,1 _ .
7 7 (r 2 ) (3.65)

Assim, conseguimos uma aproximacao para a superficie de volatilidade implicita

log(K/x)

I~ Ig+ I+ 10 =6 4 b+ V1] + [af + a’7] (3.66)

Em resumo, temos a féormula para a superficie de volatilidade implicita aproximada

I~ 4 b+ 7] + [0 +a’T]LMMR (3.67)

3.4 Calibracao dos Parametros

Esta secao descreve como calibrar os parametros associados a volatilidade implicita para
trés diferentes modelos derivados do modelo geral da secao anterior. Um modelo que
considera apenas a escala longa, um modelo que considera apenas a escala réapida e por
ultimo um modelo que considera as duas escalas presente na volatilidade instantanea.

No modelo que considera apenas uma escala longa, a aproximacao da superficie de vola-

tilidade implicita é dada por
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Prd LM+V -7+ (3.68)

No modelo que considera apenas uma escala rapida, a aproximacao da superficie de vola-

tilidade implicita é dada por

I‘~a" - LMMR+b+0o (3.69)

Por dltimo, no modelo que considera as duas escalas para modelar a volatilidade ins-

tantanea, a superficie de volatilidade implicita aproximada é dada por (3.67).

Nos dois primeiros casos a forma de estimar os parametros é através de uma regressao
linear usando as volatilidades implicitas obtidas dos precos do mercado para os diferentes

precos de exercicios e diferentes maturidades.

Porém, no terceiro caso os parametros aparecendo em (3.67) serd feita usando um método

de duas etapas como foi proposto por Fouque et.al em [4].

A primeira etapa consiste em estimar «(7) e 3(7) para cada maturidade 7 fixa usando a

seguinte aproximagao

I~ a(r)LMMR + B(r) (3.70)

A segunda etapa consiste em estimar o, ¢, b°, b° 4+ & usando uma regressao linear baseada

nos seguintes modelos

o) = a“ + a’1 (3.71)

B(r) =6 + b+ b7 (3.72)

3.5 Calibracao da Superficie de Volatilidade usando

Precos da Petrobras

Nesta secao apresentam-se os resultados obtidos aplicando os métodos mencionados na

secao anterior. Vimos na Secao 2.5 do Capitulo 2 que os precos da Petrobras cumprem as
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hipdteses requeridas para usar a aproximagao da superficie de volatilidade implicita dada
na Secao 3.3, mais explicitamente existe uma reversao a média tanto na escala rapida
quanto na escala longa.

Os dados utilizados sao os precos das opgoes de compra sobre a¢oes da Petrobras negocia-
das no mercado Americano para o dia 26/05/2010. Neste dia, a cotagdo da Petrobras era
de 33.5 ddlares. Decidimos considerar esta série de precos devido a maior liqiiidez deste
contrato o que é necessario para a implementacao do método.

Na Tabela 3.1 mostra-se os parametros estimados para o modelo (3.68) considerando

apenas a escala longa. O erro da estimativa foi de 0.4613.

a® b o

—0.6457 | —0.0262 | 0.4783

Tabela 3.1: Parametros estimados considerando apenas a escala longa.

Na Figura 3.1 mostra-se o ajuste para a volatilidade implicita 7-ajustada obtida pelo

modelo estimado anteriormente.

Aproximaggo da volatilidade implicita Tau-ajustada usanda a escala longa

06—

055~

B5-

Wolatilidade Implicita Tau-ajustada

4
‘Dz 0.1 -0.08 -0.06 -0.0a -0.02 o 0.02 0.04 0.06 0.08

Figura 3.1: Volatilidade implicita 7-ajustada como funcao do log-moneyness gerada no

dia 26,05,/2010.
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Os circulos na Figura 3.1 representam as volatilidades implicitas T-ajustadas, I — b7,

como funcao do log-moneyness. A linha continua representa o ajuste, a’ LM + &, gerado

usando o modelo (3.68).
A Figura 3.2 mostra a superficie de volatilidade implicita aproximada para o modelo com

apenas uma escala longa como funcao do tempo ao vencimento e da moneyness.

Superiicie de volatilidade gerada usando apenas a escala longa

o o
= =1 = o
i o & @

Wolatilidade Implicita

5 o
S e

08

Tempo até a maturidade i

Moneyness

Figura 3.2: Superficie de volatilidade implicita gerada no dia 26/05/2010 considerando

apenas a escala longa.
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A seguir estimamos o modelo (3.69) que considera apenas uma escala répida.

Na Tabela 3.2 mostra-se os parametros estimados para o modelo (3.69) considerando

apenas a escala rapida. O erro da estimativa foi de 0.1334.

a‘ b + o

—0.1021 | 0.4633

Tabela 3.2: Parametros estimados considerando apenas a escala rapida.

Na Figura 3.3 mostra-se o ajuste para a volatilidade implicita obtida pelo modelo estimado

anteriormente.

Aproximaggo da volatilidade implicita usando apenas a escala rapida
0.65
T

Volatilidade Implicita
o
in
Ll
T

o
n
T

0.4
£

Figura 3.3: Volatilidade implicita como funcao do log-moneyness to maturity ratio gerada

no dia 26,05/2010.
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Os circulos na Figura 3.3 representam as volatilidades implicitas extraidas dos precos do
mercado, como funcao do log-moneyness to maturity ratio. A linha continua representa o
ajuste, a* - LM MR + b + &, gerado usando o modelo (3.69).

A Figura 3.4 mostra a superficie de volatilidade implicita aproximada para o modelo com

apenas uma escala rapida como funcao do tempo ao vencimento e do moneyness.

Ssuperficie de volatilidade gerada usando apenas a escala ripida

-
e
: = = =

e =
=

Volatilidade Implicita
o o
= I = i
= & owm &

=]
i
&

@
2

T té @ maturidad
erpo até a maturidade Moneyness

Figura 3.4: Superficie de volatilidade implicita gerada no dia 26/05/2010 considerando

apenas a escala rapida.
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Por 1dltimo, estimamos o modelo geral dado por (3.67) considerando as duas escalas. Como

vimos na sec¢ao anterior, a calibragao neste caso consta de 2 etapas.

A primeira etapa consiste em estimar o modelo (3.70) para cada 7 fixo.

Na Tabela 3.3 mostram-se os parametros estimados para o modelo (3.70).

Na Figura 3.5 mostra-se o ajuste para a volatilidade implicita obtida pelo modelo estimado

Tempo ao vencimento 7 |  «(7) B(7)
17 dias —0.0603 | 0.5048
35 dias —0.0941 | 04778
97 dias —0.2866 | 0.4554
160 dias —0.2203 | 0.4403

Tabela 3.3: Parametros estimados para cada 7 fixo.

anteriormente para as 4 diferentes maturidades consideradas.

Yolatilidade implicita faltando 17 dias para o vencimento

“aolatilidade implicita faltando 35 dias para o vencimento

0.62 T 0.53 T T T T T T
<&
06 q 0.56 |- b
o @
3 0.58 - 1 E 0.54 - =
= =
Ensst 9 1 Ens2t 4
o @
E K
S 054 1 & psr &
E z
L g < st 1
s o A .46 1
0.48 L L L L 0.44 L . L . L .
18 -1 048 o 05 0.8 06 0.4 02 0 02 0.4 08
Log-moneyness to maturity ratio Log-maoneyness to maturity ratio
Walatilidade implicita faltando 57 dias para o wencimento Yalatilidade implicita faltando 160 dias para o vencimento
0.56 T T T T T T T T T 0s T T T T T T
(o]
L 1
0.48 - 4
m 052 1 Z
o g
g 2 1 2046 E
5 048 4 =
= =g —
= 0.46 7 E
= o
> o | ” oo
2| 2
. L L L L L L L . 04 L . L . L .
03 025 02 015 01 D05 a 005 01 015 02 0.2 -0.15 01 -0.05 0 0.05 0.1 018

Log-moneyness to maturity ratio Log-moneyness to maturity ratio

Figura 3.5: Volatilidade implicita como funcao do log-moneyness to maturity ratio para

cada maturidade considerada.
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O segundo passo consiste em estimar os modelos (3.71) e (3.72). Os resultados sao mos-

trados na Tabela 3.4.

a® a® b b+

—0.0660 | —0.3242 | —0.1030 | 0.5011

Tabela 3.4: Parametros estimados para o modelo de 2 escalas.

Na Figura 3.6 mostra-se o ajuste dos parametros mostrados na Tabela 3.4 usando o modelo
com 2 escalas. A figura da esquerda mostra o ajuste da funcao «(7) e a figura na direita

o ajuste da funcao (1)

Ajuste do terma de estrutura Ajuste do termo de estrutura

01k

o2k

[+

03 L L L L L L 0.43 L L L L L L
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 a7 a 0.1 0.2 0.3 0.4 0.8 0.6 a7

Figura 3.6: Ajuste dos parametros no modelo de 2 escalas.

Usando os parametros mostrados na Tabela 3.4 podemos estimar a superficie de volatili-

dade implicita dada em (3.67). A Figura 3.7 mostra o anterior.
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Superficie de volatilidade implicita usando duas escalas

07—

085

J

!

“olatilidade Implicita

Ternpo até a maturidade hMoneyness

Figura 3.7: Superficie de volatilidade implicita gerada no dia 26/05/2010 considerando 2

escalas.

Conforme mostraremos na Se¢ao 4.4 a superficie de volatilidade implicita que considera
2 escalas fornece o melhor ajuste comparando com um método alternativo para gerar a

superficie de volatilidade proposto por Kahalé [5].

Observemos que as aproximagoes anteriores para a superficie de volatilidade implicita
nao sao necessariamente livres de arbitragem. Além disso, as aproximacoes que conside-
ram uma escala rapida explodem perto da maturidade do contrato. Para melhorar esta

dificuldade pode consultar [20] e [21].
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Capitulo 4

Interpolacao da Superficie de

Volatilidade Implicita usando o

Método de Kahalé

Este capitulo descreve o algoritmo desenvolvido por Kahalé [5] para gerar uma superficie
de volatilidade implicita livre de arbitragem. A ideia do método é construir para cada
maturidade uma curva de pregos livre de arbitragem e logo usar uma interpolacao para
as maturidades. As demonstracoes deste capitulo nao serao dadas ja que estas aparecem
na tese previa desenvolvida por Machado [3]. No lugar disso desenvolvemos os resultados

para implementacao computacional.

O método de Kahalé requer a condi¢ao dada no seguinte lema.

Lema 4.1. Considere uma sequéncia {k;, ¢;}o<i<n+1 tal que

OZCTL+1:]{?0<I€1 <...<l€n<k’n+1:OO (41)

ec;, 0<1<n, éo preco de uma call com preco de exercicio k;. Nao ha arbitragem entre

este conjunto de precos se, e somente se, co € 1gual ao prego atual, ¢, >0 e

Ci — Ci—1 Cit1 — G
—1< <0 4.2
T ki —kiy T ki — ke T (4.2)

para 1 <1 <n.
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A demonstracao do lema anterior pode ser encontrada em [3].

4.1 Meétodo de Interpolacao

Nesta segao, seguindo Kahalé [5], é apresentado o método de interpolacao livre de arbi-
tragem para uma determinada maturidade. Este método gera uma curva C! e é baseado
na concatenacao de varias fungoes convexas e inspirado na féormula de Black & Scholes
[8].

O método é descrito através de varios lemas e teoremas.

Lema 4.2. Dados f >0, ¥ >0, a e b, a funcao

c(k) = cryap(k) = FN(dy) — kN(ds) + ak + b (4.3)

onde N (-) representa a distribuicao normal padrao e

_ log(f/k) +X2/2

dq S (4.4)
edy =dy — X, € uma funcao convexa em k para k > 0.
A demonstracao do lema anterior pode ser encontrada em [3].
Teorema 4.3. Considere os nimeros reais ko, k1, co, c1, ¢y, ¢y tais que 0 < ko < k; e
c1—¢
< —2<d <1+ (4.5)
k1 — ko

entdo existe um unico vetor (f,3,a,b) com f >0, ¥ > 0 tais que a fungao ¢ = cyxap

satisfaga as sequintes condigoes, c(ko) = co, c(k1) = c1, (ko) = ¢ e (k1) = ¢}.

A demonstracao pode ser encontrada em [3].

O teorema anterior fornece uma interpolacao de precos livres de arbitragem entre dois

pregos dados. A forma de interpolar estes precos é descrita a seguir.

Seja a € (¢}, 1+ ¢). Das condigoes do teorema, temos que ¢j < ¢} < a <1+c¢, <1+ d.

Logo, temos a existéncia de um unico dj para i = 0, 1, satisfazendo
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= —N(d) +a (4.6)

7

Observemos que ¢, < ¢; implica d} < d9, e logo existem tinicos o < 0 e 3 satisfazendo

dy = a-log(k;) + 3 (4.7)

para ¢ =0, 1.

Ainda, existem unicos f,Y > 0 definidos como

5= L
Q@
_logf X
p =2 (48)

Segue entao que

i log(f/ki) — 32/2
di = S (4.9)

Note que db, , 3, f, % sdo fungoes continuas de a, a € (¢j,1 + ¢}). Considere agora a
fungao ¢(k) dada em (4.3) e escolha b tal que c(kg) = co.
Com esta construgao, temos que c(ko) = co, ¢ (ko) = ¢ e /(k1) = ¢}. Falta mostrar que
c(k1) = ¢1. A demonstracao disso pode ser encontrada em [3].
O autor demonstra que a funcao de g;(a) definida em (4.10) é uma bije¢ao estritamente
decrescente.

(k1) — (ko)

g1(a) == Tk (c1, 14 ¢p) — (co, 1) (4.10)

Usando este dltimo fato junto com a equacdo (4.5) temos que existe um tunico ag €

(i, 1+ ¢) tal que

C(kl) - C(ko) . C1 — Cp

= 4.11
k1 — ko ky — ko ( )

e logo para este valor ag temos que ¢(kg) = ¢o. Finalmente, calcule o tinico vetor (f, %, a, b)

usando este ag.
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Lema 4.4. Considere os nimeros ko, co, ¢ tais que 0 < ko, —1 < ¢, <0 e ¢g > 0. Entao
existem dotis unicos parametros f > 0, ¥ > 0 tais que funcao ¢ = cyxo0 Satisfaz as

condigoes c(ko) = co e (ko) = ¢. Além disso, c¢(k) — 0 e (k) — 0 quando k — oo.

A demonstragao pode ser encontrada em [3].

O teorema anterior fornece uma interpolagao de pregos livres de arbitragem para o maior

preco considerado. A forma de interpolar estes precos é descrita a seguir.

Das condigoes do lema anterior, temos que existe um tinico d3 tal que ¢j = —N(dy). Para
¥ > 0, seja f = ko - exp{XZ - d3 + ¥?/2}. Por construgao, a fungao c(k) dada em (4.3)
satisfaz (ko) = .

A seguir defina d; = dJ + ¥. Logo, um célculo direto mostra que c(ky) — 0 quando
¥ — 0 e c(kg) — oo quando ¥ — oo. Assim podemos definir a fungao go(X) bijetora e

estritamente crescente [3]

92(2) := (ko) : (0,00) — (0, 00) (4.12)

Logo, temos que existe um unico ¥y > 0 tal que ¢(kg) = c¢o. Para este valor ¥y defina f

como foi feito no comeco.

Além disso, um calculo direto mostra que ¢(k) — 0 e ¢/(k) — 0 quando k — oc.

Lema 4.5. Considere os niumeros reais ky, ¢y, c1, ¢} tais que 0 < ky e

C1 — C
_1<1 0

<d <0 (4.13)
1

Entao existem trés unicos parametros f > 0, X > 0 e b tais que a funcao ¢ = crxop
satisfaz as sequintes condigoes c(k) — ¢y quando k — 0 e (k1) = ¢}, c(k1) = ¢1. Além

disso, ¢ (k) — —1 quando k — 0.

O teorema anterior fornece uma interpolacao de precos livres de arbitragem para o menor

precgo considerado. A forma de interpolar estes precos é descrita a seguir.

Das condigoes do lema anterior, existe um dnico nimero d} tal que ¢; = —N(d}). Seja

> > 0 e defina
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22
f = kiexp (Ed% + 7)

Por construcao, a funcdo ¢ = c¢s o, satisfaz ¢(k;) = ¢|. Mais ainda, tem-se c¢(k) — ¢ e
(k) — —1 quando k — 0. Para mostrar que existe um tdnico ¥y > 0 tal que ¢(k;) = ¢y,
consideremos a fungao g3(X) := ¢(k1) — co. Em [3] prova-se que esta fungao é uma bijegao

estritamente crescente e

g3(2) = c(k1) — o : (0,00) — (—ky, k1c]) (4.15)

Logo usando (4.13) temos que existe um tnico 3y > 0 tal que c¢(ky) = ¢;. Associado a
este valor ¥ defina f > 0 e b como antes.

Juntando estes trés resultados podemos estabelecer o teorema mais importante desta

secao.

: L , :
Teorema 4.6. Considere as sequéncias {k;}o<i<ni+1, {Cito<i<nt1 € {¢}o<i<ni1 tais que

vale (4.1). Além disso, sao vdlidas as condigoes limites

cp=—1 ¢, <c=0<¢, (4.16)

e as condi¢coes de converidade

Cit1 — G
C; < m < C;+1 (417)

parat=0,1,....n — 1.
Entio existe uma funcio convexa de classe C', c(k) para k > 0, e uma tinica sequéncia
(fir X4, @iy bi)o<i<n tal que c(k) = cf 5, .000;(k) satisfazendo c(k;) = ¢; e d(k;) = ¢ para

1 <i<n. Mais ainda, tem-se

lim(e(k), ¢/ (k) = (co, —1)

k—0

lim (c(k), ¢ (k) = (0,0) (4.18)

k—oo

84



A demonstracao pode ser obtida facilmente combinando os resultados anteriores.

Observacgao: Existem 4(n + 1) parametros desconhecidos, (f;, >, a;,b;)o<i<n, que defi-
nem a fungao ¢ do teorema anterior. Cada equagao c(k;) = ¢; para 1 < i < n, for-
nece duas equacOes para estes parametros ja que esta é verdadeira para cy, y, a5, (ki) €
Ci 15 vsai b (Ki). O mesmo é valido para a equacdo ¢'(k;) = ¢}, para 1 < i < n.
Somando as condi¢oes de limite temos 4(n + 1) equagdes e logo o problema estd bem

definido.

4.2 Interpolacao da Curva de precos livres de arbi-

tragem

Esta secao descreve o algoritmo utilizado para gerar a curva de precos de uma opcao de

compra livre de arbitragem de classe C' usando o método da secao prévia.

Considere as sequéncias de precos de exercicios e pregos de opgoes de compra (k;)o<i<n+1

e (¢i)o<i<n+1 respectivamente. Suponha vélida a condigao (4.1), ¢, > 0 e

C; — Ci—1 Ci+1 — G

—1< <
ki—kiox ki — ki

<0 (4.19)

para 1 <7 <n.
A condicao (4.19) verifica a auséncia de arbitragem nos dados do mercado.

O algoritmo ¢é descrito como segue
ALGORITMO A
1. Defina ¢y = —=1ec), ; =0.

2. Calcule a sequéncia (¢;)1<i<, como

o — L+ lisa

i 5 (4.20)

para 1 <17 < n, onde
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C; — Ci—1

= —+——
ki — ki

(4.21)

3. Calcule os parametros (f, %, a,b)1<j<p41 da seguinte forma

-. Para j =1, calcule os parametros (f,%,0,b) seguindo o Lema 4.5.
-. Para 2 < j < n, calcule os parametros (f, %, a,b) seguindo o Teorema 4.3.

-. Para j = n, calcule os parametros (f,%,0,0) seguindo o Lema 4.4.

4. Calcule os pregos livres de arbitragem usando a equagao (4.3).

4.3 Interpolacao da Superficie de Volatilidade

Nesta secao apresenta-se o método de interpolacao da superficie de volatilidade implicita

livre de arbitragem proposto por Kahalé, [5].

O algoritmo ¢é descrito como segue
ALGORITMO B

Supondo que nao é possivel encontrar oportunidades de arbitragem nos pregos do mercado,
calcule

1. Para cada t;, gera-se uma curva de volatilidade implicita, livre de arbitragem, usando
o Algoritmo A.

2. Para cada data de vencimento t € (¢;,t;41) e preco de exercicio K, calcula-se a
volatilidade implicita ;,,(K,T) usando uma interpolagao linear entre o2, (K, t;) - t; e

imp
2
Uimp(Ka ti—l—l) iyl
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4.4 Comparacao da Superficie de Volatilidade usando

Precos da Petrobras

Nesta secao, apresenta-se a superficie de volatilidade implicita gerada usando o método de
Kahalé para os precos de opcoes de compra da Petrobras negociada no mercado Americano
no dia 26/05/2010. A cotac@o desse dia para Petrobras foi de 33.5 ddlares. Além disso,
esta superficie de volatilidade é comparada com as superficies estimadas na Secao 3.5

usando a aproximacao proposta por Fouque et.al [4].

Comecamos estimando os precos livres de arbitragem gerados pelo Algoritmo A descrito
na Secao 4.2. A Figura 4.1 mostra a estimacao da curva de precos para as 4 diferentes

maturidades.

Pregos interpolados através do método de Kahalé

¥
J: ——T=17 dias

—T-t=35 dias
& T-t=57 dias
10 i T+t=160 dias
O Pregos de mercado

B

[
=1
T

m
T

Preco da opgdo de compra

Preco de exercicio

Figura 4.1: Curva de pregos livres de arbitragem no dia 26,/05/2010.

A Figura 4.1 mostra que a curva de precos gerada pelo método de Kahalé é suave e cumpre
as condigoes limites, isto é, quando x — 0 a curva se aproxima ao prego da cotagao com
inclinagao igual a —1, e quando x — o0 a curva converge para zero com inclinacao igual

a Zero.
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A Figura 4.2 mostra a superficie de volatilidade implicita estimada pelo método de Kahalé.

Superficie de volatilidade gerada usando o método de Kahalé

“olatilidade Implicita

Tempo até a maturidade 0 0.8s

Moneyness

Figura 4.2: Superficie de volatilidade implicita estimada usando o método de Kahalé no

dia 26,05,/2010.
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A seguir, sao comparados os ajustes das variantes do modelo de Fouque com respeito ao
método proposto por Kahalé.

A Figura 4.3 mostra a superficie de volatilidade implicita estimada pelo método de Kahalé
e a superficie de volatilidade aproximada usando o modelo de Fouque considerando apenas
a escala longa.

Comparagdn da superficie de volatilidade usando apenas a escala longa

I:ISuperﬁcwe Kahalé
\:’Superﬁcwe ezcala longa

0Bs

0.6

wolatilidade lmplicita

Termpo até & maturidade g 0.85

Maoneyness

Figura 4.3: Comparacao das superficies de volatilidade implicita estimadas pelo modelo

de Fouque com apenas a escala longa e pelo método de Kahalé no dia 26/05/2010.
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Analogamente, a Figura 4.4 mostra a superficie de volatilidade implicita estimada pelo

método de Kahalé e a superficie de volatilidade aproximada usando o modelo de Fouque

considerando apenas a escala rapida.

Comparagdo da superficie de volatilidade usando apenas a escala rdpida

I:lSuperﬁme Kahalé
:’Superﬁme escala rapida

07

065

wolatilidade lrmplicita

Tempo até a maturidade 085

Moneyness

Figura 4.4: Comparacao das superficies de volatilidade implicita estimadas pelo modelo

de Fouque com apenas a escala rapida e pelo método de Kahalé no dia 26,/05/2010.
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Por fim a Figura 4.5 mostra a superficie de volatilidade implicita estimada pelo método de
Kahalé e a superficie de volatilidade aproximada usando o modelo de Fouque considerando

as duas escalas.

Comparagdo da superficie de volatilidade usando duas escalas

\:lSuperﬂme Kahalé
\:|Superﬁme 2 escalag

07

ulzia)

06

058

0.8

048

Yolatilidade Irplicita

0.4

035
160

Tempo até a maturidade 0 gms
. Maoneyness

Figura 4.5: Comparacao das superficies de volatilidade implicita estimadas pelo modelo

de Fouque com duas escalas e pelo método de Kahalé no dia 26/05/2010.

Os erros relativos a superficie de volatilidade gerada pelo método de Kahalé para as
aproximacoes propostas por Fouque usando apenas uma escala longa, apenas uma escala
rapida e considerando as duas escalas em forma conjunta sao 0.2948, 0.3512 e 0.1929
respectivamente.

Logo, usando precos de opgoes de compra da Petrobras o melhor ajuste, supondo que a
superficie de volatilidade do mercado é dada pela aproximacao de Kahalé, é dado pelo
método de Fouque que considera duas escalas diferentes para modelar a volatilidade ins-

tantanea.
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Conclusao

Neste trabalho estudou-se um modelo de volatilidade estocastica com duas escalas. Além
disso, desenvolveu-se o Método do Variograma neste modelo mais geral, obtendo um
resultado que permitiu a separagao de escalas e logo a reducao do modelo geral a dois

mais simples.

Por outro lado, apresentou-se uma outra forma de estimar os parametros associados ao
modelo, porém esta nova forma é muito mais dificil de implementar e além disso é intensiva
computacionalmente. Isto ja que deve-se inicialmente estimar uma série nao observada
no mercado, o que foi feito seguindo a proposta de Malliavin & Mancino [10]. Uma vez
estimada esta série oculta, encontrou-se uma estimativa paramétrica através do método
de Maxima Verossimilhanca para equacgoes diferenciais estocasticas.

Estes métodos de estimacao foram implementados usando precos da Petrobras em alta
frequéncia para estimar a escala rdpida e em frequéncia diaria para estimar a escala longa.
O Método do Variograma revelou uma taxa de reversao a média de 1.13 dias na escala
rapida e de 7.05 meses na escala longa. Por outra parte, usando o Método de Maxima
Verossimilhanga tivemos que os precos da Petrobras revelaram uma taxa de reversao a

média de 1.39 dias na escala rdpida e de 9.5 meses na escala longa.

Baseado em qualquer das duas formas anteriores, confirmou-se uma reversao a média
tanto na escala rapida quanto na escala longa.

Uma vez que confirmaram-se as hipoteses necessarias para a analise assintética, estimou-
se uma superficie de volatilidade implicita aproximada para trés diferentes modelos: um
com apenas uma escala longa, outro com apenas uma escala rapida e por fim um que
considera as duas escalas conjuntamente para conduzir a volatilidade, seguindo os passos

propostos por Fouque et.al [4].
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Finalmente, compararam-se as superficies de volatilidade encontradas anteriormente com
uma superficie de volatilidade implicita gerada usando o algoritmo proposto por Kahalé
[5]. Concluiu-se que o modelo multiescala ajusta-se melhor a superficie de volatilidade

implicita.

93



Referéncias Bibliograficas

1]

8]

Eric Renault and Nizar Touzi. Option hedging and implied volatilities in a stochastic

volatility model. Math Finance, 6(3):279-302, 2006.

Jean-Pierre Fouque, George Papanicolaou, and K. Ronnie Sircar. Derwatives in
financial markets with stochastic volatility. Cambridge University Press, Cambridge,

2000.

Cassio Machado. Modelos de Volatilidade FEstocdstica para o Indice IBOVESPA:
Reversao Rdpida a Média e Andlise Assintotica. Tese de Mestrado, Instituto Nacional

de Matematica Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, Brasil, 2008.

Jean-Pierre Fouque, George Papanicolaou, Ronnie Sircar, and Knut Solna. Multiscale
stochastic volatility asymptotics. Multiscale Model. Simul., 2(1):22-42 (electronic),
2003.

Nabil Kahalé. Smile interpolation and calibration of the local volatility model. Risk

Magazine, 1(6):637-654, 2005.

Ralf Korn and Elke Korn. Option pricing and portfolio optimization, volume 31 of
Graduate Studies in Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI,
2001. Modern methods of financial mathematics, Translated from the 1999 German

original by the authors.

Ioannis Karatzas and Steven E. Shreve. Brownian motion and stochastic calculus,

volume 113 of Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1988.

Fischer Black and Myron Scholes. The pricing of options and corporate liabilities.

The Journal of Political Economy, 81(3):637-654, 1973.

94



[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

Jean-Pierre Fouque, George Papanicolaou, Ronnie Sircar, and Knut Solna. Short

time-scale in s&p 500 volatility. Journal Computational Finance, 2(1), 2002.

Paul Malliavin and Maria Elvira Mancino. Fourier series method for measurement

of multivariate volatilities. Finance Stoch., 6(1):49-61, 2002.

Yuri Saporito. Modelos de Volatilidade para o Mercado Financeiro. Tese de Mestrado,
Universidad Federal de Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, Brasil, 2009.

Bernt Oksendal. Stochastic Differential Equations - An Introduction with Applicati-
ons. Springer-Verlag, Berlin, 2000.

Pedro Fernandez. Medida e Integracao. Instituto de Mateméatica Pura e Aplicada,

Rio de Janeiro, Brasil, 2000.

Yacine Ait-Sahalia. Maximum likelihood estimation of discretely sampled diffusions:

a closed-form approximation approach. Econometrica, 70(1):223-262, 2002.

Bo Martin Bibby and Michael Sgrensen. Martingale estimation functions for discre-

tely observed diffusion processes. Bernoulli, 1(1-2):17-39, 1995.

Peter Kloeden and Eckhard Platen. The Numerical Solution of Stochastic Differential
Equations. Springer-Verlag, Berlin, 1995.

Guillermo Gomez. Estimacion de Modelos Estocdsticos para la tasa de interés libre
de riesgo a través del método de Quasi-Maxima Verosimilitud y Estimacion del precio
de uma opcion Call europea sobre um bono Bullet para Chile. Tesis de Ingenieria,

Universidad de Santiago de Chile, Santiago, Chile, 2008.

[18] Yongqging Xu and Liping Song. Gaussian copula under multiscale volatility. Appl.

[19]

[20]

Stoch. Models Bus. Ind., 24(6):569-589, 2008.

Michael Reed and Barry Simon. Methods of modern mathematical physics. 1. Func-

tional analysis. Academic Press, New York, 1972.

Jean-Pierre Fouque, George Papanicolaou, Ronnie Sircar, and Knut Solna. Maturity

cycles in implied volatility. Finance Stoch., 8(4):451-477, 2004.

95



[21] Max O. Souza and Jorge P. Zubelli. On the asymptotics of fast mean-reversion

stochastic volatility models. Int. J. Theor. Appl. Finance, 10(5):817-835, 2007.

96



	Introdução 
	Ferramentas Matemáticas
	Movimento Browniano e Martingal
	A Integral de Itô
	A Fórmula de Itô
	O Teorema de Girsanov
	O Teorema de representação de Feynman-Kac
	A Fórmula clássica de Black & Scholes
	A Volatilidade Implícita

	Estimação
	O Modelo de Volatilidade Estocástica
	O Método do Variograma
	Volatilidade Instantânea Oculta nos Preços
	O Método de Máxima Verossimilhança
	Aproximação em Tempo Discreto
	Aproximação em Tempo Contínuo

	Resultados usando Preços da Petrobras

	Modelo de Volatilidade Estocástica Multiescala Assintótico
	O Modelo Multiescala
	Aproximação do Preço de um Contrato
	Superfície de Volatilidade Implícita Aproximada
	Calibração dos Parâmetros
	Calibração da Superfície de Volatilidade usando Preços da Petrobras

	Interpolação da Superfície de Volatilidade Implícita usando o Método de Kahalé
	Método de Interpolação
	Interpolação da Curva de preços livres de arbitragem
	Interpolação da Superfície de Volatilidade
	Comparação da Superfície de Volatilidade usando Preços da Petrobras

	Referências Bibliográficas

