Calibragcao do Modelo Gibson-Schwartz para dados de
commodities no Brasil

Leon Kacowicz
Alan De Genaro (Orientador)
Jorge P. Zubelli (Co-Orientador)

Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada (IMPA)
Dezembro 2012



Resumo

Neste trabalho ajustamos o modelo Gibson-Schwartz, que descreve o comportamento estocas-
tico de precos de commodities, para o mercado de boi-gordo negociado na BM&FBOVESPA.
A estimacdo dos parametros deste modelo € feita por maxima-verossimilhanca, calculada com
Filtro de Kalman. Os dados utilizados sdo séries de precos de contratos futuros desta commodity
de janeiro de 2003 a fevereiro de 2012, assim como a curva de juros de mercado referente ao
mesmo periodo, extraida dos futuros de DI. Os fatores latentes - preco spot € convenience-yield
- encontrados tém comportamento esperado e os parametros estimados sdo estatisticamente
significantes. Em particular, encontramos alto grau de significancia estatistica para a taxa de
reversdao a média do convenience-yield. Em seguida é feita uma comparagao out-of-sample dos
precos de vencimentos menos liquidos com os pregos arbitrados pela bolsa. Propomos, entdo,
este modelo como uma alternativa livre de arbitragem para atribuir preco a tais contratos.
Palavras-chave: Gibson-Schwartz, Filtro de Kalman, Commodities

Abstract

In the present work we fit the Gibson-Schwartz model, which describes the stochastic beha-
vior of commodity prices, to live cattle market prices traded at BM&FBOVESPA. Parameter
estimation is performed by mean of optimizing the model’s likelihood function where the la-
tent factors are extracted using Kalman Filter. The dataset comprises the live cattle future price
series ranging from January 2003 to February 2012 and the interest rate term structure for the
same period, extracted from DI future contract prices. Our findings can be summarized as fol-
lows: estimated parameters are statistically significant in all levels and latent factors - spot price
and convenience yield - present the expected behavior. In particular, we found strong statisti-
cal significance supporting the mean reversion behavior for the convenience yield. Next, we
performed an out-of-sample comparison between model’s price and prices assigned by the ex-
change for less liquid maturities. Therefore our contribution in this literature is to propose an
arbitrage-free pricing of live cattle futures contracts.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

A modelagem estocdstica para a dinamica de precos de commodities tem sido recorrentemente
objeto de estudo académico devido a sua enorme importancia para o aprecamento dos respec-
tivos derivativos, assim como no auxilio a avaliagdo de investimentos para sua producdo ou
extragdo.

Um dos motivos que fazem com que esse assunto ndo seja trivial € o fato de que, embora as
commodities também sejam negociadas a vista, a formacao de precos ocorre no mercado futuro.
Portanto o pre¢o spot ndo € diretamente observavel, o que torna mais complexa a estimacao dos
parametros dos modelos.

Os primeiros trabalhos publicados sobre este assunto - [BS85], por exemplo - costumavam
tomar como hipétese que o convenience yield e taxas de juros fossem constantes. Sob estas
hipdteses, o preco spot das commodities se comporta como um passeio aleatorio descrito por
um movimento geométrico browniano, tal como na modelagem de Black-Scholes para opcoes.
Embora essas hipéteses simplifiquem a modelagem, e tornem o processo de calculo de contratos
futuros e op¢des mais simples e intuitivo, elas claramente nao sdo satisfatorias para modelar o
comportamento real dos precos e nio reproduzem os fatos estilizados sobre séries de precos
de commodities, pois, sob esta abordagem, espera-se que os precos das commodities cresca
a uma taxa constante e que a variancia do preco spot em instantes de tempo futuros cresca
proporcionalmente ao tempo.

Pode-se justificar, do ponto de vista econdmico, um comportamento de reversao a média dos
precos de algumas commodities. Caso o preco esteja muito acima de um patamar de equilibrio,
a producdo ou extracdo desta mercadoria seria mais lucrativa e geraria lucro até para produtores
que incorrem em maiores custos. Isso justificaria a entrada destes produtores no mercado. Com
este aumento na oferta, o preco tenderia a diminuir, tudo o mais constante. Por outro lado,
se 0s precos estiverem muito abaixo daquele patamar de equilibrio, estes produtores menos
eficientes passardo a sofrer prejuizos. Isso os fard suspender a producdo, diminuindo assim a
oferta, e consequentemente aumentando os precos. Como estas realocagdes de capital levam
algum tempo para ocorrer, é esperado que os precos fiquem desviados do valor de equilibrio
por algum tempo até retornarem a este patamar.

Trabalhos mais recentes t€ém levado em considera¢do comportamentos como o carater esto-
castico e reversdo a média do convenience yield ([GS90]), dindmica estocdstica da taxa de juro
sem-risco ([Sch97]), e reversdo a média no curto prazo e incerteza do preco de equilibrio no
longo-prazo ([SS00]).
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Frequentemente os trabalhos académicos sobre este tema utilizam os modelos propostos no
apoio a decisdo de investimentos na producao ou extracdo da commodity utilizando a abordagem
de opc¢des-reais.

Neste trabalho, tentaremos ajustar o0 modelo Gibson-Schwartz utilizando a abordagem pro-
posta em [Sch97] ao mercado de boi-gordo da BM&FBOVESPA. Utilizaremos o modelo ajus-
tado para os vencimentos com mais liquidez e tentaremos extrapolar os resultados com o obje-
tivo de aprecar vencimentos com menor liquidez. Em seguida proporemos como outra aplicagdo
uma estratégia de arbitragem estatistica.

Embora o modelo Schwartz-Smith seja matematicamente equivalente ao Gibson-Schwartz
e considerado melhor sob vdrios aspectos, que serdao discutidos mais adiante, utilizaremos o
modelo Gibson-Schwartz. A razao para isso reside no fato de que este permite que utilize-
mos explicitamente a curva de juros de mercado na estimacdo dos outros parametros, em vez
de utilizar uma taxa de juros igual para todos os vencimentos e invariante no tempo. Pode-
mos fazer isso, pois os contratos futuros de DI na BM&FBovespa sdo suficientemente liquidos
para considerarmos ndo apenas conhecida a taxa de juros para cada vencimento, como também
considerad-la "hedgedvel". Isso nos poupa de ter que utilizar um modelo com taxa de juro es-
tocdstica, como, por exemplo, o modelo de trés fatores explorado em [Sch97], que seria muito
mais complexo. Schwartz argumenta que utilizar uma taxa de juros fixa ndo prejudica significa-
tivamente o modelo pois quaisquer oscilagdes na taxa de juros serdo capturadas pelo processo
estocéstico do convenience yield. Por outro lado, utilizando a curva de juros de mercado, pode-
mos garantir que esse efeito ndo ocorrerd, e que o processo estimado do convenience yield nao
estard contaminado por varia¢des dos juros.

1.2 Revisao Bibliografica

Nesta secdo apresentamos os principais trabalhos e modelos a respeito do tema e relevantes para
o trabalho.

Em [Sch97], Eduardo Schwartz faz um estudo expondo trés modelos de pregos para com-
modities utilizando a seguinte abordagem: é proposto, primeiramente, cada modelo na medida
real. A seguir € apresentado o modelo na medida neutra ao risco equivalente. Depois, € pro-
posto o uso do filtro de Kalman, para se estimar o valor das varidveis latentes. Finalmente,
otimizando-se a verossimilhanc¢a do modelo, também calculada através do uso do filtro de Kal-
man, determinam-se os parametros 6timos. Discutiremos o filtro de Kalman em maiores deta-
lhes no capitulo 2.

Neste artigo, Schwartz tenta ajustar os modelos aos precos de futuros de petréleo, cobre e
ouro.

1.2.1 Modelo de um fator (Schwartz-97)

O primeiro modelo apresentado, de um fator, define uma dindmica temporal apenas para o preco
spot da commodity conforme o seguinte processo estocastico:

dSt = /{,(/.,L — ln(St))Stdt + UStth

Ondet € R, t > 0, S; € o preco spot do ativo no instante t, o € W; € o movimento browniano.
Tomando-se X; = In(S,), e utilizando-se o lema de Itd, obtemos
2

dXt:li<,u—0-——Xt) dt+Uth,
K
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donde concluimos que S; é o exponencial de um processo Ornstein-Uhlenbeck com média
2 ~ N Z 1
a =y — %= e taxa de reversdo a média k.
O modelo equivalente na medida neutra ao risco pode ser escrito como:

dX; =k (a" — Xy) dt + odW;

Nesta equagdo, a* = a—A\, em que A € o prémio de risco de mercado, considerado constante,
e dW/ € o incremento do movimento browniano na medida neutra ao risco.
O aprecamento de um contrato futuro F7 utilizando-se este modelo € feito da seguinte

forma:
Fr =E"[S7]

Como X; é um processo Ornstein-Uhlenbeck, sabe-se que, na medida neutra ao risco,
o2
Xy ~N (e‘“TXo + (1 — e_“T) a, o (1 — 6_2”T)>
K

e portanto

B sr] = B lexp(X (1)] = exp (° [X(D)] + 5V [X(7)])

Assim chegamos a seguinte expressao para o preco do contrato futuro:

2
F(S,T) = exp (e‘”T In(S)+ (1 —e ") a* + Z—H (1- 6_2“T)>

Com este modelo, embora ele nao tenha mostrado boa aderéncia aos dados, Schwartz con-
seguiu obter evidéncia estatistica de reversao a média tanto para os precos de petréleo quanto
para os de cobre. Schwartz destaca ainda que, utilizando-se futuros de petréleo de maturidades
mais longas, este modelo mostrou menor taxa de reversdo a média. Ele ressalta também que
nao foi possivel ajustar este modelo aos precos dos futuros de ouro, o que indicaria que nao ha
qualquer reversdao a média detectavel para o periodo analisado.

1.2.2 Modelo de dois fatores (Schwartz-97)

O segundo modelo apresentado, de dois fatores, € o modelo Gibson-Schwartz, originalmente
proposto em [GS90]. Schwartz provavelmente revisitou este modelo, pois no artigo original a
metodologia utilizada para estimar os parametros era bastante rudimentar se comparada com a
metodologia usada neste artigo, € a0 mesmo tempo mais trabalhosa, utilizando-se aproximacoes
para os processos latentes. Em [Sch97] esse modelo também foi ajustado para outros ativos
além do petrdleo.

Neste modelo, assume-se que o prego spot € 0 convenience yield seguem conjuntamente o
seguinte processo estocdstico:

dSt = ([,L — 5t)Stdt + UlstdWLt (11)
dét = K(OK — 5t)dt + 0’2dW27t (12)
dWl’tdWQ,t = pdt

Aqui, o convenience yield instantdneo (J;) segue um processo estotastico do tipo Ornstein-
Uhlenbeck de reversdao a média, e seu efeito no preco spot ocorre no drift (termo que multiplica
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dt). Nesta modelagem, o convenience yield faz um papel andlogo ao de um dividendo continuo
numa modelagem de precos de acOes. Cabe ressaltar também que, caso o convenience yield
fosse deterministico da forma §(.S) = xIn S, este modelo se reduziria a0 modelo de um fator.

Novamente, se tomarmos X; = In.S;, e aplicarmos o lema de Itd, a primeira equagdo se
reduz a:

2
dX, = (u 5, — "—) dt + o dWy,
Este modelo na medida neutra ao risco pode ser escrito como:
dSt = (T — 5t)Stdt + O-IStdWit

dé; = [k(a — 0;) — N|dt + o2dW5,
dWi ,dW3, = pdt

Na medida neutra ao risco, € introduzido o pardmetro A que é o prémio de risco de mer-
cado do convenience yield, uma vez que este ndo pode ser "hedgeado". Neste modelo, A\ é
considerado constante no tempo.

Tomando-se como hipétese a inexisténcia de oportunidades de arbitragem, o preco de futu-
ros aprecados por este modelo deve obedecer a seguinte equagao diferencial parcial:

0252 0°F 0’F o2 O? oF or  oF

—— —0)S— —0) =A== — =—

2 a5 TP hgas t g g T 0)SGg T kla =) = NEE = A =
Com condigio final F'(S,4,0) = S.
A solucdo para essa equacao é:

1— —kT
F(S,6,T) = Sexp <—5—6 + A(T)> (1.3)
K
Onde
2 2 —2KrT rT
(a2 0102 oyl —e™) _ o\ l-e™
A(T) = (r o+ 552 - )T~|— 13 + (an+0102p H) e
© A
a=oa— —
K

Esta demonstracdo € melhor detalhada em [Bje91].

Utilizando-se este modelo, a aderéncia aos dados fica claramente melhor. Schwartz destaca
que tanto para o petréleo quanto para o cobre, ha forte indicio de reversio a média, e alta
correlagc@o entre os processos estocdsticos do preco spot e do convenience yield. Neste modelo
também € obtido menor grau de reversao a média quando sdo utilizadas maturidades mais longas
para os futuros de petréleo.

Ao contrdrio do anterior, este modelo foi capaz de se ajustar aos precos dos futuros de
ouro. No entanto, o grau de reversao a média obtido foi substancialmente menor do que aqueles
encontrados para petréleo e cobre, embora mantendo-se estatisticamente significante. Também
foi obtida menor correlag@o entre os processos estocdsticos. Ao contrario dos outros mercados,
para o ouro foi encontrado maior grau de reversdo a média utilizando-se maturidades mais
longas. Schwartz sugere que este pequeno grau de reversdo a média pode ser espurio e esteja,
na verdade, capturando uma reversdo a média das taxas de juros.
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1.2.3 Modelo de trés fatores (Schwartz-97)

O terceiro modelo apresentado, de trés fatores, ¢ uma generalizac@o do anterior. Neste modelo a
taxa de juro de curto prazo deixa de ser constante e passa a ser estocdstica, de forma que o preco
spot, o convience yield e a taxa de juro de curto prazo sdo modelados pelas seguintes equacoes
na medida neutra ao risco:

dSt = (Tt - (St)Stdt + Ulstde:t
d5t = H(a - (St)dt + O‘QdW;,t

dry = a(m” —ry)dt + o3dW3,

Onde dW7,dW3, = pidt, dW3,dW3, = padt, AW, dW3, = psdt. Neste modelo, a equagdo
para aprecamento de futuros é:

§(1 — e *T) n r(1 —ae“T)

F(S,6,r,T) = Sexp |— +C(T)

A expressdo para C'(T) é extensa e é apresentada em [Sch97]. Este modelo é substancialmente
mais complexo do que o modelo Gibson-Schwartz. Neste artigo, o autor estima separadamente
0s parametros para o processo de juros, justificando que o processo que rege a dindmica da taxa
de juros € pouco influenciada pelos demais processos estimados.

Os resultados obtidos para este modelo sdo muito similares aqueles obtidos para o modelo
Gibson-Schwartz para os mercados de petrdleo e cobre. Apenas em um dos conjuntos de dados
este modelo mostrou aderéncia substancialmente melhor que o modelo Gibson-Schwartz.

No caso do mercado de ouro, a taxa de reversao a média do convenience yield se mos-
tra estatisticamente insignificante, confirmando a hipétese de que este pardmetro no modelo

Gibson-Schwartz estava na verdade capturando a reversdo a média da taxa de juros. Schwartz
conclui, entdo, que nenhum dos 3 modelos é adequado para a modelagem do mercado de ouro.

1.2.4 Modelo Schwartz-Smith

Em [SS00], Eduardo Schwartz e James Smith propdem um novo modelo, que, embora seja ma-
tematicamente equivalente ao modelo Gibson-Schwartz, possui algumas vantagens, que serao
discutidas em seguida. Neste modelo, assume-se que:

InS; = x: +&

Onde y; € o desvio de curto prazo do preco de equilibrio, e & € o preco de equilibrio de longo
prazo, que seguem, conjuntamente, o seguinte processo estocastico:

dx: = —kxdt + o dW,

dgt = /,Lgdt + Ugde’t

Assume-se ainda que dW, ,dW¢, = p,edt. Sob este modelo, o preco de equilibrio e o desvio
de curto prazo possuem a seguinte distribuicdo conjunta:

Xt | N ™ Xo (1— e_Q’ft)g (1 — et ) Lxeoxoe
&t So+pet | 7] (1— e—mf)PfoxUs Ugt
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O processo estocdstico conjunto na medida neutra ao risco equivalente € dado por:
dxt = (—rXx: — A\y)dt + o dW7,

dgt = (ug — )\g)dt + O-Ede,t

Onde dW7 ,dW¢, = pyedt, e A¢ € Ay s@o os prémios de risco de mercado do prego de equilibrio
e do desvio de curto prazo. Na medida neutra ao risco, a distribui¢do conjunta de x; e &; tam-
bém € normal com mesma matriz de covariancias da medida verdadeira, mas com as seguintes
esperangas condicionais:

E* [(xe, &)l (x0,&0)] = |€ " x0 — (1 — 6“))\—;,50 + pgt
Onde p¢ = e — A¢. O aprecamento de futuros, entdo, € dado por:
In(Fr) = n(E*[Sx]) = E*[In(Sp)] + 5 V*[In(Sr)]
Fr =exp (e xo+ & + A(T))

2
A(T) _ qu _ (1 _ e—nT)% ‘|‘% ((1 _ e—znT)g_/); + O‘?T + 2(1 N e—nT)ﬂXﬁZxa'f)

Neste artigo, os autores mostram a equivaléncia matemaética entre este modelo e o modelo
Gibson-Schwartz através de uma mudanga de varidveis: y; = %((& — «). Com esta mudanca de
variaveis, € possivel reduzir o modelo Gibson-Schwartz ao modelo Schwartz-Smith. Os autores
apresentam uma tabela com as expressoes que levam os parametros do modelo Gibson-Schwartz
nos parametros equivalentes do modelo Schwartz-Smith.

Como os modelos sdo formalmente equivalentes e o modelo Schwartz-Smith exige um pa-
rametro a menos - a taxa de juros -, 0s autores argumentam que este parametro exigido pelo
modelo Gibson-Schwartz € redundante e indistinguivel. De fato, se a taxa de juro, r, for alte-
rada para r + A, o convenience yield instantaneo, J;, para 6; + A, o convenience yield médio,
a, para a + A e o drift do prego spot, i, por 1 + A, serdo encontrados os mesmos valores de
S; e 0; (descontando-se o deslocamento A), e 0 mesmo valor para a funcdo de verossimilhanca.
Provavelmente por esse motivo, em [Sch97], o autor utiliza um valor exdgeno para r e argu-
menta que qualquer discrepancia entre o valor real de r e o valor escolhido seria absorvido pelo
convenience yield instantaneo.

As vantagens deste modelo residem no fato de que ndo ha redundancias entre os parametros,
e, segundo argumentam os autores, os fatores latentes sdo mais "ortogonais"em suas dinadmicas,
o que levaria a resultados analiticos mais transparentes permitindo simplificar-se a andlise de
investimentos de longo prazo.

1.2.5 Calibracao do Modelo Schwartz-Smith com minimos quadrados nao
lineares [Car10]

Em [Car10], Ana Luiza Roriz apresenta uma metodologia alternativa para estimag¢ao do Modelo
Schwartz-Smith. Este procedimento € feito sem utilizagdo do filtro de Kalman. Em seu lugar é
utilizado um algoritmo de minimos-quadrados nao lineares para extracao dos fatores latentes do
modelo. Em seguida é calculada a verossimilhanga do modelo e, a partir disso, sdo calculadas
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novas aproximagoes para os parametros. O procedimento € repetido até que a convergéncia seja
alcancada. As principais vantagens apresentadas para este procedimento sdo o nimero reduzido
de iteracdes necessdrias para atingir-se a convergéncia, e a robustez do algoritmo em relagdo a
aproximacao inicial fornecida.

Neste trabalho além de dados sintéticos, também sao utilizados precos de gds natural (Henry-
Hub). O algoritmo apresentado foi capaz de estimar satisfatoriamente os parametros para este
mercado.

1.2.6 Calibracao do Modelo Schwartz-Smith com Filtro de Kalman [Mar11]

Em [Marl1], Leonardo Marotta, faz um estudo relevante sobre a utilizacdo do filtro de Kal-
man para estimacgdo dos parametros do modelo Schwartz-Smith para o mercado de gas natural
(Henry-Hub). Além do uso de dados reais, também sao feitas simula¢des de Monte-Carlo para
avaliar a acurdcia do procedimento para extragdo dos parametros do modelo. Tanto a simulag@o
quanto a extracdo dos parametros para o mercado de gas natural sdo executados com sucesso
e finalmente € apresentada uma aplicagdo dos pardmetros ao apoio a decisao de investimentos
utilizando-se para abordagem de opcdes reais.



Capitulo 2

Revisao Teorica - Métodos de Estimacao

2.1 Espaco de Estado

Para facilitar a implementacdo do filtro de Kalman, que serd explicado em mais detalhes na
proxima se¢ao, € conveniente escrevermos as equagoes que governam a dinamica dos processos
estocésticos na forma de Espaco de Estado. A representacao de sistemas em Espaco de Estado
permite que uma rica variedade de modelos sejam descritos em fun¢do de varidveis ndo obser-
vaveis. Curiosamente, € relativamente dificil encontrar na literatura um padrdo recorrente no
uso de letras para representar as matrizes e vetores. Aqui utilizaremos uma notac¢ao parecida
com a utilizada em [Ham94].
Seja um sistema modelado pelas seguintes equagdes:

y: = Hixi + vy (2.1)

x; = Fixi_1 +wy (2.2)

Em que v; e w; sdo vetores aleatérios com alguma distribui¢cao conjunta conhecida. Assumi-
mos ainda que v; e w; sdo independentes entre si, independentes de seus valores passados e
independentes de quaisquer valores de x; e y;.

Nesta representagdo, y; € um vetor m x 1, H; € uma matriz m x n, x; é um vetor n x 1,
v, é um vetor m x 1, F; é uma matriz n x n, w; é um vetorn x 1, ¢ € {1,....,T}, sendo T o
nimero de observacdes de y;.

A equacdo (2.1) é chamada de equacgdo de medida, e através dela é modelada a relagdo entre
as varidveis latentes (x;) e as varidveis observaveis (y;). A equagao (2.2) é chamada de equacdo
de transi¢do, e através dela € modelada a dinamica temporal das varidveis latentes.

2.2 Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman (FK) € um algoritmo recursivo que permite estimar sequencialmente o valor
de varidveis latentes em sistemas dindmicos representados sob a forma de Espaco de Estado,
conforme definida na secdo anterior.
A cada iteracdo, o FK toma como entrada uma estimativa para o vetor xX; condicional a
informacao conhecida até o tempo ¢t — 1 e o valor de y, e calcula a esperancga para X 1.
Utilizaremos como nota¢ao:

§t|7 =K [Xt|y1a ey YT]
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]/.:\)t|T =K [(Xt — gt\r)(xt — ﬁth—)/]

Assumimos ainda que os vetores v; € W; sd0 normais com a seguinte distribuicdo conjunta:

MR oR)

Onde R é uma matriz m x m, Q é uma matriz n x n. R

A recursio do FK comega utilizando-se estimacdes a priori X1y € P1|o que ndo sdo baseadas
em nenhuma informagdo sobre y. R

Com estes valores iniciais, desejamos calcular os valores andlogos de §2|1 ¢ Py, utilizando
a informag@o de y;. Este passo € feito genericamente da mesma forma para qualquer valor de
t. Portanto, para valores de iﬂt,l e Py;_1 calcularemos valores de ﬁtﬂ‘t e Py Para isso,
calcularemos

Vi1 = HiXyp 1

§t|t—1 =K [(Yt - ?t\t—l)(yt - yt\t—l)/}
=E [(Htxt + vy — Ht§t|t—1>(HtXt + vy — Ht§t|t—1>/]

5 /
= H;Py; \H; + R
Vi =Yt = Yijt—1
Em seguida, atualizamos a estimativa iﬂt,l para §t|t utilizando a informacao de y;:

X = Xyp—1 + Ky vy

O valor de K; pode ser obtido de pelo menos duas formas diferentes (com o mesmo resultado):
A primeira € o valor encontrado como soluciao do problema de minimizacao

mitn (3¢ — Xupe) (%6 — Xypt))

A segunda forma € utilizando o resultado da projecdo linear

-1~

E [Xt - §t|t—1|Yt - S’\tlt—l} =K [(Xt - §t|t—1)(}"t - ?t\t—l)l] (E [(Yt - 3’\t|t—1)(Yt - ?t\t—ﬂ/]) Vi,
Em ambas as formas o resultado obtido para K, é
K, = Py, H!S;!
Substituindo as equacgdes acima, obtemos:
Py = [(x0 = Re) (% = Xgp)'] = (1~ KH) Py

Agora, o titlimo passo € calcular as esperangas X;1|; € Py, 1}, a partir dos valores obtidos
de X;; e Py;. Para isso, basta calcularmos a esperanca condicional da equagdo de transigo:

Xep1t = Frpa X

Py = Ft+1Pt\tF;+1 +Q
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2.3 Quasi-Maxima-Verossimilhanca

Em estatistica, a mdxima-verossimilhanca é um método utilizado para estimar os parametros
"verdadeiros"de um modelo. A funcdo de verossimilhanca € definida da seguinte forma:

L(O[(y1, -, y7)) = P((y1, -, y7)[0)

Onde (yy, ..., y7) s@o os dados observados, e ¢ é o vetor de parametros do modelo. Para distri-
buicdes de probabilidade continuas, utiliza-se a funcdo de densidade de probabilidade no lugar
da probabilidade propriamente dita.

No caso de um modelo qualquer escrito na forma de espago de estado, o filtro de Kalman
permite calcular a funcao de verossimilhanga, uma vez que conhecemos a distribuicdo de pro-
babilidade condicional das observacoes:

Yt’((yla ooy Yt—l)a 9) ~ N(Htxt\t—lu HtPt|t—1H; + R)

Portanto, para calcularmos a verossimilhan¢a dos parametros para um dado modelo escrito
na forma de espago de estado, e utilizando-se o filtro de Kalman para se determinar o valor das
varidveis de estado em cada instante de tempo, utilizamos a seguinte expressao:

T

LO|(y1, - y1) = [ [ F5el(y1, - ¥2-1), 6)

t=1
Onde f € a densidade de probabilidade da distribuicdo normal multivariada:

-1
exp (_% (Yt - HtXt\t—l)/ (HtPt\t—lH; + R) (Yt - HtXt|t—1)>

\/(27)m det (P, H + R)

fil(y1s o ye-1),0) =

Na prdtica, utiliza-se o logaritmo da funcdo de verossimilhanca, de forma que obtemos a
seguinte expressao:

I LO|(y1, ... yr)) = Y _In f(yil(y1, - ¥i-1), 6)

t=1

O estimador dos pardmetros por maxima-verossimilhanca entdo é:

~

0= arggnax In L(O|(y1, -, ¥i-1))

Segundo [Ham94], sob algumas condi¢des de regularidade, a estimagao 0 por maxima-verossimilhanca
a partir de uma amostra de tamanho 7' € assintoticamente normal e consistente.

Essas condig¢des sdo:

1) O modelo deve ser identificavel, ou seja, 0 maximo valor da funcdo de verossimilhanca
deve ocorrer em apenas um ponto.

2) Os auto-valores de F; devem estar contidos no circulo unitario.

3) O maximo da fun¢do de verossimilhanga nao deve ocorrer na fronteira do conjunto ad-
missivel.
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Segundo [Ham94], quando 7" — oc:
VT(0 - 65) % N (0, (TopTobTop) ")

Onde 0, € o valor "verdadeiro"dos parametros, e as matrizes Zop € Zpp sao:

1 d aQIDf(ytKyl?"‘7yt—1)70)
IQD = _f]E Z

06000’

t=1

I (O f(yil (1, 1), 0) (O f(yil(yis e ye1), 0) )
Tor = pim 33 (SRl L) (Sl k) )

Ambas calculadas no ponto 8 = 6.

Desta forma, podemos também calcular a matriz de covariancias dos parametros, € em par-
ticular o erro-padrdo associado a cada parametro, com o objetivo de determinar se estes sdao
estatisticamente significantes.

Deve-se salientar ainda que a estimacdo dos parametros por maximizacdo da funcdo de
verossimilhanca calculada com o filtro de Kalman € 6tima caso os residuos de estimacio do
modelo possuam distribui¢do normal. Para isso € executado um teste de hipotese nos residuos
do modelo para avaliar a hipétese de normalidade com relagdo a sua distribuicdo. Nestes casos
a estimag¢do por mixima-verossimilhanca € 6tima e consistente. Em casos de ndo normalidade,
este método pode ainda assim ser utilizado, mas cabe destacar que, nestas situacdes, ele ndo
serd 6timo, mas continua consistente e assintoticamente normal.



Capitulo 3

Desenvolvimento da solucao

3.1 Implementacao

O primeiro passo para se implementar a estimacdo do modelo Gibson-Schwartz utilizando
maxima-verossimilhanga calculada com o filtro de Kalman, € escrever o modelo na forma de
Espaco de Estado discreta.

Discretizando as equagdes do modelo, obtemos:

2

o
Xt+At = Xt + (,M — (5,5 — 71) At + 1t

Srar = 0y + k(o — 0y) At + €94

Onde [e1 4, £2¢) s@o serialmente descorrelacionados e com distribui¢do conjunta:

SR (R )
€t 0 pPO102 05

Agora, precisamos escrever estas equacdes em forma matricial. Nota-se que na definicao
apresentada na secdo 2.1 tanto a equagdo de transi¢do quanto a de medida ndo apresentam
um termo afim, necessario para adaptar este modelo para a forma de Espaco de Estado. Para
resolver isso definimos nosso vetor de estados como:

Xi
Xy = | O
1

Desta forma, aumentamos o nosso vetor de estados com um estado dummy de valor 1 que ndo se
altera no tempo. Agora podemos colocar os termos afins na tltima coluna da matriz F;. Entdo
definimos a matriz de transi¢do F; como:

1 —At (M - §> At
Fi=10 1- kAt ra At
0 0 1

e a matriz QQ como:
oAt poosAt 0
Q = |[poo At g3AE 0
0 0 0

12
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O proximo passo € escrever a equacao de medida. Como o preco spot ndo € observavel,
utiliza-se, entdo, o preco dos m futuros mais liquidos negociados como varidveis observaveis
e a equacdo (1.3) como equagdo de medida, utilizada para aprecar contratos futuros. Para isso
tomamos o logaritmo de ambos os lados da equagdo obtendo:

T,

Z)+A(T,-), 1<i<m, m>?2

K

In F(T) = X, — 6, (1-6*

Onde 7; indica o tempo ao vencimento do i-€simo contrato no instante ¢. Esta abordagem
exige que utilizemos no minimo dois contratos futuros a cada instante de tempo para que o
modelo seja identificdvel. Se utilizarmos apenas um contrato, o prémio de risco de mercado do
convenience yield, )\, deixa de ser identificavel.

Escrevendo esta equacao de forma matricial, entdo, obtemos:

In Fy(T}) 1 e AT

s = |: 3 P Xt v
nA(T)] |1 e T A(T,)

ye H,

Sendo y; e H; definidos conforme indicado acima. Para simplificar a estimagdo, a matriz R
¢ definida como:
e .0

R=|: -~
0 ... &

Essa simplificacdo se faz necessdria pois quando se usa uma quantidade ndo tdo pequena
de contratos, a quantidade de parametros a serem otimizados cresce quadraticamente com o
ndmero de contratos, caso queiramos estimar as covariincias de medida de cada par de venci-
mentos.

O desenvolvimento da solucdo, portanto, foi feito escrevendo-se rotinas na linguagem Ma-
tlab, que desempenham as seguintes funcdes:

1) Filtro de Kalman: a partir de matrizes F, H;, Q, R, e valores de y,; dados, esta rotina deve
executar a estimagdo sequencial descrita na se¢do (2.2) e calcular o valor da verossimilhanca
para a configuragdo fornecida.

2) Modelo Gibson-Schwartz: a partir de valores de p, &, «, 01, 02, p, A\, So, 00, [£1 - - - Emls
e dos valores fornecidos para os precos dos futuros, os respectivos prazos e as taxas de juros
de mercado para os respectivos prazos, esta rotina deve calcular as matrizes F, H;, Q, R e os
valores de y,; e chamar a rotina acima para calcular a verossimilhanga do conjunto de parametros
fornecido.

3) Otimizagdo dos parametros: a partir dos valores dos precos dos futuros, dos prazos e
das taxas de juros, calcular uma aproximacao inicial para os pardmetros e utilizar a fungdo
fmincon’, fornecida pelo pacote de otimizacdo do Matlab, para encontrar o conjunto 6timo
de parametros para a fungdo ’gibson-schwartz’ (descrita acima). A fun¢@o 'fmincon’ também
retorna a matriz Hessiana calculada neste ponto, e com ela calculamos o erro padriao associado
a configuragdo 6tima obtida.

O cddigos desenvolvidos sdo apresentados no apéndice A.
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3.2 Dados utilizados

Nesta secdo apresentamos em detalhes os dados histéricos utilizados neste trabalho.
Os dados utilizados neste trabalho sdo séries de precos de ajuste didrio de contratos futuros
de boi-gordo (BGI) e séries de futuros de juros (DI futuro) ambos negociados na BM&FBOVESPA.
A maturidade dos contratos de Boi-Gordo utilizados variam de um a cinco meses. A partir
dos dados disponibilizados pela bolsa, foram montadas sinteticamente cinco séries de precos
roladas. As séries foram montadas da seguinte forma: o preco da primeira série no dia t é
o preco de ajuste do dia t do contrato que, naquele dia, era o mais proximo a vencer. As
demais séries foram montadas analogamente utilizando-se do segundo ao quinto contratos mais
proximos a vencerem em cada data. Desta forma, obtemos séries sintéticas do primeiro ao
quinto futuro.

O gréfico abaixo mostra o valor dos precos de cada uma das séries sintéticas:

115.00
105.00
95.00
85 00 —1a. Futuro
— 20. Futuro
— 30. Futuro
75.00 40. Futuro
— 5a. Futuro
65.00
55.00 i
4-5|:||:| T T T T T T T T T T T T T T T T T T
() [ ] =T =t Lo Lo [C=] (L= ] - - oo oD [y} [ ] o } o } -— -— [}
2 9 =2 2 2 2 2 2 o 8 2o 9 2 9 = =5 - T =
S 3 5§ 2 5 32 5§ 2 5§32 532 532 5 3 5 35

Figura 3.1: Preco didrio de ajuste dos contratos BGI (boi-gordo)
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Figura 3.2: Volume didrio (em R$) dos contratos BGI (boi-gordo)

Para podermos utilizar estas séries, também geramos cinco séries de prazos de vencimento
das séries sintéticas de preco. Essas séries foram geradas exatamente como as séries sintéticas
de precos com a diferenca de que foi utilizado o prazo em anos de cada contrato, no lugar de
seu preco.

O grafico abaixo mostra os tempos ao vencimento em dias tteis das séries sintéticas:
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Figura 3.3: Prazos ao vencimento dos contratos utilizados em cada dia

Nota-se que em alguns dias com menor liquidez, o contrato que até entdo era o quinto mais
proximo a vencer ndo foi negociado e ndo teve seu preco de ajuste determinado pela bolsa. Por
isso, nestes dias o valor do quinto contrato foi substituido pelo valor do contrato seguinte, o
qual foi negociado e teve preco de ajuste determinado pela bolsa.

Neste trabalho utilizaremos o modelo Gibson-Schwartz pois ele, ao contrario do modelo
Schwartz-Smith, nos permite utilizar explicitamente o valor da taxa de juros que desejarmos.
Isto € particularmente util neste caso, ja que podemos utilizar o valor de mercado do juro para
cada vencimento em cada dia, pois podemos extrair a curva de juros didria a partir dos contratos
futuros de DI, negociados na mesma bolsa. Com isso podemos considerar a curva de juros
conhecida, e garantir que qualquer oscilagdo no valor do convenience yield nao ocorre por
interferéncia espuria de oscilagcdes na taxa de juros.

Em seguida, utilizamos os valores da curva de juros de mercado, obtida dos pregos de ajuste
dos futuros de DI, e extraimos o valor do juro continuamente capitalizado para cada vencimento
dos contratos de Boi-Gordo em cada dia, através de uma interpolacdo linear da curva de juros
didria. Como utilizamos o valor das taxas de juros continuamente capitalizadas, e as datas de
vencimento dos futuros de DI diferem dos vencimentos dos futuros de Boi-Gordo em apenas
um dia util, ndo julgamos necessdria nenhuma técnica mais complexa para interpolar o valores
necessarios.

Obtivemos assim, cinco séries sintéticas de juros, com vencimentos iguais aos vencimentos
das séries sintéticas da commodity.

O gréfico abaixo mostra o valor das séries sintéticas de juros que foram utilizadas.
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Figura 3.4: Taxa de juros livre de risco continuamente capitalizada ao ano

Nota-se que no periodo analisado, o valor da taxa de juros oscilou consideravelmente. Caso
utilizdssemos um valor médio constante para a taxa de juros, assim como em [Sch97], estas
oscilagdes iriam "contaminar'a estimacdo do convenience-yield. Como o juro neste periodo
apresentou clara tendéncia de queda, a estimagao dos parametros do modelo ficaria prejudicada,

J& que esta tendéncia iria diminuir a significancia estatistica da taxa de reversdo a média « do
modelo Gibson-Schwartz.

3.3 Teste com dados aleatorios

Com o objetivo de testar as rotinas de estimagdo, descritas na se¢do (3.1), foi feita uma simu-
lagdo com dados aleatorios, antes de ajustar o modelo aos dados reais. Deve-se ressaltar que o
procedimento descrito a seguir ndo € uma simulagdo de Monte-Carlo, mas sim uma ilustracao
de como deveria funcionar na pratica a rotina de estimacao desenvolvida.

Geramos aleatoriamente uma realizagdo para os processos latentes S; e ¢;, conforme as
equagdes do modelo Gibson-Schwartz, utilizando intervalo de tempo de um dia util a cada
observacdo. A partir destes valores foram calculados os pregos tedricos para trés contratos
futuros ficticios com maturidades a cada 60 dias, sendo o mais proximo a vencer em no maximo
60 dias, e os demais com vencimento 60 dias depois do anterior. Neste teste foi utilizada uma
taxa de juros continua constante de 8% ao ano. O preco tedrico de cada contrato em cada
instante de tempo foi entdo "contaminado"com um ruido gaussiano de média zero e desvio
padrao de 0.05% do preco.

Em seguida, foi utilizado o procedimento descrito anteriormente para estimar, a partir dos
precos dos contratos ficticios, os parametros utilizados na simulag@o e os valores de S; e ¢;.




CAPITULO 3. DESENVOLVIMENTO DA SOLUCAO 18

A tabela a seguir relaciona os parametros utilizados na geracdo dos dados e os parametros
encontrados na estimacgdo deles por maxima-verossimilhanga calculada com o filtro de Kalman.

Parametro | Valor Real | Estimado | Erro Padrao
0 0.1300 0.1300 0.0043
K 2.5200 2.6495 0.2885
o 0.0500 0.0499 0.0035
o1 0.1000 0.1004 0.0000
09 0.0200 0.0219 0.0004
p 0.0230 0.0456 0.1224
A 0.0100 0.0099 0.0236
So 20.0000 | 19.9608 0.5370
do 0.0500 0.0517 0.0024
& 0.0005 0.0005 0.0000
& 0.0005 0.0005 0.0000
&3 0.0005 0.0005 0.0000

Tabela 3.1: Parametros reais e estimados utilizados no exercicio com dados simulados

O grafico abaixo mostra o processo X tedrico (logaritmo do processo 5, sorteado aleatori-
amente) em azul e o processo Xy, (estimado com o filtro de Kalman utilizando os pardmetros
estimados por maxima-verossimilhanga) em verde. As curvas estdo praticamente sobrepostas
dando a impressao de serem a mesma.
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Figura 3.5: Processo X, tedrico e estimado no exercicio com dados simulados

O gréfico abaixo mostra o processo J; teérico em azul e o processo dy; (estimado com o
filtro de Kalman utilizando os parametros estimados por médxima-verossimilhanga) em verde:
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Figura 3.6: Processo 9, tedrico e estimado no exercicio com dados simulados

Neste grafico, ambas as séries J; (processo tedrico) e d;; (valores estimados) estdo sobre-

postas, mas menos do que os processos X; e Xy;. Isso ocorre pois a influéncia do valor de J,
no preco dos futuros é proporcional ao tempo até a maturidade. Como neste teste foram utili-
zadas maturidades relativamente curtas, a estimacao deste processo ¢ menos precisa do que a
do processo X;. Além disso a estimagdo do processo X; é naturalmente mais precisa pois o seu
valor impacta diretamente o nivel dos precos dos contratos, enquanto que o processo J, afeta as
diferencas entre os precos para diferentes maturidades.

Quanto mais longas as maturidades dos contratos maior a acurdcia da estimagao do processo
0;. Enquanto contratos futuros de petréleo ou gas natural s3o negociados com maturidades de
até alguns anos, isso ndo acontece para os contratos de boi-gordo na BM&FBOVESPA, que sdo
negociados com maturidades de até poucos meses. Por isso, foram escolhidos valores pequenos
para o tempo de maturidade dos contratos ficticios utilizados neste teste.
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Resultados empiricos

Nesta secao discutiremos os testes realizados e os resultados obtidos com os dados histéricos
descritos na secao (3.2).

Inicialmente ajustamos o modelo Gibson-Schwartz para o conjunto completo dos dados
disponiveis, ou seja, utilizamos as séries dos cinco primeiros futuros disponiveis, assim como
as séries das taxas de juros para os respectivos vencimentos, conforme descrito na se¢ao (3.2).

A tabela a seguir relaciona os pardmetros encontrados na estima¢do por mdxima-verossimilhanca
calculada com o filtro de Kalman.

Parametro Valor Estimado | Erro Padriao
1 0.1705 0.0181

K 3.7670 0.0615

« 0.0855 0.0176

o1 0.1573 0.0028

09 1.0561 0.0087

p 0.6440 0.0087

A 0.2443 0.0179

So 58.8693 0.5335

do 0.8198 0.0451

& 0.0020 0.0003

& 0.0149 0.0003

& 0.0131 0.0002

&y 0.0000 0.0004

&s 0.0175 0.0003
log(verossimilhanga) 33749 -

Tabela 4.1: Parametros encontrados para o conjunto completo de dados

Observando-se os valores da tabela acima, podemos perceber que todos os parametros tém
comportamento esperado e principalmente todos s@o estatisticamente significantes a qualquer
nivel razodvel de confianca (por exemplo, 95%). A tnica exce¢do € o parametro &4, 0 que
significa que a amplitude do ruido na série do quarto futuro ndo € estatisticamente significante,
indicando que o modelo se ajustou particularmente bem a essa série.

21
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O gréfico a seguir mostra a evolu¢ao no tempo do preco spot obtido pelo filtro de Kalman,
e o preco do primeiro futuro rolado.
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Figura 4.1: Preco spot estimado e preco do primeiro futuro BGI (boi-gordo)

Como esperado, as duas séries sdo muito parecidas, indicando bom ajuste do modelo aos
dados.

O proximo gréfico apresenta a evolug@o no tempo do convenience-yield instantaneo esti-
mado.
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Figura 4.2:

Convenience-yield estimado para os futuros BGI (boi-gordo)

Inspecionando-se visualmente o comportamento desta série, podemos confirmar seu caréter
de reversao a média, ja esperado pelo fato de o parametro x ter se mostrado estatisticamente
significante.

Através desta estimacdo, podemos considerar que o modelo Gibson-Schwartz ajustado uti-
lizando as taxas de juros de mercado, tal como descrito nas secdes anteriores, é adequado para
descrever os dados obtidos de boi-gordo.

A seguir, ajustamos o modelo novamente aos dados, mas desta vez retiramos os ultimos 252
dias uteis (um ano) da amostra. Em seguida rodamos uma vez o filtro de Kalman para os dias
retirados da amostra, e utilizando-se nesta execugdo do filtro apenas os trés contratos mais curtos
(com menores tempos ao vencimento). Feito isso, obtivemos uma estimativa para as séries S;
e 0; para este ultimo periodo de 252 dias tteis, e assim calculamos o valor dos contratos mais

longos, deixados de fora da amostra para compararmos com os valores divulgados pela bolsa.

A tabela abaixo relaciona os parametros encontrados no ajuste do modelo ao conjunto de
dados excluindo-se os ultimos 252 dias uteis.
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Parametro | Valor Estimado | Erro Padrao
1 0.1470 0.0146
K 1.9032 0.0223
« 0.0442 0.0134
o1 0.2067 0.0031
09 0.8391 0.0095
p 0.7406 0.0056
A 0.0800 0.0137
So 57.8805 0.7305
do 0.5716 0.0480
& 0.0246 0.0004
& 0.0000 0.0009
&3 0.0086 0.0001
&y 0.0017 0.0002
& 0.0175 0.0003

Tabela 4.2: Parametros encontrados para os dados in sample.
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O grafico a seguir mostra a evolucao no tempo do prego do quarto futuro e seu preco tedrico

calculado conforme descrito acima.
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Figura 4.3: Preco calculado e prego divulgado do quarto futuro BGI (boi-gordo)

O grafico a seguir € semelhante ao anterior mas mostra o preco do quinto futuro e seu prego

tedrico calculado.
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Figura 4.4: Preco calculado e preco divulgado do quinto futuro BGI (boi-gordo)

Observando-se os graficos acima, pode-se perceber que hd uma diferenca significativa entre
os valores calculados utilizando-se a metodologia desenvolvida e os valores divulgados pela
bolsa, principalmente no grafico do quinto contrato. Isto se deve ao fato de que, na maioria dos
dias utilizados nesta comparacao, nao ocorreram negdcios (embora o mercado estivesse aberto)
por falta de liquidez. Nestes casos a bolsa € responsdvel por atribuir um preco aos contratos
para poder fazer chamadas de margem e ajustes didrios de contratos em aberto. A metodologia
utilizada pela bolsa nao € divulgada abertamente. No entanto, sabemos que esta metodologia
se baseia em ajustes de sazonalidade e ndo € livre de arbitragem. Por isso consideramos que o
procedimento apresentado neste trabalho € uma possivel alternativa ao utilizado pela bolsa.

Propomos como sugestdo para pesquisa futura uma estratégia de arbitragem para mostrar
que a metodologia utilizada pela bolsa nao € livre de arbitragem. Tal estratégia deve montar po-
si¢Oes tedricas em dias em que ndo houve negociacdo em algum vencimento ao prego arbitrado
pela bolsa. As posicdes devem ser zeradas no mercado quando houver negociacdes ou deve-se
esperar o vencimento dos contratos. Consideramos este teste conclusivo caso a estratégia seja
capaz de ganhar dinheiro sistematicamente.



Capitulo 5

Conclusao

Devido a grande importancia do estudo da dindmica de precos de commodities, neste trabalho ti-
vemos como objetivo ajustar o modelo de aprecamento Gibson-Schwartz ao mercado brasileiro.
Para isso foi escolhido o mercado de boi-gordo da BM&FBOVESPA, onde os respectivos con-
tratos futuros sdo negociados diariamente, e cujos dados até entdo ndo haviam sido utilizados
em um trabalho desta natureza.

Para isso, foram estudadas ferramentas matematicas necessarias para resolvermos adequa-
damente o problema, em particular: aprecamento neutro ao risco e estima¢ao por maxima ve-
rossimilhanca com o Filtro de Kalman.

Utilizamos, entdo, uma abordagem semelhante aquela explorada em [Sch97] para ajustar o
modelo aos dados de boi-gordo, e desta forma, estimar os valores dos pardmetros e 0s respecti-
vos erros-padrio, para avaliarmos se o modelo é adequado para descrever os dados.

O ajuste do modelo foi feito com sucesso, pois 0 modelo se mostrou aderente aos dados e,
em particular, a taxa de reversdo a média do convenience-yield mostrou alto grau de significan-
cia estatistica.

Em seguida realizamos uma comparagdo entre os precos dos contratos mais longos (e ili-
quidos) divulgados pela bolsa, e os valores tedricos calculados utilizando o modelo.

Outra contribui¢do deste trabalho se deve ao uso da curva de juros de mercado em vez
de um valor constante na estimacdo dos demais parametros do modelo. Consideramos que
esta mudancga representa uma melhora na abordagem, uma vez que as hipéteses utilizadas para
justificar um valor constante para o juro em [Sch97] ndo sdo realistas para a realidade brasileira
durante o periodo analisado.

Entende-se como um possivel desenvolvimento futuro deste trabalho, o uso dos resultados
obtidos para a realizacdo de uma estratégia de arbitragem estatistica. Esta estratégia consisti-
ria em montar uma carteira que ficasse exposta apenas a variacdo do convenience-yield. Isto é
possivel, pois podemos "hedgear"a exposi¢do da carteira ao pre¢o spot comprando um venci-
mento e vendendo outro, e a exposicao ao juro através dos futuros de DI, cujos vencimentos
ocorrem apenas um dia apds os vencimentos dos futuros de boi-gordo. Desta forma, utilizando
a abordagem apresentada neste trabalho e determinando-se valores de para compra e venda do
convenience-yield, podemos desenvolver uma estratégia de negociag@o que lucre com a reversao
a média do convenience-yield.
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Apéndice A

Cédigos implementados

A.1 Filtro

de Kalman

function [LL, results] =

P _init)

oo oo

Yt = Ht+Xt + N(O,
Xt = Ft+Xt-1 + N(O,

if (nargin < 8)

dosmooth = false;
end
T = size (Y, 3);
sizeF = size(F, 3);

if (sizeF < T)

F(:,

:, SizeF + 1

sizeF]);

end

sizeH =

size(H, 3);

if (sizeH < T)

H(:,

:, sizeH + 1

sizeH]);

end

sizeX =
sizeY =

Xpred =
Xupdt =
Xsmth =

Ppred =
Pupdt =

kalman_filter (Y, F,

R)

Q)

T)

T)

length (X_init);

length (Y (:,

zeros (sizeX,
zeros (sizeX,
zeros (sizeX,

zeros (sizeX,
zeros (sizeX,

o 1))

1, T);
1, T);
1, T);

sizeX,
sizeX,

repmat (F (:,

repmat (H(:,

T);
T);
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APENDICE A. CODIGOS IMPLEMENTADOS

Psmth = zeros(sizeX, sizeX, T);

zeros (T,

LL = log(mvnpdf(Yy(:, :, 1), H(:,

(:p 2, 1)

logLikelihoo

X_init;
P _init;

K = zeros(sizeX, sizeY, T);
r

sizeY);
% Forward pass:
9o
o

.
7/

* Ppred(:, :, 1) % H(:,
klog2pi = sizeY¥xlog(2*pi);

d

@(x, u, v)(-.5

x-u) " *x (v\ (x-u))));

u=H(:, :, 1) » Xpred(:, :, 1);
v = H(:, :, 1) % Ppred(:, :, 1) « H(:, :, 1) + R;
r(l, :) = (Y(:, :, 1) — u);
if (v > 0)
LL = logLikelihood(Y(:, :, 1), u, v);
else
LL = 0;
end
for t = 1:(T - 1)
K(:, :, t) = Ppred(:, :, t) = H(:, :, )" / v;
aux = (eye(sizeX) - K(:, :, t) * H(:, :, t));
Pupdt (:, :, t) = aux » Ppred(:, :, t) » aux’ + K{(:,
t) » R~ K(:, :, t)’;
Xupdt (:, :, t) = Xpred(:, :, t) + K(:, =, t) * (Y(
t) - u);
Xpred(:, :, t + 1) =F(:, :, t) * Xupdt(:, :, t);
Ppred(:, :, t + 1) = F(:, :, t) % Pupdt(:, :, t) =
o T+ 05
u=H(:, :, £t + 1) x Xpred(:, , L+ 1);
v =H(:, :, t + 1) % Ppred(:, , Lt + 1) = H(:, ,
1) + R;
r(t+l, :) = (Y(:, :, £ + 1) - u);
LL = LL + logLikelihood(Y(:, , £t + 1), u, v);
end
returny;
t =T,
K(:, :, t) = Ppred(:, :, t) = H(:, :, )" / v;
aux = (eye(sizeX) - K(:, :, t) = H(:, =, t));
Pupdt (:, :, t) = aux * Ppred(:, :, t) x aux’ + K(:, :,

R « K(:,

L 4

t)’;

*

(klog2pi + log(det (v))

1) % Xpred(:,

:, 1)7 + R));

.
e/

1),

+

t)
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70 Xupdt (:, :, t) = Xpred(:, :, t) + K(:, :, L) * (Y(:,:, t) -
u);
71

7zend}

A.2 Funcao gibson-schwartz

i function [loglik results] = gibson_schwartz (prazos,

2 precos,

3 juros,

. dt,

5 mu,

6 kappa,

7 alpha,

8 sigma_S,

9 sigma_delta,

10 rho,

1 lambda,

12 S_init,

13 delta_init, xi)
14 kappa = abs (kappa);

15 A_ = A(prazos, Jjuros, kappa, alpha, sigma_S, sigma_delta,

rho, lambda) ;

16 Y = log(precos);

17

18 Y = permute(Y, [2 3 1]);

19 H = -(1 - exp(-kappa * prazos)) /kappa;

20 H = permute(H, [2 3 11);

21 H = [ones(size(H)), H, permute(A_, [2 3 11)1;

22

23 X_init = [log(S_init)

24 delta_init

25 1];

26

27 F =11, -dt, (mu - 0.5%sigma_S"2)*dt

28 0, 1l-kappaxdt, kappaxalphaxdt

29 0, 0, 11;

30

3l x1 = [xi(:)’ repmat (xi(end), 1, size(precos, 2) - length(xi
)) 13

32 R = diag(xi .~ 2);

33

34 QO =dt ~ [ sigma_S”"2 rho*sigma_Sxsigma_delta 0

35 rhoxsigma_S*sigma_delta sigma_delta”2 0

36 0 0 O];

37 P_init = [0 O O0; 0 O O0; O O O]J;



APENDICE A. CODIGOS IMPLEMENTADOS 30

38

39 if nargout == 1

40 loglik = kalman_filter (Y, F, H, Q, R, X_init, P_init,
false);

41 else

) [loglik results] = kalman_filter(Y, F, H, Q, R, X_init,
P_init, true);

43 end

44

s end

46

«#» function a = A(T, r, kappa, alpha, sigma_S, sigma_delta, rho,

lambda)
a8 alpha_hat = alpha - lambda / kappa;
49 a = (r - alpha_hat + 0.5 * sigma_delta”2 / kappa™2 -
sigma_S+*sigma_deltaxrho/kappa) .» T +
50 0.25 % (sigma_delta”2) » (1 - exp(—-2*kappa .*x T)) / (

kappa™3) +

51 (alpha_hat * kappa + sigma_S * sigma_delta % rho - (
sigma_delta”2) /kappa)* (1 - exp(-kappa * T)) / (
kappa "2);

52 end

A.3 Funcao otimiza-gibson-schwartz

i function [logLik, mu, kappa, alpha, sigma_S, sigma_delta, rho,

lambda,
2 initial_S, initial_delta, measurementStdev, logS_t,
delta_t]
3 = otimiza_gibson_schwartz (prazos, precos, Jjuros, dt, mu,
kappa, alpha, sigma_S, sigma_delta, rho, lambda,
4 initial_S, initial_delta, measurementStdev)

6 Prazos = prazos * dt;

s theta = [mu, kappa, alpha, sigma_S, sigma_delta, rho, lambda,

9 initial_S, initial_delta, measurementStdev];

10

nf = @(x)-gibson_schwartz (prazos, precos, Jjuros, dt, x(1), x(2),
x(3), x(4),

12 x(5), x(6), x(7), x(8), x(9), x(10:end));

13

4 opt = optimset (' fmincon’);

s opt = optimset (opt, ’'Algorithm’, ’'interior-point’,

16 "Display’, ’iter’,
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"MaxFunEvals’, 5000,
"MaxIter’, 5000,

"TolX", 1le-10,

"TolFun’, le-10,
"UseParallel’, "always’);

B = [-2, 0.001, -2, .0001, .0001, -.98, -3, 0, -3, le-12 +
zeros (1, length (measurementStdev))];

UB = [ 2, 20, 2, 2, 3, .98, 3, 200, 3, ones (1,
length (measurementStdev) ) ];

[theta, logLik, ~, ~, ~,grad, hessian] = fmincon(f, theta, [], [1,
(1, 1, LB, UB, [], opt);

stderr_theta = sqrt (diag(inv (hessian)));

mu = theta(l);

kappa = theta(2);

alpha = theta(3);

sigma_S = theta(4);

sigma_delta = theta (b);

rho = theta(6);

lambda = theta(7);

initial_S = theta(8);
initial_delta = theta(9);
measurementStdev = theta(l0:end);

[logLik, results] = gibson_schwartz (prazos, precos, Jjuros, dt,

mu, kappa, alpha, sigma_S, sigma_delta, rho, lambda,
initial_S, initial_delta, measurementStdev);
logS_t = permute(results.Xsmth(l, 1, :), [3 1 2]);
delta_t = permute(results.Xsmth(2, 1, :), [3 1 21);
plot (logS_t);

end
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