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Everything should be made as simple as possible, but not simpler.
—ALBERT EINSTEIN



RESUMO

Nesta dissertacao mostraremos que curvas planas convexas permanecem convexas € con-
vergem a um ponto de maneira assintoticamente circular, durante a evolugao do fluxo

pela curvatura. Mostraremos também que curvas simples permanecem simples.

O presente trabalho baseia-se no artigo [7] de M. Gage e R.S. Hamilton de 1986.
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INTRODUCAO

Apresentaremos algumas defini¢oes e resultados bésicos sobre curvas planas.

Uma curva plana suave é uma funcio o« : I — R? de classe C*°, onde I é um intervalo
da reta. Tomaremos [ fechado de extremos a e b: I = [a,b]. Se « é injetiva em [a,b),
dizemos que a curva é simples e é fechada se a(a) = a(b).

b
O comprimento de uma curva « : [a,b] — R? é definido por L = / | (t)|dt.

A nocao intuitiva de curvatura num ponto refere-se a quanto a curva se afasta da reta
tangente a curva nesse ponto (quanto mais se afasta, maior a curvatura). Formalmente,
se a curva estiver parametrizada pelo comprimento de arco (ou seja, o parametro s da
curva € o comprimento do arco ligando o ponto «(0) ao ponto a(s)), a curvatura é dada
por

k=<T' N >,

onde T e N sdo, respectivamente, os vetores unitarios tangente e normal a curva em «a(s).
O vetor tangente é o vetor velocidade o’(s) e o vetor normal é tal que o par {T, N} forma
uma base positiva de R?.

As equacoes classicas de Frenet relacionam o vetor tangente 7', o vetor normal N e
suas derivadas. No caso de curvas planas as equagoes de Frenet sao:

T'=kN

N' = —kT
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Figura 1

Uma curva ¢é dita convexa se a curvatura é positiva em todos os pontos.

O objetivo deste trabalho consiste em estudar a evolucao de curvas planas sob a acao
do fluxo pela curvatura. Dada uma curva plana fechada F, : S' — R?, consideraremos
uma familia a um parametro de curvas da forma F : S* x [0, T) — R?, solucio da equacao

oF
— =kN
ot
F(u,0) = Fo(u)
onde k(u,t) é a curvatura e N(u,t) é o vetor normal unitério no ponto F(u,t).
O Teorema da Fungao Inversa de Nash-Moser [4] garante existéncia e unicidade de
solugao para o problema acima. Se a curva inicial for convexa, podemos reduzir o problema

a uma equacao diferencial parcial parabdlica, a qual tem existéncia e unicidade de solucao,

pela teoria classica.
O principal teorema a ser provado ¢é o seguinte:

Teorema 0.1 (Gage-Hamilton) Se Fy é uma curva convexa plana entdo, sob agao do
fluxo pela curvatura, a curva converge a um ponto em tempo finito T),,,. Além disso, a

curva permanece convexa e torna-se circular, no seguinte sentido:

i) A razao entre o raio do circulo inscrito e o raio do circulo circunscrito converge a 1;



ii) A razao entre a curvatura mdxima e a curvatura minima converge a 1.

A dissertacao estd organizada da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentamos equagoes de evolucao para algumas grandezas tais como
velocidade, comprimento da curva, angulo entre o vetor tangente e a horizontal e a area

limitada pela curva.

No capitulo 2 mostramos que se a curva inicial for simples entao todas as curvas da

familia sao simples.

No capitulo 3 deduzimos algumas estimativas necessarias para mostrar que o fluxo
pode ser prolongado enquanto a area da curva for diferente de zero. Como conseqiiéncia,
mostramos que a area converge a zero quando o tempo converge a Tj,.,.. Concluimos o
capitulo com o resultado de que o comprimento da curva converge a zero, obtendo, como

conseqiiéncia, que a familia de curvas converge a um ponto.

Por fim, no capitulo 4, provamos que a razao entre o raio do circulo inscrito e o raio do
circulo circunscrito e a razao entre a curvatura maxima e a curvatura minima convergem,

ambas, a 1.



CAPITULO 1

EQUACOES DE EVOLUCAO

Neste capitulo deduziremos algumas equagoes de evolucao.

OF OF\ 2
ou’ Ou/

O primeiro resultado trata da evolucao da velocidade escalar v = <

Lema 1.1 A derivada da velocidade v em relacao ao tempo t é dada por Ov/0t = —k*v.

D 0

500~ Dudi’ pelo teorema de Schwarz.

Demonstragao Primeiro observamos que

oF OF
ou’ Ou

2(2)_2@@_2@3217 _ [ OF OF

o’ T ai\ouw ou/ ” “\Now dtou/ ” “\ou oudt
B 9 B Ok o\ o
_ 2<UT,%(16N)>—2<UT,8UN ok T>_ 20%k2.

Como v* = < >, segue-se:

Como Q(UQ) = 211@, obtemos o resultado desejado. I

ot ot

O proximo Lema fornece a evolugao do comprimento da curva L.

Lema 1.2 A derivada do comprimento L em rela¢ao ao tempo t é dada por OL/0t =

—/des.

Demonstracao Como L = / vdu e usando o lema anterior, temos

4



_ | 9 _ | 2 _ 2
815 3t /vdu / vdu = / k*vdu /k ds.

Na segunda igualdade usamos a Regra de Leibniz e na tultima igualdade usamos a
mudanca de variavel du = vds. |1

Observamos que o comprimento de arco depende da curva, a qual depende do parametro
temporal. Sendo assim, as derivacoes parciais em relacao a s e t nao comutam. No en-

tanto, temos a seguinte relacao:

Lema 1.3
00 _00 ;.90
ot ds  0s ot ds’
~ _ 10
Demonstragao Da relacao — = 9 segue que
s u

L ) (DA

-2\ 0 0 k2\ 0O o\ 0

- (B bz -G m+Gr)m
eheds

A seguir deduzimos as derivadas parciais de T' e N em relacao ao tempo.

Lema 1.4
oT B ok N ON ok

ot os "ot os

Demonstracao Para provar a primeira equacao, usamos o Lema 1.3 e as equacoes

oFr oF
En =kN e 95 = T. Assim:



oT 0*F B 0*F N , OF
ot otds  Osot 0s
0

= —(kN)+ KT
aS( )+
ok ok
= — N-—KT+EkT==-"-N
0s + 0s

Para provar a segunda equagao observamos que como < 7', N >= 0, temos

0= 1Nz <%N,N>+<T,8—N>.

ot Ds ot
ON Ok
Dai (1,20 = - 2%,
al<’6t> ds

é proporcional a

N N
Mas como < N, N >= 1 também temos <aa—t,]\7> = 0. Logo, aa—t

T e o resultado segue da igualdade acima. I

O Lema a seguir mostra de que forma a derivada do angulo entre o vetor tangente e

a horizontal se relaciona com a curvatura.

Lema 1.5 Seja 6 o angulo entre o vetor tangente T' e a horizontal. Valem as seguintes
equacoes:
00 ok 00
—=—¢ — =k
ot 0s  Os
Demonstragao O vetor tangente e o vetor normal se escrevem como 71" = (cos,sin 0)

e N = (—sin#, cosf). Temos, entdo:

oT 0 0 a0 a0
5 = (5003(9), asen(@)) = (—asen(Q), ECOS(Q))
o0 00
= a(—sen(&),cos(@)) = EN.



oT ok 00
Pelo Lema 1.4, sabemos também que Frle 3_N , donde segue-se que a5
S
assim obtemos a primeira equacao.
. oT o
Da equacao de Frenet — = kN obtemos de maneira similar que — = k. |

0s

Temos a seguinte lei de evolugao para a curvatura.

0s

Lema 1.6 A derivada da curvatura k com relacao ao tempo t é dada por:

ok 0%k

3
E—@—Fk.

Demonstracao Usando os Lemas 1.3 e 1.5, temos:

ok 00 %0 ,00 ok
ot Otds  9sot

ds  0s2

+ K3,

Por 1ltimo, determinamos a evolugao da area limitada pela curva.

ok

Lema 1.7 A derivada da area A limitada pela curva com relacao ao tempo t é constante

e igual a —2m.

Demonstracao Do teorema de Stokes, temos a seguinte férmula para a drea:

1 [*™ ([ oy ox 1 [*
A—é/o (x%—y%)dU——é/o < F,uN > du.

Logo,



A 1 [ (/oF v ON
1 2
= ——/ <vk— < F,vk*N > +<F, —%T>>du
2 Jo ou

Integrando a ultima expressao por partes obtemos:

A 1 [ F
3_:__/ vh— < F,ok?N > +{ 2L k0 V4 < Fok?N > | du
ot 2 Jo ou

Assim

27 L
%:/ vkdu:—/ kds = —2m

onde usamos que a curvatura total de uma curva plana fechada e simples ¢é igual a 27. |

0A A0
Da equagao o= —27 obtemos A(t) = A(0) — 2nt, o que implica Ty0r < #
7T



CAPITULO 2

EVOLUCAO DE CURVAS SIMPLES

Neste capitulo provaremos que curvas fechadas simples permanecem simples durante a

evolucao do fluxo pela curvatura.

Teorema 2.1 Seja F: S' x [0,T) — R? uma familia a um parametro de curvas fechadas

oF
satisfazendo a equagao de evolu¢ado — = kN. Se a curva inicial F(.,0) é simples, entao

ot

F(.,t) é uma curva simples V t.
Para provar esse teorema, precisaremos de alguns lemas. Comecamos introduzindo a
funcdo f: S* x S x [0,T) — R, definida por
f(ul, Ug,t) = ’F(Ul, t) — F(Ug, t)’Q

Lema 2.1 A funcao f satisfaz a seguinte equacao:

af Pf O f

o Afgy =L 2

ot / 0s? = 0s3
Demonstracao Como T kN temos:

aa_{ = 2(F(u1,t) — F(ua, t), kN (u1, t) — kN (ug,t)).

Também

% = 2(F(u1,t) — Fuz,t), T(us,1)),
g—i = 2(F(uy,t) — F(ug, t), =T (us, 1)),



Derivando mais uma vez, obtemos

ZQTJ; = 2T(ur, 1), T(uw, )+ 2(F(ur, £) = F(uz, 1), kN (ur, 1))
= 2—2(F(u1,t) — F(us,t),kN(uy,t)),
ZZTJ; = 2(T(ua,t), T(us, t)) + 2(F(uy,t) — F(ua,t), kN (us, t))

= 2- 2<F(U1,t) - F(UQ,t), ]CN(UQ,t)>

Adicionando as duas tultimas equacoes, obtemos:

Pf  0f

381 oz 882 2<F uy,t F(u%t)a kN(u17t> - kN(uQ’t>> +4,

donde

of _f &f

—4
ot 952 " 9s2

como queriamos. 1

O proximo lema é um resultado cldssico de curvas planas, devido a A. Schur e E.
Schmidt (ver [2]).

Lema 2.2 Seja g : [0, L] — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco do
ponto A ao ponto B, tal que a justaposicao de g com o segmento de reta ligando os pontos
A e B forme uma curva convexa. Seja f uma curva de mesmo comprimento L com pontos
extremos C' e D (ver Figura 2). Suponhamos que as curvas tém tangentes continuas e
curvatura continua por partes e que a curva g é orientada no sentido anti-horario, tal
que sua curvatura é positiva. Se a curvatura em cada ponto de g é maior que o valor

absoluto da curvatura nos pontos correspondentes de f (ou seja, kq(s) > |k¢(s)|), entao
dist(A, B) < dist(C, D).

10



Demonstracao Suponhamos que as curvas sejam tais que os segmentos AB e CD
estejam sobre eixo horizontal. Denotemos por #,(s) o angulo que o vetor tangente em
g(s) faz com a horizontal. Existe exatamente um ponto sq tal que a tangente em g(sg) é
horizontal, isto €, 6,(so) = 0. Como temos

Entao
bl = 16,050yt = | [ G
> ‘/S: % dS' Z/s:%dSZWf(S)—Qf(So)\-

Como ¢ é convexa, entdo |0f(s) — 0(so)| < [0,(s)] < m para 0 < s < L. E como
cosa = cos |a|, temos:

/0 cos(0(s) — 0;(s0))ds :/O cos([0(s) — 0;(s0)|)ds 2/0 10,(s)| = dist(A, B).

A integral da esquerda é a projecio do segmento CD sobre a tangente em f(sg), e 0
resultado segue. |

C A B D

Figura 2

11



Dados uma circunferéncia de centro O e raio r e um arco P de comprimento [ < 7r,

d o
vamos calcular a distancia d entre P e () em funcao de r e [. Temos que 5 = rsin(g),

- l 1
onde « é o menor angulo entre OP e OQ). Mas o = —. Entao, d = 2r sin(z—l). Sel =,
r r

1
d=2resel>nrtemosd= —2r sin(—2 [). Sendo assim, vale a seguinte férmula
r

2 — (2rsm(2i5))2vz € [0, 2r]. (2.1)

r

u2
/ v(u, t)du

Corolario 2.1 Se existe ¢ > 0 tal que |k(u,t)| < ¢, entao:

Definamos s(u1, ug, t) =

Cc

f(ul,UQ,t) Z {2Sin (gs(ul,UQ,t))} .

Demonstragao Usando o Lema de Schur-Schmidt acima e a férmula (2.1), basta tomar

g como o arco de comprimento s(uq, us,t) do circulo de raio 1/c e f como a curva F(.,t).
1

A seguir, provaremos o Teorema 2.1.

Demonstragao (do Teorema 2.1)

Vamos dividir a prova em dois casos. No primeiro, analisaremos a fungao f(uy,us,t)
no conjunto
E = {(u1,ug,t)|s(u, us, t) < m/c}.

No segundo, vamos olhar para D = E° = (S' x S' x [0,T)) — E.

Primeiro caso: uy; = uy = f(uq,uq,t) = 0. Reciprocamente, se f(uy,us,t) = 0, com
(u1,u9,t) € E, entdo, pelo corolario 2.1 acima, temos {— sin(gs(ul,ug,t))}2 = 0. Assim,
c
gs(ul,u%t) = nm, com n > 0. Como 0 < s(uy,us,t) < m/c, entdo (c¢/2)s(uy,us,t) <
(¢/2)(m/c) = /2 = s(uy,us, t) =0, ou seja, u; = us.

12



Segundo caso: Vamos restringir a funcao f ao conjunto D e usar o principio do méaximo

para provar que f|p tem um minimo positivo. A fronteira de D ¢ dada por:

{(u1, ug, t)|s(ur, ug, t) = w/c,0 <t < T} U{(ur,ug,0)|s(u,uz,0) > m/c}.

Pelo Coroldrio 2.1, temos f(uy,us,t) > (2/c)? no primeiro conjunto acima, enquanto
f tem um minimo positivo no segundo conjunto, uma vez que a curva inicial é simples.
Seja m a menor destas duas quantidades.

Consideremos a funcdo g(ui,us,t) = f(uy,ug,t) + €t. Derivando em relagdo a t,
obtemos:
9y
9 Ag—4+e
ot g +€

Seja 0 < 0 < m e suponha que g atinge o valor m — d em D. Seja

to = inf{t | g(uy,us,t) =m — d}.

A continuidade de g, a compacidade de D, e a estimativa na fronteira garantem que o

valor m — § ¢é atingido pela primeira vez em algum ponto interior. Neste ponto 79 <0e

0%g\ [ 0%g 9%g \°
IVLT) - > 0. .
(52)(5) - (3e) 20 (22)

Fazendo um célculo simples, obtemos:

sl
681682

=-2< T(Ug,t),T(ul,t) >= :i:2,

ja que em um ponto de minimo as retas tangentes devem ser paralelas.

13



Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica e a relagao (2.2) acima,

temos os seguinte:

o’g g %9\ [ g
Ag 88% 8822 - 2\/(8812) (8822) - 2

Isso contradiz o fato de que a funcao g satisfaz a equacao do calor acima, pois assim

dg o - .
terfamos — > (0. Como ¢ é arbitrario, chegamos a conclusao de que, no conjunto D,

0?g
881882

>4

g(uy,ug, t) > m, ou seja, f(uy,us, t)+et > mem D, o que implica, f(u1,us,t)+ €l > m,
ou seja, f(uy,us, t) > m — €T. Fazendo € — 0, vemos que f(uy,us,t) > m > 0. Logo,
f permanece positiva, significando que a curva permanece simples durante a evolugao do

fluxo pela curvatura. Isso conclui a prova do teorema 2.1. I

14



CAPITULO 3

EVOLUCAO DE CURVAS CONVEXAS

Neste capitulo deduziremos trés estimativas importantes. Suporemos que a curva inicial
é convexa e mostraremos que podemos estender o fluxo enquanto a area limitada pela
curva for diferente de zero, a partir de uma cota para a curvatura e suas derivadas. Como
conseqiiéncia, obtemos que a area da curva converge a zero quando t — T),,,. Por fim,

observamos que a curva converge a um ponto.

No caso em que a curva inicial é convexa, o problema de existéncia de solucao para a
equacao pode ser resolvido sem o uso do teorema da funcao inversa de Nash-Moser. Isso

acontece porque podemos considerar a funcao curvatura ao invés da curva.

Podemos parametrizar uma curva convexa pelo angulo 6 que o vetor tangente faz com

a horizontal.

T

Figura 3
O Lema a seguir caracteriza as fungoes que podem ser realizadas como a curvatura de
uma curva simples fechada convexa.

Lema 3.1 Uma funcao positiva k de periodo 2w representa a funcao curvatura de uma

curva simples fechada convexa se, e somente se,

15



2 :
(cos @, sin 0)
———=df = 0.
/0 ()

Demonstracao Se k é a curvatura de uma curva ¢, temos

(cos B, sin Q)dO _ T(0)

d¢
H0) 50) df = T(s)ds = —ds.

ds

Segue-se que a integral é zero. Por outro lado, se k£ é uma fungao positiva de periodo

21, entao uma curva convexa seria dada por:

¥ (cosa, sina)

Observemos que ¢(0) = ¢(27), uma vez que a integral é zero, por hipdtese. Assim,
a curva ¢ fechada. E facil ver que a curva ¢ é simples, pois o mapa de Gauss é injetivo.
Para ver que ¢ é convexa, verificamos que a funcao curvatura é exatamente k, a qual é

positiva. 1

O lema a seguir é uma variacao do Lema 1.6, em que o parametro s de comprimento
de arco é substituido pelo parametro 6. No lema, utilizaremos 7 para denotar o tempo,
sempre que a outra coordenada for 6.

Lema 3.2 Para a curvatura k(60, T), temos a seguinte equacao de evolugao:

or 002

Demonstracao Pela Regra da Cadeia, temos:

16



O _ Ok OKOD_ Ok OKOK_ Ok Ok,
or 000t Or 900ds Ot 007’

o
0%k 00 0 ,00 ok Ok\2 0%k
2~ ovonason) ") T o

Usando os Lemas 1.5 e 1.6, obtemos o resultado desejado. 1

O teorema a seguir trata do problema de existéncia de solugao.

Teorema 3.1 Se Fj é convexa, o problema de existéncia de solucao para a equacao

{ OF _ i
ot
F(u,0) = Fo(u)

é equivalente ao seguinte problema de Cauchy:
encontrar uma fungao k : S* x [0,T) — R tal que:
(i) k € C*r1(St x [0, T — €]) Ve > 0

(ii)Ok /Ot = k*0%k/00* + K®

(iii)k(6,0) = 1(0) onde v satisfaz:

(a) ¥ € CTT(ST)

(b) ¥(0) >0

" (cosf,sinf)
(c)/o s =0

Demonstracao Dada uma solucao F' para a equagao, temos que a fungao curvatura
k correspondente é uma solucao para o problema de Cauchy, pelos Lemas 3.1 e 3.2.
Reciprocamente, seja k uma solucao para o problema de Cauchy e provemos que a seguinte
funcao satisfaz a equagao:

17



9 (cos o, sin
F(0,t) = (a,b)(t) —l—/ Wda.

0

Apds uma integracao por partes, vemos que

oF ok

(a,b)(t) for tal i( b)(t>—(%(0 t), —k(0,1))
se (a, oaquedta, = (5500, ,1)).

A equagao tera uma boa forma depois de uma mudanca de coordenadas. Definimos
G(6,t) = F(u(0,t),t). Entao,

0G  OF Ou OF ou ok

se escolhemos u(0,t) tal que

ou 1 ok
ot~ w(aie. ) a0 1)

com dado inicial u(¢,0) = 6. 1

A equacao (ii) do Problema de Cauchy acima é uma equagao diferencial parcial pa-
rabdlica e, segundo a teoria classica, temos existéncia e unicidade local de solucao. Com

isso, temos o seguinte teorema de existéncia local.

Teorema 3.2 Se Fy : S' — R? é uma curva fechada convexa, entao existe F : S x
[0,T) — R? tal que

{ oF _
ot

O lema a seguir garante que as curvas F : S' x [0,T) — R? sdo todas convexas.

18



Lema 3.3 Se k satisfaz o problema de Cauchy acima, entao ki, (t) = inf{k(0,¢)|0 < 6 <
27} é uma funcao nao-decrescente.

Demonstragao A prova é por contradigao. Seja € tal que k,,;,,(0) > € > 0 e suponha
que Kpmin(t) = kmin(0) — € para algum ¢. Seja to = inf{t | kmin(t) = knin(0) —€}. A
continuidade de k assegura que este minimo é atingido em algum ponto (6y,to). Neste
ponto, contudo, temos:

ok Pk
A, (907 tO) <

ot < O, w(@o,to) > O,Gk(eo,to) >0

Isto é uma contradicao ja que k satisfaz o problema de Cauchy. 1

A seguir provaremos trés estimativas, que serao usadas para demonstrar o seguinte
teorema:

Teorema 3.3 Se as dreas limitadas pelas curvas F : S' x [0,T) — R? tém uma cota

inferior maior que zero, entao a curvatura k estd uniformemente limitada em S* x [0,T).

Precisaremos da curvatura mediana, que é definida por:

k* = sup{b| k(@) > bem algum intervalo de comprimento 7}.

Veremos agora as estimativas citadas acima.

FEstimativa Geométrica: Se k(6,t) é a curvatura de uma curva plana convexa fechada

que limita uma area A e tem comprimento L, entao

|

Demonstragao Fixemos ¢t em [0,7). Por defini¢ao, dado M < k*(¢), existe um intervalo
(a,a + ) tal que k(0,t) > M nesse intervalo. A curva convexa F(.,t) estd contida na

19



regiao limitada pelas retas tangentes a curva nos pontos F'(a,t) e F(a+m,t). A distancia
[ entre as retas paralelas é dada por:

a+7m o at+m - .
- / sin(6 a>d«9 < / sin(0 — a) 50 — 2
@ k(0,1) @

2M

Figura 4

O diametro da curva nao é maior que L/2 e a édrea é limitada pela largura [ vezes o
diametro. Como temos [ < 2/M, entao:

2

A< ——=M<
<97 <

no|
o |

|

Uma vez que M pode ser tomado arbitrariamente préximo a k*(t), obtemos k*(t) <

2m
FEstimativa Integral: Se k*(t) é limitada em [0,7"), entao / log k(0,t)df ¢ limitada
0
em [0,7).

Para provar a estimativa integral, faremos uso da Desigualdade de Wirtinger.

Desigualdade de Wirtinger [8]: Seja f : [a,b] — R de classe C', tal que f(a) = 0 e
f(b) =0, com b—a < 7. Entdo, vale a desigualdade:
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/ab £2d0 < /ab (%)Qde.

~ N _ 0k 0k .
Demonstracao Usando a equagao de evolucao % kQW + k3 e integrando por partes,

obtemos:

a/%l k(0. 1)d0 — /%al k(et)de—/% L0610
ot J, BT =, o BEUE T ke

2 an ) 2 ) Ok 2
- (%M)de_/o (k_(%) @

Fixemos ¢ e estimemos a tltima integral acima sobre o conjunto aberto U = {0|k(0,t) >
k*(t)} e seu complemento V = S' — U. A defini¢do de k* implica que o aberto U é unido
enumeravel de intervalos abertos disjuntos (ou seja,U = U[" ), cada um dos intervalos
com comprimento menor do que ou igual a 7. Considerando o fecho desses intervalos,
vemos que k(6,t) coincide com k*(t) nos pontos extremos. Sendo assim, podemos usar a
Desigualdade de Wirtinger para a funcao k(6,t) — k*(t), obtendo:

/J(k(e,t) — k*(t))%d6 < /J (%)Qde = /J j2 <%)2d9 < 2 (1) /J K0, £)d6.

onde J; é o fecho do intervalo I;.

Somando sobre todos os intervalos, obtemos:

/U k2 — (%)2019 < 2k*(t) /U k(0,)d0 < 2k* (1) /0 %k(e,t)de.

Agora, considerando o complemento V = S' — U, temos:
2
/ K — (%) o < / k2do < 27 (K (1))
v a9 v

oL
Adicionando as equacgoes acima e como, segundo o Lema 1.2, — = — / k*ds =

ot
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—/k:d@, tem-se:
o [ oL 2
- < * - * )
at/o log k(6,1)d0 < 2k (1) 5 + 2m (k" (1)

Finalmente, suponhamos que k*(t) < M e integremos para obter a estimativa desejada:

2 2
/ log (6, 1)d0 < / log (6, 0)d0 + 2M (L(0) — L(£)) + 2w M>¢.
0 0
Pelo Lema 1.2, a fun¢ao L(t) > 0 é nao-crescente - logo limitada. 1

Para provar a estimativa pontual, usaremos os lemas a seguir:

2

Lema 3.4 Se/ log k(0,t)d0 < a¥t € [0,T), entao, dado § > 0, existe C'(§) > 0 tal

0
que em todo Iintervalo de comprimento ¢ e todo t existe pelo menos um ponto onde a
curvatura é menor que C(6).

Demonstracao Com efeito, seja [ um intervalo de comprimento ¢ e suponhamos que
k> C em I. Com isso, temos

2m
/ log k(0,t)d0 > 0log C + (27 — ) log kmin(0),
0

onde ki, (0) é uma cota inferior para k (lembramos que kyn(t) nao decresce com o
tempo).

Para C tal que dlogC + (2m — §)log kpin(0) > « isso nao é possivel. Logo, existe
C(6) tal que k < C(6) para pelo menos um ponto em I. O mesmo C(J) vale para todo
intervalo de comprimento ¢ e para todo t. I

Lema 3.5 Podemos encontrar D tal que

21 Ok 2 2
— ] df < k*d6 + D
/ (89) < | #aw+D
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Demonstragao Nos temos

o ., [0k\ ok Ok 8k
E/k _(%) N 2/(’“E—%896t)d9
Pk Ok o 0%k ?
o [ (L)% o fra(2 10 s

Integrando esta desigualdade, concluimos a prova. I

2
Estimativa Pontual: Se / log k(6,t)dé ¢ limitada em [0,7), entdo k(6,t) é unifor-

0
memente limitada em S' x [0, 7).

Demonstragao Seja ¢ € [0,27] e 6 > 0. Consideremos um intervalo I, de comprimento
J, tal que ¢ € I. Pelo Lema 3.4, existe um ponto a € I onde k < C'(d). Sendo assim, pela

desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Lema 3.5, temos

1

k(o) = kla)+ a¢%d9§0(6)+\/3</0% (%)Qdﬁ)é§0(5)+\/5(/02wk2d9+D>2

< C(6) + Vo (2mk2, + D)? < C(8) + V210kpay + VOD.

Ou seja, temos k(¢) < C(6) + V2m6kmar + VD para todo ¢ € [0, 27]. Logo,

kmar < C(8) + Vo (2mk2,,, + D)7 < C(6) + V2r0kynaw + VOD.

max

N C(9) +vVéD
Obtemos, entao, ke (t) < ——Vt € [0,27]. 1
== V2ms 0, 27]

Agora, combinando a trés estimativa, provamos o Teorema 3.3 como segue:
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Demonstragao (do Teorema 3.3) O teorema afirma que se as dreas das curvas tiverem
uma cota inferior o > 0, entdo a curvatura terd uma cota uniforme em S* x [0, 7). Com

efeito, como o < AVt € [0,T), pela estimativa geométrica, temos k* < 1 < —. Assim
«

k* esta limitada em [0,7) e, pela estimativa integral, / log k(0,t)df estd limitada em

[0,7). Por fim, a estimativa pontual d4 uma cota uniforme para k. I

Uma vez que ja temos k limitada uniformemente, se encontrarmos cotas para as deri-
vadas de ordem superior, poderemos estender a solucao até o tempo 7', pois teremos uma
familia eqiiicontinua de fungoes e utilizaremos o Teorema de Arzela-Ascoli para obter um

limite. Com isso, mostraremos que a area tende a zero.

. ok . . ~
Primeiramente, obtemos uma cota para 20 Para tanto, utilizaremos a seguinte versao
do Principio do Maximo:

Principio do Maximo: Para uma equacao do tipo

of *f  of

temos f(0,t) < M = max f(0,0) se a > 0e hM < 0.

k
Lema 3.6 Se k é limitada, entao 8_ é limitada.

00
~ . . . ;. . N atak
Demonstragao Aplicaremos o Principio do Maximo acima a f(0,t) = e ik Temos
que
d, wOky Ok 0 Ok
o8 = e e o)
ok 0 0%k
_ at " at 27 v 3
= ae 8«9+e 8«9(k 882+k)
Ok ok 0%k 0 0%k Ok
— at 7™ atzk__ ath__ at k2 e
e g e g e R pga e (5p)

P2 [ ok ok o [ .ok Ok
— ]C2— at 7Y Qe — at UV k?2 at Y .
892<€ ae)+ aeae(e ae)+(3 +O‘><€ ae)
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Escolhendo a < —3k?, pelo Principio do Méximo, obtemos

ok
< —at
o5 < Me™,

ok
o que implica % limitada em [0,7"), como queriamos, I
Usaremos k' para denotar a derivada parcial com respeito a 0.

2
Lema 3.7 Se k e k' sao limitadas, entao / (K")*df é limitada.
0

Demonstracao Usando a equacao de evolucao, calculamos:

2 2
g/ (k}”)4d§ — 4/ (k//)3(k2k//+k3)//d6

2

— _12/ (k//)Q(k///)(ka///+2kk/k//+3k2k/)d0
0
2

— _12/ kQ(k//)Q(k///)Z+2kk/(k//)3(k///)+3k2k/(k//)2(k///)d6.
0

N6s usamos a desigualdade ab < a?/4¢ 4 eb? para limitar o segundo e terceiro termos

pelo primeiro termo e alguns termos adicionais.

Para o segundo termo, se a = k(k”)(k") e b = (k')(k")?, entdo

kQ(k,//)Q(k///)Z

k(k/)(k//)?)(k///) S "

+ (k) (k")
Para o terceiro termo, se a = k(k") (k") e b = k(k")(k"), entao

]{32(/{2”)2(/{2”/)2

kZ(k/)(k//)Z(k///) S ”

+ EkQ(k/)Q(k//)Q.
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Com isso, temos

a 2m 15 2w
_ (k,/)4d€ S ( _ 12 + _) / kQ(k”)2(k”/)2d9
at J e’ Jo

27
+ / CLE)2 (K" 4+ Cok? (K (K")2d.
0

) .
Fazendo ¢ = 7 anulamos o primeiro termo, obtendo

o 27 27
a i (k,/)4d8 S/O Cl(k,)2(k”)4+02]€2(k/)2(k”)2d8.

Como, por hipétese, k e k' estao uniformemente limitadas, existem a e 7 tais que

o 2 27 27
a (k//)4d6. S Oé/ (k//)4 + ,)// (k”)Qd@.
0 0 0

Pela desigualdade e Cauchy-Schwarz

/0 QW(k”)QdO < ( /0 %(k”)‘ld@) 1/2\/%.

Sendo assim, fazendo 3 = v 27y, obtemos,

a 27 2 21 %
o (K")'df < o / (k”)4+5( / (k”)“d@) .
0 0 0

2

Isso nos diz que (k" )4d8 tem crescimento no méaximo exponencial e permanece

0
limitada em intervalos de tempo finitos. 1

27
Usaremos a técnica acima para limitar / (K")2do:
0

2m 27
Lema 3.8 Sek, k' e / (K")*df sao limitadas, entdo / (K")2df é limitada.
0 0
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Demonstragao

2r o .
% (k///)QdQ = 2/ (k///)(ka// =+ kB)///de — 2/ k////(ka// + kg)/,de
0 0 .

— _2 /Qﬂ— k2(k””)2 + 4kk/k/1/k1/1/ + 2k(kl/)2kl/l/
+ 2([{/)(]]{;//]{//// _"_ 3k2k//k//// + 6(k/)2k////d9.

Com a mesma técnica do lema anterior, estimamos os tltimos cinco termos pelo pri-

meiro termo e alguns termos adicionais. Com isso, temos:

2 27 27
o [ wn < o [T wrerrarc [ oy
0 0 0

o (k/)4 "\2 o 2/ 1.\2 o N4
4—@A-ﬁﬂww+aékqu+gl(mw7

onde cada termo exceto o primeiro é limitado por uma constante. (Usamos que k >

Portanto,
o 2 2
—/ (K")2do < 06/ (K")? + Cy.
2
Isso nos diz que (K")?df tem crescimento no méximo exponencial e permanece

0
limitada em intervalos de tempo finitos. 1

Corolario 3.1 Sob as mesmas hipdteses do lema acima, k" é limitado.

Demonstracao A desigualdade de Sobolev em uma dimensao diz que

maz| f|? < c/(W )
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Aplicamos, entao, a £”. 1

Lema 3.9 Se k, k e k" sao uniformemente limitadas, entao k" e todas as derivadas de

ordem superior sao limitadas.

Demonstracao Isto segue do principio do maximo. Calculamos:

%k/// _ (ka//+k3)/// _ ka(S)—|—6k’k,]€(4)+(8k‘k”—|—6(k/)2+3k2)km—i-(6]€/(k//)2+18kk/k”—|—6(k/)3)

Se k, k' e k" sao limitados, entao, o principio do maximo pode ser aplicado a k" e
para um « adequado.Em um intervalo finito, isto implica que |k”'| é limitado. Em geral,
se k, k..., k™Y sdo limitados, entdo

%k(n) — k212 4 op Kk B D) ok, k(n71)>k(n) bk ko k(n—l)%

onde p e ¢ sao polindmios, o que mostra que k™ é limitado em intervalos finitos. 1

Teorema 3.4 A solucao para o problema de Cauchy continua até que a area se anule.

Demonstragao Enquanto a drea estiver limitada longe do zero, nés conseguimos obter
cotas sobre k e todas as suas derivadas. Usando a equacao de evolucao ndés podemos
limitar a derivada com relacao ao tempo também. Suponhamos que a solucao existe no
intervalo [0,7) e que a drea nao tende a zero quando t — T. Entao, pelo Teorema de
Arzela-Ascoli, k tem um limite quando t — T que é C'* e nés podemos estender a solucao
até T. Tomando k(6,T) como dado inicial para o problema de Cauchy do Teorema 3.1,

podemos prolongar k até T + €. 1
Sendo assim, podemos prolongar a solugao enquanto a area for diferente de zero, ou
seja, a area converge a zero quando t converge ao tempo maximal T},

Queremos provar que a curva converge a um ponto. O resultado acima nao é suficiente
porque o limite poderia ser um segmento, por exemplo. Para garantir que o limite é um

ponto, provaremos que o comprimento, que ja é decrescente, converge a zero.
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L2
Para isso, utilizamos um resultado devido a Gage [5], o qual diz que a razao T é
decrescente. Com isso, como A — 0, devemos ter, também, L — 0, quando ¢ — T},4..

2
A demonstracao de que — é decrescente baseia-se na desigualdade isoperimétrica

A
L L
W—S/ k%ds,
A~ Jo

L o (L? .
a qual implica que — < 0, pois

ot
o (L2 L{ (¥, L

29



CAPITULO 4

CONVERGENCIA

Neste capitulo estudaremos a convergéncia da razao entre o raio da circunferéncia inscrita
e o raio da circunferéncia circunscrita e da razao entre a curvatura minima e a curvatura

maxima, mostrando que ambas as razoes convergem para 1.
Primeiramente, vamos estender a definicao de curvatura mediana.
Dado w € [0, 27|, definimos

k: = sup{b|k(#) > bem algum intervalo de comprimento w}.

Provaremos o seguinte Lema:

Lema 4.1 1

K0r ) < o =T

onde r e R sao, respectivamente, os raios do maior circulo inscrito e o menor circulo

circunscrito da curva definida pela curvatura k(.,t). K é uma fun¢ao decrescente de w
com K(0) =00 e K(m) =0.

Demonstragao Fixemos ¢ em [0,7) e seja M < k. Segue diretamente da defini¢ao de
k: que o conjunto {0 | k(#,t) > M} contém um intervalo de comprimento w, que podemos
supor como sendo (—w/2,w/2).
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Figura 5

Figura 6
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Denotamos o raio da circunferéncia inscrita por r e o raio da circunferéncia circunscrita

por R.

Com alguma trigonometria sobre a figura acima, obtemos:

1
w B i . T
o) =TT o
2R<r+a.

O que implica,

e calculando a da férmula, vem:

Juntando as férmulas, segue-se:

Mr <

onde

K(w):< 1 1)1: 2cos(

2cos(y) 2
Como M pode ser tomado arbitrariamente préximo de k,,, isso prova o lema. 1

Corolario 4.1 Vale a seguinte desigualdade:

1
1—6)1—0(6)(§—1)’

boas (07 (1) < (

onde € é qualquer niimero positivo.
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Demonstragao Dado ¢ > 0, se w < § entao k(0,t) > (1 —€)kpa(t) VO € (0o — %, Oy +

%) (onde kyar(t) = k(6o, t)). Isso pode ser visto da seguinte forma. Dado 00—% < 6 < by,

temos

kwmﬂzuaw+/%%%wgk@w+v6</<%02®%g

0

k(0,t) + ﬁ(/ﬁd@ + D) 2 < k(0,t) + V216kmaes + VoD.

Usamos aqui a desigualdade do Lema 3.5.
Agora, tomamos 0 > 0 tal que VD < kpypin(0) < Kpin(t) < Eimaz(t), 0 que implica

Kmaz (t) < k(0,) + (V216 + V3 Do (t).

Assim, escolhemos § tal que V27 + VoD < ¢, obtendo

(1 = €)kpmas () < k(0,1), ¥ .

w
Analogamente, obtemos o mesmo para #y < 0 < 0y + 3
Portanto, k() > kma(t)(1 —€) V t. A escolha de § depende apenas da curva inicial.

Usando a desigualdade do Lema 4.1, o resultado segue. 1

Proposicao 4.1 Dado € positivo, vale:

b (D)) < ( 1)2

1—e€
para todo t suficientemente proximo a T

Demonstracao A partir da desigualdade de Bonnesen, obtemos a seguinte estimativa:
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2
L2
Um resultado devido a Gage [6] garante que i converge para 4mw. Com isso obtemos

,
que = converge para 1 e, usando o Corolario 4.1, provamos o resultado desejado. 1

Teorema 4.1 k(60,t)r(t) converge a 1 uniformemente.

Demonstracao A familia k(6,t)r(t) é equicontinua. O Teorema de Arzela-Ascoli implica
que existe uma subseqiiéncia k(6,t,)r(t,) que converge uniformemente a uma fungao
f(8) < 1. Assim, obtemos que a seqiiéncia (k(,t,)r(t,))"" converge pontualmente para
f(0)~!. Pelo lema de Fatou, temos

2 2m L(tn)
Ld@ < lim inf/ L = / ds = lim inf L(t) < 2.
o f(0) o k(0 t,)r(tn) 0 7(tn) T

A 1ltima desigualdade se deve ao fato de:

2R
r

< - 27T7t - Tma:v‘

~ |

21 1 21 1
Por outro lado, 27 < / ——d#f, o que implica / ——df = 2m, donde f(0) = 1.
0 0 (

Uma vez que cada subseqiiéncia convergindo uniformemente tem limite igual a 1, o
resultado segue. |

kmin(t)

Corolario 4.2 converge a 1.

mazx(t)

Demonstracao Observando que

kmm(t) _ . r 71
Kmao () Kimin ()7 (1) Fomaz ()7 (t)

basta usar o teorema acima. 1
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Coroléario 4.3 k(0,t)vV2T — 2t converge a 1 uniformemente (em T a drea é zero).

Demonstracao Do Lema 1.7 temos que 0A/0t = —27, donde obtemos que a &rea é

dada por A = 27(T — t). E usando a desigualdade de Bonnesen, segue

L_2_4W>M:<L_ 2 )2
A - A VA V2m(T —t) ‘

Como L/ VA - 2/ segue-se que /T —t converge para V2 e, pelo Teorema 4.1,
obtemos o resultado desejado. I
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APENDICE

Provaremos a Desigualdade de Sobolev em dimensao 1.

Lema 4.2 Existe C' > 0 tal que se f : [a,b] — R é uma funcao C*, vale:

b
maz|f(x)> < C / (17 @)P + () 2)d.

Demonstragao Como f é continua, existe ty € [a, b] tal que:

/ f(x)dz = (b - a)f(to).

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

/abf(a:)da; < \/E(/b |f(x)]2dx)%.

Entao

< vi=a( [ b\f(x)|2dx)%.

/a  Ha)de

t
Temos f(t) — f(to) = j:/ f'(z)dx e, pela desigualdade triangular
to

F(t0)] = 5=
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IN

IN

<

| f(to)] +

/t: f(2)dz

]+ V=l / \f’<x>|2da:)é
e+ vi=a( | b |f'<ac>|2das)é

[/ b|f(x)!2dx) wvi=a( | b|f/(w)\2dw)%
o/ W@+ !f(x)IQ)dw)%7

para algum ¢ > 0 e para todo t € [a, b].

Logo, existe C' > 0 tal que

como queriamos. 1

maslf@) <€ [ (£ @ + |f@) P

37



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ARAUJO, P., Geometria Diferencial, Colecao Matematica Universitdria, Rio de Ja-
neiro, 1998.

ALENCAR, H. E SANTOS, W., Geometria das Curvas Planas, XII Escola de Geo-
metria Diferencial, Goiania, Julho de 2002.

DO CARMO, M., Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice-Hall, 1976.

HamiLTON, R., The Inverse Function Theorem of Nash and Moser, Bulletin of the
American Mathematical Society, 1982, 65-222.

GAGE, M., An Isoperimetric Inequality with Applications to Curve Shortening, Duke
Mathematical Journal, 1983, 1225-1229.

GAGE, M., Curve Shortening Makes Convex Curves Clircular, Inventiones Mathe-
maticae, 1984, 357-364.

GAGE, M. E HAMILTON, R., Heat Equation Shrinking Convex Plane Curves, Journal
of Differential Geometry, 1986, 69-96.

MiITRINOVIC, D., Analytic Inequalities Springer, 1970.

ZHU, XI1-PING, Lectures on Mean Curvature Flows, American Mathematical Society,
International Press, 2002.

38



