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Resumo

Dado um difeomorfismo em uma variedade de dimensao dois, a ocorréncia
de uma intersecao transversal homoclinica das variedades estavel e instavel
de um ponto fixo hiperbdlico traz uma complexidade muito grande para o
sistema. Um exemplo disso é o aparecimento de ferraduras e, consequente-
mente, de infinitos pontos periddios. A existéncia de uma tangéncia ho-
moclinica, seguida por uma intersecao transversal, impossibilita a hiperboli-
cidade/estabilidade do conjunto nao-errante.

Nessa dissertacao, consideramos a explosao do conjunto nao-errante através
da construcao de uma primeira tangéncia homoclinica em uma familia parametrizada
de difeomorfismos. Vamos verificar que bifurcacoes podem continuar aconte-
cendo mesmo apds o primeiro encontro das variedades. No entanto, quando
a dimensao de Hausdorff do conjunto bésico associado a tangéncia é menor

que um, ainda ha predominio de hiperbolicidade.
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Capitulo 1
Introducao

Dada M uma variedade diferenciavel, consideramos ¢ : M — M um difeo-
morfismo C”, r > 1, com ponto fixo p. Dizemos que p é hiperbdlico se (dy),
nao possui autovalores de modulo igual a 1. Nesse caso, podemos decompor
T,M = E; @ E}, onde E; é o auto-espago associado aos autovalores de (dy),
com médulo menor do que 1 e EJ o auto-espago associado aos autovalores
de médulo maior que 1.

Definimos a variedade estavel do ponto fixo hiperbélico p como o conjunto:

W (p) ={z € M| lim ¢"(z) = p}.

n— 400
Pelo Teorema da Variedade Estavel, W#(p) é C", injetivamente imersa em
M, de dimensao igual a dz’m(E;) e tangente a EJ no ponto p. Esse teorema

também se aplica a variedade instéavel, que é definida de maneira andloga

para ¢~ L

W(p) = {z € M| lim ¢"(z) = p}.

Em uma vizinhanca pequena de p, a dinamica do difeomorfismo ¢ : M —
M é semelhante a dindmia do sistema linearizado (dy), : T,M — T,M. De
fato, o teorema de Hartman-Grobman nos afirma que existem vizinhancas
V(p) C M e U(0) C T,M e um homeomorfismo h : U — V tais que

h(dW)p = ph
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No caso em que M é uma variedade compacta de dimensao 2 e p é um
ponto fixo do tipo sela (i.e., (dy), possui autovalores de médulo menor e
maior do que 1), é possivel construirmos uma linearizacio C* do sistema em
uma vizinhanga de p (ver [1]).

Dizemos que um conjunto A C M, fechado e ¢-invariante, é hiperbélico se
existem uma decomposicao 1T, M = EZ@®EY, Vx € A, que varia continuamente

em x € A, uma constante A > 1 e uma norma riemanniana |.| tais que:
(1) (dp)o(E}) = Ejpys (do)ap(Ey) = Eg
(i) [(dp)(V)] < A7 V]| para V € E5, e |(dp).(V)| > A|V| para V € E¥

Nessa dissertacao, trataremos da hiperbocidade do conjunto nao-errante
Q(p), que é o conjunto composto pelos pontos de M com a seguinte pro-
priedade: para qualquer vizinhanga U de x, existe um inteiro n(U) tal que
" UNU)YNU £ 0.

O difeomorfismo ¢ é dito hiperbdlico se Q(¢) for hiperbdlico, e ¢ é per-
sistentemente hiperbdlico se qualquer difeomorfismo ¢ C"-préximo de ¢ for
hiperbdlico.

Como veremos no capitulo 3, se ¢ é persistentemente hiperbdlico, entao o
conjunto §2(¢) é estavel, isto é, existe uma vizinhanga C" de ¢ em Diff" (M)
tal que, se ¢ estd nessa vizinhanca, entao ¢|Q(p) é conjugado a @|Q(pP).

Um ponto z € M é dito homoclinico se ele esta em W*(p) N W*(p).
Uma maneira de construirmos (2-instabilidade é através de tangéncias ho-
mociniclas (i.e., tangéncias entre W#*(p) e W¥(p)). Isso fica bem claro no
exemplo que vamos estudar nesse trabalho. Consideraremos uma {2-explosao
homoclinica, formada por uma familia parametrizada de difeomorfismos C”,

@u : M — M, em uma variedade M de dimensao 2. Essa familia satisfaz:

e Para u <0, ¢, é persistentemente hiperbdlico;

o W*(py) e W¥(po) tém tangéncia quadrética que se desdobra generica-

mente ao longo de sua orbita de tangencia O.

e Em p = 0, o conjunto nao errante de (yg) consiste de um conjunto
hiperbélico Q(pg) = lim,, - Q(p,) junto com a érbita homoclinica de

tangencia associada a p,,.
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Em g = 0 claramente nao temos (2-estabilidade uma vez que os novos
pontos da oOrbita de tangéncia desaparecem do conjunto nao-errante para
difeomorfismos ¢, ;1 < 0, arbitrariamente préximos de ¢. Além disso, para
valores de u > 0 arbitrariamente pequenos, a tangéncia se transforma em
intersecao transversal entre W7 e W;. Mas, como veremos a seguir, isso
implica a criagao de ferradura. De fato, pelo A-lema, qualquer secao W
transversal a W acumula-se sobre IV por iterados negativos de . Assim, se
q # p ¢ ponto de intersegao transversal entre W7 e Wi, e R é um retangulo ao
longo de W incluindo g e p, os iterados negativos ¢ "(R) vao se achatando
ao longo de W até alcangaram novamente uma vizinhanga de ¢, formando
assim uma ferradura. A criacao da ferradura, com a estrutura complexa do
seu conjunto invariante, impossibilita (2-estabilidade. Portanto, ¢g nao pode
ser persistentemente hiperbolico. O conjunto B dos valores p > 0 para os

quais ¢, nao ¢ hiperbélico é chamado de Conjunto de Bifurcagao.

W) |

WE(p)

Nessa dissertacao, vamos tratar das (2-explosoes. No capitulo 2, fare-
mos um estudo das tangéncias homoclinicas e construiremos uma primeira
tangéncia. No capitulo 3, estudaremos a hiperbolicidade de ¢, para valores
1 > 0. Vamos verificar que, sob determinadas condicoes, a medida do Con-
junto de Bifurca¢do em um intervalo [0, po] préximo de 0 é relativamente

pequena.






Capitulo 2
Construindo uma ()-explosao

Para construirmos o ambiente no qual vamos trabalhar os resultados prin-
cipais dessa dissertacao, ¢ importante entendermos em que condicoes uma
(-explosao homoclinica pode acontecer. Desejamos criar uma familia de
C*-difeomorfismos ¢, : M — M, parametrizada por p, com bifurca¢ao ho-
moclinica em g = 0. Assumimos que M é uma variedade compacta de
dimensao 2, e que p, é um ponto fixo de ¢, do tipo sela, com (dy),, tendo
autovalores 0 < A < 1 < 0. Em g = 0, temos uma primeira tangéncia das
variedades estavel e instavel de p,. Mais precisamente, a familia de difeo-

morfismos deve satisfazer:
e Para p <0, ¢, € persistentemente hiperboélico;

e Em p = 0, o conjunto nao errante de 2(¢g) consiste de um conjunto
hiperbélico Q(g) = lim,, 0 (p,) junto com a érbita homoclinica de
tangencia O associada a p,. Também supomos que o determinante de

(dpo), ndo tem norma igual a 1.

o W*(py) e W¥(po) tém tangéncia quadratica que se desdobra generica-
mente ao longo de sua orbita O: isto é, existem coordenadas locais,
dependentes de p, tais que W*(p,) é dado por zo = 0 e W*(p,) por
Ty = ax? +bu, a #0eb+#0. Além disso, a parametrizacio é feita de
modo que a distancia d(u) entre W*(p,) e W¥(p,) seja da ordem de

|i£|, como ilustrado na figura a seguir:

13
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w0 Jdo-n Wi )

WS )

n<o

WS )

A construcao de uma tangéncia homoclinica como a descrita acima é
uma tarefa complicada, uma vez que podem acontecer situacoes indesejadas
como a criacao de tangéncias prematuras. Além disso, para garantirmos ¢2-
estabilidade em valores de p < 0, é importante evitarmos o aparecimento
de estruturas com dinamica muito complexa, como as ferraduras. Nesse
capitulo, tentaremos construir uma (-explosao, procurando entender algu-
mas propriedades que o difeomorfismo tem que ter para que isso seja possivel.

Assumiremos aqui que M é uma variedade orientavel.

2.1 Exemplos

Os exemplos a seguir ilustram algumas situagoes que queremos evitar:

1. Tangéncias prematuras

A existéncia de tangéncias homoclinicas, seguida de intersecao transver-
sal homoclinica, traz uma mudanga muito grande na dinamica do sis-
tema. Uma situacao tipica é aparecimento de ferraduras, que faz sur-
gir uma quantidade infinita de novos pontos periédicos. Portanto, para
garantirmos hiperbolicidade para valores de ; < 0, devemos evitar criar

tangéncias prematuras.

Nesse primeiro exemplo, consideramos que as curvas de tangencia estao

em um mesmo quadrante, como ilustrado na figura a seguir:



CAPITULO 2. CONSTRUINDO UMA Q-EXPLOSAO 15

B
/q

-}

Suponha que (dyp), tenha autovalores positivos, e seja U uma vizin-
hanca pequena de p. Considere r e ¢ pontos na orbita de tangéncia.
Denotaremos por C" € W?*(p) e C9 € W*¥(p) as componentes globais

das variedades que tangenciam W} (p) e W} .(p), respectivamente.

r r
cq ¢ cq ¢
q
k J Yy
q [ —
r p e

Veja que, para u = 0, ¢"(CY9) e C" intersectam-se transversalmente
Vn € Z. Podemos escolher pg < 0 arbitrariamente pequeno de modo
que C" e (7 continuem intersectando-se . Porém, para n suficien-
temente grande, ¢}, (C) fica tao achatado perto de Wit .(p) que nao
mais intersecta C". Temos entao que, para p = 0, ¢ (C9) N C" # @,
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mas para g < 0, ¢ (C?) NC" = @. Logo, para algum p; € (p0,0),

deve haver tangéncia entre ¢}, (C9) e C".

2. Criacao de Ferradura

\/\Gﬁgp

Considere a tangéncia homoclinica indicada acima e suponha que (dy),
tenha dois autovalores positivos, com autovalor contratil dominante
(le, 0<A<ol<l).

Fazendo um linearizacao C! em uma vizinhanca U de p e assumindo
que as coordenadas linearizadas estao definidas em [—1, 1], escolhemos
re We.(p)eqe We.(p) pontos da érbita de tangéncia de coordenadas

menores que 1.

Seja 2 um pequeno retangulo de altura d sobre W}, contendo r. Para
io(d) = [log(d)/log(\)], consideramos R’ = o=@ (R).

o R)

H,J
'

[ 1
/r\ o ‘p
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Veja que a altura de R’ é maior do que a altura de ¢ a W}.(p)

1

dA"0@ > G\ TN = 4= = 1.

U

A distancia de R a W _(p) é da ordem de:

. (d) _ logd _logo logd _ logo
o O\ < gl = ( Togd log[A = ( log[A]

Logo, escolhendo d pequeno, podemos fazer R’ tao préximo de W _(p)

quanto se queira.

Se jo ¢ uma constante tal que ¢ °(q) = r e a distancia de q a R’ for
pequena o suficiente, ¢ 7°(R’) se estende ao longo de W#(p) até uma

vizinhanca de 7 e, eventualmente, intersecta R.

| | wup)

Ws(p )

7

Afirmacao: Se d for pequeno o suficiente, a distancia de r a ¢~ (R/) é

maior do que d e a figura acima realmente forma uma ferradura.

Prova: Considerando uma linearizacao dos sistema ao longo de W*(p)
até atingir uma vizinhanca de r, a distancia de =@ =0(R) a W*(p)

¢ da ordem de

. . . . . log(d) . log(o)
o 0@d—do — s—ioz—io(d) > s=do s~ (legm 1) > 5=do—1 ]  Tog(n)

Como, por hipétese, o autovalor contratil é dominante, —}zigg = loligj\)l ) <

1. Logo, para d pequeno:
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log(o)

o TR >> d,

o que conclui a afirmagao.

A ferradura descrita acima continua existindo para valores de u < 0
e eventualmente desaparece em algum py < 0. Portanto, deve haver
criagao de ferradura prematura no intervalo [1g, 0). Observe que, fazendo

d pequeno, jiy pode ser tao préximo de 0 quanto se queira.

3. Orientabilidade

A orientabilidade da variedade M impoe algumas restricoes sobre as
conexoes das curvas de tangéncia. [lustramos isso com o seguinte ex-

emplo:

/,f
\_\\

-

Considere que os dois autovalores de (dyp), sejam positivos. A dinamica
do sistema nos da uma orientacao natural para as separatrizes, na qual
o sentido positivo é definido pelo sentido do movimento dos pontos de

W*(p) e W"(p) quando ¢ é aplicado.

Seja n tal que ¢"(r) = q. Veja que ¢" é um difeomorfismo de uma
vizinhanga de r em uma vizinhanca de ¢. Esse difeomorfismo preserva
as variedades instédvel e estavel e, como (dy), tem autovalores positivos,

a orientacao também deve ser mantida.
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Para preservarmos orientacao, sé existe uma maneira de conectarmos
as curvas de tangeéncia globais com as variedades locais. No exemplo

em questao, a conexao s6 pode ser feita assim:

Pois a outra possibilidade de conexao nao preserva orientagao:

4. Autovalores negativos e intersecoes homoclinicas transversais

Suponha agora que queremos desdobrar as variedades invariantes W*(p)
e W#(p) e construir uma tangéncia em um sistema que ja possua pontos
de intersecao homoclinica transversal. Pelo A-lema, as secoes transver-
sais a W*(p) acumulam-se em W*(p). Logo, W*(p) deve acumular-se
em si mesmo por algum lado. Na figura a seguir, W*(p) acumula-se

pela parte de baixo:
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/f_\\ W(p)

Yo W)

A
Y

o/

Se a tangéncia for construida pelo desdobramento de W#(p) até en-
costar W*(p) pela parte de baixo, teremos tangéncias prematuras. Uma
situagao semelhante acontece com W#(p), que se acumula em si mesmo
pela esquerda: uma primeira tangéncia sé pode ser construida pelo
deslocamento de W*(p) a direita de W*(p). Veja entao que sé sobra
um quadrante para construirmos a tangéncia: o quadrante superior

direito.

Se (dy), tiver um autovalor negativo, a separatriz associada a esse
autovalor se acumularia em si mesma pelos dois lados. Entao seria

impossivel construir uma primeira bifurcacao.

5. Existéncia de infinitos circulos

-
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Considere o sistema acima, supondo que W?*(p)NW*"(p) seja constituido
exatamente pelo ponto p junto com a oOrbita de tangéncia. Suponha

também que (dy), tenha ambos os autovalores positivos.

Escolhendo ¢; em W#(p) N W¥(p), definimos ¢; = ¢ 1(q1), 1 <i. A

figura a seguir mostra as curvas de tangéncia sobre os pontos ¢.s.

(a\ql

q2
R —

(1)

A

Pela orientacao das variedades invariantes, as conexoes devem ser feitas
da seguinte forma: (1) — (1') e (2) — (2/).

Para ¢ > 1, seja C; a curva fechada formada pelos segmentos em W (p)
e W*(p) ligando go;—1 € go; (na figura, Cy é formada pelo segmento q1G
em W*(p) e pela conexao (2) — (2')) . As curvas C; sdo disjuntas, ja
que W¥(p) e W#(p) sé se intersectam em O | J{p}.

Vamos provar que, V k£, o complemento de Ule C; é conexo. Usaremos
inducao em k. Primeiro observe que o complemento de C é conexo.
Caso contrario, os pontos t; e t, da figura estariam em componentes
diferentes. Isso nao pode acontecer pois existe um segmento 7, € W*(p)
conectando p a t; e um segmento 1, € W#(p) conectando p a ts. Note
que 7 nao pode intersectar g1gz em W#(p) e que 77 ndo pode intersectar
a conexao (2) — (2') (caso contrario, W*(p) teria um laco de auto-
intersecgao, o que nao pode acontecer pois W*(p) é uma variedade).

Entao m U 1y é disjunto de Cf, e faz uma ligacao entre t; e 5.

Pelo mesmo motivo que nao intersecta C, 71 nao pode intersectar

nenhum C};. Trocando 75 por um segmento proximo levemente para a
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esquerda, podemos fazer com que este nao encontre também Ule C;.
Logo, existe um caminho de t; a ¢y disjunto de qualquer C;. Entao o
nimero de componentes do complemento de Ule C; é igual ao nimero
de componentes do complemento de Uf:z C;. Por indugao, concluimos

k ,
que o complemento de | J;_; C; s6 tem uma componente conexa.

Com isso, temos uma quantidade arbitrariamente grande de curvas
fechadas cuja uniao tem complemento conexo na superficie M. Isso é

um absurdo pois M é compacta.

2.2 Classificacao das tangéncias homoclinicas

Afim de listarmos e entendermos as diferentes possibilidades de tangéncias
homoclinicas, vamos classifica-las de acordo com os seguintes aspectos: o
sinal dos autovalores de dy¢ (4 ou —); o lado do desdobramento das curvas;
e como sao feitas as conexoes das variedades invariantes locais e globais.

Considere os casos a seguir:

1 Autovalores ++

Existem quatro possibilidades para os lados das tangéencias:

v
it
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O caso b ja foi estudado na secao sobre “tangéncia prematura’, e ja
sabemos que nao pode ocorrer §2-explosao homoclinica. Os casos a e
d sao equivalentes, tendo em vista que um é transformado no outro
pela substituicio de ¢ por ¢!, Entdo vamos prosseguir analisando

conexoes somente para OS casOs a € C.

D

T
//

-

a.l a.2

P Y p
c.l <2

a.1: Segue das observacoes desenvolvidas em “criagao de ferradura ” que

s6 pode haver (2-explosao se o autovalor expansor domina o contratil.

a.2: De acordo com o exemplo “existéncia de infinitos circulos”, a in-
tersecao entre W*(p) e W*(p) nao pode ser apenas a érbita de tangéncia
e o ponto p, ou seja, devem haver intersecoes transversais entre as
duas variedades. Essas interse¢oes ocorrem na regiao onde estao as
tangéncias. Mas, por “autovalores negativos e interse¢coes homoclinicas
transversais”, as intersecoes transversais tém que estar contidas no
quadrante superior direito, caso contratio temos tangéncia prematura.

Entao nao podemos construir (2-explosao homoclinica para esse caso.

c.1: Como vimos em “orientabilidade”, nao é possivel esse tipo de
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tangéncia em superficies orientadas.

c.2: Novamente, por “existéncia de infinitos circulos”, esse tipo de

tangéncia nao pode existir se nao houverem intersecoes transversais

entre W*"(p) e W*(p).

II Autovalores +—

As possibilidades para os lados das tangéncias sao:

— ] —
// //
S e

\ \/ \ \/
e

a. b.

No caso b, temos “tangéncia prematura”’. Entao nao pode acontecer

(2-explosao homoclinica.

As conexoes possiveis para o caso a sao:

—
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a.l: Se o autovalor contratil é dominante, temos uma situagao semel-
hante aquela em “criacao de ferradura” (para ver isso, basta trabalhar-
mos com ? ao invés de ). Entdo, nesse caso, o autovalor expansor

tem que ser dominante.

a.2: Se considerarmos ¢? em vez de ¢, esse caso é semelhante ao ap-
resentado em “orientabilidade”, sendo impossivel de ser construido em
uma superficie orientavel.

“ autovalores negativos e

a.3 e a.4: Como um autovalor é negativo, por
intersecoes tranversais”, W#(p) NW"(p) deve ser composto apenas pelo
ponto p e pela érbita de tangéncia. Entretando, analisando a aplicagao
©?, caimos no exemplo “existéncia de infinitos circulos”, no qual temos

pontos de intersecao transversal.

IIT . Autovalores ——

Os possiveis lados de tangéncia sao:

No caso b, as curvas de tangéncia estao num mesmo quadrante, entao
temos “tangéncia prematura”. Logo, nao ha (2-explosao homoclinica.

Para o caso a, as possibilidades de conexao sao:
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al
>
p
a3 a4

Veja que a.1 e a.3 sao andlogos, assim como a.2 e a.4, j4 que um é

transformado no outro quando trocamos ¢ por ¢~ 1.

a.1l e a.2: Em ambos os casos, veremos que acontece criacao prematura
de ferraduras. Se o autovalor contratil domina, temos uma situagao
semelhante ao exemplo “Criacao de Ferradura”, da secao anterior.

Suponha entao que o autovalor expansor domina.

Seja R um retangulo pequeno, de espessura d, sobre um ponto de

tangéncia ¢ € W .(p), como na figura a seguir.

Escolhemos r € W%, na drbita de tangéncia e chamamos de ¢ o inteiro
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tal que ¢~%(q) = r. Considere uma linearizagao do sistema em uma
vizinhanca U de p, assumindo que ¢ € W _(p) tem coordenadas em
[0,1] e r € W} .(p) tem coordenadas em [0, 1]. Podemos estender essa
linearizacao ao longo de W#(p) até uma vizinhanga de r. Fazendo
R' = ¢7%(R), R’ é um retangulo que passa por r, como na figura a

seguir.

Veja que a altura de R’ sobre W#(p) é da ordem de d' = d\~%.

Para j ~ golgo(;"iﬁ, defina R" = =%, A altura de R” acima de r é da
ordem de d'A s\ = d' .57 = 5. Mas a distancia de R” a W (p) ¢ da

_ log(2d’) log(o) 10g(o‘)71

ordem de d’ = g~ lesx = (2d')” Tex = (2d') loz

V4 . — _1
Como o autovalor expansor é dominante, o=! < \ = % =1—¢,

para algum € > 0. Entao, para d pequeno, d’ << d.

Observe na figura anterior que ¢~ '(R”) intersecta R de modo a formar
uma ferradura. Essa ferradura desaparece para algum p(d) < 0 (note
ainda que p se aproxima de 0 a medida que d diminui). Assim, também

nesse caso, temos criagao prematura de ferradura.
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2.3 Criacao de uma primeira tangeéncia

Vamos, finalmente, tentar construir uma primeira tangéncia. Tomamos como
base o caso a.1 da se¢ao anterior com (dy), tendo dois autovalores positivos.
Nesse sistema, o autovalor expansor ¢ é dominante e a tangéncia é feita da

seguinte forma:

Y

pogo

Fonte

Comecamos com o difeomorfismo da figura a seguir, com dois pocos, uma

fonte e o ponto de sela p.

-
hl pogo

Fonte

Sejam [ uma curva ligando W*"(p) a W*(p) e U uma vizinhanga pequena
de [. Definimos uma aplicagao o, sobre os pontos de U que modifica a curva

W(p), descendo ao longo de [, de forma a criar uma tangéncia. Para u < —1,
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0, € aidentidade e, para i > —1, W*(p) se desdobra genericamente de forma
que em p = 0 temos uma tangencia. Identificamos trés regioes em U: I, Il e
I11.

Wi(p)

Ws(p)

Para = € I, assumimos que a altura de o,(z) a W?*(p) é pelo menos a
distancia de x a W*"(p).

Definimos nossa familia de difeomorfismos como a composicao de o, com
¢ ¢, = 0,0 ¢. Queremos provar que ¢, Nao possui novos pontos nao er-
rantes. Veja que as orbitas que a partir de algum momento de suas trajetérias
param de visitar U nao contribuem com novos pontos nao errantes. Entao
consideramos apenas orbitas que continuam visitando U indefinidamente.

Veja que pontos na regiao I sao mapeados por pontos o, em pontos na
regiao [ e II; pontos na regiao I/ sao mapeados em pontos de I e I1]
e pontos em II] permanecem em [II. Assim, novas orbitas nao-errantes
devem ser formadas por pontos na regiao I/ que sao mapeados por ¢" em
pontos da regiao I e que retornam a /I por intermédio de o,,.

Mas, como o autovalor expansor é dominante, é facil ver que se x é um
ponto de I que, mapeado por 0, vai a I] e retorna a I por ¢", entao a altura
de z com relagao a W*(p) é menor que a altura de ¢" o o,(z) com relagao
a W*(p). Logo, x nao pode ser ndo-errante. Concluimos, assim, que ¢, é

persistentemente hiperbdlico para p < 0.






Capitulo 3
Hiperbolicidade apds tangencia

Prosseguimos nosso estudo com o tema principal dessa dissertagao: hiper-
bolicidade apds uma primeira tangéncia homoclinica. Consideramos uma
familia parametrizada de difeomorfismos C?, ¢, : M — M, numa variedade

M de dimensao 2, com {2-explosao homoclinica em p = 0, isto é:
1. Para p <0, ¢, € persistentemente hiperbdlico.

2. Para ;1 = 0, o conjunto nao-errante Q(py) é constituido pelo con-
junto hiperbélico fechado Q(¢g) = lim,, o Q(p,) junto com a drbita
de tangéncia homoclinica O, de forma que Q(pg) = Q(p) UO. O &
a unica Orbita de tangéncia entre as separatrizes dos pontos periddicos

de ©o-

Assumindo que M é uma variedade compacta de dimensao 2, como o
Q(¢,) € hiperbdlico para p < 0, [6] nos garante que o conjunto dos pon-
tos periddicos Per(yp,) ¢ denso em Q(p,) (i.e, Per(p,) = Qp,)). Sendo
Per(p,) hiperbélico, segue de [2] que ele possui uma decomposigao espectral.
Logo, Q(p,) é a unido disjunta de um nimero finito de conjuntos bésicos A;.
Dado ¢ um difeomorfismo C?, dizemos que o conjunto A € € é bésico se ele
for p-invariante, hiperbdlico, compacto, transitivo e se os pontos periédicos
forem densos em ().

Se x é um ponto de um conjunto hiperbélico A, definimos sua variedade

estavel como:

31
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W) = {y € M| lim p(¢"(2). ¢"(y)) = 0},

onde p é uma métrica em M.

Sabemos, pelo Teorema da Variedade Estavel em conjuntos hiperbdlicos,
que W#(z) é uma subvariedade C? injetivamente imersa em M. Mais ainda,
essa variedade estavel depende continuamente do difeomorfismo ¢. A var-
iedade instavel W*(z) de z é definida de maneira andloga, assumindo iterados
negativos de . A unido de W*(z) e W*(z) em torno dos pontos de A forma
folheagoes F*(A) e F*(A). Apesar de suas folhas serem C?, a principio nao
podemos garantir que as folheagoes também o sejam. Mas como ambas tem
codimensao 1, [1] nos garante que F*(A) e F“(A) sdao pelo menos C*.

Dizemos que () possui um n-ciclo se existe uma sequéncia de conjuntos
bésicos Ag, Ag, ..., Ay = Ay com WH(A) NWE(Ayq) # 0, V0 < i < n,e
Ao = Apyr. Aqui, WI(A;) = U,en, W (), 5 = s, u.

Afirmacao: Se ¢ é persistentemente hiperbdlico, £2(¢) nao possui ciclos.
De fato, supondo que Ag, Ag, ..., A, = A, 41 seja um n-ciclo, por [3] existe um
difeomorfismo ¢, arbitrariamente préximo de ¢, que tem um conjunto bésico
A contendo subconjuntos A; C A, onde A; é basico e préoximo de A;. Assim,
considerando uma familia parametrizada de difeomorfismos ligando ¢ a ¢,
novas partes bésica e novos pontos peridédicos devem aparecer no conjunto
nao-errante. Isso contradiz o fato de ¢ ser persistentemente hiperbdlico.
Logo (¢) nao possui ciclos. E importante notar que, se Per(p) = Q(p) é
hiperbdlico e nao possui ciclos, € é estavel (pelo teorema da € estabilidade,
[5]).

Sabemos que ¢, ¢ persistentemente hiperbélico quando 1 < 0. Para esses

valores, portanto, (¢,) nao contém ciclos. Entao podemos assumir que:

WA (1)) O WP (Ay(p)) = 0,¥i <, pp < 0.

Por [6], existe um conjunto finito F* C Per(y,) satisfazendo: para cada
conjunto béasico A; do tipo sela, sempre que, para um ponto y € A, W¥(y)
¢é acumulado por outras folhas da folheagao estavel em no maximo um dos

lados, entao existe ponto periédico p € A; em F* tal que W*(y) = W#(p). O
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mesmo resultado vale para folhas instaveis. Portanto, esses conjuntos A; sao
cercados por folhas instaveis e estaveis de pontos periddicos.

Para valores negativos de p, sabemos que W*(A;(u)) N W*(A(u)) =
(,Vi < 1. Isso também tem que ser verdade em p = 0, pois, caso contrdrio
existiriam ¢ < [ tais que W*(A;(0)) N W*(A;(0)) # (. Assumindo W*(A;(0))
e W5(A;(0)) do tipo sela, como W*(A;(u)) NW*(Ay(1)) = 0, Vi < 0, e ambos
W*(A;(0)) e W*(A;(0)) sdo cercados por variedades estaveis e instaveis de
pontos periddicos, deve haver uma tangencia dessas variedades em p = 0, o

que contradiz a construcao da §2-explosao. Entao temos, de fato:

W (Ai(p) N WP (Ay(p) = 0,Vi < 1, p < 0.

Recordamos um resultado conhecido da teoria da Teoria da Dinamica
Hiperbdlica (ver [4]):

Teorema 1. Seja A C U um conjunto hiperbolico compacto do difeomorfismo
Cl o : M — M. Entdo existe uma vizinhancaV.C M de A e uma vizinhanga
N de o em C*(M) com a seguinte propriedade: se ¢; € N para i = 1,2,
entdo ; tem um unico conjunto hiperbdlico mazximal A; C 'V contendo todo
o conjunto invarante de ;. Além disso, Ai e Ny sao conjugados por um

homeomorfismo h : Ay — Ay prozimo da identidade.

Dado um conjunto bésico A;(0) de Q(pg), podemos usar a vizinhanga V'
descrita acima para definirmos uma continuagao A;(u), 1 > 0. Se A;(0) C V;,
Ai(p) é o conjunto maximal invariante por ¢, em V;. Pelo teorema, A;(y1) é
hiperbdlico e conjugado a A;(0).

Seja 7o o indice do conjunto basico A;, contendo o ponto fixo p. Para
todos os indices diferentes de ig, A; é aberto em Q(yp,). Lembramos que,
em p = 0, W*(A;(0)) N W*(A,(0)) = 0, Vi < [. Isso continua verdade se
substituirmos A;; (0) por Ay )UO, uma vez que W*(A;,(0)) = W*(A;,(0)UO)
e W"(Aq,(0)) = W*(A, (0) U O). (¥)

Definicao: para um difeomorfismo ¢ de uma variedade M, uma filtragao

IT adaptada a ¢ é uma sequéncia encadeada

pcMycM, C...CM,=M
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de subvariedades compactas de codimensao 0 de M tais que @(M;) C Int(M;).

Considere a seguinte nomenclatura, K2 é o conjunto maximal invari-
ante de M, — Moy (ie, KE(II) = (,ep 9" (Mo — Mo—1)), € K#(M) =
Ur_, K#(T1). De (*), sabemos que (i) ndo contém ciclos. Entio, por [2],
existe uma filtracao M; C My C M tal que K3°(I1) = (), 0o (M2 — M) =
A;,(0) U O. Assim, para cada vizinhanca U de A;,(0) U O, existe um n(U)
tal que, Va ¢ U, on'V(z) ou ;") (z) estd no complemento de My — M;.
Nesse caso, x nao pode pertencer ao conjunto nao errante. Isso continua
valendo pra difeomorfismos proximos de ¢y. Logo, para cada vizinhanca U
de A;, UO, podemos escolher i pequeno o suficiente de modo a garantirmos

que todos os pontos nao errantes de My — M, estejam em U.

3.1 Localizagao dos novos pontos nao-errantes

J& vimos que, para qualquer vizinhanca U de Q(¢y), podemos escolher 0 <
1 < po(U) pequeno suficiente de modo que os pontos de €, fiquem sempre
em U. A proposicao seguinte nos da uma estimativa, em funcao de u, para

a distancia entre os novos pontos nao-errantes e a variedade W*(p,,).

Proposicao 1. Considere r um ponto na orbita de tangéncia O de ¢y e U
uma pequena vizinhanga de A(0) U O. Seja U, a componente conexa de U
contendo r. Entao, para puo(U) pequeno suficiente e 0 < u < po(U), todos os
pontos nao errantes em U, estao em uma (K.p)-vizinhanga acima de W*(p,,),

onde K é uma constante.

Demonstracao. Vamos assumir que, apés a tangencia, o ponto r permaneca

na variedade instavel local de p,,, como na figura a seguir:
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WP )

Também vamos considerar que r estd proximo de p,,, e que U, esteja numa
vizinhanca de coordenadas linearizadas em torno de p,. Essa linearizagao
pode ser espandida ao longo de W#(p,), através de iterados de ¢, até in-
cluir uma vizinhanca de r. Os pontos dessa regiao terao duas coordenadas
linearizadas.

Seja x = (19, d) € U, um ponto de altura d sobre W} .(p,) e ¢ = (0,qo) €
W (p,) tal que, em p = 0, ¢ esta na érbita de tangéncia (aqui supomos que
as coordenadas linearizadas de r e ¢ ndo variam com pu).

Se o inteiro n > 0 é tal que ¢ "(x) estd perto de ¢, entdo a distancia
entre ¢ "(z) e W .(p.) ¢ da ordem de dw5 . De fato:

So_n(r()? d) - (7“00_", d>\_n) - (67 QI) =

com ¢ =~ qy. Entao,

o log(q1/d)
log A
e = oo B = gy fd) i T <

log o log o log o log o

€ = ro(ql/d)@ = To(ql)@ d TogX = cd TogX
———
c

log o

Como ¢ é dominante, d e* é menor que d. Assim, se z estd numa
vizinhanca pequena de r, assumimos que 90;”(:5) esta proximo de gq.

Seja my tal que ™ (r) = ¢q. Entao ¢ " ™ (z) € U,, e a distancia de
@ "0 (x) a W*(p,) é da ordem de d™ e, Realmente, se ¢ "(z) = (¢, q1),
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temos
@, "6, q1) = (7™, qi\") = (r',d)

onde 1’ ~ ry =

/ —m —m —jee —pee
r'=e0 " =g "Mcd Tex = §d X,
N——
5

onde ¢ independe de d.
Se d for suficientemente pequeno (isso pode ser garantido para qualquer
x € U, se escolhermos U, bem pequeno), d'°eo/1o8A < %d.

Entao, se um ponto x € U, tem um iterado negativo =’ em U,,

o W (p,)) < o, Wi (9y)

onde p é a funcao distancia correspondente as coordenadas linearizadas.
Obs: O ponto x' pode ser representado por duas coordenadas linearizadas,
mas a distancia de ' a W*(p,) difere, com relagio as duas coordenadas,
somente por um fator limitado, ja que o numero de iterados para expandir
as coordenadas sobre W*(p,,) até r é constante.
Por construcdo, a distancia maxima de W?*(p,) acima de W"(p,) é p.

Logo,

o W (0,) < (e, W ()

Assim, apds retornar a U, um numero suficientemente grande de vezes,
o u
estaremos a uma distancia menor que 2y de W (p,,).

Veja que provamos o seguinte resultado:

Lema 1. Para U, e u suficientemente pequenos, existe n(u) tal que, se x €
Ur en' > n(u) sio tais que gp;”/(a:) € U,, entdio gp;”/(a:) estd numa 2/i-

vizinhanga acima de W (p,)-

Suponha que U, e u sejam tao pequenos quanto no lemma 1, e considere
x € U, numa altura acima de W}’ (p,,) maior que 2. Seja V, uma vizinhanga
de z, contida em U,, de altura maior que 2u. Entao sabemos que, para n’

grande o suficiente e V. pequeno o suficiente, os pontos de gp;”' (V) tém altura
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méxima menor que 2u. Logo, @;”/(Vx) NV, =0,V >n(u) =z ¢ Qe,).
Isso prova a proposicao.
O

3.2 Conjuntos Escalonados

Dizemos que A € R é um conjunto escalonado com fator de escalonamento
A € (0,1) se A é invariante sobre multiplicagdo escalar por A. Para um

conjunto desse tipo, definimos a capacidade limite d(A) como

d(A) = limsup logn(A”, €)
0 —loge

onde r > 0 e n(A",¢) é o numero minimo de intervalos de tamanho €

necessarios para cobrir A” = AN [—r,r]. Como A é escalonado, a definigao
de d(A) nao depende de r. De fato,

log n(A* ¢) logn(A*M, Xe)

li = li
1ris(1)1p —loge H;:_SEP — log Ae
_ log n(AM, \e) _ log n(AM, \e)
= lim sup = limsup ———=.
Ae—0 T (lOg A+ lOg 6) Ae—0 - lOg €

Mas, pelo escalonamento de A, n(A*, \e) = n(A",¢) =

, logn(A>M, Xe) . logn (A", €)
lim sup ———— = limsup ———.

e—0 - log € e—0 - log €
Lema 2. Seja A um conjunto escalonado. Se d'(A) > d(A), entao A pode
ser coberto por a(e/r)_d/(A) intervalos de tamanho € sempre que € < r, para
algum a constante.

logn(A" €)

ogc» existe €(r) tal

Demonstragao. Sendo d'(A) > d(A) = limsup,_,,

que

—(loge)d' (A) > logn(A" €),Ve < e(r) =

el > p(A” €)
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Para os valores de € entre €(r) e ,

n(A”, €) < n(A”,e(r)) < a(r)r @ < q(r)ed@

Fazendo a(r) > 1, temos em todo caso que A" pode ser coberto com
a(r)e=? ) intervalos de tamanho €, Ve < 7.

Como A é escalonado, AM pode ser coberto com a(r)e_d/(A) intervalos de
tamanho \e, Ve < 7. Por outro lado, ele pode ser coberto por a(r\)(Ae)~¢ )

intervalos desse tipo. Assumimos entao que

a(r\) = a(r)2\¥@W

Escolhendo a(1) grande o suficiente, podemos fazer a(r’) = a(1), Vr' €

(A, 1). E assim temos:

a(r) = a(l)()\log”)d/(A) =ar?™ =

n(A"e) < a(e/r)’d/(A),

concluimos dessa forma o lema.
O

Usaremos a partir de agora a seguinte notacao: A, é uma e-vizinhanca de
Ae AL =AN[-rr]

Proposicao 2. Sejam A e B C R conjuntos escalonados de R tais que
d(A)+d(B) < 1. Parar, e >0, faca

M,.={t €[0,7]|]Ae N (B +t) N [—Kr, Kr] # 0},

onde K é uma constante fiza. Entdo, para cada 6 > 0, existe um €(d) > 0

tal que

m(M,..)
,

< 9, Ve < €(9).

(m denota a medida de Lebesgue).
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Demonstracao. Sejam d'(A) e d'(B) tais que d'(A) > d(A) e d'(B) > d(B),
mas d'(A) +d'(B) < 1.

Pelo lema anterior, AK+1r

—d'(A)
pode ser coberto por a <ﬁ> inter-

—d'(A)
valos de tamanho er. Entao existe uma familia 14 de a (ﬁ) inter-
)

K+1)r
T

valos de tamanho 3er cobrindo A’ . Da mesma forma, B pode ser

coberto por uma familia Ig de b (ﬁ) ) intervalos de tamanho 3er.
Considere t € M, .. Podemos escolher intervalos V4 € I4 e Vg € Ip tais
que Va N (Vg +t) # 0. Além disso, para cada Vy € I4 e Vp € Ip, existe um
intervalo de medida 6er de valores possiveis d(?(t)taé(s ()1ue Van (Vg +1t) #0.
> d'(A)—d' (B

€T

Logo M, . pode ser coberto por ab (—

B+1r intervalos de medida
ber =

1 A ®) 1—d'(A)—d'(B)
M,.) < 6rab (|~ ~d(4)-
m(Mre) < Gra <(K+1)) ‘

Como d'(A)+d'(B) < 1, 2m(M,,)—0 quando € — 0, o que acaba a prova
da proposicao.
U

A proposicao acima pode ser generalizada para familias parametrizadas
continuas de conjuntos escalonados. Dizemos que uma familia de conjuntos

escalonados A(p) C R, i € R, é continua se:

e Para cada r > 0, u— A(u) N [—r,r] é continuo com relagdo & metrica

de Hausdorff para subconjutos compactos de R.

e O fator de escalonamento A(u) de A(u) é uma fungao Lipschitz de p.

Por [1], vale o seguinte resultado:

Teorema 2. Sejam A(p) e B(p) duas familias de conjuntos escalonados,
parametrizadas por p, de forma que d(A) +d(B) < 1. ¥,,®,: R — R sao
familias de difeomorfismos C, continuas e também parametrizadas por i,
tais que V,(0) =0 e ®,(0) = p. Para K > 0 uma constante, faca M, =
{p|distancia entre ¥, (A,) N [—Kr,Kr] e ®,(B,) N [—-Kr, Kr] é menor que
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e.r}. Entao, para cada 6 > 0, existe um €(0) tal que, para r suficientemente

pequeno,
m(M, )

r

< 0,

onde m denota a medida de Lebesgue.

3.3 Medida do conjunto de bifurcacao

Sejam ¢ e r pontos na Orbita de tangéncia W#(py) N W*(py). Considere

1 ~ S u
continuacoes g, € Wi _er, € Wi,

tais que go = ¢ € po = p. Chame de O,
a p,~Orbita de g, e O} a ¢,-6rbita de 7,. Se A, (1) é o conjunto bésico de

Q(p(p)) contendo p, definimos:
A(p) = (W2(pu) 0 Ay (1)) U O,

B(p) = W*(pu) N Agy (1)) U Oy

Considerando uma linearizagao dos sistema, é facil ver que A(u) e B(u)
sao conjuntos escalonados, com fatores de escalonamento |\,| e |o,|7: se
X = (2,0) € A(p) = W*(pu) N Aiy (1)) U O3, como Ay (1), W?(p,) e O,
sao invariantes por ¢, , ¢,(X) = (A\,z,0) = A, X € A(r). Da mesma forma,
para Y € B(u), ¢, (Y) = 0,'Y € B(n).

Lembre que definimos a folhas de F;; e F' nos pontos de €(¢,) como
variedades instével e estavel locais desses pontos. Por [4], essas folheagoes
podem ser estendidas para toda uma vizinhanca do conjunto nao-errante.
Tais folhas sao C?, mas as folheacoes sao C'! no sentido que as direcoes das
tangentes variam de forma C' com relagao a z € Q(yp,) e com relagao ao
parametro p. Como Ay (0) contém o ponto fixo, F; e F! cobrem uma viz-
inhanca de py. Através de iterados positivos e negativos de ¢y, podemos
estender a folheagao ao longo de W#(py) e W"(py) até alcancarem uma viz-
inhanga de r e de ¢, incluindo assim a regiao de tangéncia em torno desses
pontos.

Em pequena vizinhanca U, de r, consideramos a curva [, definida pelos

pontos de tangéncia entre folheagoes F,; e F. Como as folheagoes sao ct,
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l, é C! e varia de forma C' com relagdo ao pardmetro p. Assumimos uma
linearizacao de I, sobre R de forma que W*"(p,) N1, representa o ponto 0 e
W#(p,) N, representa o ponto . Definimos entdo as projecoes ¥, e @, ao
longo de F! e F,*, dos pontos de U, sobre [,. Como Fj e F,* sao Ch o, e
P, sao C*.

Como aplicacao imediata do teorema 2, temos entao:

Proposigao 3. Suponha que as capacidades limites d(A(0)) e d(B(0)) de
A(0) e B(0) tenham soma menor que 1. Para K constante e ug pequeno,
seja My, o conjunto dos valores de ji € [0, p1o] tais que a distancia entre
U, (A(p) N [—K.po, K.pio] € ,(B(p)) N [—K .o, K.pio] seja menor que e.pi.
Entao, para cada § > 0, existe €(0) tal que

m (M, )
Ho

onde m denota a medida de Lebesgue.

<9

A proposicao acima sé leva em consideragao distancias entre folhas pas-
sando por pontos dos conjuntos A(u) e B(u). Queremos estender tal resul-
tado de modo a incluir folhas passando por todo o conjunto nao errante em
U

Seja F,, C W*(p,) um dominio fundamental, isto é, um par de intervalos
nos dois bracos de W*(p,,) tal que ¢, leva uma extremidade do intervalo na
outra. Veja que todo ponto de W*(p,) tem um iterado de ¢, passando por
F,. Considere py; > 0 e U uma vizinhanga pequena de A;,(0) U O. Se p
é a distancia com respeito a coordenada em W*(p,) que lineariza ¢, faca
€ pequeno suficiente de modo que, sempre que para algum z € F),, com
0 < p < p, a folha de Ff por  contiver um ponto de U, existe um ponto x!
em A(p) tal que p(x, 2') < ep(py, z’). Esse ntimero € existe pois p(z, z') esta
limitado pelas distancias de A(u) aos pontos de F), e p(p,,2') fica limitado
pelas extremidades de F),. O conjunto dos pontos z acima, que sao imagens
das projegoes de U sobre W?*(p,) pelas folhas de F, e seus iterados vao
determinar uma vizinhanca escalonada. Note que essa vizinhanca vai cobrir
todo o A(u), ja que os iterados do conjunto F), cobrem toda a variedade

estavel.
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Definimos a e-vizinhanga escalonada do conjunto escalonado A C R como
A ={z e RF2 e Atal que |/ — z| < e|l/|}. E facil ver que, se A é
escalonado, (A também é: se |\| é o fator de escalonamento de A e z € A
entao ||z €. A, dado que existe 2’ € A tal que |2/ —z| < €|2'| = |\’ —Az| <
€| Az’].

Pelas observacoes da segao anterior, se u; for pequeno suficiente, para
0<p < p, Q(gpu)\ﬁ(gpu) C U. Consideramos U, a componente de U sobre
r. Entao, se 7, e m,, sao as projecdes de U, sobre W} (p,) e Wi.(pu)
(resp.) ao longo das folhas F . e F,, todos os pontos do conjunto nao-errante

de ¢, perto de r estao em:

U, N7 (Ay) Ny (By)

Mas vimos, anteriormente, que existe niumero K tal que todos os pontos
nao errantes de U, estdo em uma (K.u)-vizinhanca de W*(p,) perto de r, p
pequeno.

Fazemos, entao:

GZKM(M/) = l# N W;;ll(e(AM) A [—K,LL, K:u])
BEH) = LN ((B) N =K, K )

E definimos:
Be, = {1/ € (0, )| distancia entre (AX#(1/') e (BXP(1/) é menor que ey}

Finalmente, chegamos ao ultimo resultado dessa secao:

Proposicao 4. Se as capacidades limites d(A(0)) e d(B(0)) de A(0) e B(0)

tem soma menor que 1, entao existe, para cada 6, um €'(5) > 0 tal que

1
;m(B,u,e’((S)) < 67

onde m denota a medida de Lebesque e p é suficientemente pequeno.

Demonstragio. Usaremos a seguinte notacao: se &, € l,, |T—|;, representa
a distancia entre T e § na linearizagao de [,. Para zs ey, em W*(p,), |2s—ys|s

¢ a distancia, em coordenadas linearizadas, entre z, e ys em W*(p,), assim
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como |z, — y,|, representa a distancia entre pontos em W*(¢p,,).
Como 7, e m, , sa0 C, razoes entre distancias em [, e as correspondentes
o - s u < .
distancias das projegoes em W} (p,) e W}.(p,) sdo limitadas e distantes de

0. Entao existe c tal que:

1T — 7, 1T — 7,

|T5,u(T) — 778,#(@”37 T (T) = T ()

1
Vi,yel,,0<-< < c(*)
C

Para § > 0 e ¢(§) como na Propoiigéo 2, fa(;a €(0) = %.

Seja p tal que a distancia entre o AX#* e o BX# é menor que € . Considere
7 € oAKr e § € oBE# satistazendo T — |, < €p. Faca x = 7,,(%) €
cA(p) N [—Kp, Kpl ey = my,(9) € «B(n) N [—Kp, Kp|. Pela defini¢ao
de «A(p) e «B(p), existem 2’ € A(u) e y' € B(u) tais que |z — 2'|s <
dlrf| < éKpely—9yl. <€ly| < dKu. Por (¥), |2 — ¥(2)], < c€Kp e
|9 — @(y')|u < ce€’ K. Logo

(W (2') = (), < [V () = Z[o, + |7 = DY), + 1T =, =
W (z') — @), <c€Kp+ce Kp+ep=2Kc+1)ep=
‘\I’(l‘/) o q)(y/)’lu <€ = [ Muo,a
onde M, . e 1o sa0 como na proposicao 2 e p € [0, p9]. Logo,
Biug,r © Myuge = m(Byger) < m(Myge)-
(Muoﬁ(f?)

Como, pela proposicio 2, = " ) < 6, concluimos:

m(By, ()
Ho

< 4.
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3.4 Hiperbolicidade

Os resultados da secao anterior nos deram uma boa estimativa para a medida
de B, .. Agora vamos verificar que esse conjunto contém todos os valores
p' € (0, 1) do conjunto de bifurcagao. Consideramos o modelo de tangéncia

homoclinica proposto no final do capitulo anterior.

Proposicao 5. Para € suficientemente pequeno, e ' ¢ By, ., para algum 0 <

p < p < py(e) o conjunto ndao-errante de @,y € persistentemente hiperbolico.

Demonstracao. Seja U uma vizinhanca de A, (0) N O, e U, sua componente
contendo r, um ponto qualquer na érbita de tangéncia. Assumimos que u
seja pequeno o suficiente de modo a garantirmos a validade da Proposicao
1. Entao todos os pontos nao errantes de U, estdo em uma (K p)-vizinhanca
acima de W*"(p,).

Chamamos de ¢; € Wi (po) N O e g2 € W (po) N O pontos da 6rbita
de tangéncia proximos de po, e estendemos F;, e Fj ao longo de W*(pu)
e W"(p,s) de modo que a extensdo de JF» contenha ¢; e a extensao de F,
contenha ¢,. Usando a nomenclatura da se¢do anterior, para x € U,, 7, /()
e my,(z) sdo projecdes de x sobre Wpi (py) e Wi (p,s) ao longo de F e

F, respectivamente.
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Sex € A (p')NU,., sabemos que z estd em uma (K p)-vizinhanga acima de
W¥(p,s). Além disso, pela construgao de A(u'), ms v (Aiy (1) NU,) C A(W).
Logo,

s (x) C A N [—kp, ku] =
Bo =Ly N, L (2) € A (1)

Da mesma forma,

Ty =1y 0w, (x) € B (i)

/
U,

Como p' ¢ B,,, a distancia entre T, e &, em [,, é maior que €.
A tangéncia entre W*(p,/) e W*(p,/) se desdobra de maneira quadratica.
Entao podemos assumir que, perto de x, existem coordenadas C? (v, w) tais

que:

e a folha Fj(x) é uma linha horizontal, i.e, linha da forma {w = con-

stante}.
[ ] l“/ = {U = 0}

e a coordenada w quando v = 0 representa a distancia entre Fj () Nl
e Fo(x) N iy

A figura a seguir ilustra a situacao:

/ f(x)
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Nesse novo sistema de coordenadas, F () ¢ uma linha horizontal e Fj, (z)
é o grafico da fungao w = W(v), com W’(0) = 0. Assumindo que W"” > —C,
para alguma constante C' > 0, a distancia horizontal de x a [, ¢ pelo menos
\/% . Dessa forma, como W" é limitado, segue que o angulo entre as folhas
Fu(x) e Fri(z) é pelo menos da ordem de /efi.

Para provarmos hiperbolicidade de goiu vamos construir um campo de
cones sobre A(y') MU, com propriedades hiperbdlicas. Seja x ponto qualquer
em A;, (1) N U,. Considere a decomposigao do espago tangente T, M =
B (z) © B (), onde EY (z) = To(Fy) e Ey(x) = To(Fy). Sabemos que o
angulo entre I, (z) e B, (x) é pelo menos da ordem de (/e.i. Definimos o

cone Cyy(z) C T, M com abertura sobre £} (z) igual a metade desse angulo.

£ix)

Considere uma vizinhanga V,, de p, na qual F;, e Fj, estao definidas.
Assumimos que ¢, g2 € V).

Para © € A, (1) NU,, seja n(x) o menor inteiro positivo para o qual

QDZ/(I) () € U,. Classificaremos os indices 0 < i < n(x) nos seguintes grupos:

a) 0 <i <ig,, onde i, étal que gpif,l (r)=q.
b) iy < i< n(x)—i,, onde iy é tal que p 2 (r) = g.
c) n(x) —ig <i<n(x).

Estamos interessados em estudar o que acontece com C)/(z) quando ele

¢ modificado por dy,, ao longo da drbita de x até o retorno a U,.. Para cada
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indice i, 0 < i < n(x), vamos construir um cone C},(z) C TyimyM tal que

()G () € Clnla).
Analisaremos os trechos da dérbita de x:

a) 0<i<ig:
Para i = 0, definimos C,(x) = Cv(x) = {In] < d(e.p)2|€[}.

Ao longo de 0 < 7 < iy, fazemos:

G () = (dpur) ) (i ()

Considerando uma decomposicao de T, M = E°(z) © E*(x), do,
I3 . .
deve preservar as diregoes de £* e E" (no sentido que (dpy) -1, (E? (cpj;l(x))) -
. . lu(/
B’ (g, (7)),7 = s,u), j& que esses sdo os subespacos tangente as fol-

heacoes.

Como C},(z) = dp!, (Ch(x)), 0 < i,ig,, 0 angulo de abertura de C}, (x)
se altera com relagao a abertura de CS, () no méximo por um fator

constante 7 (que independe de p'). Logo,

Ot (x) € {|mi| < dyy (ep)21E ]},

onde d,, = 7.d é constante.

b) iy < i< n(x)—ig:

Como ¢; é um ponto de W#(p,,) préximo de p,s, a folheacao instavel co-
bre uma vizinhanga de ¢; duas vezes: primeiro quando F7, ¢ construida

em uma vizinhanca de p,/, depois quando a folheacao ¢ estendida até
q1-

- iy —1 .
Na definicao dos cones C°,...,C/ ;' " (z) consideramos suas aberturas

ao redor do eixo K" tangente a F*“, a folheacao global que foi estendida
de uma vizinhanca de p,/. A partir do indice i,,, vamos trabalhar com
uma decomposi¢ao de T ()M em um sistema de eixos tangentes as

7
folheagoes locais.
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T s
@ 1

o

M = Ey(Froe(@) ® Epy (Fioe(@)) (%)

Esse novo sistema de eixos muda a direcao de E*, mas a dire¢ao de F°
se conserva. Entdo o cone (dip,) i1,y (C*~'(2)) fica representado em
AU',

T i, M semelhante a figura:
99#/ (=)

\Va

Definimos entao:

Clar (x) = {|n;] < Dlep) 2 1&]1,

onde D é constante e |n;, | e |§;, | sdo coordenadas com relacdo a de-

composicao (*).

Como o angulo de abertura de (dg,) (C*=1(x)) é da ordem de

i—1
P (x)
(ep), se p' for pequeno o suficiente (digamos, i/ menor que algum

11(€)),

(dpu) i1 (€7 (@) € O (2)

Para os indices i, < i < n(z) — iy, estaremos dentro de V,, uma
regiao cuja dinamica de gpL tem um comportamento hiperbodlico domi-
nado pelos autovalores de dg,/(po). Entao vamos assumir um sistema
linearizado nesses indices.

Afirmacao: o nimero de iterados de x que continuam dentro da regiao

log p1

hiperbdlica é pelo menos da ordem de .
log ||
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n(z
w
menos da ordem de K. Sendo i 4, constante (e nao dependente de y'),

Prova: Como ¢ ) e U,, sua altura com relacao a W;j/(p“/) é pelo

n(x)—1 , ‘
gp#,( )72 também deve estar em uma altura da ordem de K . Se gt =
i . : . :
(e1,4}) e :,2 = (¢b,€2) sao as coordenadas no sistema linearizado,
entao:

n(x)*iql gy

P (e1,q1) = (3, €2) =

n(x)—iqg, —1 /o
)\() a1 qQ.ql—GQ.

Para alguma constante Ks, e < Kou. Entao,

)\n(x)fiql —igq (A < KZ,U - )\n(x)fiql —igq < (qg)ilKQ,U =

() — g — g, = logy (@) Kop =

. . log 1
n(x) — g — g, = m +c,

¢ constante. O que acaba a prova da afirmacao.

Dentro da regiao hiperbdlica, um cone de abertura « é levado por dy

em um cone de abertura [A/o|a.

Definindo, para i, < i < n(z) — iy,

Ct () = dk, (C' ()

I

e assumindo que n(z) — g» — q & 2L

n(z)—i
Ou’ qz ([L‘) = {‘nn(:v)—iq2| < C‘fn(;r)—ti |}7

onde
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log A +log o1

¢ < Dp~5(|\oL)ier < Dp iy s

log \Mlog o1

Como T

> 1,

n(z)—1 lye
C:U/ 2 ((L‘) C {‘nn(x)fzq2| S D/’L2+ |§n(m)fiq2 |}7

para algum € > 0.

c) n(x) —ig <i<n(x):

90

. i -,
Assim como aconteceu no ponto golf} (x), no qual a folheagao instavel

(x)*iqz

passava duplamente, em goz/ (x) a folheagao estavel é definida duas

vezes: primeiro na folheacao local e depois na sua extensao global.

Como cpz,(w) (x) € U,, o angulo de abertura de C”/(cpz,($) (x)) ao redor do

eixo " tangente a F" global é da ordem de (e,u)%. Sendo 1,4, constante,

(dgo;,z”)wn(z)(cuf(gon,(x) (x))) ainda deve ter um angulo de abertura da

o
ordem de (ep)?.

Em ”($)_iq2

P a folheagao global coincide com a local. Entao, o cone

(dgol:,i”)wn(z)(cﬂ/(goz,(@ (x))) é da seguinte forma:

—iq n(x = 1
(A, ) g (Cor (0157 (2))) = i) —ing | < D(ew) 2 Enia—in, |}

Fazendo u pequeno suficiente,

o@ia (i, ™) gt (Cr (2537 (7))

% %

Finalmente definimos o restante dos cones:

O™ = (dip, ) ey O 72 W0 < ke < g,

H w W

(z)

Com a construgao descrita acima, se ng, (x) é o primeiro retorno a U,

de um ponto x € U,, entao:
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(A ™)aC(x) © Cru(pli™ () (%)

Mesmo com a diminuicao de p’, e a consequente diminuicao do angulo
de abertura de C“/(cpz,($)(x)), o aumento do tempo em que a érbita de z
permanece na regiao hiperbélico garante (*).

Além disso, fica claro que (dgpz,(x))x expande vetores em C CHI(QDZ,(I) (x)),
uma vez que, dentro da regiao hiperbdlica, vetores perto de E, se expandem.

A existéncia de um campo de cones em U, com as propriedades descritas
acima, nos permite construir o eixo instavel de uma decomposicao hiperbdlica
para T, M,z € U, (ver [7]).

A construcao do eixo estavel é analoga: basta considererarmos os cones
definidos ao redor de E*, em vez de E", e usarmos o difeomorfismo 90;,1 em

vez de ¢,. Isso conclui a prova da hiperbolicidade do conjunto nao-errante.
O

3.5 Teorema Final

Como resultado direto das proposicoes 4 e 5, chegamos ao Teorema final

dessa dissertacao:

Teorema. Seja ¢,, # € R, uma familia de difeomorfismos de M com (2-
explosao em p = 0. Suponha que d*(A) + d“(A) < 1, onde A é o conjunto
basico do conjunto ¢, associado a tangéncia homoclinica. Entao,

y_ff(l) m(B r; 0,6]) _o,
onde m denota a medida de Lebesgue e B é o conjunto dos valores de y para

os quais ¢, nao é persistentemente hiperbolico.
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