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Resumo

Nosso principal objetivo é o estudo dos modelos difusivos e cinéticos para quimiotaxia.
Esta é o movimento celular induzido pela presenca de substancias quimicas. A
quimiotaxia ¢ um mecanismo importante em varias areas da biologia, como a imunologia.
Apresentaremos um histérico sobre a modelagem da quimiotaxia, que comega nos anos 70
com o modelo difusivo de Keller-Segel desenlvolvido para estudar o inicio da agregacao
do Dictyostelium discoideum, discutiremos a construcao do modelo e apresentaremos
simulacoes numéricas para obtencao de suas solugoes utilizando o método das diferencas
finitas. Os modelos cinéticos serao apresentados de forma que mostraremos a relagao

entre o modelo de Othmer-Dumbar-Alt e o modelo de Keller-Segel.
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Abstract

Our main objective is to study diffusion models and kinetic models for chemotaxis. By
the latter we mean the cellular movement induced by the presence of chemical substances.
Chemotaxis is an important mechanism in several areas of the biology, one example
being immunology. We will present a report of modelling chemotaxis that begins in
the seventies with the Keller-Segel model, this was introduced to study the beginning of
the Dictyostelium discoideum aggregation process. We will discuss the construction of
the model and we will present numeric simulations for obtaining its solutions using the
finite-difference method. The kinetic models will also be presented so tas to display the
relationship between the Othmer-Dumbar-Alt model and the Keller-Segel model.
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Introducao

A modelagem matematica para fenomenos biologicos é uma ferramenta que esta
sendo cada vez mais usada no estudo dos processos naturais. Neste sentido a teoria
das equacoes diferenciais parciais mostra-se um instrumento de grande importancia
pois fornece subsidios para a criacao de diversos modelos e ao mesmo tempo permite
que se verifique através de uma analise qualitativa, se a equagao matematica utilizada
para modelar o problema em questao realmente se adequa ao fenomeno descrito pelo
modelo. Nao devemos perder de vista que a teoria qualitativa nao elimina o interesse e a
importancia de se ter informagoes quantitativas sobre o mesmo, as quais podem ser obtidas
através da discretizacao da equacao diferencial parcial que esta modelando o fenomeno
usando métodos numéricos adequados.

O objetivo desta dissertacao é apresentar modelos difusivos e cinéticos para o
fenomeno biolégico conhecido por quimiotazia (movimento celular induzido pela presenca
de substancias quimicas), estudar os aspectos qualitativos envolvidos na construgao do
modelo difusivo (modelo de Keller-Segel) e na andlise das suas solugbes, apresentar a
relagdo existente entre o modelo cinético (modelo de Othmer-Dumbar-Alt) e o difusivo e
obter informagoes quantitativas sobre o modelo difusivo através de simulagoes numéricas
usando o método das diferencas finitas.

A dissertacao estd estruturada da seguinte maneira. No Capitulo 1 faremos um estudo
detalhado da modelagem da quimiotaxia apresentando a motivacao bioldgica, o historico
da modelagem deste fenomeno, a construcao do modelo difusivo, a relagao entre os modelos
cinético e difusivo e um breve estudo sobre as solucoes de ambos com objetivo de ilustrar a
teoria matematica desenvolvida para tal estudo. No Capitulo 2 desenvolveremos o estudo
dos métodos numéricos utilizados para se obter informagoes quantitativas sobre as solucoes

do modelo de Keller-Segel. No Capitulo 3 apresentaremos as simulagoes numéricas.



Capitulo 1

Modelagem da Quimiotaxia

1.1 Motivacao Bioldgica

As células recebem estimulos do ambiente no qual estao imersas e respondem a isto. A
resposta geralmente envolve movimento ou para longe ou em direcao ao estimulo externo.
Quando o movimento celular é induzido pela presenca de substancias quimicas chamamos
este de quimiotazia. De um modo geral o movimento de um organismo em resposta a um
estimulo externo é chamado de taxia. Luz, pH e concentracao de oxigénio também podem
ocasiona-lo. Para alguns tipos de células este movimeto é geralmente composto de duas
fases diferentes: deslocamento direcionado (“run”) e reorientagao (“tumble”). No caso
das amebas e leucocitos, a presenca da substancia quimica muda o padrao de alteracao,
isto é, a fase de reorientacao.

A quimiotaxia estda presente em varios processos biolégicos. Por exemplo, no
funcionamento do sistema imunolégico (quando as células devem migrar da corrente
sanguinea para combater os agentes invasores) e na agregagao celular (quando células se
juntam de forma a aumentar a possibilidade de sobrevivéncia). Em relagao a este tltimo
exemplo ja foram feitas varias pesquisas sobre o ciclo de vida do Dictyostelium discoideum
(Figura 1.1)!, mais conhecido como ameba do bolor de lodo, um microrganismo eucarioto
que vive em ambientes imidos e se alimenta de bactérias. Sob condigbes nutricionais
adequadas D. discoideum prolifera como uma ameba unicelular, forma na qual passa
a maior parte da sua vida, porém, quando as amebas sao submetidas a caréncia de
alimento, a proliferacao para; primeiro elas tendem a distribuir-se uniformemente depois
elas comegam a agregar-se em centros (sinais quimicos sao liberados por algumas delas,
atraindo as outras para as centrais emissoras). Moléculas de cAMP (3’-5-monofosfato
ciclico de adenosina) s@o o sinal quimico mediador do recrutamento das amebas. Ao

mesmo tempo, a cAMP é degradada por uma enzima (fosfodiesterase), que também

! Disponivel em http://www.zi.biologie.uni-muenchen.de/zoologie/dicty /dicty.html.
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é produzida pelas amebas. Apds a agregacao, as células comegam a se diferenciar e,
via migracao e segregacao dos distintos tipos celulares, se organizam como uma lesma
(“slug”) migratéria multicelular a qual se movimenta em dire¢do a luz, umidade ou
calor. Apods um tempo, para de se movimentar e se erige na forma de um corpo de
frutificacdo multicelular constituido de um talo e de uma cabeca repleta de esporos. A
cabeca repleta de esporos é sustentada pelo talo que a mantém distante do solo, o que
permitira uma dispersao mais eficiente dos esporos quando os mesmos forem liberados
O talo é constituido por células mortas e os esporos sao células termo-resistentes que
tém a funcgao de iniciar um novo ciclo de vida quando forem induzidos a germinar. O
ciclo de vida do D. discoideum ¢é um objeto interessante de estudo porque apresenta
diferenciagao celular. O D. discoideum agrega células isoladas e comeca um processo
de desenvolvimento multicelular. Apds a agregacao as células apresentam propriedades
coletivas e se movimentam e alteram suas caracteristicas em resposta a sinais quimicos

adequados a cada momento do desenvolvimento.

Vegetative Amoebae

Culmination 5 24h

d Fruiting Body

Life Cycle

18h of :
Dictyostelitm discoidetim

*
22 3

Slug Stage 12h

Stream Formation

Mound

Figura 1.1: Ciclo de vida do Dictyostelium discoideum. Cortesia de Florian Seigert and Kees

Wiejerv - Zoologisches Institut Miinchen Ludwig-Maximilians-Universitat Miinchen.

A modelagem matematica do estagio de agregacao, que ¢é mediado por uma
quimiotaxia positiva (movimento na diregdo do gradiente da concentracdo quimica,
ou seja, em direcio a alta concentragdo), serd nosso principal objeto de estudo.

Principalmente no que diz respeito ao D. discoideum.
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1.2 Um breve histérico da modelagem em
Quimiotaxia

O primeiro modelo para movimento quimiotatico apresentado a comunidade cientifica
foi 0o modelo de Patlak-Keller-Segel, mais conhecido como modelo de Keller-Segel (K-S).
Ele foi primeiramente apresentado por Patlak em 1953, mas foi amplamente difundido
com os trabalhos de Evelyn Fox Keller e Lee A. Segel no inicio dos anos 70. Eles
apresentaram o modelo para estudar o movimento macroscépico (mais especificamente
o inicio da agregagao) do Dictyostelium Discoideum como um processo desencadeado por
uma substancia quimica atrativa: cAMP (acrasina). O modelo simplificado consiste de

duas equagoes diferenciais acopladas

0
a—? = V.(DVp —xpV59), (1.1)
oS

Este sera chamado de K-S. Nessas equagoes p = p(x,t) > 0 é densidade de amebas
na posicdo x e tempo t, e S = S(x,t) é a densidade de quimioatraente (cAMP). As
constantes positivas Dy e D sao os coeficientes de difusao do quimioatraente e das amebas,
respectivamente, e xy > 0 é a sensitividade quimiotética (Dy, D e x podem depender de

pede S). A fungao p(p, S) é tipicamente
p=ap—p0pS, a>0,0>0, (1.3)

que descreve a producao de quimioatraente pelas amebas a uma taxa constante a e algum
tipo de decaimento quimico com uma taxa . Em geral este sistema é considerado em
um dominio limitado com condicoes de contorno de Neumann.

Descreveremos a construcao do modelo e suas variaveis na Secao 1.4. Modelos
para descrever o movimento quimiotatico dos organismos tém sido desenvolvidos,
principalmente sob a perspectiva microscépica, que interpreta o movimento de uma
populagao como conseqiiéncia de movimentos microscépicos irregulares dos membros da
mesma. Em geral, estes modelos microscopicos tém sido desenvolvidos de forma que
tenham uma relacdo com o modelo K-S (por exemplo, algum destes modelos tem o
modelo K-S como seu limite difusivo - ver [5]); tal relacao tem sido amplamente estudada
por um grande nimero de cientistas e dependendo do modelo tem-se um problema ainda
em aberto.

W. Alt, em 1980 [2], apresentou um modelo para a densidade celular em um espago
de fase a partir de equacoes cinéticas. Ele foi o primeiro a utilizar teoria cinética para

quimiotaxia. Denotando por o (¢, x,0,7), a densidade de individuos movendo-se em (t, )
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na direcao e tendo comecado sua jornada em um tempo 7 anterior, onde ¢ é uma fungao

suave, ele apresentou o seguinte sistema integro-diferencial

20 (t,z,0,7)+ 3U

(t,z,0,7)+ 0V, (c(t,x)o (t,x,0,T)) = —=0F (t,x,0,7)0 (t,2,0,T)
ot or

onde 7 > 0, § € S™! (esfera unitdria no espago n-dimensional para n = 1,2,3), e
velocidade ¢(t, z) de um individuo do inicio da jornada que para em um tempo ¢ no ponto

x, com uma dada probabilidade ( (¢, z, 0, T) por unidade de tempo. Temos ainda que

o (t,,1,0) = / B(t,2,0,7) 0 (t,2,0,7) k (t, 2, 0,7) dbdr
O Sn 1

para cada n € S" !, onde df é a medida de superficie em S™'. k(t,z,60,7n) denota a
probabilidade de uma nova escolha de direcao 1 apds um individuo ter parado a jornada
com direcao 0 em (t,z) . W. Alt mostrou que, sob algumas hipé6teses adcionais de contorno

e hipoteses relacionadas ao tamanho de alguns parametros, a densidade

alt,z) = /S 5 (t, 2. 0) do /S (/Oooa(t,x,e,7> dT> d

satisfaz a primeira equacao do modelo K-S (ver Proposi¢ao 2 em [2]).
Em, 1988, Othmer, Dumbar e Alt apresentaram um outro modelo cinético para a

densidade celular em um espaco de fase
Of(z,v,t)+v-Vf(x,vut) = / (T[S](z, 0,0 t) f(x, ' t) = T[S)(x, v, 0, t) f(x, 0, ))dv".
1%

onde f(z,v,t) é a densidade de células no ponto x com velocidade v no instante ¢,
T[S](z,v,v',t) > 0 é a taxa de alteragdo da velocidade de v’ para v, no ponto (z,t)
na presenca do quimioatraente dado por S e V é o conjunto de todas as velocidades

admissiveis. Usando a notacgao

fo= flaot),

o= i),
T[S] = T[S|(z,v,0',t),
T*[S] = T[S|(x,v v,t),

reecrevemos o modelo de Othmer, Dumbar e Alt de forma simplificada

Of +v-Vf= / SIf' — T*[S]f)dv. (1.4)

A equacao acima é um exemplo de uma equacao integro-diferencial de Boltzmann que foi

originalmente desenvolvida para o estudo de gases. Othmer e Hillen apresentaram uma
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dedugao formal, em trabalhos de 2000 (ver [9]) e 2002 (ver [17]), de que a equagao (1.4)
sob certas condicoes e com uma equacao para o quimioatraente acoplada tem o modelo
K-S como limite difusivo.

Em 2002, Chalub, Markowich, Perthame e Schmeiser [5] apresentaram uma prova

rigorosa de que a equagao (1.4) com algumas hipdteses adcionais e acoplada a
AS =—p

tem como limite difusivo o modelo K-S. Este trabalho foi generalizado em 2003 por
Hwang, Kang e Stevens (ver [17]) considerando a seguinte equagao para o quimioatraente

acoplada

92 _AS =)
or RS =0

Desde 1970, varios modelos foram apresentados para o estudo da quimiotaxia, cada
qual apresentando diferentes hipdteses na sua construcao, existindo desde modelos
aleatdrios discretos para uma dimensdo no espago e continuos no tempo (ver [18]) até
modelos que utilizam a lei de Cattaneo para propagacao do calor com velocidade finita

(ver [6]). Para um histérico mais completo ver [10].

1.3 Preliminares

Apresentaremos notagoes que serao utilizadas nas préximas Secoes.

e (x,t) representa um ponto arbitrario em R™ x Ry, onde z € R" (n = 2,3) et €
0, 00).

e [ representa a solugao fundamental da equagao do calor em R" x R7

['(z,t) = e (1.5)

e Para Q C R" (n =2,3) el < p < oo temos que LP(2) representa o espaco de

Banach com medida de Lebesgue

LP(Q) = {f: Q — R"mensurdvel | || f||zr@) < oo},

1/p
1l = ( / \f(:v)\pdx) |

para 1 < p < 0o e para o caso p = o0 temos que

onde

1l () = esssup {|f(z)| | z € Q}.
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Além disso denotaremos por
Q) ={felr(Q)]|f>0}.

e Seja Q = I x £, I um intervalo aberto arbitrario, por exemplo I = (a,b). Para
1 <p<oo, LP(Q) = LP(I;2) = LP(I x () representa o espago de todas as fungoes

Lebesgue mensuraveis com norma

b 1/p
1 fllzr@) = (/ /Q\f(x,t)]p dxdt)

o LI ={f ’ f € LP(K) V K compacto C interior deQ}

finita.

e Para Q CR" (n =2,3), 1 < p < oo e k um inteiro nao negativo W¥?({2) representa
o espaco de Sobolev

kap(Q) = {f € Llloc } ||f||W’“vP(Q) < OO} )

onde
1/p

||f||ka(Q) = Z HDgf”I]ip(Q) ,

o<k

para 1 < p < oo e para o caso p = 00

1l = max {|| D5 fllzney | laf <k},

D2 f representa a derivada de f no sentido das distribuicoes (derivada fraca de f)

e a ¢ multi-indice (o = (ay,...,a,) coma; €N, 1 <i<nel|a| =" ).
o WH2(Q) = H*(Q) quando k ¢ um inteiro nio negativo.

e Para Q C R” (n=2,3) e s € R definimos

H(Q) ={feS @]/

Hs3(Q) < OO} )

onde
) 1/2
1l = ( [a+ |€|2)5/2de) |

f ¢ a transformada de Fourier de f e &'(Q2) ¢ o dual do espaco de Schwartz S(Q)

S(0) = {f € C°°’ sup ’:co‘f(ﬁ)(x)’ < ooVa, e N"}.
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e (C%(Q2) representa o espago de Banach das fungoes que sdo Hoélder continuas com
0<a<l1, eCr%) representa o espaco de todas as fungoes cujas derivadas até
ordem k sao Holder continuas com expoente 0 < o < 1. C%(Q) = C%*(Q) e

C%* = {f € C(Q) limitada | [f]o < o0},

onde
[f]a = sup {|f(|$) _f(gy)‘}
A

e para [ € C%%(Q)
| flleoec@) = sup [Lf (@)} + [fla-

Ch* = {f € C*(Q) limitada | [D’f], < coV|B| < k, B € N"},

e para f € C**(Q)

1Fllera@) = max sup ID?f(@)]| + [D” fla-

OSW‘S’? xre

e A notac@o tensorial ® representa que u ® v = (u;v;); j=1,.., com u, v € R™.

-----

A seguir apresentaremos um resultado que sera usado na Segao 1.5.

Teorema 1.3.1. (Teorema de Representa¢ao de Laz-Milgran) Dado um espago de Hilbert

(H, (+,-)), uma forma bilinear coerciva e continua B(-,-), ou seja,
|B(h,v)| > const||h]|||v]] e |B(v,v)|] < const|v||? (1.6)
e um funcional linear continuo ® € H*, existe um unico u € H tal que
B(u,h) =®(h) VheH

Demonstragao. Ver Teorema 2.7.7 em [4]. O

1.4 Equacoes Basicas - Caso Difusivo

O modelo K-S é um dos pioneiros no estudo da quimiotaxia e foi apresentado pela
primeira vez a comunidade cientifica com o objetivo de mostrar a agregacao do D.
Discoideum como uma manifestacao de instabilidade na distribuicao uniforme das amebas

e do cAMP ([13]). Na construgao do modelo sao consideradas as seguintes varidveis:

e p(z,t) = densidade de amebas?;

2p serd usualmente uma funcao continua.



CAPITULO 1. MODELAGEM DA QUIMIOTAXIA 9

e S(z,t) = densidade de cAMP;
e 7(z,t) = densidade de fosfodiesterase e
e ((z,t) = densidade de um certo composto instével.

Por hipétese estamos trabalhando com x € R2. As equacoes descrevem os seguinte fatos:

a) cAMP (substancia mediadora da agregacao) é produzida pelas amebas a uma taxa
f(S) por ameba.

b) A cAMP ¢é degradada por uma enzima extracelular chamada fosfodiesterase

produzida a uma taxa g(S,n) por ameba.

c) cAMP e fosfodiesterase reagem formando um certo composto instavel C' que decai

imediatamente em fosfodiesterase e um produto degenerado.
k1
S+ n—C->n + produto (1.7)
k_1 2

d) cAMP, fosfodiesterase e o composto se difundem de acordo com a lei de Fick.

e) A concentracao espago-temporal da ameba se altera por um processo de difusdo

aleatdria e por quimiotaxia, na direcao positiva do gradiente de cAMP.

Considerando uma regiao A fixa e arbitraria, no plano onde as amebas estao

localizadas, pela lei do equilibrio de massa obtemos:

%//pdxdy://dexdy—/Jp~nds
A A

DA

onde Q” (z,t) é a massa de amebas criada por unidade de drea por unidade de tempo,
JP (z,t) é o fluxo da massa de amebas e n é um vetor unitdrio normal exterior a A
(fronteira de A). A equagao acima implica, pelo Teorema da Divergéncia,

9p

—=Q' -V J°

ot ¢
Obtemos analogamente equacoes para S,n e C.

Por conservacao da massa temos que

Q" =0.
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Para obter Q°, Q" e Q° devemos considerar a producdo pelas amebas e os termos da

reagao quimica (1.7).

QS =—k1Sn+k_1C+pf(S),
Q" = —k1Sn+ (k_1 + ka)C + pg(S,n) ,
QY =k Sn— (k_1 + ko) C' .

Os fluxos sao dados pelas seguintes expressoes

JP = D1VS — ngp 5

J% = —DgVS ,
J"=—-D,Vn ,
J¢ = —-DcVC .

onde D; = D;(p,S), i = 1,2, Dg,D, e D¢ podem ser assumidos constantes. D; é a
medida da forca da influéncia do gradiente do cAMP no fluxo da ameba e D, é a medida
do poder do movimento aleatério de um individuo da populacao de amebas. Uma forma
possivel para D; é

5
Dy = gp (1.8)

onde 0 é uma constante.
A partir das hipdteses e equagoes anteriores obtemos as seguintes equagoes para p, S, n

e C (sistema completo de Keller-Segel):

% = -V - (D,VS)+ V- (DyVp), (1.9)
% = —k1Sn+ k_1C + pf(S) + DsAS, (1.10)
0 kSt (ht + ka)C + pg(S.m) + Dy, (1.11)
% = k1S — (k_1 + k2)C + D AC. (1.12)

onde kq, k_1 e ko s@o taxas constantes da reacao quimica cAMP-fosfodiesterase.

Na modelagem foi assumido desde o inicio que existe uma populagao homogenea de
células. Supoe-se que no inicio do ciclo de vida das amebas as propriedades da células
sejam de tal forma que mantenham a distribuicao uniforme estéavel. Entretanto, em algum
ponto do ciclo, as caracteristicas individuais das células mudam de tal forma que tornam a
distribuicao uniforme instavel. Qualquer pertubacao pode desencadear a agregagao. Para
uma andalise preliminar da agregacao como consequéncia da instabilidade na distribuicao

uniforme, é razoavel o estudo de um modelo mais simples. Neste sentido foram feitas
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simplificagoes que permitiram reduzir o problema a duas equagoes para p e S. Para tais

simplificagoes admitimos hipdtes adicionais biologicamente razoaveis:

e O composto C estd em em equilibrio quimico (Hipétese de Haldane):

]{71577 — (kfl + kQ)C =0. (113)

e A concentracao total de enzimas, tanto na forma livre quanto na forma ligada, é
constante:
n+C =n,. (1.14)

Substituindo (1.14) em (1.13) encontramos

Ty kl
"TI1rKS k1 + ko

Assim o sistema (1.9)-(1.11) pode ser reescrito na forma:

% = -V - (DVS)+V - (D:2Vp), (1.15)
%_f — _k(S)S + pf(S) + DgAS. (1.16)
Na equacio acima .
K(S) = T -

Observamos que o sistema acima estd modelando matematicamente os seguintes fatos:
as amebas difundem aleatoriamente e realizam movimento quimiotatico; o quimioatraente
descrito por S difunde e é criado pelas amebas a uma taxa f e decai a uma taxa k.

Para que o modelo simplificado tenha validade é necessario verificar se ele preve
agregacao. Antes do inicio desta as amebas se distribuem de maneira uniforme e comecam
a se agregar em torno de certas instabilidades. Vamos analisar as propriedades das
solugoes na vizinhanca dos pontos de equilibrio: p = pg e S = Sy, onde py e Sy
sao constantes. A dependéncia temporal destas soluces é importante pois se todas as
pertubacoes do equilibrio decrescerem com o tempo entao qualquer pertubacao que possa
ocorrer num estado de equilibrio decaira, porém se as pertubagcoes crescerem com o tempo
o aparecimento de qualquer pertubacao marcara o inicio da instabilidade.

No equilibrio os valores de p e S sao relacionados por:

po.f(S0) = k(So)So. (1.17)

Perto do equilibrio nés consideramos que o lado direito do sistema (1.15)-(1.16) pode ser

substituido por expansoes em série de Taylor de p e S ao redor do ponto de equilibrio
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(po, So). Isto é consideramos solugdes da forma:

P = Py +ﬁ(x7t) v|ﬁ| < P
S=8,+S(xt),|5] <S8, .

Ignorando termos de ordem quadraitica em p e S, reescrevemos o sistema (1.15)-(1.16):

o5 _
a—f = —Dl(po,SO>AS+D2(p0750)Aﬁ7 (118)
05 : -
onde
k= k(So) + Sok'(So). (1.20)
Procuraremos solugoes da forma
p = peos(qx + qoy)e”, (1.21)
S = Scos(qlx + q2y)e’, (1.22)

onde p, S‘, q1, g2 € 0 sao constantes.
Substituindo (1.21) e (1.22) em (1.18) e (1.19) obtemos:

(F=0)S+f(S0)p =0 1.23)
Di(po, S,)¢*S — (Da(po, S,)a* + 0) 5 =0 (1.24)
onde
¢ =4+, (1.25)
F = f'(So)po — k—q’Ds. (1.26)

As equagdes (1.23)-(1.24) para p e S tém solucio ndo trivial se, ¢ somente se, o

determinante dos coeficientes desaparece, ou seja,
02 —0(F — ¢*Dy) — (¢*f(So)D1 + ¢*DyF) =0 .

As raizes desta equacao sao reais e serao ambas negativas se, e somente se,
f(So) Dy
—_— 1.27
> (1.27)
onde D; = D;(po,S), ¢ = 1,2. Substituindo F por (1.26), e usando (1.17) e (1.20)
podemos reescrever (1.27) como a seguinte condi¢ao de instabilidade:

Dl(p07 50)50 Pof’(So)
= > 1. 1.28
Ds(po, So)po k (1:28)

F <
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Admitindo D; da forma (1.8), podemos reescrever (1.28) como

o pof'(S0)
ot—3 >t

Perto de estabilidade marginal (quando o = 0) obtemos de (1.21)-(1.22) e (1.24)

(escolhendo coordenadas adequadas) que
p = po + €D cos(qx)e”, S = Sy + eDycos(qr)e,

onde € < 1.
Resumidamente, se a condigao (1.28) nao for satisfeita as instabilidades decrescem, ou
seja, o processo de agregacao nao se inicia e se ela for satisfeita a agregacao comecga.

Portanto o argumento acima indica que o sistema:

% = V(DVp—xpV59),
oS
E = DOAS+90(p7S> 5

com ¢ (p, S) = ap— S, obtido fazendo Dy = xp, Do = D, k(S) = 3, Ds = Dy e f(S) = «
em (1.15)-(1.16), é um “bom” modelo para o inicio da agregagao, pois para valores de
po “grandes” (valores que tornem a condicao de instabilidade (1.28) verdadeira) ocorrera
agregacao, ou seja, existe um determinado valor de py que ¢ o limiar entre a ocorréncia
ou nao da agregacao e pela condi¢ao (1.28) este valor estd relacionado com propriedades
como a sensitividade quimiotatica e a producao de cAMP. Portanto a agregacao comeca
inevitavelmente quando as taxas de sensitividade e producao da acrasina aumentam
suficientemente, fato observado experimentalmente.

Consideremos a partir deste momento, como modelo K-S, o sistema (1.1)-(1.2),

juntamente com (1.3), com algumas condigoes inciais e condigoes de fronteira de Neumann,

ou seja,
dp/ot =V (DVp—xpVS), re, t>0
dS/ot = D,AS + ap— 385, e t>0 (K-S)
dp/On = 0S/on =0, x€ed, t>0

p(x,0) = po(z), S(x,0) = Sp(x), =€
onde €2 denota um dominio limitado em R™ com fronteira 0€2. Apesar da dimensao
biologicamente importante ser n = 2 também consideraremos a dimensao n = 3.
Uma questao importante sobre o sistema é o que podemos dizer sobre suas solugoes.
Apresentaremos a seguir resultados que discutem a existéncia global ou local no tempo
de solucoes para o sistema em questao considerando D = D, = 1 e 02 suficientemente

suave.
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Teorema 1.4.1. (Ezisténcia Global - Nagai) Seja Q2 um dominio limitado em R%. Assuma
po, So € H20 para algum 0 < g9 < 1, e pg >0, Sy >0 em Q.

i) Se
/on(x)da: < Ar/(ay),

entio (K-S) admite uma tinica solucdo cldssica (p,S) em Q x (0,00) satisfazendo

sup {lp(@)]] ) + [1S®)]| () } < o0

i) Sejam Q = {x € R?% |z| < L} e (po,So) fungoes radiais em x. Entio a mesma

afirmacao de (i) € vdlida sob a condigdo
/ po(x)dx < 8 /(ax).
Q

Demonstragao. Veja Teorema 1.1 em [15] O

A existéncia local de solugoes para (K-S) no caso © C R? foi apresentada por Yagi [24]
e posteriormente por Biler [3], sendo que o tltimo garante a existéncia de uma solugao
local para (K-S) com condigoes iniciais que podem ser menos regulares que as utilizadas no
resultado do primeiro. Apresentaremos a seguir os dois resultados, sendo que o primeiro

serd enunciado conforme estd apresentado em [15].

Teorema 1.4.2. (Existéncia Local - Yagi) Assuma poy, So € H'™°(Q) para algum 0 <
eo<1lepy>0,5>0em Seja T o tempo de existéncia mdzxima de (p,S).

i) (K-S) tem uma dnica solugdo (p,S) ndo negativa satisfazendo
p, S € C ([0, Traz) : H(Q)) N C* ((0, Trnaa) : L*(2)) N C ((0, Trnga) = H*())

para qualquer 0 < g1 < min{eo, 1/2}. Além disso (p, S) tem uma outra propriedade

de reqularidade:

p € C (0, Thnas) - H(Q)), S €Ci((0, Tnar) : H(Q))NCF ((0, Tyna) : H()) .
i1) Se Tipar < 00, entdo

lim (Hp(t)HHHSO(Q) + ”S(t>HHHEO(Q)) = %,

t—Tmazx
limsup ||p(t)||zr@) = 00 para qualquer 1 < p < oo,
t—Tmax
limsup ||S(t)[| gr+e) = 00 para qualquer 0 < e < &.

t—Tmax
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iii) Existe ¢ > 0 tal que se
/ po(z)dr < c
0

entdo a solucdo (p,S) de (K-S) existe globalmente no tempo.
Demonstragao. Ver [24] O

Observacao 1.4.1. A suavidade das solugoes (p,S) de (K-S) é obtida utilizando-se
argumentos padroes de reqularidade para equacoes parabolicas, e pelo principio do mdzimo

obtem-se que:
i) (p,S) € uma solucgdo cldssica,
ii) Se po >0, po # 0, entio p(z,t) >0, S(x,t) >0 em Q x (0, Tras)-

Para apresentarmos o resultado de Biler devemos primeiramente converter (K-S) para
o sistema .
plt) = c2pn = [ (Ve 92) - (p(s) V5(s) ds,
0 ¢ (1.29)

S(t) = e Ple!A Sy + a/ P =92 p(5) ds,
0

onde e'® = T - (convolucdo com respeito as varidveis espaciais onde I' é o nticleo do
calor definido em (1.5)). Procurando por solugoes “bem comportadas” (“mild solutions”)
de (1.29), isto é, p, S satisfazendo (1.29) para cada t € [0,7], com p € X

X=C([0,T; M(Q))N {w 10, T] — M(Q)

sup t1/3||w(t)||L3/z(Q) < oo} ,  (1.30)
0<t<T

para algum T > 0, onde M(2) denota o espago de medidas (com sinal) finitas em 2 C R?,

Biler apresentou o seguinte resultado

Teorema 1.4.3. (Ezisténcia Local - Biler) Seja Q uwm dominio bi-dimensional com
fronteira suave®. Entao existe um & > 0 tal que dado py € M(), VS, € L*),

satisfazendo a condi¢ao

U(po) = limsup ¢'72([e" po|l pasz(q) < 6,

t—0

existe uma solugao local no tempo, (p,S), de (1.29) com p unico e pertencente ao espago

X definido em (1.30).

Demonstragao. Veja Teorema 2 em [3] O

3incluindo por exemplo o caso = R2.
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Observagao 1.4.2. X ¢ um subespaco do espago das funcgoes fracamente continuas (no
sentido das distribuicoes) com valores em M(). A necessidade de considerar fungoes
fracamente continuas (C) ao invés das continuas no sentido usual (C') é uma dificuldade

A ndo ser fortemente continuo em certos

técnica ligada ao fato do semigrupo do calor e
espagos de fungoes. Deste modo X € dotado com duas normas: supg<, . [|w(t); M(Q)]|,
controlando a variagao total de w(t), e uma norma mais fina que requer a integrabilidade

suplementar de w(t). A motivacdo destas duas normas pode ser encontrada em [3].

Existem muitos motivos para uma solugao deixar de existir em um determinado espaco,
um deles é o fato da norma se tornar ilimitada, por exemplo, o espaco LP exige norma
LP? finita. Neste contexo apresentaremos as defini¢oes (em linguagem matematica) de trés

efeitos importantes que podem ocorrer com as solugoes de (K-S).

Definigao 1.4.1. Seja (p(x,t),S(x,t)) uma solugcdo de (K-S) para o dado inicial (po, So)

correspondente.

e Dizemos que o modelo descreve agregacao, se li¥n inf [|p(-, )] oo ) > [|po( )|l L)

e ||p(-, )| ey < const para todo t.

o A solugcao explode, ou seja, ocorre “blow up”, se ||p(-,t)|| @) ou [|S(-,t)| L=
tornam-se ilimitados em tempo finito ou infinito, isto €, existe um tempo T,q. com

0 < Thae < 00 tal que

limsup [|p(+, t)|| L) = o0 ou limsup [|S(-, )| =) = oo.
t

max max

Caso Thae < 00 dizemos que exite “blow up” em tempo finito.

e Dizemos que ocorre colapso quimiotdtico* se

timsup [lo(- 1) 1@ < oo )llz=co

Observacao 1.4.3. FEstes trés comportamentos podem ser observados em solucoes

diferentes de uma mesma equacao dependendo da escolha das condigoes iniciais.

Uma questao importante e amplamente discutida na literatura sobre quimiotaxia é:
“Quando as solugoes de (K-S) explodem em tempo finito?”. Os primeiros resultados
apresentados procurando responder a essa pergunta foram obtidos para o sistema (K-S)
com uma modificacao na equacao para a substancia quimioatraente, transformando o

sistema parabolico em um sistema parabdlico-eliptico.

40 termo colapso é usado algumas vezes para designar o que definimos como “blow-up”.
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Op/0t = Ap —xV - (pVS5)

AS+a(p—1)=0. (1.31)

O sistema (1.31) é obtido de (1.1)-(1.3) apds um reescalonamento e a hipétese de que
a difusdo da substancia quimica é muito mais réapida do que a da espécie em questao (D.
discoideum). Utilizaremos este procedimento na Segao 1.5.

Nagai observou em [15], utilizando técnicas de expansdo assintética para solugdes
radialmente simétricas de (1.29) com condi¢oes homogéneas de Neumann, que as condigoes
para a existéncia global e para “blow-up”em tempo finito do sistema (1.31) sdo as mesmas
do sistema original (K-S) com D = Dy = 1. Sob as mesmas condigbes utilizadas por Nagai,
Herrero e Velasquez mostaram que existem solugdes radiais de (1.31) que exibem colapso
quimiotatico (ver [8]), e em [7] eles mostraram que existem solugdes com “blow-up”em
tempo finito para o sistema (1.31) com = € R3, apresentando quais as condigoes para que
aconteca “blow-up”tanto em duas quanto em trés dimensoes espaciais. Resumidamente,
Herrero e Velasquez e os trabalhos por eles mencionados em [7], mostraram que, supondo
x € R", para n igual a 3, as condicoes iniciais sempre podem ser escolhidas e organizadas
de forma que ocorra “blow-up”. Para n =1 o “blow up” nunca acontece para o caso com
coeficientes de difusao e sensibilidade quimiotatica constantes; para n = 2, com simetria
esférica, temos um caso de fronteira, onde o “blow-up” pode ocorrer ou nao, dependendo
das condigoes iniciais. E importante ressaltar que o “blow-up” depende muito fortemente
da escolha dos parametros do modelo de Keller-Segel. Por exemplo, com difusao constante,
e fazendo a taxa da sensibilidade constante, ou uma constante dividida por S, temos
resultados muito diferentes. Para um historico mais completo sobre os trabalhos que
discutem a ocorréncia de “blow-up” no modelo de Keller-Segel veja [10].

O sistema (K-S) com algumas modificagoes também é utilizado para o estudo de
outros organismos como as mixobactérias (myzobacteria), que sdo bactérias deslizantes
que frutificam (“fruiting gliding bacteria”), deslizam em superficies adequadas ou na
interface da dgua como o ar; seu ciclo de vida tem algumas semelhangas com o ciclo do
D. Discoideum, estas bactéria também se agregam em condicoes de inani¢ao. O seguinte

sistema ¢ utilizado para o estudo do seu estagio de agregacao:

% = DV (Vp—px (S)V5S), (1.32)
Y = 00.5) (1.33)
G — (1.34)
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«a e (0 constantes. Em particular, o crescimento de S determina quando ocorre ou nao

“blow-up”. Apresentaremos em particular trés tipos de dinamica para S.

e Crescimento linear:
e(p,S) =p—pS, (1.35)
1 constante, onde noés supomos que a taxa de producao de S é proporcional a

densidade local de p.

e Crescimento exponencial
w(p,S) = (p—n) S, (1.36)

1 constante. Aqui a populagdo da espécie de controle cresce exponencialmente.

e (Crescimento saturado:

S P
w(p,S) = 1+05) MS+%1+p (1.37)

1, v € v constantes. A saturagao na produgao das espécies de controle é certamente
mais realistico no contexto biolégico. Na forma acima a producao pode ser
localmente muito grande se v é suficientemente pequeno, mas eventualmente ela

satura. Além disso existe uma parcela que indica producao independente de S.

O efeito destas dinamicas no comportamento das solugoes de (1.32)-(1.33) é estudado
detalhadamente em [18] onde também sdo apresentadas as solugoes numéricas deste
sistema de acordo com a dinamica escolhida.

Observamos que o estudo do modelo difusivo motivou o desenvolvimento de toda
uma teoria para andlise do comportamento de suas solugoes e que ainda comporta novos

resultados.

1.5 Modelos Cinéticos X Modelos Difusivos

O objetivo desta segao é estudar os modelos cinéticos de quimiotaxia e seus limites
macroscopicos (limites de difusao). Como pudemos observar o modelo de Keller-Segel nao
leva em consideragao a velocidade com que as amebas estao se locomovendo no estagio
de agregacao. Ja apresentamos na Se¢ao 1.2 o modelo cinético que é uma equacao para a

densidade celular f no espaco de fase, ou seja, f = f(x,v,t) > 0,

Of +v-Vof = / (TISIf — T*[S)f)dv, (1.38)

onde x, v e t denotam, respectivamente, posi¢ao, velocidade e tempo, x € R", v € V,t > 0

e f'= f(z,V,t) .
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Esclareceremos alguns detalhes que foram omitidos na Secao 1.2 pois nao eram
relevantes naquele momento. Neste modelo é assumido que a reorientacao no movimento

celular é um processo de Poisson com taxa

AlS] = /V T*(S]dv'

e T*[S]/A[S] é a densidade de probabilidade para a mudanga na velocidade de v para v’
dado que a reorientacao ocorre para uma célula na posicao x no tempo t.

O conjunto V ja foi apresentado como o conjunto de todas as velocidades admissiveis.
Assumiremos que V' é compacto e invariante por rotagao. No&s restringiremos nossa
atencao para conjuntos V esfericamente simétricos, como bolas, esferas ou cascas esféricas
(com o centro na origem). Quando V' é uma esfera, dv é a medida da superficie.

Além da equacao para a densidade de células devemos considerar a equacao para a

substancia quimica. Assim o sistema a ser considerado é:

of +v-Vf = /V (TIS)f — T*[S]f)dv,

95 — DsAS+ap— > . (1.39)

Ts

Definimos ainda a densidade da célula na posicao x por

pz/vfdv, (1.40)

Na equagao (1.39), 1/7¢ equivale ao 5 da equagao (1.2), ou seja, esta representando um
decaimento quimico, Tg é o tempo de decaimento da substancia S. O sistema (1.38)-(1.39)
nao estda incluindo processos de nascimento-morte de células, o que poe uma limitacao
no modelo, que é vélido somente em intervalo de tempo onde a divisao celular nao é
importante.

Na Secao 1.2 mencionamos que Alt [2] deduziu (1.1) de uma equagao de transporte
que ¢é similar a (1.38) e que Othmer e Hillen mostraram formalmente que (1.38)-(1.39),
tem como um limite difusivo um modelo de Keller-Segel, sob algumas hipdteses especificas
no nucleo de reorientagao T'[S]. Vamos apresentar uma dedugao formal na mesma dire¢ao
adotada por eles. Adotaremos como hipotese que 75 = £79, onde 7y € o tempo tipico entre
duas reorientacoes aleatorias, 71 é o tempo tipico entre duas reorientacoes quimicamente
orientadas e € pode ser entendido como o tamanho caracteristico do passo da ameba
do bolor do lodo (o individuo d4 um passo ¢ para escolher a dire¢ao), matematicamente:
€ := comprimento micoscépico/comprimento macroscépico (do passo), 0 < e < 1. Vamos

reescalonar o sistema, considere

t=t/ty, T=a/x9, V="1/00,
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com ty = 79/e% , Ty = voTo/€ . Além disto:

TE[S/S()] Lo S()DS
T = = — e
[S] TOU(C)l ) fO 'U(?)’ y PO Oél'g )

onde vy uma velocidade maxima em V', Sy um valor escolhido apropriadamente para a
densidade do quimioatraente e dimensao d = 2 ou d = 3 para o conjunto V', em geral

d = 3. Observemos que

0 _oto 10
ot otdt  ty ot
0 _0t0 190
or 0rdi 1x00%’

1
vm:_via

Zo

além disso, considerando S = S/ Sy, temos que

Utilizando estas informagoes obtemos de (1.38)

1 af VoV 1
_ _ -vm e — TE S S _TE* S S / d /’
t08t+l‘0 f TOUS V( [/O]f [/O]f) v
e20f  woed 1
— =+ ——Vaf = — | (T.[S/Sol f = TZ[S/So] f') v/,
70 875 * VoTo f TOUS V( [ / O]f [ / O]f) v
e de (1.39) )

SQ aS DSSO ~ N 1 -~

=T AS — 4 .

to Ot z 5~ apop Ts 55

Apés uma manipulacao algébrica o sistema (1.38)-(1.39) é reescrito, retirando™,

20, f. +ev-Vof. = —T[S](f.), (1.41)
50,S. = AS. +p.—o62s. (1.42)
TS
com
pe = /Vfadv, (1.43)
TISI(f) = / (T218)f — TSI )dv |
_ ’027'0
5 — ZOD—S.

onde ¢, em (1.42), é a razao entre a difusao celular e a difusdo da substancia quimica.

Suporemos a difusdo quimica muito maior, isto é, Dg — 00, e portanto d = 0.
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Logo, escrevemos:
AS. / fedv. (1.44)

O limite difusivo (limite macroscépico) de (1.41) acoplado a (1.44) corresponde a & — 0

e serd estudado com respeito as condigdes iniciais
fe(z,v,0) = fo(x,v), reR" veV (1.45)

Em [11] a equagao (1.41) com condigao inicial (1.45) é considerada acoplada a

885 —AS. =p. = /fsdfv (1.46)

ao invés de (1.44).

Em [5] os cdlculos formais do limite difusivo de (1.41)-(1.44) sdo feitos para x € R3,
considerando a solugao fundamental do laplaciano para obter S, apartir da equagao (1.44),
ou seja,

1 Py,
Se(,t) = pe x (dmla)) ! = — 5 |x(_ y)|dy (1.47)

O modelo macroscépico resultante quando ¢ — 0 em (1.41)-(1.44) depende das
propriedades do operador de reorientagao 7:[S]. Uma propriedade bésica deste operador
é que sua integral com respeito a velocidade se anula (conservagao celular: o nimero
de células que muda da velocidade v para v" é igual ao que muda de v’ para v), deixando
a equacao de conservacao macroscopica:

0p.
ot

+V.-J.=0 (1.48)
com o fluxo )

J(z,t) = —/ vfe(x,v,t)dv

€Jv
Consideremos as expansoes assintéticas
T.[S] = Ty[S] +Ti[S] + O(?);
fe = fotefi+O@E);
SE = S() + 551 + 0(82).

O operador de reorientacao também pode ser expandido com coeficientes

TISIf) = / (TP[S)f - TulS]f )dv

\%4

Obtemos entao que

7;[55]][5 = %[Ss]fs + 57—1[55]][.5 + 0(52)
= %[S() + 6Sl]f5 + 57'1 [S() + 851]f5 + 0(62). (149)
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Por expansao em Taylor temos que
76[50 + 851] = 76[50] + 8D76[So] Sl + O(€2>, (150)

onde D7y[Sp]. S1 é a derivada de 7 calculada em Sy na diregao de Sy, isto é, D75[So]. S1
é um operador de reorientagao cujo nicleo é a derivada de Tj (no sentido de Fréchet) com
respeito a S, calculada em Sy na direcao de 5.

Substituindo (1.50) em (1.49) obtemos

T[S fe = (To[So] +eDTo[So]. S1) fe + Ti[Sol f- + O(?)
= To[So)f- + & (DTo[So). S1) f- + €Ta[So) f- + O(?)
= To[So] (fo +efi) + & (DT[So]- S1) fo + eTa[Sol fo + O(e?)
= To[Solfo + €To[Sol 1 + €Ta[Sol fo + € (DTo[So]. S1) fo + O(e*)  (1.51)

Comparando os coeficientes em (1.41) e (1.51) obtemos que

T[So)(fo) = 0, (1.52)
v-Vafo = =To[So](f1) — T1[So](fo) — (DTo[So]. S1) (fo)- (1.53)

Além disso, de (1.47) temos que

So = po * com py = / fodv (1.54)
1%

47 |x|

Para prosseguirmos com nossos calculos formais necessitamos de algumas hipdteses

adicionais em relagao ao operador de reorientacao com ordem O(g°), Ty[S].

Hipétese 1. Eziste uma distribuicao de velocidade limitada F'(v) > 0, independente de
x, t, e S, tal que o equilibrio detalhado T[S|F = To[S]F" acontece. O fluzo produzido por

esta distribuicao de equilibrio se anula, e F' é normalizado:

X}W@ywzo, “LFva:L

A taza de reorientacio To[S] € limitada, e existe uma constante v = v[S] > 0 tal que
To[S))F > 7,V (v,0) €V xV, z€eR? ¢ >0.

Precisamos ainda de dois lemas

Lema 1. Sejam x : R — R, g: V — R, e sejam

T.[S|F' + T*[S]F
2 b

_ TS|F - TX[S)F

62151 =
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denotam, respectivamente, a parte simétrica e anti-simétrica de T.[S]F" (Ou seja,
TUSIF' = 6515) + 621S], TZISIF = 6515 — 64[S]) . Bntao

/Vﬂ[S](Fg)X(g)dv = %/‘//‘/¢f[5](9—9/)(><(9)—X(Ql))dvld")
- %/V/Vcb?[s](ﬁg’)(x(g’)—X(g))dv’dv-

O mesmo acontece para Ti[S] com definicio andloga de ¢3[S] e ¢i[S].

Demonstracao.

/VTE[S](FQ)X(g)dv = /vd'vx(g)/Vdv’(T:[S]Fg—TE[S]F’g’)

_ / 'y (g) / dv(T.S|F'g — T/[S]Fg),
Vv 1%

ou seja,
[zsiEn = L [ [ 2P0 - LIS @y
* 3 / /V T.[SIF'g'x(¢') = T:[S|Fax(g)dv'dv
= 5[] 5181 - otis1) xto) - (65151 + o215 gt
* %/V/V (0218] + 62[S]) o'x(g') — (¢2[S] — ¢2'[S]) gx(g')dv'dv
| EsEaxaar = 5 | [ o15l0x0) - ¢l x0) + o511 x(a) - 6 Sloxto )
- %/ / _(b?[s]g)((g) o qb?[S]g’X(g) + ¢?[S]g’x(g') + ¢?[S]gx(g')dv'dv
vV JV
= 3 [ [ #1510 0d0) - o) + 61810 (119~ o) '
i % /v /v 62819 (x(9') = x(9)) + ¢2[S]g' (x(¢') — x(9)) dv'dv
/ LSI(Fo)xlg)dv. = % / / 921519 (x(9) — x(9") — 6Z[S]g’ (x(g9) — x(¢")) dv'dv
v vJv
* % /V/V¢?[S]9 (x(¢g") — x(9)) + ¢21S)g’ (x(g') — x(g)) dv'dv
- % /V/V¢f[5] (9—9") (x(g9) — x(¢)) dv'dv
" % /V/Vqﬁ?[S] (9+9) (x(9) = x(9)) dv'dv.
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Lema 2. Suponha que a Hipotese 1 seja vdlida. Entdao vale a igualdade de entropia

/VTO[S](f) / /qﬁo (f . F)de’dv > 0. (1.55)

Para g € L*(V;dv/F), a equagio To[S|(f) = g tem uma nica solugdo f € L*(V;dv/F)

satisfazendo [, f dv =0 se, e somente se, [, gdv = 0.

Demonstragao. A igualdade em (1.55) é obtida aplicando-se o Lema 1 com g = f/F,
x = id e observando-se que a hipdtese do equilibrio detalhado é equivalente a ¢3![S] = 0.
O fato fv gdv = 0 é uma conseqiiéncia direta da conservacao celular e ¢ uma condicao

necessaria para a solvabilidade de Zy[S](f) = g.

Suponhamos agora | fdv = 0. Pelo equilibrio detalhado temos que

Vv
o5[S] = To[SIF'
S /
%1?] = TO[S]FFZ’YF/
o51S] > ~FF.

Substituindo esta informacao em (1.55) obtemos

/V’T()[S](f)%dv > //FF (F‘F) ' dv

(1 fr 7 /
> —//FF (ﬁ—QFF,—i-ﬁ)dvdv

> //F’f2 2f f' +Ffl2dv’dv
> §/VF (/VFdU)dU—l-’Y//ffd’UldU—FQ/f;f (/dev)dv’
=1pela Hip.1 =1
> /—dv+7/ %’fj;)/
/V TSN Ld > 5 /V L (1.56)

Vamos utilizar o Teorema de Representacao de Lax-Milgram para concluir o lema.

Counsidere

H = L*(V,dv/F)n {f\/fdv_o}

Definindo o operador bilinear
g
B(f.9) = | TSI
1%
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queremos mostrar que ele é coercivo e limitado (1.6). Temos por (1.56) que

1B NI = A1

na norma L*(V,dv/F). Logo vale a coercividade que se refere ao Lax-Milgram, vamos

verificar a limitacao. Observemos que

H = {fELQ(V,dv/F)}/Vfdv:O}

é um espago de Hilbert com a norma L?(V,dv/F). Assim vamos reduzir o operador B a

este espaco. Observemos que

B(f.g) = / To[)(f)gdv/F = /V / (T3 [S)f - TolS)f') gdvde' | F

e a limitacao de B segue da limitagao de Ty[S] e T;[S], estabelecida na Hipotese 1 e do
volume de V' ser finito.

d
Agora consideremos o funcional ®,(h) = / ghfv. Este funcional é limitado pois
1%

por Cauchy-Schwartz 1/2 1/2 def
o [ ngape " E ([ agE) ([ gaE) o)
1% 14 v

Por Lax-Milgram existe um unico f tal que B(f,h) = ®,(h) V h € H, reescrevendo

obtemos 5
0= [ (g Tis)r) v
v
Logo g—7y[S]f é perpendicular a todo h € L*(V, dv/F) e portanto é zero. Assim provamos

a existéncia da solucao. O

Temos como conseqiiéncia de (1.55) que o nicleo de 7y[S] é gerado pela distribuigao

F. Entao deduzimos da equagao (1.54) que
fola 0.) = polie, )F ). (157)
Agora vamos analisar a equagao (1.53)
vV fo==T[5](f1) — Ti[So](fo) — (DZTo[So]. 51) (fo)-

Como a distribuigao de equilibrio independe de S, o termo D7,[Sy]. S desaparece e a
equagao (1.53) fica:
v+ Vefo=—T[Sol(f1) — T1[Sol(fo)- (1.58)
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Do Lema 2 obtemos que (1.58) corresponde a equagao
fi(z,v,t) = —kr(x,v,t) - Vpo(x,t) — O(z,v,t)po(z,t) + p1(z,t)F(v), (1.59)
quando se aplica 7y[Sp], onde k = K[Sy] e © = O[Sy sao solugoes de

To[Sol(k) = vF,
To[So](©) = Ti[Sol(F),

e p1, a densidade macroscépica de fi, é uma nova varidavel. Observe que estas solugoes

sdo obtidas uma vez que vF e T7[Sy|(F) satisfazem a condigao de solvibilidade do Lema
2 pois/ v F(v)dv = 0 (pela Hipdtese 1) e / 71[50](F)dv = 0 (pela conservagao celular).
v 1%
De (1.48) temos que

J.(z,t) = %/VU (fo+efi+0(%)) do. (1.60)

Por (1.57) juntamente com a Hipétese 1 temos que / v fodv = 0, logo a equacao (1.60)
1%
se reduz a

Jo(x,t) = /valdv + O(e). (1.61)

Obtemos das equagoes (1.48) e (1.61) que

dpo -
E = —V(/valdv)

= -V (/v v (—=k(z,0,t) - Vpo(x,t) — O(x,v,t)po(x,t) + p1(x,t)F(v)) dv)
= =V (=D[S0]Vpo + I'[So]po)

%~V (DISulV 0~ TISiloo) (162)

ot

onde
D[So)(z,t) = /Vv ® Kk[So)(z,v,t)dv,
C[Sol(x,t) = —/Vv@[SO](x,'U,t)dv.

Entao o limite formal de (1.41) e (1.47) é (1.62) acoplado a solugdo para Sy em (1.54).
Vamos agora apresentar dois modelos especificos para o ntucleo de reorientacao e
calcular explicitamente as férmulas para seus coeficientes de transporte macroscopico.

Para mais exemplos de niicleos de reorientagao e sua relevancia biolégica veja [17].
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Exemplo 1. Considere
T.[S] = To[S]+eTh[9],
To[S)(z,v, 0" t) = A[S|(z,t)F(v) ,
T1[S](z,v,0",t) = a(S)v-VS —=b(S)' VS

com F(v) > 0 e suponha também que A\[S|(z,t) > ~.

Em ordem €° temos

0 = 76 fO )
Po = / Jo s
ASO -
Das duas primeiras equagoes obtemos:
fo=poF(v) .
Em ordem €' temos
v-Vfo = —(Ti(fo) + To(f1)) ,
pP1 = /fl)
ASl -
Definimos:
1
D|S| = —/v@vdev
S) = g ), veuF®
1
I = —5 ), vHISIEN = (SIS
g = OmV) fy REFd +a(S) [y [vfdv)
X 3A[S0] ’

onde p(V) = / dv. Multiplicando a primeira equagao por v e integrando em V obtemos:
v

ALSolDISo]V o = AlSo]x[So]VSapo — AlSo) /V o fydy |

FEscrevemos

/ vfidv = X[SO]VSOPO - D[So]vpo .
1%

Em ordem £ e integrando em V obtemos

atpow-/vfldv:o,
Vv
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ou seja:
Oipo = V - (D[So]Vpo — x[So]VSopo)

que junto com a equacdo
—ASy = po

é¢ o modelo de Keller-Segel parabdlico-eliptico que obtivemos quando consideramos que
a difusao da substancia quimioatraente € muito maior que a difusao dos individuos da
populacao cuja densidade esta sendo descrita por p. E interessante ressaltar que o modelo
macroscopico obtido inclur o modelo de Keller-Segel que apresenta “blow-up” em tempo

finito.

Exemplo 2. Suponha uma fung¢ao suave (S, S), positiva, ndo-decrescente no sequndo

argumento, definida em Ry X Ry tal que
0< ¢min S ¢(S7§) S a1§+a2 )

onde a2 sao constantes reais positivas.

Considere

T.[S|(z,v,0v',t) = as(S(z,t),S(x+ev,t))
+ a_(S(x,t),S(x —ev' 1)), (1.63)

onde a sao constantes positivas. Temos entao pela expansdio de T.[S] = To[S] + T1[S]:

T[S] = (ap+a)v(S,5),
_ ¥ —a_v)-
Ti[S] = aS(S S)ajv —a_v)-VS .

A partir destas expressoes podemos ver que o limite € — 0 deste modelo é a equagao
de Keller-Segel
Apo =V - (D[So]Vpo — x[S6]V Sopo)

com

1 2
DIS| = g

%

a8 = Sis S)?ﬂpss /de

que junto com a equag¢ao

—ASy = po

¢ 0 modelo de Keller-Segel parabolico-eliptico.



CAPITULO 1. MODELAGEM DA QUIMIOTAXIA 29

Para(S,5) = U(S—S5), ay =1, a_ =0, obtemos D e x constantes (modelo cldssico
de Keller-Segel).
Escolhendo (S, S) = U(S)¥(S) podemos reproduzir um modelo arbitrdrio de Keller-

Segel, desde que:
T, u(i ) /S / l
v = _— d
(S) exp (3fv oPdv Js, x[5]ds")

Iy |EJ‘2d’U .
3u(V)2¥(S)D[S]

Sempre que 0 < min < (S, S) < anS + ay temos existéncia global.
Observacao 1.5.1. Semelhancas e diferencas entre os dois exemplos:

e Ambos os modelos convergem formalmente para o modelo de Keller-Segel.

o O segundo exemplo tem existéncia global — nao apresenta “blow-up” em tempo
finito.

Até o presente momento fizemos somente calculos formais como um indicativo de que o
limite de uma equacao do tipo Boltzmann para a densidade celular no espaco de fase, com
algumas condigoes sobre o nicleo, acoplada a uma equacao eliptica para o quimioatraente
¢ um modelo de Keller-Segel. A seguir enunciaremos os resultados apresentados em [5]

que garantem formalmente este limite.

Teorema 1.5.1. (Ezisténcia Global) Assuma que V' é uma bola, considere f° € Li N
L®(R3 x V') e suponha que existe C tal queVr € R® v, v/ € V, t e RT e S € WL>(R?)

0 < T[S|(z,v,0',t) <C(1+ S(x+v,t)+S(x—12"1) .

Entao o modelo cinético (equagoes (1.41), (1.44) e (1.47) com com condi¢ao inicial (1.45))
possui solugdo global f € L*°((0,00); LY N L>®(R?* x V)), S € L*®((0,00); LF(R?)), 2 <
p<oo (come=1).

Demonstragao. Ver Teorema 3, Segao 4 em [5]. O

Teorema 1.5.2. (Espago de Ezisténcia de f. e S:) Suponha F' € L>(V') uma distribuicao
positiva de velocidades, com fv Fdv =1 e fv vFdv = 0. Sejam ¢2 e ¢ as partes
simétrica e anti-simétrica de T[S|F"', respectivamente. Suponha que existe ¢ > 3, v >0 e

uma fungao ndo decrescente A € L% (]0,00)), tal que

dzd
flex, = LLRxV)n L <R3><V; %)

62151 = (1= eA([IS|lwreqsy)) FF,
2[5
v FoELS]

d’l), < 82A(HS”W17°°(R3)) .
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Entao eziste t* > 0, independente de €, tal que a solugcdo do sistema cinético (equagoes
(1.41), (1.44) e (1.47) com com condi¢dao inicial (1.45)) satisfaz, uniformemente em ¢,

feo e L2((0,17); &),
Se € L=((0,t); L' N CH(RY))

e eF dx dv dt
po= 2Pl L2(R3><V><(o,t*); rav >
€ F
0ndea<$ ed <p<o.
Demonstragao. Ver Teorema 4, Se¢ao 5 em [5]. O

Teorema 1.5.3. (Convergéncia) Suponha que as hipdteses do Teorema 1.5.2 sejam
satisfeitas. Além disto suponha que para familias S. uniformemente limitadas (quando
e —0) em L2 ([0,00); CH(R?)), com 0 < a < 1, tais que S- e VS. convergem para Sy

e VSy respectivamente em LY. (R3 x [0,00)) para p > 3/2, tenhamos a convergéncia

loc

TE [Ss] — To[So] em L?

LISF) _ 2 /V A[S1dv" — T [So|(F)

(R* x V x [0,00)).

(R*x V xV x[0,00)),

3

p
em L,

Entao as solugdes do modelo cinético (equagoes (1.41), (1.44) e (1.47) com com condi¢ao
inicial (1.45)) satisfazem

fe — poF em L*((0,t"); AX,) fraca-*
S. — Sy em LT _(R®x (0,t%)), 3<p< o0,
3
VS. — VS, em L} (R*x (0,t), 5 <p<oo.

Os limites sao solugoes fracas do sistema de Keller-Segel submetido as condi¢ies

/ FOdv.

Demonstragao. Ver Teorema 5, Se¢ao 5 em [5]. U

INILCLALS:!

Mencionamos na Secao 1.2, que os resultados de Chalub, Markowich, Schmeiser e
Perthame, apresentados em [5], foram generalizados por Hwang, Kang e Stevens em [11].
Estes provaram rigorosamente que o modelo cinético tem limite de difusao macroscopico
em duas e trés dimensbes (espacias) também quando a equagdo para a densidade do
quimioatraente é do tipo parabdlico conforme modelo original de Keller e Segel. A

convergéncia em duas dimensoes espaciais é biolgicamente mais interessante. A seguir
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apresentaremos os resultados de Hwang, Kang e Stevens que generalizam os Teoremas
1.5.1, 1.5.2 e 1.5.3. Para tal considere a equacao (1.41) com condigao inicial (1.45)
acoplada a (1.46), ou seja,

20, f. +ev -V f. = =T [S:|(f-)

fo(z,v 0) Jo(z, v) zeR" veV, (1.64)
0S.

ot / Jedv.

Onde S. é obtido a partir da solugao fundamental da equacao do calor em R™ x R, isto
¢,

xy2
Se(z,t) =T % p(x,t) = // —— th‘s)p(y, s)dyds. (1.65)
n (4n(t —s))

MIS

Teorema 1.5.4. (Ezisténcia Global - Generalizagio) Considere f° € L N L®°(R" x V)
onde n = 2 ou 3 e suponha que existe C tal que Vo € R™, v, v € V, t € R e

S € WL(R"), o miicleo de reorientagio nao-negativo satisfaca
0 < T[S|(z,v,0',t) <C(1+ S(x+v,t)+S(x—12"1) .

Entao o sistema (1.64)-(1.65) possui solugdo global f(-,-,t) € L*((0,00); L} N L>®(R™ x
V), S € L>*((0,00); LP(R™)), 2 < p < 0o para qualquer € > 0 fizado.

Demonstragao. Ver Teorema 2.5, Se¢ao 2 em [11]. O

Teorema 1.5.5. (Espaco de Existéncia de f. e S. - Generalizagao) Suponha F € L>(V)
uma distribuicao positiva de velocidades, com fv Fdv=1c¢e fv vFdv = 0. Sejam ¢2 e
2 as partes simétrica e anti-simétrica de T[S|F’, respectivamente. Suponha que existe
g>nconn=273,v>0 euna funcio nio decrescente A € L2 ([0, 00)), tal que
dz dv
0 N 1 n n .
f E/Yq = L+(R XV)qu<R XV, W) )
¢218] = (1 —eA(lIS|lwroe@n)) FF,
A S 2
(bé‘ L ] d?},
\% F¢5 [S]
Entao existe t* > 0, independente de €, tal que a solugao f., Se, do sistema (1.64)-(1.65)

satisfaz

< EA(|Swreegny) -

foo€ L2((0,1); &),

S. € L™((0,t*); WH(R™) N CH*(R™))
dr dvdt

7).

e z—:F
rszfip € L2(R"><V><(O,t*);
£

onde a = 2 el <p<o0.

q
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Demonstragao. Conforme indicado em [11] a demonstragdo segue os mesmos

procedimentos da prova do Teorema 4, Se¢ao 5 em [5]. O

Teorema 1.5.6. (Convergéncia - Generaliza¢ao) Suponha que as hipdteses do Teorema

1.5.5 sejam satisfeitas e além disto suponha que para familias S. uniformemente limitadas

[eS)
loc

em L2 ([0, 00); C*(R™)), para algum o quando € — 0 com 0 < « < 1, tais que S. e VS

convergem para Sy e V.Sy respectivamente em L, ([0,00); R™) para p > n/(n — 1), com

n = 2,3, nos temos a convergéncia

T.[S.] — To[So] em Ly,
TISJ(F) _ 2 /
BN 2 / 2 [S.]dv' — T3 [So)(F)

p
em L,

([0,00); R" x V x V),

([0, 00); R™" x V).

Entao as solugoes f. e S. de (1.64)-(1.65) satisfazem

fe — poF em L>((0,t"); &,) fraca-x,
Se — Sop em LY ((0,t");R"), 1<p<oo,

loc
VS. — VS, em L7 ((0,t");R"), 1<p<oo.

loc
Demonstragao. Ver Teorema 3.4, Segao 3 em [11]. O

Os Teoremas 1.5.3 e 1.5.6 abordam a existéncia local do limite difusivo. Entretanto
nao é totalmente conhecido se o modelo limite (KS) existe globalmente ou explode em
tempo finito. Os fatores matematicos que influenciam para que ocorra “blow-up” no
modelo de Keller-Segel ainda sao questoes em aberto. Como pudemos ver no Exemplo
1 o limite macroscépico pode incluir o caso em que o modelo de Keller-Segel apresenta
“blow-up”em tempo finito, portanto nada melhor do que esperar “blow-up”’em tempo
finito para o modelo cinético, porém nao existe nenhuma prova de que isto ocorra de
fato. No Exemplo 2, temos pelo Teorema 1.5.1, a garantia de que o modelo cinético com
ntcleo de reorientacao (1.63) possui solugao global e seu limite difusivo pode apresentar
“blow-up” em tempo finito. A relacao entre modelos cinéticos e modelos difusivos para
quimiotaxia, assim como o estudo do comportamentos de suas respectivas solucoes sao
assuntos que apresentam grande perspectiva no que diz respeito a pesquisa recente na

area de modelagem matematica.



Capitulo 2
Métodos das Diferencas Finitas

O objetivo deste capitulo é apresentar os métodos que utilizamos para discretizar
(K-S) e obter as solugdes numéricas que serao apresentadas no préximo capitulo.

Os métodos de diferencas finitas sao meios de se obter solugdoes numéricas para
equacoes diferenciais parciais. A idéia que os fundamenta é substituir as derivadas parciais
por aproximacoes baseadas na expansao por série de Taylor das func¢oes na vizinhanca
dos pontos de interesse. Por exemplo, a derivada parcial du/dt pode ser definida como o

limite da diferenca
Ju u(x,t+ At) —u(x,t
du (et t A —ur)
ot At—0 At

Se, ao invés de tomarmos o limite At — 0, nés considerarmos At suficientemente pequeno

e diferente de zero, obtemos a aproximacao
ou _u(w,t+ At) —u(z,t)
ot At

Esta aproximagao é chamada diferenga finita de du/0t, porque ela envolve pequenas

+O(A). (2.1)

diferengas (mas nao infinitesimais) da varidvel dependente u. Uma aproximacao do tipo
(2.1) é chamada de diferenca adiantada.

Temos também que

ou . u(wt)—u(rt— At)
ot Allltr—r}o At ’
de forma que a aproximacao
Ou _u(r,t)—u(z,t—At)
ot~ At

¢ igualmente uma diferenga finita para du/dt. Chamamos este tipo de aproximacao de

+0O(At) (2.2)

diferenca atrasada.

Podemos definir a diferenca centrada como uma aproximagao para

ou . u(z,t+ A —u(z,t — At)

— = 11m
ot  At—0 2At ’

33
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ou seja,
Ou _u(w,t+ At) —u(r,t— At)
ot AL

Quando aplicamos a diferenca adiantada para du/dt a equagao do calor

+ 0 (AP). (2.3)

du

— = Au 2.4
o (2.4)
obtemos o método explicito, se aplicarmos a diferenca atrasada obteremos o método
implicito (fully implicit). A diferenga centrada da forma (2.3) nao é utilizada na prética
para a discretizacdo do tempo na equagao (2.3) pois pode gerar um método numérico

instavel'. Para este tipo de equacao utilizamos diferenca centrada da forma
ou _u(w,t+At)2) —u(z,t — At/2)
ot~ At

que aparece no método de Crank-Nicolson.

+ O (At?) (2.5)

Podemos definir de forma analoga aproximacgoes por diferenca finita para a derivada
parcial de u em relacao a x.
Para a segunda derivada parcial, como por exemplo 0?u/dz* podemos definir a

diferenga centrada simétrica

Pu _u(r+ Az, t) —2u(x,t) +u(x — Az, 1)
dx2 "~ Ax?

+ 0 (Az?) (2.6)

Existem outras féormulas de aproximacoes por diferenca finita, com diferentes graus de
precisao, ver [22] por exemplo.

Os métodos das diferencas finitas envolvem uma discretizacao inicial do dominio onde
estd definida a equacao diferencial parcial. Vamos tomar como problema modelo a equagao
do calor (2.4) em sua versao unidimensional com condig¢bes de contorno de Neumann e

uma condic¢ao inicial dada

( Ou  O%*u
— > <<
% = 527 (t>00<x<1)
u(r,0)=g(x), (0<z<1)
ou (2.7)
C(0,)=0,  (1=0)
u
-~ — >
| 5 L0=0 (@20

Para isso, dividimos o eixo da varidvel x em espacos de tamanhos iguais (Az). Por
exemplo, se dividimos o intervalo [0,1] em n + 1 intervalos iguais, Ax serd igual a
1/(n+1). O eixo da varidvel ¢ é igualmente dividido em espacos de tamanhos iguais

(At); de forma que dividimos o plano-zt em uma grade de pontos (“mesh points”) da

LA forma (2.3) ¢ utilizada para discretizagao espacial.
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forma (iAz, jAt) com n+ 2 pontos de grade no eixo da varidvel z. Vamos nos concentrar

nos valores de u (x,t) nos pontos desta grade, para isso escrevemos
j dif . .
u] = u(iAx, jAL), (2.8)

para os valores de u (z,t) nos pontos da grade (iAz, jA?).

2.1 Meétodo Explicito das Diferencas Finitas
Neste método substituiremos o problema diferencial (2.7) por uma versao discretizada
dele usando as equagoes (2.1) e (2.6), logo

u(z,t+ At) —u(z,t)
At

+O(At):u(x+Ax,t)—2u(:1:,t)—|—u(a:—Aa;,t) L0 (A).

Ax?
(2.9)

Ignorando os termos de O (At) e O (Ax?), usando a notagao de (2.8) e reorganizando

as equacoes de diferencas obtemos

wl™ = aul, 4+ (1 - 2a)ul + aul_, (2.10)

onde N
a=—— (2.11)

(Az)

com condigbes iniciais e de contorno (Neumann), respectivamente, da forma

u(iAr,0) = g(iAz)=u), 0<i<n+1 (2.12)

uh = ul;ul, =l (2.13)

Por meio da equacao (2.10), a solugdo numérica pode ser obtida passo a passo na
direcdo de t. Observemos que, enquanto a equacao (2.9) é exata, (2.10) é somente uma
j+1

aproximacao. Visto que a equagao (2.10) fornece os novos valores u] " explicitamente em
termos dos valores anteriores u/_,, u/, u’ 41, 0 método baseado nesta equagao ¢ chamado
método explicito.

A equagao (2.10) também pode ser interpretada como um modelo para um passeio
aleatorio sobre uma grade regular, onde uf denota a probabilidade de ponto marcado
estar na posicao ¢ no passo de tempo j, e a denota a probabilidade dela mover-se para
direita ou para a esquerda por uma unidade e (1 — 2a) é a probabilidade de ele ficar
no lugar. Para tal interpretacao fazer sentido probabilistico devemos pedir que o < 1 e
(1 —2a) <1, ousecja, o < 1/2.

Um algoritmo para resolver numericamente a equagao (2.7) possui duas fases:

inicializagao e solugdo. Onde o ntimero de pontos da grade em [0,1] é n + 2, o tamanho
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Algoritmo 1 Resolve (2.7) utilizando o método explicito das diferencas finitas
Input n, k, M
h«— 1/(n+1)
a «— k/h?
w; < g (ih) (0<i<n+1)
t+0
Output 0,¢, (wy, wy, ..., Wyyi1)
for j =1to M do

for i =1 ton do

w; — aw;—1 + (1 — 2a)w; + awy4q
end for
ug < uy {condi¢oes de Neumann}

Up41 < Up

t— jk

Output j, ¢, (ug, U1, ..., Ups1)

(wo, Wy, ..., Wpi1) < (Uo, Uy -y Uptt)
end for

do passo na variavel t, At, serd denotado por k, e o nimero de passos em t a ser calculado
é M. Esta estrutura esta presente nos Algoritmos 1, 2 e 4.

A equagao (2.10), juntamente com sua condi¢ao de contorno (2.13), também pode ser
escrita em notacdo matricial. Seja U7 o vetor de valores de u no tempo t = jk, onde
k = At. Entao

uj
Ui=| (2.14)
ud
A equagao (2.10), pode ser escrita como
Ut = AUY, ou seja, UV = ATHIUY,
onde A é uma matriz n x n dada por
(1 -« « 0 0 |
« 1 -2« o .. 0
A= 0 « 1-2a ... 0 : (2.15)
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Observe que uj) = u] e u;,,; = u), por causa de

ou

s (0,t) =0,
ou

71t =
ot (1,1) =0,

por isso a matriz A tem dimensao n X n e apresenta 1 — « na primeira e ultima linha da

diagonal. Na Secao 2.5 voltaremos a estudar este método.

2.2 Meétodo Puramente Implicito
Neste método substituiremos o problema diferencial (2.7) por uma versao discretizada
dele usando as equagoes (2.2) e (2.6), logo

u(x,t) —u(x,t — At)
At

+O(At>:u(x+Ax,t)—2u(:c,t)—|—u(a:—Aa;,t) Lo ().

A 2
! (2.16)

Ignorando os termos de O (At) e O (Ax?), usando a notagao de (2.8) e reorganizando

as equacoes de diferencas obtemos
—aul, + (14 2a0)u] — aul | =ul . (2.17)

onde o é o mesmo definido na equacao (2.11) e com condigoes iniciais e de contorno
(Neumann), respectivamente, da forma (2.12) e (2.13). Este método é conhecido como
método puramente implicito (“fully implicit method”).
A equagao (2.17) apresenta trés termos com u no nivel j e somente um termo no nivel
j — 1. Se u é conhecido na grade de pontos no nivel j — 1, o valor no nivel 5 s6 pode
ser calculado resolvendo um sistema de equagoes, para obtermos tal sistema devemos
reescrever a equagao (2.17) usando a notagao matricial j& apresentada na Segao anterior.
Seja U’ como descrito em (2.14), entao a equacao (2.17) representa um sistema de n
equacoes para determinar o vetor U/ assumindo que o vetor U7~1 j4 é conhecido. Este
sistema de equacoes é da forma
CU’ =077 (2.18)

onde C = —A e A é a matriz n x n descrita em (2.15). Observe que o sistema tem
n equagbes por causa da condi¢ao (2.13). Podemos resolver este sistema utilizando
diferentes métodos: decomposicao LU, Gauss-Seidel, Jacobi, SOR. (“Successive Over-
Relaxation”, estudaremos este método mais detalhadamente na Se¢ao 2.4), dentre outros.
Apresentaremos no Algoritmo 2 uma rotina que resolve o sistema obtido a partir da
equagao (2.17) usando o fato que que a matriz C' é tridiagonal, uma vez que utiliza uma

subrotina especifica para este tipo de sistema.
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Observacao 2.2.1. Considerando um sistema Cx = b, nesta rotina os elementos da

diagonal principal de C serdo denotados por di, ds, ..., d,, os da superdiagonal por
C1, Coy. .., Ch1 € 08 da subdiagonal por ayi, as, ..., a,_1, 08 numeros do lado direito do
sistema sao by, by, ..., b, e a solugao € armazenada em xq, xs9,..., x,. Desta forma

usaremos para acessar a rotina o comando x «—tri(n,a,d,c,b). Para o sistema (2.18)
usaremos os valores iniciais u; = g(ih) no lugar do vetor b. A rotina tri fornece o valor
de u no passo j + 1 e o escreve sobre o wvalor que estava armazenado do passo j. As
entradas d; sao alteradas durante a execugao de tri por isso sao reinicializadas em cada

passo no tempo.

Algoritmo 2 Resolve (2.7) utilizando o método implicito das diferengas finitas
Input n, k, M
h«— 1/(n+1)
a «— k/h?
u; < g (ih) 0<i<n+1)
t+0
Output 0, ¢, (ug, U1, ..., Ups1)
fori=1ton—1do

Ci < —Q

a; «— —a
end for
for j =1to M do
di — 1+«
d, — 1+«
fori=2ton—1do
d; — 1+ 2«
end for
b (ug,...,u,)7
(ug,...,u,) < tri(n,a,d,c,b)
ugp «— uy {condi¢oes de Neumann}
Up41 < Up
t— jk
Output j, ¢, (ug, w1, ..., Ups1)
end for

A rotina tri pode ser encontrada no Algoritmo 3.
Na Secao 2.4 apresentaremos outro algoritmo para resolver o sistema (2.17). O método

implicito das diferencas finitas voltara a ser estudado na Secao 2.5.
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Algoritmo 3 Método tridiagonal - v « tri(n,a,d,c,b)

Input n,a;,b;,¢;, d;
for i =2 ton do
di — d; — (ai—l/di—l)ci—l
by « b; — (az’fl/difl)bz’fl
end for
Uy < bp/d,
fort=n—1to 1 step —1 do
Vi < (bi -G ’Ui+1)/di

end for

2.3 Meétodo de Crank-Nicolson

Este método é essencialmente uma combinacao dos dois citados anteriormente. Usando

uma parametro 0, a diferenga temporal centrada (2.5), ignorando os termos de O (At?)

e O (Az?) e usando a notacao de (2.8) podemos combinar o método explicito e implicito

de modo a discretizar (2.7) da seguinte forma:

J+1/2 j—1/2
U Y _ (uj+1 _ 9t uj+1)
AL = A2 Wit i i—1

1—6 , . , ,

J J J
+ A2 (qu — 2u; — ul-fl) .

Esta equacao pode ser reescrita como
Jj+1 J
w o —ug 0 (uj+1 _ ol uj+1)
At - A2 i+1 % i—1
1—-46

(Ug+1 — 2u] — Ugfl) :

Ax?

(2.19)

(2.20)

Observe que se § = 0 a equacgao acima descreve o método explicito, quando 6 = 1 teremos

o método implicito. O caso com 6 = 1/2 que é conhecido como método de Crank-

Nicolson devido aos seus criadores, John Crank e Phylis Nicolson.

Usando a notagao de (2.8) e expansao por série de Taylor da fungao u na vizinhanga

dos pontos de interesse observamos porque a equagao (2.19) pode ser escrita da forma

(2.20), visto que

. . At (Ou\' T2 A2 020\ T2

j+1 Jj+1/2 | =2y [UW ou 3
) uit = u Tt (at)l.‘ +—4-2(8t2)i} + O(At)

g e AT AR (0N

Lo 2 \ot), 4.2\ 08 ),

J+1 J 9 Tz 2
ull —ul = At = + O(AY)

ordem mais alta
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Pela equagao (2.5) temos que

J2 2 G-1)2
Ou . Y L og).
ot JAN?

i
Observa-se que o método de Crank-Nicolson tem uma ordem mais alta (em relagdo ao
tempo) de convergéncia para a solu¢ao da equagao diferencial parcial do que os métodos
anteriores.

Vamos reorganizar a equagao (2.20) de modo a obter uma expressao geral para o

método de Crank-Nicolson:

o] [l =20 ) 4 (el — 20] )]

ul
At 2 (Az)? ’
. At . . . . At . . .
2 = (=2 ) =204 B (2 ),
xr x
(24 20) ul = ou! 2 — 20) ! J 2.21
—ouly; + 24 20)ulT —aully =oul + (2 —-20)ul —aul_. (2.21)

A equagao (2.21) apresenta trés termos com u no nivel j + 1 e trés termos no nivel j.
Se u é conhecido na grade de pontos no nivel 7, o valor no nivel j+1 sé pode ser calculado
resolvendo um sistema de equagoes, para obtermos tal sistema devemos reescrever a
equacao (2.21) usando a notagdo matricial ja apresentada nas segOes anteriores. Seja
U7 como descrito em (2.14), entdao a equagao (2.21) representa um sistema de n equagoes
para determinar o vetor U/*! assumindo que o vetor U7 j4 é conhecido. Este sistema de

equagoes ¢ da forma

(I+CO) U = (I+ AU, (2.22)

onde I é a matriz identidade de ordem n, C' = —A e A é a matriz n x n descrita em
(2.15). Observe que o sistema tem n equagoes por causa da condicao (2.13). Como U7 ja

é conhecido podemos reescrever o sistema (2.22) como
CUI*t =, (2.23)

comC =I+Ceb= (I+A)U’ o qual deve ser atualizado a cada passo no tempo. Como j4
mencionamos este sistema pode ser resolvido usando diferentes métodos, apresentaremos a
seguir (no Algoritmo 4) um esbogo do procedimento para resolver o sistema (2.23) usando
a rotina tri uma vez que a matriz Cé tridiagonal.

Na Secao 2.4 apresentaremos outro algoritmo para resolver o sistema (2.23). O método

de Crank-Nicolson das diferengas finitas voltara a ser estudado na Segao 2.5.
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Algoritmo 4 Resolve (2.7) utilizando o método de Crank-Nicolson das diferencas finitas
Input n, k, M
h«— 1/(n+1)
a «— k/h?
u; < g (ih) (0<i<n+1)
t+0
Output 0,1, (ug, uy, ..., Upti1)
A(l,1) —1—a
Aln,n) — 1 —«
A(1,2) — «
An,n—1) «— «
fori=2ton—1do
Aii—1) «— «
Al i+ 1) —
A(i,i) «— 1 — 2«

end for

I «— matriz identidade
C—1I1-A
¢ < superdiagonal de A
a «— subdiagonal de A
for j =1to M do
b (I4 A)(uy,...,u,)7
d « diagonal de A
(U1, ...,uy) < tri(n,a,d,c, 5)
ug < uy {condi¢oes de Neumann}
Un41 < Un
t— jk
Output j, ¢, (ug, w1, ..., Ups1)
end for

2.4 SOR

O acronimo SOR vem de “Successive Over-Relaxation” e designa um método iterativo

para resolver um sistema linear da forma

Az =b. (2.24)



CAPITULO 2. METODOS DAS DIFERENCAS FINITAS 42

De um modo geral, em um método iterativo, uma certa matriz () é prescrita e o problema

original (2.24) ¢ reescrito na forma equivalente
Qr=(Q — A)x +b. (2.25)
Daqui podemos retirar um método iterativo que consiste em:
e Escolher um vetor inicial z(©;

e [terar

a® = (I —Q 'A)z* Y+ Q. (2.26)
Podemos reescrever a equacao acima da forma
e® = Gzt 4 ¢, (2.27)

onde G=(I—Q 'A)ec=Q '
Vamos agora estabelecer critérios que nos permitam determinar quando existe

convergéncia para os métodos iterativos. Da equagao (2.25) e (2.26) obtemos que
e®) — =1 - QA (2% Y —2) = Gz* Y — ). (2.28)
Escolhendo uma norma conveniente obtemos que
l2® =z < |G| [l*Y = 2], (2.29)

ou seja,
l2® — || <G| — =] (2.30)

Entao se |G||* < 1 podemos concluir que
lim ||z®) — z|| = 0.
k—o0
Rigorosamente o seguinte teorema garante a convergencia de um método iterativo

Teorema 2.4.1. (Teorema das Condig¢des necessdarias e suficientes para convergéncia de

um método iterativo) Para a formula de itera¢ao
2™ = G2+ ¢

produzir uma sequéncia convergindo para (I — G)™ e, para qualquer vetor inicial z© ¢

necessario e suficiente que o rato espectral de G seja menor que 1.
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O raio espectral de GG é definido pela equacao
p(G) = max{|A| | det(G — \I) = 0}.

Além disso temos que

p(G) = inf Gl

Supondo que a matriz A de (2.24) pode ser particionada da forma
A=D+L+U,

onde D é a matriz diagonal formada pelos elementos da diagonal de A, L é a matriz
triangular inferior com diagonal nula e U é a matriz triangular superior com a diagonal

nula, podemos caracterizar o método SOR como o método onde

Q=w (D +wl),
G =(D+wL) Y(—wU + (1 —w)D).

Deste modo a equagao (2.29) para este método pode ser escrita da forma
(D +wL)z® = (1 —w)Dz* Y — wUz* =Y 4 wb. (2.31)

Na pratica o método SOR ¢é variante do método Gauss-Sidel: para resolver (2.24)

calculamos a k—ésima iterada de Gauss-Sidel

i—1

NONEE ® N (k1)
l’i = a—” [bz — Zaijxj — Z CLZ‘jZL'j ] s (232)

j=1 j=i+1

)60 j-ésimo elemento do vetor x na

parai=1,2,...,n (n é a dimensdo de A), onde x§
k-ésima iterada e a;; é o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A, como

um passo intermediario e entao calculamos o valor final a partir da equacao

K3 3

o = 56 o (89 - a0, (2:33)

onde w é um parametro de relaxagdo. Se w = 1 a equagado (2.33) reduz-se a equagao

(2.32). Substituindo a equacgao (2.32) em (2.33) e reorganizando os termos obtemos que

i—1 n
aii:pgk) +w Z al-jx§-k) =(1- w)aiixgk_l) —w Z al-jx§-k_1) + whby, (2.34)
j=1 j=i+1
para i = 1,2,...,n, que é a equacao (2.31) em funcao dos elementos do vetor z e dos

elementos das matrizes D, L e U.

Os seguintes teoremas apresentam resultados acerca da convergéncia do método SOR.
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Teorema 2.4.2. (Kahan - condi¢do necessdria) Para que haja convergéncia do método

SOR, qualquer que seja a iterada inicial, € necessdrio que w esteja no intervalo (0,2).
Demonstragao. Ver [12]. O

Teorema 2.4.3. (Ostrowski-Reich - condicao suficiente) Se a matriz A for simétrica e
definida positiva, e considerarmos w no intervalo (0,2), hd convergéncia do método SOR,

qualquer que seja a iterada inicial.
Demonstragao. Ver [16] e [20]. O

No Algoritmo 5 apresentaremos uma rotina que executa o método SOR para resolver
(2.24).

2.5 Analise de Estabilidade

Os métodos das diferencas finitas descritos neste capitulo sao casos particulares da
férmula linear de 1-passo de diferencas finitas que pode ser escrita da forma

T

> Badly =) awl, (2.35)
pu=—1 p=—t
para algumas constantes [3,,, o, com 3y # 0. Se 3, = 0V p # 0 o método é explicito e se
B, # 0 para algum p # 0 o método ¢ implicito.
De um modo geral seja Sa;, com Sa; : B — B, uma familia de operadores lineares
limitados que aplica v/ em w’™, onde B é um espaco de Banach, entdo podemos

representar (2.35) por
ujJrl = SAtuja

consequentemente
uw T = (Sa) (2.36)

onde o subindice At em S indica que os coeficientes da féormula das diferencas finitas
dependem do passo no tempo.

A seguir apresentaremos algumas defini¢oes que indicam a confiabilidade que podemos
obter na discretizacao pelo método das diferencas finitas de um determinado problema de

valor inicial envolvendo uma equacao diferencial parcial
Owu(t) = Au(t), 0 <t <T u(0) = uy, (2.37)

onde u(t) é uma fungao de x, isto é, u(z,t) e A : B — B é um operador linear neste espago
(no caso da equacao do calor A = 9?) e condigdes homogéneas de contorno podem ser

incluidas por uma restricao de B apropriada.
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Algoritmo 5 Método SOR - SOR(n, A, b, z, eps, maxit,w)
Input n, A, b;, z;, eps, maxit, w {x1,zs,...,x, sdo os elementos do vetor-chute inicial

x, eps é a tolerdncia, maxit é o niimero maximo de iteragoes}
for i =1tondo
if |a;| < eps then
Output “Algorithm fails because |a;| < eps ”
Exit
end if
end for
k < 0 {k é contador das iteragoes}
cont «— 1
while (k£ < mazit) and (cont = 1) do
k—k+1
zold «— x {zold;, 1 <i < n are the old values of vector z}
for i =1 ton do
sum < 0
for j =1ton do
if 7 # ¢ then
SUM = SUM + Q45 * T;
end if
end for
x; — (by — sum)/ay
x; = zold; + w * (x; — xold;)
end for
cont — 0
forv=1tondo
if |z; — xold;| > eps * |z;| then
cont «— 1
end if
end for
end while
if cont =1 then
Output “Algorithm fails: no convergence”
end if
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Definigao 2.5.1. (Consisténcia) {Sa:} tem ordem de precisio p se
|u(t + At) — Sau(t)]] = O(APTY)  quando At — 0 (2.38)

para qualquer t € [0,T], onde u(t) é uma solug¢do suficientemente suave do problema de
valor inicial (2.87) para qualquer valor inicial ug. {Sat} € consistente se tem ordem de

precisao p > 0.
Definigao 2.5.2. (Convergéncia) {Sa:} € convergente se

Jim [[(SaPu(0) = u(®)] = 0 (2.39)

para qualquer t € [0,T], onde u(t) € uma solu¢ao do problema de valor inicial (2.37) para

qualquer valor inicial ug.
Definigao 2.5.3. (Estabilidade) {Sa:} € estdvel se para algum C > 0
I(Sa)l <€ (2.40)
para todo j e At tal que 0 < jJAt < T.
Este limite na norma do operador ||(Sa;)?|| é equivalente a
[/ [l = 11(Sae)u’]| < Cllu’l] (2.41)
para todo u® € Be 0 < jAt < T. A estabilidade de {Sa;} também é verificada se
[Sacl’ <1+ O(AY). (2.42)
Este fato ¢ garantido pelo lema abaixo (ver Lema 4.4.2 em [22]) fazendo sa; = || Sa¢|-

Lema 3. Seja {sa;} um conjunto de nimeros nao-negativos indexados por At e seja
T > 0 fizado. Entao (sas)’ < C para algum C' > 0, uniformemente para todo At e j com
JAt < T se, e somente se, sa; < 1+ O(At)

Vamos analisar a estabilidade dos métodos descritos nas Secoes 2.1, 2.2 e 2.3. Usaremos
o método de Fourrier, neste método tentamos encontrar uma solucao da equacao de

diferencas finitas que tenha a forma de um modo de Fourrier, isto é,
up =gVt (i =/-1), (2.43)

onde 3 = B, = kw e h = Az. Aqui estamos usando pontos de grade da forma (j Az, nAt)

ao invés da forma anterior (iAx, jAt) para que nao ocorra confusdo entre subindice i e
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nimero complexo ¢ = /—1. A fungdo g = ¢(f3) é denominada fator de amplificagao e

verifica-se (veja Teorema 3.4 em [22]) que a condi¢ao (2.42) é equivalente a:

lgad|™ <1+ O(AL),

quando At — 0 uniformemente em f.
Estabilidade do Método Explicito das Diferencgas Finitas

Substituindo o modo de Fourrier (2.43) em (2.10) obtemos que

Wt = oul ) 4+ (1= 2a)uf) + oull
g — Ut L (1 _ 00)gretih 4 qgn e

g = ae (1 -2a)+ ae "
g = 2acosfh+(1—2a)

= 1—2a(1 —cosfh)

= 1—4asin® Bh/2

(2.44)

Visto que 0 < sin? 3h/2 < 1, temos g < 1 para qualquer « positivo. Se g > 1, o fator de

amplificagao satisfaz (2.44) e isto nos deixa a restrigdo o < 1/2 para que o método seja

estavel.
Estabilidade do Método Implicito das Diferencas Finitas

Substituindo o modo de Fourrier (2.43) em (2.17) obtemos que

—oul + (1+20)u) —ou? | = ul!

—agheUtBh (1 4 20)gnePh _ qgneti-Doh — gne1iith

—ae’ 4+ (14 2a) — ae™ P = !

1+ 2a(l —cosfBh) = !

1 +4asin?Bh/2 =

g
o
—2acos fh+ (1+2a) = g
.
g

1

g et

1 + dasin® 3h/2

Visto que |g| < 1 para qualquer « positivo, o fator de amplificagdo satisfaz (2.44) e

podemos dizer que o método implicito das diferencas finitas é incondicionalmente estavel.
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Estabilidade do Método de Crank-Nicolson

Substituindo o modo de Fourrier (2.43) em (2.21) obtemos que

_agn+16i(j+1)ﬁh (24 20) gnJrleijﬁh _ agnJrlez’(jfl)ﬁh _ agnei(j+1)ﬁh + (2 - 2a) gnez’jﬁh

—ageP + (24 2a) g — age™P" = e 4 (2 - 2a) — ae” "
—2gacosfh+ (24 2a)g = 2acosfBh+ (2 —2a)
2ga (1 —cosfBh) +2g9 = —2a(l —cosfBh)+2
gladsin® Bh/2 +2) = 2— adsin®Bh/2
1 — a2sin® h/1

= 2.45
g 1+ a2sin® Bh/2’ (2.45)

chamando p = 2sin? 3h/2 em (2.45) temos que 0 < p < 2 e para qualquer « positivo

1—ap
14+ ap

<l e -1—au<1l-—apu.

Logo |g| < 1 para qualquer « positivo, o fator de amplificagao satisfaz (2.44) e podemos
dizer que o método de Crank-Nicolson ¢ incondicionalmente estavel.
A seguir enunciaremos um resultado que apresenta as condicées para qua a solucao

obtida pelo método das diferengas finitas convirja para a solugao analitica de (2.37).

Teorema 2.5.1. (Teorema de FEquivaléncia de Laz) Seja {Sa:} uma aprozimagao
consistente para o problema de valor inicial linear e bem-posto (2.37). Entio {Sai} €

convergente se, e somente se, é estavel.
Demonstragao. Ver [21]. O
Este teorema pode ser resumido na seguinte expressao:

Estabilidade + Consisténcia = Convergéncia.

Para o nosso problema especifico, obter solugbes numéricas para (K-S), testamos a
validade de nossas discretizagoes através de simulagoes com dados iniciais e condigoes

para as quais conhecemos a solugao analitica do problema (veja Apéndice B).
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2.6 Algoritmos para o Caso Especifico

Nesta segao apresentaremos as discretizagoes obtidas para o sistema (K-S) utilizando
o método das diferencas finitas, as quais foram utilizadas para obtencao dos resultados

que serao apresentados no préximo capitulo. Considere o sistema (K-S)
Ip/0t = V(DVp — xpVS) (2.46)
0S/0t = D,AS + ap — (S, (2.47)
dp/on = 8S/on = 0, (2.48)
p(z,0) = po(z), S (x,0) = So(x). (2.49)

Vamos desenvolver a expressao (2.46):

9,

o = DAp—xV(pV5),

9,

8_§ = DAp—xVp-VS —xpAS. (2.50)

Estudaremos quantitativamente o modelo de Keller-Segel em uma e duas dimensoes.

2.6.1 Caso Unidimensional

O sistema (K-S) com a variavel espacial x € I C R pode ser escrito da forma

2 2
o _ P 0p0S S

—pl T2\ ,72 2.51
ot~ Torr Xowor oz (2.51)
0S 028
Op/0x = 0S/0x =0, (2.53)

p(,0) = po(x), S (x,0) = So().

Vamos discretizar (2.51)-(2.52) com z € [0, 1] dividindo o intervalo em n+1 intervalos
iguais de tamanho Az = 1/(n + 1). O eixo-t serd dividido em espagos iguais a At de
forma que avaliaremos os valores de p e S em pontos de grade da forma (iAzx, jAt), ou

seja,
pl = p(iAz, jAL),
Sil = S (iAz, jAt).
As condigdes iniciais (2.49) e de contorno (2.53) ficam respectivamente da forma

p(iAz,0) = f(iAz), 0<i<n+1,
S(iAz,0) =g(iAx), 0<i<n+1



CAPITULO 2. METODOS DAS DIFERENCAS FINITAS 50

ph=rl, Phia=rh (2.54)
Sy=8, 8., =5 (2.55)

Método Explicito

Faremos primeiramente a discretizacao da equagao (2.51). Usando a aproximagao por
diferenca adiantada (2.1) para as derivadas parciais de p em relacdo a t e em relagao a
x, usando a diferenca centrada simétrica (2.6) para aproximar as derivadas parciais de

segunda ordem de p e S obtemos

AL w [P?H —2p; + P?q] - w [P?H - PH [Sfﬂ - Szj]
- (ijpg [SijJrl - 287 + Sijfl} )
T
?H = PZ + w [ngrl - 2Pg + ngl} - w [ngrl - Pﬂ [Sijﬂ - Sﬂ
At . . .
- (Z.T;)2p‘z [Sg+1 - QSZJ _'_ ngl:| ?

P?Ll = pf+1 [DS - XS (Sz‘jJrl - Szj)} + Pg [1 —2Ds + xs (Sszrl - Szj)} + ngley (2.56)

com At
P (2.57)
(Az)
Usando (2.1) e (2.6) na equagao para S, (2.52), temos que
——t = ﬁ [S9y = ST+ 80, ] + apl - 8BS,
) ) DAt ; ; i i j
SiTl = 54 (AOTV (7., — 87+ SL,] + Atap] — AtBS,

SI*Y = S! Dos+S![1—2Dys — AtB] + S7_, Dos + Atapl, (2.58)

com s definido em (2.57).

Por meio das equagoes (2.56), (2.58) a solugdo numérica para (K-S) pode ser obtida
explicitamente passo a passo na direcao de t.

Para que o método seja estavel devemos exigir que Ds < 1/2 e Dgs < 1/2.

O Algoritmo 6 nos mostra como obter uma solu¢do numérica para (K-S) utilizando o

método explicito das diferencas finitas.
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Algoritmo 6 Método explicito para o modelo de (K-S) em uma dimensao
Input n,dt, M, D, Dy, x, «, 3 {dt é o tamanho do passo no tempo, M é o niimero de
passos em t}

h— 1/(n+1)
s« dt/h?
pi < f(ih) 0<i,k<n+1)
S; < g (ih) (0<i,k<n+1)
if (Ds <1/2) ou (Dgs < 1/2) then
for j =1to M do
for =1ton do
ol — pir1(Ds — xs(Si1 — Si)) + pi (1 — 25D + sx(S; — Si—1)) + Dspi—y
S? — $DySiy1 + Si(1 — 25Dy — dt3) + sDySi_1 + dtap;
end for

pé — p]i {condigoes de Neumann}
fovs =
Sg— 5]
Sfm — STJ;,
for r=0ton+1do
Pr < Pl
Sy — SJ
end for
end for
else
Output “erro de estabilidade”
end if

Método Implicito

Vamos discretizar primeiramente a equacao (2.51). Usando a aproximagao por
diferenga atrasada (2.2) para a derivada parcial de p em relacéo a t, a diferenga adiantada
(2.1) para as derivadas parciais de p e de S em relagdo a x e usando ainda a diferenga
centrada simétrica (2.6) para as derivadas parciais de segunda ordem de p e S em relagao
a x obtemos
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Pg - Pg_l D [
At (Az)?

(Az)
pl = Ds|ply =20l +pl1] = ol
- XS [Sz‘j+1 - QSij + Szj—l} )

DY IR s B S
pz+1 pz pz—l] (Al‘)2

X ng_l [Sz‘jJrl — 287 + Sijfl] ;

= xspi [l = ST xspl [S1 - 5]

—Dsply +pl (1+2Ds) — Dspl_, = —xsplit [Siy — 5]
+ p! [1 + xs (SZ] — Sij_l)} ,

com s = At/Az?.

52

o1 = o] [S1 = 1]

(2.59)

Para cada passo j no tempo podemos escrever a equagao (2.59) na forma matricial

como o sistema

MP? =p—1,

onde M é uma matrizn x n, M = I + DsAy com

1 -1 0
-1 2 -1 0

Ag=1] 0 -1 2 0,
0 0 0 1]

cada componente do vetor # ! é dada por

B0) = —xsplid (St — S 42 (14 xs (57— S1)]

f
pi_ | P

P

Observe que o sistema (2.60) tem n equagdes por causa da condigao (2.54).

Usando (2.2) e (2.6) na equagao (2.52) para S temos
S/ -5t D,

——— [S1,, — 287 + SL] + apl — BS!.

At (Ax)?

Organizando a expressao acima escrevemos

—Dos [S],, — 28] + S1_,] — Atap] + AtBSI + 57 =
—DOSSZJQSZ‘]‘ [2Dgs + At3 + 1] — DosS?_, =

S
ST+ Atap!,

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)
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com s como definido em (2.57).
Para cada passo j no tempo podemos escrever a equagao (2.64) na forma matricial
como o sistema

NS =1, (2.65)
onde N é uma matriz n x n, N = DysAg + AtfI + I com Ay definida em (2.61), cada

componente do vetor d’~! é dada por

d10) = ST+ Atap] (2.66)
e .
Sy
. SJ
Si=1""1. (2.67)
SJ

O sistema (2.65) tem n equagoes por causa da condigao (2.55).
Neste método as solugdes numéricas para (K-S) sdo obtidas resolvendo-se os sistemas
(2.60), (2.65) para cada passo j no tempo utilizando um dos métodos mencionados

anteriormente, por exemplo a rotina tri ou o método SOR.

Método Crank-Nicolson

Usando (2.2) para a derivada parcial de p em relagao a ¢, (2.20) com 6 = 1/2 para a
segunda derivada parcial de p em relagao a x, (2.2) para as derivadas parciais de primeira

ordem de p e S em relagdo a = e (2.6) obtemos de (2.51) que

P | leha =24l Lpla =2 400
At 2 (Ax)2 2 (Ax)2
] [sas] [sses,
2Ax 2Ax E (Ax)z ’
Ds » Ds 1 [Ds xs, _—
_7pg+1 +p; (1+ Ds) — 7P§-1 = o o T (S —5]1)
+ pl ' [1—Ds—xs (8], —25 +S.))]
. -DS XS . . T
+ o o + a1 (S7—S11) | (2.68)

com s = At/Az?.
Para cada passo j no tempo podemos escrever a equagao (2.68) na forma matricial

como um sistema

MP/ =y, (2.69)
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~ —~ D
onde M é uma matriz n xn, M =1+ 78140 com a matriz Ay definida em (2.61), cada

componente do vetor ! dada por

— . [D . ]

V) = el |5 - A (Sl - S0)
+ pl ' [1 = Ds—xs (S, — 28] +SL,)]

- [Ds xs, . ]

+ o o T (St —SLy)

e P7 definido em (2.63).
Na equacao para S, (2.52), além de utilizarmos (2.20) com 6 = 1/2 e (2.2) para
aproximar 05/0t, utilizamos a média entre o valor de S no passo atual, j, e o valor no

passo anterior, j — 1, para aproximar S(x,t) de forma que obtemos

, . ; ; j j—1 j—1 1
Si-s7 DFSiH—?S? + 5L, 150 — 250 + 50,

N P 2 (Ax)?
+ Atap]”' — At S]%SH )
—%Sfﬂ + 5 {1 + Dos + %} — %Sil %Sﬁf
+ St {1 — Dys — %}
+ %S{_ﬁrmad—l- (2.70)

Para cada passo j no tempo podemos escrever a equagao (2.70) na forma matricial

como um sistema

NS/ = =1, (2.71)
onde N é uma matriz n x n, N = %AO + %I + I com Ay definida em (2.61), cada
componente do vetor &/~ ¢ dada por

di) = = %Sﬁ;ﬁ + 571 [1 — Dos — %}
+ %Sﬁ_f + Atapl™!

e o vetor S7 definido em (2.67).
Obtemos as solug¢oes numéricas para (K-S) resolvendo os sistemas (2.69), (2.71) a cada

passo 7 no tempo.
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2.6.2 Caso Bidimensional

O sistema (2.50) e (2.47) com a varidvel espacial = (z,y) € 2 C R? pode ser escrito

0 ?p  Op OpdS  0OpdS
ool ()

da forma

ot or?  0y? Oxr 0r Oy Jy
0?8 825
oS 0?S 028
5 = D <8x2 3 2) +ap—B3S. (2.73)

Método Implicito

Vamos discretizar (2.72), (2.73) no quadrado [0, 1] x [0, 1]. Para isso dividimos os eixos
das variaveis x e y em espacos de tamanhos iguais a Az e Ay respectivamente e o eixo-t
¢ dividido em espacos de tamanhos iguais a At, de forma que o espaco-zyt fique dividido

em pontos de grade da forma (iAx, kAy, jAt), ou seja,

Pl = p(ilz KAy, jAL), (2.74)
Sik! =S (iAx, kAy, jAL). (2.75)

Assumindo Az = Ay = h = 1/(n + 1) o quadrado [0, 1] x [0, 1] estd dividido em
(n +1)? quadrados iguais.
Na discretizagdo de (K-S) as condides iniciais (2.49) e de contorno (2.48) ficam

respectivamente da forma

p(iAz, kAy,0) = f((iAx,kAy,), 0<ik<n+1,
S(iAz, kAy,0) = g((iAx, kAy,), 0<i,k<n+1

i D : L i
Pok =Ples Plo=Pi1s Priik=Puks Pinsl = Pin
Jj o Jj o_ Qi J J J _QJ
SOk_Slk’ SiO_Sil’ SnJrlk Snk’ SinJrl_Sin
Usando a aproximacao por diferenca atrasada (2.2) para a derivada parcial de p em

relacao ao tempo e para as derivadas parciais de primeira ordem em relacao a x e em

relagao a y, usando a aproximagao por diferenca centrada simétrica (2.6) para as derivadas
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parciais de segunda ordem de p em relagdo a = e y. Obtemos de (2.72) que

ng - sz_l - D [ngrlk - 2sz + nglk n szﬂ - 2sz + szll
At (Az)? (Ay)?
[t pz“%k] it - S] L pz;H] i — Si',;ﬂ]
(Az) (Az) (Ay) (Ay)
T I S R - N | E
. ng;l [ i+1k sz i—1k + ik+1 sz zkl] )
(Az) (Ay)

Podemos reorganizar a expressao acima e obter
Pl = (L+4Ds) " [Auz(i, k) + Ds (1 + Py + Plips + Pl1)] (2.76)
com s = At/h? e
Auz(in k) = ple = s (o = pilae) (S = S = s (o = plela) (ST = S0000)
- Xsple (55;11k + Sz‘j:llk + Sg/;il + Sgl;—ll - 4551;1) :

Vamos discretizar (2.73) usando a aproximagcao por diferenca atrasada (2.2) para a
derivada parcial de p em relacao ao tempo e usando a aproximagcao por diferenca centrada
simétrica (2.6) para as derivadas parciais de segunda ordem de S em relagdo a z e y.
Obtemos

Sz]k — qu}g_l - D Sz‘]Jrlk B QSgk + nglk Sgk+1 B 2Sz‘]k + Sz‘]kfl

ac (Az)? (Ay)?
+ aplt—pSI
, At . o
Assumindo Az = Ay =h, s = Wz e reorganizando a expressao acima temos que
Sl = (1+4Dos) ™" [E(i,k) + Dos (Siyp + S p + Shpr +571)] (2.77)

com s = At/h* e
E(i,k) = S0 (1 — BAL) + aAtpl .
Se iterarmos as equagoOes (2.76)-(2.77), a solucdo numérica para (K-S) pode ser

obtida para cada passo no tempo e estaremos realizando o processo descrito em (2.32).

Escrevendo

Y = =(1+ 4D5)71 [Au:c(z’, k) + Ds (ngrlk + nglk + szﬂ + pgkflﬂ )
Pl = Plp(l—w)+wY,
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iterando estas equacoes e procedendo de forma analoga para S estamos procurando
solugoes para (2.72)-(2.73) usando o método SOR descrito em (2.33).
No Algoritmo 7 mostramos como utilizar o método implicito para obter solugoes

numéricas para o modelo (K-S) em duas dimensoes.
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Algoritmo 7 Método implicito para o modelo de (K-S) em duas dimensoes - Parte I

Input n,dt, M, eps, maxit, w, D, Dy, x, a, 3 {eps é a tolerancia, maxit é o nimero

maximo de iteracoes, dt é o tamanho do passo no tempo, M é o niimero de passos em

t}
h— 1/(n+1)
s« dt/h?
pix < f(ih,kh) (0<ik<n+1)
Sik < g (ih,kh) 0<i,k<n+1)
for j =1to M do
loop < 0 {loop é o contador das iteragoes}
cont, « 1
contg «— 1
for 1 =1 ton do
for k =1ton do
E(i k) — S/ (1 — BAL) + aAtpl !

Aua(i k) — plt = xs (0] —pl2i) (S5 = S50)
- XS (Pg;l - Pﬁil) (Sijk_l - Szji;ll)
- XSngl (Sz‘j;llk + Sij:llk + Szjk_il + Sg;l - 455121)

end for
end for
while (loop < mazit) and (contg = 1) do
loop «— loop + 1
Sold +— S
contg «— 0
for i =1ton do
for k=1tondo
Z — (14 4Dgs)  (E(i, k) + Dos(Sit1r + Siks1 + Sic1k + Sin—1))
Z — Six(1 —w)+wZ
Sip— 24
end for
end for
S),. — S, Sty + S, {condigoes de Neumann}
Siﬂk - SZLk? SzjnJrl A Szjn
if ||S — Sold|| > eps then
contg «— 1
end if
end while
{Aqui entra a Parte II}
end for




CAPITULO 2. METODOS DAS DIFERENCAS FINITAS 59

Algoritmo 8 Método implicito para o modelo de (K-S) em duas dimensoes - Parte 11

loop «— 0 {loop é o contador das iteragoes}
while (loop < mazit) and (cont, = 1) do
loop < loop + 1
Pold < P
cont, < 0
for 1=1ton do
for k=1tondo
Y «— (1+4Ds) " Y(Auz(i, k) + Ds(pis1r + piks1 + Picik + Pik-1))
Y — pir(l —w)+wY
pir <Y
end for
end for
g =l plo — ply {condigdes de Neumann}
Piﬂk A pizk? pgn+1 A Pgn
if [|p = potall = eps then
cont, <1
end if
end while
if cont, =1 ou contg = 1 then
Output “SOR Algorithm fails: no convergence”
end if




Capitulo 3

Simulacoes Numéricas

Considere o sistema (K-S) abaixo

dp/ot =V (DVp—xpVS), reQ t>0
dS/ot = D,AS + p(p,S), reQ t>0 (K-9)
dp/on = 0S/0n =0, r€ed, t>0

p(z,0) =po(z), S(z,0)=Sp(z), =&

Na Sec@o 1.4 analisamos as propriedades das solugbes de (K-S) na vizinhanca dos
pontos de equilibrio: p = pg e S = .5y, onde py e Sy sao constantes. Isto é consideramos

solucoes da forma

p=p,+p(z,t) .|p| < p,, (3.1)
S =8, +S(x,t),|S] < S,.

Usando os coeficientes do modelo (K-S) acima, a equacao (1.17), que mostra comos

os valores de p e S estao relacionados no equilibrio, pode ser reescrita da forma

poc = [350.
Logo
!
Assim podemos escrever a condigao de instabilidade (1.28) da forma
8D
Po > — . (33)
ax

Mostraremos nas simulagoes que a agregacao acontecera quando tornarmos a condigao
(3.3) verdadeira, ou seja, podemos manipular os valores de py (concentracao inicial de

células), a (taxa de produgdo de cAMP) e x (sensitividade quimiotética) de forma que
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obteremos numericamente solucoes cujas propriedades estao de acordo com o estudo

analitico do modelo.
Exemplo 1: Uma Dimensao Espacial

Dados de entrada:

e D=Dy=0,36e¢x=0,1;

e a=0,2; #=0,1 (mais produgao do que decaimento de cAMP);
e po =80, p(x,0) = po(1 —0,1cos(2mz)) e S(x,0) = pO%;

e zc[0,1] e Az =1/14;

At =1/14 e M =70 (nimero de passos em t), ou seja, T' = MAt = 5.

O solugao numérica, p(x,t), para estes dados pode ser vista nas Figuras 3.1 e 3.2. Na
Figura 3.2 b) observamos que apds o tempo 1" a densidade de células estd praticamente

constante, pois a varia¢ao de p em relagdo a x é muito pequena (entre 80,6 e 80,635).

P(x,t)-metodo Implicito ¢/ tri

distancia x

tempo t

Figura 3.1: p(z,t) - Exemplo 1

Aumentando o valor de y e mantendo os outros dados iguais observamos agregacao.
Nas Figuras 3.3 a) e b) temos o valor de y = 0,15, em b) a variagdo de p em relagdo a
x no tempo T apresenta uma diferenca significativa (entre 79 e 82,5 aproximadamente)
quando comparada com a Figura 3.2 b). Nas Figuras 3.4 a) e b) temos o valor de x =0, 2
e a agregacao ¢ bem visivel devido a grande variacao de p numa determinada regiao do

espaco = no tempo 7.
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P(x.t) inicial-metodo implicito

P(x.9 final-metodo implicito

80.64

80635

76

0.6 0.7 0.8 0.9

0.5
distancia x

(b) p(x,T)

0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9
distancia x
(a) p(z,0)

0.1

Figura 3.2: p(z,0) e p(x,T) - Exemplo 1

P(x.1) final-metodo implicito

P(x.t)-metodo Implicito c/ tri
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0.4

785

0.7 0.8 0.9

0.6

05
distancia x

0.4

0.2 0.3

0.1

tempo t

distancia x

(b) p(z,T)

(a) p(x, 1)

0,15 - Exemplo 1

Figura 3.3: p(z,t) e p(z,T), x

Se ao invés de aumentarmos o valor de x, aumentarmos o valor de py também

160, p(z,0) =

Figuras 3.5 e 3.6 temos xy = 0,1, pg

Nas
160(1 — 0, 1 cos(2mx)) e os outros dados de entrada permanecem os mesmos.

Ccao.

=

observamos agrega

iais

Duas Dimensoes Espaci

Exemplo 2

Dados de entrada:

0,36 e x =0,4;

.D:DQ

e a=0,50=0,1;

Y

i
6

20, p(x,y,0) = po(1 — 0,1 cos(2nx) cos(2my)) e S(x,y,0) = po

.pOZ
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P(x.t)-metodo Implicito c tri P(x.1) final-metodo implicito
250 T T T T

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
distancia x

(a) p(z,1) (b) p(z,T)

Figura 3.4: p(z,t) e p(x,T), x = 0,2 - Exemplo 1

P(x,t)-metodo Implicito ¢/ tri

0.4

. ; 0 o
distancia x tempo t

Figura 3.5: p(z,t), pp = 160 - Exemplo 1

e (z,y) €[0,1] x [0,1] e Az = 1/20;

e At =1/20 e M =69 (nimero de passos em t), ou seja, T'= MAt = 3,45.

63

O comportamento da solu¢do numérica p(z,t) obtida para o modelo (K-S) com estes

dados de entrada pode ser visto na Figura 3.7.

Quando aumentamos a taxa de producao de cAMP « para 0,5, e a sensitividade

quimiotatica x para 0,6, mantendo os outros dados inalterados, observamos o fenomeno

da agregacao (Figura 3.8).
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P(x.1) inicial-metodo implicito P(x,Y) final-metodo implicito
T T T T T T

175

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1 0 L L L L L 1 1 1 1
distancia x 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(a) p(x,0) = 160(1 — 0.1 cos(2mz)) (b) p(z,T)

Figura 3.6: p(z,0) e p(x,T) com py = 160 - Exemplo 1

P(x,y.1) inicial-metodo implicito P(x.y.t) final-metodo implicito

() plz,y,0) = 20(1 — 0.1 cos(2r) cos(2my)) (b) pla.y.T)

Figura 3.7: p(z,y,0) e p(z,y,T) - Exemplo 2

Exemplo 3: Duas Dimensoes Espaciais

Neste exemplo vamos mostrar a mudanca do comportamento da solucao numeérica

p(x,y,t) a medida que aumentamos o valor de pg, onde

p(x,y,0) = po(1 — 0.1 cos(2mx) cos(27y)).

Dados de entrada:
e D=Dy=0,36e x=0,5;

e a=0,2,0=0,1;
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P(x,y,t) final-metodo implicito

Figura 3.8: p(z,y,T) com o = 0,6 e x = 0,5 - Exemplo 2

e p(x,y,0) = po(1 —0,1cos(2mx) cos(2my)) e S(x,y,0) = ,00%;

o (z,y)€[0,1] x [0,1] e Az = Ay = 1/10;

o At =0,25e M = 127 (numero de passos em t), ou seja, T' = M At = 31, 75.

Na Figura 3.9 temos py = 20, na Figura 3.10 po = 21 e na Figura 3.11 p, = 22.

Observamos que o acimulo de células numa determinada regiao do espago vai aumentando

conforme o valor de p, é aumentado.

P(x.y.1) inicial-metodo implicito P(x.1) final-metodo implicito

() plz,y,0) = 20(L — 0.1 cos(2r) cos(2my)) (b) pla,y.T)

Figura 3.9: p(z,y,0), p(z,y,T) com py = 20 - Exemplo 3
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() p(x,y,0) = 21(1~0.1 cos(2mz) cos(2ry)) (b) pla,y.T)

Figura 3.10: p(z,y,0), p(z,y,T) com py = 21 - Exemplo 3

(a) p(z,y,0) = 22(1—0.1cos(2mx) cos(27y)) (b) p(z,y,T)

Figura 3.11: p(z,y,0), p(z,y,T) com py = 22 - Exemplo 3



Conclusoes

Observamos que o estudo do modelo difusivo motivou o desenvolvimento de toda uma
teoria para analise do comportamento de suas solugoes, uma vez que ¢ interessante do
ponto de vista da modelagem determinar quando podemos garantir a existéncia global
das solugoes de (K-S) e/ou quando podemos prever “blow-up” em tempo finito para suas
solucoes.

Pudemos observar nas simulacoes numéricas as condicoes para as quais as solugoes de
(K-S) apresentam agragacao seguindo os passos descritos por Keller e Segel em [13] para
analisar o comportamento de solugoes na vizinhanca dos pontos de equilibrio.

Mostramos formalmente que o modelo cinético tem como limite macroscépico o modelo
difusivo e como ntcleos especificos podem ser escolhidos no modelo de Othmer-Dumbar-
Alt, (1.4), de forma compativel com o modelo difusivo de Keller-Segel sem que haja
“blow-up” em tempo finito no modelo cinético mas com “blow-up” em tempo finito no
modelo macroscépico (ver Exemplo 2, Segao 1.5).

Como pudemos observar através da leitura de artigos sobre modelagem de quimiotaxia,
a relacao entre modelos cinéticos e difusivos, assim como o estudo do comportamento de
suas respectivas solugoes sao assuntos que apresentam grande perspectiva no que diz

respeito a pesquisa recente na area de modelagem matematica.
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Programas

Algoritmo 9 Método tridiagonal para resolver sistemas - Rotina tri

function v=tri(N,a,d,c,b)

J#Resolve Um sistema tridiagonal de equagdes lineares de dimensdo N

%di s3o os elementos da diagonal

%ci sdo os elementos da superdiagonal

%hail sdo os elementos da subdiagonal

%global N a b c d

for i=2:N
d(i)=d(i)-(a(i-1)/d(i-1))*c(i-1);
b(i)=b(i)-(a(i-1)/d(i-1))*b(i-1);

end

v(N)=b(N)/d(N) ;

for i=N-1:-1:1
v(1)=(b(1)-c(@)*v(i+1))/d(i);

end
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Algoritmo 10 Met. SOR para resolver sistemas

function x=SOR(N,A,b,x,eps,maxit,w)
%this program solves Ax=b using the SOR method
%N is the number of equations and unknows
%A(i,j) are the elements of a matrix A, b(i) are the elements of b
%x(i) are the initial guesses of x, eps is the tolerance
Jmaxit is the maximum number of iterations
Jw is the relaxation paramenter
cont=1;
for i=1:N
if abs(A(i,i))<eps

warning(’ |A(i,i) |<eps’);

return
end
end
k=0;
while ((k<=maxit)&(cont==1))
k=k+1;
xold=x; %x0ld(i), 1<=i<=N are the old values of x
for i=1:N
sum=0;
for j=1:N
if (3j7=1)
sum=sum+A (i, j)*x(j);
end
end
x(1)=(b(i)-sum)/A(i,i);
x(1i)=x0ld(i)+w*(x(i)-x0ld(i));
end
cont=0;
for i=1:N
if abs(x(i)-x0ld(i))>=eps*abs(x(i))
cont=1;
end
end
end
if cont==

warning(’Algorithm fails: no convergence’);
end
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Algoritmo 11 Met. explicito para o modelo de (K-S):1 dimensao - c6d. MATLAB
clc; %limpa a tela

clear; %limpa as varidveis
n=input (’Entra com o numero de pontos em X: ’);
N=n-2; %intervalo [0,1] dividido em n-1 intervalos iguais
dt=input (’Entra com o passo para t: ’);
M=input (’Entra com o numero de passos para t: ’); T=dt*M; Ytempo final
D=input (’Entra com difusibilidade da celula ’);
Do=input (’Entra com o difusibilidade do quimioatraente: ’);
qui=input (’Entra com o sensitividade quimiotatica: ’);
alpha=input (’Entra com a taxa de producao de quimioatraente pela celula: ’);
beta=input (’Entra com a taxa de decaimento do quimioatraente: ’);
h=1/(N+1); %passo no tempo
s=dt/(h"2);
S(1:N+2,1:M)=0; Y%inicializando a variavel S
P(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variavel rho
x=[0:h:1]; % discretizagdo do eixo-x
t=[0:dt:T]; % discretizacgdo do eixo-t
po=input (’Entra com massa inicial de celulas: ’);
p=po*(1-0.1*cos(2*pi*x)); % condigdo inicial para rho
g=po*(alpha/beta)*ones(size(p)); % condigdo inicial para S
S(:,1)=q(:); %armazenando a condigio inicial
P(:,1)=p(:); % o MATLAB sé aceita indices inteiros positivos logo
%S(:,1) armazena o equivalente a S no tempo 0 e S(:, M+1) S no passo M
if (D*s<=1/2)| (Doxs<=1/2) Ytesta a condigdo de estabilidade

for j=2:M+1

for i=2:N+1
P(i,j)=p(i+1)*(D*s—-quix*s*(q(i+1)-q(i)))

+p (1) * (1-2*s*xD+s*qui* (q(i)-q(i-1)))+s*D*p(i-1);

S(i,j)=s*Do*q(i+1)+q(i)*(1-2*s*Do-dt*beta)+s*Doxq(i-1)+dt*alpha*p(i);

end

P(1,j)=P(2,j); P(N+2,j)=P(N+1,j); %condigdes de Neumann

S(1,3)=S(2,j); S(N+2,j)=S(N+1,j); %condicdes de Neumann

for r=0:N+1 %atualiza o vetor p e g para o préximo passo no tempo

p(r+1)=P(r+1,j);
q(r+1)=S(r+1,j);
end
end

else error(’erro de estabilidade’);

end
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Algoritmo 12 Met. implicito com rotina tri para o modelo de (K-S): 1 dimensao - c¢6d.

MATLAB

clc; %limpa a tela

clear; %limpa as varidveis

n=input (’Entra com o numero de pontos em X: ’); N=n-2;

dt=input (’Entra com o passo para t: ’);

M=input (’Entra com o numero de passos para t: ’); T=dt*M; %tempo final
D=input (’Entra com difusibilidade da celula ’);

Do=input (’Entra com o difusibilidade do quimioatraente: ’);

qui=input (’Entra com o sensitividade quimiotatica: ’);

alpha=input (’Entra com a taxa de producao de quimioatraente pela celula:

beta=input (’Entra com a taxa de decaimento do quimioatraente: ’);
h=1/(N+1); %passo no tempo

s=dt/(h"2);

S(1:N+2,1:M)=0; Y%inicializando a variavel S

P(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variavel rho

x=[0:h:1]; % discretizacdo do eixo-x

t=[0:dt:T]; % discretizagdo do eixo-t

po=input (’Entra com massa inicial de celulas: ’);
p=po*(1-0.1%cos(2*pi*x)); % condigdo inicial para rho
g=po*(a/b)*ones(size(p)); % condigdo inicial para S

S(:,1)=q(:); %armazenando a condigdo inicial

P(:,1)=p(:); % o MATLAB so aceita indices inteiros positivos logo
%S(:,1) armazena o equivalente a S no tempo 0 e S(:, M+1) S no passo M
I=eye(N,N); Ymatriz identidade

Ao(1,1)=1; Ao(N,N)=1; %construgio da matriz Ao, segio 2.6.1
Ao(1,2)=-1; Ao(N,N-1)=-1;

for i=2:N-1
Ao(i,i-1)=-1;
Ao(i,i+1)=-1;

end

for i=2:N-1
Ao(i,i)=2;

end

A=D*s*Ao+I; Ymatriz M, segdo 2.6.1
d_A(1:N)=0; %inicializagdo da diagonal de A
for i=1:N-1

c_A(i)=A(i,i+1);

a_A(i)=A(i+1,i);

end

7);
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B=((1+dt*beta)*I+s*Do*Ao); Ymatriz N, segdo 2.6.1
d_B(1:N)=0; %inicializagdo da diagonal de A
for i=1:N-1
c_B(i)=B(i,i+1);
a_B(i)=B(i+1,i);
end
for j=2:M+1
d_A(:)=diag(A); %declara diagonal dentro deste lago pois
d_B(:)=diag(B); % a rotina tri altera a diagonal
F=q’+dt*alphax*p’; %vetor d, segdo 2.6.1
q(2:N+1)=tri(N,a_B,d_B,c_B,F(2:N+1)); Y%resolvendo o sistema
q(1)=q(2); %condigdo de Neumann
q(N+2)=q(N+1); %condicdo de Neumann
SC:,3)=q(:);
for i=2:N+1 Yvetor b, secgdo 2.6.1
aux (i-1)=-qui*s*p(i+1)*(q(i+1)-q(i))+p(i)*(1+quixs*(q(i)-q(i-1)));
end
p(2:N+1)=tri(N,a_A,d_A,c_A,aux); Y%resolvendo o sistema
p(1)=p(2); Y%condigio de Neumann
p(N+2)=p(N+1); Y%condigdo de Neumann
P(:,3)=p(:);
end
figure
surf(t,x,P); % ‘‘plota’’ solugdo para rho em 3-D
title(’P(x,t)-metodo Implicito c/ tri’)
xlabel (’tempo t’)
ylabel (’distancia x’)
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Algoritmo 13 Met. implicito com rotina SOR para o modelo de (K-S): 1 dimensao - c¢6d.

MATLAB

clc; %limpa a tela

clear; %limpa as varidveis

n=input (’Entra com o numero de pontos em X: ’); N=n-2;

dt=input (’Entra com o passo para t: ’);

M=input (’Entra com o numero de passos para t: ’); T=dt*M; %tempo final
D=input (’Entra com difusibilidade da celula ’);

Do=input (’Entra com o difusibilidade do quimioatraente: ’);

qui=input (’Entra com o sensitividade quimiotatica: ’);

alpha=input (’Entra com a taxa de producao de quimioatraente pela celula:

beta=input (’Entra com a taxa de decaimento do quimioatraente: ’);
h=1/(N+1); %passo no tempo

s=dt/(h"2);

S(1:N+2,1:M)=0; Y%inicializando a variavel S

P(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variavel rho

x=[0:h:1]; % discretizacdo do eixo-x

t=[0:dt:T]; % discretizagdo do eixo-t

po=input (’Entra com massa inicial de celulas: ’);
p=po*(1-0.1%cos(2*pi*x)); % condigdo inicial para rho
g=po*(a/b)*ones(size(p)); % condigdo inicial para S

S(:,1)=q(:); %armazenando a condigdo inicial

P(:,1)=p(:); % o MATLAB so aceita indices inteiros positivos logo
%S(:,1) armazena o equivalente a S no tempo 0 e S(:, M+1) S no passo M
I=eye(N,N); Ymatriz identidade

Ao(1,1)=1; Ao(N,N)=1; %construgio da matriz Ao, segio 2.6.1
Ao(1,2)=-1; Ao(N,N-1)=-1;

for i=2:N-1
Ao(i,i-1)=-1;
Ao(i,i+1)=-1;

end

for i=2:N-1
Ao(i,i)=2;

end

A=D*s*Ao+I; Ymatriz M, segdo 2.6.1

B=s*DoxAo+I+dt*betaxI; Ymatriz N, segdo 2.6.1
teps=sqrt(eps); %eps € o erro ‘‘default’’ do MATLAB

w=input (’Entra com o valor de w: ’); Jpardmetro de relaxacgdo

maxit=100; %nimero maximo de iteragdes do SOR

7);
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for j=2:M+1
X=zeros(size(q(2:N+1)’)); %inicializando a varidvel auxiliar X
F=q’+dt*alpha*p’; 7% vetor d da segdo 2.6.1
X=SOR(N,B,F(2:N+1) ,X,eps,maxit,w); ’% resolvendo o sistema para S
S(2:N+1,3j)=X;
S(1,3)=S(2,j); %condicdo de Neumann
S(N+2,3)=S(N+1,j); ’%condigdo de Neumann
q(:)=8(:,3);
for i=2:N+1 %vetor b da segdo 2.6.1
aux (i-1)=-qui*s*p(i+1)*(q(i+1)-q(i))+p(i)*(1+qui*s*(q(i+1)-q(i))...
-quixs*(q(i+1)-2xq(i)+q(i-1)));
end
Y=zeros(size(p(2:N+1)’));
Y=SOR(N,A,aux,Y,teps,maxit,w); % resolvendo o sistema para rho
P(2:N+1,3)=Y;
P(1,j)=P(2,j); %condicdo de Neumann
P(N+2,j)=P(N+1,j); %condigdo de Neumann
pC:)=P(:,3);
end
figure
surf (P) % ‘‘plota’’ solugao para rho em 3-D
title(’P(x,t) - metodo implicito com SOR’)
xlabel(’tempo t’)
ylabel (’distancia x’)
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Algoritmo 14 Met. Crank-Nicolson com rotina tri para o modelo de (K-S): 1 dimensao

- ¢6d. MATLAB

clc; %limpa a tela

clear; %limpa as varidveis

n=input (’Entra com o numero de pontos em X: ’); N=n-2;

dt=input (’Entra com o passo para t: ’);

M=input (’Entra com o numero de passos para t: ’); T=dt*M; %tempo final
D=input (’Entra com difusibilidade da celula ’);

Do=input (’Entra com o difusibilidade do quimioatraente: ’);

qui=input (’Entra com o sensitividade quimiotatica: ’);

alpha=input (’Entra com a taxa de producao de quimioatraente pela celula:

beta=input (’Entra com a taxa de decaimento do quimioatraente: ’);
h=1/(N+1); %passo no tempo

s=dt/(h"2);

S(1:N+2,1:M)=0; Y%inicializando a variavel S

P(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variavel rho

x=[0:h:1]; % discretizacdo do eixo-x

t=[0:dt:T]; % discretizagdo do eixo-t

po=input (’Entra com massa inicial de celulas: ’);
p=po*(1-0.1%cos(2*pi*x)); % condigdo inicial para rho
g=po*(a/b)*ones(size(p)); % condigdo inicial para S

S(:,1)=q(:); %armazenando a condigdo inicial

P(:,1)=p(:); % o MATLAB so aceita indices inteiros positivos logo
%S(:,1) armazena o equivalente a S no tempo 0 e S(:, M+1) S no passo M
I=eye(N,N); Ymatriz identidade

Ao(1,1)=1; Ao(N,N)=1; %construgio da matriz Ao, segio 2.6.1
Ao(1,2)=-1; Ao(N,N-1)=-1;

for i=2:N-1
Ao(i,i-1)=-1;
Ao(i,i+1)=-1;

end

for i=2:N-1
Ao(i,i)=2;

end

A=D*s/2xAo+I; Ymatriz M-tilde, segdo 2.6.1
d_A(1:N)=0; %inicializagdo da diagonal de A
for i=1:N-1

c_A(1)=A(i,i+1);

a_A(i)=A(i+1,i);

end

7);
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B=((1+dt*beta/2)*I+s*Do/2*Ao); matriz N-tilde, segio 2.6.1
d_B(1:N)=0;
for i=1:N-1
c_B(1)=B(i,i+1);
a_B(i)=B(i+1,i);
end
for j=2:M+1
d_B(:)=diag(B);
d_A(:)=diag(A);
E=((-Do*s/2*A0)+(1-dt*b/2)*I)*q(2:N+1) ’+dt*alpha*p(2:N+1)’; %vetor d-tilde
q(2:N+1)=tri(N,a_B,d_B,c_B,E); % resolvendo o sistema para S
q(1)=q(2); %condigdo de Neumann
q(N+2)=q(N+1) ;
S(:,3)=q(:);
for i=2:N+1 Yvetor b-tilde, segdo 2.6.1
aux(i-1)=p(i+1)*(D*s/2-quix*s/4*x(q(i+1)-q(i-1)))...
+p (1) * (1-D*s-quikxs*(q(i+1)-2*q(i)+q(i-1)))
+p(i-1)* (D*s/2+quix*s/4* (q(i+1)-q(i-1)));
end
p(2:N+1)=tri(N,a_A,d_A,c_A,aux); % resolvendo o sistema para rho
p(1)=p(2); Y%condigdo de Neumann
p(N+2)=p(N+1) ;

P(:,3)=p(:);
end
figure
surf(t,x,P);

title(’P(x,t)-metodo Crank-Nicolson c/ tri’)
xlabel (’tempo t’)
ylabel (’distancia x’)
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Algoritmo 15 Met. Implicito para o modelo de (K-S): 2 dimensoes - c6d. MATLAB
clc; %limpa a tela

clear; %limpa as varidveis
n=input (’Entra com o numero de pontos em X: ’); N=n-2;
dt=input (’Entra com o passo para t: ’);
M=input (’Entra com o numero de passos para t: ’); T=dt*M; %tempo final
D=input (’Entra com difusibilidade da celula ’);
Do=input (’Entra com o difusibilidade do quimioatraente: ’);
qui=input (’Entra com o sensitividade quimiotatica: ’);
alpha=input (’Entra com a taxa de producao de quimioatraente pela celula: ’);
beta=input (’Entra com a taxa de decaimento do quimioatraente: ’);
h=1/(N+1); %passo no tempo
s=dt/(h"2);
S(1:N+2,1:M)=0; Y%inicializando a variavel S
P(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variavel rho
al_D=(1+Dx4*s)" (-1);
al_Do=(1+Do*4x*xs) "~ (-1);
[X,Y] = meshgrid(0:h:1,0:h:1); Y%discretizagdo de (x,y)
po=input (’Entra com massa inicial de celulas: ’);
P=pox*(1-0.1*(cos(2*pi*X)) .*(cos(2*pi*Y))); % condigdo inicial para P=rho
S=po*(a/b)*ones(size(P)); ’condigdo inicial para S
maxit=1000; %nimero de iteragdes para o SOR
w=input (’Entra com o valor de w: ’); Jparadmetro de relaxagdo do SOR
teps=sqrt(eps); %eps é a tolerdncia ‘‘default’’ do MATLAB
for j=1:M
contg=1;
contp=1;
loop=0;
for i=2:N+1 Ycalculando os vetores do lado direito
for k=2:N+1
E(i,k)=S(i,k)*(1-betaxdt)+alpha*dt*P(i,k);
Aux(i,k)=P(i,k)-quixs*x((P(i,k)-P(i-1,k))*(S(i,k)-S(i-1,k))...
+(P(1,k)-P(i,k-1))*(S(i,k)-S(i,k-1)))-qui*s*P(i,k)*(S(i+1,k)...
-4%S(1,k)+S(i-1,k)+S(i,k+1)+S(i,k-1));
end
end
%Aqui entra a Parte II
end %do lago do j
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JParte II
while (loop<=maxit)&(contq==1) %inicio SOR para S
loop=loop+1;

Sold=S;
contq=0;
for i=2:N+1
for k=2:N+1
Z=al_Do*(E(i,k)+Doxs*(S(i+1,k)+S(i,k+1)+S(i-1,k)+S(i,k-1)));
Z=S(i,k)*(1-w)+w*xZ; S(i,k)=Z;
end
end

S(:,1)=8(:,2); S(:,N+2)=S(:,N+1); %condigdes de Neumann
S(1,:)=8(2,:); S(N+2,:)=S(N+1,:); %condigdes de Neumann
if norm(S-Sold)>=teps ‘%verificando convergencia para Q
contqg=1;

end

end

loop=0;

while (loop<=maxit)&(contp==1) %inicio SOR para P=rho
loop=loop+1;

Pold=P;
contp=0;
for i=2:N+1
for k=2:N+1
Y=al_Dx(Aux(i,k)+D*s*(P(i+1,k)+P(i,k+1)+P(i-1,k)+P(i,k-1)));
Y=P(i,k)*(1-w)+wxY; P(i,k)=Y;
end
end

P(:,1)=P(:,2); P(:,N+2)=P(:,N+1); %condigdes de Neumann
P(1,:)=P(2,:); P(N+2,:)=P(N+1,:); %condigdes de Neumann
if norm(P-Pold)>=teps J%verificando convergencia para P=rho
contp=1;

end

end

if (contp==1) | (contg==1)

hAvisando se houve erro de convergencia do SOR neste passo do tempo
sprintf (’0 passo no tempo e %d.’,j)
warning (’SOR Algorithm fails: no convergence’);

end
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Para algumas condigoes iniciais nés conhecemos a solucao analitica para o modelo

(K-S):

dp/ot =V (DVp—xpVS), reQ, t>0
0S5/0t = D,AS + ¢(p,S), reQ t>0 (K-S)
dp/On = 0S/on =0, x€ed, t>0

p(x,0) =po(x), S(x,0)= S(z), =€
Apresentaremos a seguir a solugao analitica obtida para uma determinada condicao
inicial e faremos comparacoes com a solu¢ao numérica. Nao fizemos escolhas fisicas para
as condigao inicial e para os parametros envolvidos no modelo (K-S).

Consideremos a seguinte condicao inicial para o modelo (K-S):

p(x,0) = po constante,

S(z,0) = Sy constante.

A partir desta condicao temos que

9p
— =0 B.1
at ) ( )
oS
— = — 8. B.2
55 = =0 (B.2)
Da equagao (B.1) observamos que
p(x,t) = po constante. (B.3)
Usando o método do fator integrante para (B.2) obtemos
0
B (eﬂtS) = ape,
pt |t
srolt — o)
eS| =ap —| ,
=on ],
S(x,t) = e PtS, + oz% (1—e ). (B.4)
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Testamos os programas com esta condigao inicial tanto para o caso unidimensional

como para o caso bidimensional.
Uma Dimensao Espacial

Dados de entrada:

p(x,0) =3 e S(z,0) =1;

e xc[0,1] e Ax=1/9;

e At=0,1e M =99 (ntmero de passos em t), ou seja, T'= MAt =9,9;
e D=Dy=0,36¢x=0,1;

e a=0,2; #=0,1 (mais produgao do que consumo de cAMP).

Obtivemos os seguintes resultados nas simulagoes: calculamos o valor de p(x,t), S(z,t)

obtidos analiticamente nos pontos de grade e chamando de p(z,t), S(z,t) a solugado
numérica de (K-S) obtivemos que

lp(z,t) — plz,t)|| = 1.4243 x 10713
como S(z,t) independe de z, fixamos um z, e verificamos que
|50, £) = S(ao, 1)l] = 0.0704,

para qualquer z( fixado. Apresentamos as solu¢oes numéricas nas Figuras B.1 e B.2.

P(xt)- metodo implicito
P(5.1)- metodo implicito
T T T

I 1 . 1 . . 1 1 1
0 o 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tempo t tempo t

(a) plx, ) (b) p(5,1)

distancia x

Figura B.1: p(z,t) - Método Implicito
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S(x.t)- metodo implicito S(5.1)- metodo implicito
45 T T T T

. . . . . . . . .
0 o 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tempo t tempo t

distancia x

(a) S(x,1) (b) 5(5,1)

Figura B.2: S(z,t) - Método Implicito

Duas Dimensoes Espaciais

Dados de entrada:

e p(x,y,0) =3e S(z,y,0) =1;

(x,y) € 10,1] x [0,1] e Az = Ay =1/9;

At =0,1e M =100 (ntimero de passos em t), ou seja, T = MAt = 10;
e D=Dy=0,36¢x=0,1:
e a=0,2; #=0,1 (mais produgao do que consumo de cAMP).

Obtivemos os seguintes resultados nas simulagoes: calculamos o valor de p(z,y,t),

S(z,y,t) obtidos analiticamente nos pontos de grade e chamando de p(z,y,t), S(x,y,t)
a solu¢ao numérica de (K-S) obtivemos que

lp(z,y,T) = pla,y. T)| = 5.0192x 107%

|S(z,y,T) = S(z,y,T))|| = 0.0923.

Para duas dimensdes espaciais s6 é possivel visualizar p(z,y,t), S(x,y,t) para um tempo
fixo t =ty (Figura B.3).
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P(xy.T)- metodo implicito S(x,y.T)- metodo implicito

(a) pz,y,T) (b) S(x,y,T)

Figura B.3: Método Implicito - 2 dimensoes espaciais
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