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Capitulo 1

Introducao

Junto com o surgimento dos computadores modernos surge também a ne-
cessidade de realizar simulagoes computacionais que descrevem movimento
de forma mais precisa. Métodos intervalares fornecem uma ferramenta bas-
tante 1til e poderosa para o estudo de sistemas dinamicos discretos. Talvez
toda a teoria do caos em sistemas dinamicos provavelmente poderia nao ter
sido inventada sem a possibilidade de explorar orbitas através de solugoes
nimericas robustas. Métodos intervalares também sao utilizados para calcu-
lar pontos periédicos em sistemas dinamicos discretos [3, 4], ou para provar
a sua nao-existéencia.

Neste trabalho vamos abordar métodos para a visualizacao de fractais
conhecidos como atratores estranhos que surgem quando estudamos siste-
mas dinamicos cadticos. O primeiro desses métodos é o método classico
por amostragem pontual que utiliza aritmética de ponto flutuante no célculo
do atrator estranho. Devido aos erros de arredondamento, o método por
amostragem nao fornece uma representacao exata e sim uma aproximagao
da solucao exata. A falta de precisao da aritmética de ponto flutuante em
simulagoes é estudada por M. Pichat e J. Vignes [22]; eles calcularam figuras
do conjunto invariante por rotagoes de Hénon com o método de amostragem
pontual: o resultado era figuras que dependiam do modo usado de erro de
arredondamento de ponto flutuante. Eles utilizaram aritmética estocastica
para eliminar, ou pelo menos diminuir, o ruido causado pela aritmética de
ponto flutuante (respeitando as normas de aritmética de ponto flutuante da
[EEE).

Apresentaremos outro método por amostragem, mas dessa vez utilizando
cell-mapping [7, 8]. Métodos via cell-mapping sdo baseados na subdivisao



adaptativa, ou decomposicao celular, da caixa envolvente do atrator estranho.
O objetivo principal desses métodos é gerar um conjunto minimo de células
(ou caixas) obtidas na decomposi¢ao celular da caixa envolvente do atrator
estranho de forma que os pontos do atrator estejam contidos no interior desse
conjunto (Figura 1.1).

Ao observar a necessidade de gerar resultados mais rigorosos e confiaveis,
isto é, contornar o problema de precisao da aritmética de ponto flutuante,
surgiu o método intervalar via cell-mapping no qual utilizamos a aritmética
intervalar [11].

Os demais capitulos deste trabalho estao divididos da seguinte forma:

e Capitulo 2: Nesse capitulo apresentaremos uma abordagem de sistema
dinamico discretos e de algumas defini¢coes matematicas tais como a de
atratores.

e Capitulo 3: Vamos falar dos métodos de visualizacao de atratores es-
tranhos citados rapidamente nessa introducao juntamente com algumas
ferramentas necessarias na visualizacao tais como métodos intervalares
e tépicos de teoria dos grafos.

e Capitulo 4: Aqui vamos comparar os métodos de visualizacao através
de exemplos.

e Capitulo 5: E finalmente a conclusao desse trabalho.



Figura 1.1: Cobertura do atrator estranho do mapa de Hénon utilizando o
método intervalar, em uma janela de tamanho [—1.5,1.5] x [—0.5,0.5].



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos Discretos

Um sistema dinamico é um sistema cujo estado muda com o tempo (t).
Dois tipos principais de sistemas dinamicos sao encontrados em aplicagoes:
aqueles nos quais a varidvel tempo é continua (¢ € R) e aqueles nos quais a
varidvel tempo ¢ discreta (t € N).
Quando o tempo é continuo, o sistema dinamico é descrito por uma
equacao diferencial
Z—f:x':f(t,x). (2.1)
Um sistema dinamico discreto pode ser representado como a iteragao de
uma funcao, isto é
Ty = f(ay), t €N (2.2)

Uma definigao menos formal de um sistema dinamico discreto é dada
como sendo a arte de modelar um fenomeno que se altera a cada instante
de acordo com um conjunto de regras fixas que determinam como um estado
do sistema muda para outro [18]. Um procedimento para criarmos um tal
sistema é:

1. Identificamos uma situacao no mundo real que desejamos estudar e
fazemos suposigoes sobre essa situacao.

2. Traduzimos nossas suposicoes para uma relacao matemaética.

3. Usamos nosso conhecimento matemético para analisar ou resolver essa
relacao.



4. Traduzirmos nossa solucao de volta para o mundo real para aprender
mais sobre o nosso sistema original.

Existem dois cuidados que devemos tomar. O primeiro deles é que a relacao
matematica nao é a solucao. Por exemplo, suponha que queremos modelar
um quadrado que tem uma &area de 4 metros quadradros. Uma traducao
matemaética desse modelo seria 22 = 4, onde z é o comprimento do lado
do quadrado. Fazendo uma andlise dessa equagao, obtemos duas possiveis

solucoes: ©z = 2 e z = —2. O segundo cuidado é garantir que a solugao
faca sentido na situacao que estd sendo considerada. No exemplo do nosso
quadrado, a solucao r = —2 nao faz sentido. Traduzindo a solucao x = 2 de

volta para o mundo real, aprendemos algo sobre o nosso quadrado: os lados
possuem 2 metros de comprimento.

Neste texto, vamos considerar situagoes em que o estado do sistema num
ponto no tempo depende do estado do sistema em pontos anteriores no
tempo. Suponha que comecamos a guardar numa conta bancéaria a quan-
tia de R$1000 em 1 de janeiro de 2003, e que o banco paga 10% ao ano de
juros. Entao em 1 de janeiro de 2004 teremos a quantia de R$1100 em nossa
conta. Note que em 1 de janeiro de 2005 nao teremos R$1200 creditados
e sim R$1210, pois os juros sao compostos, isto é atuam sobre o montante
disponivel na conta. Perceba que (a) conhecendo o valor inicial de hoje (te-
mos R$1000 no banco) e (b) conhecendo alguma relagao entre hoje e algum
dia no futuro (apds 1 ano a partir de hoje teremos 10% a mais de dinheiro),
podemos prever a quantidade de dinheiro que teremos no futuro.

Vamos traduzir essa situacao para a linguagem dos matemadticos. Seja
primeiro de janeiro de 2003 o tempo 0, seja primeiro de janeiro de 2004 o
tempo 1, seja primeiro de janeiro de 2005 o tempo 2, e assim por diante.
Entao 1 de janeiro de 2021 sera o tempo 2021 — 2003 = 18. Todos os outros
dias sao irrelevantes, desde que o dinheiro fique depositado em nossa conta
até primeiro de janeiro do préximo ano. Seja A(0) a quantia (em reais) que
temos em nossa conta no tempo 0; entdao A(0) = 1000. Logo, A(1) = 1100
e A(2) = 1210. Nosso objetivo serd prever quanto teremos na conta no
tempo n, onde n é o ano 2003 + n. Por exemplo, se n = 18 (ano 2021),
quanto é A(18)7?

Agora podemos escrever nosso problema como

A(1) = A(0) + 0.1A(0), (2.3)



que pode ser simplificada por A(1) = 1.1A(0). Logo,
A(2) = 1.1A(1), A(3) = 1.1A(2),..., A(18) = 1.1A(17) (2.4)

e assim sucessivamente.

Seja este ano o ano n. Entao o proximo ano serda n+ 1. A quantidade no
banco para cada um desses anos é denotada por A(n) e A(n + 1), respecti-
vamente. A afirmagao acima é lida matematicamente da seguinte forma

A(n+1) =1.1A(n), com n € N. (2.5)

Mas ainda nao resolvemos o nosso problema, pois precisamos encontrar
um método que encontre a quantia em nossa conta em qualquer tempo no
futuro. Um método para encontrar a solucao seria por um calculo direto.
Suponha que queremos encontrar A(18). Como A(0) = 1000, por substi-
tuigao encontramos A(1) = 1.1A(0) = 1100. Repetindo o processo obtemos
A(2) = 1.1A(1) = 1.1(1100) = 1210, A(3) = 1.1A(2) = 1331, e assim por
diante.

Antes dos computadores seria um trabalho tedioso e consumiria bastante
tempo calcular A(18), mas tarefas repetidas é o que os computadores fazem
melhor. Assim, apds escrever um programa simples, poderiamos calcular
A(100) ou A(1000) rapidamente.

No esforco de encontrar uma solugao melhor, uma que seja facil de tra-
balhar, fazemos as substituicoes

A(2) = (L1)A(1) = (1.1)(1.1A(0)) = (1.1)2A(0),

A(3) = (1.1)A(2) = (L1)(L1)2A(0) = (1.1)*A(0) (2.6)

e assim sucessivamente. A partir disso observamos sem dificuldade que
A(n) = (1.1)"A(0). (2.7)

A equagao (1.5) é o que referimos ser a solu¢do do nosso problema. Po-
demos usar essa equagao e uma simples calculadora para calcular facilmente
a quantia que teremos num ponto futuro no tempo.

O exemplo acima serve para ilustrar que se podemos usar o nosso conhe-
cimento de hoje para fazer predicoes sobre o amanha, entao podemos usar
nossa predicao sobre o amanha para fazer predicoes sobre um dia depois e
assim por diante. Exemplos particulares vao de crescimento populacional,
genética, economia, até jogos [2, 18].

Formas explicitas, expressoes para quantia em qualquer ano, tal como a
equagao (2.7), sao chamadas de solugdes do sistema dinamico correspondente.
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2.1 Um Modelo de Crescimento Populacional

Considere uma populacao de coelhos. Por simplicidade, assuma que em
média para cada coelho nascem dois novos coelhos em cada unidade de tempo,
sem haver a morte de nenhum coelho. A maneira mais facil de modelar esse
problema é considerar a mudanca no tamanho da populacao de coelhos em
um periodo de tempo. Seja A(0) o nimero de coelhos no tempo t = 0 (o
tempo quando comegamos as nossas observagoes). Entao A(1) — A(0) é a
mudanca na populagdao na primeira unidade de tempo. Mas a mudanca é
igual ao niimero de novos coelhos, que é o nimero de nascimentos durante
esse intervalo. Assim A(1) — A(0) = 2A(0). Do mesmo modo a mudanga do
periodo 1 para o periodo 2, A(2) — A(1), é igual ao nimero e nascimentos na
populagao de tamanho A(1). Assim A(2)—A(1) = 2A(1). Continuando dessa
maneira, observamos que a mudanca na populagao em um periodo de tempo
é o dobro da populac¢ao no comego daquele periodo, que é A(n+1) — A(n) =
2A(n), ou

A(n+1) =3A(n). (2.8)

A solugao é A(k) = 3*A(0).

Agora desejamos um modelo mais realista. Vamos assumir que o niimero
de nascimentos no periodo de tempo n é proporcional ao tamanho da po-
pulagao nesse periodo de tempo, que é o nimero de nascimentos igual bA(n),
onde b é a taxa de nascimento. Da mesma forma, o nimero de mortes no
periodo de tempo n é proporcional a A(n), que é o nimero de mortes igual
a dA(n). A mudanga na populagdo em um periodo de tempo é o nimero
de nascimentos menos o nimero de mortes. Combinando essas suposigoes

temos A(n + 1) — A(n) = bA(n) — dA(n), ou

An+1)=(1+1r)A(n), (2.9)
onde 1 = b — d é a taxa de crescimento da populacao. A solucao, nos
conhecemos, é

A(k) = (1 +7)"A(0). (2.10)

Seja v uma taxa de crescimento razoavel, digamos r = 0.2, e uma po-
pulacdo inicial A(0) = 100. Entdo obtemos A(10) = 619, A(20) = 3833,
A(50) = 910041 e A(100) = 8281797451. Vemos que, apds um longo periodo
de tempo o tamanho da populacao de nosso modelo alcanca niimeros irreais
(A(k) converge exponencialmente para o infinito).



Isso significa que nosso modelo esta errado? Sim e nao. Isso depende
de qual informacao queremos obter a partir dele. Para pequenos valores
de tempo, esse modelo da uma boa estimativa do crescimento populacional.
Um problema nesse modelo é que em longos periodos de tempo, a taxa de
crescimento r nao é constante, mas muda conforme o tamanho da populacao.
Entao devemos trocar r no nosso sistema dinamico por f(A(n)), onde f é
uma funcao do crescimento da populagao. Em outras palavras, nossa taxa de
crescimento f(A(n)) varia junto com a mudanga do tamanho da populagao.

A primeira suposicao que devemos fazer é que o ambiente da populacao
pode suportar somente um certo nimero, digamos L, de individuos. Assim,
se A(n) > L, ndo havera comida suficiente ou espago disponivel e mais ani-
mais morrerao (de fome, etc.) do que nascerdao. Entao, segue que a taxa de
crescimento é negativa, f(A(n)) < 0, quando A(n) < L.

Nossa segunda suposicao ¢ que se a populagao é menor do que L, entao
hé comida extra e espaco disponivel, logo a taxa de crescimento sera positiva,
que é, f(A(n)) > 0, quando A(n) > L.

Nossa tltima suposicao é que se a populagao é relativamente menor do
que L, haverd muita comida e muito espago para a populacao existente,
entao a taxa de crescimento devera ser préxima da taxa de crescimento r.
Mas como a populacao aumenta, a taxa de crescimento devera diminuir e
deverd, de fato, ser zero quando A(n) = L.

A funcao mais simples que satisfaz as trés condigoes acima é a fungao

linear FA) = v (1 B @) . (2.11)

Perceba o seguinte: (1) Se A(n) é pequeno, entao 1 — A(n)/L é préximo de 1
e a taxa de crescimento f(A(n)) é proxima de r; (2) se A(n) < L, entao
1 —A(n)/L > 0 e a taxa de crescimento é positiva; (3) se A(n) = L, a taxa
de crescimento é nula; e (4) se A(n) > L, entdao 1 — A(n)/L < 0 e a taxa de
crescimento é negativa.

O ntmero r é chamado de taza de crescimento irrestrito e o nimero L
¢ chamado de capacidade suportada do ambiente. O sistema dinamico que
modela o crescimento populacional é entao

An+1)—An)=r (1 — @) A(n), (2.12)
ou, apos uma simplificacao,
An+1) = (1+7)A(n) — BA*(n), (2.13)
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onde f = r/L. A equacdo acima é chamada de equagdo logistica. Supo-
nha r = 0.2, L = 8 (aonde cada unidade representa 1000 das espécies), e
conseqiientemente 5 = 0.2/8 = 0.025. A equacao logistica se torna

A(n+1) = 1.24(n) — 0.0254%(n). (2.14)

Se A(0) = 3, entao A(1) = (1.2)3 — (0.025)9 = 3.375, A(2) = 3.765, e assim
em diante. A Figura 2.1 mostra o grafico das solucoes (n, A(n)) para alguns
valores iniciais diferentes e a linha horizontal, L = 8, é o limite do tamanho
da populacao ou o valor de equilibrio estavel. Vejamos a definicao de valor
de equilibrio ou ponto fixo.

Definicao 2.1.1 Considere um sistema dinamico discreto
An+1) = f(A(n)). (2.15)

Um ponto a € R™ é chamado de valor de equilibrio ou ponto fixo para
esse sistema dinamico se satisfaz a equacao

a= f(a). (2.16)
Nesse caso, A(n) = a € uma solugao particular para o sistema dindmico.

Agora vamos descobrir os valores de equilibrio da equacgao logistica (2.14),
substituindo a = A(n + 1) = A(n), obtemos

a = 1.2a — 0.025a>. (2.17)

Agrupando os termos no lado esquerdo da equacao e fatorando o termo a,
temos
a(—0.2 4+ 0.025a) = 0. (2.18)

As solugoes sao dadas por a = 0e —0.240.025a = 0, logo, a = 0 e a = 8. Isso
faz sentido desde que a populagao de tamanho 0 permaneca assim. Também,
como foi discutido anteriormente, se A(0) = 8, a capacidade suportada, entao
a taxa de crescimento é nula e novamente a populacao permanece constante.

Vamos encontrar o valor de equilibrio para a equagao logistica geral (2.13),
substituindo a = A(n + 1) = A(n) temos

a=(1+r)a— (%) a?, (2.19)
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Figura 2.1: Pontos (k, A(k)) do sistema dinamico A(n + 1) = 1.2A(n) —
0.025A2(n).

ou, apos subtrair a de ambos os lados e depois fatorar a e r,

0=r (1 - %) a. (2.20)

Dividindo por r, pois é nao nulo, temos assim os valores de equilibrio
a=L e a=0 (2.21)

como esperavamos. Agora vejamos algumas defini¢goes de valores de equilibrio
estavel e instavel.

Definicao 2.1.2 Suponha um sistema dinamico que tem valor de equilibrio
a. Este valor de equilibrio € dito estavel ou de atragao se existir um nimero
e >0 tal que

|A(0) —a| <e= lim A(k) = a. (2.22)

k—o0
Um wvalor de equilibrio é instdvel ou repelente se existir um nimero € > 0
tal que
0<|A(0) —a|l <e=|A(k) —a| > ¢ (2.23)

para algum (mas nao necessariamente todos) valor de k.
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Na Figura 2.1, mostra que o ponto fixo a = 8 é de atracao.
Agora um bom exemplo de que regras simples podem gerar padroes com-
plexos é o dado por outra equacgao logistica:

An+1) = C + A%(n). (2.24)

Variando o valor da constante C, a iteracao desta equacao pode conduzir
a solucgoes estaveis, periédicas ou cadticas, como apresentadas na Figura 2.2.
Em (a), observa-se uma solugao estavel, ou seja, convergindo para um valor
fixo. Em (b) e (c), tem-se solugdes periddicas de periodos 2 e 4 respec-
tivamente. J& em (d), observa-se uma solucao aperiddica e imprevisivel,
caracteristica dos sistemas cadticos.

’ ’ '|: :lu .g I:. .ll :I: -j. .:I g I‘. -ll :l' I

oS

Figura 2.2: Pontos (k, A(k)) da equagao logistica A(n + 1) = C + A?%(n).
Com (a) C' = —-0.5e A(0) =0, (b) C =—-1.0e A(0) =0, (¢c) C =—-135¢e
A(0)=0,e(d) C=-1.9¢e A(0) =0.

11



2.2 Atratores

Um importante aspecto para entender um fenomeno dinamico é a descrigao
de atratores [18]. Newton conhecia dois tipos de ac¢ao de atratores que eram
observados em dois sistemas: a maga no chao estd em equilibrio e os pla-
netas do sistema solar estao submetidos a um movimento periédico. Pelos
proximos 300 anos, esses foram os tinicos tipos de acao conhecidos para sis-
temas dinamicos simples. Maxwell e Poincaré estavam entre um pequeno
nimero de cientistas que nao estavam contentes com essa visao. O pequeno
nimero cresceu, mas nao tanto quanto no fim do século XX com o surgimento
dos computadores que veio junto com um terceiro tipo de acao, o caos, que
rapidamente tornou-se bastante conhecido [2, 13].

4

(a) (b

Figura 2.3: (a) Mostra os pontos (k, A(k)) convergindo para um ponto fixo de
atragao, enquanto (b) denota um ponto fixo de atragao a por setas apontando
em sua diregao.

Digamos que temos um sistema dinamico com um valor de equilibrio
estavel a. Isso significa que se ag estda proximo suficientemente de a entao
A(k) converge para a. Se plotarmos os pontos (k, A(k)), conseguiremos uma
figura tal como a Figura 2.3 (a).

Se um observador estiver posicionado final do eixo k na Figura 2.3 (a),
ele veria algo como a Figura 2.3 (b). Note que essas duas figuras possuem a
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mesma informacao. Em particular, as setas apontam na dire¢ao do niimero a
indicando que os valores de A(k) estao indo na dire¢do de a. Assim, exibimos
graficamente um valor de equilibrio estavel como um ponto sobre uma reta
com setas apontando na sua direcao. Uma melhor terminologia para “setas
apontando na direcao de” a seria ponto fixo de atracao.

Definir um atrator nao é algo simples. Uma definicao de atrator ¢ “um
conjunto de pontos tal que todas as trajetérias proximas a este conjunto con-
vergem para ele” [18]. Suponha que temos um conjunto de pontos S. Entao
dizemos que a sequéncia de nimeros A (k) converge para S, que denotamos
por

lim A(k) =S, (2.25)

k—o0

se, para todo £ > 0, existe um inteiro K tal que A (k) dista no maximo ¢ de
algum ponto em S quando k > K.

Definicao 2.2.1 Um conjunto de pontos S € chamado de um atrator para
um sistema dinamico A(n + 1) = f(A(n)) se ezistir um nimero 6 > 0 tal
que se |A(0) — s| < & para algum ponto s € S, entdo

lim |A(k) =S| =0. (2.26)

k—o0

Consideremos a equacao logistica
An+1)=rA(n)[1 — A(n)] (2.27)

que ¢ estudada extensivamente por matematicos e bidlogos, pois ela, como
vimos, estd relacionada ao problema de crescimento populacional [2]. Sé
iremos analisar valores de r maiores do que zero. Essa equacao possui dois
pontos fixos, a = 0, que é de atragdose 0 <r < 1,ea = (r —1)/r, que é de
atracao se 1 < r < 3.

Quando r = 2.5, o sistema dinamico

A(n+1) = 25A(n)[1 — A(n)] (2.28)

tem a = 0.6 como um ponto fixo de atragdo. Assim, o conjunto unitario
S ={0.6} é um atrator.
De fato, o conjunto de todos os pontos fixos de atracao é um atrator.

13



2.3 Atratores Estranhos

Um atrator estranho é um fractal, um objeto geométrico de dimensao nao
inteira e possui uma estrutura auto-similar que se repete estatisticamente em
todas as escalas de magnitude.

Definicao 2.3.1 Um sistema dinamico é dito ser transitivo se, quando
ag = A(0) estd proximo de algum ponto no atrator S, entao para todos os
pontos s no atrator hd uma subsequéncia A(k;) dos valores A(k) que converge
para s, ou seja,

lim A(k;) = s. (2.29)

Definicao 2.3.2 Um sistema dinamico tem dependéncia sensivel nos
valores iniciais se, quando tomarmos dois valores iniciais, ag € by, prorimos
um do outro, entdo as sequéncias de pontos A(k) e B(k) se distanciam uma

da outra. Para sermos mais precisos, existe wm numero € > 0 tal que, quando
0 < |ag — bo| < &, entdo hd um valor K > 0 tal que |A(K) — B(K)| > e.

Matematicamente, o atrator estranho de um sistema dinamico tem que
satisfazer as trés condigoes abaixo:

e Dependéncia sensivel nos valores iniciais.
e Existencia de um atrator.

e Transitividade.

O primeiro pesquisador a estudar um atrator estranho foi Lorenz em 1963
[10]. O sistema de Lorenz consiste de trés equagoes diferenciais:

dx dy dz
—=qaly—x), — =br—y—zx, — = Y — C2. (2.30)
dt dt dt

Os termos a, b e ¢ sao constantes que podemos ajustar para alterar o com-
portamento do sistema. A varidvel ¢ representa o tempo e podemos pensar
que z, y e z possuem uma interpretacao espacial, mas essa interpretacao nao
estd bem correta. Os termos z, y e z na verdade referem-se a dinamica fisica
de um modelo convencionado simplificado: x representa movimento convec-
tivo, y a diferenca de temperatura e z a distorcao da temperatura, mas o
significado fisico nao é importante para os nossos propositos.
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Quando Lorenz simulou através de um computador o seu modelo de sis-
tema de mudancas climaticas, o grafico que surgiu tinha a forma fractal como
na Figura 2.4. O atrator de Lorenz mostra que prever o clima é algo cadtico
devido ao seu “efeito borboleta”, ou seja, que o bater de asas de uma bor-
boleta na Asia pode gerar um tornado na América (sensibilidade nos valores
iniciais). Atualmente esse conjunto é uma das icones do caos [15, 17], assim
como os mapa de Hénon, mapa de Ikeda e o mapa de Holmes, que serao
usados como exemplos a seguir.

Figura 2.4: Atrator de Lorenz: com a = 10, b = 28 e ¢ = 8/3, discretizado
utilizando o método de Euller.

O mapa de Hénon e o seu atrator estranho correspondente (ou conjunto
invariante) transforma pontos (z,y) € R? em pontos da forma

H(z,y) = (y+1— az? bzr) € R? (2.31)
classicamente com valor dos parametros: a = 1.4 e b = 0.3. A matriz
Jacobiana é

, _( —2azx b
H'(z,y) = ( N (2.32)
que possui determinante |H'(x, y)| = —b. Quando |b| < 1, H é uma contragao

(isto é, H contrai areas). O atrator do mapa de Hénon pode ser definido como
lim H*(R) quando k& — oo, onde R é uma regiao retangular que contém o
atrator (veja a Figura 2.5) [5].

15



Figura 2.5: Atrator estranho do mapa de Hénon, com a = 1.4 e b = 0.3, em
uma janela de tamanho [—1.5,1.5]2.
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Capitulo 3

Métodos para Visualizacao de
Atratores Estranhos

Dado um sistema dinamico discreto H : R® — R", a orbita de um ponto
p € R™ é o conjunto dos seus iterados por H:

O(p) = {H(p), HO(p)....}. (3.1)

O ponto p é chamado de recorrente quando sua orbita contém pontos
que retornam suficientemente préximos de p. Pontos nao-recorrentes sao
chamados de transientes. Um ponto s é chamado de periodico de ordem n
de H se H(”)(s) = s com n € N, logo pontos periodicos sao obviamente
recorrentes. O conjunto de pontos recorrentes Rec(H) é o atrator do mapa H,
logo o atrator estranho de Hénon é o conjunto de pontos recorrentes do mapa
de Hénon.

Sabemos que os computadores podem representar somente quantidades
digitais e nuimeros reais aproximados com precisao finita, logo qualquer si-
mulacao computacional de um sistema caotico ¢ destinada a degradar cada
vez mais a previsao do futuro. Outra faceta desse problema envolve o fato
que se simularmos um sistema cadtico no computador, em algum ponto no
futuro o sistema simulado devera comecar a se repetir devido a precisao finita
disponivel na representacao por ponto flutuante. Em outras palavras, compu-
tadores nao podem gerar érbitas aperidédicas, mas somente ciclos admitindo
periodos longos.

Como entao fazemos para saber se simulagoes computacionais de caos ou
de qualquer outra coisa sao vélidas no sentido que elas permitem caracte-
rizagoes verdadeiras de um caos real? Pior ainda, sera possivel que o “caos”
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seja nada mais do que um artefato computacional resultante da tentativa de
representar um mundo estocastico por numeros digitais? O lema do som-
breamento é um resultado extraordinario que d& uma resposta para essas
perguntas.

Orbita Computada —  Orbita Computada

______ Orbita Exata - — - - - - Orbita Sombra Exata

Figura 3.1: A sombra da 6rbita computada: Na esquerda, a érbita computada
Yo, Y1, - - -, Yg diverge da érbita exata xo, 1, ...,z (real) devido ao acumulo
de erros. Na direita é a sombra de uma orbita computada yo, 1, ...,y que
¢é arbitrariamente proxima da orbita exata que comeca em zg.

A Figura 3.1 contém dois grafos que ilustram o lema do sobreamento
em agao. O grafo da esquerda mostra uma drbita exata (de um sistema
cadtico) e uma calculada, plotadas ao longo de uma simulagao. Devido ao
erro acumulado, as duas érbitas tendem a se separar.

O grafo da direita da Figura 3.1 mostra a mesma orbita calculada como
no primeiro grafo, mas dessa vez a sombra da orbita é plotada. Para qualquer
orbita, o lema do sombreamento garante a existéncia de uma oOrbita exata
que segue arbitrariamente proxima a orbita calculada. Em outras palavras,
o lema do sombreamento nos conta que uma simulacao computacional de
caos de fato fornece uma imagem “precisa”’ do movimento no sistema cadtico
ainda que nao seja possivel simular fielmente uma érbita individual. Antes
de enunciar matematicamente o lema do sombreamento vejamos algumas
defini¢oes [14].
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Definicao 3.0.3 Uma e-pseudo-orbita de H : R — R"™ é uma sequéncia
infinita de pontos y,, tal que

d(yiJrla H(yl)) <€, Vi € N, (32)
onde d(z,y) € uma funcgdo distancia definida em R".

Definicao 3.0.4 Uma drbita exata x,, € dita ser uma 6-sombra da pseudo-
orbita y, se

Teorema 1 (Lema do Sombreamento) Seja H : R" — R" um sistema
dinamico. FEntdao para todo 0 > 0, existe um € > 0 tal que toda e-pseudo-
orbita de H ¢ d-sombreada pela orbita exata de algum ponto x € R™.

Na representacao confidvel de um atrator estranho, a aritmética interva-
lar se torna uma ferramenta muito importante, devido a falta de precisao
da aritmética de ponto flutuante que gera varios erros quando por exemplo
atratores como Hénon sao desenhados utilizando o método classico de amos-
tragem pontual. Considere uma sequéncia x; € R" e H uma funcao vetorial
nao-linear tal que

Se existir um atrator estranho para tal conjunto, com k suficientemente
grande, essa sequéncia irda cobrir e permanecer numa regiao especifica do
plano de fase ou espaco de estado; essa cobertura é conhecida para poucos
atratores estranhos. Quando tomamos a estrutura celular do plano de fase,
que é nada mais do que subdivir o espago em um numero finito de células
(também chamadas de caixas), passaremos a ter uma sequéncia de células
aonde o atrator reside no interior desse conjunto. Tal conjunto é chamado de
cobertura de um atrator estranho [7]. Apresentaremos um método confidvel
que calcula uma cobertura segura para o atrator estranho, que além de uti-
lizar aritmética intervalar utiliza também teoria dos grafos.

3.1 Ferramentas Intervalares

Aritmética intervalar, também conhecida como andlise intervalar, ¢ um mo-
delo de computacao numérica que lida com intervalos fechados da forma
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la, b], aonde a e b pertencem ao conjunto F U {—o0, +oo} tal que F é o con-
junto de todos os nimeros de pontos flutuantes. Uma excelente introducao
a aritmética intervalar pode ser encontrada em [1, 12]. Nesse conjunto de
intervalos todas as operacoes aritméticas basicas sao definidas de tal forma
que o resultado de uma simples operacao ¢ um intervalo contendo todos os
possiveis resultados. Para ilustrar, vamos utilizar como exemplo a soma de
dois intervalos que é definida como:

[a,b] + [c,d] ={z =21 + 29 : 21 € [a,],29 € [c,d]} =[a+c,b+d]. (3.5)

Aritmética intervalar é implementada rigorosamente em um computador mu-
dando o modo de arredondamento de operacoes simples no sentido de que
o resultado calculado inclua o resultado de precisao da maquina e o verda-
deiro (calculado com precisao infinita). Por exemplo, quando a soma de dois
intervalos é calculada, o extremo inferior do intervalo (a operacao a + c¢) é
avaliada no modo de arredondamento na direcao de —oo, enquanto o extremo
superior (a operacao b+d) é avaliada no modo de arredondamento na diregao
de +o00.!

3.2 Representacao por Amostragem

Para exibir o atrator estranho de um mapa, o método classico de amostra-
gem seleciona um ponto aledtorio p na sua bacia de atracao, calcula a érbita
O(p) = {H(p), H?(p),...} usando aritmética de ponto flutuante, descarta
as primeiras (cem por exemplo) iteragoes e plota as préximas mil ou mais.
As vezes, nao é conhecido nenhum ponto na bacia de atracao, entao pon-
tos aleatorios sao tomados e para cada um calcula-se uma orbita da mesma
maneira descrita anteriormente. Esse método é bastante utilizado em com-
putacao grafica, mas também no estudo numérico de sistemas dinamicos para
calcular expoentes de Lyapunov, dimensoes fractais ou entropias de Kolmo-
gorov [23].

Pela falta de precisio, a érbita calculada O(p)* = {H(p)*, H®(p)*,...}
diverge exponencialmente da exata [13], mas devido ao lema do sombrea-
mento, assume-se que a figura global obtida pela representagao por amostra-
gem do atrator estranho esta correta. Veremos na proxima secao que nem
sempre podemos assumir essa representacao como correta.

L'As méquinas atuais possuem CPU que implementam o padrio IEEE 754 para
aritmética de ponto flutuante que garante esse controle de arredondamento.
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() (d)

Figura 3.2: Atrator estranho do mapa de Hénon, com a = 1.4 e b = 0.3,
em uma janela de tamanho [—1.5,1.5]%. (a) O método por amostragem. (b)
O método intervalar. (c) Zoom no atrator de Hénon obtido pelo método de
amostragem. (d) Zoom no atrator de Hénon obtido pelo método intervalar.
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Para os parametros classicos do mapa de Hénon, a = 1.4 e b = 0.3, isso é
confirmado pela Figura 3.2, que mostra que nao ha quase nenhuma diferenca
entre a figura obtida pela representacao por amostragem e a obtida pelo
confidvel método intervalar via cell-mapping, que abordaremos na préxima
secao.

3.3 Repesentacao Intervalar via Cell-Mapping

Nesta secao mostraremos um método intervalar baseado em cell-mapping
[11], ou seja, na decomposigao celular do plano de fase do atrator, com isso
fornecemos uma cobertura de um atrator estranho. No método intervalar
deve-se conhecer uma caixa envolvente para o atrator estranho. Depois,
subdivide-se a caixa envolvente em células retangulares e em seguida calcula-
se a imagem de cada célula usando aritmética intervalar, como explicado
abaixo.

Seja ¢p uma célula e H(cp) a imagem de ¢y por H(Tg, ) aonde Tg e Jo
sao intervalos das projecoes de ¢y no eixo x e no eixo y respectivamente,
H(cy) ¢ obtida com aritmética intervalar. Quando H(c¢p) nao cai fora da
caixa envolvente, H(cg) intercepta células ci,...,c,. Logo os arcos ¢y —
c1,...,co — ¢ sao adicionados no grafo, dessa forma conseguimos um grafo
orientado formado pelas células da subdivisao celular da caixa envolvente.

Se o grafo nao contém nenhum ciclo: ¢y — ¢g ou ¢cg — ¢ — -+ — ¢,
entao a célula ¢y ndo contém nenhum ponto de Rec(H). Por outro lado, se
existir pelo menos um ciclo: ¢y — ¢; — -+ — ¢ no grafo, entao a célula ¢
pode conter alguns pontos de Rec(H).

Para otimizar o teste da existéncia de ciclos, as componentes fortemente
conexas do grafo sdo calculadas uma vez com o algoritmo de Tarjan [21], que
possui uma complexidade linear em relagao ao nimero de vértices e arestas
do grafo. Veremos com mais detalhes o algoritmo de Tarjan na secao 3.5.

Dizemos que uma célula ¢; é recorrente se o grafo permite um caminho
que se partimos de ¢; podemos voltar para c¢;, logo células recorrentes podem
conter pontos recorrentes de H. Assim para ver se uma célula é recorrente,
basta ver se ela pertence a alguma componente fortemente conexa do grafo.

O conjunto de células recorrentes fornece uma cobertura garantida do
atrator estranho, isto é, se houver pontos de Rec(H) de tal atrator eles s6
podem estar no interior desse conjunto de células; certamente células transi-
entes nao possuem nenhum ponto do atrator estranho. Esse método nao da
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nenhuma garantia que células recorrentes realmente contém pontos do atra-
tor estranho; uma resposta parcial e assintotica é uma subdivisao adaptativa
das células recorrentes e usar o método novamente (veja a Figura 3.3). Na
pratica esses sucessivos zooms dao um método rapido para obter uma figura
mais precisa do atrator estranho; é claro que quanto maior for a precisao da
figura maior serd o consumo de mémoria no computador.

Figura 3.3: Atrator estranho do mapa de Hénon, com a = 1.4 e b =
0.3. Cada janela possui o tamanho [—1.5,1.5]%2. Da esquerda para a di-
reita e de cima para baixo, as figuras tém a sua resolucao aumentada:
82,162, 322,642, 1282, 2562 células. Com excecao da primeira figura, cada fi-
gura foi obtida a partir da anterior através de uma subdivisao adaptativa das
células recorrentes.

Para ilustrarmos a confiabilidade do método intervalar na Figura 3.4 con-
frontamos o método por amostragem com o método intervalar e notamos
diferencas entre os dois métodos, perceba que no método intervalar para os
valores b = 0.4, 0.5, 0.6 o atrator do mapa de Hénon atrai menos pontos, pois
para o método por amostragem os pontos transientes sao aqueles que sao des-
cartados durante as primeira iteracoes do método mas nada nos garante que
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os pontos restantes sao pontos recorrentes.

—= = T :,. = S S \‘;':f N
DTS ) oL
_/;;f’/ = _# - .
e—" I e e = ‘;&/ — .
- —:__ — - == B =
Figura 3.4: Atrator estranho do mapa de Hénon, com a = 1.4 e b =

0.4,0.5,0.6 da esquerda para a direita em uma janela de tamanho [—1.5,1.5)%.
Acima o método por amostragem e abaixo o método intervalar via cell-

mapping.

3.4 Representacao por Amostragem via
Cell-Mapping

O método por amostragem via cell-mapping nada mais é do que uma com-
binagao dos dois métodos vistos acima [7, 8|, isto é, fazemos uma decom-
posicao celular da caixa envolvente que contém o atrator estranho mas em
vez de usarmos aritmética intervalar tomamos um ntimero finito de amostras
em cada célula. O passo seguinte é montar um grafo orientado formado por
essas células para isso aplicamos H nos pontos da amostragem feita em cada
uma das células como na Figura 3.5, para cada ponto p;® € ¢y olhamos em
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qual célula a imagem do ponto p;° ira pertencer, suponhamos que H (p;°) € ¢;
logo o arco ¢y — ¢; ¢ adicionado ao grafo.

H |’_']- EZ r_'j

Figura 3.5: Representagao por Amostragem via Cell-Mapping: Nesse caso os
arcos ¢y — Cg, Co — C3, Cg — Cg € o — Cg serao adicionados ao grafo.

Gerado o grafo, como no método intervalar usamos o algoritmo de Tarjan
para encontrar as suas componentes fortemente conexas e para que possa-
mos verificar quais células sdo recorrentes, encontrado Rec(H) fazemos uma
fazemos uma subdivisao adaptativa desse conjunto e em seguido usamos o
método novamente. Perceba que nesse método enfrentamos o problema de
sub-amostragem com isso temos a possibilidade de excluir células que podem
possuir pontos de Rec(H), observe na Figura 3.6.

Figura 3.6: Atrator estranho do mapa de Hénon, com a = 1.4 e b = 0.3, em
uma janela de tamanho [—1.5, 1.5]%. Da esquerda para direita temos o método
por amostragem via cell-mapping tomando 4 amostras em cada célula, depois
tomando 9 amostras por célula e por ultimo o método intervalar.
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3.5 Busca de Componentes Fortemente
Conexas em Grafos

Considere um grafo orientado G = (V,A), aonde V é o conjunto de nds
(vértices) e A C V x V é o conjunto de arestas. Um caminho do né v, até
0 n6 v em G é uma sequéncia de noés (vg, vy, ..., Vg_1,Vx) pertencentes a V
com (v;_1,v;) € A parai = 1,...,k Dois nés v e w em G estdo em um
caminho equivalente se ha um caminho de v para w e um caminho de w
para v. Uma componente fortemente conera de G é um conjunto maximal
de nés U C V| tal que para todo par de nés u e v em U eles estao em um
caminho equivalente [16]. Na Figura 3.7 as componentes fortemente conexas
do grafo sao os subconjuntos {vy, va, v}, {vs, v4, v5},{v7} e {vs, v9}.

Figura 3.7: Componentes Fortemente Conexas

v

v

Tarjan [21] apresentou um algoritmo elegante que encontra componentes
fortemente conexas de um grafo em tempo O(n + a), aonde n é o nimero
de nés e a é o numero de arestas do grafo de entrada. O algoritmo de
Tarjan pode ser analisado através de dois passos: (1) uma busca em profun-
didade que percorre todas as arestas construindo uma drvore geradora; (2)
uma vez encontrada a raiz da componente fortemente conexa, todos os seus
descendentes que nao sao elementos das componentes encontradas anterior-
mente sao marcados como elementos dessa componente. Esse segundo passo
é implementado através de uma pilha aonde cada n6 é armazenado durante a
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Figura 3.8: Grafo do mapa de Hénon gerado através do método intervalar
com a resolucao de 3?2 células, tal que cada vértice do grafo estd associado
a uma célula. A componente fortemente conexa desse grafo é o subconjunto
formado pelos vértices {vs, vy, vs}.

busca em profundidade. Quando uma raiz de uma componente é encontrada,
todos os nds abaixo da raiz sao removidos da pilha para formar a compo-
nente em questao. Apresentaremos a seguir a versao original do algoritmo
de Tarjan [19].

3.5.1 Algoritmo de Tarjan

O algoritmo de Tarjan é mostrado no Algoritmo 1 (na pagina 28). Ele con-
siste de um procedimento recursivo VISIT para cada né que ainda nao foi
visitado. O procedimento VISIT percorre os nés do grafo através de uma
busca em profundidade. Para cada componente conexa C, o primeiro né de
C que o procedimento VISIT entra é chamado de raiz da componente C. O
objetivo principal do algoritmo é encontrar as raizes das componentes. Para
esse proposito, definimos a varidvel root[v] para cada né v. Quando o proce-
dimento VISIT processa o né v, root[v] contém um né candidato para a raiz
da componente que contém v.
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Inicialmente (na linha 03), o préprio né v é o candidato a raiz. Quando o
procedimento VISIT processa as arestas que partem do né v (linhas 05-08),
novos candidatos a raiz sao obtidos dos nés filhos que pertencem a mesma
componente de v. A operagao MIN (linha 07) compara os nds com respeito
a ordem que o procedimento VISIT entra neles, i.e., MIN(x,y) = = se o
procedimento VISIT entrou no né x antes de entrar no né y, caso contrario
MIN(z,y) = y. Uma simples maneira de implementar isto é usar um vetor e
um contador para designar um unico nimero para cada né visitado na busca
em profundidade. Quando o procedimento VISIT processou todas as arestas
saindo de v, root[v] = v se e somente se v é a raiz da componente contendo v
(linha 9). Entretanto, se v ndo ¢ a raiz da componente ndo sabemos ao certo
se root[v] é a raiz certa da componente que contém wv.

Para distinguir os nds que pertencem a mesma componente de v e nés que
pertencem as outras componentes, uma variavel booleana InComponent[w)] é
definida para cada né w. Seu valor inicial é False. Quando uma componente C
é completamente detectada o procedimento VISIT coloca InComponent|w]
= True para cada n6 w pertencente a C (linhas 10-13). Uma pilha é usada
para este objetivo. Cada né é armazenado na pilha no comeco do procedi-
mento VISIT. Quando a componente é completamente detectada os seus nés
sao colocados no topo da pilha. O procedimento VISIT remove eles da pilha
e coloca o valor True na variavel InComponent[w]. Os nés pertecentes a
nova componente encontrada poderiam ser colocados na saida do programa,
mas essa parte é omitida no Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 Algoritmo de Tarjan

) comeco

) root[v] := v; InComponent[v] := False;
) PUSH(v, pilha);

) para cada né w tal que (v,w) € A faga comego
) se w ainda nao foi visitado entao VISIT(w);
) se nao InComponent[w] entao root[v] := MIN (root[v], root[w])
) fim

) se rootlv] = v entao

) repita

) w := POP(pilha);

) InComponent[w] := True;
) até w = v;

)

)

)

)

)

)

comecgo /*Programa Principal*/
pilha = (;
para cada n6 v € V faga
se v ainda nao foi visitado entao VISIT(v);
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Capitulo 4

Exemplos

Nesse capitulo com objetivo de comparar através de exemplos os métodos de
visualizacao descritos no capitulo anterior, vamos abordar outros mapas que
possuem atratores bidimensionais: o mapa de lkeda [4], o mapa de Holmes
23] , o mapa logistico [6] e mapas quadréticos [20].

Mapa de Ikeda
O mapa de Ikeda H : C — C é dado por

ik —ia
H(z) =p+ Bex z 4.1
() =+ e (15 (@

onde z = x4+ yi é¢ um numero complexo. Esse mapa pode ser escrito no plano
R? com a seguinte forma

H(z,y) = (p+ B(xcost —ysint), B(y cost + xsint)), (4.2)
onde t = t(z,y) =k —a/(1 + 2 + y?).

Vamos considerar o mapa de Ikeda com os seguintes parametros: p = 1,
B=09,k=04¢ea=06.

Mapa de Holmes
O mapa de Holmes H : R? — R? ¢ dado por

H(z,y) = (1.52 — 2° + 0.95y, ). (4.3)
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Mapa logistico
O mapa logistico H : R? — R? é dado por

Mapas quadraticos

Para cada ponto (x,,y,) € R?, com ne N, os mapas quadrdticos bidimen-
sionais possuem a seguinte forma geral

_ 2 2
Tpnt+1 = A7 + A2Tp, + asx, + A4TnYn + asYn + agy,, c R2 (4 5)
_ 2 2 ) .
Yn+1 = Q7 + ATy + A9T;, + A10TnYn + A11Yn + A12Y;,
que sao caracterizados através dos valores dos seus doze coeficientes aq, . . . , ajs.

Nem sempre tais mapas quadraticos possuem um atrator estranho; Sprott
[20] mostrou uma maneira bastante interessante de geracao automética de
atratores estranhos de mapas quadraticos, isto é, uma forma de determinar
os seus doze coeficientes tal que o mapa quadratico caracterizado por esses
coeficientes possui um atrator estranho.

Para simplificar a identificacao desses atratores, vamos codificar através
de letras do alfabeto que vao de A até Y, onde cada letra vai estar associ-
ada a um ndmero no intervalo [—1.2,1.2] com incremento de 0.1 sobre esse
intervalo, isto é, A = —1.2, B= —1.1, C = —1.0, etc. Assim cada atrator é
identificado unicamente através de um nome formado por 12 letras. Analoga-
mente, podemos estender a mesma idéia acima para gerar mapas quadraticos
tridimensionais, ou seja,

((Tnp1 = a1+ Qo + 3T) + QTnYp + A5Tn 2, + A6Yn
+ a7y + agynzn + A9zn + @107
Unt1l = Q11 + @12, + Q1382 + Q14T Yn + Q15202 + A16Yn € R3. (4.6)
+  arryp + a18YnZn + G192, + a20Z S
Zngl = Q21+ Q2T + A23T2 4 A0aTnYn + A25T02n + A26Yn
L 4+ Ao7Y2 4 A2sYnZn + A202y + U307

Como no caso bidimensional o atrator gerado através do mapa quadratico
tridimensional ¢ identificado unicamente através de um nome, que agora usa
30 letras ao invés de 12 letras.

A implementacao dos métodos de visualizagao abordados no capitulo an-

terior foi feita utilizando a linguagem C e nos métodos via cell-mapping
utilizamos a estrutura de dados do pacote Stanford GraphBase (SGB) [9].

31



() (d)

Figura 4.1: Atrator estranho do mapa de Ikeda em uma janela de tamanho
[—0.5,2.0] x [-2.5,1.0]. (a) Método por amostragem. (b) Método por amos-
tragem via cell-mapping com a resolucao de 5122 células tomando 9 amostras
em cada célula. (c) Método intervalar com a resolucao de 5122 células. (d)
Método intervalar com a resolucao de 1024% células.
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Figura 4.2: Atrator estranho do mapa de Holmes com a = 1.5 ¢ b = 0.95
em uma janela de tamanho [—1.8,1.8)%. (a) Método por amostragem. (b)
Método por amostragem via cell-mapping com a resolucao de 5122 células
tomando 4 amostras em cada célula. (¢) Método intervalar com a resolugao
de 5122 células. (d) Método intervalar com a resolugao de 10242 células.
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() (d)

Figura 4.3: Atrator estranho do mapa logistico em uma janela de tama-
nho [—0.3,1.3] x [—0.1,1.1]. (a) Método por amostragem. (b) Método por
amostragem via cell-mapping com a resolucao de 5122 células tomando 16
amostras em cada célula. (c) Método intervalar com a resolugao de 5122
células. (d) Método intervalar com a resolugao de 1024% células.
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() (d)

Figura 4.4: Atrator estranho do mapa quadratico AMTMNQQXUYGA em
uma janela de tamanho [—1.2,0.2] x [-1.5,1.0]. (a) Método por amostragem.
(b) Método por amostragem via cell-mapping com a resolucao de 5122 células
tomando 16 amostras em cada célula. (¢) Método intervalar com a resolugao
de 5122 células. (d) Método intervalar com a resolugao de 1024? células
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(c) (d)

Figura 4.5: Atrator estranho do mapa quadratico LUFBBFISGJYS em uma
janela de tamanho [0.0,2.0] x [—1.8,—0.2]. (a) Método por amostragem. (b)
Método por amostragem via cell-mapping com a resolucao de 10242 células
tomando 9 amostras em cada célula. (¢) Método intervalar com a resolugao
de 5122 células. (d) Método intervalar com a resolugao de 1024? células
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(c) (d)

Figura 4.6: Atrator estranho do mapa quadratico WNCSLFLGIHGL em uma
janela de tamanho [—0.4,1.1] x [—1.3,0.6]. (a) Método por amostragem. (b)
Método por amostragem via cell-mapping com a resolucao de 10242 células
tomando 9 amostras em cada célula. (¢) Método intervalar com a resolugao
de 5122 células. (d) Método intervalar com a resolugao de 1024? células
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Figura 4.7:  Atrator estranho do mapa quadratico tridimensional
JKRADSXGDBHIJTQJJDICEJKYSTXFNU em uma janela de tamanho
[—0.94,0.026] x [—0.88,0.17] x [—0.77,0.34]. (a) Método por amostragem.
(b) Método intervalar com a resolugao de 16% células (c) Método intervalar
com a resolucio de 323 células. (d) Método intervalar com a resolugao de 643
células
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() (d)

Figura 4.8: Atrator estranho do mapa quadratico tridimensional OHGW-
FIHIPSGWTOJBXWJKPBLKFRUKKQ em uma janela de tamanho
[—0.19,0.53] x [—0.69,0.40] x [—0.43,0.54]. (a) Método por amostragem.
(b) Método intervalar com a resolugao de 323 células (c) Método intervalar
com a resolugao de 643 células. (d) Método intervalar com a resolugao de
1283 células
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Capitulo 5

Conclusao

Apesar da existéncia do lema do sombreamento, vimos nesse trabalho que
nem sempre podemos confiar nas imagens geradas pelos métodos de vizua-
lizagao por amostragem, no método classico por amostragem nao ha nenhuma
garantia de que os pontos descartados no inicio do método sejam realmente
pontos transientes e que o restante dos pontos exibidos sao realmente pontos
recorrentes, isso é facilmente visto nas Figuras 4.2(a) e 4.2(d); repare também
que, nas Figuras 4.7(d) e 4.8(d), parte do atrator obtido pelo método por
amostragem fica fora da cobertura de células fornecida pelo método interva-
lar.

Ja o método por amostragem via cell-mapping possui uma dependéncia
intrinseca no nimero de amostras tomadas em cada célula obtida na decom-
posigao celular da caixa envolvente do atrator, veja a Figura 3.6.

Finalmente temos o confidvel e seguro método intervalar, que além de ser
seguro no sentido que garante que fora da cobertura do atrator fornecida por
ele, nao ha pontos recorrentes do mapa ele também fornece mais informacoes
do mapa como pode ser visto comparando as Figuras 4.3(a) e 4.3(d). Note
que o mapa logistico (4.4) tem o ponto (1 — le, 1-— 2%7) como ponto fixo,
veja que tal ponto fixo na Figura 4.3(a), obtida pelo método por amostragem,
nao é detectado enquanto na Figura 4.3(d) o método intervalar possibilita a
visualizagao desse ponto fixo apesar do exagero intervalar. O mesmo ocorre
nas Figuras 4.4(a), 4.4(d), 4.6(a) e 4.6(d). Por outro lado essa seguranga tem
um alto preco, no sentido computacional, pois o grafo gerado por esse método
cresce muito e as vezes gera grafos com mais de meio milhao de vértices.

O préximo passo é utilizar aritmética afim [1] na finalidade de gerar grafos
com menos vértices dos que obtivemos com o uso da aritmética intervalar.
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