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Resumo

Estudaremos os campos vetoriais sobre o espaco projetivo de dimensao n sobre o corpo
dos complexos e as hipersuperficies invariantes por tais campos. Mais precisamente, estu-
daremos as provas de dois dos teoremas apresentados por Esteves em [Est02]. O primeiro,
caracteriza os campos vetoriais que deixam uma hipersuperficie suave dada invariante. O
segundo, garante que se um campo de vetores nao nulo deixa uma hipersuperficie invari-
ante e esta é suave entao o grau dessa hipersuperficie é, no maximo, o grau desse campo
mais um. Apresentaremos os topicos de Algebra Comutativa e Geometria Algébrica ne-
cessarios para compreensao de tais teoremas. Provaremos que se as derivadas parciais de
um polindmio homogéneo pertencente ao anel de polinomios em n + 1 variaveis sobre o
corpo dos complexos se anularem ao mesmo tempo apenas na origem do espaco afim de
dimensao n + 1 sobre o corpo dos complexos entao essas derivadas parciais formarao uma
sequéncia regular nesse anel. Veremos que este serd o passo fundamental para a prova da

primeiro teorema e que o segundo seguira facilmente do primeiro.

Palavras chaves: campo vetorial, hipersuperficie invariante, sequéncia regular.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos as provas de dois dos teoremas provados por Esteves em
|Est02] que aparecem na péagina 6 de seu artigo. Sao eles:

Teorema F;: Seja V' C P" uma hipersuperficie suave de grau d. Seja F' € Clty, ..., t,](d)
tal que Z(V) = (F). Entao cada campo vetorial X sobre P" que deixa V' invariante é
induzido por um campo da forma

> P(0;F0; — 0iF0;)
0<i<j<n
para certos P, ; € Clto, ..., t,] homogéneos de mesmo grau.

Teorema F,: Seja X um campo vetorial nao nulo de grau m sobre P*. Seja V' C P
uma hipersuperficie de grau d. Se V é suave e invariante por X entao d < m + 1.

Como ele mesmo garante, a prova do Teorema F; se baseia nas idéias de O. Zariski
que foram publicadas por J. Lipman em [Lip65|, parte ¢ do Exemplo 7, pagina 892.

Um campo vetorial X de grau m sobre P" é um campo de retas sobre P" induzido
por um campo homogéneo Y G;0; de grau m sobre C"*'. Seja V' C P" uma variedade
projetiva. Quando Xy define um campo de retas sobre V', diremos que V' ¢ invariante
por X. Isso ocorre se e s6 se » . G,0,F € Z(V), VF € Z(V) (Proposicao 3.3).

Suponhamos que V uma hipersuperficie suave de grau d invariante pelo campo X
acima. Seja F' € Clty,....t,](d) tal que Z(V) = (F). Entao ) ,G;0;F = PF, onde
P € Clty, ..., tn)(m — 1).

Dividiremos a prova do Teorema F; em dois casos: d =1ed > 2. O caso d = 1 sera
bem simples. Para o caso d > 2, utilizaremos varios resultados dos Capitulos 1 e 2. O
passo fundamental sera provarmos que (OpF), ..., 0, F') é uma sequéncia Clt, ..., t,]-regular
(Proposicao 3.4).

Veremos que a prova do Teorema FE5 serd consequéncia imediata do Teorema F.

Nosso objetivo é apresentar a bagagem matemética suficiente para compreensao das



provas desses dois teoremas.

Iniciaremos este trabalho com a parte de Algebra Comutativa: localizacio, dimensio
de anéis, divisores de zero, sequéncia regular e um pouco de complexo de Koszul.

No capitulo 2, trataremos da parte de Geometria Algébrica: espago projetivo, varie-
dades projetivas, dimensao, espaco tangente, grau.

No 1ultimo capitulo, trataremos sobre campos vetoriais sobre o espago projetivo e
variedades invariantes. Na sua tltima secao, provaremos os dois teoremas.

Em cada capitulo, apresentaremos exemplos voltados para as provas dos Teoremas
FEi e Es.

Acreditamos que qualquer pessoa com conhecimento de dlgebra basica pode ler este
trabalho. Mas nao apresentaremos as provas de todos os resultados que utilizaremos para
demonstrar esses dois teoremas.

Historicamente, o assunto abordado por Esteves foi tratado inicialmente por H. Poin-
caré em |[Poi91b| e [Poi9la] onde ele estuda o seguinte problema:

“E possivel decidir se uma equacio diferencial algébrica em duas variaveis tem uma inte-
gral racional primeira?”

No capitulo 3, abordaremos a seguinte questao: ¢ possivel limitarmos o grau das
curvas planas C' deixadas invariantes por um campo de vetores X sobre P?? Tal limitante
¢ procurado em termos do Unico invariante numérico de X, seu grau. Veremos que, em
geral, a resposta é nao. Mas a resposta é sim, quando consideramos apenas curvas suaves.
Veremos que a resposta também é nao quando consideramos apenas curvas suaves em
espacos projetivos de dimensao maior que 2.

Podemos citar vérios trabalhos publicados nessa area:

i) Quando C' é uma curva plana de grau d invariante por um campo vetorial X de grau
m, foram obtidas cotas para d em termos de m impondo alguma condicao sobre X ou
sobre C' (consulte [Car94|, [CN91] e [CCIT]).

ii) Quando uma curva C' C P" é uma intersegao completa de hipersuperficies de graus
di,...,d,_1 e ela é invariante por um campo X de grau m, foram obtidas cotas para > d;
em termos de m quando C' é suave ou nao (consulte [Soa00| e [CCGAIF00]).

iii) M. Soares também mostrou em [Soa97| o Teorema F,. Enquanto que M. Brunella
e L.G. Mendes mostraram em [BMO0O] que se V' tem no maximo singularidades “normal-

crossing” entdo deg(V) < m + n.



Capitulo 1

Um Pouco de Algebra Comutativa

Neste capitulo apresentaremos as definicdes e os resultados de Algebra Comutativa
necessarios para provarmos os Teoremas FE; e Fjs.

Denotaremos por:

i) R um anel;

i) (R,n) um anel local com ideal maximal 7;

iii) M um R-mddulo;

iv) (ai,...,a,)R (respec. (ay,...,a,)M), onde cada a; € R, o ideal de R (respec. R-
submodulo de M) gerado por ay, ..., a,.

Na Secao 1.1 apresentaremos ao leitor a localizacao de um dominio R em um seu sis-
tema multiplicativo S, que denotaremos por Rg, e lembraremos alguns fatos importantes.

Na Secao 1.2 estudaremos a dimensao de um anel.

Na Secao 1.3 apresentaremos os divisores de zero de M e os ideais primos associados
a M, que denotaremos, respectivamente, por DZ (M) e Ass(M). Veremos como estao
relacionados e algumas propriedades.

Na Secao 1.4 apresentaremos as sequéncias finitas em R que sao M-regulares. Utili-
zaremos os resultados da secao anterior para definir a profundidade de M em um ideal
de R. Finalizaremos apresentando uma pequena parte do chamado complexo de Koszul
associado a um subconjunto finito de R.

Visando a prova do Teorema F, analisaremos de perto os casos M = Re M = Rg.

Mais especificamente, quando R = Clty, ...,t,] e S = R\ n, onde n = (t1, ..., t,) R.



1.1 Localizacao

Um sistema multiplicativo S de R é um subconjunto de R tal que:
i)leSe0¢sS;
i) z,ye S=ay€Ss.

Seja R um dominio e seja S um sistema multiplicativo de R. Denotemos por K o corpo
de fragoes de R. Definimos a localiza¢ao de R em S por Rg := {g e K;reR,se S}.
Observemos que Rg ¢ um subanel de K que contem R. Além disso, é possivel verificar

que

Proposicao 1.1. Nas condicoes acima, temos que:
i) Todos os ideais de Rs sao da forma IRg = {i;r el se S}, onde I é um ideal de
s

R. (Dai, se R € noetheriano entdo Rg também é);
ii)

tdeats primos p de R o ,
— {ideais primos de Rg}
tais que pNS =10

b — bRs={Zirepses)
€ uma bijecao que preserva a ordem, cuja inversa € dada por
PRsNR «—— pRg
Demonstracao. Consulte [Mat86|, pagina 22. [

Observacao 1.1. Quando dissemos que Rg contem R e falamos em pRs N R, estamos

utilizando o sequinte fato: R pode ser identificado com a sua imagem pelo mapa de inclusao

t: R— K definido por v(r) = .

Um caso interessante é quando tomamos um ideal primo b de R. Entdo S := R\ b é
um sistema multiplicativo e denotamos por R}, a localizagao de R em S. Além disso, pela
Proposi¢ao 1.1, It ¢ um anel local, isto ¢, um anel que tem apenas um ideal maximal, a

saber bIRy,.

1.2 Dimensao de anéis

Denotamos por Spec(R) o conjunto dos ideais primos b de R.



Definicao 1.1. Definimos a dimensao de Krull ou simplesmente a dimensdo de R por
dim(R) = sup{k € N; existe uma cadeia py < ... T p, com p;, € Spec(R),Vi}.

Definimos a dimensao de um ideal proprio I de R por dim(I) = dim(R/I).
Definimos a altura de um ideal p € Spec(R) por

h(p) = sup{k € N; existe uma cadeia py < ... C p. = p com p; € Spec(R),Vi}.

Dizemos que a cadeia b, C ... C b, tem comprimento k. Além disso, dizemos que ela
¢ maximal quando nao existe uma cadeia de ideais primos de R de comprimento maior
que k contendo b, para 0 < i < k.

Em particular, para b € Spec(R), temos que
dim(p) = sup{k € N; existe uma cadeia b = b, C ... € b, com b; € Spec(R),Vi}.

Definicao 1.2. Seja I C R um ideal préprio. Dizemos que p € Spec(R) é um divisor

primo minimal de I quando I C p e nao existe p’ € Spec(R) tal que I C p° C ).
Segue diretamente das defini¢oes que: se I é um ideal proprio de R entao
dim(I) = sup{dim(b); b é um divisor primo minimal de I}
Exemplo 1.1. Seja R = C[ty,...,t,]. Entdo dim(R) = n.

Demonstra¢ao. Como (0) € (t1) € (t1,t2) € ... T (ty,...,t,), temos que dim(R) > n.

Notemos que essa cadeia é maximal. A desigualdade contréaria nao é verificada facilmente.

Ela segue do seguinte resultado mais geral: O]

Proposicao 1.2. Seja K um corpo algebricamente fechado. Seja Ax uma K-dlgebra
afim. Se K[ty,...,t,] C Ax € uma normalizagcio noetheriana entdo dim(Ax) = n. Mais
ainda, se Ax € um dominio entao todas as cadeias de ideais primos maximais de Ag tém

comprimento n ( em particular, isto vale para a Axg = Klty, ..., t,]).
Demonstragao. Consulte [Kun85|, pagina 51. O
Segue diretamente da proposicao acima que

Corolario 1.1. Seja p € Spec(Clty, ...,t,]). Entao h(p) + dim(p) = n.



Exemplo 1.2. Seja p € Spec(Clty, ..., t,]). Entao h(p) =1 se e s se p € principal.
Demonstracao. Isso segue do fato que Clty, ..., t,] ¢ um dominio fatorial. O
Vejamos como se comporta a dimensao com relacao a localizagao.

Proposicao 1.3. Seja R um dominio. Seja S um sistema multiplicativo de R. Seja

b € Spec(R) tal que p S =10. Entao
Em particular, dim(Rg) < dim(R).

Demonstra¢ao. Lembremos que os ideais primos de Rg/bRg (respectivamente R/b) estao
em correspondéncia biunivoca com os ideais primos de Rg (respec. R) que contém bRg
(respec. D). Assim, basta mostrarmos que se tivermos uma cadeia de comprimento n
formada por ideais primos de Rg que contém pRg, entdao teremos uma cadeia de compri-
mento n formada por ideais primos de R que contém p. Mas isso é claro, pois uma tal

cadeia, pela Proposicao 1.1, seria da forma
bRs C byRs & ... € b, Rs,

onde

b Cby & .. & bneb; € Spec(R), Vi

1.3 Divisores de zero de M e primos associados a M

Para m € M, definimos o anulador de m e o anulador de M, respectivamente, por
Ann(m) = {r € R;rm = 0} e Ann(M) = {r € R; rm = 0,Ym € M}. Por definicao,
temos que esses dois conjuntos sao ideais de R. Definimos também o conjunto dos ideais
primos associados a M por Ass(M) = {b € Spec(R); b = Ann(m), m € M}.

Tomemos r € R. Dizemos que r é um divisor de zero de M quando existe 0 £ m € M
tal que rm = 0. Caso contrario, dizemos que r é um nao divisor de zero de M ou que ele

é M-regular. Denotamos por DZ(M) o conjunto dos divisores de zero de M.

Observacao 1.2. Pelas definicoes, se o : M — N € um isomorfismo de R-mddulos e

n = @(m) entao Ann(n) = Ann(m). Portanto, Ass(M) = Ass(N).



Lema 1.1. Se p € Spec(R) entao Ass(R/p) = {p}. Além disso, se 0 #m € R/p entio
Ann(m) = ).

Demonstracio. Podemos escrever m = r + b, com 7 ¢ b. E claro que b C Ann(m).
Tomemos s € Ann(m). Por definigao, sm = 0, isto é, sr € b. Como b é primo, s € b.

Portanto, Ann(m) = b. O
Lema 1.2. Seja N um R-submddulo de M. Entao
Ass(N) C Ass(M) C Ass(N) U Ass(M/N).

Demonstracao. A primeira inclusao segue diretamente da definicao. A segunda inclusao
¢ obvia se Ass(M) = (0. Caso contrario, seja b € Ass(M). Assim, b = Ann(m) para
algum 0 # m € M. Dai, Rm = R/b como R-modulos. Temos dois casos: Rm N N 2 (0)
ou Rm N N = (0). No primeiro caso, b € Ass(N) pelo Lema 1.1 e pela Observagao 1.2.
No segundo caso, vemos que Rm ¢é isomorfo a um R-submddulo de M /N via a projecao
canonica m : M — M/N. Segue, novamente pelo Lema 1.1 e pela Observagao 1.2, que

b € Ass(M/N). O
Até agora nao ¢ claro que Ass(M) # (. Nesse sentido temos o seguinte resultado.
Proposigao 1.4. Se R ¢ noetheriano e M # (0) entao Ass(M) # .

Demonstracao. Tomemos C' = {Ann(m); 0 # m € M}. Sabemos que Ann(m) = R
se e s6 se m = 0. Dai, como M # (0), C' ¢ uma familia nao vazia de ideais proprios
de R. Como R é noetheriano, C' tem um elemento maximal p. Vamos mostrar que p
é primo. Digamos que b = Ann(m') e sejam a,b € R tais que b ¢ b e ab € b. Assim,
b C Ann(bm') € C. Do fato de b ser maximal, temos que p = Ann(bm’). Como abm’ = 0,

segue que a € p. O

Observemos que, nas condicoes da proposicao acima, verificamos que cada elemento
maximal de C' é um ideal primo associado a M.
E claro que deve exitir uma relacao entre os divisores de zero de M e os ideais primos

associados a M. De fato temos

Proposigao 1.5. Se R € noetheriano entao DZ(M) = e ass(ar) b-



Demonstragao. Se M = (0), ok. Suponhamos que M # (0). Pelas defini¢oes, DZ(M) D
UbeAss(M) b. Assim, basta mostrarmos que para cadar € Re (0 # m € M tais que rm =0
existe b € Ass(M) tal que r € b. De fato, como Rm # (0), pela Proposi¢ao 1.4, temos
que Ass(Rm) # (. Seja b € Ass(Rm) C Ass(M). Entao b = Ann(r'm) e como rm = 0,

segue que r € b. n

Quantos elementos Ass(M) possui? Veremos mais a frente que, sob certas condigoes,

essa quantidade é finita.

Proposicao 1.6. Se R ¢ noetheriano ¢ M ¢ finitamente gerado entdo existe uma cadeia
de R-submodulos de M
M =My M 2..2 M,=/{0)

tal que, para 0 <i < k—1, M;/M;;1 = R/p, para algum p; € Spec(R).

Demonstracao. Se M = (0), ok. Se nao, tomemos C' a cole¢ao de R-submodulos de M
para os quais vale a proposicao. Como C' # () e M ¢é noetheriano, podemos afirmar que
C contem um elemento maximal N. Mostremos agora que N = M. Suponhamos, por
absurdo, que N # M. Entao M/N # (0). Pela Proposigao 1.4, existe b = Ann(m) €
Ass(M/N). Dai, R/b = Rm. Se m: M — M/N ¢é a projecao canodnica entdo N' :=
771 (Rm) é um R-submoédulo de M que contem propriamente N. Além disso, N'/N =
Rm = R/b. Assim, N C N’ € C. Isso contraria o fato de N ser maximal. Portanto,

M =N. [l

Lema 1.3. Seja I C R um ideal tal que I C p;U...U p,, onde cada p; € Spec(R). Entao

I C p; para algum 1.

Demonstracao. Facamos inducao sobre k. Se k = 1, ok. Suponhamos que o resultado vale
para k—1. Observemos que se para algum i € {1, ..., k} tivermos que I C blu...UEU...Ubk
entao bastara aplicarmos a hipotese de indugao. Caso contrario, para cada i € {1, ..., k},
existe a; € I tal que a; € b, \ <b1 U... UEZ. U..u bk>. Definindo a = Zle ay...Qa;...ay,
temos que a € I, consequentemente, a € b, para algum . Assim, a;...a,...a,, € b;,. Como
b; € primo, temos que para algum j # ¢, a; € p,. Isso contradiz nossa hipotese sobre o
a;. Portanto, I C b, U... U 53 U ... U b,. Novamente, por hipotese de inducao, segue o
resultado. O



Proposicao 1.7. Se R ¢ noetheriano e M ¢ finitamente gerado entao:
i) Ass(M) € finito;
ii) Se I C R € um ideal tal que I C DZ(M) entao existe 0 #=m € M tal que Im = (0).

Demonstracao. 1)

Pela Proposicao 1.6, existe uma cadeia de R-submodulos M = My 2 M; D ... 2 M, = (0)
tal que, para 0 <7< k—1, M;/M;,1 = R/b, para algum b, € Spec(R).

Pelo Lema 1.2, Ass(M;) C Ass(M;41) U Ass(M;/M;41) para 0 <i < k — 1.

Assim, Ass(M) C Ass(Mg) U Ass(My_1/My) U ... U Ass(M;/M; 1) U ... U Ass(My/My).
Pelo Lema 1.1 e Observacao 1.2, Ass(M;/M;1) = {b,} para 0 < i < k — 1. Sabemos que
Ass(My) = 0. Portanto, Ass(M) C {bg, -, Dr_1}- O

Demonstracao. ii)
Pela Proposi¢ao 1.5 e pelo item anterior, [ C DZ(M) = b, U...UD,, com b, € Ass(M)

para 1 < ¢ < [. Pelo Lema 1.3, I C b, para algum 7. Daf segue o resultado. O

1.4 Sequéncia regular

Definicao 1.3. Dizemos que uma sequéncia (ay, ..., a,) de elementos de R é uma sequén-
cia M-reqular se:

i) (a1, ...,an)M # M;

i) Para i = 1,..,n, a; € um ndo divisor de zero de M; := M/{ay,...,a;—1)M. (Obs.
M, :=M)

Observacao 1.3. Na definicao acima, estamos pensando em M; como um R-maddulo.
No entanto, a; € um nao divisor de zero de M; se e s6 se a classe de a; em R; =

R/{ay,...,a;_1)R é um nao divisor de zero de M; pensado agora como R;-mddulo.

Seja I C R um ideal. Dizemos que uma sequéncia (as, ..., a,) de elementos de R é

uma sequéncia em [ se a; € I para cada .

Exemplo 1.3. Seja R = C[ty,...,t,]. Entdo (tq,...,t,) € uma sequéncia R-reqular, pois:
i) (t1,...,tn)R # R;
ii) Parai=1,...n, R; := R/(t1,....,t;_1)R é um dominio e a classe de t; em R; é diferente

de zero.
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Vamos agora ver alguns resultados que relacionam sequéncias regulares em um domi-
nio R com sequéncias regulares em uma localizacao de R.
Nosso primeiro resultado diz que o fato de uma sequéncia ser regular é preservado

pela localizacao quando impomos uma condicao.

Proposicao 1.8. Seja R um dominio. Seja S um sistema multiplicativo de R. Seja
(ay,...,a,) uma sequéncia R-regular. Se (aj,...,a,)Rs # Rs entio (ai,...,a,) € uma

sequéncia Rg-reqular.

Demonstra¢ao. Como (ay, ..., a,)Rs # Rg, sO temos que mostrar que a; nao é divisor de
zero de Rg/{ay,...,a;_1)Rg para i = 1,...,n. Desde que Rg é um dominio e a; # 0, entdo

a; ¢ DZ(Rg). Tomemos i € {2,...,n}. Suponhamos que

T 1 Ti—1
aG— =a1— + ... +a;— 5 (11)
S 51 Si—1
onde cada :—J € Rg. Podemos supor, sem perda de generalidade, que s = ... = s;,_1 = s.

J

Assim, por (1.1), a;r;s = ayr18; + ... +a;_1r;_18;. Como a; ¢ DZ(R/{ay, ...,a;_1)R), entao

risS = a161 + ...+ ai_lbi_l,

Ti

com by,...,bi_1 € R. Logo r; € (a1, ...,a;_1)Rs, consequentemente, = € (ay, ..., a;_1) Rs.

]

A condi¢do (ay,...,a,)Rs # Rg é realmente necessaria como podemos verificar no

seguinte exemplo.

Exemplo 1.4. S := {1,2,4,8,...} € um sistema multiplicativo de Z. Temos que 2 é

Z-reqular, mas 2 nao é Ls-reqular, pois (2)ZLs = ZLs.

Surge naturalmente a pegunta: Uma sequéncia de elementos de R que é Rg-regular
também é R-regular?

Geralmente nao. Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.5. S := {1, 2,2% 23, ...} é um sistema multiplicativo de R := C|x,vy, z|. Temos

que (xz,yz) € uma sequéncia Rg-reqular, mas nio é R-regular.

Demonstra¢ao. Como yz.x = xz.y e x ¢ (vz)R, entdo (vz,yz) ndo é R-regular.
Temos que (zz,yz)Rs = (x,y)Rs, pois z é um elemento invertivel de Rs. Como

(x,y)R é um ideal primo de R disjunto de S, pela Proposi¢ao 1.1, temos que (z,y)Rs
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¢ um ideal primo de Rg. Em particular, (z,y)Rs # Rs. Pelo Exemplo 1.3, (z,y) é
uma sequéncia R-regular. Assim, pela Proposi¢ao 1.8, (z,y) é uma sequéncia Rg-regular.
€ Rg, entdo § € (z)Rs = (x2)Rg. Lembremos que Rg

Segue que se yz§ = com 2

d’ b’d

¢ um dominio e (xz,yz)Rg # Rg. Portanto, (xz, yz) € uma sequéncia Rg-regular. O

Veremos mais a frente um exemplo de um anel R e uma localizacao Rg tal que cada

sequéncia de elementos de R que ¢ Rg-regular também é R-regular.

Defini¢ao 1.4. Dizemos que um ideal I de C[ty,...,t,] é homogéneo se ele puder ser

gerado por polindmios homogéneos (nao necessariamente de mesmo grau,).

Como C é um corpo, entao C é um anel noetheriano. Assim, pelo Teorema da base
de Hilbert(consulte [Kun85|, pagina 10), todos os ideais de Clty,...,t,] sdo finitamente

gerados.

Lema 1.4. Seja I um ideal de Clty,...,t,]. Entao sao equivalentes:

i) I é homogéneo.

ii) Para cada F = Fy+ ...+ Fy € I, com F; homogéneo de grau i para 0 < i < d, e
d = deg(F), temos que F; € I para 0 <i < d.

Demonstracao. it = 1

E claro que I é gerado pelas partes homogéneas de todos os seus elementos. O

Demonstracao. © = i1

Pelo Teorema da base de Hilbert, podemos supor que I = (G, ..., G,), com G; homogéneo
de grau d; para 1 < j < 7. Seja F' = Fy + ...+ Fy € I, com F; homogéneo de grau 7 para
0<i<d, ed=deg(F). Temos que

F == HlGl + ...+ HTGT,

com H; € Clty,...,t,] de grau e; para 1 < r. Escrevamos H; = Z Hj, com Hjy
el

J <
homogéneo de grau k para 0 < k < < j < r. Assim, para 0 < i < d temos

—_—

Fi=H ;i q,Gi+ ..+ H,; 4G,

onde
—_ Hj,i—d]- Seogi—djgej

Hj,i*dj - R
0 caso contrario

para 1 < 7 < r. Portanto, F; € I para 0 <1 < d. O
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Proposicao 1.9. Seja R = C[ty,...,t,]. Sejam Fy,...,F,, € R\ C homogéneos. Seja
n = (t1,...,tn)R. Entdo:

i) Seja b € Spec(R) tal que F; € p para cada i. Se (Fi, ..., F,,) é uma sequéncia R-reqular
entao ela é Ry-reqular.

i) Se (Fi,..., Fy,) € uma sequéncia R, -regular entdo ela é R-regular.

Demonstracao. i)
(Observemos que existe pelo menos um ideal primo que contem Fi, ..., F,,, a saber n).
Como F; € b para cada i, segue que (Fi,...,F,,)R, C bRy, # R,. Como (F,...,F,) é

R-regular, pela Proposigao 1.8, temos que (F1, ..., F,) é uma sequéncia R}-regular. Il

Demonstragao. ii)
Como (FY, ..., F,,)R C nR # R, s6 temos que mostrar que F; ¢ DZ(R/(F},...,F;_1)R)
para i = 1,...,m. Desde que R é um dominio e F} # 0, entdao F; ¢ DZ(R). Tomemos

i € {2,...,n}. Suponhamos que
EGz - F1G1 + ...+ E—lGi—la (12)

onde cada G; € R. Vamos observar que podemos supor que G; é¢ homogéneo. Escrevamos
Gi = Gio+...+Giq, com G, j homogéneo de grau j para 0 < j < d, e d = deg(G;). Como
F; ¢ homogéneo, entao F;G; = F;G; o+ ... + F;G, 4, com F;G; ; homogéneo de grau d; + j
para 0 < j < d, e d; = deg(F;). Desde que (Fi, ..., F;_1)R é homogéneo, por (1.2) e pelo
Lema 1.4, F;G;; € (F1,...,F;_1)R para 0 < j < d. Assim, podemos supor, sem perda de
generalidade, que G; é homogéneo de grau d. Como (Fi, ..., F;) é R, -regular, por (1.2),

temos que
Ay Ay
Gz =F— N E— )
1B1 + 1BZ__1
onde cada g—j € R,. Podemos supor, sem perda de generalidade, que B; = ... = B;_; = B.

Assim, G;B = F1A;+...4+F;,_1A;_;. Como B ¢ 1, entdo B = z+(termos de grau postivo),
com 0 # z € C. Assim,

G;B = zG; + (termos de grau maior que d) € (Fy, ..., F;_1)R.

Novamente, como este ideal é homogéneo, pelo Lema 1.4, segue que G; € (Fy, ..., F;_1)R.

]

Empregamos o termo sequéncia regular ao invés de conjunto reqular porque a ordem

¢ importante. Podemos verificar isso no seguinte
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Exemplo 1.6. Seja R = C[ty,t9,t3]. Seja M = R/{(ty—1)t3)R. Temos que (t1, (t; — 1)ts)

é uma sequéncia M-regular, mas ((t; — 1)ts, t1) ndo.

Demonstragao. Temos que (t1, (t; — 1)ta) M = (t1,t2) M # M. Como (t; — 1)t3 e ¢ sdo
relativamente primos, entao ¢; é um nao divisor de zero de M. Observemos que M/t M é
um dominio, pois é isomorfo a R/(t1,t3) R. Como (t; — 1)t & (t1,13), segue que (t; — 1)ty é
um nao divisor de zero de M /t; M. Portanto, (t1, (t; — 1)t3) é uma sequéncia M-regular.
Notemos agora que 0 # t3 € M, mas (t; — 1)tat3 = 0. Por definigdo, (t; — 1)ty ¢ um

divisor de zero de M. Portanto, ((t; — 1)t2,¢1) ndo é uma sequéncia M-regular. O

No entanto, existem casos em que a ordem dos elementos nao é importante. Podemos

ver isso no seguinte resultado (n6s nao o utilizaremos nesse trabalho):

Proposicao 1.10. Seja (R,n) wm anel local noetheriano. Seja (aq, ...,a,) uma sequéncia
R-regular. FEntao (ag(l),...,ag(n)) € novamente uma sequéncia R-regular para qualquer

permutagio o de {1,...,n}.
Demonstrag¢ao. Consulte [Eis95|, pagina 426. [

Suponhamos que R é noetheriano, que M ¢ finitamente gerado e que [ é um ideal de
R tal que IM # M. Para qualquer sequéncia (ay, ..., a, ), M-regular, temos, por defini¢ao,
que

(a)M & (ay,a0)M & ... & {ay,...;an)M G M.

Como M é noetheriano, segue que qualquer sequéncia (aq, ...,a,) em I, que é M-regular,
pode ser estendida a uma tal sequéncia mazimal. Isto é, uma sequéncia (aq, ..., ax) em I,

com k > n, que é M-regular e tal que I C DZ(M/{ay, ..., ax) M).

Exemplo 1.7. Se R = C[ty, ..., t,] entdo (ti,...,t,) € uma sequéncia R-reqular mazimal

em I = (t1,....tn) R pelo Exemplo 1.3.

Surge agora uma pergunta natural: duas sequéncias M-regulares maximais em [ tém
o mesmo nimero de elementos? Veremos que, nas condi¢oes impostas acima, a resposta
é sim. A prova é inspirada em [NR57|. Antes, vamos provar um pequeno lema sobre a

troca na ordem de elementos de uma sequéncia regular que serd essencial.

Lema 1.5. Seja (a,b) uma sequéncia M-reqular. Se b ¢ DZ(M) entio (b,a) também é

uma sequéncia M -reqular.
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Demonstragao. Ja sabemos, pelas hipoteses, que (a,b) M # M e que b ¢ DZ(M). Entao
s6 temos que mostrar que a ¢ DZ(M/(b)M). Escrevamos am = bm/, com m,m’ € M.
Como b ¢ DZ(M/{a)M), entao m’ = am”, onde m” € M. Assim, am = bam”. Como
a¢ DZ(M), temos m = bm”. Portanto, a ¢ DZ(M/{b)M). O

Proposigao 1.11. Seja R um anel noetheriano e seja M um R-mddulo finitamente ge-
rado. Seja I um ideal de R tal que IM # M. Entao duas sequéncias M -requlares

mazimais em I t1ém o mesmo numero de elementos.

Demonstracao. Suponhamos que a sequéncia M-regular em [ mais curta tem n elementos.
Facamos inducao sobre n.

Sen =0 entao I C DZ(M) e nao ha o que fazer.

Suponhamos que n > 0. Sejam (ay,...,a,) uma sequéncia regular maximal em [ e
(b1, ..., b,) uma sequéncia regular em . Devemos mostar que (by, ...,b,) é maximal em I,
isto &, I C DZ(M/{bi, ..., by) M).

Sen = 1entdao I C DZ(M/{a1)M). Pela Proposicao 1.7, existe m € M \ (a;)M
tal que I'm C (a;)M. Em particular, bym = a;m’, onde m’ € M. Vamos mostrar que
m' ¢ (bi)M e que Im' C (by)M. Com efeito, se m’ pertencesse a (b;) M, teriamos que
m € (a1)M, pois bym = aym’ e by ¢ DZ(M). Contradicdo. Como Im C (a;)M e
bym = aym/, temos a;Im’ = byIm C {(a;b1)M. Como a; ¢ DZ(M), entdo Im' C (by)M.
Logo, I C DZ(M/{b;)M).

Suponhamos que n > 1. Sejam M; := M/(ay,...,a;—1)M e M := M/{by,...;b;—1) M,
onde 1 < i < n. Do fato que (ay,...,a,) e (by,...,b,) sdo M-regulares e pelas Propo-
sigoes 1.5 e 1.7 e pelo Lema 1.3, existe ¢ € I\ U, ¢, (DZ(M;) U DZ(M])). Assim,
(a1, ...,an_1,¢) e (by,...,b,_1, c) sdo sequéncias M-regulares em I, sendo que a primeira é
maximal pela aplicacao do caso n = 1 ao médulo M,,. Pela construcao de ¢, podemos
aplicar repetidamente o Lema 1.5 para garantir que (¢, aq,...,a,-1) € (¢, by, ...,b,_1) sdo
sequéncias M-regulares em I e, novamente, a primeira é maximal, pois (ai, ..., a,_1,¢)
¢ maximal. Como (aj,...,an—1) € (b1,...,b,—1) sdo sequéncias M /cM-regulares em I e
a primeira é maximal, temos, por hipotese de inducao, que a segunda também é maxi-
mal. Assim, (c¢,bq,...,b,_1) e, consequentemente, (by,...,b,_1,c) sdo M-regulares maxi-
mais. Portanto, aplicando o caso n = 1 a M/, temos que (by,...,b,) é uma sequéncia

M-regular maximal em . L

Nas condigoes da proposicao acima, segue a
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Definicao 1.5. Definimos a profundidade de M em I, que denotamos por d(I, M), como
o numero de elementos de uma sequéncia M-reqular mazrimal em I. FEm particular, se
(R,n) é uma anel local, denotamos simplesmente por d(M) o valor d(n, M) e o chamamos

de profundidade de M.
Segue imediatamente da Proposicao 1.11 o

Corolario 1.2. Sejam R, M, I como na Proposi¢ao 1.11. Entao para qualquer sequéncia

(ay, ..., an) em I, M-regular, temos
d(I,M/{ay,...;an)M) =d(I, M) —m.
Exemplo 1.8. Seja R = Clty,...,t,]. Sejan = (t1,....t,)R. Entao d(n, R) = d(R,) = n.

Demonstrag¢ao. Pelo Exemplo 1.7 e pela Defini¢ao 1.5, temos d(n, R) = n. Pelo Exemplo
1.3 e pela Proposigao 1.8, (¢4, ..., t,) é uma sequéncia R,-regular em 1R, que é claramente

maximal. Portanto, d(R,) = n. O
De fato, era de se esperar que d(n, R) < d(R,), pois

Corolario 1.3. Seja R uwm dominio noetheriano. Seja p € Spec(R). Se I é um ideal de
R contido em p entao d(I, R) < d(IRy, R}).

Demonstracao. Como I C b, a desigualdade segue diretamente da Proposicao 1.8. ]

A proxima proposicao é essencial para a prova do Teorema F;. Ela dara uma cota
inferior para a dimensao dos elementos do conjunto Ass(M). Antes de enuncia-la, vejamos

um lema algébrico muito conhecido.

Lema 1.6 (Lema de Nakayama). Seja (R,n) um anel local noetheriano. Seja M um

R-mddulo finitamente gerado. Se M = nM entao M = (0).

Demonstra¢ao. Tomemos {my,...,m,} um sistema minimal de geradores de M. Como
M = nM, temos que m,, = > ., a;m;, onde a; € n para cada i. Dai, (1 — a,)m, =
Y icn@imi. Como 1 — a, ¢ n e este & o tGnico ideal maximal de R, entdo 1 — a, ¢é
invertivel. Assim, m, = (1 —a,)"'>_,_, a;m;. Como supomos que o sistema é minimal,

devemos ter n = 1 e, pela altima equacdo, temos que m,, = 0. Portanto, M = (0). Il
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Proposigao 1.12. Seja (R,n) um anel local noetheriano. Seja M # (0) um R-mddulo

finitamente gerado. Entao
d(M) < Minyeassary {dim (R/p)}

Demonstragao. Facamos indugao sobre n := d(M).

Se n =0, ok.

Vamos assumir que existe a € n\ DZ(M) e que a proposi¢ao é valida para modulos
com profundidade n—1. Pelo Corolario 1.2, d(M/{a)M) = d(M)—1. Entdo, por hipdtese

de inducao,
d(M) —1=d(M/{a)M) < Minycassm/arn {dim (R/D)} .
Assim, basta mostrarmos que

Miny e assa/ @y {dim (R/D)} < Minyeassny {dim (R/b)} .

E suficiente mostrarmos que para cada b € Ass(M), existe b” € Ass(M/(a)M) tal que
b € b’, pois assim teremos que dim (R/b’) < dim (R/D) .

Notemos que para quaisquer b € Ass(M) e b’ € Ass(M/{a)M) nao podemos ter
b=Db, poisa¢beach.

Fixemos, a partir de agora, b € Ass(M). Vamos tentar encontrar um R-submoédulo
U # (0) de M/{(a)M tal que pU = (0). Se conseguirmos (e iremos), deverd existir
b’ € Ass(U) C Ass(M/{a)M) e consequentemente b C b’.

O R-submodulo N := {m € M;pbm C (a)M} de M é diferente de (0), pois ele
contem N’ :={m € M;pbm = (0)} e b € Ass(M). Assim, N/{(a)M & um R-submodulo
de M/{a)M e b(N/{a)M) = (0). Devemos ter N/{a)M # (0). Caso contrario, teriamos
N = (a)M. Em particular, para cada m’ € N’, teriamos m’ = am, com m € M. Como
bam =bm’ = (0) e a ¢ DZ(M), teriamos que pm = (0) e assim m € N’. Dessa forma,
N’ = (a)N'. Como a € n, teriamos, pelo Lema de Nakayama, que N’ = (0). Contradigao.
Portanto, N # (a)M e U := N/(a)M atende aos nossos desejos. O

Segue imediatamente o
Corolario 1.4. Seja (R,n) um anel local noetheriano. Entdo d(R) < dim(R).

Exitem anéis locais noetherianos cuja profundidade é igual a sua dimensao. Estes sao
chamados de anéis Cohen-Macauly. Exemplo: Seja R = Clty, ..., t,]. Sejan = (t1,...,t,) R.
Entao (R,,nR,) é¢ um anel Cohen-Macauly.



17

Na prova do Teorema F;, Esteves utiliza a ida do seguinte teorema (nés nao o

utilizaremos).

Teorema 1.1. Seja (R,n) um anel Cohen-Macauly. Sejam aq, ...,a, € . Entdo {a,...,a,}

é parte de um sistema de pardmetros de R se e s0 se (ay, ..., a,) € uma sequéncia R-reqular.
Demonstracao. Consulte [Mat86], pagina 135. ]

Para mais informagoes sobre sistema de parametros e anéis Cohen-Macauly consulte
|[Mat86], paginas 104 e 133.

Finalizamos esta secao comentando sobre uma pequena parte do complezo de Koszul
e apresentando uma proposicao que utilizaremos na prova do Teorema FE.

Seja R um anel qualquer. Fixemos ay, ..., a, € R, onde n > 1. Denotemos por:
i)R"™ 0 R-modulo livre de dimensao n + 1 com base canonica {eg, ..., €, };
i) A R™*!, o R-médulo livre de dimensdo ("') com base {e; Ae;;0 <i < j < n}.

Vamos considerar os seguintes homomorfismos de R-modulos:

;\R”“ S, gt U R, (1.3)
onde
on(e; Nej) = aje; — ae;,
Un(e;) = a;.
Esta sequéncia é a parte final do chamado complezo de Koszul associado a {ay, ..., a,}.
Para mais informagoes sobre esse complexo, consulte [Mat86|, pagina 127. Na péagina 128,

esta provado que:
Se (ag, ..., a,) é uma sequéncia R-regular entdo o complexo de Koszul associado é exato.

Esse resultado foi utilizado por Esteves na prova do Teorema E;. Mas, como ele mesmo
observou, nao ¢ necessario tanto. Vamos agora demonstrar a parte que realmente é

necessaria.

Proposigao 1.13. Seja (ay, ..., a,) uma sequéncia R-regular, onde n > 1. Entao

2

/\Rn+1 ﬁ) R1’L+1 ﬂ) R

é uma sequéncia exata, isto é, Im(p,) = Ker(i,).
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Demonstracao. Primeiro mostremos que Im(p,) C Ker(¢,).

2
Tomemos w = 3, i, Tij(€i Aej) € A” R, onde cada r;; € R. Temos que

pw) =Y rigeleihe) = Y rijlaje —aie;) e

0<i<j<n 0<i<j<n
lpw) = > riglap(e) —ap(e) = Y rijlaja — aia;) = 0.
0<i<j<n 0<i<j<n

Dai segue a inclusdo. (Na verdade, nés nao utilizaremos essa inclusdo. A demonstramos
aqui apenas por completude e porque é simples).

Agora mostremos que Ker(¢,) C Im(p,). Observemos que os R-mddulos e os ma-
pas acima estao definidos para cada n > 1. Assim, facamos inducao sobre n. O mais
importante é entendermos bem quem é I'm(y,). Por definigao,

Im(p,) = { Z rijlaje; —ae;); i € R} .
0<i<j<n
Observemos que
Z rij(aje; — ae;) = (ro1a1 + ro202 + ... + 70.n0n)e0+
0<i<j<n

—I—(—T’OJCLO —I— T‘LQCLQ + —f- rl,nan)el + (_TO’QCLO — 7"172@1 —f- 7"2730,3 —I— + ’f’gman)eg —I—
.+ (—Tgykao e T Tp—1,kQKk—1 + Tk k+10k+1 + ...+ rk’nan)ek + ...
e (=700 — F1pG1 — oo — Tyl Gp—1)€n.

Assim,

k-1 n
Im(pn) = { Z YkCrs Yk = Z —Ti k0 + Z rk,jaj} (1.4)
=0

0<k<n j=k+1

onde cada r; ; € R e entendemos que
Ef;ol —riga; =0se k=0
> ki1 Thja; =0se k=mn
Iniciemos a inducao. Quando n = 1, temos Im(p;) = {ro1a1€0 — ro1a0e1;701 € R}.
Tomemos poeg + pre; € Ker(iy). Por definicao,
Poao + p1a1 = 0 = p1a; = —poao.
Como ay ¢ DZ(R/(ap)R), entdo p; = —rg1a9, onde ro; € R. Substituindo p; na equacao

acima, temos —rg1a0a1 = —poag. Como ag ¢ DZ(R), segue que py = 19 1a;. Portanto,

Po€o —|—p1€1 = T0,101€0 — T'0,1A0€1 < Im(gol)
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Suponhamos que o resultado vale para n—1, onde n > 2. Tomemos poeg+ ...+ pnen €
Ker(i,). Por definigao,
Poto + ... + Ppan =0 = p,ay, = —pPoto — ... — Pp_10p_1-
Como a, ¢ DZ(R/(ag, ..., an—1)R), segue que
Pn = —T0n00 — - — Tn—1n0n—1 (1.5)

onde r;,, € R para ¢ = 0,...,n — 1. Substituindo p, na equagdo acima e colocando os a;s

em evidéncia, temos
(Po — Tonan)ao + ... + (Pr—1 — Tn-1,n0n)an—1 = 0,
isto é,
(Po - TO,nan)eo + ...+ (pnfl - Tnfl,nan)enfl € K@T(@Dn,l).

Por hipotese, (ao, ..., a,—1) € uma sequéncia R-regular. Assim, por hipotese de indugao,

(pO - TO,nan)€0 + ...+ (pn—l - Tn—l,nan)en—l S Im(¢n—1)

Por (1.4), para 0 < k < n — 1 temos

k—1 n—1
Pk — Tknlp = E —T; ki + E Tk G,
i=0

j=k+1
isto é,
k-1 n
Pr = E —Tika; + E Tk,j0j
=0 j=k+1

onde cada r;; € R e
Zf:_ol —rixa; =0se k=0
S Tkt =0se k=n—1
Dai segue, pela expressdo que encontramos para p, em (1.5) , que para 0 < k < n temos
k—1 n
Pr = Z —TikQ; + Z Tk, 0,
i=0 j=k+1
onde cada r;; € R e
Zi:ol —rixa; =0se k=0
Z;'L:k—i-l Tija; =0se k=n
Novamente, por (1.4),

Po€o + .. +pnen € Im(gan)



Capitulo 2

Um Pouco de Geometria Algébrica

Neste capitulo apresentaremos as defini¢oes e os resultados de Geometria Algébrica
necessarios para provarmos os Teoremas FE; e Fjs.

Denotaremos por:

i) Clto, ..., t,](m), onde m > 0, o subconjunto de C[t,...,t,] formado pelos polindémios
homogéneos de grau m. Assumimos que 0 € Clt, ..., t,,|(m) para todo m;
ii) 0;F, onde F € Clty, ..., t,](m), o polinémio g—g;

Na Secao 2.1 definiremos o n-ésimo espago projetivo sobre C, que denotaremos por
P".

Na Secao 2.2 relacionaremos os ideais homogéneos de Clty, ..., t,] com os subconjuntos
de P". Introduziremos uma topologia em P" e definiremos variedades projetivas. Veremos
que estas se decompoem em um numero finito de subvariedades irredutiveis maximais,
chamadas componentes irredutiveis.

Na Secao 2.3 definiremos a dimensao topolégica de uma variedade projetiva e a rela-
cionaremos com a dimensao de anéis vista na Secao 1.2.

Na Secao 2.4, dada uma variedade projetiva V' e um ponto v € V, definiremos a
variedade T,V, chamada de espaco tangente a V' em v. Relacionaremos a dimensao de
T,V com a dimensao de V.

Visando a prova dos Teoremas F; e F,, analisaremos de perto o caso em que a

variedade projetiva é uma hipersuperficie.

20
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2.1 O espaco projetivo

Tomemos (po, ..., Pn), (Gos -, @n) € C"1\ {O}. Diremos que (po,....pn) € (qo, -, Gn)
sdo equivalentes se existe z € C\ {0} tal que (po, ..., pn) = 2(qo, --., Gn), isto &, se eles estao
numa mesma reta em C""' que passa pela origem. De fato, isso define uma relacdo de

equivaléncia ~ em C"™'\ {O}. Segue a
Definicao 2.1. Para n € N3, definimos o n-ésimo espago projetivo sobre C por
P"=C""\ {0}/ ~.

Denotamos por (pg : ... : p,) 0 ponto (a classe) em P" do ponto (po,...,pn) # O.
Dizemos que py, ..., p, a0 as coordenadas homogéneas do ponto (pg : ... : p,) relativas a
base canonica {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,...,0,1)} de C"*1.

Por definicao, as coordenadas homogéneas de um ponto de P", relativas & base cand-
nica, s6 estao bem definidas a menos de um fator escalar nao nulo. Além disso, temos

que

(Po s ipn) = (Qo 5ot qn) < 32 € C\{0}; (o, -, Pn) = 2(qo, -, @) = Piy = PG, Vi < j

Assim, se p; # 0 entdo ¢; # 0 e % = %. Isto é, o valor % estd bem definido sobre
J J J

(po : ... : pn). Por isso usamos a notagao “:”.

Observacao 2.1. Pelas definicoes acima, seque que os pontos de P™ estao em correspon-

déncia biunivoca com as retas em C"™' que passam por O.

Tomemos F € Clty,...,t,](d). Notemos que, para quaisquer z € C e (pog,...,pn) €

C"*L, temos F(zpo, ..., 2pn) = 22F (po, ..., pn). Assim,
F(po,--,pn) =0 F(zpo, ..., 2pn) =0, Vz € C\ {0}.

Isso significa que, apesar de nao podermos definir o valor de F' num ponto (pg : ... : p,) €
P (pois o valor pode depender das coordenadas homogéneas), podemos perfeitamente
dizer se um ponto de P" é raiz de F' desde que F' seja homogéneo. Esse ¢ o pontapé inicial

para a proxima secao.
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2.2 Variedades projetivas

Vimos no capitulo anterior que, pelo Teorema da base de Hilbert, todos os ideais de
Clto, .., tn] s@o finitamente gerados e que um ideal I de Clto, ..., t,] é dito homogéneo se

ele puder ser gerado por elementos homogéneos. Para este tipo de ideal faz sentido a

Defini¢ao 2.2. Seja I um ideal homogéneo de Clty, ..., t,]. Definimos o lugar dos zeros

de I em P™ por
Z(I)={(po: ... :pn) €P"; F(po,...,pn) =0, VF € I}.

De fato, se [ = (Fy,--- , Fy), onde cada F; € Cl[to, ..., t,] € homogéneo, entao

Z(I)={(po: ... :pn) €P" F(po,....,pn) =0, Vi}.
Chamamos esse tipo de subconjunto de P de conjunto algébrico.

Proposicao 2.1. P" ¢ um espago topoldgico declarando que os fechados sao 0s conjuntos

algébricos. Chamamos essa topologia de Topologia de Zariski.

Demonstracao. Notemos que:

i) {0} e Clto, ..., t,,] s@o ideais homogéneos;

ii) Dados I, ..., I,,, ideais homogéneos de Clt, ..., t,], temos que o ideal I;...I,, também é
homogéneo;

iii) Dada uma familia qualquer {I,/A € A} de ideais homogéneos de Clt, ...,¢,], temos
que o ideal ), , [x também é homogéneo.

Mantendo essa notacao, é facil concluirmos que:

") Z(0) =P"e Z(R) = 0;

i) Z(L)U...UZ(1,) = 2(1...1,);

i) Myea Z2(Un) = Z(Xea I)-

Dai segue o resultado. O]

Temos assim uma aplicagao sobrejetiva

P { ideais homogéneos de Clto, ..., t,] } — { Conjuntos algébricos de P" }
I — 2()

que, claramente, inverte a ordem.

Por outro lado,
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Definicao 2.3. Seja V um subconjunto de P". Definimos o ideal associado a 'V por
Z(V) = ({F € Clty, ..., tn); F € homogéneo e F(vy,...,v,) =0, V(vg : ... 1 v,) € V}).

Por defini¢ao, Z(V') é homogéneo.

Assim, temos uma nova aplicacao

(U { Subconjuntos de P" } — { ideais homogéneos de Clto, ..., t,,) }
Vo (V)

que, claramente, também inverte a ordem.

Qual a relacao entre essas aplicacoes?

Definicao 2.4. Dado um ideal I de R, definimos o radical de I por
VI ={F eClty,....tn); F™ € I para algum m € N}.

E facil verificar que v/T é um ideal de Clt, ...,t,]. Além disso, Se I é homogéneo

entdo /I também é. E claro que I C V/I. Dizemos que I é um ideal radical quando
VI=1.

Exemplo 2.1. Sejam F € Cltg, ...,t,]. Seja F = Ff' - ... F* a decomposicio de F em
fatores irredutiveis nao associados. Entao \/(F™) = (Fy...F.), Ym € Nyg. (Obs. se F
¢é homogéneo entao cada F; é homogéneo). E claro que todo ideal primo de Clto, ..., tn] €

radical.

Observemos que:
i) ¢ nao pode ser injetivo, pois, para qualquer ideal I de Clty, ...,t,], temos que Z(I) =
Z (\/7), mas nem sempre temos I = /1.
ii) ¥ nao pode ser sobrejetivo, pois, para qualquer subconjunto V' de P"; temos que Z(V)
¢ um ideal radical.

De fato, temos

Teorema 2.1 (Teorema dos zeros projetivo de Hilbert=TZH).

idears homogéneos e radicais de
{ Conjuntos algébricos de P™ } —
Clto, ..., tn], exceto (to, ..., tn)

V o— I(V)

¢ uma bijecao, cuja inversa é dada por

Z(I) «— I
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Demonstrac¢ao. Consulte [Mum99|, pagina 8. ]

Este resultado nos fornece uma importante relacio entre a Geometria e a Algebra.

Observemos que o ideal (to, ..., t,,) teve que ser eliminado acima porque Z(to, ..., t,) =
0. Assim, I(Z(tg,...,tn)) = Clto, ..., tn] # (to,...,t,). Além disso, pelo teorema e do
fato que Z(I) = Z(v/1), para qualquer ideal homogéneo I de Clto,...,t,], temos que
Z(Z2(I)) = VI.

A partir de agora chamamos os fechados de P" de variedades projetivas ou simples-

mente variedades.

Defini¢ao 2.5. Seja V' C P" uma variedade. Se Z(V) = (F) com F € Cltg, ..., t,](d)\{0},
d > 0, entao dizemos que V' € uma hipersuperficie de grau d. Em particular, quando d =1,

dizemos que V' € um hiperplano.

Observemos que o grau de V' estd bem definido, pois se Z(V) = (F) = (G) entado
G =zF, com z € C\ {0}.

Seja F € Clto, ..., t,] \ C homogéneo. Seja F = Ff' - ... F* uma decomposicio de F
em fatores irredutiveis ndo associados. Entao, pelo Exemplo 2.1 e pelo TZH, V = Z(F)
¢ uma hipersuperficie e deg(V') = deg(Fy) + ... + deg(F.).

Observemos que a variedade projetiva Z(tot;) C P? pode ser escrita como a unido de
duas subvariedades proprias: Z(to) e Z(t1). Mas nao podemos fazer o mesmo com essas

duas variedades.

Definicao 2.6. Seja V C P" uma variedade projetiva. Dizemos que V' € redutivel se ela

€ uniao propria de duas subvariedades projetivas; irredutivel caso contrdrio.
Exemplo 2.2. Seja V = Z(F) C P". Entdo V € irredutivel se e sé se F ¢é irredutivel.

Proposigao 2.2. Seja V C P" uma variedade projetiva. Entao:

i) V € uma uniao finita de subvariedades projetivas;

ii) Suponhamos que V.= V3 U ...UV,, onde cada V; é uma subvariedade irredutivel e
Vi € V; para i # j. Entao {Vi,...,V.} € inico. Chamamos essas subvariedades de V de

componentes irredutives de V.

Demonstragao. i)

Facamos “inducao noetheriana”.
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Se V & irredutivel, acabou. Se nao, V = V; U V5, com Vi, V, subvariedades proprias.
Se Vi e V5 sao irredutiveis, acabou. Se nao, pelo menos uma delas é uniao de duas
subvariedades proprias, digamos: V) = Vi1 U Vs ou Vo = Vo U Vs, O processo segue com
a analise dessas novas subvariedades.

Para concluir o que queremos temos que verificar que esse processo para, isto é, que
em algum momento chegamos em subvariedades irredutiveis.

Suponha por absurdo que o processo nao para. Entao teremos uma sequéncia decres-

cente nao estacionéria, digamos,

V2Vi2 V22V 2.

==

de variedades projetivas. Assim, pelo T'ZH, teremos uma sequéncia crescente nao estaci-
onaria

IV)CTZTMV)STVi) G G (Vim) & -

=

de ideais de Clto, ..., t,]. Mas Clt, ..., t,] é noetheriano pelo teorema da base de Hilbert.
Contradicao. O]

Demonstracao. ii)
Suponhamos que

V=ViU..UuV,=W,U..uW,

onde cada V;, W; é uma subvariedade irredutivel e V; € V;, W; € W; para i # j. Fixemos

i€ {l,..,r}. Temos que
Vi=(VinW)u..U((V;NnW,).

Como V; é irredutivel, segue que V; C Wj para algum k. Analogamente, temos que
Wi C Vj; para algum j. Como V; € V; para i # j e V; C W), C V}, segue que j = 1, isto &,

Wy = V;. Esse é o passo fundamental. O resultado segue por inducao. ]

Observemos que, na prova do item (ii), verificamos que: se W é qualquer subvariedade
irredutivel de V' entao W est& contido em alguma componente irredutivel de V. Também
verificamos que: se W é uma subvariedade irredutivel de V' que contem uma componente
irredutivel V; de V entao W = V.

Vamos ver o conceito de irredutibilidade do ponto de vista algébrico.
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Proposicao 2.3. Seja V C P" uma variedade projetiva nao vazia. Entao V' € irredutivel

se e s6 se Z(V) é primo.

Demonstra¢ao. Suponhamos que V' é irredutivel. Sejam F,G € Clt, ..., t,] tais que G ¢
Z(V)e FG € Z(V). Mostremos que F' € Z(V). Escrevamos

F:F0+...+Fd,G:G0+...+Ge

onde F;,G; € Clty, ...,t,] sdao homogéneos de graus i, j. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que G, ¢ Z(V) (caso contrario, trocamos G por G = Go + ... + Gz, onde G
é a parte homogénea de G' de mais alto grau que ndo pertence a Z(V')). Lembremos que
Z(V) é homogeéneo, assim, pelo Lema 1.4, Z(V') contem um polindémio se e s6 se contem
todas as partes homogéneas desse polinomio. Como F;G,. é o termo de mais alto grau de
FG, entao F;G, € Z(V). Pelo TZH, Z(Fy) U Z(G.) = Z(F;G.) D Z(Z(V)) = V. Como
V' & irredutivel, segue que Z(Fy) DV ou Z(G,) DV, isto é, F; € Z(V) ou G, € Z(V).
Como G, ¢ Z(V), segue que F,; € Z(V). Subtraindo F, de F e repetindo o argumento,
teremos que cada componente homogénea de F' pertence a Z(V).

Agora suponhamos que Z(V') é primo. Suponhamos por absurdo que V = V; U V4,
com V1, V5 subvariedades proprias de V. Assim, Z(V;) 2 Z(V) e Z(V) 2 Z(V). Tomemos
FeZ(V)\Z(V) e F, € Z(Vo) \ Z(V). Temos que F1Fy € Z(V; U Vy) = Z(V). Assim,
Z(V) nao é primo. Contradigao. O

Exemplo 2.3. Temos que:

i) P™ € irredutivel, pois Z(P") = (0);

i) Seja F' € Cltg,...,t,] \ C é homogéneo. Seja F = FF' . ... F*¥ wma decomposicio de
F em fatores irredutiveis nao associados. Seja V= Z(F). Entao Z(Fy),..., Z(F,) sdo as

componentes irredutiveis de V. Ou seja, as componentes irredutiveis de uma hipersuper-

ficie sao hipersuperficies.

Na pagina 5, vimos a definicao de divisor primo minimal de um ideal. No caso de

ideais homogéneos, temos que

Proposicao 2.4. Seja I C Clty,...,t,] um ideal proprio homogéneo. Entdo todos os

divisores primos minimais de I sao homogéneos.

Sua prova segue diretamente do
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Lema 2.1. Seja p € Spec(Clto, ..., t,]). Seja b, o ideal de Clty, ..., t,] gerado pelos ele-

mentos homogéneos de p. Entao D, € primo.

Demonstracao. Sejam F,G € Clty, ..., t,] tais que G ¢ b, e FG € b;,. Mostremos que
F € b;,. Escrevamos

F=FK+.. +F,G=G+..+G,.

onde F;,G; € Clty, ..., t,| sao homogéneos de graus ¢, j. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que G, ¢ b;,. Como F;G, é o termo de mais alto grau de F'G e b;, é homo-
géneo, entao FyG, € by, C b. G ¢ b, pois G, ¢ b,,. Assim, F; € b, consequentemente,
F,; € b;,. Subtraindo F; de F' e repetindo o argumento, teremos que cada componente

homogénea de F' pertence a by,. Il

Necessariamente, se b ¢ um divisor primo minimal de um ideal homogéneo I, temos
que I C by, C b. Por defini¢ao e pelo lema acima, segue que b, = .

Na prova do Teorema FE; utilizaremos o seguinte resultado:

Proposicao 2.5. Seja V. C P" wma variedade ndao vazia. Entao as componentes

wrredutiveis de V' estao em correspondéncia biunivoca com o0s divisores primos minimais

de Z(V).

Demonstracao. Notemos que, pela tltima proposicao, os divisores primos minimais de
Z(V) sao homogéneos. Lembremos também que todo ideal primo é radical. Sejam
Vi,..., V.. as componentes irredutiveis de V. Pelo T'ZH, devemos mostrar que:

i) Z(V;) ¢ um divisor primo minimal de Z(V') para 1 < i < r;

ii) Se b ¢ um divisor primo minimal de Z(V') entdao b = Z(V;) para algum .

Fixemos i € {1,...,r}. Pela Proposicao 2.3 e do fato que V DO V;, temos que Z(V') C
Z(V;) € Spec(Clty, ..., t,]). Tomemos b’ um divisor primo minimal de Z(V') tal que p’ C
Z(V;). Pelo TZH, V > Z(p’) D V;. Pela Proposigao 2.3, Z(p’) é irredutivel. Entéo
Z(b) = Vi. Pelo TZH, b’ = T(Z(1)) = T(V)).

Agora tomemos b um divisor primo minimal de Z(V). Como feito acima para p’,
podemos afirmar que Z(b) C V; para algum j. Assim, b =Z(Z(b)) D Z(V;) D Z(V) pelo
TZH. Pela minimalidade, b = Z(V}). O
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2.3 Dimensao das variedades projetivas

Seja V' C P" uma variedade nao vazia. Consideremos V' um espaco topologico com a
topologia induzida por P*. Como V' é um fechado, entao os fechados em V sao os fechados

de P™ que estao contidos em V.

Definicao 2.7. Definimos a dimensao de Krull ou simplesmente a dimensao de V' por
dim(V) = sup{k € N; existe 0 C Vo C ... C Vi, com V; fechado irredutivel de V', Vi}.

Definimos a codimensao de V' por

codim(V') = sup{k € N; existe V=V, C ... C Vp, =P", com V; fechado irredutivel, Yi}.

Dizemos que V' é uma curva quando dim(V) = 1.

Convencionamos dim(f)) = —1.

Por definicao, se V =V, U...UV}, é a decomposicao de V em componentes irredutiveis
entdo dim(V) = max;{dim(V;)}. Além disso, desde que P" é um espago topologico
noetheriano (isto é, nao contem cadeias descendentes infinitas de fechados), temos que
dim(V') é finita para toda variedade V C P".

Essa definicao de dimensao é puramente topoldgica. Vejamos qual a relacao entre

dim(V') e dim(Z(V)). (Este ultimo foi definido na pagina 5).
Proposicao 2.6. Seja V' C P" uma variedade nao vazia. Entao dim(V) = dim(Z(V))—1.

Demonstra¢ao. Suponhamos por enquanto que V' é irredutivel. Seja d = dim(V'). Tome-
mos uma cadeia

DCVHC.. GVa=V
de fechados irredutivies de V. Pelo TZH e pela Proposicao 2.3, temos que

I(V) =Z(Va) S . S T(Vo) S (to, o tu)

¢ uma cadeia de primos. Assim, dim(Z(V')) > d+1. Nao ¢ possivel inserir um ideal primo
diferente nessa cadeia, pois, caso contrario, poderiamos estender a primeira cadeia, o que
é impossivel. Como o ideal (t, ..., t,) é maximal, podemos concluir, pela Proposigao 1.2,
que dim(Z(V)) =d+ 1.

No caso em que V = V3 U...UV, é a decomposicao de IV em componentes irredutiveis,
temos que dim(V) = max;{dim(V;)} = maz;{dim(Z(V;))—1} = mazx;{dim(Z(V;))}—1 =
dim(Z(V')) — 1, onde a tltima igualdade decorre da Proposi¢ao 2.5. O



29

Corolario 2.1. Seja V' C P" uma variedade irredutivel nao vazia. Seja d = dim(V').
Entao a cadeia ) € Vo C ... € Vi =V formada por fechados irredutiveis de V é mazximal
(isto €, nao existe uma cadeia de fechados irredutiveis nao vazios de V' de comprimento

maior que k que contenha V; para cada i) se e s se k = d.
Demonstracao. Segue das Proposicoes 1.2 e 2.6. O]

Definicao 2.8. Seja V C P" uma variedade nao vazia. Dizemos que V tem dimensao

pura d se todas as suas componentes irredutiveis tém dimensao d.

Exemplo 2.4. Temos que:

i) dim(P") =n. (Isso decorre do Exemplo 1.1);

ii) Seja V- C P". Entao V é uma hipersuperficie se e sé se V tem dimensao pura n — 1.
(Isso decorre dos Exemplos 1.1, 1.2 € 2.8 e do Coroldrio 1.1);

i) Em P2, hipersuperficies e curvas de dimensdo pura 1 sao a mesma coisa. (Isso decorre
das definicoes e do item (ii));

iv) Seja V. C P". Entdao dim(V') =0 se e sé se V consiste de um nimero finito de pontos.
(Porque um ponto de P é uma variedade irredutivel de dimensao 0 e toda variedade tem

um nimero finito de componentes irredutiveis).

Uma pergunta importantissima em Geometria Algébrica é: o que podemos afirmar
sobre a dimensao da intersecao entre duas variedades projetivas?
Vejamos agora alguns resultados sobre isso. O primeiro é derivado do teorema do

ideal principal de Krull (consulte [Kun85], pagina 132).

Proposicao 2.7. Seja V C P" uma variedade irredutivel de dimensao d. Seja H C P"
uma hipersuperficie. Se VOH # 0 eV & H, entio cada componente irredutivel de VN H

tém dimensao d — 1.
Demonstracao. Consulte a pagina 132 de [Kun85|, proposicao 3.2. [

Proposicao 2.8. Sejam V,W C P" variedades quaisquer com dim(V') + dim(W) > n.
Entao VNW # 0.

Demonstragao. Consulte [Kun85|, pagina 134. O

Corolario 2.2. Seja V' C P"™ uma variedade com dimensdo d > 1. Seja H C P" uma

hipersuperficie. Sejam Fy, ..., F,, € Clto,....,t,] \ C homogéneos. Entao, combinando as
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duas proposicoes acima, temos que:

i) Suponha que V' é irredutivel. Entao V N H tém dimensio pura d—1 se e sé se V¢ H;
i) dim(VNH)=d—1 seesdse Hnao contem qualquer componente irredutivel de V
de dimensao d;

iii) Para 0 < i < n, cada componente irredutivel de Z(Fy, ..., F;) tém dimensao pelo menos
n—i— 1. Em particular, Z(Fy,...,F,_1) # 0;

iv) Para 0 < i < n, se Z(Fy,..., F;) tem dimensao pura n —i — 1 entao Z(Fy, ..., F;_1)
tem dimensdo pura n —i. (Obs. Se i = 0, convencionamos Z(Fy,...,F;_1) = P"). Em
particular, se Z(Fy,....,F,) = (0 entao Z(Fy, ..., F;) tem dimensao pura n — i — 1 para

0<2<n.

Seja V' C P uma variedade de dimensao n — k. Entao, pelo item (iii), Z(V') nao pode
ser gerado por menos de k polinomios. Quando Z(V') é gerado por k elementos dizemos
que V' é uma intersecao completa. Toda variedade projetiva nao vazia cujo ideal associado
¢ gerado pelos elementos de uma sequéncia R-regular ¢ uma intersecao completa. Isso

segue da

Proposigao 2.9. Sejam Fi, ..., F; € Clto, ..., t,] homogéneos. Se (Fy, ..., Fy) € uma sequén-
cia Clto, ..., t,]-regular entao dim(Z(Fi, ..., Fy)) =n —d.

Demonstracao. Consulte [CLO07]|, pagina 464. ]

De fato, veremos que o passo fundamental para a prova do Teorema FE; sera a
reciproca dessa proposicao.

Ja sabemos qual é o grau de uma hipersuperficie em P" e, para as provas dos Teo-
remas F; e Es, nao é necessario sabermos o conceito de grau de outras variedades. Por
isso, nao abordaremos esse conceito neste trabalho. No entanto, no préximo capitulo, di-
remos o grau de algumas variedades que nao sao hipersuperficies. Nesses casos, daremos
referéncias que justifiquem o valor informado. No caso das interse¢coes completas, temos
que
Proposicao 2.10. Seja V' C P™ uma variedade nao vazia. Sejam F, ..., Fy € Clto, ..., t,)
homogéneos tais que Z(V) = (F1,...,Fq). Se (Fi,...,Fy) € uma sequéncia Clto, ..., t,]-
reqular entao

deg(V) = deg(Fy) - ... - deg(Fy)

Demonstragao. Consulte [CLOO07]|, pagina 465. ]
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2.4 O espaco tangente

Definicao 2.9. Seja V' C P™ uma variedade projetiva nao vazia. Suponhamos que I(V') =
(Fy,--- ,F,), onde cada F; € Clty,...,t,] € homogéneo. Para v = (vy : ... : v,) € V,
definimos o FEspaco Tangente a V' em v como a variedade projetiva em P dada por
.V =2 (Zn: O F1(vo, oy U )iy oy z”: 0; - (vo, ...,vn)ti> .
i=0 i=0

Observemos que a definicao acima é coerente, pois:
i) Seja I € Clto, ..., t,](d), d > 1. Sejam vy, ..., v, coordenadas homogéneas de v € P". En-
tao, Vz € C\{0}, temos que Z(3_1, O;F (2(vg, .., v) ) ti) = Z(247E 30 O F (vo, vy U )1;) =
Z(D " 0 O F (vg, ...y v)t5);
i) O ideal (30 (0iF1(Vo,.cosUn)tiy s v OiFr(vg, .oy vp)t;) € igual ao  ideal
O 0 0iF (vg, ...y vp)t;; F € Z(V) é homogéneo) .

Abusando da notacao, escreveremos simplesmente

TUV =Z (i @Fl(v)ti, ceey i &FAU)Q) .
=0

i=0
Exemplo 2.5. Temos que:

i) Para cada v € P, T,P" =P";

ii) Seja V. C P" uma hipersuperficie. Tomemos F € Clto, ..., t,] homogéneo tal que
I(V) = (F). Entao, para cadav € V, T,V = Z (3 " 0;F(v)t;);

iii) Sejam W C V C P™ wariedades. Entao, para cada v e W, T,W C T,V.

Vamos agora discutir sobre a dimensao do espago tangente.

Proposicao 2.11. Seja V C P" uma variedade irredutivel nao vazia. Entao existe um
nimero s € N tal que dim(T,V') > s para cada v € V. Além disso, os pontos w € V tais
que dim(T, V) > s formam uma subvariedade propria W &V, isto €, uma subvariedade

de dimensao menor.

Demonstracao. Consulte [Sha94|, pagina 92. [
A partir disso, na pagina 93, [Sha94| d4 a seguinte

Definicao 2.10. Seja V' C P" uma variedade irredutivel. Seja s = min,ey {dim(T,V)}.
Dizemos que um ponto v € V' é nao singular se dim(T,V) = s. V € dita suave se todos
0s seus pontos sao nao singulares. Se v € Ve dim(T,V) > s, dizemos que v € um ponto

singular.
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Mantendo a notagao dessa defini¢do, [Sha94|, ainda na pagina 93, demonstra que

Teorema 2.2. A dimensdo do espaco tangente em um ponto nao singular € igual a di-

mensao da variedade.

Concluimos que, para uma variedade projetiva irredutivel V., dim(T,V) > dim(V')
para cada v € V. Essa conclusao nao é sempre verdadeira quando a variedade é redutivel.
O caso das variedades projetivas redutiveis também ¢é tratado por [Sha94|. Primeiro, na

pagina 94, ele da a seguinte

Definigao 2.11. Seja V' C P" uma variedade. A dimensao de V' em um ponto v, denotada

por dim,(V'), é o mdzimo das dimensées das componentes irredutiveis de V' contendo v.

Depois, denotando por V¢, para i = 1,...,r, as componentes irredutiveis de V que

passam por um ponto fixado v € V e utilizando o Teorema 2.2, ele prova que
dim(T,V) = maz; {dim(T,V")} = max; {dim(V")} = dim,(V).
Ele finaliza com uma nova

Definicao 2.12. Seja V' C P" uma variedade. Dizemos que um ponto v € V € nao
singular se dim(T,V) = dim,V. Uma variedade V' é suave se todos os seus pontos sao

nao singulares.

Notemos que, quando V' é irredutivel, dim, (V') = dim(V') para cada v € V. Assim,
essa nova definicao equivale a anterior quando V' é irredutivel.

Olhemos mais de perto o caso das hipersuperficies. Primeiro verifiquemos o seguinte
Lema 2.2 (formula de Euler). Seja F' € Clty, ..., t,](d). Entao dF =) ,0;Ft;.

Demonstracao. Como ambos os membros da igualdade sao lineares como funcgoes de F,

é suficiente verificarmos quando F' é um monomio, o que é imediato. O]

Proposicao 2.12. Seja V' C P" uma hipersuperficie. Seja F € Clty, ..., t,|(d) tal que
Z(V) = (F). Entao:

)YoeV,veT,V;

ii) Z(F, - ,0,F) C Z(F);

iii) V € suave se e s6 se Z(OF,...,0,F) = 0;

iv) Suponhamos que n > 2. Se'V é suave entao F ¢é irredutivel.
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Demonstragao. Para cada v € V, T,V = Z (>, 0,F(v)t;). Assim, (i) e (i) seguem da
formula de Euler.

O item (ii7) segue: do item anterior, do Exemplo 2.4 e do fato que

P se e s6 se v € Z(OF, -+ ,0,F)
T,V =
uma hiperplano caso contrério
Para mostrarmos (iv), suponhamos, por absurdo, que F' = GH, com G, H ndo cons-
tantes. Como n > 2, pelo Corolario 2.2, existe v € Z(G,H) C V. Para 0 < i < n,
temos que 0;F = HO;G + GO;H. Assim, v € Z(0yF,...,0,F). Por (iii), V nao ¢ suave.

Contradicao com a hipotese.



Capitulo 3

Campos Vetoriais Sobre P E

Hipersuperficies Invariantes

Concluiremos o trabalho demonstrando os Teoremas F; e Fs.

Na secao 3.1 recordaremos a definicio de um campo de vetorial polinomial w so-
bre C**!. Inicialmente o veremos como um mapa e depois como uma derivacao sobre
(Clto, ..., tn], +). Mostraremos que quando esse campo é homogéneo ele induz um campo
de retas X com singularidades sobre P". Por um abuso de linguagem, diremos que X
¢ um campo vetorial sobre P". Diremos que o grau de X é o grau de w. Veremos que
campos homogéneos de mesmo grau distintos sobre C**! podem induzir o mesmo campo
X. Definiremos variedades integrais de X e analisaremos alguns exemplos.

Na secao 3.2 apresentaremos a questao de H. Poincaré:Seja X um campo vetorial de
grau m sobre P%. Serd possivel limitarmos o grau das curvas planas deizadas invariantes
por X através de m¥?. Veremos que, em geral, a resposta é ndao e analisaremos alguns
exemplos.

Na secao 3.3 demonstraremos os Teoremas FE; e E,. Para isso, utilizaremos varios
resultados dos capitulos anteriores, principalmente do Capitulo 1. Encerraremos aplicando
o Teorema FE; para mostrarmos que ¢é possivel limitarmos o grau das curvas em P”
invariantes por um campo X através do grau de X quando esta ¢ intersecao completa de

hipersuperficies suaves invariantes por X.

34
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3.1 Campos vetoriais sobre P”

Iniciemos recordando sobre campos em C"1.

Definicao 3.1. Um campo vetorial polinomial ou simplesmente um campo vetorial sobre

C™* ¢ um mapa

w=(Goy., Gy) : CPL —  CH!
P = (Do) +— w(p) = (Go(Pos-sn), s Gn(Poy s Dn))

onde cada G; € Cltg,....t,]. Tal campo define uma EDO auténoma (isto €, que nao
depende do tempo): & = w(x). Quando, para todo i, G; € Clty, ...,t,](m), dizemos que w

€ um campo vetorial homogéneo de grau m.

Denotamos por C'V o conjunto dos campos vetoriais sobre C"™' e por CV(m) o
conjunto dos campos vetoriais homogéneos de grau m. Ambos sao, naturalmente, C-
espacos vetoriais. Veremos agora que tais campos podem ser tratados como derivagoes.

Dados Gy, ..., G,, € Clty, ..., t,], temos que o mapa

Z?:O Glaz : (C[to,...,tn],—f-) E— (C[to,,tn],+)
n

i=0
¢ uma derivag¢do C-linear sobre Clty, ..., t,], isto &, " , G;0; define um endomorfismo de
grupo sobre (Clty, ..., t,],+) tal que, para quaisquer Fy, Fy € Clto, ...,t,] e z € C, temos
que:
i) regra de Leibniz: >  G;0;(FiFy) = F1 Y i Gi0iFs + I Y G0, Fy;
ii) C-linearidade: ) ! G;0;(zF1) = z Y., G;0; Fh.
(Para mais informacoes sobre derivagao, consulte [Eis95], pagina 385).
Seja D(m) := {>_1, G;0;; G; € Cli, ..., t,](m)}.
Dados Y Gi0;, > iy Gi0; € D(m) e z € C, definimos
i G0; + i G.0; = i (Gi+G)o; e z i G;0; = i 2G0;.
i=0 i=0 i=0 =0 =0

Claramente, D(m) é um C-espago vetorial. Notemos que o mapa
e:CV(m) —  D(m)

w:(Go,...,Gn) [— ZGzaz
=0
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é claramente uma aplica¢do C-linear sobrejetora. Além disso, se w = (Gy, ..., G,) € p(w) =
0, entdo > ,G;0;F = 0 para todo F' € R. Em particular, tomando F' = t;, temos que
G; =Y 1 ,G0it; = 0. Logo, ¢ é um isomorfismo.

Chamaremos E = "  ¢;0; de campo radial (ou de Euler).

Definicao 3.2. Seja w € CV. Dizemos que um ponto p € C"™ ¢ uma singularidade
ou um ponto singular de w se w(p) = O; regular caso contrdrio. Quando p é regular,
dizemos que O—w(—p_)) é a direcao dada por w em p. Denotamos por Sing(w) o conjunto das
singularidades de w. As solugoes de & = w(x) sao chamadas de solugdes, trajetorias ou

curvas integrais de w.

Seja w = (G, ..., G,) € CV(m). Seja (po, ...,pn) € C*1. Entao, Vz € C\ {0}, temos

que

(GO(me e an)> e Gn(zpoa e an)) = Zm(GO(pO7 --'>pn)7 e Gn(poa 7pn))

Assim, o mapa

w= (G, ..., Gp) : PP > P

p=Do::pn) > W)= (Go(Poy.-esn) i i Gr(Doy ey Pr))

esta bem definido em P \ Z(Go, ..., G,). Se w(p) # p entdo podemos falar na reta em P"

definida por esses pontos, que é dada por:

Coip) = {(rpo + sGo(p) : ... : 7pn + 3Gy (p)); (r : s) € P'}.

Dessa forma, um campo vetorial homogéneo sobre C**! induz um campo de retas sobre

P", “possivelmente com singularidades”.

Definicao 3.3. Um campo vetorial X de grau m sobre P™ é um campo de retas sobre P"
induzido por um campo homogéneo w = >+ G;0; de grau m sobre C"*'. Dizemos que a
reta Ux(p) = L), definida acima, € a diregao dada por X em p. Os pontos em P" para
0s quais o mapa ou a direcao nao estd definido sao chamados de singularidades de X.

Denotamos por Sing(X) o conjunto de singularidades de X .

Semelhante ao problema de EDO associado a um campo sobre C**!, podemos procu-

rar curvas algébricas C' em P" que satisfacam: para cada p € C'\ Sing(X), {x) € T,C. A
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diferenca é que em C"*! tinhamos as velocidades, os vetores tangentes, mas em P" temos
apenas as retas tangentes.

Acima, escrevemos a expressao: “possivelmente com singularidades”. Mas, de fato,
um campo vetorial X de grau m sobre P sempre tem singularidades. Além disso, se
ele for induzido por Y ! ,G;0; e esses polinomios G; sao gerais, entdo #Sing(X) =
m™+m" !+ ... +m+1 (consulte [NS97], pagina 71). Por exemplo, tomemos X o campo
vetorial de grau zero sobre P" induzido por > . ja;0;. Se a; = 0 para todo 4, entdo
Sing(X) =P". Se algum a; # 0 entdo Sing(X) = {(ag : ... : an)}.

Seja X um campo vetorial de grau 1 sobre P", digamos induzido por w = (G, ..., Gy,).
Se a matriz M = [0;G;], <ij<n © Ivertivel entao as singularidades de X' sao os auto-espagos
de M, isto &, as retas em C"™! que passam pela origem e que sao invariantes por M.

Observemos agora que Sing(X) é uma variedade projetiva em P". Suponhamos que
X ¢é induzido por w = Y"1 G;0; € CV(m). Seja Z,, o lugar dos zeros em P" dos menores

2 x 2 da matriz
te ... 1,

Gy ... G,
Entao Sing(X) = Z,, pois

p=(po:...:pn) € Z, e piGi(p) =p;jGi(p),Vi < j < pe Z(Gy,...G,) oup=w(p).

Ainda que um campo homogéneo sobre C"*! seja nao nulo, ele pode induzir sobre P"

um campo totalmente singular. De fato, temos que

Proposigao 3.1. Seja X o campo vetorial de grau m sobre P induzido porw =Y G;0;.
Entio Sing(X) =P" se e sé se w= FE, onde F' € Clty, ..., t,](m — 1) (convencionemos
F=0sem=0).

Demonstra¢ao. Suponhamos que Sing(X) = P". Se w é nulo entdo w = 0F. Se m = 0
entao, novamente, G; = 0, Vi, pois, se algum G; fosse uma constante nao nula, X teria
apenas uma singularidade. Suponhamos que w é nao nulo e que m > 1. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que Gy # 0. Devemos ter Z(t,G; — t;Gy) = P", Vi, isto &,
toG; = t;Go em Clt, ..., t,], Vi. Desde que Clty,...,t,] ¢ um dominio fatorial, segue que
existe F' € Clty, ..., t,](m — 1) tal que G; = Ft;, Vi. Donde segue o resultado.
Suponhamos agora que w = F'E, onde F' € Clty, ..., t,](m—1). Entao t,Ft;—t;Ft; =0
em Cltg, ..., t,], Vi < j. Logo Sing(X) =P". O
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Campos homogéneos de mesmo grau e distintos sobre C"** podem induzir o mesmo

campo de retas sobre P" como mostra a seguinte

Proposigao 3.2. Seja X o campo vetorial de grau m sobre P induzido porw =Y, G;0;.
Seja z € C\ {0}. Seja F € Clto, ..., tn)(m — 1) (convencionemos F =0 se m = 0). Entdo

o campo vetorial W' = 2w + FE de grau m sobre C"t! também induz X.

Demonstracao. Chamemos de Y o campo sobre P" induzido por w’. Mostremos que
Sing(Y') = Sing(X) e que ly ) = lx(p), Vp ¢ Sing(Y'). Sabemos que Sing(Y’) é o lugar

dos zeros em P" dos menores 2 X 2 da matriz

to t,
M, =
zGo+ Fty ... 2G, + Ft,
Sing(Y) = Sing(X).

Tomemos p ¢ Sing(Y). Temos que:

Ux(py = {(rpo + sGo(p) ¢ .. : 7Py + G (p)); (12 s) € P'}

Tomemos r = F(p), s = z. Assimw/'(p) = (F(p)po+2Go(p) : ... : F(p)pn+2Gn(p)) € Lxp)-
Logo, Uy ) = {x(p)- O

Observagao 3.1. Sejam w, W' como acima. Seja p € P"\ Sing(X). Apesar de estarem
bem definidos os pontos w(p) e w'(p), nao podemos afirmar que eles sao iguais, mas apenas
que eles e o ponto p sao colineares em P™. Por exemplo, consideremos os campos vetoriais
homogéneos w = ty0y + to01, W = w + E sobre C"™. Sejap = (1:0:..:0). Entao
p ¢ Sing(X), masw(p)=(1:1:0:...:0)#(2:1:0:...:0) =u'(p).

Analogamente a definicio de curva integral de um campo vetorial sobre C"™!, temos

a seguinte

Definicao 3.4. Seja X um campo vetorial de grau m sobre P". Seja V. C P" uma
variedade projetiva (curva). Dizemos que V' é uma variedade integral (curva integral) de
X quando Xy define um campo de retas sobre V', isto €, quando {x,y C T,V para cada

veV\ Sing(X). Também dizemos que X deiza V invariante.

Essa definicao é apenas geométrica. Algebricamente veremos que V' é invariante por
X se e s0 se o seu ideal associado é invariante pelo campo (deriva¢ao) que induziu X. Por

isso usamos a nomenclatura: “X deixa V invariante”.
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Proposicao 3.3. Seja V C P" uma variedade projetiva. Seja X o campo vetorial sobre
P" induzido por w =), G;0;. Entao X deiza V invariante se e sé se y , G;0;F € I(V),
VE e Z(V).

Demonstra¢ao. Suponhamos que Z(V) = (Fy,..., Fy). Vimos na péagina 31 que, para
v=(vo:...:0,) €V, T,V =23, 0:;Fi(v)t;, ..., > 0:; Fi(v)t;).

(=) Como Z(V) = (F}, ..., F}), entdo, pela regra de Leibniz, é suficiente mostrarmos
que Y . G;0;F; € Z(V) paral < j < k. Issoocorrese ) . G;0;F; =0em V paral < j < k.
Para v € V'\ Sing(X), temos que w(v) = (Go(v) : ... : G,(v)) € T,,V, enquanto que para
v e VN Sing(X), temos que v € Z(Gy, ...,G,,) ou w(v) =v. Como v € TV, temos, em
ambos os casos, que > . G;(v)0;F;(v) =0 para 1 < j < k.

(<) Se V C Sing(X), acabou. Se ndo, tomemos v € V' \ Sing(X). Assim, estdo bem
definidos o ponto w(v) e a reta Lx) = {(rvo + sGo(v) : ... 1 rv, + sG,(v)); (r = s) € P}
em P". Como v € T,V, para verificarmos que lx() C T,V, basta mostrarmos que
w(v) € T,V. Por hipotese, temos, em particular, que ), G;0;F; € Z(V) para 1 < j < k.
Assim, > . 0,F;(v)G;(v) = 0 para 1 < j < k. Portanto, w(v) € T,V O

Seja V' C P" uma variedade projetiva. Sejam X, X os campos vetoriais de grau m
sobre P™ induzidos, respectivamente, por w = Y . G;0;,0 = ) _, G.;8;. Entao, pela ultima
proposicao, é claro que:

i) Se X e X deixam V invariante entdo o campo de grau m sobre P" induzido por w + w
deixa V invariante;

ii) Seja P € Clty, ..., tn)(k). Se X deixa V invariante entdo o campo de grau m + k sobre
P" induzido por Pw = > PG,0; deixa V invariante. Em particular, se V' é invariante por
um campo de grau m, entao V' é invariante por um campo de grau [ para cada [ > m.

Vamos aplicar a tltima proposicao a alguns exemplos.

Em [S0a00|, pagina 372, M. Soares afirma que a curva eliptica de grau 4, &, pode
ser realizada como a intersecao completa em P3? das hipersuperficies definidas por F} =
2412 +t2+ 12 e Fy = toly + tit3, isto &, Z(&4) = (Fy, Fy).

Notemos que Fy, Fy sdo irredutiveis. Asssim, pelo Corolario 2.2, dim(&,) = 1, isto
é, & é de fato uma curva. Além disso, (F}, Fy) é uma sequéncia R-regular. Entdo, pela
Proposigao 2.10, deg(&y) = deg(Fy).deg(Fy) = 4.

Seja X o campo de grau 3 sobre P? induzido por w = Z?:o G,0;, onde:

Go = —toty + totats, Gy = —tot] + 2t1tots — tots, Go = —totity — tits + tots +t3, Gy = 0.
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Vamos verificar que £, é uma curva integral de X.

Temos que:
W(F) = 2(—tit + totats)to + 2(—tot + 2titats — tota)ty + 2(—totity — tats + tats + to)ts
= 2(—tat, + totats — tot + 2ttty — totits — totits — titats + tatz + tots)
= 2toty(—t — 5 —13) + totz(ty + 265 —t] + 15 +13))
= 2(tatz — tot1) Fy € (F1)

W(Fy) = (—t5ty + totats)ts + (—tots + 2titats — tot3)ts + (—totita — tits + tats + t3)tg
= —tot ity + totaty — totTts + 2ttt — tots — tot ty — totits + totats + tots
= _QtOtl (tOtQ -+ tltg) + 2t2t3(t0t2 + t1t3>
= 2(t2t3 — totl)FQ € <F2>
Como w(t3) = 0, entdo o hiperplano Z(t3) também é invariante por X. De fato,
Z(t3) C Smg(X), pOiS Gi(to,tl,tg, O) ( t0t1>tz, para 0< 2 e Gg =0.
Seja w = w + tot1 . Pela Proposicao 3.2, sabemos que X também é induzido por w.

Temos que w = Z?:o /C\T’;@i, onde:

GNO = totats, C71 = (2t1ty — tots)ts, CATY; = (—t] + 13 + t3)t3, GN:S = totits.

: — — G : :
Seja w = Z?:o G,0;, onde G; = t_; para 0 < ¢ < 3. Seja Y o campo de vetores de
grau 2 sobre P? induzido por @. Como @ = t3w, entdo:

i) Sing(Y') C Sing(X);
ii) Se v € P?\ Sing(X), entao ly () = lx)
Vamos verificar que £, é uma curva integral de Y.

Temos que:
W(F) = 2tgtaty + 2(2t1ty — tots)ty + 2(—t] + 15 + 3 )ty + 2totits
= 2(tlty + 23ty — totits — t3ty + 5 + tota + totyts)
= 22+ 13+ 13+ 12ty = 2t Fy € (F})
W(Fy) = totaty + (2t1ta — tots)ts + (=15 + 15 + t3)te + tot1ts
= tots + 2t toty — tots — tyts + tots + tots + ot
= 2ty(toty + tit3) = 26, € (F)

O hiperplano Z(t3) ndo é invariante por Y, pois w(t3) = tot; ¢ (t3). Em particular,
Z(t3) € Sing(Y). Assim, Sing(Y) C Sing(X). De fato, Sing(Y) ndo contem uma
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hipersuperficie. Vamos verificar isso. Suponhamos que Z(F) C Sing(Y), onde F €
Clto, .., ts] € homogéneo e nao constante. Podemos supor que F' é irredutivel. Entdo,

pelo que vimos na pagina 37, Z(F) C Z(H,y, Hy), onde:

H, = t,G) —tGy = to(tita — t3),

Hy = toGy — 3Gy = to(ts — 13)

sao dois dos menores 2 x 2 da matriz Mz. A tnica hipersuperficie irredutivel contida em
Z(Hy, Hy) é Z(ty). Assim, F = t3. Mas o ponto (0:0:0:1) € Z(ty) \ Sing(Y), pois
w0:0:0:1)=(0:0:1:0).

Passemos a outro exemplo.

Fixemos n > 2. Para cada d > 2, seja Fy = td + ... + t¢. Seja V; = Z(F,;) C P
Como Fy é irredutivel, entao Z(Vy) = (Fy) e deg(Vy) = d.

Para 0 <7 < n, seja X; o campo vetorial de grau d — 1 sobre P" induzido por
wi =510+ A0 — (4 L+ g‘\l o N0+ 0+ 010,
Temos que
wi(Fy) = d(t?—1t3—1+...+tf—1tfjf—(tg—1+...+§—\1+...+ti‘1)tf—1+tf—1tf;f+...+t§—1t‘j;1) = 0.

Assim, V; é invariante por X; para 0 < i < n.
Notemos que Vj é suave, pois Z(0oFy, ..., 0,Fy) = Z(t&™, ... 19") = (). Sera que &
possivel encontrarmos um campo vetorial de grau menor que d — 1 sobre P, nao nulo,

que deixe V; invariante? O Teorema FE, garante que nao.

3.2 Sobre a importancia das hip6teses do Teorema FE»

Vamos iniciar com a seguinte questao: Seja X wm campo vetorial de grau m sobre
P2. Serd possivel limitarmos o grau das curvas planas deizadas invariantes por X através
de m?

A resposta é ndao. Podemos ver isso no seguinte

Exemplo 3.1. Para cada d > 2, seja Fy = totd™' —td € Clto, t1,t2]. Seja Cy = Z(Fy) C
P2 Seja Xq o campo vetorial de grau 1 sobre P? induzido por wg = (d — 1)tg0y — t10;.

Entao, para cada d > 2, Cyq € uma curva plana de grau d invariante por Xg.
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Demonstra¢ao. Como Fy é irredutivel, entdao: Z(Cy) = (Fy), dim(Cy) = 1 e deg(Cy) =

deg(F,;) = d. Temos que
W(Fy) = (d— Dtgtd™" — (d — V)t1tetd™ = 0 € (F).
Segue, pela Proposicao 3.3, que Cy é uma curva integral de Xj. Il

Assim, para cada d > 2, temos um campo de grau 1 sobre P? que tem uma curva
integral de grau d.

Observemos que Z(9gFy, 01Fy, 0,Fy) = Z(t471 tot972,t371). Pela Proposicao 2.12, Cy
& suave se e s6 se Z(t4 tot97%,t371) = 0. Assim, C, é suave se e s6 se d = 2 (para d > 2,
(1:0:0) é uma singularidade de Cy).

Consideremos a seguinte questao, extendendo a anterior: Seja X um campo vetorial de
grau m sobre P"™. Serd possivel limitarmos o grau das curvas em P" deizadas invariantes
por X através de m?

Como era de se esperar, a resposta ¢ nao. Vamos ver isso através de uma “copia”’ do

exemplo acima.

Exemplo 3.2. Para cada d > 2, sejam F), = tot‘f_l — tg, F=1,.., F,.1 =1, €
Clto, ..., tn]. Seja Cq = Z(Fy, Fy, ..., F,_1) CP™. Seja Xy o campo vetorial de grau 1 sobre
P induzido por wg = (d — 1)tg0p — t101. Entao, para cada d > 2, Cyq é uma curva de grau

d invariante por X .

Demonstra¢ao. Temos que Z(Cy) = (Fy,ts,...,t,). Como (Fi,ts,...,t,) é uma sequén-
cia Clt,, ..., t,]-regular, entdo, pelas Proposi¢oes 2.9 e 2.10, temos que dim(Cy) = 1 e
deg(Cy) = d.

Temos que w(F;) = 0 para 1 < i < n—1. Assim, pela Proposigao 3.3, Cy é uma curva

integral de Xj. O

Assim, para cada d > 2, temos um campo de grau 1 sobre P"” que tem uma curva
integral de grau d.

Observemos que para v = (v, : ... : v,) € Cy, temos que
T,Cq = Z(v8 Yo 4+ (d — Dvovd =2t — dvd g, ts, ... t).

Se d = 2 entdo Cy é suave. Para d > 3, temos que v' = (1:0: ... : 0) & uma singularidade

de Cy, pois T,,Cyq = Z(t3, ..., t,) tem dimensao 2.
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Nesses dois ultimos exemplos, o campo depende de d. Vamos analisar um exemplo

em que iSso nao ocorre.

Exemplo 3.3. Suponhamos que n > 3. Para cada d > 2, sejam F} = totg_l -4,
Fy =ty —dts, F3 =ty,..., F,_1 =t, € Clt,, ..., t,] (Obs. Se n =3, consideremos apenas
0s polinomios Fy, Fy). Seja Cq = Z(Fy, Fy, F3, ..., F,_1) C P". Seja X o campo vetorial
de grau 2 sobre P" induzido por w = tgta0y + t1t301. Entao, para cada d > 2, Cy € uma

curva de grau d tnvariante por X.

Demonstracao. Esse exemplo aparece na pagina 14 de [Est02]. Nele, Esteves afirma que
I(Cd) = <F1, Fg, Fg, ceey Fn71>- Como (Fl, FQ, Fg, ceey anl) é uma Sequéncia C[to, ...,tn]-
regular, pelas Proposigoes 2.9 e 2.10, temos que dim(Cy) =1 e deg(Cy) = d.

Temos que:

W(FY) = tototd™h — di tstd™ = totd — totd + tot] — difts = toFy + t9F, € I(Cy)

w(F;) = Opara2<i<n-—1L
Assim, pela Proposicao 3.3, Cy € uma curva integral de X. Il

Assim, temos um campo de grau 2 sobre P que, para cada d > 2, tem uma curva
integral de grau d.

Observemos que para v = (v, : ... : v,) € Cy, temos que
Tde = Z(Ugilto — dvililtl + (d - 1)U0U§li2t2, tz — dtg, t4, cery tn).

Se d = 2 entao Cy é suave. Para d > 3, temos que v' = (1:0: ... : 0) é uma singularidade
de Cy, pois T,yCyq = Z(ty — dts, ty, ..., t,,) tem dimensdo 2.

Notemos que, nesses trés ultimos exemplos, quando as curvas deixadas invariantes
pelos campos sdo suaves, o grau delas ¢ no maximo o grau do campo mais um. Assim,
somos tentados a considerar a seguinte questao: Seja X um campo vetorial de grau m
sobre P". Serd posstvel limitarmos o grau das curvas suaves em P" deizadas invariantes
por X através de m?

Para n > 3, a resposta é nao. Verifiquemos isso, inicialmente, com um exemplo em
P3.

Exemplo 3.4. Para cada natural d > 1, consideremos o mapa
Yq Pt — P?

(po:p1) +—— (p3:pi " pr:pop{ ™t pf)
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Seja Cy a imagem desse mapa. Seja X4 o campo vetorial de grau 1 sobre P? induzido por
wg = dtgdy + (d — 2)t101 — (d — 2)te0y — dt30s. Entdo, para cada d > 2, Cy é uma curva

suave de grau d invariante por Xg.

Demonstracao. Esse exemplo também aparece na pagina 14 de [Est02]. Nele, Esteves
afirma que C; é uma curva suave de grau d e que Z(Cy) = (Fy, Fy, F3), onde: F; =

tity — tots, Fy =t — ol Fy =41 — 1,172 € Clt,, ..., t3).

Temos que
W<F1) = —dtotg + <d - 2)t1t2 — (d — 2)t2t1 + dtgto =0
W(Fy) = —d(d—2)tstd? +(d —2)(d — D)t 4 (d — 2)t,td 2
= (d—2)(d—1)F,
w(F3) = —(d—2)t1t& 2 —(d—2)(d — 1)t + d(d — 2)t,1472
= —(d—=1)(d—2)F;
Assim, pela Proposicao 3.3, Cy é uma curva integral de X. Il

Para n > 4, basta “copiarmos” o exemplo acima.
Exemplo 3.5. Para cada natural d > 1, consideremos o mapa
0q: P! — P"
(po:p1) +— (pF:pdpyipoptt:ipl:0:...:0)

Seja Cy a imagem desse mapa. Seja Xq o campo vetorial de grau 1 sobre P" induzido pelo
campo wq do ultimo exemplo. Entdo, para cada d > 2, Cy € uma curva suave de grau d

invariante por Xg.

Seja X um campo vetorial ndo nulo de grau m sobre P2, Na proxima secdo, mostra-
remos que ¢é possivel limitarmos o grau das curvas planas suaves deixadas invariantes por

X através de m. Mais geralmente, mostraremos que vale o Teorema F.

3.3 Os Teoremas E; e F»

Seja V' C P" uma hipersuperficie de grau d. Seja F' € Clty, ..., t,](d) tal que Z(V) =

(F). Pela Proposi¢ao 3.3, é facil construirmos um campo vetorial sobre P™ que a deixe
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invariante. Por exemplo, o induzido por
> P(0;F0; — 0;F0;) (3.1)
0<i<j<n

onde todos os P, ; € Clto, ..., t,] sdo homogéneos de mesmo grau, pois

> Pj(0,FO,F — 0;F0;F) =0
i<j
No sentido contrario, Esteves provou em [Est02|, pagina 6, o Teorema F;. (Como
ele mesmo garante, a prova se baseia nas idéias de O. Zariski que foram publicadas por J.
Lipman em [Lip65]|, parte ¢ do Exemplo 7, pagina 892). O interessante é que esse teorema
d& uma caracterizacao dos campos de vetores sobre P" que deixam uma hipersuperficie su-

ave fixada invariante. Vamos, FINALMENTE, ver detalhadamente a prova desse teorema.

Teorema F,. Seja V- C P™ uma hipersuperficie suave de grau d. Seja F' € Clt, ..., t,](d)
tal que Z(V') = (F). Entao cada campo vetorial X sobre P que deiza V' invariante € in-
duzido por um campo da forma (3.1), para certos P, ; € Clt, ..., t,] homogéneos de mesmo

grau.

Demonstra¢ao. Denotemos por R = Clto, ..., t,|. Seja X um campo vetorial de grau m
sobre P" que deixa V' invariante. Digamos que ele é induzido por ), G;0;. Pela Proposicao
3.3, existe P € R tal que

> GioF = PF (3.2)

Para cada i, 0, € R(d—1) e G; € R(m). Assim, P € R(m — 1).

Vamos separar a prova em dois casos.

Suponhamos que d = 1. Por uma mudanca de coordenadas, podemos supor que F' =
to. Entdo, por (3.2), temos que Gy = Pty. Definindo P, ; = Pt;— G, parai =0,1 < j < n
e I ; = 0 caso contrério, temos que

> P(0;F0; —0iF0) = > —PRyoj= Y Ry,
0<i<jsn 0<jsn 0gsn

onde Fyo = 0. Como Gy = Pty, temos que Py ; = Pt; — G para 0 < j < n. Assim,

0<i<j<n 0<i<n
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onde E & o campo radial. Como deg(P) = m — 1, pela Proposi¢ao 3.2, o campo
> o<icjcn Pii(0iF0; — 0;F0;) induz X. Além disso, deg(P,;;) = m para 0 <i < j < n
Encerramos assim esse caso.

Suponhamos, a partir de agora, que d > 2. Para 0 < ¢ < n, identifiquemos:
i) a; = O; F
ii) 0; com o elemento e; da base canénica de R™"1,

Consideremos os mapas ¢,, ¥, definidos em (1.3), pagina 17. Temos que:

{ > Py(0;F0; - 8F8)HJ€R},

0<i<gj<n

Ker(¢y) —{Z G;0;; Z GE)F—O}

0<isn 0isn
Lembremos que, pela Proposicao 1.13, pagina 17: se (OpF, ..., 0, F) é uma sequéncia
R-regular entao Ker(y,) = Im(yp,). Suponhamos, por enquanto, que essa sequéncia é

R-regular.
Pela formula de Euler, pagina 32,

> tOF =dF (3.3)

0<isn

Isolando F' em (3.3) e substituindo em (3.2), obtemos

3 (G- ‘jﬁaF (3.4)

0<i<n

Definamos G; = G; — “dp. Temos que

e

d
0<isn 0<isn

Novamente, como deg(P) = m — 1, entdo o campo ) o, G,0; também induz X.

Por (3.4) e pela Proposicao 1.13, temos que

Y. Gioi= Y P,(0;F0 - 0F0)),

0<isn 0<i<yj<n

onde cada P, ; € R.
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Para 0 < i < n, temos que G; € R(m), ;F € R(d—1). Ento, nessa tltima equacao,
podemos assumir que P,; € R(m —d+ 1) para 0 < ¢ < j < n. Portanto, X é induzido
por um campo da forma que desejavamos.

Notemos que em ambos os casos, d =1e d > 2, temos P,; € R(m —d+1).

Entao, para concluirmos a prova desse teorema, basta mostrarmos que (0 F), ..., O, F)
¢ uma sequéncia R-regular. Essa é a parte mais dificil desse teorema e é aqui que entrara
a maquinaria do Capitulo 1.

Como V ¢é suave, pela Proposicao 2.12, Z(0yF, ...,0,F) = (. Assim, pelo Corolério
2.2, pagina 29, todas essas derivadas parciais sao diferentes de zero. Além disso, como
estamos supondo que d > 2, entao todas essas derivadas parciais sao homogéneas e nao
constantes.

Vamos mostrar a seguinte proposi¢ao que provara que (0o F), ..., 0, F') é uma sequéncia

R-regular.

Proposigao 3.4. Sejam Fy, ..., F, € R\ C homogéneos (nao necessariamente de mesmo

grau). Se Z(Fy, ..., F,) =0 entao (Fy, ..., F,) € uma sequéncia R-regular.

Demonstragao. Seja n = (to,...,t,) C R. Seja R, a localizacdo de R com relagdo ao
sistema multiplicativo R \ 7. Pelo Exemplo 1.8, pagina 15, d(R,) = n + 1. Vamos provar
primeiro que (Fp, ..., F},) é uma sequéncia R,-regular.

Por hipotese, Fy, ..., F,, € n. Assim, (Fy, ..., F,) R, # R,,.

Para 0 < i < n, tomemos M; = R, /(Fy, ..., Fi_1)R,. Fy ¢ DZ(R,), pois este é um
dominio. Suponhamos, por absurdo, que existe k € {1,...,n} tal que F; ¢ DZ(M;) para
0<i<k—1,mas F, € DZ(My).

Pela Proposicao 1.5, péagina 7, temos que Fj € b~k € Ass(My). Por definigao,
{Fy,....F} C ka Pela Proposi¢ao 1.1, pagina 4, ka = b, R,, onde b, € Spec(R). Pela
Proposigao 1.3, pagina 6, dim (R, /b,R,) < dim(R/b,).

Temos que {Fy, ..., Fx} C by. Seja b € Spec(R) um divisor primo minimal do ideal
(Fy, ..., Fy). Entao dim(R/b,) < dim(R/b). Pela Proposicdo 2.5, pagina 27, Z(b) é
uma componente irredutivel de Z(Fy, ..., Fy,). Como Z(Fy, ..., F,,) = 0, pelo Corolério 2.2,
pagina 29, dim(Z(b)) = n — k — 1. Pela Proposicao 2.6, pagina 28, dim(R/b) = n — k.
Assim, dim(Rn/l;k) <n—k.

Por outro lado, como (Fy, ..., Fy—1) é uma sequéncia R,-regular, pelo Corolario 1.2,

pagina 15, temos que d(My) = d(R,/(Fb, ..., Fy—1)R,;) = d(R,)) —k=n+1— k.
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Assim d(My) > dim(Rn/Ek), com by, € Ass(My). Isso contradiz a Proposicio 1.12,
pagina 16. Assim, tal valor k ndo existe, isto é, (Fy, ..., F},) é uma sequéncia R,-regular.

Logo, pela Proposicao 1.9, pagina 12, (Fy, ..., F},) é uma sequéncia R-regular. m

Portanto, (0o F, ..., 0, F') é uma sequéncia R-regular. Consequentemente, vale o Teo-

rema F;. ]

Agora segue facilmente o segundo teorema provado por Esteves.

Teorema F,. Seja X um campo vetorial nao nulo de grau m sobre P". Seja V C P

uma hipersuperficie de grau d. Se 'V € suave e invariante por X entao d < m + 1.

Demonstracao. Seja F' € Clt, ..., t,)(d) tal que Z(V') = (F). Pelo teorema anterior e pela
sua prova, o campo X é induzido por uma expressao como em (3.1), pagina 45, onde
P, ; € R(m —d+ 1) para quaisquer ¢, 7. Como X # 0, temos que P, ; # 0 para certos i, j.
Assim, deg(P; ;) =m —d+12>0,isto é,d < m+ 1. O

Em particular, o grau das curvas planas deixadas invariantes por um campo vetorial
nao nulo X de grau m sobre P? é no maximo m + 1. Lembremos que, pelo Exemplo 3.1,
pagina 41, essa cota pode ser atingida.

Vamos encerrar com uma aplicacao do Teorema Fj.

Proposicao 3.5. Seja C' uma curva em P" tal que Z(C) = (Fi,...,F,_1), onde F; €
Clto, ..., ta](d;). Seja X um campo vetorial nao nulo de grau m sobre P™. Se as hipersu-
perficies V; = Z(F;) sao suaves e invariantes por X, entdo C também € invariante por X

e deg(C) < (m+1)" 1

Demonstra¢ao. Como as hipersuperficies V; sao suaves, pela Proposicao 2.12, pagina 32,
os polindmios F; sao irredutiveis. Assim, Z(V;) = (F;) e deg(V;) = d;.
Tomemos v € C'\ Sing(X). Sabemos que

=0

TUC =Z (Z 81'F1(’U)ti, ey Z aanl(U>tl> = Tv‘/l N...N T@anl.
=0

Como cada V; é invariante por X, entao a reta £x() C T,C. Logo, C' é invariante por X.

Como C = Z(F}, ..., F,_1) tem dimensao 1 e sdo exatamente n — 1 polindmios, pode-
mos afirmar, pela prova da Proposi¢ao 3.4, que (F, ..., F},_1) é uma sequéncia Clt, ..., t,]-
regular. Assim, pela Proposigao 2.10, pagina 30, deg(C) = d; - ... - d,,_;. Pelo Teorema
FE5, d; < m+ 1 para cada i. Portanto, deg(C) < (m +1)""1, O



49



Referéncias Bibliograficas

[AMO4]

[BMO0]

|Car94]

[CC97]

[CCGAIF00)]

[CLOOT]

[CN91|

[Eis95]

|Est02]

M.F. Atiyah and I.G. Macdonald, Introduction to commutative algebra,
Westview Pr, 1994.

M. Brunella and LG Mendes, Bounding the degree of solutions to Pfaff equa-
tions, preprint 206, U, 2000, pp. 593-604.

M.M. Carnicer, The Poincaré problem in the nondicritical case, Annals of

mathematics 140 (1994), no. 2, 289-294.

A. Campillo and M.M. Carnicer, Prozimity Inequalities and Bounds for the
Degree of Invariant Curves by Foilations of P4, Transactions of the American

Mathematical Society 349 (1997), no. 6, 2211-2228.

A. Campillo, MM Carnicer, and J. Garcia de la Fuente, Invariant curves
by vector fields on algebraic varieties, Journal of the London Mathematical

Society 62 (2000), no. 1, 56-70.

D.A. Cox, J.B. Little, and D. O’Shea, Ideals, varieties, and algorithms: an
introduction to computational algebraic geometry and commutative algebra,

Springer Verlag, 2007.

D. Cerveau and A.L. Neto, Holomorphic foliations in P% having an invariant

algebraic curve, Annales de l'institut Fourier, vol. 41, 1991, pp. 883-903.

D. Eisenbud, Commutative algebra with a view toward algebraic geometry,

Springer, 1995.

E. Esteves, The Castelnuovo-Mumford regularity of an integral variety of
a vector field on projective space, Mathematical Research Letters 9 (2002),
no. 1, 1-15.

20



|Kap70]

[Kun85]|

[LE06]

[Lip65]

[Mat86|

[Mum99]

[NR57]

[NS97]

|[Poi9la]

[Poi91b]

[Sha94]

[S0ad7]

[Soa00]

o1

I. Kaplansky, Commutative Rings, Springer, 1970.

E. Kunz, Introduction to commutalive algebra and algebraic geometry,

Birkhauser, 1985.

Q. Liu and R. Erné, Algebraic geometry and arithmetic curves, Oxford Uni-

versity Press, USA, 2006.

J. Lipman, Free derivation modules on algebraic varieties, American Journal

of Mathematics 87 (1965), no. 4, 874-898.

H. Matsumura, Commutative ring theory, Cambridge studies in advanced

mathematics 8, Cambridge Univ Press, 1986.

D. Mumford, The red book of varieties and schemes, volume 1358 of Lecture

Notes in Mathematics, 1999.

DG Northcott and D. Rees, Extensions and simplifications of the theory of
regular local rings, Journal of the London Mathematical Society 1 (1957),
no. 3, 367.

A.L. Neto and B.A. Scardua, Folheacoes algébricas complexas, 21 Coldquio
Brasileiro de Matemdtica, IMPA, R.J. (1997).

H. Poincaré, Sur ['intégration algébrique des équations différentielles, C. R.

Acad. Sci. 112 (1891), 761-764.

, Sur lintégration algébrique des équations différentielles du premier
ordre et du premier degré, Rend. Circ. Mat. Palermo 5 (1891), 161-191; 11
(1897), 193-239.

L.R. Shafarevich, Basic algebraic geometry, Springer, 1994.

M.G. Soares, The Poincaré problem for hypersurfaces invariant by one-
dimensional foliations, Inventiones mathematicae 128 (1997), no. 3, 495

500.

, Projective varieties invariant by one-dimensional foliations, Annals

of Mathematics 152 (2000), no. 2, 369-382.



