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Resumo

Este trabalho coloca em pratica o modelo de Schwartz-Smith para modelagem
de precos de commodities e utiliza o filtro de Kalman para obter as componentes
nao-observaveis em questao. O processo de otimizacgao utilizado visa maximizar a
funcao de verossimilhanca extraida através do método do filtro de Kalman e assim
obter os parametros 6timos que governam a dinamica da commodity em estudo. Os
dados utilizados sao de futuros de Gas Natural, mais especificamente Henry-Hub,
que por sua vez apos a calibracao do modelo, seu prego Spot é utilizado para valorar
um opc¢ao de adiamento de investimento segundo a teoria de Opgoes Reais.

Palavras-Chave: Schwartz-Smith, Filtro de Kalman, Henry-Hub, Opgoes
Reais.
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Abstract

This work puts into practice the Schwartz-Smith model for commodity valu-
ation and uses the Kalman filter method to extract the unobservable components in
the model. The optimization process used tries to maximize the likelihood function
extracted from the Kalman filter and thereby obtain the optimal parameters that
govern the dynamics of the commodity under study. The data used are futures of
Natural Gas, from Henry Hub. The model, the spot price is used to value an option
to defer investment according to the theory of Real Options.

Keywords: Schwartz-Smith, Kalman Filter, Henry-Hub, Real Options.
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1 Introducao

Um dos campos mais explorados em financas na atualidade é a valoracao de
ativos reais. Muitas vezes utiliza-se os precos futuros de alguma commodity para
precifica-los. A busca por modelos cada vez mais sofisticados faz com que a pesquisa
para tal fim esteja na fronteira do conhecimento matematico aplicado as financas.

Sendo assim, é de suma importancia entender o comportamento das commodities.

Diversos autores discutem as principais diferencas entre um ativo comum,
como uma agao, e uma commodity (ver [1] e [2]). Em primeiro lugar, podemos
notar que commodities, em geral, nao sao negociadas no mercado a vista fazendo
com que seu preco spot nao seja observavel. No entanto é muito comum encontrar
na literatura que os contratos futuros com vencimento mais proximo sao uma prozy

para o preco spot.

As commodities por serem bens fisicamente negociados apresentam o que
chamamos de custo de carregamento (cost of carry) que pode estar relacionado a
despesas financeiras, custos de estocagem, seguros, custos de obtencao de crédito,
juros e impostos sobre propriedades. Sendo assim, é importante também entender
o papel do retorno de conveniéncia (convenience yield) que nada mais é do que o

prémio cobrado pelo detentor da commodity fisica ao detentor do contrato futuro.

Outro ponto muito discutido é a caracteristica de reversao a média dos pre-
¢os das commodities. Isto pode ser explicado intuitivamente com conceitos béasicos
de oferta e demanda. Vamos supor que os precos de uma determinada commodity
estejam maiores do que algum preco de equilibrio hipotético. Entao o suprimento
desta commodity ird aumentar, novos produtores comecam a produzir e produtores
com custos maiores nao deixam de operar e em algum momento este suprimento

em excesso gerara uma pressao de queda nos precos. Por outro lado, quando estes



pregos caem os produtores com custos mais elevados tendem a sair do mercado o
que diminuird o suprimento desta commodity e portanto gerarda uma pressao de alta
NnoSs precos. E razodvel supor que estas entradas e saidas de produtores levem um
certo tempo, ou seja, os precos devem operar em patamares relativamente baixos ou
relativamente altos por algum tempo em relagao a um preco de equilibrio e sempre
revertendo a este equilibrio. Outro ponto interessante é a mudanca de patamares de
producao em decorréncia de fenomenos naturais que podem afetar significativamente
a producao de uma certa commodity em uma determinada regiao. Um exemplo disso
sao as variacoes climaticas ocorridas nos ltimos tempos, como consequéncia do El
Nino e do efeito estufa gerando impacto na producao de determinadas commodi-
ties agricolas. Vale a pena ressaltar que a evolucao tecnoldgica pode aumentar o
patamar de producao de uma determinada commodity: podemos citar o alcool de
segunda geracao produzido pela cana-de-acticar que ao chegar em escala industrial
elevara radicalmente os patamares de producao. Pelo lado da demanda, podemos
citar o enriquecimento de paises emergentes, tais como a China que se tornou uma
grande consumidora de commodities. Estes sao apenas alguns exemplos de que no
longo prazo é possivel enxergarmos uma mudanca nos precos de equilibrio de uma

determinada commodity.

Este trabalho visa implementar o modelo de Schwartz-Smith [3] para pregos
futuros de gas natural. Consideramos aqui especificamente Henry-Hub, porém a me-
todologia é aplicavel a outros problemas. Esta implementagao é feita com o método
classico do filtro de Kalman que relaciona as variaveis de estado nao observaveis com
os pregos futuros de diversas maturidades. Apés isso é gerada uma funcao de veros-
similhanca que posteriormente é maximizada através de um processo de otimizagao,

chegando-se nos parametros 6timos.

1.1 Mercado de Gas Natural

Os maiores consumidores de gas natural estao basicamente divididos em treés

grandes blocos, Estados Unidos, Europa e Japao.

Praticamente todo gés natural consumido nos EUA ¢é produzido interna-

mente, grande parte em uma regiao chamada Henry-Hub localizado no estado da



Louisiana. E neste local onde est4 construido um dos maiores hubs de dutos de gas
natural do mundo que é operado pela Sabine Pipe Line LLC. Este local também é o

ponto de precificacao dos contratos futuros de gas natural negociados no NYMEX.

Para ter a intuicao da precificacao do gds natural é importante entender
como estes grandes mercados consumidores estao conectados e como os precos de
um mercado afetam o outro. Basicamente o gas natural pode ser transportado de
duas formas diferentes, através de dutos e de navios carregadores de gas natural

liquefeito (GNL ou LNG em inglés).

Em geral os dutos conectam estados de um determinado pais ou até partes de
um pais préximo, como é o caso de alguns dutos do Henry-Hub que se conectam ao
México. Para maiores distancias a unica alternativa disponivel hoje é o transporte

maritmo. Vamos ver brevemente como funciona a cadeia de suprimento do LNG.
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Figura 1: Cadeia de Suprimento do LNG

Como podemos ver na Figura 1 um determinado produtor localizado em um
pais distante produz o gas natural em um determinado campo on-shore ou off-shore,
o transporta para uma planta de liquefacao, armazena este gas que foi liquefeito,
carrega o navio com LNG, o tranporta até o pais de destino, armazena no tanque de
destino, passa por uma planta de gaseificacao e entra no sistema interno de dutos.
Uma observagao importante é que um navio de LNG é capaz de diminuir o volume a
quase um milésimo de seu volume original; este ¢ um dos motivos pelo qual ha uma
razao economica no transporte deste LNG. Outro ponto importante é que ao entrar
no sistema de dutos do pais de destino o gas natural tem o mesmo valor que o gés
natural produzido internamente. Disto podemos concluir que para o explorador de
um determinado campo de gés natural sé valerd a pena vender para outros paises
se a soma do seu custo mais a soma de todos os custos da cadeia até o destino

sejam menores que o preco ofertado pelo gas natural no destino. Esta é uma das



peculiaridades mais importantes do mercado de gas natural.

Com o avanco da tecnologia nas plantas de liquefacao e com o aumento
da capacidade de transporte de LNG tornou-se vidvel economicamente levar esta
commodity para varios destinos, principalmente para aqueles paises que nao possuem
auto-suficiéncia na producgao e para aqueles que vem mudando sua matriz energética
para fontes mais limpas, comparada ao carvao e ao petréleo. Um bom exemplo disso

¢ o Japao, que importa a maior parte do gas natural que consome.

Esta complexa cadeia deu incentivo a criacao de novos instrumentos finan-
ceiros tais como o cancelation option, no qual o comprador tem o direito de cancelar
o contrado de fornecimento de gas natural em datas pré-determinadas. Uma boa

refréncia sobre o tema pode ser encontrada em [4].

Visto isso como motivacao podemos comegar os estudos para calibrar o mo-

delo Schwartz-Smith.

1.2 Estrutura da Dissertacao

Esta secao descreve muito resumidamente o que cada capitulo a seguir aborda.

O Capitulo 2 faz uma revisao de todos os trabalhos relacionados a este tema
dos quais informagoes importantes foram extraidas. Sao citados trabalhos de diver-
sos autores com modelos e metodologias diferentes para a identificagao da dinamica

de pregos de commodities.

O Capitulo 3 faz uma revisao geral da teoria e das ferramentas utilizadas
nesta dissertagao, passando por cédlculo estocastico, aprecamento neutro ao risco,

método de Euler-Maruyama para discretizacao dos modelos e filtragem de Kalman.

O Capitulo 4 entra no detalhe do modelo de Schwartz-Smith, onde os prin-

cipais resultados sao demonstrados.

O Capitulo 5 mostra os principais resultados na simulacao dos processos
nao observaveis, dos precos futuros de commodities, da filtragem de Kalman e da

calibragao do modelo de Schwartz-Smith.

Por fim o Capitulo 6 descreve as principais conclusoes desta dissertacao.
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2 Revisao Bibliografica

Esta secao destina-se a fazer um apanhado geral de todos os artigos, teses e

reports relevantes para esta dissertacao.

Eduardo Schwartz em [5] aborda trés modelos a respeito do comportamento
estocastico dos precos das comodities levando em consideracao reversao a média. O
primeiro modelo é o mais simples de todos. Neste é considerado somente um fator,
no qual o logaritmo do prego spot segue um processo de reversao a média. O segundo
modelo leva em consideragao um fator adicional, o covenience yield da comodity,
no qual também é assumido que este segue um processo de reversao a média. O
terceiro e ultimo modelo leva em consideracao além dos dois fatores supracitados,
a estocasticidade da taxa de juros. Vale lembrar que os modelos apresentados sao

apenas uma das possibilidades de modelos de um, dois e trés fatores.

O artigo também trata do filtro de Kalman para relacionar as variaveis ob-

servaveis com as nao observaveis e para a calibracao dos trés modelos.

O Modelo de Um Fator (MUF) assume que o prego spot da commodity segue

0 processo estocastico descrito pela dinamica.

dS = k(p—InS)Sdt + 0SdZ (2.1)

Definindo X = In S e aplicando o lema de It6 chegamos a um processo de

Ornstein-Uhlenbeck.

dX = k(o — X)dt + 0dZ (2.2)

onde



0.2

a=p-—o- (2.3)

O termo k mede o grau de reversao a média para o logaritmo do prego spot
de longo prazo, a. O termo o caracteriza a volatilidade do processo e o dZ é a

diferencial de um movimento Browniano padrao.

Passando a medida neutra ao risco [6] temos

dX = k(" — X)dt + odZ* (2.4)

onde a* = a — A\, A é o prémio de risco de mercado. Neste artigo o prémio de
risco A é suposto constante. Além disso, denota dz* é o incremento do movimento

Browniano na medida neutra ao risco.

Da equagao (2.4) podemos extrair os seguintes resultados

Eo[X(T)] = e " X(0) + (1 — e ")a* (2.5)
Varg X(T)] = 5(1 — e (2.6)

Como X =1n S, o preco spot da commodity no tempo T possui uma distri-

buicao log-normal.

Assumindo a taxa de juros constante temos que o preco do futuro da com-
modity com maturidade T" é o valor esperado do preco da commodity no tempo T’
sob a medida neutra ao risco. Entao, temos pela Equagao (2.7) o valor do futuro da

commodity no tempo 7.

F(S,T) = E[S(T)] = exp(Ey[X(T)] + 1/2Vare[ X (T)]) .
2 2.7
=exp le ™ InS + (1 —e "o + Z—K(l — 7T

O lado direito da Equacgao (2.7) satisfaz a equagao diferencial parcial



1/20%S*Fsg + k(u— A —InS)SFs — Fr =0 (2.8)
com condicao de contorno terminal F'(S,0) = S.

O Modelo de Dois Fatores (MDF) considera o prego spot da commodity (fator
1: S) e o convenience yield instantaneo (fator 2: §). Esses dois fatores seguem o

processo estocdstico descrito nas Equagoes (2.9) e (2.10).

dS = (u — 6)Sdt + 0,547, (2.9)

dd = /ﬁ?(Oé — 5)dt + O'QdZQ (210)

onde os incrementos do movimento Browniano sao correlacionados segundo a Equa-

cao (2.11).

Note que se o valor de § fosse deterministico, seguindo a relagao 6(S) = k1n S,
terfamos entao que o Modelo de Dois Fatores se reduziria ao Modelo de um Fator.

Mais uma vez fazendo X = In S chegamos a Equagao (2.12).

dX = (u— 6 — 1/203)dt + 01dZ, (2.12)

Neste modelo a commodity ¢é tratada como um ativo que paga um dividendo
estocdstico 6. Assim, o termo de drift ajustado ao risco serda r — §. Novamente é
considerado um prémio de risco de mercado associado A que é constante. O processo
estocastico para os fatores deste modelo sob a medida martingal equivalente pode

ser expresso como nas Equagoes (2.13), (2.14) e (2.15).

dS = (r —9)Sdt + 015dZ; (2.13)



do = [k(a — 0) — N|dt + 09dZ;

AZ;dZ; = pdt

(2.14)

(2.15)

Os precos futuros satisfazem a seguinte equacao diferencial parcial com con-

digao inicial em "= 0 F(5,4,0) = S

1/20%7S*Fss+0109pSFss+1/205 Fss+(r—0)SFs+ (k(a—08) —A) Fs— Fr = 0 (2.16)

E possivel mostrar que a solugao da Equagao (2.16) com condigao inicial em

T =0 é da forma da Equacao (2.17).

1 —erT
F(S,0,T) = Sexp | -0———— + A(T)
onde
o 1lo 0102p 1 ,1—e 2T
AT)=(r— - T+ -0
(T) (T a+2/<;2 K ) 1727 3
. ag 1—e T
+ | ak + 01090 — — 5
K K
e
R A
d=oa— —
K

(2.17)

(2.18)

(2.19)

O Modelo de Trés Fatores (MTF) considera as varidveis de estado como

sendo o prego spot, o convenience yield instantaneo e a taxa de juros instantanea.

Assumindo que a taxa de juros segue um processo de Ornstein-Uhlenbeck, como no

modelo de Vasicek, podemos estender o modelo de dois fatores para o de trés fatores.

Utilizando o processo estocdstico conjunto descrito nas Equagoes (2.13) e (2.14) e

incluindo a taxa de juros estocdstica teremos as Equagbes (2.20), (2.21), (2.22) e

(2.23) que governam o MTF.



dS = (r —9)Sdt + 0,5dZ; (2.20)

5 = k(& — 8)dt + 02dZ; (2.21)

dr = a(m* —r)dt + o3dZ} (2.22)

dZ7dZ; = pydt,
dZ5dZ; = podt, (2.23)
dZidZ; = psdt

Onde a e m* sao, respectivamente, a velocidade de reversao a média da taxa

de juros e a taxa de juros de curto prazo ajustada ao risco. Os pregos futuros devem

obedecer a equagao diferencial parcial (2.24) conforme visto nos modelos anteriores.

1/202S%Fgs + 1/203 Fs5 + 1/20§Fw + 0109p1 Fs, + 0103035 F, (2.24)
+(r—0)SFs+r(ad—90)Fs+am*—r)F. — Fr=20

com condigao de contorno inicial F(S, 4, r, 0) = S. A solugao da Equagao (2.24) esta

na forma da Equagao (2.25).

—6(1 —e=+T) N r(l — e oT)
a

F(S,6,r,T) = Sexp

+O(T) (2.25)

onde C(T) é mostrado em [5].

Em resumo o artigo implementa trés modelos que levam em conta a natureza
de reversao a média dos precos das commodities de formas diferentes. O autor
encontra dificuldades em modelar pregos futuros com maturidades mais longas, pois
na ocasiao em que o artigo foi escrito ainda nao existiam dados ptblicos disponiveis
com maturidades mais longas. Uma observagao interessante é que a volatilidade

do retorno das commodities modeladas por apenas um fator converge para zero



em maturidades muito longas, o que nao acontece para os modelos com dois e trés
fatores no qual a volatilidade assume um valor estavel para maturidades longas
diferente de zero. Os resultados em [5] mostraram que o Modelo de Um Fator nao
apresentou uma boa aderéncia para os precos das commodities avaliadas. O Modelo
de Dois Fatores apresentou resultados muito melhores com boa aderéncia aos pregos
das commodities. O Modelo com taxa de juros estocéstica apesentou resultados

semelhantes ao MDF.

Um segundo trabalho importante foi escrito por Eduardo Schwartz e James
Smith [3], no qual é apresentado o bem difundido modelo de Schwartz-Smith. Nesta
dissertacao o Capitulo 4 trata especificamente deste modelo, portanto apenas uma

breve introducao sera feita.

Este artigo desenvolve um modelo de dois fatores, no qual um deles tenta
explicar a reversao a média de curto prazo dos precos. O outro fator tenta explicar
o preco de equilibrio de longo prazo das commodities. Apesar destes dois fatores nao
serem observaveis, eles podem ser estimados através dos precos spot e precos dos
futuros da commodity em estudo com a implementacao do filtro de Kalman. Um
ponto muito interessante é que este modelo nao utiliza o convenience yield como
fator a ser modelado. Ainda é mostrado que ha uma equivaléncia entre o modelo
de Schwartz-Smith e o chamado modelo Gibson-Schwartz (adaptagao do Modelo de

Dois Fatores discutido no artigo anterior).

Outro trabalho muito interessante foi escrito por Manoliu e Tompaidis [7].
Ele estuda uma generalizacao da idéia do artigo anterior e mostra um modelo mul-
tifator para modelar futuros ligados a energia. Esta formulagao depois é reduzida
para um e dois fatores similares ao visto em [5] e [3] no qual é modelado pregos
de gas natural. Os autores também utilizam o filtro de Kalman em conjunto com
estimacao por maxima verossimilhanca. Mais uma vez nos resultados, o modelo de
dois fatores obtem resultados melhores do que o modelo de um fator. Além disso os

autores incluem uma sazonalidade anual na modelagem dos precos.

A dissertac@o desenvolvida por Ana Luiza Carvalho [8] propde uma aborda-
gem diferente para calibracao do modelo de Schwartz-Smith. Neste trabalho foi feita

a maximizacao da fungao de verossimilhanca e minimos quadrados nao lineares para
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a calibracao do modelo ao invés de decomposicao do erro de previsao com filtro de
Kalman. O método consiste basicamente em dois passos. No primeiro passo tenta
encontrar os processos nao observaveis através de minimos quadrados nao-lineares.
O segundo passo utiliza os processos encontrados no passo anterior para gerar novas
estimativas dos parametros via maximizagao da funcao de verossimilhanca. O pro-
cesso para quando atinge o nimero maximo de iteragoes ou quando a condigao de
convergéncia ¢é atingida. O método foi aplicado para dados artificiais obtendo bons
resultados. A robustez foi testada iniciando o problema com parametros diferentes

através de uma perturbacao crescente nos mesmos.

A tese de doutorado de Fernando Aiube [9] compara a utilizagado do método
do filtro de Kalman linear para a estimacao dos parametros com o filtro de parti-
culas, cuja principal vantagem esta calcada na nao linearidade e nao gaussianidade.
Além disso o autor estende o modelo de Schwartz-Smith com a utilizacao de saltos
seguindo um processo gaussiano e de Poisson. Este incremento possibilita captu-
rar o excesso de curtose apresentado em retornos financeiros. O filtro de particulas
apresenta resultados ligeiramente inferiores aos do filtro de Kalman, e ainda com

tempo computacional superior.
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3 Revisao Teodrica

Este capitulo destina-se a apresentar os principais resultados tedricos e as fer-
ramentas necessarias para a implementacao do modelo de Schwartz-Smith e baseia-se

nas referéncias [10] e [6].

Basicamente serao apresentadas defini¢oes e teoremas tteis para o desenvol-

vimento deste trabalho.

3.1 Probabilidade e Calculo Estocastico

Nesta secao serao apresentados alguns resultados importantes de probabili-

dade e calculo estocastico.
Definigao 3.1.1 (Espaco de Probabilidade). Um espago de probabilidade é uma

tripla (Q, F,P), no qual temos:

e ) ¢ um conjunto nao-vazio, chamado de espaco amostral;
o F ¢ uma o-dlgebra de subconjuntos de €;

o P ¢ uma medida de probabilidade.

Defini¢ao 3.1.2 (Filtragao). Seja 2 um conjunto nao-vazio. Seja T fixo, um ni-
mero positivo, e assuma que para cada t € [0,T] existe uma o-dlgebra F(t). Assuma
também que se s < t, entao todo conjunto em F(s) estd também em F(t). Entdo
chamamos a cole¢io de o-dlgebras F(t), 0 < t < T, de filtragdo. Além disso, as

sigma-algebras da filtracao devem estar contidas em F.

Definigao 3.1.3 (Processo Adaptado). Seja Q um espago amostral nao vazio e uma

filtragao F(t), 0 <t <T. Seja X(t) uma cole¢io de varidveis aleatdrias indexadas



port € [0,T]. Falamos que X (t) é um processo adaptado se para cada t, a varidvel

aleatoria X (t) € F(t)-mensurdvel.

Defini¢ao 3.1.4 (Martingale). Seja (Q, F,P) um espago de probabilidade, seja T
fixo e positivo, e seja F(t), 0 < t < T, uma filtragio de sub-o-dlgebras de F.
Considere o processo estocdstico adaptado M(t), 0 <t < T, tal que E[|M(t)|] < oo,
vt € [0,T].

(a) Se E[M(t)|F(s)] = M(s) para todo 0 < s <t < T, dizemos que este processo é

um martingale,

(b) Se E[M(t)|F(s)] > M(s) para todo 0 < s <t < T, dizemos que este processo é

um submartingale,

(c) Se E[M(t)|F(s)] < M(s) para todo 0 < s <t < T, dizemos que este processo é

um supermartingale.

Defini¢ao 3.1.5 (Variagdo Quadratica). Seja f(t) uma funcao definida para 0 <

t <T. A variacao quadrdtica de f até o tempo T € dada por

n—1

£ A1(T) = T > (i) = £

ondeH:tO,tl,...,tn e0=tg<ty <...<t,=T.

Definig¢ao 3.1.6 (Movimento Browniano). Seja (2, F,P) o espaco de probabilidade.
Para cada w € Q, suponha que existe uma fungdo continua W (t) para t > 0 que
satisfaca W(0) = 0 e que dependa de w. Entao W(t), t > 0, é um Movimento

Browniano se para todo 0 =ty < t; < ... <t,, 0s incrementos
W(ty) =W(ty) — W(ty), W(ty) = W(t1), ..., W(tm) — W(tm-1)

sao independentes e cada um desses incrementos sejam normalmente distribuidos

E[W (tiy1) = W(t)] =0
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VaT[W(tH_l) — W(tz)] = ti—i—l — tz

Definigao 3.1.7 (Filtracao Browniana). Seja (2, F,[P) o0 espago de probabilidade no
qual esta definido o Movimento Browniano W (t), t > 0. A filtragao do Movimento

Browniano € uma cole¢io de o-algebras F(t), t > 0, que satisfaz:

(a) (Acumula Informagdes) Para 0 < s < t, todo conjunto em F(s) estd tam-
bém em F(t). Em outras palavras, existe no minimo tanta informagdo disponivel

em um tempo posterior F(t) quanto existe em um tempo anterior F(s);

(b) (Adaptatividade) Para cada t > 0, o movimento Browniano W (t) no tempo
t é F(t)-mensurdvel. Em outras palavras, a informagao disponivel no tempo t é

suficiente para avaliar o movimento Browniano W (t) neste tempo;

(¢c) (Independéncia de Incrementos Futuros) Para 0 < t < u, todo incre-
mento W(u) — W(t) é independente de F(t). Em outras palavras, qualquer
incremento do movimento Browniano apds o tempo t € independente da infor-

macao disponivel no tempo t.

Teorema 3.1.1. O movimento Browniano é um martingale

Demonstracao. Seja 0 < s <t dados. Entao

E[W(#$)|F(s)] = E[(W(t) = W(s)) + W(s)|F(s)]
= E[W(t) = W(s)|F(s)] + E[W (s)|F(s)]
= E[W(t) = W(s)] +W(s)
= W(s)

]

Definicao 3.1.8 (Integral de It6 para processos simples). Seja I = to,t1,...,1,
uma parti¢ao de [0,T], i.e., 0 =tg < t; < ... < t, = T. Seja A(t) um processo
simples, onde A(t) é constante em cada subintervalo [t;,t;+1). Vamos agora definir

a Integral de Ito como seque abaixo:
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k—1

I(t) = / AW (E41) — W(E)] + A(t)[W () — W (k).

7=0
Definicao 3.1.9 (Integral de It6 Generalizada). Assumindo que A(t), t > 0, €

adaptado a filtragio F(t), t > 0 e a condi¢ao de integrabilidade

T
IE/ A%(t)dt < oo
0

vamos escolher uma sequéncia® A, (t) de processos simples tal que quando n — oo

esse processo convirja para A(t). Por convergéncia entende-se que

n—oo

T
lim E/ An(t) — A()2dt = 0
0

Definimos entao a Integral de Ité para o integrando com variagoes continuas
pela formula

t

/ AWV () = Tim [ AV (), 0<i<T

n—0o0 0

onde o limite é tomado em L*(Q), dP).

Teorema 3.1.2. Seja T uma constante positiva e seja A(t), 0 <t < T, um processo

estocdstico adaptado que satisfaca 3.1.

/T AQ(t)dt] < 00 (3.1)

Entao I(t) = fg A(u)dW (u) possui as sequintes propriedades:

E

(a) (Continuidade) Os caminhos de 1(t) sdo continuos;
(b) (Adaptatividade) Para cada t, 1(t) é F(t)-mensurdvel;

¢) (Linearidade) Se I(t A dW (u ), entao I(t) £
0
fo ))dW( ); e tmabem, para qualquer constante ¢, cI(t)
fo cA(u)dW(u);

(d) (Martingale) I(t) é um martingale continuo,

LA existéncia de tal sequéncia pode ser demonstrada. Veja [6]
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(e) (Isometria de Ité) E[I(t)] = E[ [5 A%(u)dul;

(f) (Variagao Quadrdtica) [I,1|(t) = fot A%(u)du.

Demonstracao. Veja [10] Capitulo 4, Secao 3. O

Teorema 3.1.3 (Férmula de It6). Seja X(t), t > 0, um processo de Ito e seja
f(t,z) wma funcao para o qual as derivadas parciais fi(t,x), fo(t,x) e fou(t,x)

estao definidas e sao continuas. Entao, para todo T > 0,

F(T, X (T)) = £(0, X(0)) + / Fut, X (1))t + / Fult, X (£)dX (£)+
+3 | At X @) X0
ou na forma diferencial

A X(0) = Filt, X () + La(t, X)X () + 3 Frult, X)X (DAX (1)

Demonstragao. Veja [6], Capitulo 2, Segao 3 O

Teorema 3.1.4 (Integral de It6 com Integrando Deterministico). Seja W (s), s > 0,
um movimento Browniano, e seja A(s) uma fung¢ao deterministica no tempo. Defina
I(t) = f(f A(u)dW (u). Para cada t > 0, a vdridvel aleatoria I(t) é normalmente

L ot
distribuida com valor esperado zero e variancia fo A%ds.

Demonstragao. Veja [10], Capitulo 4, Secao 4 [

3.2 Aprecamento Neutro ao Risco
Nesta secao serao enunciados os principais resultados de aprecamento neutro
ao risco utilizados no desenvolvimento deste trabalho.

Definigao 3.2.1 (Derivada de Radon-Nokodym). Seja o espago de probabilidade
(Q, F,P) e uma varidvel aleatdria nao-negativa Z que satisfaz E[Z] = 1. Podemos

definir uma nova medida de probabilidade P pela formula
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P= / Z(w)dP(w), VAeF

Dizemos que Z ¢ a derwada de Radon-Nikodym de P com respeito a P, e escrevemos

como

_dP

7 = —
dP

Defini¢ao 3.2.2 (Medida Martingale Equivalente). Duas medidas P e P sio ditas
equivalentes se ambas possuem os mesmos conjuntos com medida zero. Se além
disso, o processo de precos descontados for um martingale na medida P dizemos que

P ¢ uma medida martingale equivalente a P

Teorema 3.2.1 (Girsanov). Seja W(t), 0 <t < T, um movimento Browniano no
espago de probabilidade (0, F,P), e seja F, 0 <t <T, a filtragio Browniana. Seja

O(t), 0 <t < T, um processo adaptado a filtragao Browniana. Defina

€ assuma que

E

/ ' 0% (1) Z*(u)du < oo]

0

Faga Z = Z(T). Entio E[Z] =1 e na medida de probabilidade P, o processo

—~

W(t), 0 <t<T, éum movimento Browniano.

Demonstragao. Veja [10], capitulo 5, segao 2. ]

Teorema 3.2.2 (Teorema de Representagao Martingal). Seja W(t), 0 < t < T,
um movimento Browniano em um espaco de probabilidade (0, F,IP), e seja F(t),
0<t<T, afiltragio gerada por este movimento Browniano. Seja M(t), 0 <t < T,

um martingale com respeito a esta filtracao (i.e., Vt, M(t) é F(t)-mensurdvel e para

17



Demonstragao. Veja [10], capitulo 5, segao 3. O

Definigao 3.2.3 (Arbitragem). Uma oportunidade de arbitragem resume-se em um
processo de riqueza auto-financiado admissivel X (t) que salisfaca as sequintes con-

digoes:
(a) X(0) =0 e para algum T > 0 ainda satisfaca
(b) P{X(T)>0} =1, P{X(T)>0}>0.
Arbitragem € uma maneira de negociacdo que permita que um agente comece

sem capital e em um tempo posterior T esteja certo que nao haverd perda de dinheiro

e ainda tenha uma probabilidade positiva de ter ganho dinheiro.

Teorema 3.2.3 (Primeiro Teorema Fundamental da Precificacdo de Ativos). Se o
modelo de mercado possui um medida de probabilidade neutra ao risco, entao ele

nao admite arbitragem.

Demonstracao. Veja [10], Capitulo 5, Segao 4. ]

Teorema 3.2.4 (Segundo Teorema Fundamental da Precificacao de Ativos). Con-
sidere um modelo de mercado que possui uma medida de probabilidade neutra ao
risco. O modelo é completo se, e somente se, a medida de probabilidade neutra ao

risco € unica.

Demonstragao. Veja [10], Capitulo 5, Segao 4. O

Definigao 3.2.4 (Contrato Futuro). O preco futuro de um ativo cujo valor no tempo

T ¢ S(T) € dado pela formula

Futs(t,T) = E[S(T)|F(t), 0<t<T.
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Teorema 3.2.5. O preco do contrato futuro é martingale se na medida neutra ao
risco P, ele satisfaz Futs(T,T) = S(T) e se o valor de uma posicio longa (ou curta)

a ser realizada durante um intervalo de tempo € sempre zero.

Demonstragao. Veja [10], Capitulo 5, Segao 6. [

3.3 Meétodo de Euler-Maruyama

Uma equacao diferencial estocdstica pode ser escrita na forma integral como

segue:

¢ ¢
X(t) = X(0) +/ f(t, X(s))ds +/ g(t, X (s))dW(s), 0<t<T, (3.2)

0 0
onde, f :[0,00) x R — R, g : [0,00) x R — R sdo fungoes escalares e X (0) é

uma varidvel aleatéria. Temos que a Equagao (3.2) é solu¢ao da Equagao Diferencial

Estocastica (3.3).

dX (1) = F(X()dt + g(X(£)dW (1), X(O0)=X, 0<t<T.  (3.3)

Para aplicar o método numérico na Equacao (3.3) em [0, 7] vamos discretizar
o intervalo em L partes iguais onde L é um nimero inteiro positivo. Seja At =T'/L
e 7; = jAt. A aproximagao numérica para X (7;) serd denotada por X;. O Método

de Euler-Maruyama segue a forma:

Xj =X+ f(Xjm)At + g(X;)(W(ry) = W(T-1)), j=12,...,L  (3.4)

Analogamente, podemos ver a forma integral da Equagao (3.2) discretizada

pelo método de Euler-Maruyama.

X(r) =X+ [ A+ [ g 69

J Jj—
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Os incrementos W (r;) — W (7;_1) serdo calculados com um passo 6t de tal
modo que At = Rdt, com R > 1. Isto garantird que o conjunto de pontos ¢;
onde o Browniano ¢ discretizado contenha o conjunto de pontos 7;, onde a solucao
pelo método de Euler-Maruyama é calculada. Para garantir tal condicao podemos

calcular os incrementos Brownianos como na Equacao 3.6.

W(rj) = W(rjm1) = W(RGt) = W((j = D)Rst) = Y dW;. (3.6)

k=R(j—1)+1
3.3.1 Convergéncia do Método de Euler-Maruyama

Nesta secao serao apresentadas nogoes de convergéncia forte e convergéncia

fraca para o Método de Euler-Maruyama.

Um método converge fortemente com ordem 7 se existe uma constante C' tal

que a equagao 3.7 seja satisfeita.

E|X, — X ()| < CAtY (3.7)

para qualquer 7 = nAt € [0,7] fixo e At suficientemente pequeno. Se f € C*,
g € C*, ou seja, suas quatro primeiras derivadas continuas e suas primeiras derivadas
limitadas e crescerem no maximo em ordem polinomial, pode-se provar que o método
de Euler-Maruyama converge fortemente com ordem = 1/2. Para um discussao
intuitiva sobre esta convergéncia, consultar [11]. Para algo mais formal, consultar

[12].

Supondo que as condicoes acima sejam satisfeitas podemos definir para um ¢
fixo em [0, T] o erro no sentido forte para um At suficientemente pequeno (Equagao
3.8).

el = B|X, — X ()] < CAt'/? (3.8)

Esta convergéncia forte de ordem 1/2 significa que se desejarmos diminuir o

erro 100 vezes teremos que diminuir o passo At em 100? vezes. Em resumo, podemos
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dizer que a convergéncia forte avalia a convergéncia dos caminhos de X,, — X (1), ou

também a taxa de decaimento da média do erro conforme At tende para zero.

O conceito agora explorado é o de convergéncia fraca, onde podemos avaliar
a convergéncia do métodos para os momentos de X,, e X (7) conforme At tende para
zero. Sendo assim, um método é dito convergente fraco com ordem 7 se existe uma

constante C' que respeita a Equacao (3.9) para todo polindéminio p.

|Elp(Xa)] = Elp(X(7))]| < CALY (3.9)

Para qualquer 7 = nAt € [0,T] fixo e At suficientemente pequeno. No-
vamente temos que se f e ¢ satisfizerem as condigoes apropriadas o Método de
Euler-Maruyama possui ordem de convergéncia fraca v igual a 1. Veja [11] e [12]

para maiores detalhes.

Alguns cuidados devem ser tomados na escolha do passo para o calculo das

equacgoes com o Método de Euler-Maruyama, sao eles:

e O passo nao pode ser grande de modo a prejudicar a convergéncia do método;

e O passo nao pode ser tomado com magnitude préxima ao epsilon da maquina,

pois alguns erros de arredondamento farao o erro crescer ao invés de diminuir;

e O tempo computacional aumenta exponencialmente conforme o inverso de =,
ou seja, para o caso com 7y = 1/2 se diminuirmos o passo em 4 vezes o tempo

de calculo da resposta devera aumentar na ordem de 16 vezes.

O trade-off deve ser atingido para um passo que nao seja grande a ponto
de gerar erros significativos e nem pequeno a ponto de inviabilizar o calculo por
tempo computacional e requesitos de memoria. A questao da magnitude proxima
ao epsilon da maquina nao é tao relevante, pois muito antes de chegar a este ponto

o tempo computacional ja seria um gargalo.
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3.4 Filtro de Kalman

Esta secao fard uma breve introducao ao filtro de Kalman, baseada na refe-

réncia [13].

Em primeiro lugar é importante dar uma breve definicao do que sao variaveis
de estado e variaveis observaveis. As varidaveis de estado no contexto de Kalman sao
nao-observaveis possuindo uma dinamica conhecida. As variaveis observaveis sao
aquelas que observamos diretamente e que sao utilizadas para estimar as variaveis

de estado.

O Filtro de Kalman é um procedimento recursivo para calcular estimativas
das variaveis de estado nao observaveis baseado em variaveis observaveis relaciona-
das a essas variaveis nao observaveis. Esta técnica é muito util em varias praticas da
engenharia e financas, pois o mesmo pode ser implementado para operar em tempo

real dada sua natureza recursiva.

Dada uma distribui¢ao a priori do valor inicial das varidveis de estado e um
modelo descrevendo a verossimilhanca das observacoes como fungao dos valores reais,
o Filtro de Kalman gera uma distribuicao a posteriori destas variaveis de estado de
acordo com a regra de Bayes. Além disso, o filtro é uma ferramenta eficiente para

minimizar o erro quadratico da estimacao.

Seja y, € RY o vetor das varidveis observéveis e &, € R™ o vetor das varidveis
de estado. Conhecidos estes vetores podemos relaciona-los através das equacoes de
observacao e transicao. A primeira delas visa relacionar o vetor de observacoes
com as varidveis de estado que nao sao observaveis. A Equacao (3.10) mostra esta

relacao.

Y, = ZtCUt + dt + €4, t= 1, 2, c. (310)

onde:

o y, ¢ um vetor N x 1, onde N é o numero de séries temporais;

e Z, é uma matriz N x m, onde m é o nimero de variaveis de estado;
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e x; ¢ um vetor m X 1, que representa as variaveis de estado nao observéveis;
e d; ¢ um vetor N x 1;

e ¢; é um vetor NV x 1, serialmente nao correlacionado com média zero e matriz

de covariancia H;.

As varidveis de estado sao geradas através de um processo Markoviano de

primeira ordem como pode ser visto na Equagao (3.11).

Iy :Ttwt_l +Ct+Rtlrlt7 t= 1,2,... (311)

onde:

e T, ¢ uma matriz m X m;
e ¢; é uma vetor m X 1;

e R, ¢ uma matriz m X g, onde g é o numero de componentes de incerteza

associadas as variaveis de estado nao observaveis;

e 7, ¢ um vetor g x 1, serialmente nao correlacionado com média zero e matriz

de covariancia @Q,.

E importante ressaltar que o vetor inicial de estado nao observavel xy pos-
sui média &, e matriz de covariancia Py. Além disso, os ruidos €; e m, sao nao

correlacionados entre si e nao correlacionados com o estado inicial.

Uma vez definido o modelo com as equacoes de observacao e transicao pode-
mos agora verificar o algoritmo de Kalman para estimacao das varidveis nao obser-
vaveis. Basicamente implementa-se um processo recursivo que calcula as equacoes
de evolucao da estimacgao das variaveis de estado e de sua matriz de covariancia,

como pode ser visto nas equacoes 3.12 e 3.13.

jﬁt_ = Tt:%t—l + ¢ (312)
onde:
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e &, ; é 0 estimador 6timo? de x;_1;

e &, ¢ a evolucao no tempo ¢ baseado no estimador 6timo do tempo ¢ — 1.

P; =T,P,.\T, + R.Q,R, (3.13)

onde:

e P, ¢ amatriz de covariancia de £, baseado na matriz de covariancia anterior

P, ;.

Agora de posse das equagoes de previsao podemos calcular as equacoes de

atualizac@o das medicoes. Sao elas (3.14), (3.15) e (3.16).

K,=P;Z,(Z,P;Z,+H,)" (3.14)

De posse de todas as equacgoes descritas acima € possivel implementar o
algoritmo do filtro de Kalman e a cada rodada atualizar a estimativa para as variaveis

de estado nao observaveis.

A implementacao do filtro é uma tarefa relativamente simples, no entanto
para minimizar o erro quadratico das previsoes se faz necessario encontrar o estima-
dor 6timo para @&;, o que implica em um processo de otimizacao que muitas vezes
é complicado de resolver. No caso em que o modelo é Gaussiano, é possivel mos-
trar que a funcao verossimilhanca dado um vetor de hiperparametros © é dada pela

Equacao (3.17).

2Entende-se por estimador 6timo aquele que minimiza o erro médio quadratico entre a média
da distribuicao condicional de &; e x¢
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NT

In(Lyle)) = -~

T T
1 1 ,
In(2m) — 3 > " In(det(Fy)) — 3 > v, F o, (3.17)
t=1 t=1

onde:

e T é o nimero de amostras do modelo;
® v, =Y, — Y1 € 0 vetor dos erros de previsao para cada t;
p— / Ve . - A .
o F'\=Z,P; Z, + H, é a matriz de covariancia.
Dizemos que a Equagao (3.17) é a decomposi¢ao dos erros de previsao. A
cada rodada do Filtro de Kalman ¢é possivel calcular a fungao de verossimilhanca

e portanto podemos implementar um algoritmo otimizador para maximizar esta

funcao dado o vetor de hiperparametros ©.
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4 Modelo de Schwartz-Smith

Este capitulo visa detalhar o modelo de Schwartz-Smith e demonstrar os
principais resultados obtidos no artigo [3]. Basicamente comegaremos com uma
breve explicacao intuitiva do modelo de dois fatores, depois entraremos na mode-
lagem propriamente dita e no aprecamento de futuros de commodities na medida

neutra ao risco.

4.1 Modelo na Medida Fisica

Seja S; o preco spot de uma commodity no tempo ¢t. A idéia fundamental
¢ dividir o prego spot em dois fatores estocasticos, sendo In(S;) = x¢ + &, onde y;
se refere ao desvio de curto prazo dos precos e & o preco de equilibrio. Os desvios
de curto prazo (x;) sd@o modelados como um processo de Ornstein-Uhlenbeck com

reversao a média para zero. A Equagao (4.1) mostra este comportamento.

dx: = —kxedt + 0, dZ, (4.1)

O preco de equilibrio (&) segue um movimento Browniano seguindo a Equa-

gao (4.2).

A&, = pedt + ocdZ (4.2)

Além disso temos que os incrementos Brownianos das Equacgoes (4.1) e (4.2)

sao correlacionados segundo a Equagcao (4.3).

dZXdZ§ = pxgdt (43)



Podemos interpretar que as mudancas que afetam o fator de desvio de curto
prazo (x:) sdo de natureza transitéria, tais como variagoes climaticas e falhas no
fornecimento da commodity. J& para o fator de equilibrio (&;) espera-se que seja de
natureza duradoura tais como a mudanca na capacidade produtiva e até a descoberta

de uma nova tecnologia que afetem estruturalmente o mercado.

Para encontrar a solucao do processo que modela as variagoes de pregos de
curto prazo x; basta aplicar a Férmula de 1t6 na funcao f(z,t) = e*y;. Isto resulta

na Equacao (4.4).

d(entxt) — KeﬁtXt + entht
= re™xi + ™ (—kxi + 0, dZ, ) (4.4)

_ Kkt
= e"o,dZ,

Integrando ambos os lados da Equacao (4.4) de t até T, teremos a Equacao

(4.5).

T

e Txr — ey, = O'X/ e"*dZ,s)
t - (4.5)

e yr = ey, + O'X/ e™dZ,(s)
t

Simplificando (4.5) chegamos na solugao xr como pode ser visto em (4.6).

T
xr =e " T Dy, + Uxe_“T/ e™dZ,(s) (4.6)
t

Uma vez encontrada a solucao da equagao de desvios de curto prazo xr vamos

calcular a média e a variancia condicionados a x;.

T
Elxr|x:] =E e Ty, + Uxe_ﬁT/ e™dZ, ()Xt
t

/t 6“de(5)|th (4.7)

t
=Ty, 4 axe”T/ e™dZ,(s)
t

—r(T—t)

=E|e " x| + oyeE

=€ Xt
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A Equagao (4.7) é obtida pois ftT e dZ,(s) por se tratar de uma integral

estocastica é martingal.

Agora vamos calcular a variancia de y7 através da Equagao (4.8) utilizando

a Isometria de Ito.

T
Var|xr|x: = Var e_H(T_t)Xt + Uxe_“T/ e’“dZX(S)|Xt]
¢

T
= Var axe_“T/ e“SdZX(S)|Xt]
¢

T
_ O_Qe—QHT/ 62/{st
t

X

2
— (1 6—2H(T—t)&
2K

Seguindo passos similares vamos calcular a solucao do processo &;. O prego de
equilibrio segue um movimento Browniano simples e pode ser resolvida integrando

ambos os lados da Equagao (4.2). Dai obtemos

T T T
/ dfs:/ [LgdS-FO'g/ ng(S)
t t t
T

§r — & = pe(T —t) + 0'5/ dZe(s) (4.9)

t

T
€T — é} + ,ug(T — t) + O’g/t ng(S)

Utilizando os mesmos argumentos vamos calcular os momentos condicionais

de &r. A média é dada por

E[fﬂft] =K

4 pe(T — ) + 0¢ /t dZ&(S)lﬁt] (10)

=&+ pe(T —1)
onde novamente vemos que o tnico termo estocastico é oy ftT dZ¢(s) e portanto &

possui a mesma distribui¢ao do Browniano Z.

Utilizando a Isometria de It0 novamente teremos que a variancia do processo

&r é dada pela Equagao (4.11).
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T
Var([ér|&] = Var [ & + pe(T —t) + Ué/t dZ&(S)\ft]

T
= Var ag/ dZe(9)|&
t

T
:ag/t ds

=0 (T —t)

(4.11)

O modelo de Schwartz-Smith assume que os Brownianos Z, e Z; possuem
coeficiente de correlagao p,¢, portanto devemos entao calcular a covariancia dos

processos. Este resultado é obtido na Equagao (4.12).

Cov|xr,&r] = El(xr — Elxr])(ér — E[é7])]

T T
=E axe_“T/ e“SdZX(s)ag/ dZ¢(s)
t t

/t ' e™dZ, (s) /t ' dZ¢(s) (4.12)

_ —sT
=oye oK

T
—oxe“Tagpng e™ds
t

_ (1 B 6—n(T—t))UX0-§pX§
K

No apéndice B sera provado que dado x; e &, os processos xr € & possuem

distribuicao conjunta normal com média e matrix de covariancia dadas por:

El(xz. ér)] = [e " xe, & + pe(T — 1)) (4.13)

(1 _ 672K(T*t))% (1 _ efx(T—t))—Pxe::xU&

Cov[(xr,ér)] = (4.14)
(1- e—n(T—t))PxNxUs U?(T — 1)

K

Lembrando que o logaritmo do preco spot no tempo ¢ é a soma dos processos
Xt € &, entao temos que o prego S; possui distribuicao log-normal. Para achar uma

expressao fechada para o prego spot vamos calcular a média (4.15) e a variancia
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(4.16) do seu logaritmo e depois utilizar uma relagdo conveniente que relaciona a
média e a variancia de variaveis aleatérias normais e log-normais (a demonstragao

estd no apéndice A).

ElIn(S7)19:] = Elxr + &r|(xt, &)]
= Elxz|x: + E[¢r[&] (4.15)

= " Ix + pe(T — 1)

Var[in(Sr)|S] = Var|xr|x:) + Var[ér|&] + 2Cov[(xr, &r)]
. (4.16)

—(1— —26(T—t)\_X 2 T ¢ 2(1 — —k(T—t) ng£px§
(1= T G — ) 4 3(1 — eT0) 08¢

Agora vamos utilizar a relacdo dada na (4.17) para finalmente calcular a
média do preco spot que posteriormente sera utilizada par calcular o preco futuro

da commodity em estudo.

E[St] = exp(E[ln(ST)] + %Var[ln(ST)]) ou
: (4.17)
In(E[Sr]) = E[in(Sr)] + éVaT[ln(ST)]

Sendo assim teremos que a média do preco spot sera dada pela equacao 4.18.

In(B[S7]) = e " T Dy, + pe(T — t)+

1 , o2 O\ Oep (4.18)
+ o =2s(T—t)\_ X 2 o —r(T-t)\ VXY EFPXE
+ 2((1 e )2/€+05(T H+2(1—e )—FL )

4.2 Modelo na Medida Neutra ao Risco

Vamos agora desenvolver a versao neutra ao risco do modelo de Schwartz-
Smith que serd utilizada para valorar os contratos futuros de commodities. A idéia
principal é introduzir dois parametros adicionais constantes que serao interpretados

como os prémios de risco de mercado para cada varidvel'. Sendo assim A, ¢ e

IEstes prémios de risco foram considerados constantes por quetdes de simplificacdo do modelo
assim como na referéncia [3]. Um generalizacao pode ser adotada de modo que o prémio de risco
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juntamente com o teorema de Girsanov desenvolvemos o modelo dado por:

dx: = (—kx: — A\)dt + o\ dZ, (4.19)

dé} = (,ug — Af)dt + O'gng (420)

Novamente temos que dZy e dZ; sao incrementos Brownianos correlacionados
com dZydZ; = pyedt. Agora o processo neutro ao risco associado aos desvios de curto
prazo (x:) é Ornstein-Uhlenbeck revertendo a média —\, /k e o processo neutro ao
risco para os precos de equilibrio continua sendo um movimento Browniano com um
drift pi = pe — A¢. Nota-se o aparecimento dos prémios de risco de mercado quando

trocamos da medida fisica para a medida neutra ao risco.

Da mesma forma que no modelo original é provado que dado y; e &, a distri-
buicao conjunta de yr e &7 é normal com o vetor de média e matriz de covariancia

da seguinte forma:

E[(xr.&r)] = [T x — (1= e TNk, &+ pi (T — 1)), (4.21)

COU*[(XT7 éT)] = COU[(XTu gT)]’ (422)

onde * denota que as médias e as varianias sao tomadas na medida neutra ao risco.
Neste processo neutro ao risco o logaritmo do prego spot, In(S;) = x; + &, possui

distribuigao normal com os parametros das equagoes (4.23) e (4.24).

E*(in(S7)|Si] = e T x4 & — (L= e ™ T\ /k + e (T — 1) (4.23)

Var*[In(St)|S] = Var[in(St)|S] (4.24)

seja uma func¢ao afim do preco da commodity.
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4.3 Valorando Contratos Futuros

Para a valoragao dos contratos futuros vamos considerar F; 7 como sendo o
preco do contrato futuro no tempo ¢, com maturidade no tempo 7' (0 < ¢t < T'). No
contexto de valoragao neutra ao risco temos que os precos dos contratos futuros sao
iguais a expectativa do futuro do preco spot no processo neutro ao risco, assumindo
que as taxas de juros sao deterministicas. Podemos assim escrever uma expressao

para o valor dos contratos futuros a saber

l’l’L(E’T) = ln(E* [St,TD
= E*[In(S.7)] + 1/2Var*[In(S, 1)) (4.25)
= e "Iy + & + A(t,T)

onde

A
At,T) = pg(T — 1) = (1 — e T79) Xy
K
1 26(T—t) 0>2< 2 (T—t)\ Px£0x0¢ (4.26)
(1 — e 2Ty X T —t)+2(1 — e "I XEXTE
5 (1= TR T 1) 21 - o T0) T
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5 Resultados

Este Capitulo visa mostrar os principais resultados dos métodos implemen-
tados no trabalho. Ele esta dividido da seguinte forma: Primeiramente falaremos
do pré-processamento dos dados, logo depois da simulacao dos prego dos futuros de
gas natural (henry-hub), entraremos entao no processo de filtragem com o filtro de

Kalman e por fim fecharemos com a calibracao do modelo.

5.1 Pré-Processamento dos Dados

Os dados utilizados neste trabalho correspondem a 244 séries de futuros de
gas natural Henry-Hub com vencimentos mensais comecando em Junho de 1990 e

terminando em Setembro de 2010. Todos os dados foram extraidos da Bloomberg.

Os dados reais sao compostos de séries de pregos com um determinado ven-
cimento, onde as séries mais longas chegam a 6 anos. Para evitar problemas com o
vencimento de um determinado contrato futuro foi feito o que chamamos de "rola-
gem”do contrato. Assim, teremos séries temporais no qual cada uma corresponde a

um vencimento.

O algoritmo para "rolagem”dos contratos é bastante simples. Basta concate-
nar o final da série do futuro anterior com o final da série do futuro atual. As figuras

2 e 3 mostram o procedimento.

Nota-se que as partes pontilhadas antes do pré-processamento sao os valores
a um meés do vencimento. Estes “pedacos” sao concatenados de modo a formar
uma série Unica que nao expira. Apds o pré-pocessamento escolhemos o maior bloco
retangular possivel com 24 vencimentos. Ao final do processo teremos um total de

24 séries que correspondem a algum vencimento em meses.



ANTES Futl Fut2 Fut3 Fut4
Datal
Data 2
Data 3
Datad
Cata 5
Datab
Data 7
Data 8
Data9
Data 10
Data 11
Data 12
Data 13
Data 14
Diata 15
Data 16

Figura 2: Formato dos dados antes da rolagem

DEPOIS Futl Fut2 Fut3 Fut4
Datal
Data 2
Data 3
Data 4
Data s
Data b
Data7
Data 8
Data9

Data 10

Data 11

Data 12

Data 13

Data 14

Data 15

Data 16

Figura 3: Formato dos dados depois da rolagem
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A Figura 4 mostra os dados reais apds o pré-processamento.

Prego (US$/MMBTU)

3500

Maturidade (Meses)

Tempo (Dias)

Figura 4: Dados do Henry Hub apds o pré-processamento

Apo6s o pré-processamento das séries de futuros obtivemos uma série que cor-
responde ao tempo ao vencimento (7) de um determinado futuro (Figura 5). Nota-se
claramente que ela acompanha um padrao bem definido para as novas séries apds o
pré-processamento. Se observarmos a série de tempo ao vencimento do contrato mais
proximo veremos que o vencimento do contrato varia de um dia 1til até vinte um ou
vinte e dois dias tteis. O mesmo raciocinio se aplica as demais séries de tempo ao
vencimento. Nota-se que o padrao de cores se repete, mas nao ha nenhuma relacao

entre as séries de tempo ao vencimento de cores iguais.

5.2 Simulacao Henry-Hub

Nesta secao serd simulada uma possivel realizacao dos precgos futuros de gas

natural seguindo o modelo de Schwartz-Smith.
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Figura 5: Tempo ao Vencimento (7)
5.2.1 Simulacao dos Processos x: e &;

Conforme dito no Capitulo 4 temos que o processo x; governa a dinamica
dos desvios de preco de curto prazo e o processo & governa a dinamica do preco
de equilibrio. As equacoes que devem ser discretizadas segundo o método de Euler-
Maruyama dos processos citados estdo descritas em (5.1) e (5.2). Ambas ja se

encontram na medida neutra ao risco.

dx: = (=KX — A\y)dt + 0, dZ;, (5.1)

dft = (Mé’ — )\g)dt + ngZg (52)

Apo6s a discretizagao pelo Método de Euler-Maruyama chegamos as equagoes

(5.3) e (5.4).

Xn+1 = Xn + (_KJXn - Ax>At + UXAWn (5 3)
= -\ + (1 — KAt)x,, + 0, AW,
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K Ax Ox He A O¢ Pxe
1,49 15,7% 28,6% -1,25% -2,5% 14,5% 0,3

Tabela 1: Parametros para Simulagao

Sn-i-l = fn + (,Ug — )\g)At + O'gAWn (54)

Os parametros utilizados na simulacao encontram-se na Tabela 1. Estes

parametros sao os mesmos encontrados no artigo [3].

Nas Figuras 6 e 7 podemos observar a realizacao dos processos x; e & para

1000 observacgoes e 10000 observacgoes respectivamente.

0.2

— X Desvio
— Z\ - Equilibrio

01— =

M ‘s”‘*w
oA

Valor

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Amostras

Figura 6: Realizagao dos processos x; e & com 1000 amostras

Para aferir se as simulagoes estao coerentes com os resultados tedricos do
modelo foram feitas diversas simulacoes dos processos x; e & para entao comparar os
resultados tedricos de média, variancia e covariancia dos processos com os simulados.
Estes resultados podem ser encontrados no Apéndice C nas figuras 13, 14, 15, 16 e

17.

5.2.2 Simulacao dos Futuros

Para simular os pregos dos futuros de Gas Natural vamos utilizar os mesmos

parametros da Tabela 1, assim como os processos x; e & simulados na se¢ao anterior.
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Figura 7: Realizacao dos processos x; e & com 10000 amostras

Sendo assim basta aplicar as equagoes (4.25) e (4.26).

De posse do tempo ao vencimento 7 = T — t podemos calcular a funcao

deterministica do prego dos contratos futuros A(7), como pode ser visto na figura 8.

A Figura 9 mostra uma possivel realizacao dos pregos futuros do Henry Hub

simulados.

5.3 Filtragem de Kalman

Nesta secao serd implementado o Filtro de Kalman conforme a Secao 3.4.

Como descrito em [3], temos que as varidveis de estado sdao o desvio de
curto-prazo (x:), o preco de equilibrio (&) e as observagoes sao o logaritmo dos
precos dos contratos futuros. Sendo assim podemos definir a equagao de transigao
(transition equation) que rege a evolucdo das varidveis de estado e a equagao de
medicao (measurement equation) que relaciona as varidveis de estado e os pregos

observados.

Para testar o filtro de Kalman implementado foram simulados os precos futu-
ros como na secao 5.2. Lembrando que os parametros utilizados constam na Tabela

1.
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Uma vez terminada a simulacao foi introduzido um ruido Gaussiano aos
log-pregos simulados o qual chamamos de ¢;,. FEste ruido possui média zero e va-
riancia arbitraria de 0,0001 em todas as componentes com maturidades diferentes.
Chamamos de H; a matriz de covariancia do ruido gaussiano ¢;. Na pratica, as
variancias certamente serao diferentes para cada componente. Por questao de sim-
plicidade consideramos a matriz mostrada na equagao (5.5) ou de forma simplificada
H; = diag(s?,s3,...,s%). Esta premissa é muito razodvel pois supomos no modelo
que os ruidos sao descorrelacionados entre si e também porque no processo de otimi-
zacao teremos que estimar apenas N variancias dos ruidos, onde N é o nimero de
séries de futuros gerados. Se tivessemos uma matriz completa teriamos que estimar

N? parametros o que tornaria o processo invidvel. No trabalho em questao N = 24.

si 0 0
0 s . 0

H, = (5.5)
0 O s

Voltando ao equacionamento teremos ainda as matrizes Z; e d; para a equagao

de observagao, confome mostrado em (5.6).

e fme 1 A(ry)
e "t 1 A(T

Z, = a0 (5.6)
e fTNE ] A1)

Com essas matrizes determinamos os coeficientes da Equagao (3.10).

Agora vamos definir as matrizes para a Equacao de Transigao (3.11) como

pode ser visto em (5.7).

Xt e HAL () 0 10
Ty = ) 7_;5 = ) G = ) Rt = (57)
& 0 1 e At 0 1

O ruido 7, possui média zero em ambas as componentes e matriz de covari-
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ancia dado por:

(1- 6—25At)§ (1- e—nAt)PxéZXUE
Covlny| = (5.8)
—KkAL PxeTxT. 2
(1 —e t) XfHX 3 g{At

Para este teste ja conhecemos todos os parametros e os dados iniciais, x; =
[X1,&1] e Pi. Ap6s rodar o filtro Kalman com os parametros conhecidos obtivemos
24 séries de futuros estimados. Para ilustrar podemos ver na Figura 10 que o grafico
da curva simulada do futuro com vencimento de um meés e da curva estimada estao

praticamente sobrepostos o que indica que o filtro funcionou bem.

Série simulada
Série apos filtragem

18— B —

16— . —

I
IS
T
1

Preco (US$/MMBTU)
-
Y
1

0.8 —

1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Amostras

Figura 10: Precos Simulados vs Pregos pds Filtragem de Kalman

Para garantir que o filtro funcionou de forma adequada foram feitos alguns
testes. O primeiro deles foi calcular o coeficiente de correlacao de Pearson para
cada uma das séries temporais com maturidades diferentes, logo apéds foi feito o
teste Ljung-Box nos residuos das séries para checar se aceitam a hipdtese de ruido
branco, e por ultimo foi feito o teste de Jarque-Bera nos residuos para checar se
aceitam a hipotese de normalidade. A Tabela 2 mostra os resultados. Para maiores

detalhes sobre os teste econométricos, consultar a referéncia [14].

Como pode-se notar a correlagao entre as séries simuladas e as séries filtradas
apresentam coeficiente bastante alto, além disso em todos os testes de Ljung-Box

e Jarque-Bera foi aceita a hipdtese nula de ruido branco e normalidade respecti-
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T (meses) p H (Ljung-Box) H (Jarque-Bera)

1 0,9992 0 0
2 0,9991 0 0
3 0,9989 0 0
4 0,9987 0 0
5 0,9985 0 0
6 0,9984 0 0
7 0,9984 0 0
8 0,9983 0 0
9 0,9982 0 0
10 0,9983 0 0
11 0,9981 0 0
12 0,9980 0 0
13 0,9981 0 0
14 0,9979 0 0
15 0,9980 0 0
16 0,9981 0 0
17 0,9980 0 0
18 0,9980 0 0
19 0,9981 0 0
20 0,9980 0 0
21 0,9981 0 0
22 0,9981 0 0
23 0,9981 0 0
24 0,9982 0 0

Tabela 2: Testes para o Filtro de Kalman
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vamente. Destes resultados podemos concluir que o filtro foi implementado com

Sucesso.

5.4 Calibragem do Modelo

O processo de calibracao do modelo resume-se no seguinte problema de oti-
mizacao: Encontrar o vetor de hiperparametros © = [k, Ay, 0y, fe, A¢, O¢, Pres X0, o,
S1,- .., 8y] que minimize a func¢ao de verossimilhanga dada por (3.17) dadas as res-

trigoes em (5.9).

(
—00 < Yo < 00

—00 < &y < o0
0< K<
—00 < A\, <00
0<o, <00
minln(L[y|©]) s.a. (5.9)
© —00 < ftg < 00
—00 < A¢ < 00
0<o0¢ <0
—1<pe =<1

0<s;, <00

\

O primeiro passo foi simular os precos futuros exatamente como na segao
3.4. Apébs a simulacao escolhe-se arbitrariamente um vetor de hiperparametros res-
peitando as condigoes expostas em (5.9). Apds isso, implementa-se o filtro de kalman
para calcular a fungao de verossimilhanga (L[y|©]) e seu gradiente com uma aproxi-
macao numeérica no ponto escolhido arbitrariamente. Feito isto foi utilizada a fungao

do Matlab fmincon para obter o vetor de hiperparametros 6timo.

Neste problema ha um total de trinta e trés parametros. Dois de condigao
inicial (xo e &), sete dos processos x; e & e vinte e quatro variancias dos ruidos de
observagao de cada série de futuro (s;). De modo a tornar o problema mais palpavel

foi adotada uma hipotese simplificadora onde a variancia do ruido de observacao de

43



Parametro Valor Real Valor Estimado  Erro

X0 0.0000 0.0013 0.0005
o 1.0000 0.9874 0.0001
K 1.4900 1.4895 0.0048
Ay 0.1570 0.1357 0.0294
Oy 0.2860 0.2897 0.0011
fe -0.0125 -0.0189 0.0087
e -0.0240 -0.0115 0.0099
O¢ 0.1450 0.1478 0.0043
Pye 0.3000 0.2594 0.0356
S 0.0100 0.0054 0.0023

Tabela 3: Resultado da Otimizacao para Dados Simulados

cada série de futuros foi considerado igual. Esta premissa é muito razoavel pois em
[3] estes ruidos s@o interpretados como erros na medida de pregos, que por sua vez
sao iguais para todas as maturidades. Deste modo, o problema resume-se a calibrar

o modelo com dez parametros.

O cédigo implementado no Matlab leva cerca de 15 minutos para dar a res-
posta do vetor de hiperparametros 6timo. O resultado da otimizagao pode ser visto

na Tabela 3.

O erro das estimativas foi calculado executando-se a rotina de otimizacao

diversas vezes e ao final calculando-se o desvio-padrao dos parametros.

Para garantir a robustez da rotina de otimizacao implementada foram inici-
adas diversas vezes o algoritmo com perturbacoes aleatérias no vetor de hiperpara-
metros 6timos com magnitudes diferentes (0.1%, 1.0%, 10.0%, 100.0% e 1000.0%).
Os resultados obtidos foram muito semelhantes, o que nos leva a crer que o ponto

atingido é préximo do maximo global.

O préximo passo foi calibrar o modelo para dados reais. O procedimento
adotado foi exatamente igual ao realizado com dados simulados. O resultado pode

ser visto na Tabela 4.
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Parametro Valor Estimado  Erro

X0 -0.7757 0.0078
& 0.5438 0.0034
K 3.3501 0.0295
Ay -0.3678 0.1876
oy 0.5734 0.0235
e 0.0012 0.0013
Ae -0.0150 0.0034
o¢ 0.3267 0.0135

Pre -0.2649 0.0781
s; 0.0456 0.0008

Tabela 4: Resultado da Otimizagao para Dados Reais
5.5 Aplicacao para Opcoes Reais

Para ilustrar uma das possibilidades de uso do modelo de Schwartz-Smith
sera aplicada a teoria de opcoes reais para valorar uma opcao de espera para entrada
em um investimento num poco de exploracao de Gas Natural. A teoria de opcoes
reais configura uma alternativa moderna para a andlise economica de projetos e

decisoes de investimentos sob incerteza.

O método cléssico da andlise de projetos por Valor Presente Liquido (VPL)
muitas vezes nao leva em conta diversos fatores, tais como: Incertezas no preco
de commodities que estao relacionadas com a receita do projeto, valor da opcao de
adiar o comeco do projeto, tempo 6timo para iniciar o projeto em questao. Podemos
citar algumas referéncias que tratam do assunto. Desde o trabalho embrionario de
Tourinho [15] que trata da valoragdo de uma mina de cobre pela abordagem de
opgoes reais até trabalhos mais recentes como o livro do Dixit e Pindyck [16] que

trata da teoria de investimentos sob incerteza.

O principal resultado utilizado nesta aplicacao sera o valor da opcao de espera
para comecar um investimento em um determinado projeto. Podemos interpreta-lo
como uma opc¢ao de compra americana, onde o ativo subjacente é o valor presente
do projeto e o strike é o investimento total para o projeto. A Equagao (5.10) mostra

este resultado.
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Opcao Financeira Opcao Real

N

4 Preco Subjacente Valor Presente do Projeto
K Strike Investimento

T Tempo de Maturacao Tempo para tomada de decisao
r  Taxa Livre de Risco =~ Taxa de Desconto do Projeto
0%  Variancia do Ativo Variancia do Valor do Projeto

Tabela 5: Quadro comparativo entre opcoes reais e financeiras

P(t,V;;T) = sup Ef[e"7(V, — )] (5.10)

t<r<T

onde: V; é o valor do projeto, I ¢ o investimento para viabilizar o projeto, r taxa de

juros livre de risco e T' é o tempo de maturagao do projeto.

Podemos observar na Tabela 5 um paralelo entre opgoes reais e opgoes finan-

ceiras.

O modelo de Schwartz-Smith apds sua calibracao com dados reais é capaz
de extrair as componentes nao observaveis que compoe o preco Spot da commodity
em estudo, neste caso o Gas Natural (Henry-Hub). De posse do prego Spot (S;)
saberemos com exatidao qual é o valor esperado em termos de receita deste projeto
de exploracao de Gas Natural ficticio, pois a receita do mesmo estd diretamente
relacionada a quantidade de volume produzido pelo campo de producao multiplicado

pelo seu preco Spot.

Agora para calcular o valor da opc¢ao de espera vamos utilizar o modelo
de Longstaff-Schwartz [17] que consiste em simular diversas vezes o valor do ativo
subjacente, calcular o payoff no vencimento da opcao para cada simulagao e em
cada uma das simulagdes aplicar o algoritmo Least-Squares Monte Carlo (LSM)
para aproximar a esperanca condicional dos fluxos de caixa descontados do valor da

opcao subsequente dado o estado atual.

Por questoes de simplificacao vamos considerar um investimento fixo I =
1,510° e V; = 1,010° x S;, sendo que S; é uma simulacdo do preco Spot do modelo
de Schwartz-Smith calibrado com dados reais segundo a Secao 5.4 e r = 6% a taxa

de juros livre de risco.

Apés a aplicagdo do modelo de Longstaff-Schwartz o resultado do valor da
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opcao de espera foi igual a 1,010°. Além disso, foram feitas outras simulacoes para
verificar a sensibilidade do valor da opcao em funcao do investimento e da taxa de

juros.

A Figura 11 mostra a evolucao do preco da opgao em fungao da taxa de juros
(r) com o investimento fixo I = 1,510%, onde podemos notar um comportamento
decrescente. Este resultado ja é esperado pois ao final de todas as simulagoes é feita
uma média dos fluxos de caixa descontados pela taxa de juros que resultam no valor
da opcao. Avaliando de forma qualitativa podemos dizer que quanto maior for a
taxa de juros, maior serd seu custo de oportunidade o que resulta em um menor

incentivo para realizar o projeto neste momento.

18

Valor da Opgao (R$ 10%)
I [
IS >

I
N

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Taxa de Juros

Figura 11: Valor da Opcao vs Taxa de Juros

A Figura 12 agora mostra o quanto o preco da op¢ao varia em fungao do valor
do investimento (I) com taxa de juros r = 6%, onde notamos um comportamento
decrescente. Este resultado também é esperado pois quanto maior o investimento [
a ser feito no projeto torna mais dificil o payoff da opgao em qualquer tempo ¢ ser
maior que zero e por sua vez ser maior do que o fluxo de caixa futuro, que por se

tratar de uma opc¢ao de compra americana nao seria exercida.

Um dado muito importante quando falamos em opgoes reais é o tempo de
exercicio 6timo da opcao, que neste exemplo foi de 9,2 anos, ie, o agente deve esperar

um pouco mais de nove anos para comecar o projeto.
Podemos concluir entao que no presente exemplo, o agente deve esperar para
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Figura 12: Valor da Opcao vs Valor do Investimento

exercer a opcao e seguir em frente com o projeto.
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6 Conclusao

Este trabalho teve como principal objetivo a calibragao do modelo de Schwartz-
Smith com a utilizacao do Filtro de Kalman. Para atingir tal objetivo foram estu-
dados diversos topicos de finangas que envolviam probabilidade, calculo estocastico

e aprecamento neutro ao risco.

Todo o processo comeca com a simulagao de precos futuros, seguido de alguns
testes para checar se a mesma foi bem sucedida. Logo em seguida o filtro de Kalman
é utilizado para extrair as componemtes nao observaveis. Apds isso a coleta e pré-
processamento dos dados reais de precos de Gas Natural (Henry-Hub) foi excencial

para obter bons resultados.

Passada a parte de coleta de dados foi calculada a funcao de verossimilhanca
do filtro de Kalman para dados simulados de modo a testar o algoritmo otimizador
que de fato calibra o modelo de Schwartz-Smith. Uma vez tendo sucesso nesta parte
os dados reais foram utilizados para extrairmos os parametros étimos que governam

a dinamica dos futuros do Henry-Hub.

A implementacao do modelo de Schwartz-Smith foi bem sucedida na medida
em que os resultados observados na simulacao dos precos futuros e os resultados
tedricos foram coerentes. A implementacao do filtro de Kalman mostrou resultados
condizentes com as hipdteses de normalidade, ruido branco e correlagao entre as
séries simuladas e as filtradas. O processo de calibragao se mostrou robusto tanto
para os dados simulados quanto para os dados reais, no entanto mostrou convergéncia

lenta o que inviabilizaria a utilizacao do mesmo para aplicacoes em tempo real.

Por fim, neste trabalho também foi feita uma aplicacao em opgoes reais para

dados ficticios o que resultou no preco de uma opgao de adiar o inicio do investimento



em um projeto de exploracao de Gas Natural.

Como trabalhos futuros podemos citar algumas melhorias, tais como simular
e calibrar o modelo de Schwartz-Smith para diferentes parametros e para outras
commodities diferentes do Gas Natural. Assegurando assim a robustez do método

tanto para parametros diferentes quanto para commodities de natureza distintas.
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APENDICE A - Distribuicido Log-Normal

Seja Y = In(X) uma varidvel aleatéria que possui distribuigdo normal de
média . e variancia 2. Entao pela definicao de log-normalidade X serd uma varidvel

aleatoria com distribuicao log-normal.

Sabemos que se Y é normal entao sua densidade de probabilidade é dada por

Al

1 —(y=w)?
= (A.1)

fly) =

2mo

Pela definicao da densidade de probabilidade temos que [* f(y)dy = 1.

Para achar a densidade de uma v.a. log-normal basta usar a relagdo y = In(x).

o0 —(y—p)2 o0 —(In(z)—p)>
! / e @502”) dy = ! / e ¢ éo)l’ = d_x =1 (A.2)
0

270 J_so 2o x

De posse da densidade de X conforme A.2, podemos calcular E[X].

1 ® _n@)-w? dx
E[X] = xe 202 —
2mo Jo T
1 X _(in(@)—p)?
g e 202 d]}
2mo Jo
1 & —(y—w)?
= eYe 202 dy (A3)
2710 J_o
2 1 C _(y—(ute®)?
= e“Jr% / e 202 dy
210 J_ o
g 6#4‘%

Por A.3 concluimos que In(E[X]) = E[Y] + 1/2Var[Y].



APENDICE B - Distribuicio conjunta de x; e &

Neste Apéndice desenvolveremos as Equacoes de Transi¢ao do Filtro de Kal-
man passo a passo para demonstrar que a distribuicao conjunta dos processos y; e

& é normal. A demonstracao segue a referéncia [3].

A idéia principal é achar o vetor de média e covariancia para a aproximacao
em tempo discreto para os processos x; e &. Ap0s isso basta aplicar o limite para
passos no tempo cada vez menores. A aproximacao discreta dos processos com passo
de tamanho At = t/n pode ser escrita como x; = ¢+ Qx;_1 +n,, onde x; = [xy, &),

c = [0, ueAt],

o 0
Q= ;
0 1
onde ¢ =1 — kAt, e ¢ é um vetor 2 X 1 de perturbagoes normalmente distribuidas

e serialmente descorrelacionadas com E[n,] =0, e

2

o At PreTy O AL

Var[n,| =W = X XX
Pre0y 0 AL O’?At

Com esse processo, o vetor de média n-passos a frente (m,) e a matriz

de covariancia (V) sao dados recursivamente por m,, = ¢+ Qm,_; e V,, =

QVn_lQ/ + W, com my = xy = [x0,%] e Vo = 0. Aplicando esta recurssao

chegamos em

’

m, = [gzﬁ”xo &o + uant] )



o VALY D, ;o PxeOxOc At Z?:_ol ¢*
PreOy O AL Zi:_O ot ognAt

V, =

Podemos entao re-escrever a série geométrica em m,, e V,,, usando

n—1 n—1

1 — pn1! 1 — 2(n—1)
Yo Yt

Os erros nesta aproximacao discreta sao de ordem menor que At. Assim, se

tomarmos o limite com n — oo e At = t/n — 0, entdo ¢" = (1 — kt/n)" converge

para e~ ¢*" converge para e 2t e
1 — (bn_l 1 — e Kt 1— ¢2(n—1) 1 — e—%t
— —
1— ¢ k. C T 1_g2 %

Substituindo estas formas limites nas expressoes de m,, e V,, chegamos no

vetor de média e matriz de covariancias das Equagoes (4.13) e (4.14).
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APENDICE C - Figuras
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28



ANEXO A - Cddigos

A.1 Arquivo simChiXi2.m

function [chi,xi,rho] = simChiXi2(N, dt, chi_0, xi_0, kappa, lambda_chi,
sigma_chi, mu_xi, lambda_xi, sigma_xi, chart)

% %
% Esta funcao simula os processos chi e xi do modelo de

% Schwartz—Smith

% %

% variancia do processo chi
var_chi = sigma_chi”2/(2xkappa)=*(1—exp(—2*«kappaxdt));

% variancia do processo xi
var_xi = sigma_xi"2xdt;

% gerando os ruidos correlacionados
Z1 = sqrt(var_chi)*randn(N,1);
72 = sqrt(var_xi)srandn(N,1);

rho_dt = corrcoef(Z21,72);
rho = rho_dt(2,1)/dt;

% criando chi
chi = zeros(1,N);
chi(1l) = chi_0;

for i = 1:1:N-1
chi(i+1) = (1—kappaxdt)xchi(i) + Z1(i);
end

% criando xi
xi = zeros(1,N);
xi(1l) = xi_0;

for i = 1:1:N-1
xi(i4+1) = mu_xixdt + xi(i) + Z2(i);

end
if chart =1
figure
plot (chi, ’LineWidth’ ,1)
hold on
plot (xi, ’r’,’ ’LineWidth’ 1)
legend (’\chi_{t} — Desvio’,’\xi_{t} — Equilirio’)
xlabel (’Amostras’)
end
end

A.2 Arquivo simSSfutPrices.m



% Este cbédigo visa simular o modelo de Schwartz—Smith para uma commodity %
% qualquer, alem de Calcular o prego do futuro gerado pelo modelo de SS. %
0, 0, 0, 0,

function [Fut] = simSSfutPrices(tau, kappa, lambda_chi, sigma_chi, mu_xi,
lambda_xi, sigma_xi, rho, chi, xi)

% pegando o tamanho de observagdes do processo chi
[M,L] = size(chi);

% adequando o tamanho do tau
tau = tau(end—(L—1):end,:);

% inicializando a matriz dos pregos futuros
Fut = zeros(24,L);

for j = 1:1:24
% calculando A em partes

mu_xi — lambda_xi)=*tau(:,

(1—exp(—kappaxtau(:,j)
1/2%((1 —exp(—2«kappax*t
+ 1/2x(sigma_xi"2*tau (:,
A + (1—exp(—kappaxtau (:,])

i)
))*(lambda_chi/kappa);
au(:,5))) (sigma_xi 2/ (2+kappa)));

>
Il
>~
+ 1

ho*51gma chixsigma_xi/kappa;

% calculo do log Futuro

logFut = exp(—kappastau(:,j)).*chi’ 4+ xi’ + A;
%logFut = A;

% calculo Futuro

Fut(j,:) = exp(logFut);

end

end

A.3 Arquivo inicialsimSSfutPrices2.m

% apagando as variaveis
clear all

% carregando o tau
load ’C:\ Users\Marotta\Documents\IMPA\ Projeto Final\Dados\tau’

% parametros da simulagdo
kappa = 1.49;

lambda_chi = 0.157;
sigma_chi = 0.286;
mu_xi_star = 0.0115;

mu-xi = —0.0125;

lambda_xi = mu_xi — mu_xi_star;
sigma_xi = 0.145;

%rho = 0.3;

% tamanho das amostras
N = max(size (tau));

% discretizacao do tempo em dias
dt = 1/252;

% valores iniciais
chi_0 = 0;
xi_0 = 17

% gera a simulacao de chi e xi
[chi,xi,rho] = simChiXi2(N, dt, chi_ 0, xi_0, kappa, lambda_chi, sigma_chi,

mu_xi, lambda_xi, sigma_xi, 0);

% gera a curva de futuros
[Fut] = simSSfutPrices(tau, kappa, lambda_chi, sigma_chi, mu_xi, lambda_xi,
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sigma_xi, rho, chi,xi);

figure

surf (Fut)

ylabel (’Maturidade (Meses) )
xlabel ( 'Tempo (Dias)’)

A.4 Arquivo testKalman.m

% script para a filtragem de kalman e otmizagao

% simula o prego dos futuros
inicialsimSSfutPrices2

Var_y = 0.0001;
u_t = sqrt(Var_y)*randn(max(size (Fut)),min(size (Fut)));

% equacao das observacoes
% observation equation
y = log(Fut)’ + u_t;

% matriz de covariancia de u_t
H = cov(u_t);

% criando a matriz Z, sem os 1s na segunda coluna
)

Z = exp(—kappaxtau)’;

% criando d

A = (mu_xi — lambda_xi)*tau;

A = A — (1—exp(—kappaxtau))*(lambda_chi/kappa);

A=A+ 1/2%((1—exp(—2xkappaxtau))*(sigma_xi~2/(2xkappa)));
A=A+ 1/2x(sigma_xi"2«tau);

A = A 4+ (1—exp(—kappaxtau))xrhoxsigma_chixsigma_xi/kappa;

d = A’; clear A;

figure

surf(y’)

ylabel (’Maturidade (Meses)’)
xlabel ( 'Tempo (Dias)’)

% equacao de estado

% state equation

T = [exp(—kappaxdt) 0 ; 0 1];
¢ = [0 ; muxixdt];
R=1[10; 0 1];

% gerando os ruidos correlacionados novamente
var_chi = sigma_chi”2/(2xkappa)=*(1—exp(—2*xkappaxdt));
var_xi = sigma_xi"2xdt;

netal = sqrt(var_chi)*randn(N,1);

neta2 = sqrt(var_xi)*randn(N,1);

Q = cov(netal ,neta2);

x_0 = [chi_ 0 ; xi_0];
PO=1[00;0 0]

% inicializando o filtro de kalman
x_e = zeros (2,N);
y_e = zeros (24 ,N);

(:,1) = x
y-e(:,1) = [Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]*x_e(:,1) + d(:,1);
P = T+«P_0«T’ 4+ RxQxR’;
F = [Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]*P*[Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]  + H;
InL = zeros (max(size(tau)),1);

% In da funcao de verossimilhanga
InL (1) = —min(size (tau))*max(size (tau))/2xlog(2xpi)—1/2xlog(det (F))
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—1/2x(y (1,:) '=y-e (:,1)) "/Fx(y(1,:) "=y-e(:,1));

for i = 2:1:N
x_e(:,1) = Txx_e(:,i—1) 4+ c;
P = T«P+T’ + R«+Q«R’;
K =Px[Z(:,i) ones(min(size(y)),1)] /([Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]*P
*[Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]’ + H);
x_e(:,i) = x_e(:,i) + Kx(y(i,:)’ — [Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]
*X*e(:7i) - d(vl))x
P = (eye(2,2) — K«[Z(:,1) ones(min(size(y)),1)])=P;
v-e(:,i) = [Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]*x_e(:,i) + d(:,1);
F = [Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]*P%[Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]’ + H;
InL (i) :(lan()cind)—l/Z*log(det(F))—1/2*(y(i ,i) —y-e(:,1)) " /Fx(y(i,:)”’
—y-el:,1 5
end

% fazendo testes para checar se o filtro estd adequado
y = y’; % modificando a dimensao do y para ficar igual ao do y_e

H.lbq = [];
% teste de Ljung—Box para medir se o residuo é um ruido branco
for i = 1:1:min(size(y))
H_lbq = [H_lbq lbqtest (y(i,:)—y-e(i,:))];
end

H_jb = [];
% teste de Jarque—Bera para medir se o residuo é normal
for i = 1:1:min(size(y))
H_jb = [H_jb jbtest (y(i,:)—y-e(i,:))];
end

corr = [];
for i = 1:1:min(size(y))

aux corrcoef (y(i,:),y-e(i,:));
corr = [corr aux(2,1)];
end
chart = 0;
if chart =1
for i = 1:1:min(size(y))
figure
plot (y(i,:))
hold on
grid on
plot(y_e(i,:),’r”)
legend (’Série simulada’,’Série apés filtragem ’)
ylabel (’Prego (US$/MMBIU) ’)
xlabel (’Amostras’)
end
end

A.5 Arquivo logLikeGrad.m

function [f,g] = logLikeGrad (theta , tau,y,dt,N)

% argumentos da funcgao

% tau: é argumento de entrada fixo

% theta sdo os pardmetros iniciais de entrada (total de xxx)
% theta (1) = kappa;

% theta (2) = lambda_chi;

% theta(3) = sigma_chi

% theta(4) = mu_xi;

% theta (5) = lambda_xi;
% theta (6) = sigma_xi;
% theta (7) = rho;

%

% theta (8) = s_0;

%

% theta(9) = chi_0;
% theta (10) = xi_0;
% ...
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% premissas:

% vou supor que P_0 = 0;

% vou supor que o ruido na série de observacgdes para maturidades diferentes
% é igual

kappa = theta (1);
lambda_chi = theta (2);
sigma_chi = theta (3);
mu_xi = theta (4);
lambda_xi = theta (5);
sigma_xi = theta (6);
rho = theta (7);

s_0 = theta (8);

chi_0 = theta (9);

xi_0 = theta (10);

% ruido das observagdes
u_t = s_O*randn(max(size (tau)),min(size (tau)));

% matriz de covaridncia do ruido das observagdes
H = cov(u_t);

% criando a matriz Z, sem os ls na segunda coluna
b

Z = exp(—kappaxtau)’;

% criando d

= (mu_xi — lambda_xi)*tau;

= A — (1—exp(—kappaxtau))*(lambda_chi/kappa);

A + 1/2%((1—exp(—2+kappaxtau))=*(sigma_xi"2/(2xkappa)));
A+ 1/2+(sigma_xi"2xtau);

= A + (1—exp(—kappaxtau))*rhoxsigma_chixsigma_xi/kappa;
A’; clear A;

A
I

equacao de estado

state equation
[exp(—kappaxdt) 0 ; 0 1];
c [0 ; mu_xixdt];
R=1[10; 0 1];

H XX
I

% matriz de covariancia de neta

var_chi = sigma_chi”2/(2xkappa)*(1—exp(—2*xkappaxdt));

var_xi = sigma_xi"2xdt;

cov_chi_xi = (1—exp(—kappax*dt))*rhoxsigma_chixsigma_xi/kappa;

Q = [var_chi cov_chi_xi ; cov_chi_xi var_xi];

% inicializagao
x_0 = [chi_0 ; xi_0];
PO=1[00; 0 0];

% inicializando o filtro de kalman
x_e = zeros (2,N);
y_e = zeros (24 ,N);

x_e(:,1) = x
(:,1) = [Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]*x_e(:,1) + d(:,1);
P = T+«P_0+T’ + RxQxR’;

F = [Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]*P%[Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]’ + H;

*[Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]’
x_e(:,i) = x_e(:,1) + Kx(y(i,:) — [Z(:,i
X,G(:,i)—d(:7i));

InL = zeros (max(size(tau)),1);
% In da funcao de verossimilhanga
InL (1) = —min(size (tau))*max(size (tau))/2xlog(2*xpi)—1/2xlog (det (F))—
1/2*(}'(17:)77}]*6(:»1))7/F*(y(1»:)77y*e(:’1));
for i = 2:1:N
x_e(:,i) = T*x_e(:,i—1) + c;
P = T«P+T’ + R+QxR’;
K = Px[Z(:,i) ones(min(size(y)),1)]’/([Z(:,i) ones(min(size(y)),1)]=x
P 1 + H)

5 ones (min(size(y)),1)]*

63



P = (eye(2,2) — K«[Z(:,1i) ones(min(size(y)),1)])=P;

v-e(:,i) = [Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]*x_e(:,i) + d(:,1);

F = [Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]*Px[Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]’ + H;

InL (i) :(lnL()i)—l)—l/Q*log(det(F))—1/2*(y(i ,i) —y_e(:,1)) " /Fx(y(i,:)”
—y-el:,1 5

end

% calculando o gradiente em cada componente

epsilon = le—6;

theta_now = [kappa, lambda_chi, sigma_chi, muxi, lambda_xi, sigma_xi
; thol;

num_param = 7;

ctrl = eye(num_param,num_param );

g = zeros (1,num_param);

for i = 1:1:num_param
g(i) = (logLike (theta_now + epsilonxctrl(:,i)’,tau,y,dt ,N,chi_0,
xi_0 ,u_t) — logLike (theta_now ,tau,y,dt,N,chi_0,xi_0,u_-t))/epsilon;
end

f = —InL(end);

A.6 Arquivo optmizeParamGrad.m

% script para a filtragem de kalman e otmizagao
tic

% simula o prego dos futuros
inicialsimSSfutPrices2

Var_y = 0.000001;
%Var_y = 0;
u_t = sqrt(Var_y)*randn(max(size (Fut)),min(size (Fut)));

% equacao das observacoes
% observation equation
y = log(Fut)’ + u_t;

% matriz de covariancia de u_t
H = cov(u_-t);
JH = zeros (24 ,24);

% criando a matriz Z, sem os ls na segunda coluna
7Z = exp(—kappaxtau)’;

% criando d

A = (muxi — lambda_xi)xtau;

A = A — (1—exp(—kappaxtau))x*(lambda_chi/kappa);

A=A+ 1/2+((1—exp(—2xkappaxtau))*(sigma_xi"2/(2xkappa)));
A=A+ 1/2+(sigma_xi"2xtau);

A = A + (1—exp(—kappa*tau))+rhoxsigma_chixsigma_xi/kappa;

d =A’; clear A;

figure

surf(y’)

ylabel (’Maturidade (Meses) )
xlabel ("Tempo (Dias)’)

% equacao de estado

% state equation

T = [exp(—kappaxdt) 0 ; 0 1];
¢ = [0 ; mu_xixdt];
R=1[10; 0 1];

var_chi = sigma_chi”2/(2xkappa)=*(1—exp(—2xkappaxdt));
var_xi = sigma_xi"2xdt;
cov_chi_xi = (1—exp(—kappax*dt))*rhoxsigma_chixsigma_xi/kappa;

Q = [var_chi cov_chi_xi ; cov_chi_xi var_xi];
x_0 = [chi_0 ; xi_0];
PO=1[00; 0 0];
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% inicializando o filtro de kalman
x_e = zeros (2,N);
y_e = zeros (24,N);

x_e(:,1) = x
( [

,1) = :,1) ones(min(size(y)),1)]*x_e(:,1) + d(:,1);

-
Il

T+«P_0+T’ + R«xQ«R’;

F = [Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]*P*[Z(:,1) ones(min(size(y)),1)]  + H;

InL = zeros (max(size(tau)),1);
% In da funcao de verossimilhanga
InL (1) :—min(size(tau))*max(sme( ))/2*log(2*p1) 1/2xlog (det (F))
—1/2x(y(1,:) '=y-e(:,1)) "/Fx(y(1,:) '=y-e(:,1));
for i = 2:1:N
x_e(:,i) = Txx_e(:,i—-1) + c;
P = TxP«+T’ + R*Q*R"
K=Px[Z(:,1) ones(mln(size(y)),l)}’/([Z( i) ones(min(size(y)),1)]
WPx[Z (1, 1) omes(min(size(y)),1)]" + H):
x,e(:,i)(: XSE( 1() —i—)I){*(y(l,:)’ — [Z(:,1i) ones(min(size(y)),1)]
P = (eye(272) — Kx[Z(:, ;) ones(min(size(y)),1)])*P;
yee(:,1) = [Z(:,1) ones(mln(51ze(y)) 1)]*x_e(:,1) + d(:,1i);
F = [Z(:,1) ones(min(size(y)), 1)]*P*[Z( ,1) ones(min(size(y)),1)]’ + H;
InL(i) = InL(i—1)—1/2xlog (det (F)) —1/2x(y (i ;) —y_e (:,1)) " /Fx(y(i,:)
_y*e( ’ ))
end
InL (end)
% teste da function handle para InL
theta_otimo = [kappa, lambda_chi, sigma_chi, mu_xi, lambda_xi, sigma_xi,
rho, sqrt(Var_y), chi_ 0, xi_0];
[f,g] = logLikeGrad (theta_otimo ,tau,y,dt,N,chi_0,xi_0,u_t)

% vetor inicial de pardmetros
theta_0 = 2xtheta_otimo;

options = optimset(’Display’, ’iter’,’GradObj’,’on’, ’TolX’ ,1e—12, TolFun’,
le—12,’MaxFunEvals’ ,5000, ’MaxIter’, 10000);

[opt fval] = fmincon (
theta_0,[],[],[],][
,Inf  Inf,Inf 1] ,]

@(theta) logLikeGrad (theta ,tau,y,dt,N,chi_0,xi_0,u_t),
] ,[ = Inf,—Inf,0,—Inf,—Inf,0,—1],[Inf,Inf, Inf

] ,options);

% fazendo testes para checar se o filtro estd adequado

y = y’; % modificando a dimensao do y para ficar igual ao do y_e

H.lbq = [];
% teste de Ljung—Box para medir se o residuo é um ruido branco
for i = 1:1:min(size(y))
H_lbq = [H_lbg lbqtest (y(i,:)—y-e(i,:))];
end

H_jb = [];
% teste de Jarque—Bera para medir se o residuo é normal
for i = 1:1:min(size(y))

H.jb = [H.jb jbtest(y(i,)—y-e(i,:))];

end
corr = [];
for i = 1:1:min(size(y))
aux = corrcoef(y(i,:),y-e(i,:));
corr = [corr aux(2,1)];
end
chart = 0;
if chart =1
for i = 1:1:min(size(y))
figure
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plot (y(i,:))

hold on

grid on

plot(y-e(i,:),’r’)

legend (’Série simulada’,’Série apds filtragem ’)

ylabel (’Prego (US$/MMBIU) ’)
xlabel (?Amostras’)
end
end

toc

A.7 Arquivo SSSpotSim.m

function S = SSSpotSim (N, dt, chi_0, xi_0, kappa, lambda_chi, sigma_chi,

mu_xi, lambda_xi, sigma_xi, rho)

[chi,xi] = simChiXi2 (N, dt, chi_0, xi_ 0, kappa, lambda_chi, sigma_chi,
mu_xi, lambda_xi, sigma_xi, rho, 0);

S = exp(chi+xi);

A.8 Arquivo AmOptLSM.m

function [Price,CF,S,t] = AmOptLSM(K,r ,T,N,M, type,chi_ 0, xi_0, kappa,
lambda_chi, sigma_chi, mu_xi, lambda_xi, sigma_xi, rho)

t = repmat(t’,1,M);

S = zeros (N,M+1);

for j = 1:1:M41
R = SSSpotSim (N, dt, chi_0, xi_0, kappa, lambda_chi, sigma_chi,

mu_xi, lambda_xi, sigma_xi, rho);

S(:,j) =R

end

S0 = S(1,1);

ExTime = (M+1)*ones(N,1);

CF = zeros(size(S));

CF(end,:) = max(K-S(end,:) ,0);

for ii = size(S)—1:—1:2

if type

Idx = find (S(ii,:) < K);
else

Idx = find (S(ii ,:) > K);
end
X = S(ii,Idx)’; X1 = X/S0;
Y = CF(ii+1,Idx) "«xexp(—r*dt);
R = [ ones(size(X1)) (1-X1) 1/2%(2—4xX1-X1."2)];
a = R\Y;
C = Rxa;
if type

Jdx = max(K-X,0) > C;
else

Jdx = max(X-K,0) > C;
end

nldx = setdiff ((1:M),Idx(Jdx));
CF(ii ,Idx(Jdx)) = max(K-=X(Jdx)
ExTime(Idx (Jdx)) = ii;

CF(ii ,nldx) = exp(—r*dt)*CF(ii+1,nldx);

,0);
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end

Price = mean(CF(2,:))*exp(—r*dt);
end



