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Resumo

Neste relatorio, descrevemos de forma sucinta os desenvolvimentos relacionados a metodo-
logia de calibragem de de superficies de volatilidade para precos de commodities com base em
técnicas de regulariza¢do de Tikhonov para funcionais convexos.

Por um lado os resultados tedricos garantem a confiabilidade e convergéncia dos resultados
e por outro o uso da metodologia online permite a incorporagdo progressiva de novos dados a
medida que os mercados evoluem para melhoria das superficies reconstruidas.

Os resultados apresentados neste presente relatério sao consequéncias de desenvolvimentos
em duas teses de doutorado do IMPA. A primeira, de carater mais tedrico foi o trabalho desen-
volvido por A. De Cezaro, sob o titulo On a Parabolic Inverse Problem Arising in Quantitative
Finance: Convex and Iterative Regularization e que aparece na série de preprints do IMPA
sob o nimero C111 /2010. Ja a segunda, que introduz a metodologia online, de autoria de Vi-
nicius Albani, sob o titulo Volatility Calibration in Equity and Commodity Markets by Convex
Regularization possui um bibliografia detalhada e descri¢ao dos algoritmos empregados.

As contribui¢des aqui apresentadas fazem parte de uma das linhas de pesquisa do Laboratério
de Analise e Modelagem Matemadtica em Ciéncias Aplicadas do IMPA.
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Introducao

O uso de técnicas matematicas sofisticadas em aplicacdes na industria de petroleo e energia
ja € uma realidade em vdarios segmentos deste setor, como por exemplo na explora¢do e na
distribuicdo. O presente relatério evidencia a sua importancia também no setor de andlise e
cobertura de risco, bem como no setor financeiro. Em particular, no presente texto utilizamos
técnicas de problemas inversos e estimac¢ao de parametros para calibrar modelos de precos de
opg¢oes e derivativos de commodities. Dentre os principais parametros na calibragem podemos
destacar a volatilidade local proposta por Bruno Dupire em seu trabalho cldssico [Dup94].

Os resultados apresentados neste presente relatério sdo consequéncias de desenvolvimentos
em duas teses de doutorado do IMPA. A primeira, de carater mais tedrico foi o trabalho desen-
volvido por A. De Cezaro, sob o titulo On a Parabolic Inverse Problem Arising in Quantitative
Finance: Convex and Iterative Regularization e que aparece na série de preprints do IMPA
sob o nimero C111 /2010. J4 a segunda, que introduz a metodologia online, de autoria de Vi-
nicius Albani, sob o titulo Volatility Calibration in Equity and Commodity Markets by Convex
Regularization possui um bibliografia detalhada e descri¢ao dos algoritmos empregados.

Além das teses acima mencionadas parte dos fundamentos tedricos do presente trabalho
foram publicados no trabalho [DCSZI12] e o restante se encontra submetido a publicacdo em
periddicos especializados. Outros traba relevantes ao presente relatério podem ser encontrados
nas teses supra-mencionados, dentre os quais destacamos os seguintes: [ABFT00, [AFHS97,
And’7/0, |Ave98a, |Ave9d8b, |Ave98cl, BI97, IBJ99, BMDGOS, ICré03, IDCSZ12, IDKZ96, Dup94,
EEOS, EHN96].

As contribui¢des aqui apresentadas fazem parte de uma das linhas de pesquisa do Laboratério

de Analise e Modelagem Matemadtica em Ciéncias Aplicadas do IMPA.

1 Motivacao e Desafios

Grandes empresas em mercados de commodities, como a Petrobrés, negociam um grande volume
de contratos derivativos sobre seus ativos base. Dentre estes podemos destacar os mais simples,

como a op¢ao de compra do tipo europeu que possui as seguintes caracteristicas,

* da o direito e ndo a obrigacdo do detentor deste contrato de comprar uma determinada

quantidade do ativo base em questio por um pre¢o pré-definido numa data futura.

* Este preco é denominado “strike” e esta data é denominada “vencimento”.
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* O preco da opcdo depende ainda do preco do ativo base, que estd sujeito a uma série de
incertezas. Portanto, uma boa andlise de risco é fundamental para que os investidores se
protejam do mesmo, evitando grandes prejuizos. Assim, uma grandeza nio-observavel
de suma importancia nestas andlises € a volatilidade, que, sob certas hipdteses, pode ser
extraida da série histérica de precos do ativo (vol histdrica), ou ainda, dos precos dos

derivativos (vol implicita e vol local).

Além dos contratos simples como a op¢ao de compra acima, na pratica ¢ fundamental o uso
de contratos mais sofisticados, como os contratos de troca de commodities ou mesmo de spread
temporal. Tais contratos mais complexos necessitam de um s6lido embasamento nos parametros
do modelo (neste caso das superficies de volatilidade).

Propomos aqui um modelo robusto que extraia dos precos de opcdes de compra do tipo eu-
ropeu a volatilidade local, introduzindo expectativas e informacdes a priori, por meio de técnicas

de regularizagdo de problemas inversos.

2 Objetivo

O nosso objetivo € extrair a superficie de volatilidade local a partir de precos de opgdes de com-
pra do tipo europeu, negociadas no mercado, através de técnicas de regularizacdo de problemas
inversos. Para isto assumimos o modelo de Dupire (em “Pricing with a Smile”) onde a superficie
de precos C = C(T,K) é obtida a partir de uma superficie de volatilidade A via a equagdo de
Dupire, onde K € o strike e T € o vencimento. Inconveniente: assumir que existem opcdes ne-
gociadas continuamente no tempo ao vencimento 7 e no strike K. Realidade: temos acesso a
precos de opcdes apenas para um numero bem pequeno de vencimentos 7" e de strikes K. Con-
sequéncia: Impossibilidade de usar diretamente a férmula de Dupire para encontrar a superficie
de volatilidade A, pois a aplicacdo de alguma técnica de interpolac@o introduziria apenas mais
incertezas. Solucdo Proposta: Aplicar a teoria de regularizacdo de Tikhonov ao problema em
questdo. Assim, dada a superficie de pregos C, queremos encontrar a superficie de volatilidade
local A correspondente. Isto serd feito da seguinte forma: encontrar um minimizador para o
funcional
|F(A)-C|]? +of (A)

com a superficie A sujeita a restri¢cdes apropriadas. Note que, F(A) representa a solu¢do da
equagdo de Dupire com superficie de volatilidade A. Observe ainda que o funcional de penalizagdo

f(A) € um regularizador do problema original, de minimos quadrados, que € instavel. Além disso,
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f(A) pode ser utilizado na introdu¢@o de informacdes a priori, como a exigéncia de suavidade de
A. Ja a constante ¢ que estd a frente do termo de penalizacao estabelece o quanto de regularizacdo

deve ser levado em conta e, portanto, deve ser escolhida de modo apropriado.

3 Aplicacao na Indistria do Petréleo

Petréleo e Gas sdo commodities de extrema importancia no mercado mundial de energia, por-
tanto ter acesso a superficie de volatilidade correspondente aos seus muitos ativos € de funda-
mental importancia para empresas como a Petrobras. Isto porque, através desta quantidade nao
observavel, dentre outras coisas, é possivel obter o preco justo de um grande niimero de instru-
mentos financeiros, como as também chamadas opg¢des exoticas. O conhecimento de tais pregos
¢ fundamental em decisdes corporativas, onde se deve decidir quando o investimento num de-
terminado projeto, como a exploracdo de um campo petrolifero, serd vantajoso ou ndo, o que
€ crucial para a sua implementacdo. Logo, o desenvolvimento de técnicas confidveis para ter
acesso a essa quantidade € tao importante. Isto tem motivado um grande nimero de trabalhos

técnicos e cientificos.

4 Resultados Teoricos

Utilizando as técnicas de regularizacdo de Tikhonov, chegamos ao seguinte problema: encontrar

a superficie A que minimize o funcional:
[F(A)-Cl|2+af (A),

onde a varidvel A estd sujeita a restricoes apropriadas. Além disso, podemos assumir que a su-
perficie de pregos C pode estar corrompida por um ruido branco gaussiano, de nivel > 0. Assim,
se denotarmos a superficie corrompida por C(3) e a sem ruido por C, teremos que ||C(8)-C]|| < 8.

Portanto, através das técnicas de andlise convexa conseguimos provar os seguintes resultados:
* Existéncia e regularidade de solu¢do para o problema penalizado
[1F(A)=Cl2+af(A),

para todo & > 0.
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* Convergéncia da solu¢do do problema penalizado com ruido para a solu¢do do problema

original sem ruido.

» Taxas de convergéncia da solucdo do problema penalizado com ruido para a solugdo do

problema original.

* Escolha apropriada do parametro de regularizacdo o por meio do principio da discrepancia

de Morozov, com convergéncia e taxas de convergéncia.

5 Exemplos Numéricos

Nesta se¢do apresentaremos diversos resultados numéricos usando a metodologia desenvolvida.

5.1 Petroleo Brasileiro S.A (PBR)

Para iniciar, apresentaremos as superficies de volatilidade associadas aos precos de opcoes de

compra da Petrobras no mercado de Nova York no ano de 2009.

5.2 WTI Brent

Neste paragrafo apresentaremos resultados referentes aos precos de 6leo do tipo Brent/WTI ne-
gociado nos mercados internacionais. Como nos mercados de equity para precos de acdes da
Petrobras apresentaremos os precos de op¢des de compra simuladas e comparados com precos
reais. Na segunda apresentaremos a diferenca de precos e na terceira mostraremos a superficie

de volatilidade local.
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Figura 1: PBR dia 248.
Dia 248: A primeira imagem apresenta precos listados e simulados de op¢des de compra de
acoes da PBR. A segunda mostra o erro relativo entre simulads e listados. A terceira e quarta
apresenta as superficies de volatilidade local.
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Figura 2: PBR dia 248. Funcional de Kullback-Leibler
Dia 248: A primeira imagem apresenta precos listados e simulados de op¢des de compra de acoes
da PBR. A segunda mostra o erro relativo entre simulads e listados. A terceira e quarta apresenta
as superficies de volatilidade local. Funcional de Kullback-Leibler usado na regularizagao.
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Figura 3: PBR dia 250.
Dia 250: A primeira imagem apresenta precos listados e simulados de op¢des de compra de
acoes da PBR. A segunda mostra o erro relativo entre simulads e listados. A terceira e quarta

apresenta as superficies de volatilidade local.
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Figura 4: PBR dia 250. Funcional de Kullback-Leibler
Dia 250: A primeira imagem apresenta precos listados e simulados de opcdes de compra de acdes
da PBR. A segunda mostra o erro relativo entre simulads e listados. A terceira e quarta apresenta
as superficies de volatilidade local. A regularizagdo fez uso da entropia de Kullback-Leibler
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Dia 242: A primeira imagem apresenta precos listados e simulados de op¢des de compra de
acoes da WTI. A segunda mostra o erro relativo entre simulads e listados. A terceira e quarta
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Figura 6: WTI dia 242. Funcional de Kullback-Leibler
Dia 242: A primeira imagem apresenta precos listados e simulados de op¢des de compra de agdes
da WTI. A segunda mostra o erro relativo entre simulads e listados. A terceira e quarta apresenta
as superficies de volatilidade local. Regularizacdo com o funcional de Kullback-Leibler.
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Figura 7: WTI dia 244.
Dia 244: A primeira imagem apresenta precos listados e simulados de op¢des de compra de
acoes da WTI. A segunda mostra o erro relativo entre simulads e listados. A terceira e quarta
apresenta as superficies de volatilidade local.
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Figura 8: WTI dia 244. Funcional de Kullback-Leibler
Dia 244: A primeira imagem apresenta precos listados e simulados de op¢des de compra de agdes
da WTI. A segunda mostra o erro relativo entre simulads e listados. A terceira e quarta apresenta
as superficies de volatilidade local. Regularizacdo com o funcional de Kullback-Leibler.
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Como nas secOes anteriores apresentaremos os resultados para o mercado de gas natural negoci-

ado na bolsa de Nova York e associados ao padrao do Henry Hub.
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Figura 9: HH dia 239.
Dia 239: A primeira imagem apresenta precos listados e simulados de opgdes de compra de
acoes da HH. A segunda mostra o erro relativo entre simulads e listados. A terceira e quarta
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Figura 10: HH dia 239. Funcional de Kullback-Leibler

Dia 239: A primeira imagem apresenta precos listados e simulados de op¢des de compra de agdes
da HH. A segunda mostra o erro relativo entre simulads e listados. A terceira e quarta apresenta
as superficies de volatilidade local. Regularizacdo com o funcional de Kullback-Leibler.
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