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Resumo

Propomos uma solugdo aproximada para o problemas de filtragdo em
multiplas geometrias, construida através de perturbagoes das equacoes que
regem o modelo. Mostramos que ela aproxima a solugao exata de que dispo-
mos para o problema no caso da producao feita em laboratério, em situacoes

onde a funcao de filtragao varia pouco.

1 Introducao.

A presenca de impurezas na dgua injetada no meio poroso é a grande responsavel
pela obstrucao dos poros e conseqiiénte perda de produtividade dos pogos produtores
de agua potavel. Os modelos para o transporte e deposicao destas particulas no meio
poroso dependem intrisicamente de uma funcao, a funcao de filtracdao, que nao pode
ser deduzida a partir de principios fisicos mas sim obtida experimentalmente. Sua
escolha impode, portanto, a necessida da conformidade experimental se a candidata
é para ser tomada com uma aproximacao razoavel do fenéomeno fisico.

A escolha tomada neste corrobora e estende os resultados obtidos para o pro-
blema de recuperacao em multiplas geometrias de de Zwart em [4], observando que
a deposicao estd intimamente ligada ao fluxo no meio poroso:
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onde ¢ é a concentracao de particulas depositadas, ¢ é a concentracao de particulas

suspensas, A é a funcao de filtragdo, u é o fluxo no meio poroso e por fim § é um

parametro a ser ajustado, dependente inclusive da geometria do fluxo.
Acrescentamos a este modelo uma dependencia explicita de X\ em termos de uma

pequena dependéncia linear em o, a saber:
Ao) = Ao(1 +€0),

onde Ay é uma constante, tornando o sistema de EDPs nao linear, porém apto a
registrar as modificacoes na deposicao conforme os poros se preenchem. Embora
este novo sistema nao linear nao possua solucao explicita conhecida para § # 1,
sua generalidade motiva a busca por solugoes aproximadas. Para isto consideramos
que a solucao pode ser dada em termos de uma série assintotica em e, centrada na
solucao do problema nao perturbado. Aplicamos o método das perturbacoes para
encontrar uma solugao aproximada de ordem um.

Comparamos esta solucao aproximada com a solucao no caso particular de geo-
metria linear, onde a solucao exata é conhecida. Mostramos que de fato a apro-
ximacao € boa para tempos pequenos, comparando o comportamento das duas
solugoes.

Prosseguimos comparando a formulagao apresentada com outra que despreza o
termo de acumulagao das particulas suspensas na equacao de conservacao de massa,
ambas devidas a Herzig et al [2]. Esta ultima tem se mostrado mais adequada para
simulagoes numéricas [3]

A posse do solugao aproximada por si lanca alguma luz na compreensao do
problema de deposicao. Também é 1til para a validacao de métodos numéricos para

este problema, estes sim o instrumento de maior peso na aproximacao de solugoes.



2 Desenvolvimento da solucao perturbada.

Nosso problema é encontrar uma solucao aproximada para o sistema:

0 0 0
%c—ac:—kaa, (a)

(1)
0 _ o\ B
50 = N2 (1+e0)c, (b)

onde € é negativo e pequeno, no sentido que |leo||r~ < 1. As fungodes ¢ e o estao
definidas para = € [z9,1], 0 < 2y < 1 e t > 0. Supomos ¢ e o tao suaves quanto o

necessario para os calculos que seguem.

2.1 Condicoes iniciais e de contorno.

Supomos que para t = 0 a rocha esteja livre de particulas depositadas e nao haja

particulas suspensas:
o(z,00=0 e ¢(z,0)=0. (2)

Para t > 0 existe uma injecao de fluido pela parede x = 1, o que representamos

como a condicao de contorno:
c(l,t) =1. (3)

2.2 Meétodo de perturbacao.

Trataremos o problema (1) como uma perturbagao do problema no qual e = 0, caso

onde dispomos das solugoes exatas [4]:

2, B=1 (a)
N t+z—1), B=1; (a)
TED= e exp{ i A_Oﬁ) { 15 _ 1] }(t+x 1), 841, (b) ©)



onde (4) e (5) valem no trapézio:
D =A{z € [xg,1],t > 1 —z}; (6)

Para {z € [z9,1],0 <t < 1—z}, o efeito da injegao (3) ainda nao foi sentido, de
forma que as condigoes iniciais (2) fazem o = ¢ = 0. Para o problema perturbado

concentraremos nossa atenc¢ao no trapézio (6).

Sejam agora ¢ e o solugoes do sistema (1), no trapézio (6). Supomos que ¢ e o
admitam representacao na forma de série assintotica em €. Assim, esperamos que a

solucdo de (1) esteja muito préxima da solucao do sistema onde € = 0. Escrevemos:

c(z,t) = co(x,t) +eci(x,t) + O(e?), (a)
o(x,t) = oo(z,t) + e oy (,t) + O(?), (b)

(7)

onde € ¢; e €0y s@o as corregoes de primeira ordem e ¢y e gy s@o as solugoes de (1)

quando € = 0.

Substituindo (7) em (1la) obtemos:

Dp(co+ec1) — Oy(co+ec1) + O(e%) = (8)
= (ax Co — 8t C()) + €(ax C1 — 8t Cl) + 0(62),

para o lado esquerdo e:

M1 P14 e(og +eor+ O(EH))][co +eer + OE?)] = 9)
=Xz ?[(co+ecr) +ecooo] + O(E%),

para o lado direito.
Igualando (8) e (9) obtemos:

(axCO — 8tCO — )\QZE_B Co) + 5(89601 — @cl) = (10)
=& )\0 .I‘_’B(C()O'O + Cl) + 0(62>.

Como ¢g é solugao de (1) para e = 0, a soma no primeiro par de parénteses é

zero. Dividindo (10) por € obtemos:
8;,; C1 —815 c1 = Aoiﬂiﬂ(Coao‘i‘Cl), (11)
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onde ¢y, 0¢ sao conhecidos e foram desprezados os termos de ordem mais alta.

Fazendo a substituicao de (7) em (1b) obtemos:

@t(00+€01+0(62)) = (12)
=Xz P [1+e(og+eor+ O?)] [co +ecr + O(?)]
=Xz g +eci+eagc] +O(E?).

Analogamente ao caso anterior, temos que 9,00 — Aoz ?cy = 0. Dividindo (12)

por € e desprezando os termos de ordem mais alta obtemos:
8t0'1 = )\0 I‘iﬂ (0'000 + Cl). (13)

Novamente, lembramos que oy e ¢y sao conhecidos. Unimos (11) e (13) no sis-

tema:

dycr—Oyer = Mx P [egoo + 1l a
1— 01 0 [coo0 + 1] (a) (14)
8t01:>\0x_5[0000+01]; (b)

que é o sistema para as perturbagdes de primeira ordem (¢, 07). A grande vantagem
desta abordagem é que ¢; pode ser obtido de modo independente de o7, como pode

ser visto em (14a).

2.3 Condicoes Iniciais e de contorno para o problema per-
turbado.

Da expansao (7a) temos:
c(1,E—1)=co(1,6 = 1) +eci (1,6 — 1) + O(e?), (15)

vale ¢(1,£ — 1) = 1, por (3), e também ¢o(1,£ — 1) = 1 porque ¢y é solucao do
problema (1) com ¢ = 0. Desprezando os termos de ordem mais alta temos que
c(L,E—1)=0,Ve>0.

Um argumento de continuidade em adi¢ao a um comentario analogo ao anterior

nos fornece o1(x,1 —x) = 0.



2.4 Solugao do problema perturbado.
Para resolver (14) propomos a mudanca de variaveis:
§=a+1; r=X;
X =ux, t=¢—-X,
donde usando a regra da cadeia obtemos:

d 0 0r 0 0Ot o 0

dX Oxro0X o0toX Ox Ot (16)
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Figura 1: Ilustragao do método de solugao por caractetisticas.

Na Figura 1 fornecemos uma ilustracao do método. A esquerda temos trés
caracteristicas, a primeira ¢, fora do trapézio (6), a segunda na regiao de transigao
e a terceira transportando informacgao do dado de contorno. Na figura a direita
exibimos o perfil da solugao para particulas suspensas como fun¢ao da posicao no
instante ¢y pré-fixado. Para a regiao de interesse (6), temos £ > 1. Fixando um tal
¢, a equacao (14a) reduz-se a EDO:

d
ax
para simplificar a notacao
¢(X) = (X, § = X);
oi(X) =0(X, - X), i€{0,1}.

(X, &€= X) = XX Pleg(z, & — X)oo( X, — X) + (X, €= X)].  (17)

(18)
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Resolvendo-a:

d _

e c1(X) = X0 X P [co(X)oo(X) + e1(X)]

d _ _
d_XCl(X)—AoX P er(X) = X X7 co(X)oo(X)

%[exp{— /1 s ds}cl(X)] — exp {— /1 X)\Os_ﬂds})\OX_BCO(X)UO(X). (19)

A solugao de (19) é feita em casos.

i) f = 1. Neste, temos que:

X
/ Xos Pds =In| X% —In [1]* = In X, X > 20 > 0. (20)
1

Aplicando (20) em (19) temos:

diX [exp{—ln(X)’\O}cl(X)] = eXp{ - ln(X))‘O})\oXlCo(X)UO(X)- (21)

b
Xc (X)) =i (1) + / s N\ s ¢o(s)o(s) ds. (22)
1
Note que ¢1(1) = ¢1(1,§ — 1) é o valor no “pé” da caracteristica. Isto fornece:
X
c(X) = X’\O/ Ao s~ ¢i(s)ag(s) ds. (23)
1

Substituindo (4a) e (5a) em (23) e na notacao (17); o(s) = o(s,& — s), c(s) =
c(s,& — s):
be
61(X) = X0 /1 Mo s~ (59) g 27N (E — s 15— 1)] ds (24)
2 3 Ao R
=X (5—1)/1 s ds.

Voltando as variaveis (z,t) temos:

cr(z,t) = Nea(t+2 —1) / s2072 (s, (25)
1



Escrevendo: .
f(x) :/ s 72 ds. (26)
1
temos que:

# IA0—1_1 A .
fay= 4 JaT bose do# (27)

Inz, se A\g=1.
De posse de (25) o célculo de o7 reduz-se a uma integragao. Usando (14b)

escrevemos:
t
o1(z,t) = oy(x, 1 — ) + Nz~ ! / [co(x, s)oo(x, s) + ci(x, s)] ds, (28)
1-x

onde o intervalo de integracao justifica-se observando que a solucao é nao nula apenas
acima da reta t = 1 — z. Lembre que o1(1) = 0, para o problema perturbado.
Substituindo (4a), (5a), (25) e (26) em (28) obtemos:

o1(x,t) = Nz ! /t [ X027 (r + 2 — 1) + Nz f2)(r +z — 1)]dr (29)
l1-—x

t
=Xz Aoz + N2 f(2)] / (r+xz—1)dr
1-z
t2 1 — 2
= X2 2T+ N f(2)] {5 +tr—t— (1-2)

—(l—x)x—l—(l—x)}.

Por fim (25), (29) é a solugao procurada para = 1.

ii) Caso [ # 1: Temos que:

XA Bs = 1 [x1=F_1 30
/1‘ oS 8—@[ — } ( )

Substituindo (30) em (19) obtemos:

e T TP 0 x0) = e (1) + (31)
X Ao_rg1-6_1
+/ (615[5 ]))\OS_BCO(S)O-O(S)dS'
1



Lembramos que ¢1(1) = 0. Substituindo (4b) e (5b) em (31):
a(X) = (32)

X
1{0 [Xl—ﬁl]/ efliioﬁ[sl—ﬁ—l])\os—ﬁ (el)\oﬁ[sl_ﬁl]) |:)\03_B€1>\0B[81_HH (S — 1) ds
1

I
o
@

20 1x1-6_1] \2 X 28 20 [s1=B_1]
e’ Ao(€ — 1)/ s P 15" ds.
1
Retornando as varidveis (z,t) a equagao (32) se escreve:
A _ x A -
ez, t) = A3 {el—oﬁ[xl o] / 5728 oTpls 7] ds} (t+z—1). (33)
1

Como 0 < o < z < 1, o integrando no termo entre colchetes esta bem definido
e é continuo. A integral pode ser calculada, ao menos numericamente, e daqui em

diante escreveremos:
g(z) = X\ il 1] / 5720 o5 1 g (34)
1

Para o célculo de oy, substituimos (4b), (5b), (33) e (34) em (28), integramos
em relagdo a t e pelas mesmas consideragoes do caso = 1 obtemos (lembre que ¢

nao depende explicitamente de t):
t

o1 (2,1) = on—ﬂ/ Do (2, ) (r + 2 — 1) + g(2) (r + 2 — 1)]dr

-z

= oz~ [ocg (. t) + g(x)](t + 2 — 1)%/2 (35)

3 Solucao explicita para o caso linear.

Para validar a solucao perturbada calculada em 2.4 desenvolveremos uma solucao
exata do caso onde a geometria é linear (3 = 0). Para isto, usando o Teorema 2.2

de [1] e a mudanga de varidveis (16) podemos reescrever o sistema (1) como:

d
X6 X) = (1l +eo(X 6~ X)e(X.£ - X); (a)

(36)

d
d—Xo'(X,f—X) = )\0(1+€U(X,€_X))J(Xv£_X)> (b)



3.1 Condicao de contorno para o.

O sistema (36) claramente dependerd de uma condigao de contorno para o em x = 1,
0 que motiva o subseqiiénte célculo. Considere a (1b) em x = 1. Ela reduz-se a
EDO:

d
(L) = Ao(1+ 2o (L, )e(L, 1), (37)

e usando a condicao de contorno (3), ¢(1,¢) = 1, obtemos a solugao:

1
- [eEAOt — 1] , para & > 0;
o(l,t) =4 € (38)

Aot, para £ =0.

3.2 Calculo para ¢ = 0 da solugao exata.

Partindo da (36b) que depende apenas de o e usando a notagao o(X,&{—X) = o(X)

temos:
d 2
0 (X) = Ao (X) = edoo(X)
e (5o )) = Ao e

Escrevendo p(X) = e %X (X)), obtemos por separacao de varidveis:

= el dX. (40)

Integrando (40) de 1 até x e retornando para o(X,£ — X) chegamos a:

Mg (1,¢ — 1)

X, ¢E—-X) = . 41
O'( 75 ) 1 + 50_(175 . 1) [GAO(X—l) . 1] ( )
Substituindo (41) em (36a) obtemos diretamente a férmula para ¢(X, & — X):
X
o(X, 6 — X) = oD exp/ eXoo(s,& — s)ds. (42)
1
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Usando (38) retornamos para as variaveis (z,t), lembrando que £ =t + x:

M@V (1t + 2 — 1)

t) = ;
O'(JZ? ) 1 + €U(l,t ‘l‘ T — 1) [6)‘0(:’:_1) — 1] (a);

(43)
clx,t) = el b exp/ eXoo(s,t +x —s)ds (b).
1

4 Comparacao das solucoes.

Comparamos nesta secao a solucao obtida para o modelo perturbado no caso de
geometria linear com a exata, calculada na secao anterior, obtendo uma expressao
para o erro da solucao perturbada no caso € = 0. Para tanto, a expressao da solugao

perturbada escreve-se:

C(l’, t)p = erola—1) ¢ 8e)xo(ac—l)[e)\o(gc—l) _ 1]/\0(t 4o 1); (a>

o(z,t), = Ne@ V(41 —1)+celePol=D — @) /9N\2(+ + » —1)2 (b)
(44)
Consideramos inicialmente que |[eo(1,t+x —1)||~ < 1, onde podemos expandir

(43a) em série de poténcias:

o(z,t)e = M [No(t+ 2 — 1) +e (Nt + 7 —1)2/2 — VN (t + 2 — 1)?)]
+ 2NN+ 2 — 1)P [1/6 — (e — 1) — () — 1)%] + O(<).
(45)

Temos que

o(z,t)e—0(2,1), = 2 DN (t+2—1)% [1/6 — (7Y — 1) — (@D — 1))]+O(e%),

(46)
o melhor resultado possivel na vizinhanga da aproximacao.
Usamos (45) em (43b) para calcular:
c(x,t)e = D g)geto@D) [e)‘O(l’_l) —1](t+2-1)
+ g2 \2ePhole=D) [e’\(’(x_l) — 1] (t+z—1)> 4+ 0O(), (47)
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e da mesma forma:
c(x,t)e — c(x, ), = e2\2e2o=D [e’\O(z_l) — 1] (t+z -1+ 0().  (48)

Das equacdes (46) e (48) vemos que o erro no pior caso é da ordem £%/3t.

5 Modelo de Herzig.

Um modelo bastante usado para a descri¢ao do problema de filtracao é devido a Her-
zig [2]. Observando que na equagao (la) o termo de acumulagao para as particulas
suspensas (0;c) é bem menor que aquele das particulas depositadas (9;0), a excessao
dos instantes iniciais, Herzig propoe que depreze-se a acumulacao das particulas
suspensas, simplificando o sistema e fornecendo 6timas propriedades numéricas [3].
Fazemos uma sucinta comparacao entre a solucao explicita obtida em 3, com a

calculada para o modelo de Herzig para geometria linear:

0 9,

%C = &O’, (a)

(49)
0
57 = X(14+e0)c, (b)

onde deve-se notar que fornecer uma condicao inicial para as particulas suspensas
nao faz mais sentido.

Aplicando o Teorema 2 de [1], podemos escrever a solugao explicita:

M@ D (1,1)
H = ! :
on(@:?) 1+ eo(1, 1) [erol@=D — 1] (2);

(50)
cp(z,t) = e’\O(”‘"l)exp/ eXoo(s,t)ds (b),
1

e o(1,t) ainda é dada pela equagao (38). O subscrito h indica que a solugdo provém
do modelo de Herzig. Subtraindo (50a) de (43a) e tomando o limite € — 0 (o que
significa que estamos avaliando o erro para o problema nao perturbado, em ambos
os modelos) obtemos:

o —op = e D (z —1). (51)
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Para o caso nao perturbado em geometria linear temos portanto que o erro de
aproximacao para a deposicao de particulas é constante. Fazendo o mesmo para a
concentracao de particulas suspensas vemos que o erro é zero. O caso perturbado

fornece, com mais trabalho, resultado semelhante.
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A Retorno as variaveis dimensionais.

O problema abstrato proposto em (1) provém de um modelo para a deposigao pro-
funda aplicavel as geometrias lineares, radiais e cilindricas de fluxo onde a funcao
de filtracao prevé uma possivel retencao acentuada de particulas com o aumento da
velocidade do fluxo.

Em termos das varidveis fisicas temos:

(ﬁzﬁ, o ST ST tz—‘q‘ t;
ri OVin
c* o*
c=—:; o= :
Cin7 <Z5Cm7
u* 1) A\ q
A =T ref 200wt () =
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onde:

r é a distancia percorrida na amostra de rocha em relacao ao centro de simetria,

variando entre rg e 71 ;
e 1" é 0 tempo na escala adequada;
e ¢ é o fluxo da suspensao;
e ¢ ¢ a porosidade da rocha;
e V,, é o volume total da amostra da rocha;

e ¢* é a concentracao volumétrica de particulas suspensas (com respeito ao vo-

lume poroso);
e ¢;, ¢ a concentracao volumétrica de particulas injetadas;

e 0% é a concentracao volumétrica de particulas depositadas com respeito ao

volume total;
e uy, ¢ avelocidade de referéncia do fluxo;
e u*(ry) é a velocidade de Darcy em ry ;
e )} é o coeficiente da fungao de filtracao, cuja unidade é o reciproco da distancia;
e A, (r1) é a édrea da superficie de rocha em ry ;

e m ¢ a dimensao.

Linear Cilindrical

Spherical

Figura 2: Ilustragao das geometrias utilizadas, cedida por A. H. de Zwart.
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Temos a tabela:

Geometria do fluxo

Area da secdo (A,,) Volume total (V,,) Dimensio

Linear!
Cilindrica?

Esférica

7 R? TR*(ry — 10) 1
2mrh 7reh 2
4rr? 4/37rd 3

1. consideramos no fluxo linear uma rocha de se¢ao fixa com raio R.

2. consideramos no fluxo cilindrico uma rocha de altura fixa h.

O expoente 0 é real e controla a relagao entre a velocidade do fluxo e a taxa da

deposicao de particulas. Em funcao dele também escrevemos:

B=(6+1) (mT_l)
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