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1 Introducao

O objetivo deste artigo é fazer uma rapida investigagdo dos trabalhos de
Ennio De Giorgi acerca do problema de Plateau. Para isso, comecamos com
uma introdugao (ndo tao rapida assim!) a bela histéria desta questao.

Em 1760, Joseph Louis Lagrange apresentou o seguinte problema :

1. “Dada uma curva fechada, simples (i.e., sem auto-intersegoes) C, existe
uma superficie que tem C' como bordo cuja area é minima dentre todas
as superficies de bordo C' 7”.

Este problema foi proposto por Lagrange para ilustrar um método (dito
célculo das variagoes), que ele criou para estudar problemas de minimizagao
de comprimento de curvas, drea de superficies e energia, entre outros. O pro-
blema acima contou com o estudo do fisico belga Joseph Antoine Ferdinand
Plateau, o qual realizou experiéncias (entre 1843 e 1869) com peliculas de
liquido (em especial, bolhas de sabdo) sob a agdo da tensao superficial. Co-
mo uma das conclusoes desses experimentos, Plateau “provou” a existéncia
de superficies que minimizam &area para “qualquer” contorno C. De fato, a
“prova”’ de Plateau consistia em tomar o contorno C', mergulhar em agua
com sabao e, entao, a superficie desejada é a representada pela bolha de
sabao que aparecer. A explicacao fisica para esta superficie assim obtida
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minimizar a area é uma lei conhecida como principio da minima agao, que
implica que as particulas da bolha de sabao irao se dispor sobre a superficie
de modo a minimizar a energia (e, consequentemente, a drea). Desde entao,
o problema 1 ficou conhecido como o Problema de Plateau. Note que
Plateau era cego, o que torna seu feito surpreendente !

Como citado no agradével livro de do Carmo [dC], a situagdo do problema
no inicio do século passado é destacada pela intrigante frase de Darboux :
“A andlise matemadtica nao pode até agora imaginar um método geral que
permita comecar o estudo desta bela questao”. De fato, o problema de
Plateau atraiu grandes matemadticos como Riemann, Weierstrass e Schwarz
sendo, entretanto, apenas resolvido no caso de certos contornos poligonais.

As primeiras tentativas de resolver o problema de Plateau visavam expli-
citar uma solucao. Porém, no século passado mudou-se este ponto de vista,
visando-se nao mais solugoes explicitas, mas primeiro provar a existéncia
de solugoes e dai mostrar outras propriedades relevantes (unicidade, re-
gularidade, etc.). Em particular, este novo ponto de vista foi aplicado,
com sucesso, por dois matemdticos : o hingaro Tibor Radé (em 1930) e,
independentemente, o americano Jesse Douglas (em 1931). Mais precisa-
mente, se D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1} é o disco unitério de R* e
0D = {(z,y) € R* : 22 + y?> = 1} é o seu bordo, eles provaram que :

Fixado um contorno C, existe uma funcao diferenciavel f: D —
R® que se estende a 0D levando-o bijetivo e continuamente em
C, cuja area é minima dentre todas as outras as fun¢oes diferen-
ciaveis que levam 0D bijetiva e continuamente em C'.

Dito de um modo mais claro, o resultado acima diz que existe uma solucao
do problema de Plateau no conjunto das superficies que sao imagens do disco
D em R? (ditas superficies “tipo disco”). Isto resolve o chamado problema
de Plateau do disco.!

O motivo da restri¢cao de Douglas as superficies tipo disco deve-se ao fato
de que, sendo o enunciado do problema de Plateau um tanto vago, faz parte
do problema identificar um espaco “razoavel” de superficies para se traba-
lhar. Isto nos conduz a uma série de possiveis generalizagoes do teorema de
Douglas : para superficies que nao sao tipo disco, imersas em R" ou, em ge-
ral, para superficies m-dimensionais contidas em R" (i.e., qualquer dimensao

!Lembramos que em 1936, Douglas foi laureado com a famosa medalha Fields por este
trabalho. Neste mesmo ano, Lars Alhfors também recebeu esta medalha, sendo eles os
primeiros “medalha Fields” da histdria.



e codimensdo), levando-nos aos vérios problemas de Plateau existentes na
literatura (ver a tdltima se¢do deste artigo para maiores detalhes). Antes de
entrarmos nestas questoes, vamos discutir um pouco a idéia de Douglas.

A solugao de Douglas consiste em utilizar a intuicao fisica que aprendemos
no primeiro paragrafo. Ou seja, definimos o que ¢ energia de uma superficie
(a qual representaremos pela fun¢do f correspondente) e em seguida, apés
uma certa escolha de espagos de fungdes, minimizamos a energia de f neste
espaco. Nao é dificil entao mostrar que minimizar energia implica em mini-
mizar a area. O ponto complicado é fazer a escolha certa dos espacos. Em
particular, foi necessario métodos de andlise do século passado, confirmando,
como citado em [dC], a profecia de Darboux sobre a importancia de novas
ferramentas “para iniciar o estudo desta bela questao”.

Voltando as possiveis generalizagoes do teorema de Douglas, existem na
literatura (tanto em portugués quanto em inglés) bons textos que tratam
dos casos de superficies que nao sao tipo disco e/ou imersas em R” (ver [L]),
além da unicidade e regularidade no teorema de Douglas (ver [dC], [L]). Para
maiores informagoes sobre estes casos, o leitor deve consultar as referéncias
contidas em [dC] e [L], em especial o texto de do Carmo [dC].

Passemos agora para o problema de Plateau em dimensao e codimensao
quaisquer. O problema de Plateau em toda sua generalidade sé foi resolvido
héa aproximadamente 50 anos, usando uma ferramenta conhecida hoje como
Teoria Geométrica da Medida. Dentre os principais matematicos que
utilizaram esta ferramenta (de modos distintos, como veremos) estdo Herbert
Federer, Wendell Fleming, Fred Almgren, W. Allard e, o “her6i” deste artigo,
Ennio De Giorgi. O enfoque de cada um destes autores é dado abaixo.

No formalismo de Federer e Fleming, uma superficie de dimensao k£ em R”
é uma corrente retificivel, ou seja, um conjunto S C R" sobre o qual temos
varias propriedades geométricas interessantes. Por exemplo, apesar de S
pode ser bastante geral, “quase” todo ponto de S admite um plano tangente
canodnico, e podemos integrar uma forma diferencial w, gerando assim uma
corrente, isto é, um funcional linear continuo sobre as formas diferenciais :

w|—>/w.
S

O nome corrente provém de uma analogia com correntes elétricas. Este
conceito ¢ uma generalizacao de distribuicoes devida a de Rham. J4 correntes
retificiveis foram definidas no trabalho [FF| de Federer e Fleming?.

2Este artigo de 1960 recebeu o AMS Steele Prize em 1986 dada a sua importéancia.



Um ponto de vista diferente foi tomado por Almgren e também por Al-
lard, os quais definiam superficies k-dimensionais de R” como um wvarifold.
Sendo este conceito bastante técnico, por motivo de completeza, diremos aos
entendidos apenas que um varifold é uma medida de Radon em R" x G(k, n),
onde G(k,n) é o Grassimaniano de k-planos em R".

Por outro lado, Ennio De Giorgi pensava em uma hipersuperficie de R”
como o bordo de certos conjuntos E (ditos conjuntos de Caccioppoli), os
quais tem boas propriedades geométrico-diferenciais. Por exemplo, o bordo
OF de um conjunto de Caccioppoli E tem plano tangente canénico (em quase
todo ponto). Neste aspecto, o formalismo de Ennio De Giorgi se assemelha
bastante com as correntes de Federer e Fleming. De fato, tais formalismos
sao equivalentes, no sentido de se ter um “dicionario” entre as correntes, de
Federer e Fleming, e os bordos de conjuntos de Caccioppoli, de De Giorgi.

Tendo tantos pontos de vista diferentes, o leitor pode-se perguntar: por
que os autores escolheram justamente apresentar, como o titulo indica, os
trabalhos de De Giorgi e nao os trabalhos sobre superficies que nao sao tipo
disco, ou unicidade no teorema de Douglas, ou as correntes de Federer (ou
ainda os varifolds de Almgren)? Para tentar responder a esta pertinente
questao, vamos dar trés motivos pelos quais fizemos esta opcao.

O primeiro é de cunho pessoal. Apds o curso de “Teoria Geométrica
da Medida”, no IMPA, com o professor Hermano Frid, ficamos com forte
impressao acerca da beleza do problema de Plateau.

Além disso, lembramos que existem excelentes textos sobre o problema
de Plateau no disco, inclusive unicidade no teorema de Douglas e superficies
(tipo disco ou ndo) em R". Por isso, optamos por tratar o caso geral do pro-
blema de Plateau, e ndo os métodos acima (que ndo ajudam na investigagao
do problema geral).

Finalmente, uma vez decidido escrever sobre o problema geral, nao foi
dificil chegar ao nome de Ennio De Giorgi. Bom, para aprender sobre va-
rifolds e correntes tem-se o livro de Herbert Federer [F] (que é um pouco
exaustivo para os leitores menos experientes), do qual foi feito a obra-prima
“Geometric Measure Theory” de Frank Morgan [M], um livro muito didético
onde Morgan objetiva fazer um “roteiro de estudos” para o livro de Fede-
rer [F]. Por outro lado, ndo existem textos tdo acessiveis quanto o livro do
Morgan sobre a teoria de Ennio De Giorgi (sendo o livro de Enrico Guis-
ti [G] uma das tnicas referéncias). Portanto, é natural tentar escrever um
roteiro de estudo (andlogo ao de Morgan [M]) para o livro do Guisti [G], cuja
primeira leitura nao é tao facil assim.
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Agora esclarecidas as razoes dos autores, vamos dizer porque existem
poucas referéncias sobre as idéias de Ennio De Giorgi. Para isso vamos contar
um pouco da vida pessoal e matematica de De Giorgi (parte dos dados abaixo
provém de [N], [LM] e [E]).

Ennio De Giorgi nasceu em 1928 na cidade de Lecce (localizada no sul
da Itdlia). Recebeu sua laurea (uma espécie de diploma de graduagdo) em
Roma (em 1950). Comegou suas pesquisas em 1951, ji demonstrando suas
habilidades matematicas ante outros pesquisadores.

Sendo atraido por calculo das variacoes, De Giorgi conheceu Renato Cac-
cioppoli. Sugerindo certas simplificacoes as idéias de Caccioppoli, De Giorgi
definiu o conceito de perimetro de conjuntos Borelianos e usou este conceito
para estudar o problema de Plateau. Uma das jéias da coroa desse seu estudo
foi o seguinte resultado: Se n < 7, todas as solug¢oes do problema de Plateau
sao regulares. Mais tarde, em 1969, em colaboragao com Guisti e Bombie-
ri, ele mostrou que este resultado era 6timo: existem solucoes singulares se
n > 8.

Além disso, De Giorgi se interessou também por equacoes diferenciais par-
ciais, provando um teorema de regularidade conhecido entre os especialistas
como teorema de De Giorgi-Nash. De fato De Giorgi obteve este resultado
antes de Nash, o que deixou Nash um pouco abalado, como relatado em [N].

Quanto a figura humana de Ennio De Giorgi, ele foi um defensor dos di-
reitos humanos (participando ativamente da Anistia Internacional) que tinha
muita fé em Deus (chegando ao ponto de ter tentado provar a existéncia de
Deus com matemaética). Apesar de ter ocupados cargos de prestigio, sempre
teve uma aparéncia muito pobre. Com efeito, o matematico Garabedian certa
vez comentou: “Era um cara sujo, magro, parecendo morto de fome. Mas eu
descobri que ele havia escrito um artigo”. Era sempre dedicado as pesquisas
de tal modo que jamais estabelecera uma vida intima ou alguma atividade
fora da matematica. Ele morava literalmente em seu escritério de trabalho.
Em resumo, era uma figura agradavel e singular. Em particular, dado este
“isolamento”, seus trabalhos nunca foram publicados em revistas de prestigio
ou de grande circula¢do. Por isso, muitas pessoas (como Guisti [G]) tiveram
que divulgar suas idéias.

De Giorgi faleceu em 25 de outubro de 1996 em Pisa, Italia, deixando uma
geracao de jovens matematicos que o tem como exemplo. Algumas fotos dele
estao disponiveis em [M] e [E].

Fechando esta breve descricdo da vida pessoal de De Giorgi, temos uma
pequena anedota (serd que é verdade?) :
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“Toda vez que De Giorgi mudava de gabinete de trabalho (o que signi-
ficava também uma mudanca de casa), seus alunos eram encarregados de
recolocar seus objetos (tanto pessoais quanto profissionais). Certa vez, numa
dessas mudancas, os alunos ficaram espantados ao verem uma gaveta cheia
de meias entre outras coisas. Ao vasculharem o fundo da gaveta, eles viram
um calhamago de papéis e perguntaram a De Giorgi se aqueles papéis eram
apenas lixo. De Giorgi examinou bastante o contetido dos escritos e falou:
nao, nao facam isso porque estes papéis sao dois trabalhos que eu queria
publicar a uns dois anos atras mas havia perdido...”.

Encerrando esta introducao, vamos falar mais um pouco sobre fortes apli-
cagoes da teoria geométrica da medida, cujo uso na matemadtica de hoje
transcendeu as motivagoes originais de De Giorgi, Federer e Fleming.

A teoria geométrica da medida é a linguagem natural para estudar geome-
tria de conjuntos singulares (no sentido de nao serem regulares como vemos
na geometria diferencial). Por isso, ela se adapta muito bem ao estudo de
muitos fenomenos fisicos como formagao de bolhas de sabao, buracos negros,
cristais e defeitos de materiais. Por exemplo, como dito em [M], Jean Taylor
usou esta teoria para analisar bolhas de sabao e criaturas do mar. Por outro
lado, Richard Shoen e Shing-Tung Yau® usaram esta teoria para provar de
maneira original a conjectura de positividade da massa em cosmologia (sen-
do este resultado estendendido a uma prova da conjectura Riemanniana de
Penrose por Bray). Em 2000, Hutchings, Morgan, Ritoré e Ros provaram a
conjectura da bolha dupla que grosseiramente diz que a bolha dupla de sabao
¢ a maneira mais economica de se empacotar dois volumes prescritos a priori.
Para aprender mais sobre esta e muitas outras conjecturas interessantes que
utilizam teoria geométrica da medida veja [M] e a se¢ao 5 abaixo.

2 Solucoes regulares para o problema de Pla-
teau: a estratégia basica

Como visto na introducao, estaremos interessados em estudar hiperficies do
R™ que sdo minimas (ou seja, minimizam drea). Para isto, a estratégia a ser
adotada serd :

1. Definir o que é uma superficie (em geral de modo a ter-se um conceito

3Este trabalho (somado a outras importantes contribui¢des) levou Yau a ganhar a
medalha Fields em 1982.



mais amplo que variedades, mas com alguma geometria diferencial);

2. Mostrar que existem superficies (no sentido acima) que minimizam area
via um teorema de compacidade;

3. Provar a regularidade da superficie acima (i.e., a superficie acima existe
“fisicamente” em R"). Em outras palavras, a superficie minima obtida
acima é uma variedade suave (no sentido usual).

Este tipo de método (dito método direto) é um velho amigo dos ma-
tematicos que trabalham com EDP’s. A vantagem deste método é que a
definicao de superficie pode ser tao geral que o teorema de compacidade no
item 2 acima é facil de se provar. Por outro lado, uma definicao muito geral
implica em sérias dificuldades no momento em que tentamos provar o item
3. De fato, isto serd nitidamente verificado nas subsecoes a seguir, onde a
regularidade ocupara a posicao central no desenrolar da historia.

Vamos comegar (seguindo o item 1 da estratégia) por descrever precisa-
mente quais as superficies em questao.

3 Preliminares

Para fixar notacao, dedicaremos esta se¢ao a relembrar ou introduzir alguns
conceitos menos usuais. Aos que estes conceitos soam de forma familiar, re-
comendamos que passem a ler a préoxima secao. Dizemos mais, aos leitores
que forem se “perdendo” mas que estao curiosos pelo final da historia, reco-
mendamos fortemente sempre consultar a subsecao 4.2, a qual é uma espécie
de odsis no meio do mar de resultados que se seguiram.

Inicialmente, introduziremos uma maneira de medir o tamanho de um
subconjunto do R". Esta maneira consiste em associar um nimero, chamado
dimensao de Hausdorff, a cada subconjunto de modo que qualquer aberto do
R™ estard associado ao niimero n, enquanto retas ao numero 1 e pontos ao
0. Conjuntos fractais como o conjunto de Cantor usual, estarao associados a
nimeros fracionarios.

Definicao 3.1. A medida de Hausdorff s-dimensional de um conjunto A é
definida por:

H,(A) = lim sup Z (diamU)*; A C U U

e—0
U<e \veu veu
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onde |[U| = sup diamU ¢é o didmetro da parti¢io U.
veu

Observe que em geral, m,(A) € [0,00]. E um exercicio para o leitor
verificar que my; é de fato uma medida, se s = n entao H, é de fato a
medida de Lebesgue de R e que se s; < s, entdo Hy, (A) > H,,(A). Vamos
introduzir agora a definicao de dimensao de Hausdorff de um conjunto:

Definicio 3.2. Definiremos a dimensao de Hausdorff de A como:
HD(A) = sup{s; H,(A) = oo}

Um exercicio instrutivo para o leitor fixar o conceito de dimensao de
Hausdorff é calcular a dimensao do conjunto de Cantor ternario usual.

3.1 Funcgoes BV

Definicao 3.3. Diremos que uma funcao integravel f : R® — R tem variagao
limitada em um aberto 2 C R", se

/ Df| = sup{ / f divg;g € C(RY) e [lg(@)]| < 1} < oo
Q Q

onde divg(z) = Y1, ggi (x) e C§°(2,R"™) é o conjunto das fungdes que sdo

infinitamente diferencidveis em {2 e com suporte compacto contido em 2.

O conceito de variacao de uma funcao pode ser melhor entendido com o
exemplo abaixo:

Exemplo 3.4. Se f possui todas as derivadas parciais integraveis, entao por

integracao por partes,
/fdivg:/gradf g.
Q Q

Tomando o supremo das igualdades no conjunto {g € C§°(Q, R™); ||g(z)|| <

1} temos que
[ 1ps1= [ llgads.
Q Q

Uma das primeiras propriedades importantes de funcoes BV é que a va-
riagdo é uma fungao semicontinua:



Lema 3.5. Seja f; uma sequéncia de funges BV convergindo em L'(Q)
para uma fungdo f € L'(Q), isto €,

i [ 1f; - £l =0,
n o0 o)

entao:

/|Df|§liminf/\ij|
Q Q

Demonstracdo. A prova deste lema é uma aplicacdo imediata do lema de
Fatou. Para cada g € C§°(§2, R"), temos que || f;divg — fdivg|/z1 — 0 donde,
pelo lema de Fatou vale:

/fdivg < liminf/fjdivg < liminf/ |D f;|
Q Q
Tomando o supremo do lado esquerdo provamos o lema. O

Ezemplo 3.6. Se E é um conjunto tal que a fronteira OF N Q) é C?, pelo
teorema de Gauss-Green, se xg denota a funcao caracteristica de E:

/XEdivgz/ divg:/ g(x)n(x)dH" ™,
Q ENQ (ENQ)

onde H"™! é a medida de Hausdorff (que coincide com a medida de Lebesgue)
da superficie OF N €.
Assim,

/ \Dxg| = Sup{/ xedivg; lg(@)|| < 1,9 € C°(Q,R")} = H* H(ENQ).
Q Q

O exemplo anterior indica que a variacao da fun¢do caracteristica yg de
um conjunto E generaliza a nogao de area do bordo. Inspirados no exemplo
anterior:

Defini¢io 3.7. [, |Dxg| é o perimetro de um conjunto E com respeito a Q.
Quando o perimetro for finito, £ é dito um conjunto de Caccioppols.

Ezemplo 3.8. Atengao: A igualdade [, [Dxg| = Hnp—1(0E N Q) do exem-
plo 3.6 nem sempre acontece! Por exemplo, se {r;} é uma enumeracao dos



w .
pontos com coordenadas racionais e E = J B(r;,27") entdo, pelo lema an-
i=1
k
terior o perimetro de E é finito ja que se Ey = |J B(r;,27") entdo xg, — X&

=1
em L'(R") e
/ |Dxg,| < C(n)
Rn

onde C(n) s6 depende de n. Porém, H, ;(0F) = oo pois os pontos com
coordenadas racionais sao densos em R", donde nao ocorre a igualdade.

Observacao 3.9. Podemos definir uma norma no conjunto BV (2), o conjunto
das funcoes de variagao limitada, pela seguinte expressao:

Il = [ 171+ [ 1011

O leitor pode verificar que BV () com esta norma é um espago de Banach.

Nosso primeiro passo é mostrar que existem conjuntos de Caccioppoli mi-
nimizantes, o que corresponde ao andlogo as superficies minimas no sentido
classico. Para tanto, utilizaremos um teorema muito util de compacidade pa-
ra fungoes BV. Antes porém, relembraremos a definicao de fun¢ao Lipschitz:

Definicao 3.10. Uma funcao f é dita Lipschitz, se existe uma constante C
tal que |f(z) — f(y)| < Clz —yl.

As fungoes Lipshitz tem lugar em vérios ramos da matemética (com apli-
cagoes desde a geometria das superficies minimas até os sistemas dinamicos,
na construcao das medidas SRB). Estas fung¢oes tem a propriedade de que,
apesar de nao serem necessariamente diferencidveis, verificam essa proprie-
dade em quase todo ponto (pelo teorema de Rademacher, ver [EG]). Outro
fato de interesse é que essas funcoes preservam conjuntos de medida nula.

Diremos que um conjunto tem bordo Lipschitz, se localmente seu bordo
pode ser escrito como grafico de uma funcao Lipschitz. Nesse contexto:

Teorema 3.11 (Rellich). Seja Q um aberto limitado de R™ com bordo
Lipschitz. Dada uma sequéncia f; € BV (Q) tal que [, |f;| + [o|Dfi| < M
para todo j, entdo existe f € BV (Q) tal que:

1 Jolf = fil =0
2. [o|Df| <M.
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Em outras palavras: O conjunto das funcoes BV com norma limitada por
um M > 0 € relativamente compacto na topologia induzida pela norma L*.

Reunido os ingredientes, mostraremos agora a existéncia de conjuntos de
Caccioppoli minimizantes:

Teorema 3.12 (Existéncia de Superficies Minimas). Seja Q) um aber-
to limitado com bordo Lipschitz. Dado um conjunto de Caccioppoli F', existe
um conjunto de Caccioppoli E coincidindo com F' fora de Q) tal que para todo
conjunto de Caccioppoli L coincidindo com F' fora de 2 vale:

/|D><E| < /\Dm

Demonstragao. Como §2 é limitado, podemos escolher r tal que Q C B,(0).
Assim, dado qualquer conjunto L coincidindo com F fora de €2, temos que:

/ Dy = / Dyl + / Dxrl.
»(0) R”»—B,(0)

Deste modo, basta mostrar que existe um conjunto F coincidindo com F
fora de €2 tal que para todo L conjunto de Caccioppoli coincidindo com F
fora de €2 vale:

[ ipxel< [ Dx )
»(0) B, (0)

Como | B.(0) |Dxp| é limitado, tomando E,, uma sequéncia minimizante
para (1), temos que fBT(O) |Dxg,| é limitado por algum M > 0. Pelo teorema
de compacidade de Rellich, existe alguma fun¢ao f € BV (1) tal que xp;, — f
em L'(B,(0)) e fBT(O) IDf| < M.

Observe que como x g, converge para f, temos que f coincide em qtp com
a funcao caracteristica de algum conjunto E. Pelo lema 3.5, temos que F é
minimizante. ]

O teorema acima é dito existéncia de superficies minimas pois, como vi-
mos na introducao, De Giorgi considera como superficie o bordo de conjuntos
de Caccioppoli e o enunciado acima diz que o perimetro (i.e., a drea) pode
ser minimizada. Note que, assim como haviamos comentado, este resultado
nao foi muito dificil de ser provado.
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Para concluir esta subsecao, veremos um resultado que mostra que con-
juntos de Caccioppoli sao aproximados por conjuntos suaves. Para a idéia
da prova deste teorema veja o apéndice deste artigo.

Teorema 3.13. Seja E um conjunto de Caccippoli. Entdao exriste uma sequéncia
de conjuntos E; com o bordo C™ tal que:

1. [, Ixe — X&;| = 0
2. Jo|Dxs;| = [o [Dxal-

Nosso principal objetivo agora é mostrar um conjunto de Caccioppoli
(ndo necessariamente minimizante), nao s6 é aproximado por conjuntos
suaves, mas ele préprio € suave na maioria dos pontos de seu bordo.

3.2 Regularidade de conjuntos de Caccioppolil: o caso
geral

Durante esta subsecao estaremos interessados no estudo de conjuntos de Cac-
cioppoli F quaisquer e vamos procurar entender como 0F é na maioria de
seus pontos. Um objeto de importancia nesta subsecao serd uma generali-
zagao de vetor normal. Com o intuito de motivar a definicao geral, vamos
fazer como em Anélise (especialmente distribuigoes), ou seja, estudar primei-
ro um exemplo caso regular:

Ezemplo 3.14. Suponha OE uma hipersuperficie C* e x € JE. Defina v,(z) :
I8, () P¥E

pr(w) |Dep|”
pode-se provar que

Usando-se a teoria de traco de fungoes BV e o teorema de Stokes,

1
Volx) = . v - dHTL—
p(7) Mp—1(0E N B,(z)) /aEan(w) 1

onde v é a normal interior a OF e H,_; é a medida de Hausdorff (n — 1)-
dimensional. Por continuidade de v, é ficil verificar que v(z) = lin(l) vp(2).
p—

Ou seja, se OF é hipersuperficie C? entdo liII(l) v,(x) é o vetor unitario normal
p—
interior (para detalhes ver [G|[pg.44]).

Inspirados por este exemplo faremos a defini¢ao:
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Definicdo 3.15. Um ponto z € OF pertence ao bordo reduzido (denotado
por 0*E) se valem as seguintes condiges:

1. pr(w) |Dypg| > 0 para todo p > 0,

. .. . o _ pr(m)DSOE
2. Existe o limite })1_1}(1) vp(z) = v(z), onde v,(z) = Toria D5

3. |v(z)|=1

Observacao 3.16. Pelo teorema de Besicovitch de diferenciacao de medidas
(ver [EG]), segue que v(z) existe e |v(z)| = 1 para |Dyg|- quase todo z € R
e, mais ainda, Dpg = v|Dyg|.

Observagao 3.17. A definicdo acima generaliza a nogdo de vetor nor-
mal unitério, como comprova o exemplo 3.14. De fato, se OF é C?, pelo
exemplo temos que 0*F = OF e v(zx) é o vetor normal unitdrio interior.

Vamos ilustrar a definicdo 3.15 com mais um exemplo:

Ezemplo 3.18. Seja E o quadrado unitdrio de R%. Na definicao 3.15, as con-
dicoes 1 e 2 sao satisfeitas em todo o bordo e 3 sé nao é satisfeita nos pontos
onde o bordo nao é suave (em tais pontos vale |v| = \%) Fica como exercicio
verificar os detalhes.

Apoés estes exemplos, vamos preparar a chegada do teorema de regulari-
zagao com alguns lemas:

Lema 3.19. Se E ¢ conjunto de Caccioppoli entdo O*E é denso em OF.
No que se segue, v;(x) denotard a i-ésima componente do vetor v(z).

Lema 3.20. Se v(z) ndo varia muito entdo E tem, localmente, bordo Lips-
chitz. Ou seja, se vy(x) > q > 0 para algum q fizo e |Dxg|-q.t.p. © € Q
(Q C R™ aberto convero) entdo existe A C R* ! e f: A — R funcdo Lips-
chitz tais que:

OENQ={(y,t):y€ A t=f(y)} = graf(f).

Mais ainda, |f(y) — f(¥)| < ¢ '\/1— ¢%|ly—17|, i-e., a constante de Lipschitz
de f so depende de q.

Ainda sobre o lema 3.20 podemos dizer:
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Lema 3.21. Nas condi¢cdes do lema 3.20, valem as formulas para qtp x:

vi(z) = Dif ) i=1,...,n—1

V1+Dfy)P

vn(z) = L

V1+[Df)>

Observagio 3.22. Como fungoes Lipschitz tem derivadas em qtp (teorema de
Rademacher [EG]), tomar derivadas no lema acima faz sentido.

Colocando estes lemas geométricos lado a lado temos o teorema de regu-
laridade, o qual é o resultado central desta subsec¢ao:

Teorema 3.23. Seja E Caccioppoli em Q) tal que v(x) existe para todo x €
OE N Q e é continuo. Entio OF N é uma hipersuperficie C!.

Demonstragao. Por hipétese, v é continuo. Porém, |v(z)| =1 em 0*FE e, pelo
lema 3.19, 0*E é denso em OF. Logo |v(z)| =1 em OE. Fixe zy € OF N .
A menos de uma rotagao, como |v(xg)| = 1, podemos colocar v(xy) no semi-
eixo positivo x, e supor v,(z) > ¢ > 0 em vizinhanca convexa de o, para
q > 0 fixado. Pelo lema 3.20, OF é, nesta vizinhanga de xg, o grafico de uma
fungao Lipschitz f que verifica (pelo lema 3.21)

v; (.T)
V()

() Dif(y) =

x = (y, f(y)).

Como, v;(z), v,(x) sdo continuas, v,(z) afastado de 0, () diz que D, f(y)
coincide em qtp com uma funcao continua. Portanto, f é C*. O

4 A idéia de Ennio De Giorgi

Primeiramente, vamos tornar oficial a defini¢cao de conjunto minimo:

Defini¢ao 4.1. Um conjunto de Caccioppoli E ¢ dito minimo em Qse [, [Dxg| <
Jo |Df], para toda f € BV tal que supp(f — xg) C Q.

A idéia de Ennio de Giorgi consiste em provar o seguinte lema, o qual
estd centrado na hipdtese abaixo (dita condigdo de De Giorgi (CDG)):
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Lema 4.2 (Lema de De Giorgi). Para todon > 2 e 0 < a < 1, eziste
uma constante o(n,a) tal que se E é Caccioppoli em R*, x e R*, p > 0, £
é minimo em B,(x) e

(CDG) /

Dp| — | / Dyy| < o(n,a)- g
By (x) By(z)

entao vale

/ D]~ | D¢E|5an{/ D]~ D¢E|}.
Bap(x) Boy(z) By(z) By (z)

Este lema é um dos mais duros da teoria. Apesar de muito técnico e
aparentemente ndo informar nada intuitivo, uma interpretacdo geométrica
pode ser feita assim. Defina

AE.p) = Dxsl - / D)

Pelas propriedades do bordo reduzido temos

AE,p)=p' " {Hat(B,NI"E) — | v(z)dHn1}.
B,NO*E

Isto significa que A(E, p) mede o quanto o vetor normal varia e, portanto,
o Lema de De Giorgi nos da informacao sobre esta variagao (de fato a con-
digdo de De Giorgi (CDG@G) pede que esta variagdo A(FE, p) seja menor que
uma constante pequena o(n,«)). Este tipo de resultado sobre vetores nor-
mais ¢ util para a regularidade, como vimos no teorema 3.23. Os teoremas
que darao regularidade em qtp sdo os seguintes.

4.1 Regularidade de conjuntos de Caccioppoli II : o
caso minimo

Teorema 4.3. Suponha E Caccioppoli em R*, x € OF, p>0el0<a<1
tais que E é minimo em B,(x) e que vale (CDG) do lema 4.2.
Entao OF N B,(x) é hipersuperficie analitica para r = p(ow — an-1).

Teorema 4.4. Seja E Caccioppoli, minimo em Bi(0). Entio H,_1(0FE —
0*F) = 0.
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A demonstragao destes teoremas contém uma bela matematica, a qual in-
clui teoria da medida (coberturas de Vitali), Anélise e EDP (fun¢es harménicas,
equagoes eliticas) e geometria. Alguns lemas sdo bastante importantes (ao
ponto de terem aplicagoes a Geometria Simplética, na prova do famoso teo-
rema non-squeezing de Gromov).

Porém, a prova ¢ intrincada o suficiente para desmotivar os bravos leito-
res que resistiram até aqui. Por isso, mais detalhes foram deixados para o
apéndice. Vamos apenas mostrar como o Lema de De Giorgi prova a regula-
ridade em quase todo ponto.

Nao ¢ dificil ver que se x esta no bordo reduzido 0*F entao x satisfaz

a condicdo de De Giorgi (CDG). Com efeito, tome & < %, onde wy,
é o volume da bola unitdria m-dimensional. Por um (importante) lema a
ser enunciado no apéndice, tem-se sempre |’ 5, (2) Dxg| < tnw,r™ ', se E
¢ minimo e x € OFE. De outro lado, se x estd no bordo reduzido entao
lvp(x)| = 1 quando p — 1. Concluimos que, escrevendo a defini¢ao de v,

1
| pesl=1 [ Desl<e [ |Dxsl < el < oln )
Bp(z) By(x) By(z)

para p pequeno, ou seja, verificamos (CDG).

Agora, vamos ver no apéndice que, como coroldrio do lema de De Giorgi
(ver o corolario 6.6 no apéndice), todo ponto onde vale (CDG) esté no bordo
reduzido 0*F. Entretanto, o teorema 4.3 diz que todo ponto que satisfaz
(CDG) (logo, todo ponto de 9*E) tem vizinhanca onde OF é regular. Em
outras palavras, pelo teorema 4.3 e lema 3.19, JF é regular numa vizinhanca
de qualquer ponto do aberto e denso 0*F. Mais ainda, pelo teorema 4.4,
H,_1 quase todo ponto de OF estd em 0*E. Resumindo,

Se E é Caccioppoli minimo entdo OF ¢é reqular (analitica) numa vizi-
nhanca de H, 1 quase todo ponto.

4.2 Mais um pouco de motivacoes

Caro leitor, ndo pense que os autores nao estao conscientes da quantidade de
informacao descrita nos emocionantes paragrafos acima: fun¢ées BV, método
direto das EDPs, teoria da medida e até lemas com aplicagoes a geometria
simplética (em particular o misterioso teorema de Gromov) e, quem diriam,
a teoria ergédica (medidas SRB, mapas expansores por partes). Isto é que é
uma verdadeira rede de conexao de idéias. Por isso, gastaremos um paragrafo
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(ou dois se nos permitirem) para explicar, de maneira global, o que fizemos
até agora e o que pretendemos fazer adiante.

Lembramos que estamos seguindo o método direto: introduzimos o con-
ceito de superficie na definicdo 3.7 e vimos (no teorema 3.12) que é relati-
vamente simples provar a existéncia de superficies minimas. Seguindo ainda
a idéia do método direto, estudamos a regularidade dos conjuntos de Cacci-
oppoli em 2 casos: o caso geral e o caso minimo, sendo este tultimo o mais
interessante pois é ligado ao problema de Plateau. A partir daqui é que
comeca a parte mais dificil da teoria.

O fluxo de raciocinio foi a grosso modo assim: o centro das atencoes foi
o vetor normal (e consequentemente o bordo reduzido, um conceito intima-
mente relacionado). De fato, observamos no teorema 3.23 que o vetor normal
variar bem implica em regularidade da nossa solucao minima ao problema
de Plateau (a qual é a priori somente mensurédvel). Aproveitando esta idéia,
aprendemos como o Lema de De Giorgi 4.2 sobre variacao do vetor normal
interior implica em um fortalecimento substancial da regularizacao no caso
minimo.

Porém, ainda resta saber se os pontos singulares (i.e., os pontos nao
regulares) existem mesmo ou foi somente uma “falha” dos teoremas acima,
os quais podem ter sido um tanto fracos de modo a nao cobrir os casos gerais.

Esta questdo é muito interessante e ela serd o tema da secido seguinte.
Fazendo um pouco de cenas dos proximos capitulos, adiantaremos o que vai
acontecer. Vamos mostrar que pontos singulares, apesar de ndo terem plano
tangente associado (i.e., falta-lhes geoemtria diferencial), estdo associados a
cones tangentes. O passo a seguir é provar que tais cones nao existem (ao
menos se a dimensdo é baixa, n < 7 para ser preciso). Com isso, concluimos
(de novo em baixas dimensoes) que os pontos singulares ndo podem existir.
Para completar, tem-se um resultado de Bombieri*, De Giorgi e Guisti onde
prova-se a existéncia de pontos singulares em dimensoes altas (a partir de 8).

Sem mais demoras, passemos ao préximo objeto de estudo.

4.3 Pontos Singulares e Cones Minimos

Comecaremos por descrever um procedimento de estudo local de singulari-
dades bastante difundido em varias partes da matematica, o famoso processo

4Enrico Bombieri foi premiado, assim como outros mateméticos citados neste artigo,
com a medalha Fields (em 1974) por essa e outras diversas contribui¢Ges.
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de blow-up.

Lema 4.5. Seja E minimo em B; tal que 0 € OF. Para t > 0 defina
E, == {z € R* : to € E}. Entao dada t; — 0 sequéncia de nimeros,
existe uma subsequéncia s; tal que Es; converge localmente em R" a um cone
minimo C.

Diremos que C' acima é o cone tangente a £’ em 0 e o procedimento acima
é 0 blow-up de E em 0. Observe que se E é regular em 0, é facil ver que C' é
um semi-espaco. O lema abaixo trata da reciproca.

Lema 4.6. Suponha E; sequéncia de conjuntos minimos em By convergindo
localmente a um congunto minimo C. Seja x € 0*C e x; € OF;, x; — w.
Entdo, se j € grande, x; € reqular para OE; e v¥i(x;) — v(z), onde v¥i é o
vetor normal relativo a Ej.

Agora estamos em posicao de concluir:

Teorema 4.7. Suponha que ndo existem cones minimos singulares em R".
Entdo, para qualquer E C R* minimo em B,, OE N B, € hipersuperficie
analitica.

Demonstracao. E suficiente provar que todo ponto de 0EN B, é regular. Co-
mo Ej converge localmente a C' cone minimo (pelo lema 4.5) e, por hip6tese,
nao existem cones minimos singulares, 0 é ponto regular de C'. Pelo lema 4.6,
se j é grande, x; = % é regular em F;. Como a transformagao z — f preserva
regularidade, x é ponto regular de F. O

Portanto, reduzimos o problema de pontos singulares a existéncia de cones
em R". Sobre isso temos:

Teorema 4.8 (Simons). Suponha E cone minimo tal que seu bordo OF é
reqular em R* — {0}. Entdo, ou OE é um hiperplano ou n > 8.

Um corolario imediato do teorema de Simons é o resultado central de
regularidade que aparece neste artigo:

Teorema 4.9. Sen <7 e E é minimo em B, entdo OE N B, é hipersu-
perficie analitica.

Demonstracdo. Basta juntar o teorema de Simons e o teorema 4.7. O
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Para encerrar esta se¢ao, o seguinte resultado da exemplos onde o teorema
acima falha em dimensoes altas:

Teorema 4.10 (Bombieri, De Giorgi, Guisti). Seja S o cone definido
por
S={z eR™ 2]+ - +a), <l + - +15,}

Sem >4, S € cone minimo singular na origem.

A prova deste resultado encontra-se em [BDGG]. O cone S acima definido
nocasom =4 (e, S={zeR 23+ ---+a2i <azi+.--+23}) éditoo
cone de Simons.

Uma pergunta natural a partir destes teoremas é: ja que existem os
pontos singulares, qual é o tamanho maximo do conjunto singular? Para a
pergunta fazer sentido, temos que dizer o que significa tamanho. Mas isto é
facil, prezado leitor: por que nao usar a dimensao de Hausdorff?

Isto nos conduz a nossa dltima se¢ao (mdédulo consideracoes finais e o
esperado apéndice).

4.4 Estimativa da dimensao do conjunto singular

Provaremos um teorema de Federer segundo o qual o conjunto singular 3. :=
OF — 0*F tem dimensao de Hausdorff no maximo n —8. Em outras palavras,
este resultado refina o teorema 4.4. Os seguintes lemas vem ao resgate.

Lema 4.11. Seja E um conjunto minimo em Q C R®. Entdo o conjunto
singular X N Q) consiste no mdzimo de pontos isolados.

Observacao 4.12. Nas hipéteses do lema 4.11, caso E seja um cone, entao
o conjunto singular tem no maximo um ponto. Com efeito, se tivesse mais
de um entao, como E é cone, toda semi-reta ligando estes dois pontos seria
formada por pontos singulares, contrariando a conclusao do lema.

Lema 4.13. Suponha E conjunto minimo em Q tal que Hi(X) > 0. Entdo
existe C' cone minimo em R" tal que Hi(0C — 0*C) > 0.

Lema 4.14. Se C é cone minimo com Hy(0C—0*C) > 0 entio existe xy # 0
tal que fazendo o blow-up de C' em xy obtemos um cilindro minimo @QQ = AXR
com Hy(0Q — 0*Q) > 0. Mais ainda, A € um cone minimo.

Entra em cena agora o teorema de Federer:
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Teorema 4.15 (Federer). Suponha E minimo em Q e seja ¥ = (OF —
O*E)N Q. Entio Hy(X) =0,V s>n—_8.

Demonstragao. Seja k > 0 com Hi(X) > 0. Pelo lema 4.13 podemos cons-
truir cone minimo C' em R tal que Hy(0C —0*C') > 0. Pelo lema 4.14, existe
xg # 0 tal que fazendo blow-up de C' por x4 obtemos cilindro () = A xR com
H(0Q — 0*Q) > 0. Logo o cone minimo A satisfaz Hy_1(0A — 0*A) > 0.
Repetindo este argumento concluimos que para todo m < k inteiro existe
cone minimo C' em R*™™ tal que Hy_,,(0C — 0*C) > 0. Agora, pela obser-
vacao 4.12, cones minimos em R® tem no maximo um ponto singular donde,
para todo m inteiro tal que kK —m > 0, valen—m > 8. Logo k <n—8. O

5 Consideracoes Finais

Este é um momento critico. Explico: neste ponto temos que decidir entre
continuar a escrever sobre os varios desdobramentos da teoria geométrica da
medida (inclusive outras contribui¢es de De Giorgi) ou cometer o pecado de
privilegiar apenas uma parte da teoria e omitir outras. Bom, optamos pela
ultima. Porém, para aliviar a carga que este pecado acarreta indicaremos,
ao leitor desejoso em continuar esta aventura pela geometria do problema de
Plateau, algumas possiveis veertentes da teoria.

As fungbes BV foram bastante uteis no enfoque de De Giorgi mas ela
aparecem em outras aplicagoes. Por exemplo, na teoria ergdédica: construcao
de medidas fisicas (ou SRB) para sistemas dindmicos expansores por partes
e decaimento de correlagoes.

Por outro lado, na geometria Riemanniana, Schoen e Yau foram capazes
de encontrar obstrucoes a existéncia de métricas de curvatura positiva usando
para isto os teoremas de regularidade que vimos acima.

Além disso, a conjectura da bolha dupla foi provada por Hutchings, Mor-
gan, Ritoré e Ros usando teoria geométrica da medida. Também foi provada
a conjectura da casa de abelhas (honey comb conjecture) usando esta teoria
(a conjectura diz que a melhor maneira de ladrilhar o plano com perimetro
minimo é utilizando hexdgonos, como fazem as abelhas). Entretanto, esta
conjectura foi mostrada ser falsa em 3 dimensoes.

Outra omissao foram os outros problemas de Plateau. Por exemplo, se
fixarmos que nossas superficies s6 podem ser grdficos, o problema de Plateau
continua tendo solucao? Esta é a famosa parte nao-paramétrica da teoria
de De Giorgi (o que vimos acima denomina-se parte paramétrica da teoria).
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Este lado da histéria é motivado pelo famoso teorema de Bernstein: graficos
minimos de fungdes f : R? — R sdo planos (i.e., f ¢é linear). Sobre isso
muita coisa é sabida, como por exemplo que um teorema de regularidade
também vale no caso nao-paramétrico, que uma condicao dita estabilidade
é suficiente para caracterizar o plano (teorema de Barbosa-do Carmo), etc.
Poderiamos ainda proceder diferente e tomar duas curvas convexas em planos
paralelos de R® e perguntar se existe uma superficie minima com um certo
tipo topoldgico fixado. Sobre este problema conjectura-se (conjectura de
Meeks) que tais superficies nao existem.

Logicamente poderiamos alongar a lista de matemaética que utiliza os
métodos de teoria geométrica da medida. Porém, apds tantas informacoes e
tantas possibilidades como descritas acima, o leitor certamente nao permitiria,
que continudssemos (e, talvez, o editor da revista nos censurasse por isso!).
Portanto, vamos nés mesmos nos censurar (antes que alguém o faga...) e
tomar a atitude moralmente correta de finalizar aqui.

Para encerrar o artigo gostariamos de parafrasear um colega nosso do
IMPA (quem serd?): Senhores foi um prazer.

Agradecimentos. Os autores sao gratos aos colegas do IMPA que leram
versoes preliminares e fizeram sugestoes que contribuiram para o enriqueci-
mento do trabalho. Em particular, agradecemos a Cleber Haubrichs dos
Santos e Marcos Petricio Cavalcante.

Gostariamos também de dizer um obrigado ao nosso orientador comum,
Marcelo Viana, que nunca se incomodou muito com as “escapadas” para
a geometria de seus teimosos alunos de dindmica. Agradecemos ao prof.
Manfredo do Carmo por suas conversas estimulantes e o parabenizamos pela
merecida placa em homenagem ao seu titulo de prof. emérito do IMPA. Por
fim, agradecemos ao IMPA e todos que contribuem para esta instituicdo sem
a qual este artigo ndo existiria.

6 Apéndice

A primeira parte do apéndice refere-se a parte de fungoes BV e a existéncia
de superficies minimas.
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6.1 Apéndice I: Fungoes BV

Assim como ficou combinado, veremos a idéia da prova do teorema abaixo,
o qual aparece na secao 3.1 com o nome de teorema 3.13.

Teorema 6.1. Seja E um conjunto de Caccippoli. Entao existe uma sequéncia
de conjuntos E; com o bordo C* tal que:

2. Jo|Dxs;| = fo |Dxsl.
Primeiramente lembramos a férmula da codrea de Federer.

Proposicao 6.2 (Férmula da codrea). Seja f uma fungdo BV e F, =
{z e R*/f(z) < t}. Entéo:

| 1ps- 70 | 1D

—0o0

Outro importante resultado é que uma funcao BV pode ser “bem apro-
ximada” por fungoes C*°. Mais precisamente:

Proposicao 6.3. Dada f € BV () eziste uma sequéncia f; € C* tal que :

Como consequéncia da féormula da codrea e da proposi¢ao anterior, o
teorema 6.1 segue. De fato, basta tomar, usando a proposi¢ao 6.3, funcgoes
f de classe C'*° aproximando xg e considerar, para ¢ grande, o conjunto
F,={z: f(z) <t}. Asequéncia E; desejada é, entdo, da forma F;.

6.2 Apéndice II: O lema de De Giorgi

Na segao 4, enquanto estuddvamos a regularidade no caso minimo (na sub-
segao 4.1), afirmamos dois fatos:

22



1. Se E é minimo entdo [, @) |Dxg| < tnw,r !, onde w,, é o volume da
P
bola unitaria m-dimensional;

2. A condi¢ao de De Giorgi (CDG) implica que o ponto estd no bordo
reduzido;

3. Valem os teoremas 4.3 e 4.4.

Estes fatos estao relacionados com os lemas abaixo.

Lema 6.4. Se E é minimo em Bg e r < R, entdo vale
n—1 1 n—1
Wpor" T < |Dxg| < —nw,r™ ",
By(x) 2

para qualquer © € OR, onde w,, € o volume da bola unitdria m-dimensional.

Aparentemente este inocente lema apenas estima o perimetro de su-
perficies minimas em funcao do tamanho da bola que consideramos na su-
perficie. Porém ele tem consequéncias profundas. Por exemplo, Gromov
mostrou que as transformacoes que preservam volume diferem das trans-
formagoes simpléticas no sentido de nao existirem funcées simpléticas que
comprimem uma bola de modo a fazé-la passar por um buraco de uma agu-
lha (uma frase um pouco biblica nao?), ao passo que sempre podemos fazer
isso de maneira a preservar volume. A partir desta observacao (dita teore-
ma nonsqueezing de Gromov), fundou-se a drea conhecida como Geometria
Simplética.

Por isso dedicado leitor, faca figuras e procure entender este lema.

Lema 6.5. Nas hipdteses do Lema de De Giorgi (i.e., se vale (CDG) ), entdo
V0<s<t<puwale

ny(@) - m(e)| < n(n,a>\/§

— 2—\/6 U(naa)
onde n(n, ) = e\ mar
JB,(2) Do (. .
Lembre que v,(z) = %. Bom, como corolrio dos lemas acima,
Bp(z)

temos:
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Coroldrio 6.6. Suponha que z satisfaz (CDQG). Entdo v € O*FE e

v(2) — m(a)] < n(n, a>\/§

Demonstragao. O lema 6.5 diz que v4(z) é sequéncia de Cauchy em R™. Além
disso, como z satisfaz (CDG), vale o lema de De Giorgi. Aplicando-o j vezes,
temos |Vyi,(2)| — 1 quando j — oo. Portanto z € 0*E. A desigualdade fica
como exercicio. O

O corolario mostra que (CDG) implica z € 0*E. Ainda mais, ele permite
provar o teorema 4.3.

Prova do teorema 4.3. Fixe z € OE N B,(z), R = p(am1). Como Bg(z) C
Ba,(7), temos fBR(z) |\Dop|—| fBR(z) Dyp| < fBap(z) |Dpp|—| fBap(Z) Dyg| <
o(n,a)a"p" ! = fBR(Z) |Dpg| — | fBR(z) Dyg| < o(n,a)R"! = 2 satisfaz as
hip6teses do corolario 6.6 = z € 0*FE e

_ th(z) Doyp t
v(z) —u(z)| = [v(z) — m\ <n(n, 04)\/%- (2)

Como z é arbitrario, Vz € OE N B,(z) valem z € 0*E e 2. Segue de 2, por
integracao em t,

v(2) = 7, )] < 00y @

~ Jods [ Dyg ~ , ,
onde U(t, 2) i= 2@ " Claramente 7(t, z) é continua em ¢ e z. Por 3,
Jo ds g,y |1 Do

temos que ¥(t,z) converge a v(z) uniformemente para z € B,.(z) quando
t — 0. Logo v(z) é continua em OF N B,(x), donde, pelo teorema 3.23 ,
OE N B,(z) é hipersuperficie C'. A analiticidade segue da teoria de regulari-
zacao de equagoes diferenciais parciais elipticas porque ja sabemos que nossa
hipersuperficie minima ¢ C'. Veja [G]. O

Fechando o apéndice II, vamos provar o teorema 4.4. Para isso relembra-
mos o lema das coberturas de Vitali da teoria da medida.

Lema 6.7 (Lema de cobertura de Vitali). Seja A C R* ep : A —
(0,m), onde n > 0 € uma constante. Entdo existe sequéncia x; em A tal
que Bp(zi)(x,-) N Bp(mj)(xj) =0 seq #jeAC U21Bi’)p(w¢)($i)-
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Prova do teorema 4.4. Seja K C OF — 0*FE um compacto. Como, pela ob-
servagao que segue a defini¢do de bordo reduzido, |Dyg|-qtp em OF estd em
O*E, vale [, |Dyg| = 0. Porém, ji que [Dyg| é medida regular (ver [G]),
Ve > 0, existe aberto A,, K C A, C B tal que fAs |Dyg| < e. Fixe n > 0.
Para cada = € K, existe p(x) < 7 tal que Bs,y)(z) C A.. Pelo lema de
Vitali, segue que existem x; satisfazendo B, (x;) N By, (7;) = 0 se i # j e
UiZoBap; (25) D K, onde pj = p(x;). Logo 33 [5, [Depl < [4, |Den| <e.
Pelo lema 6.4, prj |Dog| > wp 10" = wy Z;io p?_l < ¢. Portanto,
H, 1(K) < 3" 'e. Como ¢ é arbitrario, H, |(K) = 0. Agora, como K é
qualquer, o teorema segue. O

6.3 Apéndice III: O lema de De Giorgi (bis)

Finalizando o apéndice, gostaria de dizer algo sobre a prova do lema de De Gi-
orgi. A idéia é aproximar OF (que é minimo) por superficies “quase minimas”
C'. Para este tipo de superficie temos EN B, = {(z,t) : x € A, t > f(z)} N
B, onde f € C'(A) e A C R"™'. Segue que [, |Dxz| = [, /1+|Df[>
Logo o problema que estamos olhando é quase minimizar a integral da di-
reita sobre C'(A). Se |Df| é pequena, i.e., OF é quase plano em B, entdo
\/1+ |Df[? é aproximadamente igual a 1+ ;- [Df|?. Portanto, procuramos
por f que minimiza I(f) = [, [Df[?, ou seja, f é quase harmdnica. Porém
as estimativas de De Giorgi valem no caso harmoénico. Logo, para concluir a
prova do lema de De Giorgi basta usar um argumento de aproximacao.
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