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Resumo

Neste relatério técnico, nés apresentamos a transformada de Gabor sintonizada
e algumas de suas propriedades analiticas, relacionando-a também a transformada

de Wigner.
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Neste relatorio, nés apresentamos a transformada de Gabor sintonizada. Esta transfor-
mada pode se constituir numa alternativa vantajosa para a analise tempo-frequéncia de
sinais, permitindo analisar diferentes frequéncias (ou diferentes eventos temporais) com
diferentes resolugoes, de forma semelhante a transformada wavelet [1]. Nés apresentamos
também algumas das propriedades analiticas da transformada de Gabor sintonizada, e as
relacionamos aquelas da transformada de Wigner [2].

A. Primeira definicao da transformada sintonizada de Gabor:

A primeira formulagdo da transformada de Gabor sintonizada baseia-se em fungoes

analisadoras da forma

Pult) = eeli-alle TG 1)
o(w) = (|2I7EL)U3)/|2 (2)
alw) =2y s ®)

onde |I(w)| e p;(w) denotam, respectivamente, a amplitude e a fase da transformada de
Fourier do sinal analisado, I1(t) — ou seja, F[I(t)](w) = |I(w)|e®1®). Quando w = 0,
a(w) é definido como zero. Assim, a largura e a fase da func¢ao analisadora relacionam-
se a magnitude e a fase da transformada de Fourier do sinal analisado. Dai o carater
sintonizado da transformada aqui apresentada.

Demonstra-se que as fungoes 1,,(t), originalmente propostas em [3], permitem a repre-

sentagao de qualquer sinal /() de quadrado integravel, sob a forma
00 . . t2
I(t) :/ dwezwt % 6zw[t—a(w)]6_202(w) (4)

onde o asterisco denota uma convolucao temporal. Alternativamente, tal representacao

pode ser reescrita como
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0 que equivale a uma expansao de Gabor em que todos os coeficientes sao unitérios (se
uma dada frequéncia nao esta presente no sinal, a funcao de representagao correspondente
se anula). Estamos considerando, aqui e no que se segue, as seguintes defini¢oes para a

transformada de Fourier e a sua inversa:

(w) = F[I()] = /_ Z dte= ™I (1) (6)

1) = F'[{(w)] = % [ dweie) (7)

O emprego do fator multiplicativo (1/27), na Eq. (7) e ndo na Eq. (6), é arbitrario, e
definicoes alternativas da transformada de Fourier e da sua inversa poderiam ser utilizadas,
sem alteracoes significativas em nossos resultados.

Usando as fungoes 1, (t) como fungdes analisadoras, nds obtemos a primeira definigao
da transformada de Gabor sintonizada, T'(w,t), como

(r—1)?

T(wt)= [ dremlrele™ =t (7) (8)

Ja que as funcoes analisadoras tém largura proporcional a magnitude da transformada
de Fourier do sinal, as suas componentes de frequéncia mais relevantes serao analisadas
por fungoes mais largas no tempo, e, portanto, mais estreitas na frequéncia. Isto confere
a transformada de Gabor sintonizada uma caracteristica semelhante a das transformadas
wavelet [1], em que frequéncias diferentes sdo analisadas com diferente precisdo. Na Gabor
sintonizada, sao as componentes de maior peso no sinal — medido pelo moédulo da sua
transformada de Fourier — que sao submetidas a uma analise mais fina.

Na Fig. 1, nds apresentamos um exemplo de espectro gerado pela T'(w,t), especifica-

mente aquele do sinal

7 (t—300)2

I(t) = 25(t — 800) + sin [%t] + e~ 00 cos [g(t - 300)] 9)
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Figura 1: a) Sinal composto pela combina¢do de uma senéide, um pacote de onda de
Gabor, e uma descontinuidade em impulso — ver Eq. (9). b) Espectrograma obtido
com a transformada de Gabor sintonizada. Para realcar as pequenas magnitudes, nés

apresentamos |7 (w, )|/,

que consiste na combinacao de uma sendide, um pacote de onda de Gabor, e uma des-
continuidade em impulso. Verifica-se que as trés componentes estao bem identificadas no
espectrograma.
As seguintes propriedades analiticas da T'(w,t) podem ser demonstradas:
1. Transformada da delta:
Quando I(t) = 6(t — to),
T(w,t) = e 4 (t-10)? (10)

Ou seja, a transformada T'(w,t) provoca um pequeno espalhamento do impulso, que se



torna uma gaussiana com desvio-padrao de \/— ~ (.06.

2. Transformada da exponencial complexa:

Quando I(t) = e™ot,

T(w,t) = 6w — wp) = %

(11)

Ou seja, a transformada 7T'(w, t) é proporcional a transformada de Fourier da exponencial

complexa. Nao hd espalhamento em frequéncia.
3. Energia:

A densidade de energia em frequéncia, |I(w)[2, pode ser obtida como

[ (w)?

™

/_ Z T (w, 1) =

de onde também resulta

[ [T men =5 [T avli)P = [T anrp

usando-se o teorema de Parseval, para a segunda igualdade.
4. Correlagao temporal:

Como |I(w)]? é a transformada de Fourier da correlagao temporal, nés obtemos
/_Z /_O:O dwdre™ T(w, 1) = (I % I)(t)
onde a correlacao é definida como
(1% I)( / drI*(7)I (7 + 1)

5. Momentos da frequéncia:

/ / dwdt W"T (w, ) / dww™ | (w

6. Translagao temporal:
Se Ig(t) = I(t - to),
sz (w, t) = T(w,t - t(])
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7. Translagcao na frequéncia:
Se Ir(t) = e™ot(t),
Th(w,t) =T(w — wp,t) (18)

8. Inversa:
f-[eiwo[t—a(“’O)]T((UOa t)] (w)

Tw) = 2w (19)
| (wp)|e 2m® 0
onde
|1 (wo)|* = 27 F [T (wo, )] (w = 0) (20)

e onde wy é uma frequéncia fixa.

Este resultado indica que, a partir da transformada sintonizada de Gabor, é possivel
recuperar a transformada de Fourier do sinal, desde que se conheca a fase desta tultima
em uma dada frequéncia (devido ao fator e=0«0) = ¢#%i(«0) no numerador da Eq. (19)).

9. Momento condicional do tempo:

Por defini¢ao [2], o primeiro momento condicional do tempo ¢é dado por

1 00
<t >,= ﬁ/ dt t T(w,t) (21)
[ (w)]? /o0
o que resulta em
1 d . =
<t >,= 5 o [—gpf(w) +ilog |I(w)|] (22)

onde pj(w) é a fase da transformada de Fourier do sinal.

Portanto, < t >, fornece o retardo de grupo do sinal, ¢’(w), como
o w) = —27Re{< t >,} (23)
10. Momento cruzado do tempo e da frequéncia:
[e%S) [e%S) [e%S) , 9 . [o© d
< tw >= / / dwdt wt T(w,t) = / drr o (T)1(7)| +z/ drr|1(n)| Z|1(7)] (24)
—o0 J—00 —00 —o0 T
de onde se obtém
<tgi(t) >= [ drrgh(OI1(r)F = Re{< tw >} (25)
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onde ¢;(t) é a fase do sinal — ou seja, I(t) = |I(t)[e**® —, e, portanto, ¢ (t) é a sua
frequéncia instantanea.

A grandeza < ty}(t) > estd relacionada & covariancia do sinal [2], como

< tph(t) >= Covgpt+ < t >< w > (26)

No que se segue, nés introduzimos uma formulagao alternativa para a transformada

sintonizada de Gabor, e apresentamos algumas de suas propriedades.



B. Segunda definicao da transformada sintonizada de Gabor:
E possivel verificar que uma representagao semelhante a da Eq. (4) pode ser obtida

para a transformada de Fourier de qualquer sinal de quadrado integravel, sob a forma
~ &) . . 2,
Iw) = / A O Pt (27)

ou, alternativamente,

- 00 foO , =2() 2
f(w) = / / dtdQ) e~ lo—aOlte= 552 (w-9) (28)
com o asterisco, na primeira relacao, denotando uma convolucao em frequéncia, e com

S(t) = (29)

at) = L t#0 (30)
onde |I(t)| e pr(t) denotam, respectivamente, a amplitude e a fase do sinal considerado,
I(t) — ou seja, I(t) = |[I1(t)]|e*'®. Quando t = 0, a(t) é definido como zero.

Podemos, portanto, definir uma segunda forma para a transformada de Fourier sin-

tonizada, T3 (w, ), com base nas funcoes de representacio
. 2 t
o(w) = eilemeltg= 55 (31)
Tomando-as como fungoes analisadoras, nés obtemos

»2(t) ~

TO(w, 1) = / Qe =552 @=0)? [ (32)

A Fig. 2 apresenta o espectro obtido com a segunda versao da transformada de Gabor
sintonizada, para o mesmo sinal considerado na Fig. 1. Observa-se, em compara¢ao com
esta ultima, que é possivel obter uma maior resolucao temporal, com a identificacao mais
precisa da descontinuidade em impulso e do pacote de onda de Gabor, mas isto ao preco

de uma menor resolucdo em frequéncia. No caso da T®), quanto maior a intensidade do
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Figura 2: Espectrograma do sinal da Eq.(9), obtido com a transformada de Gabor sin-

tonizada T®). Para realcar as pequenas magnitudes, apresentamos |73 (w, t)[*/4.

sinal, mais larga é a janela em frequéncia (ver Eq. (29)), e, consequentemente, mais fina
é a resolucao temporal.
As seguintes propriedades podem ser demonstradas para a T'?):
1. Transformada da delta:
Quando I(t) = do(t — to),
T (w,t) = 6(t — to) (33)
Ou seja, nao ha espalhamento do impulso.
2. Transformada da exponencial complexa:
Quando I(t) = e™ot
TP (w,t) = 2me @0 (34)

Ou seja, ha um pequeno espalhamento gaussiano na frequéncia, com desvio-padrao de

1 _
7z = 0.399.
3. Energia:

A densidade temporal de energia do sinal, |(¢)|?, pode ser obtida como
/ dwT® (w, 1) = 27| 1(t)|? (35)
de onde também resulta

[:[Z®WWW%®=%/ZﬁH@F=/Z®MWW (36)

usando-se o teorema de Parseval, para a segunda igualdade.



4. Correlagao em frequéncia:

Como 27|I(t)|? é a transformada de Fourier inversa de (I x I)(w), obtemos
/_ O:O /_ O:O dQdte= T, 1) = (T + [)(w) (37)
onde a correlacao é aqui definida como
(Fx D(w) = /_ ‘: AT () (Q + w) (38)
5. Momentos do tempo:

/OO /OO dwdt t"TP(w,t) = 27 /OO dt t"|1(t)]” (39)

6. Translagao temporal:
Se Ig(t) = I(t - to),
T2 (w, t) = T (w, t — t) (40)

7. Translagcao na frequéncia:
Se Ir(t) = e™ot(t),
T2 (w,t) = T (w — wo, t) (41)

8. Inversa:

1) - TR TR o)) (12)

[ (tg) e~ 58 to?

onde

[1(to)? = FH TP (w, to)](t = 0) (43)

e onde g é um instante fixo.

Este resultado indica que é possivel recuperar o sinal a partir da sua transformada
sintonizada de Gabor, T, desde que se conheca a fase do sinal num dado instante (devido
ao fator e@lto)to = ¢iwrt) no numerador da Eq. (42)). Para sinais reais, como a fase é

nula, a obtengao da inversa é sempre possivel.
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9. Momento condicional da frequéncia:

Por defini¢ao [2], o primeiro momento condicional da frequéncia é dado por

1 [e%e)
= — | dwowTHw,t 44
<w >y |I(t)|2/_ooww (w, ) (44)
o que resulta em
d .
<w >=2m 2 [pi(t) — ilog [1(1)] (45)

onde ¢;(t) é a fase do sinal.

Portanto, < w >; fornece a frequéncia instantinea do sinal, ¢’ (t), como
, 1
©7(t) = —Re{< w >} (46)
2
10. Momento cruzado do tempo e da frequéncia:

< tw>= / / dwdt wt T (w, 1) = / dQ Q) 1(0 —z/ dQ QIO )|—|1( )|
(47)

de onde se obtém
< wih(w / A9 Q)| (Q) = —Re{< tw >} (48)

onde ¢’(w) é o retardo de grupo do sinal.
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C. Relacao com a transformada de Wigner:
As propriedades arroladas para a transformada de Gabor sintonizada encontram corre-

latas entre as propriedades da transformada de Wigner [2], definida como
W(w,t) = % [ a1+ ) (49)
ou, equivalentemente,
W(w,t) = % [ a0k +9/2)1(0 - 0/2)e ™ (50)
Por exemplo, para a transformada de Wigner valem as relagoes

/_Z AW (w, 1) = [I(w)[? (51)

/_ Z doW (w, 1) = |1(1)[? (52)

que tém correlatas, respectivamente, nas transformadas de Gabor sintonizadas T'(w, t) (ver
Eq. (12)), e T®(w,t) (ver Eq. (35)).

Na transformada de Wigner, o proprio sinal é usado como funcao analisadora, e isto
proporciona inimeras vantagens, como, por exemplo, o fato de as duas versoes da trans-
formada — em termos de integrais no tempo ou na frequéncia (Egs. (49) ou (50)) — serem
idénticas. De modo geral, verifica-se que metade das propriedades analiticas da trans-
formada de Wigner sao replicadas por uma das transformadas de Gabor sintonizadas, T
ou T, e a outra metade, pela outra. Uma desvantagem da transformada de Wigner,
no entanto, é a de ser quadratica no sinal, o que leva a geragao de termos cruzados e a
possibilidade de introdugao de elementos espirios no espectro, mesmo para sinais simples,
como a soma de duas senéides (ver Fig. 3a). Isto ndo acontece com as transformadas
de Gabor sintonizadas (Figs. 3b e 3c), apesar de estas, de uma certa forma, também se

basearem no emprego do préprio sinal como sua funcao analisadora. De fato, é possivel
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verificar que, localmente na frequéncia, a funcdo analisadora 1, (t) é equivalente ao sinal

I(t): tomando a sua transformada de Fourier, nés obtemos

_H@2 2

Flun(0)() = 5-Tw)e” 7 (53)
e, portanto,
Flou(@)e! =) = - 1) 51)

ou seja, o conteudo da fungdo analisadora da transformada T'(w,t), na frequéncia w, é o
mesmo do sinal. De forma semelhante, é possivel mostrar que, localmente no tempo, a
funcdo analisadora de 7, ¢, (w), equivale a I(t): tomando a sua transformada de Fourier

inversa, nds obtemos

F )¢ = oo I(g)e 80 (55)

e, portanto,
1

F ()t =1t) = —1(t) (56)
2

Levando em consideracgao o fato de que as fungoes analisadoras da transformada de Ga-

bor sintonizada sao representacoes locais do sinal, podemos relacionar esta transformada

a transformada cruzada de Wigner entre o sinal e a funcao analisadora, obtendo, no caso
da transformada T,

T(w,2t) =71Wy, 1(w,t) (57)

onde definimos Wy, ;(w, ) como a transformada cruzada de Wigner entre v,(t) e I(t), ou

seja,

Wy 1(w, ) = % / Z drt (t— 7)) (t + 7/2)e " (59)

No caso da transformada T, a relacio é
T (2w, t) = Wy, 1(w, 1) (59)
onde definimos
Wy r(w, 1) = % [ doyio + 02w - /2 (60)
como a transformada cruzada de Wigner entre 9,(w) e I(w).
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Figura 3: Espectros do sinal cos(35t) + cos(feat), obtidos a partir da transformada de
Wigner (a) e das versdes T' e T da transformada de Gabor sintonizada — (b) e (c),
respectivamente. Por ser quadratica, a transformada de Wigner gera termos de frequéncia
espurios, que nao estao presentes nos espectros da Gabor sintonizada. Como ja comentado,
a resolugdo em frequéncia da 7 é inferior & da 7. Em (c), o padrdo sobre as linhas
correspondentes as frequéncias do sinal deve-se a grande variacao em amplitude deste:
como as frequéncias sao analisadas por fungoes cuja largura é proporcional a magnitude
do sinal (Eq. (29)), a resolugdo sera tanto pior quanto maior for ele. Os picos sobre as
linhas horizontais correspondem, portanto, aos maximos do sinal. Ao pre¢o de uma menor

resolucdo em frequéncia, a 7'® preserva informacio temporal do sinal analisado.
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