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SOBRE O NUMERO DE NUMEROS PRIMOS INFERIORES A
UMA DETERMINADA QUANTIDADE.

BERNHARD RIEMANN

Acredito que eu possa melhor transmitir os meus agradecimentos pela honra a
qual a Academia tem a algum grau conferido a mim, através da minha admissao
como um dos seus correspondentes, se eu rapidamente fizer uso da permissao assim
recebida para comunicar uma investigacao sobre a acumulacao dos ntimeros primos;
um topico o qual talvez parega nao inteiramente sem mérito de tal comunicacao,
dado o interesse que o proprio Gauss e Dirichlet mostraram sobre este assunto
durante um longo periodo.

Para esta invetigacao meu ponto de partida é provido pela observacao de Fuler
de que o produto
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se substituirmos para p todos os ntimeros primos, e para n todos os nimeros in-
teiros ndo—negativos. A funcao de varidvel complexa s o qual é representada por
estas duas expressoes, onde quer que elas convirjam, eu denoto por ((s). Ambas
as expressoes convergem apenas quando a parte real de s é maior do que 1; ao
mesmo tempo uma expressao para a fungao pode ser facilmente encontrada o qual
permanece sempre valida. Fazendo uso da equagao

e II(s — 1
/ e—nzxs—l — (S )
0
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primeiro vemos que

fs - 1) = [

Se agora considerarmos a integral

(o)
———dx
/ e —1
de +00 a +oo calculada em um sentido positivo em torno de um dominio o qual

inclua o valor 0 mas nenhum outro ponto de descontinuidade do integrando em seu
interior, entao isso é facilmente visto ser igual a

e g 0 sl
(6 msi e?TéZ)/ dz,
0

et —1
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desde que, na fungdo a vérios valores (—x)*~! = els—Dlog(=2) ¢ Jogaritmo de —z é
determinado, de modo a ser real quando x é negativo. Conseqiientemente

* ()

et —1

2sinwsII(s — 1)((s) = 2/

oo

dx,

onde a integral tem o significado j& especificado.

Esta equacdo agora nos fornece o valor da funcdo ((s) para todos os nimeros
complexos s e nos mostra que esta fungao é uma funcao escalar e finita para todos
os valores finitos de s, com a excecao de 1, e também que ela é zero se s é um inteiro
par negativo.

Se a parte real de s é negativa, entao, em vez de ser calculada em um sentido
positivo ao redor do dominio especificado, esta integral pode também ser calculada
em um sentido negativo ao redor daquele dominio que contém todas as quantidades
complexas remanescentes, visto que a integral calculada apesar de valores infini-
tamente grandes em moddulo ela é entao infinitamente pequena. Entretanto, no
interior deste dominio, o integrando tem descontinuidades apenas onde x se torna
igual a um multiplo inteiro de 27, e a integral é assim igual a soma das integrais
calculadas em um sentido negativo ao redor destes valores. Mas a integral ao redor
do valor n2wi, é (—n2mi)*~1(—2mi), obtemos disto

2sinmsHl(s — 1)¢(s) = (2m)° Y _n*" (=) "+,

assim uma relacao entre ((s) e (1 —s), que, através do uso de propriedades conhe-
cidas da funcao IT pode ser expressada como se segue:

I (% - 1) 73¢(s)

permanece inalterada quando s é substituido por 1 — s.

Esta propriedade da fungao induziu-me a introduzir, no lugar de II(s — 1), a inte-
gral 1T (% — 1) no termo geral da série > #, pelo qual nés obtemos uma expressao
muito conveniente para a fungao ((s). De fato

1 S o0 s
—1I (f — 1) T 2 = / efnn'n'xx§71d$’
0

assim, se estabelecermos

Z e nNTT _ w(m)
1

entao

ou uma vez que
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() +1 =272 (21/) (i) + 1) . (Jacobi, Fund. S. 184)

(5 -1)nics) = [ vt /ww(l)x
1

z dx +
1 S— s
+ f/ (sz—xifl)darz
2Jo

de modo que

&) = % — <tt + i) /100 w(x)x*% cos <;tlogx) dx

ou, ainda,

) = /100 WI‘IL Cos (;tlog a:) dz.

Esta funcao é finita para todos os valores finitos de ¢, e permite-se a ser desen-
volvida em poténcias de tt como uma série rapidamente convergente. Uma vez que,
para um valor de s cuja parte real é maior do que 1, log((s) = — > log(1 — p~%)
permanece finito, e visto que o mesmo é valido para os logaritmos dos outros fato-
res de £(t), segue-se que a fungao £(t) sé pode se anular se a parte imagindria de ¢
situa-se entre %z e —%z’. O ndmero de raizes de £(t) = 0, cujas partes real situam-se
entre 0 e T' é aproximadamente

pois a integral [ dlog&(t), calculada em um sentido positivo em torno da regido
consistindo dos valores de t cuja as partes imaginarias econtram-se entre %z e —%i e
cuja as partes reais encontram-se entre 0 e T', é (até uma fracao da ordem de mag-
nitude da quantidade %) igual a (T log % — T) i; esta integral entretanto é igual ao
numero de raizes de £(¢t) = 0 situadas dentro da regido, multiplicado por 2mi. Nés
agora encontramos, de fato aproximadamente, este nimero de raizes reais dentro
destes limites, e é muito provavel que todas as raizes sejam reais. Certamente se-
ria desejavel uma prova mais rigorosa aqui; eu tenho, entretanto, temporariamente
posto de lado a busca por isto apds algumas breves tentativas fracassadas, pois me
parece desnecessario para o préximo objetivo de minha investigacao.
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Se denotarmos por « todas as raizes da equagdo £(«) = 0, podemos expressar
log £(t) como

Zlog (1 — oifx) + log £(0);

pois, uma vez que a densidade de raizes da varidvel ¢ cresce com t apenas como
log %7 segue-se que esta expressao converge e torna-se para um ¢ infinito somente
infinita para tlogt; assim ela difere de log £(¢) por uma funcao de tt, que para um ¢
finito permanece continua e finita e, quando dividida por tt, torna-se infinitamente
pequena para t infinito. Esta diferenca é conseqlientemente uma constante, cujo
valor pode ser determinado através da colocacao de t = 0.

Com a ajuda destes métodos, o niimero de nimeros primos que sdo menores do
que x pode agora ser determinado.

Seja F'(x) igual a este niimero quando x ndo é exatamente igual a um nimero
primo; mas deixe F(z) ser maior por i quando  é um nimero primo, a fim de
que, para qualquer x em que existe um salto no valor de F(z),

F(x+0)+F(9c—0).

F(z) = 5

Se na identidade

log ¢(s) :—Zlog(l—p’s) :Zp*5+%zp*25+%zp*35+...

agora substituirmos

oo (o]
p~*® por s/ z= s, p~?* por s/ z 5 s, ...,
P

p2

obteremos

1 oo

OgC(S) f(al‘)l‘_s_ld.’lﬁ,

s 1
se denotarmos
1 1 1 1
Fa) +5F(a?) + 3 F(h) +

por f().
Esta equacao é vélida para cada valor complexo a + bi de s para o qual a > 1.
Se, porém, a equagao

g(s) = /000 h(z)x~°dlogx

é vélida neste dominio, entao, fazendo uso do teorema de Fourier, podemos expres-
sar a funcdo h em termos da fungdo g. A equagdo decompoem-se, se h(x) é real e
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gla+bi) = g1(b) +iga(b),

nas duas seguintes:

oo

g1(b) = h(z)z=* cos(blog z)dlog x,
0

ig2(b) = —z'/ h(z)x~*sin(blog x)dlog x.
0

Se multiplicarmos ambas equagoes com
(cos(blogy) + isin(blogy)) db

e integrar elas de —oco a +00, entdo obtemos wh(y)y~® do lado direito em ambas,
por causa dos teoremas de Fourier; assim, se adicionarmos ambas equagoes e mul-
tiplicarmos elas por iy®, obtemos

a+o001
2mih(y) = / o(s)y*ds,

—001t

onde a integragao é realizada de modo que a parte real de s permanecga constante.

Para um valor de y em que haja um salto no valor de h(y), a integral assume
a média dos valores da fungao h em ambos os lados do salto. Da forma em que
a funcao f foi definida, vemos que ela tém a mesma propriedade e, portanto, em
plena generalidade

a—+o001
) = o / qus)ysds-

270 Sy ooi s

Podemos substituir para log {(s) a expressao

1 S
; 5 e (s-3)
> log —log(s — 1) ~ logTI 3 log [ 1+ —22 ) 1 log£(0
5 logm —log(s —1) —logTl (5 ) + > g<+ 2 | +1og(0)
encntrada anteriormente; contudo as integrais de cada um dos termos desta ex-
presao nao convergem, quando extendida ao infinito, razao pela qual é apropriado
converter a equagao anterior por meio da integracao por partes em

5 2%ds

1 1 atooi log((s)
@)= _%log:ﬂ /a ds

— 001
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Uma vez que

s . — s s
—logIl (5) = lim <T§1 log (1 + %) —3 logm> ,
para m = oo e portanto

d+logII (%) - i dilog (1+ 5)

ds T ds

segue-se entao que todos os termos da expressao para f(x), com excessdo de

a+o0o1
LI / L log £(0)z°ds = log £(0),

27i logx J,_ooi SS

assumem a forma

L1 /a+00i d (% log (1 - %)) .

27i log x ds *

a—oo1

Mas agora

i(em(i-5)

dp ICEDE

e, se a parte real de s é maior do que a parte real de 3,

1 a+oo1 5 x[-} T
- ——ds = 2P Ydx

2mi a—oot (B - S)B - F B oo

T
= / 2P ldx,
0

dependendo se a parte real de 3 é negativa ou positiva. Temos como resultado

)

ou,

11 /a-‘rooi d (% log (1 - %)) ™

27i log x ds

a—oot

1 a+o0o1 1
= —— = log (1 — 8) x*ds
278 Jy—ooi S J6]

T xﬁ—l
= / dx + const.
o logx




SOBRE O NUMERO DE NUMEROS PRIMOS INFERIORES A UMA DETERMINADA QUANTIDADEZ

no primeiro, e

xT lﬁ_l
= / dx + const.
o logz

no segundo caso.

No primeiro caso a constante de integragao é determinada se deixarmos a parte
real de (§ tornar-se infinitamente negativa; no segundo caso a integral de 0 até x
assume valores separados por 27i, dependendo se a integracao é calculada através
de valores complexos com argumento positivo ou negativo, e torna-se infinitamente
pequena, para o antigo caminho, quando o coeficiente de ¢ no valor de (8 se torna
infinitamente positivo, mas para a iltima, quando este coeficiente se torna in-

finitamente negativo. Disto é visto como o lado esquerdo log (1 — %) deve ser

determinado a fim de que as constantes de integracdo desaparecam.
Através da inser¢do destes valores na expressdo para f(z) obtemos

f(m):Li(x)—Za(Li(m5+m')+Lz‘(x%—“"))+/:o L 1og(0),

22 —1zlogx

se em Y% substituirmos para a todas as rafzes positivas (ou rafzes tendo uma
parte real positiva) da equagao &(«) = 0, ordenadas pela sua magnitude. Pode ser
facilmente demonstrado, por meios de uma discussao mais profunda da funcao &,
que, com esta ordenacao dos termos o valor da série

Z (Li (x%'mi) + Li (CL‘%_M)) log =

estd de acordo com o valor limite para o qual

S*l 2
1 a+bi d% Zlog (1 + ( aozc) )
—/ z°ds
278 J i ds

converge quando a varidvel b aumenta sem limites; entretanto quando reordenado
ela pode assumir qualquer valor real arbitrario.
De f(x) obtemos F(x) pela relagdo de inversao

f) =3 1F (o),

para obter a equacgao

no qual substituimos para m a série consistindo daqueles niimeros naturais que nao
sao divisiveis por qualquer quadrado além de 1, e no qual p denota o ntimero de
fatores primos de m.
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Se restringirmos Y% a um nimero finito de termos, entdo a derivada da expressao
para f(x) ou, até uma fragdo diminuindo muito rapidamente com z crescendo,
1
1 22@ cos(alogx)r™2
log x log x

nos fornecem uma expressao aproximada para a densidade de niimeros primos + a
metade da densidade dos quadrados dos nimeros primos + um tergo da densidade
dos cubos dos nimeros primos etc. na magnitude .

A expressao aproximada conhecida F(z) = Li(x) é portanto vélida até quan-
tidades da ordem de z% e nos fornecem um valor muito grande; pois os termos
nao-periédicos na expressao para F(x) sdo, exceto para as quantidades que nao

crescem infinito com x:
1
,,L-< )
) - 1\ -+

De fato, na comparagdo de Li(z) com o nimero de primos menores do que z,
empreendidas por Gauss e Goldschmidt e levadas adiante até x = trés milhoes,
este nimero tem—se mostrado, na primeira centena de milhares, sempre menor
do que Li(x); de fato a diferenga aumenta, com muitas oscilagoes, gradualmente
com . Mas também o aumento e a diminui¢do na densidade de primos de lugar
para lugar que é dependente dos termos periddicos ja tem animado a atencao, sem
que, contudo, qualquer lei governando este comportamento tenha sido observada.
Em qualquer futura contagem seria interessante manter o rastro da influéncia dos
termos periddicos individuais na expressao para a densidade de niimeros primos.
Um comportamento mais regular do que F(z) serd exibido pela fungao f(z), que ja
na primeira centena é visto muito distintamente, coincidir em média com Li(x) +

log £(0).
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