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Resumo

Neste relatorio, nés demonstramos como o formalismo de representagao e andlise
de sinais com base em fun¢oes de Gabor sintonizadas, introduzido em [1], pode ser

generalizado com o uso da transformada fracional de Fourier.
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1 Introducao

A transformada de Gabor sintonizada foi recentemente introduzida, em [1], como uma
alternativa possivelmente vantajosa para a andlise tempo-frequéncia de sinais. Naquele
trabalho, dado um sinal temporal de quadrado integravel, propos-se analisa-lo por meio
de nicleos de Gabor cuja largura e fase sao obtidas da transformada de Fourier do sinal.
Analogamente, dado um sinal no dominio da frequéncia, foi proposta a sua andlise por
nucleos de Gabor cuja largura e fase sao obtidas da transformada de Fourier inversa
do sinal. Em ambos os casos, demonstrou-se que as funcoes analisadoras fornecem uma
representacao exata do sinal analisado — no primeiro caso, em termos de uma expansao
equivalente a transformada inversa de Fourier, e, no segundo, em termos de uma expansao
equivalente a transformada de Fourier. Tal fato proporciona a abordagem de Gabor sin-
tonizada propriedades semelhantes as da transformada de Wigner, que utiliza o préprio
sinal como func@o analisadora, e é considerada 6tima sob vérios aspectos [2].

O propésito do presente relatério é demonstrar que a abordagem introduzida em [1]
pode ser formalmente generalizada com o uso da transformada fracional de Fourier 3],
que é uma extensao da transformada de Fourier, incluindo a esta e a transformada de
Fourier inversa como casos particulares.

A transformada fracional de Fourier de um sinal z(t) é definida como

1 - COtOé -cot a 't2 -
Xa(u) = FRFTQ{ZE(t)} — ‘;76J7u2 /l’(t)€j? Cota—ytucscadt (1)
™
onde a integral é tomada de —oo a co. Aqui, j2 = —1, e t, u e o parametro angular «

(dado em radianos) sdo adimensionais.
Verifica-se que, para k inteiro, quando o = 2km, X,(u) = x(u) — ou seja, neste caso a
FRET retorna o préprio sinal —, e quando o = (2k + 1)7, X,(u) = 2(—u). Para a = 7,

obtém-se a transformada de Fourier,

Xz (u) = X (u) = —— / (t)e It 2)



A aplicacao de duas transformadas fracionais de Fourier sucessivas, com angulos « e (3,
equivale a aplicacao de uma tnica transformada com angulo o + 3, e a inversa de uma
FRFT com angulo a é a FRFT com angulo —«. Estas e outras propriedades permitem in-
terpretar a FRFT como uma rotagao da representacao do sinal no plano tempo-frequéncia,
com o angulo de rotacao definido pelo parametro a.. A transformada fracional de Fourier
encontra aplicagoes na analise de sinais e em inimeras outras areas, como a éptica e a

mecanica quantica [4].

2 Generalizando a Abordagem Sintonizada

Aqui nés propomos generalizar a abordagem sintonizada de Gabor, fazendo uso da trans-
formada fracional de Fourier. As duas defini¢oes para a transformada sintonizada, intro-
duzidas em [1], surgirdo — juntamente com as fungoes de representagao associadas — como
casos particulares do formalismo desenvolvido a seguir. Deve-se notar, no entanto, que,
por estarmos utilizando certas convencoes usualmente adotadas com relacao a FRFT, e
que diferem das assumidas em [1] (por exemplo, ali, a transformada de Fourier foi definida
sem o fator multiplicativo de 1/y/2r — ver Eq. (2)), os resultados anteriores podem
nao ser recuperados exatamente sob a mesma forma. As diferencas, em todo caso, sao

qualitativamente irrelevantes.

2.1 Representacao Generalizada

Dado o sinal i(t), nés propomos a representacao da sua transformada fracional de Fourier
para um angulo § qualquer (suposta existente), como

-cot o, /2

(t,u')e? 2 " du (3)

Tolt) = FRFT,{i(1)1(0) = < [ aaltitl) 4]

onde z,(t, u), referida como a fun¢do de base da representagao, define-se como

2 _(M) ,
Ia(t,u) = |CSC Oé| 7T e J 2 cot a+jtucsca

1—jcota
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enquanto y,(t, u), referida como a fungao de representacdo ou fun¢do codificadora, assume

a forma
cscal —j M) it +j _ (tmucosa)?
yg(t,u) — |(27T)%|6 J( 5 cot a+jtucsca J%O(U)e 200 () sin ]2 (5)

com os parametros o(u) e p(u) a serem obtidos em termos da FRFT do sinal, conforme
veremos adiante.

A operagao *, na Eq. (3), denota uma convolugao generalizada, definida por Zayed [5]

como segue: Para qualquer funcao f(t), define-se f(t) = e’ Eaa (t). Dadas duas funcoes,

f e g, a sua convolucao generalizada é entao obtida como

1 —jCOtOé _jeotay2 ~
76 2

h(t) = (fxg)(t) = o T xg)() (6)

onde x denota a convolucao tradicional,

(f +9)(t) = [ F()glt = 7)dr (7)

Demonstra-se que, sendo F,, G, e H, as transformadas fracionais de Fourier de f, g e h,

respectivamente, vale a propriedade [5]

- cot, au2

Ho(u) = Fo(u)Galu)e™ (8)

resultado que usaremos a seguir para obter as expressoes para os parametros o(u) e p(u)
da funcao de representacao y°(t, u), definida na Eq. (5).

Tomando a FREFT de angulo «, nos dois lados da Eq. (3), nés obtemos

_jcotau2 Ccota
Tap(u) = FRETG{I5(0)} (1) = —gee | XtV ) 55 (9)

Mas, como demonstrado no Apéndice,

Xo(u,u') = FRET {xo(t, u') Hu) = 276 (u — ') (10)

YP(u,u') = FRET {y(t, v )} (u) =
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- 22 ) )
_ v1— 7 cot o U(u/)ej(T) cot a—j(u—u)u’ Cota—l—jgo(u’)e_ 02(27/) (u—u')2

11
(27)3/2 (11)

Substituindo estas expressoes para X, (u,u’) e Y,?(u,u’) na Eq. (9), ela nos fornece
L) = [T pl)]e#0+7 = g (u)eiet (12)

V2r
o que nos permite identificar
o(n) = V2 Los ()], ¢

p(u) = patp(u) (13)

2.2 Transformada Generalizada

Com base na fungao de representagao da Eq. (3), nés podemos entao definir a transformada

de Gabor sintonizada, em sua forma generalizada, como

Taﬁ(u, t)

| CSC Oé| j(#) cot a—jrTucsca—jp(u) _M
= 7)% /6 e 2[o(u) sin o] Iﬁ(T)dT (14)

(2m
com o(u) e p(u) dados pela Eq. (13).
A transformada sintonizada T, s(u, t) analisa a FRFT de ordem 3 de um sinal qualquer,
I5(t), por meio de nicleos analisadores que sdo as fungoes de representacao de Ig(t), na

forma da Eq. (5), cujos parametros sdo dados pela FRET de ordem a+ 5 do mesmo sinal.

3 Exemplos

Consideremos alguns casos particulares dos resultados acima:

i) Quando 3 = 0, I5(t) = Iy(t) é o préprio sinal de entrada, i(t) = |i(t)|e’¥®). Se
tomarmos a = 7, teremos log(u) = Iz(u) = I(u) = |I(u)]e??7® . Neste caso, nds
obtemos

Fungao de Base:

zz(t,u) = V2ret (15)

ISE]



Funcao de Representacao:

+2
_ettute(w)] T30zt (16)

1
(tw) = (2m)2

[SERe=]

Y

com o(u) = V2| Lya(u)| = V2r|I(u)], e p(u) = ¢i(u).

A convolugao generalizada (Eq. 6) torna-se simplesmente

(f x9)(t) = (f +9)(t) (17)

-

T
e a representacao do sinal (Eq. (3)) é obtida como

t2
L it et~ mE gy (18)

i(t) = FRET{i(t)}(t) = / ——
(2)>
A representacao acima corresponde aquela associada a primeira forma da transformada de
Gabor sintonizada, que equivale portanto a T’ g,o(u, t).
ii) Quando B8 = 7, I4(t) = Iz(t) = I(t). Se tomarmos o = —7, teremos Ioqg(u) =
Ip(u) = i(u). Neste caso, obtemos

Fungao de Base:

w_z(t,u) = V2re " (19)

Funcao de Representacao:

t2
L (fu) = %6—j[tu—w<u>1e——%z<u> (20)
: (2m)?

com o (u) = v2r|Lo(u)| = V2rli(u)], e p(u) = pi(u).

A convolugao generalizada permanece dada pela Eq. (15), e a representacao do sinal é

uy
2

Y

entao obtida como

~ ot 1 reo / 2
I(t) — FRFTW/Q{Z(t/)}(t) _ /6—jtu % We—ﬂtu —p(u )]€ 220 oy (21)
)2

que é, a menos de um fator multiplicativo, a representacao associada a segunda forma da

transformada de Gabor sintonizada introduzida em [1], que corresponde a T_z = (u,t).



iii) Quando « = 0, a func@o de representacao toma a forma (ver Apéndice)

1 .
v (t, 1) = 5—o (u)e?? M5t — u)

o (u)]e?#25(t — u) (22)

1
— I
\/27T| g
e a representacao do sinal (Eq. (3)) se reduz a identidade

Tolt) = Ze=o (e = |T5(0)leh (23)

onde usamos a Eq. (13).

A transformada sintonizada (Eq. (14)) torna-se entao
Top(u,t) = [ I3(r =D)Is()d(r =t = w)dr = [3(w)Is(t +u) (24)

e a integral de T} s(u, t) sobre todos os valores de u fornece a autocorrelagao do sinal .

4 Conclusao

Neste relatério, nés mostramos como o formalismo de representacao e andlise de sinais
com base em fungoes de Gabor sintonizadas, introduzido em [1], pode ser generalizado
com o uso da transformada fracional de Fourier. As duas versoes para a transformada sin-
tonizada apresentadas naquele trabalho foram demonstradas reduzir-se, juntamente com
as funcoes de representacao associadas, a casos particulares do formalismo mais geral
aqui desenvolvido. Este possibilita a definicao de uma infinidade de outras versoes para
a transformada de Gabor sintonizada, cuja aplicagdo pratica nos estamos estudando. A
transformada canonica linear [6], que tem a transformada fracional de Fourier como caso
particular, representa uma possibilidade de extensao ainda mais ampla para a nossa abor-

dagem.



Apéndice

Inicialmente, nés demonstramos as expressoes para as FRFTs da funcao de base e da
funcdo de representagao, Eqgs. (10) e (11). Usando a Eq. (1), e a defini¢ao de x,(t,u) na

Eq. (4), nés obtemos

Xo(u,t') = | csc ale? <250 _“2)/e_jt(“_“/)csmdt (25)

e, identificado a integral como 27md[(u—u') csc a] = 2nd(u — ') /| csc |, a Eq. (10) resulta.

Do mesmo modo, usando a defini¢do de y,(t,u) na Eq. (1), nés obtemos

Y5 (u, |csca|\/1—jcota

e a integral pode ser obtida como v/27o (u')| sin a|e™

cot @
(u ! cos a)2

. ’ (tui
/6_Jt(u—u )CSCOz6 2[o(u’) sin o] dt (26)

20,/
. o (u')
ju—u)u' cot Q=5 [(u—u') CSCO&]Z’ de onde

a Eq. (11) resulta.
Agora nés obteremos o limite, quando o — 0, da funcdo de representacao y’(t,u),
demonstrando a Eq. (22). Neste limite, nds temos que sin« tende a «, cosa tende a 1, e

csca e cot o tendem ambos a 1/a. Assim, yg(t, u) pode ser escrita como

jo(u) (t—u)?2 .
B e’? — 52 LHjac® (u)]

tu) = e 2a202(w) 27
) = = (27)

ou seja,

, 5 pie(w) o~ 58
t == 28
yO( >u) a o1 \/%Z ( )
onde
oo ooy (29)
1+ jao?(u)

No limite de @ — 0, ¥ tende a zero, a Gaussiana na Eq. (28) tende a funcao delta, e nés

obtemos o resultado na Eq. (22):

Yot ) = %a(u)ej”(“)é(t ) (30)



Para demonstrar que, neste limite, a representacao do sinal se reduz a identidade (Eq.

(23)), nés observamos inicialmente que a convolucdo generalizada de x,(t,u) e y2(t, u)

pode ser reescrita como

a—j / s Lr(r—)
a\7, o t— 5 « d
o To(T,w)yl(t — T, u)e T

quando o — 0, enquanto a fungao de representagao, x,(t,u), tende para

2T

6—%(t—u)2
a? — ja

Substituindo as Egs. (30) a (32) na Eq. (5), nds obtemos

W:ﬁ/[/e g

e, integrando sobre T,

6%0(“

Ts(t) = 27n/a2 — ja / du

No limite de @ — 0, nés podemos reescrever a equacao acima como

_ (—u)?
. e 2(—jo)
/a(u')eW(“ du' — —/ Nel? W §(t — u')du'

\/2m(—ja) Ver

I5(t) = %Q—W

e, portanto,

1 .
I5(t) = <=0 ()

conforme a Eq. (23).

“3a 2 5 ()P § (¢ — 7 — u)ed T dr 7% dul

(31)

(33)

(36)
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