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Resumo

Diante de mercados incompletos, nos quais os contratos derivativos, nem sempre, sao perfeita-
mente replicaveis, o aprecamento por indiferenca apresenta-se como uma alternativa de aprecamento
neutro ao risco, levando em conta as preferéncias dos agentes. Em particular, foi trabalhado um
modelo discreto no tempo em que o ativo objeto, apesar de observavel, nao é negociado, e.g. indices
economicos e indices de clima. A partir desse modelo, foi desenvolvido um método de aprecamento
multiperiodo definido a partir de um funcional nao-linear. Este método foi implementado com-
putacionalmente em um mercado binomial com dois ativos de risco, sendo um negociavel e outro
nao.

Palavras chave: mercados incompletos, aprecamento por indiferenca, ativos nao negociados.
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Abstract

In incomplete markets, not every contingent claim is perfectly replicable. For those claims,
indifference pricing is an alternative to the usual risk-neutral pricing, which takes into account
the agent’s preferences and is compatible with non-arbitrage theory. In particular, we presented
a discrete time model where the traded assets comprise a complete market, but with some of
the underlying assets being non-traded — eg. economic indices and weather data. Using this
market model, a pricing framework, based on indifference valuation with an exponential utility
was developed; this framework leads a pricing method based on a non-linear, time-consistent
functional. A computational implementation of this method using a binomial tree for two assets
— with only one being traded — was also presented.

Keywords: incomplete markets, indifference pricing, non-traded assets.
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Introducao

Nos mercados financeiros uma grande e crescente gama de produtos faz uso de metodologias
de aprecamento envolvendo a modelagem de incertezas.

Em especial, como exemplo classico, temos as opcoes atreladas a algum ativo objeto. No caso
das opgoes europeias, para as quais os exercicios s6 podem ser realizado quando do vencimento do
contrato, os trabalhos de Black & Scholes (1973) e Merton (1973) constituem um marco para a
teoria de finangas.

Esses trabalhos, apesar de suas diversas hipdteses simplificadoras, tém, ainda hoje, seus resul-
tados aplicados no mercado financeiro.

No entanto, com a crescente demanda por produtos mais complexos, modelos com maior
acuracia foram e continuam sendo desenvolvidos.

Em muitos casos, a hipdtese de nao-arbitragem utilizada por Black & Scholes (1973) nao
é suficiente para determinar os pregos dos derivativos — por exemplo, quando o mercado for
incompleto. Nestes casos os precos nao serao determinados de forma tnica e, em geral, existe um
intervalo de precos que sao compativeis com nao arbitragem. Em varias aplicacoes este intervalo
pode ser bastante extenso — um exemplo extremo é descrito em Hubalek & Schachermayer (2001),
onde o intervalo de pregos compativeis com nao arbitragem é (0,400). Nestas situagoes, ha
a necessidade de se considerar outros fatores que levem a determinagao de um preco que seja
representativo para os agentes de mercado.

Derivativos de clima, opcoes executivas, opgoes de reais sao alguns casos nos quais nos de-
paramos com a necessidade de modelar um mercado incompleto, pois os ativos atrelados a tais
contratos nao sao por si negociaveis, o que impossibilita a construcao de um portfélio replicador
do payoff desses contratos.

Neste trabalho apresentamos uma discussao do aprecamento em mercados inconpletos e apre-
¢amento por indiferenca em mercados com ativos nao-negociaveis, mas cujo subconjunto de ativos
negociaveis formem um mercado completo, sempre, trabalhando em tempo discreto.

O modelo de aprecamento aqui apresentado pode ser visto como uma extensao do trabalho de
Musiela & Zariphopoulou (2004) seja, por incluir miltiplos ativos negocidveis e nao-negocidveis
de uma forma complementar ao mencionado em Carmona (2009), bem como, por permitir que o
mercado para os ativos nao-negociaveis seja continuo nos precos destes ativos.



Introducao 2

Apresentamos também uma implementacao computacional, usando uma arvore binomial 2-D
seguindo Kwok (2008), Grasselli (2011) — veja também Boyle (1988). Dentre os experimentos
apresentados, destacamos: andlise do comportamento do preco por indiferenca em diversas si-
tuagoes, incluindo a diferenca entre o preco de compra e venda; a recuperacao do preco neutro
ao risco usando extrapolagao quando a aversao ao risco tende a zero; aplicacao ao aprecamento
de opgoes americanas — seguindo Grasselli (2011); exemplo de apregamento utilizando opgoes de
Margrabe —Margrabe (1978).

O trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo 1, revisamos o problema de apre-
¢amento neutro ao risco, em tempo discreto, considerando os mercados completos e incompletos.
Ja, no capitulo 2, apresentamos uma breve revisao da teoria de preferéncias. A partir dessas
revisoes discutimos, no capitulo 3, o aprecamento em mercados incompletos utilizando indiferenca.
O capitulo 4, apresenta um método de aprecamento que estende o algoritmo apresentado por
Musiela & Zariphopoulou (2004); esta extensao contempla um mercado consistindo de um sub-
mercado completo com ativos negocidveis (com pregos necessariamente discretos) e com ativos nao-
negociados, com pregos que podem ser continuos ou discretos. Uma implementacao computacional
usando arvores binomiais, exibindo diversos exemplos, é apresentada no capitulo 5. No capitulo 6
apresentamos uma conclusao sobre o trabalho desenvolvido. Completam o trabalho dois apéndices.



Capitulo 1

Aprecamento através de Medida
Martingal Equivalente em Tempo
Discreto

Neste capitulo sera introduzida a notacao que sera utilizada no restante do texto, bem como,
a apresentacao de um resumo dos resultados cldssicos aplicados a teoria de finangas em mercados
completos e incompletos. O contexto sempre ird considerar uma formatacao discreta do tempo.

Como marco inicial destacamos o proposto por Black e Scholes, em Black & Scholes (1973) e
Merton, na publicagdo Merton (1976) com vistas & resolver o problema de aprecamento de opgoes
europeias.

No trabalho desenvolvido utiliza-se a montagem de um portfélio composto pelo ativo objeto e
pelo derivativo. A variacao no valor do portfélio no tempo é, entao, modelada por uma equacao
diferencial parcial de segunda ordem (EDP) que, sob o pressuposto do portfélio ser imune aos
riscos de mercado, sera redutivel a equacgao de difusao do calor, a qual, possui solucao analitica.

Porém, com o desenvolvimento dos mercados financeiros e a necessidade de se aprecar ativos
mais complexos, a utilizacao de modelos via EDP mostrou-se mais complicada, uma vez que, nem
sempre, uma solugao analitica para as mesmas é possivel, levando a utilizacao de técnicas mais
avangadas envolvendo solugoes numéricas.

Para contornar tais dificuldades, uma boa forma de encarar o problema é a observancia do tra-
balho de Harrison e Pliska, em Harrison & Pliska (1981), que introduzem o conceito de aprecamento
através da medida martingal equivalente, a qual denotaremos MME.

Resumidamente, o aprecamento via MME consiste na substituicao da medida histérica, que
representa a crenca, dos agentes economicos, na realizagao dos possiveis cenarios econoémicos, por
uma medida equivalente que seja martingal em relagao ao preco do ativo objeto e, entao, calcula-se
o valor esperado, no vencimento, para o contrato utilizado-se esta medida.

No desenvolvimento do capitulo veremos que a MME nem sempre serd tnica, mostrando, assim,
que o mercado possui algum tipo de imperfeicao, ou seja, nem todos os ativos sao negocidveis, falta
de liquidez, custos de transacao, dentre outras.

Na secao 1.2 provamos que, no caso do mercado completo, se o tempo for representado de forma
discreta o modelo dererd ser atomico. Portanto, o nimero de possiveis cenarios sera finito.

Na secao 1.3, encerramos o capitulo como uma discussao sobre algumas formas de aprecamento
no caso de incompletude de mercado. Na literatura sobre o assunto a escolha entre os diversos
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precos compativeis com nao arbitragem ¢é exploradada sob diversas dticas. Entre elas temos o
prego de Davis, Davis (1997), que parte de argumentos mais economicos utilizando a fungao de
utilidade do agente e sua aversao ao risco . Sob outras formulagoes, deve-se escolher uma MME
entre as diversas medidas disponiveis, levando a utilizacao dos conceitos de medida martingal de
variancia minima e medida martingal de entropia minima.

Os conceitos é defini¢oes aqui usados seguem, bem de perto, o desenvolvido em Follmer &
Schied (2004) por julgarmos traduzir todos os conceitos necessarios no desenvolvimento adiante.

1.1 Preliminares

Nesta secao introduziremos uma série de defini¢bes basicas para fixar notacao.

Defini¢ao 1.1. Um espago de probabilidade é uma tripla (0, F, P), onde F é uma o-dlgebra de
Q) e P € uma medida de probabilidade .

Definigao 1.2. Uma fungio f : Q — [—oo, +0oc| € mensurdvel se f~1 ((c, +00]) pertence a F para
todo c € R.

Definicao 1.3. Uma filtragdo representa uma familia (F),cp de o-dlgebras em Q com F, C F;
para s < t.

Teorema 1.4 (Radon-Nikodym). Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. Tomando uma me-
dida Q, em (S, F), equivalente a P, a funcao ¢ > 0, F-mensurdvel, serd denominada derivada de
Radon-Nikodym de QQ em relagao a P, sendo denotada por:

Q@ _
a7

Proposicao 1.1. Suponha a medida QQ absolutamente continua em relagao a P (Q < P) em F com
densidade @, além disso, Fo C F seja, também, o-dlgebra. Entao, para qualquer F-mensurdvel
F >0,

1
B [FIFi] = &

W - Ep [Fo|Fo], Q-g.c

A demonstracao do resultado estd em Follmer & Schied (2004, p.405).

Definigao 1.5. Uma sequéncia X = {X,}, .y de varidveis aleatorias, definidas no espago (2, F, P),
¢ denominada um processo estocdstico em tempo discreto.

Definicao 1.6. Sejam (22, F, P) um espago de probabilidade e (F3) ), uma filtragdo:

1. Um processo estocdstico X = (Xt)ogth ¢ dito Fi-adaptado se X, for Fi-mensurdvel.

2. Um processo estocdastico Y = (Y;),,eq € dito Fy-previsivel se Yy for Fy_q-mensurdvel.

Intuitivamente um processo adaptado depende da informagao até o tempo t, enquanto que, o
processo previsivel até o tempo t — 1.
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Definigao 1.7. Um processo estocdstico X = (Xi)oyep €m um espago de probabilidade filtrado
(Q, (Ft)ocer > Q) ¢ dito um martingal se:

1. X € adaptado.
2. X satisfizer: Eg [| X¢|] < o0, Vit
3. Xy =Eq [X¢|Fs] paratodo 0 <s<t<T.

Q serd dita medida neutra ao risco ou medida martingal.

Sendo,

E[|f]P]7, se0<p< oo,
1 llp=
sup essp (f) =inf{c>0|P[|f] >c] =0}, sep=o0,

temos a seguinte definicao:

Defini¢ao 1.8. Seja LP (2, F, P) com p € (0,00] representando o conjunto de todas as funcoes
[ Q — C, F-mensurdveis, tais que || f ||,< o0o. Definimos de forma usual LP(Q2, F,P) =
LP(Q,F,P)/ ~ como o espago onde duas fungoes f e f sao equivalentes, se satisfizerem.:

f~F & f=FPgec
Defini¢ao 1.9. Um conjunto A € F ¢é dito dtomo de (2, F, P), se P[A] > 0 e se cada B € F
com B C A satisfaca ao menos uma das condicoes:

1. P[B] =0
2. P[B] = P|A]

A proposicao seguinte ira caracterizar a dimensao dos espacos LP.

s

Proposicao 1.2. Para qualquer que seja p € [0,00], a dimensao do espago LP = LP (2, F, P) é
dada por:

dim LP (Q, F, P)
= sup {n € N| 3 uma particio A*,... , A"de Q com A" € F e P [A’} > 0} ) (1.1)

Em particular, n := dim L? (), F, P) < oo se e somente se existir uma particio de Q) em n dtomos

de (Q, F, P).

Demonstragao. Seja A',..., A" uma parti¢io de 2, com A* € F e P[A'] > 0. Neste caso, as
funcoes indicadoras 14: sao elementos linearmente independentes de LP. Portanto, dim LP > n.
Assim, se o lado direito de (1.1) nao for finito, nada mais precisa ser demonstrado.

Por outro lado, suponha que o lado direito de (1.1) seja ng < oo. Entao a partigdo correspon-
dente é formada apenas por atomos. Se assim nao fosse, seja A um elemento desta particio que
nao seja um atomo. Neste caso, existe B C A" satisfazendo P[B] > 0 e P[B] < P[A%]. Portanto,
{AY, ... A=l Ao B B A+l A™} é uma particao com ng+1 elementos com medida positiva
e, assim, ny nao é maximal. Desta forma, todo Z € LP é constante P-q.c. em A’ i =1,... ng.
Seja z; o valor de Z em A'. Entao

no
Z = Zzilm, P —q.c.
i=1

e as funcoes indicadoras 141,...14n sd@o uma base de LP. O]
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1.2 Modelo de Mercado

Nesta secao iremos detalhar o mercado no qual os ativos serao negociados, para posteriormente
utilizar o apregamento utilizando a medida martingal equivalente (MME).

O mercado sera formado por N+1 ativos com precos observaveis no tempost = 0,1,...7T, sendo
representados pelo vetor de varidveis aleatérias, no espaco de probabilidade filtrado L* (Q, (Focier » P) ,
como o processo estocéstico adaptado com valores em RV*!. Neste caso denotaremos, em forma
vetorial, as variaveis aleatorias representantes dos precos dos ativos como:

(Socper = (578)) = (57,87, 81)

Considera-se que os precos irao sempre assumir valores positivos, sendo mensuraveis com res-
peito a o-algebra F; C F. Intuitivamente JF; representa todos os eventos revelados até o tempo t,
de forma que:

0<t<T 0<t<T

fonl...C.FT.
represente uma familia de o-algebras.

St(i) = St(i) (w) ird representar o valor do i-ésimo ativo para um dado cendrio w € {2 no tempo
t, sendo P (w) > 0 para todo w € €.

De forma andloga, a representacao vetorial dos pregos dos ativos no instante inicial sera dada
na forma:
So = (S8”.80) = (567887 S8V

Para este mercado, iremos considerar, também, a existéncia de um ativo livre de risco (0-ésimo
elemento do vetor acima), ou seja, livre da incerteza quanto do valor que ird valer em um tempo
t qualquer e sera definido como:

t
Séo) =1 e St(o) = H(l—i—rk).
k=1
Com r; > 0,Vt, constante representando a taxa de juros livre de risco da econonia.

O ativo livre de risco sera usado como numerdrio em nossa abordagem. Um numerario corres-
ponde a uma base de precos na qual os outros ativos do mercado serao expressos. Usualmente a
mudanga de numerério se mostra como um recurso facilitador na solugao dos calculos via MME.

Ao utilizar o ativo livre de risco como numerdrio obteremos o denominado processo de precos
descontados, que iremos definir como:

_ S (w)
S

X=X () : . t=0,....T,i=0,...N.

Logo, os valores dos ativos em relacao ao numerario podem representados na forma vetorial:
Xt(o) =1 e X;= (Xt(l), e ,Xt(N)>

assim,

~ _ (0) o (0) (1) (N)
(Xt)ogth - <Xt 7Xt> = (Xt y XX )

0<t<T 0<t<T
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Neste modelo é permitido ao agente investir, no tempo t = 0, em um portfélio formado pelo ativo
livre de risco e nos demais ativos, por exemplo, uma ac¢ao. Esse investimento pode ser representado
pelo par (:c,&), onde x representa o capital dispendido na compra do portfdlio e £ a proporgao
aplicada em cada ativo.

As possiveis estratégias que um investidor pode assumir serao representadas como um processo
estocéastico em €2 representando a quantidade investida no ativo i-ésimo entre os instantes t — 1 e
t, sendo definidas como:

Definicao 1.10. Uma estratégia de negociacio é wm processo & = (Et)1<t<T previsivel em RN*!,
com:

£= (69,8 = (&”.¢",....e)

1<t<T

Uma estratégia & é dita previsivel quando a quantidade alocada em cada ativo é determinada
no comeco do periodo, ou seja, em t — 1.

A estratégias ft(i) poderao assumir valores tanto positivos quanto negativos.

Valores negativos de ft(z) correspondem ao que, no mercado, é conhecido como posicao short no

ativo. Isto é, o investidor ird, em ¢t = 0, vender uma quantidade |§§i)| de um certo ativo Séi) com
a obrigacao de entrega-lo ao comprador em uma data preestabelecida t.

Com esse recurso extra, o investidor, ira aplicar o montante adquirido em uma outra oportuni-
dade de investimento que julgue trazer um retorno superior a valorizacao do ativo correspondente
A posicao short - SO .

Caso sua crenca em relacao ao comportamento do mercado se realize, na data futura, ird honrar

seu compromisso entregado o ativo St(l) ao comprador e ainda assim, ird perfazer um lucro quando
da apuracgao do resultado das duas operagoes em conjunto.

Agora, iremos combinar os ativos base, passiveis de negociagao neste mercado, de forma a
representar os possiveis portfélios que um agente economico poderd compor negociando em tal
mercado.

Para montar um portfélio composto obrigatoriamente com o ativo livre de risco e com uma

riqueza inicial x havera o dispéndio de 5{0) X Séo), correspondendo a aquisicao do ativo livre de

risco, sobrando, entao, a quantia de x — {%O) X S(SO) para aplicacao nos demais ativos de forma que

em t = 0, momento de sua composicao, o valor do portfélio valera x, ou seja:

N
P S0+ 30 )

i=1

Em um tempo t > 1 o valor do portfdlio estara associado a incerteza nos valores que os ativos
poderao assumir, dependendo do cenério w € € que ira se realizar e que nao é conhecido a priori.
Podemos, entao, definir o processo de valor para um portfélio, como:

z

Definigao 1.11. O Processo de Valor (descontado) correspondente a estratégia & = (Et) é

‘ 1<t<T
dado pelo processo estocdstico:

1% (@) =8 X e

2. Vi (€) :=&.X; = Zz‘]\io ffi).Xt(i) parat=1,...,T.



CAPITULO 1. APRECAMENTO MARTINGAL EM TEMPO DISCRETO 8

Um classe particular de estratégias de negociacao sao as chamadas estratégias auto financiadas.

Definigdo 1.12. Uma estratégia € = (Zt) é dita auto financiada se:

1<t<T—1
Zt -gt = Zt+1 -gt (1-2>

Intuitivamente, (1.2) significa que o portfélio é sempre rebalanceado de forma a preservar o
valor presente sem, no entanto, fazer qualquer tipo de aporte monetario adicional ou retirada de
capital. Logo os ganhos e perdas resultantes das flutuagoes no valor do ativo serao a unica fonte de
variacao no valor do portfélio. Os ganhos e as perdas no valor do investimento, também, podem
ser descritos como um processo estocéstico:

Definicao 1.13. Dada uma estratégia €, o processo de ganhos (Gt (E)) correspondente €

dado por:

o<t<T

1. Go:=0, e
2. Gy (&) =30, & (Xp— Xia).
O processo de ganhos, assim definido, ira refletir o ganho liquido acumulado, em relacao ao

numerario, até o momento ¢t. A condigao (1.2) pode ser verificada, mesmo quando os ativos forem
expressos em termos do numerario, conforme Proposicao a seguir:

Proposicao 1.3. Para uma estratégia & as sequintes condi¢des sio equivalentes:
a) & € auto-financiado.
b) & . Xi=&41- Xt parat=1,...,T—1.
c) V;:VO—}—Gt:gl.yo—i—ZZ:l & (Xp — Xi1), parat=1,...T.
Demonstragdo. (a) < (b) Dividindo (1.2) por S?, temos:
EXi =& Xy, t=1,....,T—1.
(b) & (¢) Tomemos

Vipn = Vi = Et+17t+1 - Etyt

= §t+17t+1 - ZtJrlyt por (b)
= Et+1 (7t+1 - 77&)
= &1 (X1 — Xy) pois Xt0 =1,Vt
= Giy1 por definicao
Logo,
Vier = Vi + G
e temos

t
Vi=Vo+ Y G
k=1



CAPITULO 1. APRECAMENTO MARTINGAL EM TEMPO DISCRETO 9

N . .~ . e 0 o
Como decorréncia da proposicao anterior, observa-se que, sendo & = (55 ), &) estratégia auto

. 0 . N . . . . . . ;. .
finaciada, o processo ff ) relativo & quantidade investida no ativo livre de risco sera inteiramente
determinado em funcao do investimento inicial Vj e do processo d-dimensional &. De fato,

V=& % = &7+6.X & & =V —&.Xo. (1.3)

Adicionalmente a esse fato, segue da Proposicao:

gt(—?—)l _gt(O) = _<€t+1 _gt) 'Xta t= 17"'7T_ 17 (14>
logo, de 1.3 e 1.4:

t

ft(?r)l = Vo —&.Xo — Z (1 — &) X

k=1

Agora, faremos uma conexao entre os processos definidos acima e a medida martingal equiva-
lente (MME) - @, a qual, para o contexto de mercado descrito, existird se o processo estocéstico
relativo aos pregos descontados for ()—martingal, conforme definicao 1.7. No teorema a seguir
vamos usar a notacao V'~ para denotar a parte negativa da variavel aleatéria V.

Teorema 1.14. Dada uma medida de probabilidade (), as sequintes condi¢oes sdo equivalentes:

1. Q € uma medida martingal equivalente.

2. Se & = (5(0),5) for auto financiado e & limitado , entdo o processo de valor V de & é um
Q-martingal.

3. Seé& = (5(0),5) for auto financiado e seu processo de valor V' satisfizer Eq [VT_} < 00, entao
V € um Q-martingal.

4. Se € = (5(0),5) for auto financiado e seu processo de valor V' satisfizer Vi > 0 QQ — q.c.,
entao Eq [Vr] = V.

Demonstracao.

(1=2) Se @ é uma medida martingal, entao, por defini¢do, o processo de prego descontado Xt(i) é
um () — martingal, isto é:

EQ[Xt(i)}<oo e Xs(i):IEQ[Xt(i)\}"S] para0 < s<t<T i=1,...,d.

Se V' é o processo de valor referente a estratégia & = (&, &) e sendo [£] limitado por uma constante,
a qual iremos denominar como ¢, entao, temos:

Vi=Vo+ Gy

=Vo+ > & (X — Xim).

k=1

Pela desigualdade triangular e pelo fato de que [&| < ¢:

t
Vi < [Vol + ZC(|Xk| + [ Xk-1)

k=1
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Como todo | X | pertence ao conjunto £! (Q) das fungoes F-mensurdveis em (2, F, Q), temos que
Eq [|X|] < o0, logo, Eg [|V4]] < co. Além disso,

Eq [Vig1|F] =
=Eqg [Vi + &1 (X1 — Xo) | F
= Vi + B (X — Xp)[ A Vi € §py1 Fr-mensurdvels
—v, ;pois Eq [Xiy1 — Xi|F] = 0.

Portanto, o processo de valor V' é Q-martingal.

(2=-3) Iremos mostrar:

Eq [V,] < oo entdo Eg [V, | Fia] = Viey VL. (1.5)
Temos por hipdtese que Eg [VT_ } < 00, além disso, V— = — (V' A 0). Como a fungao minimo é
convexa, pela Desigualdade de Jensen temos: Eq [Vr|Fr_1]” = V,_,. Portanto:

EQ [VTiiJ = EQ [EQ [VT‘JT'.Tfl]_] < ]EQ [EQ [VE’FT,J] = EQ [V{} < 00

Repetindo esse mesmo procedimento recursivamente de tras para frente, segue:
Eq [V ] <oo eEq[Vi|Fii] = Vi VL

Como Vj é uma constante finita, temos Eq [V;] = V5, o que, com o fato de Eq [Vt’} < oo implica
em V; € L1(Q),Vt, garantindo, entdo a integrabilidade do processo de valor.

Para provarmos (1.5), note que Eq [V;|F;_1]estd bem definida devido & hipétese de que Eq [V;™] <
00.
Pelo item 2 do Teorema, temos que £ é limitado, portanto, podemos definir:

&Y = &lyg <ap. >0,

Com isso, o processo de valor relacionado a essa estratégia sera dado por:

Vilge<a) = (Vt—l +67(X, — Xt—l)) Lije,|<a}-
Tomando a esperanca condicional na expressao acima:
Eq VilFi1] Leia) = (Eo Vil o] + Eq [67 (X = Xo1)1Fit|) Lysaay
= Vi_1lygj<ay ,pois X; é @Q-martingal.
Fazendo a — oo, temos valida a afirmagcao (1.5)
(3=-4) Se um processo M é Q-martingal, entao:
Mo = Eq [Mr|Fo] = Eq [Mr],

pois JFy é a o-algebra trivial.
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4=>1) Para provarmos que X! € £(Q) para dados i e t, consideremos o processo deterministico
t

definido, como:
é—sl‘) = 1{s§t}
V=0, j#i.
Repare que para uma estratégia auto financiada &, a componente referente ao numerério satisfaz:

t(8)1 —ft(o) =— (&1 — &) Xyparat=1,..., T — 1.

Desde que, 5%0) = Vo — &.Xp. Portanto, £ pode ser completada com processo previsivel &, tal que

€ = (&, &) é uma estratégia auto financiada com investimento inicial Vo = X{. O processo de valor
correspondente, satisfaz:

T
Ve=Vo+ Y & (X, — X)) = X" >0.
s=1
De (4):
@) _ v — yv@®
Eq | X Eq[Vr] =Vo = Xg", (1.6)

o que leva a, Xt(i) € L1(Q). A condigao (1) segue se for verdade que Eg [Xt(i); A} =Eq [Xt(i)l; A},

para dados t,i e A € F,_,. Para tanto, iremos definir o processo previsivel n € R? satisfazendo:

77? = ey + 1acl—y
=0, j#i

Como acima, vamos considerar o processo previsivel n®, tal que, n= (77(0), 77) seja uma estratégia

auto financiada cujo investimento inicial é dado por Vo = X(()z) e o no tempo final T, por:

T
Ve =Vot > ne (Xs = Xoo1) = X1 + X114 > 0.
s=1
Por (4):
X0 =V = Bq [Vr] = Bq [x{"; 4] +Eq [X[%,; 4].

Comparando a identidade acima com a equacao 1.6, conclui-se, que Eq [Xt("); A} =Eq [Xt(i)l; A}
]

Conceito fundamental na teoria de finangas é o relativo a nao possibilidade de oportunidade de
arbitragem em mercados ditos eficientes. Sendo o mercado eficiente, oportunidades de arbitragem
até podem acontecer, porém a simetria da informagao fard com que ocorra uma maior demanda
sobre os ativos mal aprecados fazendo com que automaticamente os precos retornem ao equilibrio.

Nos mercados em que possibilidades de arbitragem existam, os agentes economicos sao capazes
de montar estratégias de atuagao, para as quais, obtem lucro com certeza, sem no entanto, estarem
expostos a alguma possibilidade de perda.



CAPITULO 1. APRECAMENTO MARTINGAL EM TEMPO DISCRETO 12

Por exemplo, se um agente de mercado consegue montar um portfélio em que sua riqueza
inicial seja x = 0 (situacdo factivel através de posicionamento short em alguns ativos, os quais
irdo financiar a aquisicdo dos demais), que a probabilidade de perda com o portfélio seja nula e
ainda possua probabilidade positiva de o portfélio atingir um valor positivo em t = 1 estaremos
diante de uma condigao de ineficiéncia de mercado. Esse desequilibrio nas forcas de mercado é
denominado oportunidade de arbitragem.

De forma mais técnica uma oportunidade de arbitragem é definida da seguinte forma:

Definicao 1.15. Uma estratégia auto financiada & é dita wma oportunidade de arbitragem se seu
processo de valor V' satisfizer:

1. tiver custo inicial nulo ou negativo (indicando posi¢ao short),

Vo < 0;

2. nao houver risco de perda de capital,

VT>O P_Q'Ci ;

3. twer probabilidade estritamente positiva de obter ganho,

P[Vr>0]>0.

Podemos, também, definir uma oportunidade de arbitragem em termos do processo de ganhos,
ou seja, uma estratégia & = (€9, &) serd dita oportunidade de arbitragem se satisfizer:

G >0 P-qce P[G>0]>0.

Em um modelo multiperiodo, auséncia de oportunidade de arbitragem corresponde a nao-
possibilidade de ocorrer arbitragem para cada um dos periodos individuais (modelo de mercado
de um periodo). Tal resultado decorre da Proposigao a seguir:

Proposicao 1.4. Um mercado admite possibilidade de arbitragem, se somente se, existir t €
{1,...,T} en e LY, Fi_1, P;RY), tal que:

N (Xy — X¢-1) 20 P-g.c, e Pn. (Xy — X4—1) > 0] > 0. (1.7)

Demonstracio. (=) Seja & = (&, €) uma oportunidade de arbitragem cujo respectivo processo de
valor seja dado por V', além disso, considere:

t :=min{k | V}, > 0P-q.c,e P[V, > 0] > 0}. (1.8)

Por hipétese t < T'. Além disso, parat—1 < t temos: V;_1 =0 P-q.cou P [V, < 0] > 0. De
fato, se V,_1 > 0 P-q.c, por (1.8) temos que P [V;_; > 0] = 0, 0 que nos levaa V,_; = 0, P-q.c.
Por outro lado, se tivermos P [V;_; > 0] > 0, ent&o, de novo por (1.8), temos P [V;_; < 0] > 0.

No primeiro caso, temos:

§t-(Xt - Xt—l) =Vi-Vii =V, P-qec.
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Tomando n = &;, obtemos a condicao 1.7, ou seja:

n(X;—X;1)=V, 20, P-qc e
No segundo caso, tomemos a estratégia n := &§ 1y, , <o}, representando as estratégias com

processo de valor estritamente negativo no tempo t—1, sendo, tal estratégia F;_;-mensuravel,
além do que:

n.(Xy — Xim1) = (Vi = Vie) Ly <oy = —Vieilv_ <o)

A parte direita da expressao acima é nao negativa e, com probabilidade positiva, de ser
estritamente positiva, portanto, temos 1.7 satisfeita.

(<) Parat e n como em 1.7, define-se o processo previsivel £ € R?, como:

_Jn, ses=t
£ = { 0, (1.9)

caso contrario,

portanto, ¢ define uma estratégia autofinanciada & = (€%, &), com investimento inicial 1 = 0
(custo zero) e sendo &, determinada pela estratégia d-dimensional e pelo investimento inicial.
vamos mostrar que essa estratégia implica em ganho certo. De fato, pelo ultimo item da
Proposicao 1.3:

T
Ve =Vo+ Y & (Xp— Xpm1), VE=&. (X, —X,1) >0, Pqc (por hipStese).
k=1

Portanto, £ é uma oportunidade de arbitragem.
O

A seguir vamos apresentar o Primeiro Teorema Fundamental de Aprecamento que ira relacionar
as hipoteses de mercado necessarias para existéncia da medida neutra ao risco. Para tal, antes,
iremos enunciar um resultado necessario na sua demontracao, denotando por LS’F = LS’F (Q, F, P)
o cone de todos os elementos nao-negativos do espaco LY := L°(Q, F;, P). Com esta notagao, a
condicao:

Kn LY = {0}
equivale a condi¢ao de auséncia de arbitragem (decorrente da Proposi¢ao 1.4)

Teorema 1.16. Seja P o conjunto das medidas martingais equivalentes e IC o conjunto dos ganhos
descontados , para t € {1,...,T}, definido como:

K= {n.(X; — Xo) [n € L° (0, Fo, P;RY) }.

As sequintes condicoes sao equivalentes:

1. KN LY ={0}.

2. (K—=LY)NnLY ={o}.

3. Existe uma medida P* € P com densidade dP*/dP limitada.
4. P#0.
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A demonstracao do Teorema estd em Follmer & Schied (2004)(p. 33-34).

Teorema 1.17. (Teorema Fundamental de Aprecamento) Um modelo de mercado € livre de opor-
tunidade de arbitragem se e somente se o conjunto P das medidas martingais equivalentes for
nao-vazio. Neste caso, existe uma medida Q € P com densidade dQ/dP limitada.

Demonstragao. (<) Suponha que exista uma medida martingal equivalente P* € P, pelo Teorema
1.14, qualquer que seja o processo de valor associado a uma estratégia autofinanciada, com
Vo <0e Vp >0, ird satisfazer:

0 < E*[Vr] =V <0, portanto, Vi = 0 P*-q.c.

Além disso, como P ~ P*, tais medidas coincidem nos conjuntos de medida nula, portanto,
o mercado original, também, nao admitira oportunidades de arbitragem.

(=) Parat € {1,...,T}, seja o conjunto dos ganhos descontado para t-ésimo periodo definido
como:

Ke={n.(X; — X;1) |n € L° (Q, Four, Py RY) T
Como visto, o mercado nao admitira oportunidade de arbitragem, se e somente se,
KN LY (Q,F, P) = {0}, WVt (1.10)

Repare que 1.10 depende da medida P apenas sobre os conjuntos de medida nula.

A condigao 1.10 nos permite aplicar o Teorema 1.16 ao t-ésimo perfodo de negociagao. Em
especial, para ¢ = T obtemos uma medida de probabilidade Pr equivalente a P(Pr =~ P),
com densidade dPr/dP limitada e tal que:

ET [XT - XT_1|fT_1] - 0

Agora, suponha que exista uma medida de probabilidade Pt+1 ~ P com densidade limitada
dada por dP;;1/dP, tal que:

Eppy [Xk — Xp_1|Feo1] =0, parat+1<k<T. (1.11)

Como ]5t+1 ~ P, temos que as medidas coincidem nos conjuntos de medida nula, portanto,
a condicao de nao arbitragem 1.10 continua valida substituindo P por ]StH. Garantimos,
entao, que nao existe oportuinidade de arbitragem a partir do periodo ¢ + 1.

Da mesma forma, se aplicarmos o Teorema 1.16 no t-ésimo periodo de negociacao, ob-
teremos uma medida de probabilidade P, cuja densidade em relacdo a P, é dada por
Z = d]5t / d]stﬂ > 0, sendo limitada e F;-mensuravel, tal que:

B¢ [X; — Xoo1|Foa] = 0.
Como ptﬂ ~Pe f’t ~ ]5t+1, temos f’t ~ P, tal que, a densidade é dada por :

dP, dP, dP..

dP 4B, dP’

sendo limitada, pois representa o produto de duas outras densidades limitadas.
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Além disso, se t+1 < k < T, pela Proposigao 1.1 e pelo fato de Z; ser Fi-mensuravel, temos:
; Eori (X5 — Xio1) Ze Fo
B, [Xi — X1 | Fro] = = { . ) ZilFi]
Ei1 [Z¢| Fr]

= Eei1 [(Xp — Xio1) | Fior]
=0.

Portanto, 1.11 passa a ser valida para P;. Fazendo esse mesmo procedimento, sempre re-

trocedendo no tempo, atingiremos P* := P;, a qual, serd a medida martingal equivalente
requerida, ou seja, sera a medida que ird garantir nao haver oportunidade de arbitragem para
operiodo 1 <k <T.

]

O Teorema 1.17 é um dos marcos no aprecamento por medidas neutras ao risco.

Iremos agora introduzir novos ativos na economia: os chamados contratos contingentes.

Definicao 1.18. Um Contrato Contingenciado é definido como uma varidvel aleatoria C' em
(Q, Fr, P), tal que:
0<C < P-q.c..

O termo derivativo é comumente utilizado para designar os contratos com valores determinados
pelo processo de preco.

Definicao 1.19. Um contrato C serd dito um derivativo dos ativos S© ...SWN) se C for men-

surdvel com respeito a o-dlgebra gerada pelo processo de precos (St)0<t<T' Definimos seu valor

descontado em relagao ao numerdrio S° por:

H:=—.
St

Esse novo ativo, da forma como definida em 1.18, representa uma nova fonte de incerteza no
mercado, em principio dissociada das geradas pelos ativos base.

Veremos no decorrer do trabalho que, na verdade, precisaremos garantir que H € L* (Q, Fr, P),
pois queremos garantir a existéncia da média e variancia do contrato.

Quando abordarmos o contexto de mercados completos, adiante, veremos que os contratos
contingentes serao descritos em funcao dos ativos base da economia, ou seja:

C:f(S%”,...,S}N)),

sendo f: Q2 — R.

Em tal contexto, toda as fontes de incertezas associadas aos contratos serao conhecidas e
explicadas pelas incertezas referentes aos ativos negociaveis.

No entanto, vale destacar que a definicao 1.18 nao esta restrita a situacao de completude de
mercado. A definicdo abrange qualquer forma de objeto negociavel cujo valor futuro envolva o
conceito de aleatoriedade.
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Ao definir-se o contrato C' de uma forma mais geral, estamos considerando, por exemplo,
contratos sob indices de tempo em que o valor do ativo, apesar de observavel, nao é negociado no
mercado. Também consideramos, contratos que nem mesmo possuam informagcao disponivel, como
0s casos em que os ativos apesar de negociaveis e observaveis sigam um modelo de volatilidade
estocéstica, para os quais, a volatilidade instantanea do ativo é nao observavel.

Assumindo um modelo livre de oportunidade de arbitragem, isto é, P # 0, iremos definir
quando um contrato contingente é replicavel.

Definigao 1.20. Um contrato contingente C' € atingivel (replicdvel, redundante) se existir uma

estratégia auto financiada & para a qual o valor final de um portfolio formado a partir dos ativos
SO SWM) coincida com C': o
C=¢.Sr P-qc

Logo, um contrato contingente C' serd atingivel, se e somente se, H = C'/ SC(FO ) for da forma:

T
H=8 Xr=Vr=Vo+> &. (Xi—X,11).

t=1

onde & = (£°,€) é uma estratégia auto financiada com processo de valor V.

Os possiveis valores que um contrato replicavel podera assumir no vencimento é denominado
conjunto dos payoffs admissiveis e definido como:

V=V (w):={Sr (w) | £ € RV}, para todo w € Q. (1.12)

O Teorema a seguir mostra que sendo o contrato contingente replicavel, entao, o prego descon-
tado representard um processo integravel em relacao a medida martingal equivalente.

Teorema 1.21. Um contrato contingente descontado H, quando atingivel, € integrdvel em relacao
a qualquer medida martingal equivalente, isto é:

E*[H] < o0 para toda P* € P.
Além disso, para cada P* € P o processo de valor para uma estratégia replicadora satisfaz:
Vi =E*[H|F] P.qc t=0,...,T.

Em particular, V' € P*-martingal, assumindo valores nao negativos.

Logo, o preco justo de um contrato contingente em um mercado livre de oportunidade de
arbitragem podera ser calculado a partir das esperancas do processo H sob as medidas martingais
equivalentes.

Teorema 1.22. O conjunto de precos relativo a um contrato contingente descontado H para os
quais nao exista oportunidade de arbitragem é nao vazio e dado por:

II(H) ={E*[H]|P* € P e E*[H] < >0} .
Além disso, os limites superior e inferior de 11 (H) é dado por:

Toog () = inf E'[H] ¢ Ty (H) = sup E*[H]
P*eP Prep
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As demonstragoes desses teoremas estao em Follmer & Schied (2004, p.237 e p.239-240) .

O teorema anterior nos garante que auséncia de oportunidade implica na existéncia de uma
medida martingal equivalente, necessaria na determinacao do precos de H livres de arbitragem.

No entanto, aqui, nos deparamos com outro dilema. Cada agente de mercado possui suas
proprias crengas em relagao as ocorréncias futuras, ou mesmo possuem graus de aversao ao risco
distintos. Portanto, esses individuos podem discordar do preco referente a um dado contrato H—
dentro dos limites do teorema anterior. O Teorema a seguir mostra que tal problema ocorre, de
fato, se e somente se H nao for replicavel.

Teorema 1.23. Seja H contrato contingente descontado.

1. Se H € replicdvel, entao o conjunto I1 (H) dos pregos livres de oportunidade de arbitragem
para H consistird de wm unico elemento Vi, onde V' € o processo de wvalor para alguma
estratégia replicadora de H.

2. Se H nao for replicdvel, entao m,s(H) < mgy, (H) e
T (H) = (Ting (H) , Toup (H)) -

A demonstracao do Teorema esta em Follmer & Schied (2004, p.242-243).

Quando H nao ¢ replicavel, os limites inferior (m,¢(H)) e superior (ms,,(H)) correspondem as
estratégias de sub e super replicagao, respectivamente. Mais precisamente, pode se mostrar que
Tsup(H) é 0 menor preco possivel de um portfélio £ que satisfaz .S > H P-quase certamente
(com um resultado analogo para ms,,(H)).

No modelo desenvolvido por Black e Scholes para chegar a um tnico prego representativo no
mercado adicionou-se a hipétese de completude de mercado.

Definicao 1.24. Um modelo de mercado livre de oportunidade de arbitragem é considerado com-
pleto se todo contrato contingente for atingivel.

O Teorema a seguir mostra que, em um mercado completo, existe apenas uma tnica medida
martingal equivalente.

Teorema 1.25. Um modelo de mercado livre de oportunidade de arbitragem € completo, se e
somente se, exista uma unica medida martingal equivalente. Neste caso, o numero de dtomos em

(Q, Fr, P) € limitado por (N +1)".

Demonstrag¢ao. (=) Observe-se que para todo o conjunto A € F temos que 14 é um contrato
contigenciado. Como o mercado é completo por hipotese, temos que 14 é um contrato
contigenciado; em particular é replicavel.Pelo teorema 1.23 o preco de 14 ¢ tnico:

Logo existe uma tnica medida martingal equivalente, i.e., |P| = 1.

(<) Se P = {P*}, entao seja H um contrato limitado P* — g.c.; em particular, temos E*[H] < oc.
Neste caso, H tem um unico preco livre de arbitragem e, pelo teorema 1.23, C' é replicavel.
Se T = 1 e se o mercado nao for redundante, isso quer dizer que temos H = & - S para algum
& € RVN*2. Desta forma, temos

HeV:={EcRN2|E.5=C}.
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Por outro lado, como H é uma fungao limitada temos que H € L*(2, F;, P). Concluimos
entao que
dim L* (€, F1, P) < dimV < N + 1.

Suponha que a limitacao vale para 7' — 1. Entao, podemos escrever
H=Vr 1 +& - (Xr— Xr1),

com Vy_1 e &r sendo Fr_j-mensuraveis e, portanto, constantes em cada atomo A.

Desta forma, segue-se que dim L>(Q2, Fr, P[-|A]) < N 4+ 1. Aplicando a hipé6tese de indugao,
obtemos o resultado.

]

Repare que pela parte final do Teorema, garante-se que o nimero de fontes de incertezas no
mercado serao proporcionais ao nimero de ativos negociaveis. Se estivessemos em um modelo de
um unico periodo, o nosso modelo teria exatamente N + 1 possiveis cenarios.

1.3 Mercado Incompleto

Nesta secao, procuraremos explicar os desafios impostos por mercados incompletos. Veremos
também algumas maneiras que foram propostas na literatura para lidar com incompletude.

Vimos que, em um mercado completo, todo contrato contingente C' sera replicavel e seu preco
7 (C) serd determinado de forma tnica pelo funcional linear:

™ (C) = Eq[H],

onde () representa a medida martingal equivalente a distribuicao histérica P e H o contrato
contingente (C') descontado pela taxa livre de risco.

No teorema 1.23 vimos que, se H nao for replicavel o preco livre de oportunidade de arbitragem
ird residir em um intervalo. Estaremos, assim, diante do chamados mercados incompletos.

Portanto, mercados incompletos sao contextos em que nem todo contrado transacionado pode
ser replicado pelos ativos-base da economia, mesmo sob a hipdtese de nao haver oportunidades de
arbitragem.

Observe-se que um contrato é replicavel se todas as fontes de incerteza relativas a este ativo
serao conhecidas e explicadas pela o-algebra do espaco de medidas (Q, (F)ocier > P). Ou seja,
todas as fontes de incerteza serao observaveis. No modelo de Black e Scholes, isto significa dizer
que podemos construir um hedge perfeito para H.

J& nos mercados incompletos existem uma ou mais componentes de risco intrinsecas ao contrato
e a informacao disponivel nao sera suficiente para explicar essas novas fontes de incertezas, ou seja,
nao conseguiremos encontrar uma estratégia de hedge que as eliminem completamente.

Um exemplo basico de mercados incompletos pode ser dado supondo uma opgao europeia. Isto
é, um contrato que dd ao comprador (vendedor) o direito de comprar (vender) um determinado
ativo (S7) em uma data futura T preestabelecida, por um preco K, denominado preco de exercicio.
Neste caso o valor futuro ou payoff do contrato sera descrito da seguinte forma:

1. Opcao de Compra: Hp = (Sp — K)*.
2. Opcio de Venda: Hy = (K — Sp)™.
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Nos casos em que o ativo S nao seja negociavel, nao conseguiremos replicar o payoff. A
aleatoriedade no prego futuro do ativo nao podera ser determinada através de uma tinica MME.

Porém, a incompletude de mercado envolve conceitos mais amplos, como os casos em que o
mercado possui custos de transacao. Nestes casos o ativo por si s6 nao serd suficiente para montar
uma posicao totalmente protegida.

Ha&, também, os casos de insuficiéncia de liquidez, muito comuns nos mercados de mercadorias
(commodities). Quando o agente economico monta sua estratégia de hedge, este supde que podera
refazer seu posicionamento a qualquer momento (no nosso caso o tempo é discreto). Nos casos de
ativos iliquidos isso nao é realista, o que faz com que essas situagoes sejam tratadas como exemplos
de mercados incompletos.

Outros exemplos podem ser elencados, como opgoes sobe indices de clima, neste caso especial,
o indice pode até mesmo ser observavel, estaria na o-algebra. No entanto, se o indice nao for
negociavel nao podera ser usado como protecao.

Nessas situagoes, uma alternativa comum ¢é a utilizacao de um ativo correlacionado, que seja
negociavel, no lugar do ativo objeto e proceder o aprecamento deste outro ativo por nao arbitragem
via BSM ou MME.

Em Hubalek & Schachermayer (2001), critica-se esse procedimento. Para os autores, a uti-
lizagao do argumento de nao arbitragem nao ¢é suficiente para tratar os casos em que os ativos
nao sejam negociaveis, mesmo que exista outro ativo altamente correlacionado — com maédulo da
correlagao menor do que um.

Neste mesmo trabalho é explorado o aprecamento de uma opc¢ao de real sobre uma commodity
de petroleo. Em opgoes de reais, os ativos de interesse, sao em geral nao negociaveis. Os auto-
res argumentam que um aprecamento mais apropriado seria obtido a partir da resolucao de um
problema de minimizacao da variancia.

Isso leva, naturalmente, a se escolher uma dentre as medidas martingais disponiveis: a medida
de variancia minima. Esta medida esta também relacionada com o conceito de medida martingal
minima.

Definicao 1.26. Seja 9 o conjunto representativo de todas as medidas martingais. Uma medida
Q serd denominada medida martingal de variancia minima se corresponder a minimiza¢ao da
variancia referente a derivada de Radon-Nikodym dQ/dP:

Q : Var [j—g} = 81619131t Var E—g] .

No entanto, Frittelli (1995) e Ansel & Stricker (1992) salientam que nem sempre poderemos
garantir que os conjuntos 9 e P coincidam. Ou seja, a medida martingal de variancia minima
nem sempre sera equivalente a medida historica P.

Exemplo 1.1. Vamos exemplificar este fato, sequindo Frittelli (1995).

Suponha um modelo discreto de um periodo, com a sequinte estrutura no espago (2, F,P) e
w, €Q,r=1exelR.

O wvalor do ativo no tempo t = 0 serd dado por So =100 e em t = 1:

S1 (w1) = 100 (1 + %01) com p; = }L,

Sl ((.UQ) =100 (1 + 198—0) com py = %7

—

S (ws) =100 (14 253)  com ps = 5.
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Iremos definir o vetor a, como:

x+1
1+ 100

a=a(w):= |1+ 5

-1
1+ %55
de forma que Sy =Sy . a.

Para garantirmos que o conjunto das medidas martingais equivalentes seja tal que I # (),
devemos ter:

Ep [S1] = So,
para P € 9.

Portanto, com um pouco de algebrismos, podemos garantir que a medida P serd martingal se:

M) -1<z <L (1.13)
Para este exemplo, Frittelli (1995), calcula a medida de variancia minima como:

1 —1
(Ml —a)= |1l +22| 0 (1.14)
1 1

dQ w—r
— =1
dpP + o?

2

Onde p e o serao dados por:

3
pi=Epla = pira(w)
i=1
—p (14250 <1+ii>+ i
b 100 ) P2 100/ P 100
_23: L r+1 . <i>+ r—1
SR o0 ) TP \too) TP\ TToo

substituindo as probabilidades historicas:

=1+2 1072

Substituindo i e o em 1.14:
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Para que Q seja martingal, x deve satisfazer 1.13. Tomando, por exemplo, x = %, teremos:

Q (w1) P (w) 0
Qwo)| = j—g P (w)| = |3
@(w:a) P (ws) %

A medida Q sé serd equivalente a P se as duas concordarem em todos os conjuntos de medida
nula. No entanto, verificamos que Q (w1) =0 e P (wy) # 0, portanto, P e () nao sao equivalentes.

O fato de buscarmos uma medida equivalente a medida objetiva P reside no fato de pressu-
pormos o equilibrio de mercado. Se o mercado estd em equilibrio, a medida histérica serd uma
boa fonte de informacao. Portanto, ao trocarmos de medida, queremos que esta nova distribuicao
preserve ao maximo a estrutura de P.

Outro critério utilizado na escolha de uma medida martingal equivalente no conjunto P, de
forma a preservar ao maximo a estrutura da medida original, é a caracterizacao por meio da
entropia relativa H (-|P) conduzindo ao conceito de medida martingal de entropia relativa minima.

Conforme destacado em Frittelli (2000), a entropia relativa nos fornece uma forma de comparar
a similaridade ou diferenca entre duas medidas de probabilidade. De forma nao rigorosa podemos
pensar na entropia relativa como a “distancia” entre duas medidas P e ().

Definicao 1.27. Define-se a entropia relativa de uma medida de probabilidade ) com respeito a
medida P, como:

E [%log%} se Q € P
H(Q|P) = (1.15)

+00  caso contrdrio

A entropia relativa sera sempre positiva, assumindo o valor zero quando as distribuicoes forem
iguais e assumindo valores crescentes a medida que as distribuicoes divergem.

De fato, como a fungao f (z) = xlogx é estritamente convexa podemos utilizar a desigualdade
de Jensen, o que leva a:

H(QIP) = [jfi gjfﬂ E[j_fi] log {IE [Z_fg” 0
pois E [92] = 1.

Além disso, H (Q|P) =0 se, e somente se, @ =1 P-q.c., ou seja, quando ) = P.

Como estamos interessados em manter ao maximo a estrutura da medida objetiva P, queremos
minimizar a “distancia”’entre tais medidas, levando a definicao de medida martingal equivalente
de entropia minima.

Definicao 1.28. A medida de probabilidade QQy € P serd dita Medida Martingal Equivalente de
Entropia Minima se satisfizer:

H (QulP) = min H (Q|P) = min & {jil (ji)]
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A partir dos resultados encontrados em (Frittelli 2000, Teoremas 2.1 e 2.2), podemos enunciar
os seguintes Teoremas.

Teorema 1.29. Seja X o conjunto de processos estocdsticos X = (Xt)t>0 adaptados com valores
em R e o conjunto M representando o conjunto das medidas martingais absolutamente continuas
com respeito a P. Se H (M, P) < 400 e se os processos em X forem limitados, entdo a medida
martingal de entropia minima existird e serd unica.

Teorema 1.30. Seja Mg o conjunto das medidas martingais equivalentes a P e Qo medida martin-
gal de entropia minima. Caso ezista Q1 € Mg - medida de probabilidade tal que H (Q1, P) < 400,
entdo Qg serd equivalente a P.

Uma versao mais simplificada desses Teoremas foi mostrada em Frittelli (1995), a qual é exem-
plificada abaixo.

Exemplo 1.2. Conforme exposto em Frittelli (1995), para determinarmos o prego de um contrato
C' definido em (Q, F, P), precisaremos determinar a medida Q = (q1, - .., qn), a qual, serd a solugdo
do problema de minimiza¢ao descrito na defini¢ao 1.28, portanto:

)

. . di
qE%}IILLO Z,_E q; In (p ) s.a @ € q.a r

A solugao do problema de otimizacao ird determinar as componentes do vetor de medida @,

como:
—a; a
p; e 1% pj e 1

b= 2?21 piee  Ep [e=ve]”

n n
E pia;ge M =r E pie 7",
i=1 i=1

Sendo v, a solucdo de:

ej=1,...,n.

portanto, o preco de C', ou seja, de um contrato contingente, serd dado pelo aprecamento linear:

W(C)ZEQF o} oyl me™ ),

r prdll Ep[e=7]

Outra proposta de apregamento em mercados incompletos é a de Davis (1997). Ele incorpora
ao apregamento de um contrato a funcao de utilidade do investidor U : (0,00) — R. Esta funcao
deve satisfazer as propriedades usuais: estritamente crescente; estritamente concava; de classe C?;
com U’ > 0 e lim,_,,o U’ (z) = 0o, bem como, lim, ., U’ () = 0.

Assumindo que a riqueza inicial do agente economico seja dada por x > 0 e o processo de valor
(Vt (a:, 13 ))1 <4 COMO definido em 1.11, com £ € V representando as estratégias admissiveis, entao,
a utilidade maxima que esse agente poderd alcancar negociando no mercado é dada por:

W (z) = supE [U (Ve (2,€))]

Introduzindo o contrato C' € L° (2, F, P) no portfélio do investidor, o preco p de ¢ unidades
do contrato contingente devera obedecer a seguinte relacao:

?ellIJ)E (U (Vr (2 —pg,&) +4C)] =W (2).
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Ou seja, o preco justo serd atingido quando a demanda pelo contrato for nula (¢ = 0).

Seguindo Frittelli (1995), vamos exemplificar a metodologia de Davis (1997) .

Exemplo 1.3. Seja um modelo de um periodo, composto de dois ativos (S§0)7S75(1)> o) e um
te{0,1
contrato contingente (Ct)te{o,l}' Suponhamos que agente ird investir uma riqueza inicial xo em

cada um dos ativos sequindo wma estratégia admissivel & = (5(1),5(2), 5(3)). Emt =0, teremos:

zo = EW 5(()0) +£@ S(()l) Iy ONe

No tempo finalt = 1, o valor do portfolio sera dado pela varidvel aleatoria x, e serd descrito como:
2 = €@ §W L e® o 1 (xo _ @ g @ C()) 50

Logo, o investidor estard interessado em maximizar a esperanca da sua riqueza final, ou seja:

(nax Ep (U (z)] =

- a6 (8- ) 07 (0-s) )

Tomando as condi¢coes de primeira ordem do problema:
E[(st" = sVs1) U ()] =0,

E [(01 - (JOS§0>> U’ (xl)} —0.

O preco de Davis serd dado tomando €3 = 0, ou seja, queremos que a taza marginal de
substituicao entre a utilidade do processo Vi e Cr tenha efeito nulo. Isso € equivalente a avaliarmos
a derivada U’ (z,) tomando €®) = 0.

Logo, com £3) =0 o processo de riqueza étimo do investidor serd dado por:

o (551)75(2)> _ 5(2) (59) _ 581)550)) 4 370550)

Substituindo x7 nas condigoes de primeira ordem e levando em conta a linearidade da esperanca,
temos:

E[s{U ()] = S SB[V (a1)]
(1.16)
E[C,U" (27)] = CoS{VE (U (a7)] -

O preco do contrato serd dado como a esperanca do preco descontado pelo ativo livre de risco,
portanto martingal:

(s v(=n) | o
E(W) B (er)] | 0
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Donde conclui-se que o critério de utilidade mdxima esperada nos fornece a Medida de
utilidade martingal equivalente a P:

0 _dQu U (a7)
VT AP T E[U ()]

Um fato interessante é a equivaléncia entre a medida martingal equivalente e a medida de
utilidade martingal, nos casos em que a funcao de utilidade seja a exponencial:

U(x)=1—¢e".
De fato, sendo a derivada da fungao é: U’ (z) = e~*, podemos escrever para x7j,

U () = o€ st [esi(” (& Sé”wo)} |

(1)
Além disso, do exemplo 1.1, temos que a = %, tomando vy = ¢?) S(()l), teremos:
0
Portanto,
dQu _ U’ («7)
dP  E[U'(z3)]
e—€® s

Ep [e-c® 5]

e ¢

" Eple ]

Esta ¢ a mesma medida obtida na discussao sobre medidas martingais equivalentes de entropia
minima no exemplo 1.2.

1.4 Proéximos Capitulos

Neste trabalho, o intuito é estudar a utilizagao do aprecamento por indiferenca em mercados
incompletos. Esse tipo de apregamento, como no caso do prego de Davis (1997), leva em conta
as preferéncias de risco do investidor através da sua funcao de utilidade. De forma sucinta, o
apregamento por indiferenca pode ser entendido da seguinte forma: Seja V' (z, k) a utilidade espe-
rada de um investidor com portfélio que contenha k unidades do contrato contingente. O preco
de venda utilizando indiferenca de uma unidade deste contrato, v, é a unica solucao da seguinte
equacao:

V(z,0) =V (z + vy, —1).

Enquanto que o preco de compra v, satisfaz a equacao:

V(z,0) =V(zx —r,,1).
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Estas equacgoes acima expressam a ideia intuitiva de que v,/, € o valor do contrato que torna o
investidor indiferente a ter este contrato em seu portfélio, seja comprado ou vendido.

Os pregos de compra e vendem satisfazem a relagao v, > 1, e para contratos contingentes nao
replicaveis a desigualdade é em geral estrita.

Se denotarmos por v, o preco neutro ao risco deste mesmo contrato vale a relacao:

Vy 2 Vpp 2 V.

Se o contrato for replicavel a relacao acima vale com igualdade enquanto que no caso nao
replicavel as desigualdades sao, em geral, estritas.

Além disso, diferentemente do aprecamento neutro ao risco, o aprecamento por indiferenca nos
levard a um prego nao linear.

Nesse intuito iremos apresentar no capitulo 2 uma breve introdugao a teoria de preferéncias e
utilidade esperada. No capitulo 3, apresentaremos e desenvolveremos o conceito sobre aprecamento
por indiferenca. Com esta base apresentaremos entao no capitulo 4 um método de aprecamento
por indiferenca.



Capitulo 2

Introducao a Preferéncias

2.1 Motivacao

Vimos no capitulo anterior que em mercados incompletos os argumentos de nao arbitragem nao
sao suficientes para determinarmos os precos dos contratos, quando estes nao sao perfeitamente
replicaveis.

Algumas alternativas foram apresentadas para o aprecamento em mercados incompletos, dentre
as quais pudemos perceber a conexao entre a medida de entropia relativa com a maximizagao da
esperanca da funcao de utilidade do agente.

Isso sugere que, em mercados incompletos, os pregos podem ser definidos de forma mais fun-
damental através da utilizacao da funcao de utilidade do agente, levando ao aprecamento por
indiferenca. Considerando-se portanto, as preferéncias e aversao ao risco do individuo.

Para apresentarmos o aprecamento por indiferenca iniciaremos expondo algumas nogoes preli-
minares necessarias para o entendimento do conceito.

Neste capitulo continuaremos seguindo em grande parte do tempo o texto de Follmer & Schied
(2004).

2.2 Preferéncias e suas Propriedades

Se um investidor possui diversas alternativas de investimentos, as quais formalmente sao elen-
cadas como elementos x de um conjunto X # (), podemos representar sua preferéncia dentre duas
opcoes distintas, por exemplo = e y, através de uma relacao de ordem a partir das definicoes a
seguir:

Definicao 2.1. Uma ordem de preferéncia em um conjunto X € definida como uma relacao bindria,
representada pelo simbolo > , com as sequintes propriedades:

o Assimetria:
Se x =y, entdo y ¥ x.

o Transitividade Negativa

26
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Sex=yezeX, entdox =z e/ou z > y.

Definicao 2.2. Uma ordem de preferéncias é denominada uma preferéncia fraca, quando as se-
guintes relacoes sao verificadas:

e Quando nao hd uma preferéncia clara entre as duas possibilidades de escolha, - :

Ty Syt

~

e Quando o agente € indiferente entre as alternativas, ~:

T~y S Ty e yox

Y

Das defini¢oes acima pode-se concluir facilmente as seguintes propriedades:

1. Completude:

Paratodox ey € X =y - xefouz 7 y.

2. Transitividade:

Sex - yey-z=x7 2.

Para o desenvolvimento do conceito de utilidade esperada a partir das relagoes de preferéncia
sob o conjunto X estaremos preocupados em determinar uma representacao numérica sob esse
conjunto através da utilizacao de algum funcional que aqui denotaremos U.

Definicao 2.3. Uma representa¢ao numérica de uma ordem de preferéncia > serd uwma fun¢ao
U:X — R, tal que:
y-zxz<U(y) >U(x).

ou equivalentemente,
yzee Uy 2U().

A definicdo a seguir ird garantir que dados dois elementos de um conjunto de alternativas
apresentadas a um individuo, para os quais, exista uma ordem de preferéncia, poderemos garantir
a existéncia de uma infinidade de elementos comparaveis entre eles.

Definicao 2.4. Sejam > uma relagao de preferéncia em x e Z subconjunto de X. Diremos que
Z € denso com respeito a ordem >, se para todo x,y € X satisfazendo x =y, existe z € Z tal que
TZELY

Nem sempre uma relacao de preferéncia > tem uma representacao numérica U. O teorema
a seguir d4 uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma relacao de preferéncia tenha tal
representacao:
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Teorema 2.5. Para a existéncia de uma representacao numérica de uma relagao de preferéncia
= € necessario e suficiente que exista um subconjunto Z de X que seja enumerdvel e denso com
respeito a ordem .

Demonstracao.

(<) Suponha, primeiramente, que exista um subconjunto Z de X enumeravel e denso em relagao
a ordem >.

Para x € X, define-se os seguintes conjuntos:

Z(x)={z€ 2|22}

Z(x):={z€ Z|x >z}
A relagdo de preferéncia x - y implica em Z () € Z(y) e Z(y) € Z(z). Se a relacdo de
preferéncia estrita z > y ¢é valida, entao, pelo menos uma das inclusoes sera estrita.

De fato, como Z é denso em relagao a ordem, existe z € Z com x 2~ z 7~ y, portanto, pelo menos
uma das seguintes relagdes sera vélida: x = z 72y ou x 75 z > v.

No primeiro caso, z € Z (x) \ Z (y), enquanto que no segundo caso, z € Z (y) \ Z (v). Seja, agora,
uma distribui¢ao de probabilidade p em Z estritamente positiva tal que:

U@):= > p)— Y n@)
2€2(x) 2€Z(x)
Como uma das inclusoes, acima descritas, € estrita tem-se claramente que:
U@)>U(u) s z-y
Portanto, U é uma representacao numérica da relacao de preferéncia.

(=) Considere U uma representagao numérica da preferéncia, conforme definida em 2.3. Tomando
o conjunto enumeravel 7, tal que:

J :={[a,b] | a,b € Q,a <b,U " ([a,b]) # 0}

Para todo intervalo I € J, podemos escolher um z; € X, tal que, U (z7) € I, com isso, define-se o
conjunto enumeravel:

A={z|Te T}

Repara-se que para o conjunto A, acima definido, nao se pode garantir que dados z,y € X em
que U (z) < U (y), exista z € X com U (x) < U (z) < U (y). Na verdade, tal fato, apenas seria
verdade se U (z) = U (z) ou U (z) = U (y). Portanto, ndo satisfazendo as condigbes para que, o
conjunto A, seja por si s6 denso com respeito a ordem >.

Com o intuito de construir tal conjunto, tomemos, agora, o conjunto C' de todos os pares (x,y) tal
que nao exista z € A com y > z > x:

C:={(z,y) |z,yc X\ A, y=zePzeAcomy > z -z}

Nota-se que o fato de (x,y) € C implica que nao pode existir nenhum z € X tal que y > z > x,
caso contrario, existiria a,b € Q, tais que:

Ux)<a<U(z)<b<Uly),
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e, portanto, I := [a,b] pertenceria a J e o correspondente z; seria um elemento de A com y >
zr = x, o que contradiz o fato de (z,y) € C.

Logo, segue que os intervalos (U(z),U(y)) com (z,y) € C sao disjuntos e nao vazios. Portanto,
apenas um numero enumeravel de conjuntos desse tipo pode existir.

Para cada um desses intervalos, os quais denominaremos por .J, tomemos um tnico par (z”,y”’) € C
de forma que U(z?) e U(y’) sejam os extremos de J. Denotando o conjunto enumerdvel B de
todos os elementos 27/ e y”, temos que: Z := AU B é o conjunto denso com respeito & ordem de X.
De fato, se z,y € X'\ Z com y > z, entdo existe algum z € A, tal que y > z = = ou (z,y) € C. No
segundo caso, existird algum z € B com U(y) = U(z) > U(x) e, consequentemente, y 2~ z = z. [

Vamos agora introduzir a no¢ao de preferéncia continua. Com este objetivo, vamos relembrar
alguns conceitos de topologia. O espaco (X, 7) serd um espago topoldgico, quando o conjunto 7
for um subconjunto do conjunto das partes de X satisfazendo as propriedades dos abertos:

1. 0, X € 7;

2. AI,AQ eT=>A1NA € T

3. (AN)yez+r com Ay €T = Uyez+r Ay € 7.

Além disso, um espago topoldgico (X, 7) sera dito conexo quando nao existirem A; e Ay abertos,
disjuntos e tais que A; U Ay = X.

Defini¢ao 2.6. Dado um espago topologico (X,7) e Z C X, dizemos que Z é denso em X, se
Vy € X — Z temos que todo aberto que contém y, contém também algum ponto de Z. Dizemos
ainda que X € separdvel, se possui um subconjunto enumerdvel denso.

Definicao 2.7. Seja X um espaco topoldogico. Uma relacao de preferéncia > € dita continua se
para todo v € X:

B(z)={yeX|y=a} e B(z)={yeX|zry}
forem subconjuntos abertos de X .

Proposicao 2.1. Seja X um espago topologico conexo com uma relacao de preferéncia continua
>. Entao todo subconjunto Z que seja denso em X serd denso com respeito a ordem > em X.
Em particular, existird uma representagao numérica de = sempre que X for separdvel.

Demonstra¢ao. Sejam x,y € X com y > x.
Temos que mostrar que dz € Z, tal que, y > z > .
De fato, pela defini¢do 2.7, temos que y € B (x) e x € B(y).

Pela propriedade de transitividade negativa da relacdo de preferéncia, segue que: X = B (x) U

B(y).

Como X é conexo, entao: o
B(z)NB(y) # 0

Sendo o subconjunto Z denso, entdo 3z € Z tal que: z € B(z)NB (y) # 0, satisfazendo y = z = x.
Portanto, Z é denso com respeito a ordem > em X.
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Além disso, se X for separavel, entao, existe um subconjunto Z denso e enumeravel de X'. Tal
conjunto, pelo o acima mostrado também serd denso com respeito a ordem > em X. Portanto,
pelo Teorema 2.5 existird uma representacao numérica de >.

O

Embora a proposicao 2.1 dé uma condicao suficiente para a existéncia de uma representagao
numérica de uma preferéncia continua, esta condicao nem sempre é facilmente verificavel. O
teorema a seguir nos diz, essencialmente, que se tivermos uma representacao continua em um
subconjunto denso, entao teremos uma representacao numérica em todo o conjunto. Para isso
precisamos introduzir a nocao de espaco métrico.

Defini¢ao 2.8. O par (X,d) € um espago métrico, se d : X x X — R satisfizer as sequintes
propriedades:

Teorema 2.9. Seja X um espagco métrico conexo com uma relagao de preferéncia continua = e
seja U : X — R uma funcao continua. Se a restricio de U a um subconjunto Z, denso em X,
¢ uma representacao numérica da restricao de = a Z, entao U € wma representacao numeérica
(continua) de = sobre X.

Demonstragao. Precisamos mostrar que y > x se, e somente se, U(y) > U(x).

=) Tome z,y € X com y > z. Como na demostracao da Proposicao 2.1, seja zg € Z tal que
(=) Y y C posic , seja 2 q

y > zo > x. O mesmo argumento nos dd z;, € Z cp, 2o > 2, > x. Tome agora duas

subsequéncias (z,) e (z]) tais que z, — y e z/, — x. Da continuidade de >, temos que para

n suficientemente grande deve valer

Zn = 20 > 2 - T
Como U é uma representacao de > sobre Z temos
U(zn) > Ul(z0) > U(zy) > Ulz,)
Da continuidade de U, temos que U(z,) = U(y) e U(z,) — U(x) e, portanto, temos

Uly) 2 Ulzo) > Ulz) 2 U().
(<) Sejam z,y € X tal que U(y) > U(x). Como U é continua, temos que

Uz) ={z€ X|U(2) > U(z)}

Uly) ={z e X|U(z) <U(y)}
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sao abertos e satisfazem U(x) UU(y) = X. A conexidade de X implica que U(x) NU(y) # 0.
Isso implica a existéncia de zg € Z satisfazendo U(y) > U(zp) > U(z). Uma repeticao deste
argumento nos dd entdo zp, 2, € Z satisfazendo

U(y) > U(z) > U(zy) > Ulx).

Como U é representagao numérica da preferéncia > em Z, entao, zo > 2.
Agora, sendo Z denso em X', podemos encontrar sequéncias (z,) e (z),) em Z tais que 2z, — y
e zI, — x e também satisfazendo que U(z,) > U(zy) > U(z)) > U(z),).
Portanto, usando novamente o argumento de que U é representacao numérica da preferéncia
> em Z, vale:

Rl Rl

Pela continuidade de > nao podemos ter zy > y, nem x > 2. Logo, y > x.

2.3 Representacao de Von Neumann - Morgenstern

Na segao anterior as relacoes de preferéncias foram apresentadas de uma forma genérica. Em
principio nenhuma restricdo aos elementos de X foi exigida. Aqui estaremos interessados em
modelar as incertezas associadas a um certo elemento do conjunto de escolhas X', em particular,
estaremos interessados em que esse elemento possa ser associado a uma funcao de distribuicao de
probabilidade para os provaveis cenarios. Logo, estaremos interessados nos elementos de X que
possam ser interpretados como variaveis aleatorias.

Iremos, portanto, identificar X a um subconjunto M do conjunto M, definido como:
My =M, (5,6) := {u: p distribuigdo de probabilidade no espago mensuravel (S,S)}.
Na literatura é comum encontrarmos a terminologia ”loterias” como referéncia aos elementos
do conjunto M.

Definicao 2.10. Seja = uma relagao de preferéncia em M. Uma representacao numérica U da
forma:

Up) = /u (x) p(dzx)  para todo € M (2.1)

serd denominada representacao de von Neumann-Morgenstern.

A representacao (2.1), originalmente mostrada no trabalho de Von Neumann & Morgenstern
(1947), tem uma forma bastante particular e nao é claro a priori que ela deva existir para qualquer
preferéncia que tenha uma representacao numérica.

De fato, uma propriedade importante que decorre da equagao (2.1) é que toda representa¢do
de von Neumann Morgenstern U é afim em M, no seguinte sentido:

Ulp+(1-—a)v)=aU(p)+(1—a)U (v)

com « € [0,1] e p,v € M.

Esta propriedade, leva naturalmente ao conceito de independéncia para relacoes de preferéncia:
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Definigao 2.11. Uma relagao de preferéncia = em M ird satisfazer o arioma da independéncia
se, para todo u, v € M tal que u > v e para todo A € M e o € (0,1] implicar em:

ap+(I—a)d=av+(1—a)A

O axioma da independéncia nos mostra que a partir de uma relagao de preferéncia dada entre
duas loterias p e v, a introdugao de uma terceira distribuicao de probabilidade A nao ira afetar a
relacao pré-estabelecida.

Definicao 2.12. Uma relagao de preferéncia = em M ird satisfazer o axitoma arquimediano
se para todo > \ = v existirem «, B € (0,1] tais que:

ap+(1—a)v=A>=pu+(1-p)v.

A partir das definicoes 2.11 e 2.12 pode-se mostrar o seguinte resultado:

Teorema 2.13. Seja > uma relagao de preferéncia em M que satisfaz as defini¢oes 2.11 e 2.12
actma. FEntao, existird uma representacao afim U de »=. Além do que, U serd unica a menos de
uma transformagao afim, isto ¢, qualquer que seja uma outra representagao afim serd da forma:

U=aU+bcoma>0ebclR.

Observe que a representacao numeérica cuja existéncia é garantida pelo Teorema 2.13 nao é
necessariamente uma representagao de Von Neumann- Morgersten. Entretanto, isso sera verdade
em a0 menos um caso:

Corolario 2.1. Se M for um conjunto de distribui¢ao de probabilidades ditas elementares, isto €,

se M for da forma:
N
Mz{u:uzZaf&mi}, comx; €S eaq; €(0,1]
i=1

e = uma relacao de preferéncia em M satisfazendo as definicoes 2.11 e 2.12, entao existe uma
representacao de von Neumann Morgenstern U .

As demonstragoes do Teorema 2.13 e do corolario acima estdo em Follmer & Schied (2004,
p.55-56; p.53).

Sendo S finito, temos que toda medida de probabilidade sera simples, com isso segue:

Corolario 2.2. Supondo M o conjunto de todas as distribuicoes de probabilidade em um conjunto
finito S e uma relacao de preferéncia = em M que satisfaca 2.11 e 2.12. Entdo existe uma repre-
sentacao de von von Neumann Morgenstern U, a qual serd unica a menos de uma transformacgao

afim.
As demonstragoes do Teorema 2.13 e dos coroldrios acima estao em Follmer & Schied (2004,
p.55-56; p.53).

Por outro lado, mesmo quando as hipdteses do Teorema 2.13 sao satisfeitas é possivel que nao
haja uma representacao de von Neumann-Morgenstern como mostra o seguinte exemplo:
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Exemplo 2.1. Seja M o conjuntos das medidas de probabilidade p em S = N, para as quais a
funcao U abaizo esteja bem definida:

U(p) := lim kK*p (k). (2.2)

k—o0

Entao U € claramente afim e induz uma preferéncia em M que satisfaz os axiomas de inde-
pendéncia e arquimediano.
Afirmamos que U nao tem uma representacao de von Neumann-Morgenstern.

De fato, se tomarmos:
o O B P |
n= 61 (j) - { O,

caso contrdrio
com 1,7 € N.
Teremos, entao:
U()=U(6)= lim k* 6; (k) =0, Viecs. (2.3)

k—o0

Logo, se existisse uma representacao de von Neumann-Morgenstern para U, ou seja:

entao teriamos:

U(0:) = u(i)di () =u@). (2.4)

7=1
Portanto de (2.3) e (2.4) seque que:
U@)=u(i)=0 Viels.

Desta forma se U pudesse ser representada de forma tnica como uma representacao de von
Neumann-Morgenstern, teriamos:

U(p)=0.
No entanto, se considerarmos a sequinte distribuicao de probabilidade:
6 1
w= 2 52
temos, pela definigao de U em (2.2), que:
U(p) = lim & (k) = %-

Assim U (p) nao serd identicamente nula e, portanto, U ndo possui representagdo de von Neumann-
Morgenstern.

Antes de enunciar o préximo resultado, recordamos que dadas duas topologias: (X, ) e (X, 72),

diremos que 71 serd uma topologia fraca em relacao a 7 < 7 C 79. Precisamos entao de uma
definicao e um resultado geral como se segue.

Definigao 2.14. A topologia fraca em M(S) € a topologia mais fraca para a qual todas as aplicagoes

M(S) 5 s /fdm f € CylS),

sao continuas. Sendo Cy(S) o conjunto de todas as fungoes continuas e limitadas em S.
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Definigao 2.15. Seja (X, d) um espago métrico. Uma sequéncia (x,) € dita Cauchy se
lim sup d(x,,z,)=0.
k—oo mn>k

s

Um espago métrico é dito completo se toda sequéncia de Cauchy converge. Além disso, (X,d) €
um espaco polonés se for um espaco métrico, separdvel e completo.

Teorema 2.16. Seja S um espaco polonés. Entdo o espago M(S) é separdvel e metrizavel na
topologia fraca. Além disso, se Sy é um conjunto denso de S, entdo M(Sy) € denso em M(S),
na topologia fraca.

Uma demonstragao do Teorema 2.16 pode ser encontrada em Aliprantis & Border (2006).

Vamos agora enunciar e demonstrar um resultado que garante a existéncia desta representacgao

Teorema 2.17. Seja M := M (S) = M, (S, 6) o espago das distribuigoes de probabilidade em S
munido com uma topologia fraca e, seja, = uma preferéncia de ordem continua em M satisfazendo
o axioma da independéncia 2.11. Entao existird uma representacao de von Neumann Morgenstern:

U ) = [ ule)uidr)

para a qual a funcdo u: S — R serd limitada e continua. Além do que, U e u serdo determinadas
unicamente a menos de uma transformacao positiva afim.

Demonstracao. Seja My o conjunto de todas as distribuicoes de probabilidade simples sobre S.
Como a continuidade de > implica no Axioma 2.12, concluimos do Corolario 2.1 que > restrito a
M, tem uma representacao de Von Neumann-Morgenstern.

Vamos agora mostrar que a funcao u nesta representacao ¢é limitada. Suponha que u nao seja
limitada superiormente. Entdo existem um sequéncia (z,) em S, satisfazendo u(zy) > u(xg) e

u(z,) > n. Seja
=1 ! Oy + ! )
/J’n L \/ﬁ o \/— Tn

Temos que p,, — 0, fracamente. Como > é continua e como 9., > d,,, temos que d,, > fi,, para
n suficientemente grande. Entretanto, U(u,) > v/n, em contradigdo a d,, > fiy.

Um argumento similar mostra que u deve ser também limitada inferiormente.

O préximo passo ¢ mostrar que u é continua. Suponha que nao seja o caso e seja x € S e
(x,) C S tal que x,, — x, mas u(z,) /4 u(z). Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos
supor que u(z,) — a. Suponha que € := u(z) —a > 0. Entao existe m tal que |u(x,) — a| < €/3,

sen >m. Seja p = 5((53; +d,,,). Se n > m, temos

U(dy) =a+e> a+%> %(u(:c)—l—u(xm)) =U(p) > a+§ > U(6z,).

Portanto, temos o, > p > d,,. Entretanto, isso contradiz a continuidade de »>. O caso em que
€ < 0 pode ser excluido da mesma maneira.

Como u é continua e limitada o funcional
U= [u()n(do). e M.

¢ continuo com respeito a topologia fraca. Como M é denso em M pelo teorema 2.16, o resultado
segue do teorema 2.9. [
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2.4 Funcoes de Utilidade e Utilidade esperada

Nesta secao serao apresentados os conceitos de equivalente certo e aversao ao risco, os quais
estarao relacionados com a teoria relativa ao aprecamento por indiferenca a ser visto na secao
seguinte, sempre utilizando a medida historica ou subjetiva, também denominada medida atuarial.

Para desenvolver tais conceitos consideremos que os payoffs dos ativos/derivativos financeiros
tenham suas distribuicoes de probabilidade conhecidas a priori. Tais distribui¢oes dos ativos podem
ser vistas como loterias cujos resultados estao contidos em um intervalo S C R. Neste contexto,
consideraremos um conjunto de medidas de probabilidades de Borel M fixo.

Suporemos que M é convexo, que contém todas as medidas atomicas d, com = € S e que todo
1 € M tem esperanca finita, i. e.,

/\x| p(dr) < .
Neste caso, escreveremos:

m(p) == /x p(dr) € R. (2.5)

Utilizando a representagao de preferéncia sobre loterias define-se a monotonicidade e aversao
ao risco sobre M da seguinte forma:

Definicao 2.18. Uma relagao de preferéncia = em M ¢é dita mondtona se:
x >y implicar em 0, > 0,.

Definicao 2.19. Uma relagao de preferéncia = em M € dita avessa ao risco se para todo
we M:

Om(p) ™= I @ MENOS qUE [L = ().

Portanto, aversao ao risco significa que o individuo preferiré o recebimento certo da média dos
ganhos possiveis, a ter que participar do jogo. Suponha o seguinte exemplo:

Exemplo 2.2. Suponha que seja proposto a um individuo um jogo no qual € lancada uma moeda
Justa com as sequintes possibilidades de ganho:

1. Receber $100 caso saia cara;
2. $0 caso saia coroa;

3. Receber $50 caso opte por nao participar desse jogo.
Neste caso um individuo avesso ao risco ird preferir, conforme definicio acima, a op¢ao 3.

Munidos das defini¢oes 2.18 e 2.19 podemos incluir algumas propriedades a fungao u, a qual,
aparece na representacao de von Neumann- Morgenstern no Teorema 2.17.
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Proposicao 2.2. Suponha que a relagao de preferéncia = possua uma representacao de von Neu-
mann Morgenstern:

U(u):/udu.

Entao,

1. = é mondtona se e somente se u for estritamente crescente.

2. = € avesso ao risco se e somente se u for estritamente concava.
Demonstracao.

1. Sejam z e y em S tal que = > y.

Sob a hipétese de monotonicidade da relacao de preferéncia temos, pela Defini¢ao 2.18, que
0g = 0y.

Segue da Defini¢ao 2.3:
U(by) > U(dy).

Mas, U (9,) = u(z) para qualquer z € S.

Entao,
u(x) >u(y) paraz>y.

2. Se a relagao de preferéncia > identifica uma aversao ao risco, entao, dados x,y € S e
a € (0,1), pela Definigao 2.19, temos:

5am + (1—a)y - Oé(sz + (1 — Oé) 5y
Como visto no item anterior, vale:
u(az + (1—a)y) > au(e) + (1—a)ul(y).,

portanto, u é estritamente concava. Mas, se u é estritamente concava entao vale a desigual-

dade de Jensen (Shreve 2004):

o [onn) = [u@ p),

valendo a desigualdade estrita quando p # 0.

Como u (m (1))=U (Jn(y)), segue que:

U (6m@wy) = Uw),

com igualdade apenas quando 1 = dy,(,)-

Logo,
Om(u) = K amenos de p = dy ).

Da Definicao 2.19 segue que relacao de preferéncia assume a aversao ao risco de um suposto
agente economico.
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Definicao 2.20. Uma funcao u : S — R é denominada funcdao de utilidade se for estritamente
concava, estritamente crescente e continua em S.

Suponha agora que u é diferenciavel.Sendo a funcao de utilidade do agente estritamente cres-
cente, teremos:
u' (s) >0, seSs.

Logo para cada unidade adicional de riqueza haverd um incremento na utilidade do individuo,
ou seja, quanto maior a riqueza maior serd sua satisfacao.

Adiante, veremos que a concavidade esta relacionada com a aversao ao risco do agente.

Se fixarmos uma relacao de preferéncia > definida no conjunto M e admitindo uma repre-
sentacao de von Neumann Morgenstern, teremos:

U(u)z/udu,

sendo u : S — R.
Portanto, U representa o valor esperado dos possiveis valores de u dada uma medida p € M.

Pelo Teorema 2.17, u ¢é limitada e continua em um intervalo [a,b]. Sendo wu estritamente
crescente, temos: u (b) > U (u) > w(a). Portanto, pelo Teorema do valor intermediario existe um
tnico valor ¢ (u) € R tal que b > ¢ (u) > a que satisfaz :

u@wnzvuoz/umL (2.6)

Dessa igualdade, temos que a esperanca calculada para a medida p é equivalente a utilidade
gerada por um certo valor monetario ¢ (u). Esse valor é definido como o equivalente certo em
relacao a uma certa loteria, i. e.,

Definicao 2.21. Dada uma relacao de preferéncia = em M a qual admita uma representagao por
von Neumann Morgenstern. O equivalente certo de uma loteria p € M € definido como o valor

c(p), tal que:

uwmanuoz/qu

Além disso, o prémio de risco de p € dado por:

p(p) :=m(p) — c(p).

Note que, como mostrado acima, temos 0, > p e, portanto, m (1) > c(p) a menos de
= Om(yu)- Isso mostra que, em geral, o prémio de risco p (p1) é estritamente positivo.

Queremos agora introduzir o conceito de aversao ao risco, antes porém, seguindo Follmer &
Schied (2004, p.67), vamos calcular o prémio de risco.

Para tal, suponha que u seja suave e que u seja uma medida de variancia finita (var (u)), defina
m = m(u).
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Por um lado, temos:

Supondo agora que

obtemos que:

u(m) =’ (u) p = u(p) + = var (u)
Logo, .,
p(p) =~ —;u,((z)) var (1)

Logo, como destacado em Follmer & Schied (2004), —u” (m) /u’ (m) corresponde ao fator pelo
qual o agente esta ponderando o seu risco, este representado pela variancia de p, i. e., var (u).

Esse fator de ponderacgao corresponde ao conceito de coeficiente de aversao ao risco, definido:

Definigao 2.22. Suponha u : S — R seja uma funcgdo de utilidade de classe C2, entao

alz) = — xz € S. (2.7)

¢ denominado coeficiente absoluto de aversao ao risco de Arrow-Pratt da fungao de utilidade u. A
Tolerancia ao Risco € definida como o inverso do coeficiente de Arrow-Pratt, isto é:

To(x) := =— ,x €S (2.8)

A ideia por tras da definicdo de aversao ao risco esta no fato de que individuos diferentes
respondem de formas diferentes quando confrontados ao mesmo padrao de risco, isto é, alguns sao
mais aversos ao risco, ditos “conservadores”, enquanto outros podem se mostrar mais propensos
a correr riscos. O coeficiente de Arrow-Pratt o« (1) corresponde ao fator que um agente econdmico
com fungao de utilidade u usa para ponderar o risco a que esta sujeito, sendo este ultimo mensurado

por gvar (j).
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Uma classe muito comum de funcoes de utilidade usadas em financas é que presume que o
agente tenha uma tolerancia linear ao risco, i. e., a equagao (2.8) deverd satisfizer:

To(x)=A+ Bz, (A,B)eRxR, (2.9)

Essa classe de fungoes sao as chamadas HARA | em inglés, Hyperbolic Absolute Risk Aversion.

Para uma funcao de utilidade tipo HARA o seu coeficiente absoluto de aversdo ao risco devera
satisfazer:

Cu(z) 1
u'(r) A+ Bx’

a(x) = reS. (2.10)

Exemplo 2.3. Vamos exemplificar essa classe de fungoes de utilidade.

Primeiro, percebe-se facilmente que o (x) pode ser reescrito como o (x) = —dl%zl(x), portanto:
u’(x) 1 dlog u/(x)
W) _ __dlosu() 2.11
a() w(x) A+ Bz dz (2.11)

1. Fungao de utilidade exponencial (B=0)

_dlogu/(z) 1
dx A
1
logu'(z) = —=x
u(z) =e?

u(r) = —Aex +C, CeR
2. Fungao de utilidade logaritmica (B=1)

Cdlogu/(z) 1

dz Atz
—logu'(x) =log (A + x)

L1

u(:v)—A+x
ux) =log(A+2z)+C, CeR
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3. Power utility function (B #0 e B #1)

_dlogu/(z) 1
dx A4z
1

~log'@) = [

—log(u'(z)) = log (A + Bx)(§>
, 1

b
u(z) :/(A—l—BJE)_Jg dz

dx

u(z) :%/v_édv v=Ar+ B
1 1
u(z) = vITE
B(1-3)
1—L
u(e) = A8 T o CeR, B#0 ¢ B#L
B(1-3)

4. Funcao de utilidade Linear

Tomando B = 0 e, formalmente, B = oo, obtemos:

_dlog/(z) _0
dx
logu'(z) =V ¥ eR
u'(z) = e
u(z) =a+ bx b>0.

Neste caso, o coeficiente de Arrow-Pratt serd a(z) = 0.

No caso particular da funcao exponencial, observa-se que o seu coeficiente de aversao ao risco
absoluto sera igual a uma constante positiva.

Neste caso, diremos que a fungao de utilidade, com tolerancia ao risco linear, de forma que:
T.(x)=A+Bx ,com B=0 (2.12)
é denominada CARA,, expressando o termo em inglés: Constant Absolute Risk Aversion.
Proposicao 2.3. Suponha que u e @ sao funcoes de utilidade de classe C* em S com o e & seus

respectivos coeficientes de Arrow-Pratt conforme definicao 2.7. Entdo as sequintes condigoes sdo
equivalentes:

1. a(x) > a(x) para todo x € S.
2. u = F o u para uma funcao F estritamente crescente e concava

3. Os prémios de risco p e p associados d u e U respectivamente satisfazem p () = p () para
todo pn € M.
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Demonstracao.

e (a) = (b) Conforme definigdo 2.20 @ é estritamente crescente, logo podemos definir a sua
funcao inversa w : R — S. Com isso se tomarmos u : .S — R podemos definir:

F(t) = u(w(t)),

como, u também segue a definicao 2.20 temos que I é estritamente crescente e de classe C2,

satisfazendo u = F o . Sendo w funcao inversa de u, temos :
1
w' = —
i (w)

N 1
w// — u// (w) w/ — 5
i (w)
substituindo w": P w) 1 )
" o_ _u w _ = .
ST awr Y Ty
Agora, calculando as duas primeiras derivadas de F":
/
F' =4 (w) -w' = v (w) >0

pois u e © sao fungoes estritamente crescentes, portanto suas derivadas sao positivas. Para a
segunda derivada:

= 1 v (w) + v (w) a (w
= w (w) a(w) —alw

por (a):
<0.

Logo, F é concava e estritamente crescente.

e (b) = (c) Utilizando a desigualdade de Jensen teremos que ¢ (u) e ¢ (u) irdo satisfazer:

<F ( [ du) (@) = u (@) (2.13)

Portanto,
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e (0)=(a)

Considerando a condigao (a) falsa, haverd um intervalo abeto O C S tal que & (z) > «a/(x),
Vr € 0.

Seja O := 1 (O) e denotando w a funcéo inversa da funcio @. Entao, a funcao F (t) = u (w (t))
serd estritamente convexa no intervalo aberto O. Portanto, se p for uma medida com suporte
em O, a desigualdade 2.13 torna-se estrita, logo segue que p(u) < p(p) o que contradiz a
condigao (c).

O

Um ponto importante e 1til a destacar, no caso da funcao de utilidade exponencial, ou seja,
u(z) =1—e"* é anao dependéncia da relacao de preferéncias entre as loterias e a riqueza inicial
do agente, aqui denotada por w, de fato:

/u(w+x)udm</u(w+x)ud:c

/1 —e MY pdr < /1 —e YT Yydx
/,udx—e_o‘w/e_o‘xudx < /I/d:L“ —e_o‘w/e_o‘xudx (2.14)

—/emudx < —/emudx (2.15)
/eo“'”,udaz > /ea’”ydx (2.16)



Capitulo 3

Aprecamento por Indiferenca

3.1 Introducao

O aprecamento por indiferenca ¢ a forma como a qual o investidor ird determinar o preco que
estard disposto a pagar (receber) quando da compra (venda) de um contrato contingente cujo
payoff dependa de um ativo associado a um certo grau de incerteza de forma a maximizar sua
funcao de utilidade dada uma riqueza. Portanto, a determinacao do preco do derivativo envolve o
problema de otimizacao da utilidade esperada. A seguir, veremos as condigoes para que o problema
seja bem posto o que nos levara a pregos livres de oportunidades de arbitragem.

Nesta forma de aprecamento, serao considerados, além da dinamica dos ativos, a riqueza inicial
e a preferéncia de risco do agente que estd aprecando o pagamento contingente Isto sera feito
através da utilidade esperada com a funcao de utilidade refletindo a preferéncia do agente.

Veremos na Se¢ao 3.4 que podemos associar a cada funcao de utilidade uma distribuicao de
risco e, desta forma, podemos quantificar a aversao ao risco de um dado agente através das suas
preferéncias quanto a essas distribuicoes. Entretanto, uma funcao de utilidade tera sempre duas
caracteristicas sera: crescente e concava. A primeira reflete o fato de que o agente prefere ter mais
riqueza, enquanto que a segunda reflete o fato de que o agente é avesso ao risco—i.e. dado duas
possibilidades para um mesmo ganho esperado, ele escolhera a de menor risco.

Como foi visto na secao 1.3, encontra-se na literatura métodos para aprecamento de contratos
nao-replicaveis que preservam o aprecamento linear feito nos mercados completos. No apregamento
por indiferenca, todavia, este mecanismo sera estendido a um aprecamento que podera ser nao-
linear, mas que recupera os precos lineares no caso de contratos replicaveis.

Conforme destacado em Henderson (2007), em contraste com o modelo de apregamento neutro
ao risco, o apregamento por indiferenca nao guarda uma relagao linear com o ntiimero k de contratos
negociados, ou seja, o prego de kCp contratos (k € R) nao correspondera a k vezes o pre¢o de um
Unico contrato.

Geralmente, o apregamento por indiferenca resulta em um intervalo de precos cujos limites
inferior e superior irao representar os precos de venda e compra respectivamente que o investidor
ird aceitar dado que a sua utilidade seja maxima. Em decorréncia da nao-linearidade dos precos nao
mais devemos esperar igualdade entre os pregos de compra e venda de um contrato nao-replicavel,
conforme enfatizado em Musiela & Zariphopoulou (2004). No entanto, se o mercado for completo,
ou seja, o contrato for replicavel a partir dos ativos negociaveis, o preco por indiferenca sera tinico
e coincidira com o prego calculado utilizando a medida martingal, preservando assim, a linearidade
do preco em relagao a quantidade negociada.

43
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3.2 Maximizacao da Utilidade Esperada e Nao-Arbitragem

O aprecamento por indiferenca é baseado na maximizacao da utilidade esperada do agente sob
todos os processos de riquezas factiveis dada a sua restrigao orcamentaria.

O problema do investidor consiste, entao, em determinar o portfélio ¢ de forma a maximizar a
sua estrutura de preferéncia, descritas em termos de uma fungao de utilidade @, dado que estara
disposto a investir, em termos de quantia monetaria, um valor de w, ou seja:

max E [ﬂ (Eg)} sa 7 &<w.

Em Foéllmer & Schied (2004) manipula-se o problema descrito acima reformulando-o sem a uti-
lizagdo da restrigao orgamentaria. Para isso, partindo do conceito da definicao 1.13 poderemos
reescrever o payoff em termos do processo de ganhos descontados, de fato tomando:

sendo Y o vetor de dimensao d cujas componentes sao dadas por:
(@)

v - S
I1+r

t=1,...N.

Assumindo que para todo portfélio £ sujeito a restricao orcamentaria 7 - £ < w adicionar o ativo
livre de risco sempre levard a um portfolio preferivel, entao, pode-se assumir 7 - & = w. Assim,
obtém-se:

E-S=0+7)(E-Y +uw),
Denotando u como transformacao da funcao original u:
u(y) =a((1+7)(y+w)).

Com isso, o problema consistird em maximizar a utilidade esperada E [u (£ - Y')] sobre todos os
€ € R? tal que € - Y esteja contido no dominio D de w.

Agora queremos encontrar qual o portfélio £* que complementado com o investimento no ativo
livre de risco £°, ou seja, E* = (&Y, &%) ird maximizar a utilidade do agente considerando sua restrigao
orcamentaria. Para tal, vamos em um primeiro momento determinar o conjunto dos possiveis
portfélios candidatos a solucao do problema, ou seja, o conjunto dos portfélios admissiveis.

Definicao 3.1. Sendo u : D — R funcao de utilidade, limitada superiormente e tal que D = R.
O conjunto dos portfélios admissiveis serd dado pelo sequinte conjunto dos vetores em RY:

p(D):={¢eRY | &Y €D Pg.c}.
O teorema a seguir ird conectar o conceito de oportunidade de arbitragem com a teoria de
funcao de utilidade.

Teorema 3.2. Suponha que a funcao de utilidade u : D — R seja limitada superiormente e tal
que D = R. Logo haverd um valor mdximo para a utilidade esperada

Elu(¢-Y)], §e€p(D),

se e somente se o mercado nao permitir oportunidade de arbitragem. Além disso, a solugao serd
unica se o mercado for nao redundante.

A demonstracao do teorema esta em Follmer & Schied (2004, p.110-112).
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3.3 Aprecamento por Indiferenca.

Posta a garantia de existéncia de uma solucao étima para o problema de maximizar a utilidade
esperada do investidor sujeito a uma restricao orcamentaria, iremos definir o que de fato corres-
ponde aprecar um contrato contingente utilizando-se das preferéncias e sensibilidades frente ao
risco dos agentes economicos.

O apregamento por indiferenga é definido como o valor ou prego v; (Cr) que um dado contrato
contingente C7, cujo payoff serd entregue em um tempo futuro 7" > 0, ird valer no instante inicial
de forma a atender que a esperanca de utilidade maxima do agente com o contrato e sem o contrato
sejam iguais.

O aprecamento por indiferenca esta relacionado com a alternativa de escolha entre comprar
(vender) um contrato hoje e receber (pagar) um payoff no futuro ou simplesmente nao efetuar a
transacao.

O intuito é chegar ao preco étimo do contrato utilizando as preferéncias/restrigoes do agente
que serao utilizadas como parametros do modelo, tais como: aversao ao risco, riqueza inicial e sua
exposicao inicial aos riscos nao replicaveis. Esta ultima caracteristica estd relacionada ao fato de
que o preco por indiferenca quando em um mercado incompleto nao sera uma fungao linear da
quantidade de contratos transacionados, ou seja, o preco de k € Z unidades de um contrato Crp
com prego unitario v (C7) nao corresponderd, necessariamente, a kv (Cr).

Portanto, conforme Henderson (2007), v (Cr) serd o prego de compra, também denominado
bid price, pelo qual o agente é indiferente entre nao adquirir o contrato C'r e, portanto, nao receber
o payoff correspondente no tempo 7" ou adquiri-lo hoje, pagando v, (Cr), com garantia de receber
CT em 7.

Se considerarmos um modelo multiperiodo, com um ativo livre de risco e d ativos arriscados,
de forma que parat=0,...det=0,...T:

1. St(i), represente o processo de precos do ativo ¢ no espaco de probabilidade filtrado (Q, (Ft)octer » P) ,
ou seja, o preco dos ativos sera representado por um processo estocastico.

2. Eil) processo representativo da estratégia auto financiadas adotada para o ativo 7 pelo investi-
dor no periodo [t — 1,¢] com 1 < ¢ < T. Denotaremos o conjunto das estratégias (&1, ...,&r)
autofinanciadas por A.

3. X; processo de riqueza associado a estratégia auto financiada. De forma que:
_ _ 7@ (1)
AX, =X, = X,y =87 ASY,
portanto,
- (1) ‘
Xr=2+Y &’ -ASY,
t=1
sendo Xy = .

Teremos que um contrato contingente C com vencimento em 7' > 0 correspondendo a posicao
comprada no mesmo, terd sua esperanca de utilidade maxima representada, por:

VOr (X, k,t;T) = supEp (u (Xp + kCp) | F,) (3.1)

§ep

com k representado a quantidade de contrato adquirida.
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Por outro lado, a esperanca de utilidade maxima nao considerando o contrato é definido como:

VO (X,,0,t;T) =supEp (u (X7) | F). (3.2)
§€p

Antes de continuarmos, convém notar que embora o Teorema 3.2 nao se aplique exatamente as
maximizagoes dadas por (3.1) e (3.2) ndo é dificil generalizé-lo para este caso. Uma demonstragao
no caso discreto pode ser encontrada em Pliska (1997). Referimos a Elton & Gruber (1974) para
uma discussao sobre quando as diferencas entre otimizacao em um periodo e multiperiodo. Uma
demonstracao no caso continuo pode ser encontrada em Korn & Korn (2001).

O preco por indiferenga v, (C7) serd uma variavel aleatéria F-mensuravel obtido igualando-se
as equagoes (3.1) e (3.2), onde

VO(X,,0,t;T)=V°r (Xt — 2 (Crp) , k, t;T) ,  p.gq.c. (3.3)

O prego ¥ (Cr) representa representa o valor méximo que o investidor estd disposto a pagar
no tempo t por k£ unidades do contrato C'r que gerara um payoff no vencimento 7.

Em esséncia quando o investidor iguala as equagoes em (3.3) ele estard garantindo que ao
comprar ou vender um contrato ele nao diminuira sua utilidade comparativamente a nao fazeé-lo.

Da mesma forma, o preco por indiferenca para a venda de um contrato contingente C'7, ou seja,
o ask price v; (Cr) que ird representar uma posigao vendida serd o menor pre¢o que o investidor
estard disposto a receber para vender k unidades do contrato, ou seja, v; (Cr) ird ser solucao de:

VO(X,,0,t:T) =V (X, + v (Cp),—k,t;T), p.q.c (3.4)
onde,
VOr (X, 4+ v (Cp), =k, t;T) = supEp (u (X — kCp) |F) . (3.5)
gep

Em um mercado incompleto o payoff do contrato nao serd, necessariamente, perfeitamente re-
plicavel acarretando a nao eliminacao total do risco a que o agente esté exposto. No caso de venda
do contrato esse risco remanescente estd representado redentado na equagao 3.5 como Xp — kCrp.
O aprecamento por indiferenca ira ser util exatamente para tratar esse risco residual através da
especificacao a preferéncia ao risco do agente que estd vendendo o contrato. O que serd feito via
fungao de utilidade.

A seguir elencaremos algumas propriedades importantes do aprecamento por indiferenca.

1. Aprecamento ndao linear.
Para exemplificarmos a nao linearidade vamos supor o seguinte exemplo: seja um mercado
de um periodo (¢t = 0,1), formado por uma ativo livre de risco S§°), um ativo negociavel
Slfl) e um ativo nao negociavel Y;; por simplicidade, St(o) = 1 para todo t; os demais ativos

. . . . . A~ . .y . 1
seguem o modelo binomial; por hipétese, supomos independéncia entre as variaveis Sé) eYr
em relagao a medida histérica P e sendo o processo de riqueza (descontado) no tempo 7' = 1
dado como:

Xr=0+aP=z+« (S(Tl) — Sé”)

onde, a quantidade do ativo negociavel, S quantidade do ativo sem risco e x a riqueza inicial.

Vamos considerar também neste mercado o contrato contingente Cr (Yr) cujo payoff é fungao
apenas do ativo nao negociavel. A funcao de utilidade do investidor é dada pela funcao
exponencial:u (r) = —e™ 7% onde + ird representar a sua aversao ao risco.
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O prego de venda desse contrato v(Cr) deverd satisfazer:
VO (Xy +v(Cr),1,0;T) = V°(X,,0,0;T) .
Por um lado, denotando Cr (Yr) = Cr, temos:
VO (Xo+v(Cr),1,0;T) = supEp (u (X7 — Cr))

= sup Ep (_e*V(XT*CT))

— 6_7($+V(CT)) sup EP (_eVa(S(TI)Sél))+yCT) .

(0%
Portanto, para satisfazer a igualdade acima, temos:

V9 (X0,0,0;T) = VO (Xo + v(Cr),1,0;T)

(1) (1) (1) (1)
- —ye(Sp -5 - —ya (s -5 ) 440
e 7" supIEp —e 'ya< T 0 ) =e Y(z+v(Cr)) SupEp —e 'ya( T 0 ) FCr
@ @
devido a independéncia das variaveis aleatérias,

¢ sup Ep (_e—va(S(TlLSél))) — @) B (1°7) supEp (_e—'ya(5’§}>_5(()l)>)
) S U R ) "
| = ¢~ ™Cr) E, (£7°7)
—yv(Cr) =log1 —logEp (7°7)
v(Cr) = %long (e7°7).

Mostrando, claramente, a nao linearidade no aprecamento do contrato.

2. Recuperacao do Mercado Completo.

De fato, se Cr for replicdvel seja X' a riqueza associada a posicdo inicial do portfélio
replicador e defina v(kCr) = kX{*. Podemos entao decompor o investimento inicial na parte
de investimento e de replicacao da seguinte forma:

Xo = X + kXS — kCy
= Xx{,

onde X! estd associado ao investimento feito a partir da riqueza inicial . Como C' é re-
plicdvel, temo sainda X7 = XZ1. Desta forma, temos

VOr (X, + 1, (Cr), —k,t;T) = supEp (u (X7 — kCr) | F)
Eep
=supEp (u (X%) ]]-"t)
Eep

- VO (Xt7 07 t7 T)
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Da definigao de prego por indiferenca concluimos que

v(kCr) = kX{

= kEp«[C7] P* medida martingal equivalente.

3. Monotonicidade
Seja p' com i = 1,2 o preco por indiferencga relativos a C% tal que C1 < CZ, entao p' < p?.

De fato, considerando z a riqueza inicial, teremos que o preco por indiferenga para C% serd
dado por:

VO (z—p' k,0;T) = VO (2,0,0;T),

Como o lado direito da equagao acima nao se altera, afirma-se que vale:
VEr (:B —pl,k:,O;T) = Vo (35 —pQ,k:,O;T)

Denotando por X/ serd o processo de riqueza relativo a riqueza inicial x — p’, reescreve-se a
igualdade anterior, como:

supEp (u (X7 + kC7) | F) = supEp (u (X7 + kC3) |F) .

tep §ep

Sendo u () fungao de utilidade serd crescente, além disso temos:
Cr<C} = kCp < kC3

Para que valha a igualdade devemos ter X1} > X2, com isso no tempo inicial, também valera:

z—p'>z-p° = p <Pl

Com isso mostramos a monotonicidade do preco de indiferenca.

Uma detalhe a se destacar ¢ a relagao envolvendo o precos de super e sub-replicacao de um
determinado contrato Cr e o preco replicador deste mesmo contrato.

p* (k) < p (k) < p™ (k).

4. Concavidade do prego

Seja py o preco por indiferenga para o seguinte contrato A\CH + (1 — X\) C%, onde A € [0, 1].
Entao
pr = Ap+ (1= N)p”.

Seguindo Henderson (2007), mostra-se que de fato se estivermos considerando pre¢o de com-
pra (bid) do contrato, teremos que sendo X% o processo de riqueza para um individuo com
riqueza inicial x — p', ou seja, para o individuo que tenha adquirido uma unidade do contrato
C%. Entao, por definigao:

VO (2,0,0;T) = Vr (z —p',1,0;T) = supEp (u (X + C) | F)
éep

Definindo: o
Xr=MX1+(1-)) X7
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X1 representard o processo de valor associado a riqueza inicial xg = z — Ap! — (1 — \) p?.

Entao

YACT+(1=NCF (70,1,0; T) = supEp (u (XT + /\quﬂ +(1-X) C%) |‘Ft)

EEp
> Ep (u(Xr+ACp + (1= X)C3) | F)
=Ep (u(AN(X7+C7) + (1= (X7 +C3)) | F)
> AEp (u (X7 4+ Cp) | F) + (1= N Ep (u (X7 + CF)) | F)
=V%(x,0,0;7T)
_ V)\C}+(17/\)C% (cc — o, 1, O;T) .

Aqui vimos a concavidade do preco de compra. Por outro lado, um argumento similar mostra
a convexidade dos preco de venda.

3.4 A escolha da Funcao de Utilidade

A técnica descrita nesta secao, introduzida por Bernard et al. (2013), identifica a funcao de
utilidade, bem como seus parametros, a partir da distribuicao de retornos requerida pelo agente e
o contexto de mercado em que os ativos sao negociados.

Mais precisamente, Bernard et al. (2013) discute uma formula¢ao que, para uma dada distri-
bui¢ao de retornos de um portfélio 6timo, associa uma funcao de utilidade correspondente.

Esta formulagao considera um mercado livre de oportunidade de arbitragem (2, F, P) de um
periodo (T=1). A densidade da medida neutra ao risco em rela¢do & medida histérica é represen-
tada por (7 - que neste contexto denotaremos de pricing Kernel. A densidade pr é positiva em
R\ {0}. O processo de valor X serd dado por:

Xo = Elpr X7,

com Xp representado o processo no tempo 7' e considerado de forma que X seja finito.

A relacao de preferéncia é suposta satisfazer dominancia estocdstica de primeira ordem (DEP),
a qual é definida como:

Definicao 3.3. Sejam F e G distribuicoes cumulativas de probabilidade com suporte em R. F
terd dominancia estocdstica de primeira ordem sobre G, se e somente se,

F(2) <G (2)
para todo x € R.
A dominancia estocastica de primeira ordem de F' sobre (G sera condicao necessaria, porém nao

suficiente para termos:
Er (z) > Eq (2).

Adicionalmente serd exigido que a relacao de preferéncia tenha uma representagdo numérica
U, que seja nao decrescente (estritamente crescente) e que satisfaca a lei de invariancia—veja
Bernard et al. (2013) para uma discussao mais detalhada dessas hipéteses.

Neste contexto, Bernard et al. (2013) prova o seguinte resultado:
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Teorema 3.4. A preferéncia U () serd nao decrescente e satisfard a lei de invariancia se e somente
se U (+) satisfizer DEP.

Consideremos agora o seguinte problema:

max U (Xr) sa ElprXr] = Xo. (3.6)

Suponha que exista uma solu¢do étima X para o problema (3.6) e denote sua distribuicao
cumulativa de probabilidade por F. Intuitivamente, se U (-) satisfaz as hip6teses do teorema
3.4, entao isso significa dizer que, dentre todas as estratégias com distribuicao acumulada F', a
estratégia 6tima X7 serd a menos custosa. O Lema 3.1 abaixo mostra que a nossa intuicao esta
correta:

Lema 3.1. (Custo eficiente) Assumindo que exista uma solu¢ao dtima Xj. para 3.6 e denotado
sua distribuicao cumulativa de probabilidade por F. Entao X} serd a estratégia mais barata (mais
eficiente) de se obter F' em um investimento de horizonte temporal T' > 0, isto €, X resolve o
problema:

minE [(prXr)] sa Xp~F (3.7)

No contexto da teoria de utilidade esperada teremos U(X7) = E [u(Xr)] e portanto o problema
(3.6) pode ser reescrito da seguinte forma:

max E[u(Xr)] s.a E[perXr] = Xo. (3.8)

Vamos agora tentar identificar a funcao de utilidade u em (3.8) que seja compativel com a
solugao custo eficiente descrita pelo Lema 3.1. Para isso, seguindo Bernard et al. (2013), vamos
introduzir uma classe apropriada de fungoes de utilidade:

Definicao 3.5. Seja (a,b) C R onde a,b € R, com R = R U {—o00, +00}. Define-se Uy como o
conjunto das fungoes de utilidade u em (a,b) tal que u : (a,b) — R seja de classe C*, estritamente
crescente em (a,b), u' estritamente decrescente em (a,b) (portanto o investidor é avesso ao risco),
u(c) = 0 para algum c € (a,b), v’ (a) = limy v (z) = +o00 e v’ (b) := lim, v () = 0.

Vamos agora enunciar o resultado mais importante desta segao:

Teorema 3.6. Considere uma distribuicao de probabilidade acumulada F em (a,b) C R com

a,b € R, que seja estritamente crescente e continua. Seja X% a solugio do problema (3.7) e
suponha que o custo associado Xy seja finito. Entdo X3 também serd solugao do problema (3.6)
com a sequinte funcao de utilidade u € U p):

ww) = [ Fola-F @) dy (3.9)

para algum ¢ tal que F (c¢) > 0. Na equagdo (3.9), temos F ! (p) = inf{t | F,. (t) > p}, onde F,,
€ a distribuicdo acumulada de pp. A funcao de utilidade u serd tnica em Uy p) a menos de uma
transformacao linear.

Convém observar, conforme Bernard et al. (2013), que no caso de mercados atomicos a uni-
cidade da funcao de utilidade nao é garantida. Entretanto, na pratica, mercados atomicos sao
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parametrizados de forma a convergir para um mercado continuo no limite em que o niimero de es-
tados vai para infinito. Desta forma, é natural utilizar a utilidade encontrada no modelo continuo,
ainda que, utilizada como uma aproximacao no caso discreto.

Em especial, para os casos em que os ativos seguem um modelo de difusao, como em Black-
Scholes, e quando F' for a distribuicao acumulada normal, entao a fungao de utilidade que se obtém
aplicando-se o Teorema 3.6, serd a funcao exponencial, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.1. De fato, no contexto do modelo de Black-Scholes, o ativo de risco seque:

d
45 _ pdt + odW,,
Sy

com Wy movimento browniano sob a medida historica P, j o drift e o a volatilidade.

A solucdo do preco do ativo € dada por:
o2
Sy = Sy exp {(HJ - 7) t+ 0Wt:|

e, portanto, temos g—; ~ LN (,u — %Qt, azt).

Conforme Bernard et al. (2014), o processo referente a ¢, serd determinado de forma unica,
por:

_ _lop—ry2 _(p—T
0, = e "o O R L

sendo r < p a taxa livre de risco.

Consequentemente, o1 € escrito como fungao do preco do ativo St, da sequinte forma:

NE A
Yr = S(] )

onde a —exp (L (=5 )T~ (r+5)T), B="2 e =",

Desta forma, concluimos que a distribuicao acumulada de pr, F,,. € dada pela sequinte formula:

In(z) — M
FWT(x):P(SOTgx):®((9)T)7
com pp ~ LN (—TT—QQTT,GzT).

Como calculado em Bernard et al. (2013), temos que:

F>'(y) = exp {@—l(y)eﬁ — T — QQ—T} .

PT 2

Portanto, tomando F como a distribuicao de uma varidvel aleatoria normal de média M e
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variancia 3, temos que:

F; (1= F(y) = F;)

T

M 2
~ oxp (Eeﬁ— T — %T _ %WT) |

De posse desses calculos preliminares, podemos agora aplicar o Teorema 3.6 e obter:

T 2
u(z) = / exp (%9\/? —rT — %T — %Qﬁ) dy

[e.9]

z M 62 x

Tomando a = exp <%9\/T —rT — %T) ey = @, temos:

u(z) = —% exp (—yz) .

Ou seja, a menos do fator multiplicativo a, a funcao de utilidade associada a retornos normais
para o mercado de Black-Scholes é a exponencial.

No caso de agentes mais conservadores, ou mesmo menos sofisticados, a especificacao de uma
distribuicao normal de retornos parece bastante apropriada. Como vimos acima isso leva natural-
mente a escolha de uma funcao de utilidade exponencial. Motivados por esta discussao, trataremos
de agora em diante do aprecamento por indiferenca utilizando essa funcao.



Capitulo 4

Método de Aprecamento Baseado em
Indiferenca

4.1 Introducao

Neste capitulo estendemos o trabalho de Musiela & Zariphopoulou (2004) e de Elliott & van der
Hoek (2009).

Inspirados em Musiela & Zariphopoulou (2004) construimos um funcional, tal que, para um
contrato contingente Cr o prego v (Cr) é dado por:

v(Cr) =E&p- (Cr),

estabelecendo critérios para as escolhas da medida P* e do funcional £.

Com isso, contribuindo, para a aplicacao do modelo em situacoes mais proximas as realidades
) b s s )
as quais os agentes de mercados vivenciam.

Em Musiela & Zariphopoulou (2004) o modelo de mercado envolve dois ativos, um negocidvel
e outro nao negociavel, ambos seguindo a dinamica do modelo binomial (tempo discreto). Os
autores assumem que o submercado consistindo dos ativos negocidveis é completo. O ativo nao
negociavel traz a componente de risco nao mitigavel , ou seja, ao ser considerado torna o mercado
incompleto levando a nao linearidade dos precos, conforme visto no capitulo 3. Nesse contexto de
mercado, os autores aprecam por indiferenca um contrato contingente, que leva em conta a aversao
ao risco associada ao agente.

Neste trabalho utiliza-se, no mesmo espirito de Musiela & Zariphopoulou (2004), o aprecamento
por indiferenca. Preservaremos a hipdtese de completude do sub-mercado de ativos negociaveis,
entretanto nao havera restricoes ao niimero de ativos negocidveis. Para o ativo nao negociavel,
tampouco havera restricoes quanto ao nimeros de ativos e quanto ao numero de estados, po-
dendo inclusive ser nao enumeravel. Tal extensao altera o problema de otimizacao envolvido no
aprecamento por indiferenca, transformando o problema de otimizacao em dimensao finita no con-
texto de Musiela & Zariphopoulou (2004) em um problema de otimizacdo em dimensao infinita.

No caso de mercados incompletos vemos que a a teoria de indiferenca nos leva naturalmente, por
um lado, aos conceitos de certainty equivalent com a utilizacao de um modelo atuarial envolvendo
a medida histérica P, nao preservando a linearidade dos precos e, por outro lado, também, ira
envolver o conceito de medida neutra ao risco sob o pressuposto de auséncia de oportunidade de
arbitragem.

23
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Cada um desses conceitos estd relacionado com a identificagao e mensuragao dos riscos consi-
derados replicaveis ou nao. Com o isolamento e tratamento adequado para cada um deles, esses
conceitos sao combinados para fornecer o preco do contrato.

Iremos usar a funcao de utilidade exponencial como representativa da preferéncia do agente.

O capitulo serd dividido da seguinte forma: a primeira, fazendo o modelo para dois estagios
de tempo; a seguir, mostrando que o modelo recupera o preco dos mercados completos e por fim,
estendendo o método para o caso multiperiodo.

4.2 Solucao para o Problema do Investidor

Vamos supor um modelo de mercado incompleto de um periodo no qual os precos dos ativos
estarao definidos em um espago de probabilidade (2, P) com ¢t =0,--- ,T = 1.

Os N + 1 ativos negociaveis serao representados por:
Se=(S.5) = (s, 8, s)

com t € {0,7 = 1} considerando que os ativos nao sejam redundantes.

O ativo livre de risco correspondendo ao 0-ésimo ativo. Sem perda de generalidade iremos
0 . . . , .
supor St( ) = 1,Vt. No que se segue isso corresponde a tomar o ativo livre de risco como numerério.

A estratégia de negociagao para cada um dos ativos, definida para o periodo [0,7 = 1], serd
dada por:

E: < §0)7£1> - ( §O)>§§1)a-"7 §N)>

e o processo de riqueza (Xy),. (0,r=1y Serd definido, da forma usual, como:

X():CL)
XT:l :CU‘l—E'ASl,

sendo w a riqueza inicial do agente e AS; = S; — S.

Para fins de simplificacao da notacao utilizaremos X1 = X, em particular, X ird corresponder
a uma varidvel aleatéria variando dentro de uma classe convexa X C L° (9, P).

Y representa o ativo nao negociavel ou mesmo um conjunto de ativos sem prejuizo do resul-
tado apresentado. Por fim, também, consideramos a existéncia do contrato contingente C'r com
vencimento em 7' = 1, dado por:

CT (ST, YT) c L2 (Q, P) .

No contexto apresentado o espaco amostral €2 é escrito como o produto cartesiano:
0=0 g X Qy (41)

dos espacos amostrais de S e Y, respectivamente.
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Como em Musiela & Zariphopoulou (2004), suporemos que o submercado consistindo apenas
dos ativos negociaveis seja completo. Seguindo a terminologia de Musiela & Zariphopoulou (2004),
diremos que o mercado aninhado formado apenas pelos ativos negociaveis é completo.

Neste caso, pela Teorema 1.25, existe uma unica medida neutra risco P¢ em (2g, além disso,
(Qg, P%) é atomico. Em particular, g é um conjunto finito.

Por conta disso, qualquer conjunto A C ) pode ser decomposto da seguinte forma:

para algum inteiro m > 0.

Desta forma, se A € Fq entao:

k=1
Da definicao de probabilidade condicional, temos que:
P($xY)
ETS)

Além disso, a distribuicao marginal de P com respeito a S é dada por:

P(V18) =

PS<§> :P(stzy>.
Portanto, a medida P pode ser fatorada da seguinte forma:
P (S x Y/) — Py (S) P (Y/|S> . (4.2)

Desta forma, temos:

Ep[G(S,Y)] = Epy [Ep [G(5,Y) |5]] (4.3)
com G(-) Fo-mensuravel. Em especial, a identidade em (4.3) serd utilizada varias vezes no
decorrer da secao.

A partir de agora estamos interessados em determinar o prego v, de k unidades do contrato

Cr(Sr, Yr).

Para tal, comecemos definindo o conjunto B dos payoffs admissiveis dada uma riqueza ini-
cial W = w + v¢,., como:

B, ={XeXnL'(P*) |Ep [X] = Ep; [X] = o},
sendo P* =~ P, representando a distribuicao conjunta dos ativos, a qual é fatorada de forma similar
a P na equagao (4.2). Além disso:
P
ar ~ 7
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No contexto de mercados incompletos a medida martingal equivalente nao sera inica, portanto,
conforme Musiela & Zariphopoulou (2004) iremos escolher convenientemente P* de forma que esta
medida seja tal que em relagao ao ativo negociavel ela seja martingal, ao mesmo tempo que, a
distribuicao condicional do ativo nao negociavel em relacao aos negociaveis seja preservada com
relacao a medida historica P, isto é:

P*(Y|S) = P(Y]S) (4.4)
Conforme Henderson & Hobson (2009) uma medida satisfazendo 4.4 ¢ conhecida como medida
martingal minima (MMM) que foi introduzida por Follmer & Schweizer (1990).

Como discutido no exemplo 3.1 estamos interessados em portfdlios cujos retornos sejam nor-
mais, portanto utilizaremos a fun¢ao de utilidade exponencial. Essa fungao é estritamente crescente
e estritamente concava o que, conforme Proposicao 2.2, induz uma preferéncia mondtona e avessa
a0 Tisco.

A funcao de utilidade exponencial é dada por:

u(r) =A— Be ", AceRevy,BeR"

e sem perda de generalidade podemos tomar A = B = 1, como, de fato, faremos daqui em
diante.

Reparemos ainda que a funcao u(z) satisfaz as condigoes de Inada:

/ T / . / 7 / _
u' ( OO)_$EIPOOU($)_OO€“(OO)_:}LIEOU (x) = 0.

Conforme apresentado na Secao 3.3, o preco do contrato v, sera calculado utilizando o
aprecamento por indiferenca que consiste na solugao do problema:

VO (w+ vy, k,0;1) = VO (w,0,051) (4.5)

onde, k € Z*T U {0} representa a quantidade de contratos na posi¢ao vendida.

Olhando, para o lado esquerdo da equacgao 4.5, estamos interessados em resolver o problema de
maximizar a utilidade esperada de um portfélio em cuja composicao seja considerado uma posigao
vendida em k unidades do contrato contingente cujo payoff seja funcao dos ativos negociaveis e
do nao negociavel sendo a riqueza inicial dada por w = w + v¢,., ou seja:

VO (w+ vy, k,0;1) = sup Ep (u (X — kCp)) (4.6)
XeBg

Considerando X* solucao do problema de otimizagao descrito na equagao 4.6, podemos, de
forma heuristica, considerar pertubagoes a esta solucao de forma que a restricao orcamentaria
continue sendo satisfeita:

X)\:X*+)\<X—EP*[X]), A€eR.

com,

Zy =X\ —kCp

e X, satisfazendo a restrigdo do consumidor, ou seja, Ep- [X,] = w + ve,.
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A condicao necessaria para que X * seja o ponto que maximize a esperanca da funcao de utilidade
é que:

d d .
0= a‘,\zoEP [u(Z))] = ﬁ‘/ﬁOEP [u(X* + A (X = Ep- [X]) = kCr)].

Logo,
=Ep[u' (2,) (X —Ep” [X])]
=Ep [u' (X" = kCr) (X — Ep [pX])]
— Ep [u' (X* — kCr) X — ' (X* — kCr) Ep [0 X]]
— Ep [u' (X* — kCp) X] — Ep [u (X* — kCp) Ep [0X]]
=Ep [u' (X" = kCr) X] = Ep [pX]Ep [0/ (X" — kCr)]
=Ep [u' (X" = kCr) X] — Ep [Ep [0/ (X* — kCr)] 0 X].
Definindo: ¢ := Ep [u/ (X* — kCr)].

]EP [Ul (X* — I{ICT) X] — EP [CQOX] =0
]Ep [u' (X* - k?OT) X] = Ep [CQOX] = Ep* [CX]

Decompondo as esperancas acima em termos de suas esperangas condicionais, uma vez que a
medida P* preserva a medida historica P quando condicionada nos ativos negociaveis, temos:

1. Para o lado esquerdo da equacao acima, temos:

Ep [Xu' (X* — kCr)] =
= Ep, [Ep [Xu/ (X"~ kCr) | S]]

= Epg [X Ep [/ (X* = kCr) | 5]

2. Como o processo X depende apenas do conjunto de ativos S, o lado direito da equacao
podera ser reescrito em termos da medida Ps, como:

Ep [cpX] = Epg [Ep [cpX | S]] = Epy [XEp [cp | S]] = Eps [Xcyp)
Logo,

Epg [X Ep [u' (X* = kCr) | S]] = Epg [Xcy]
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Para todo X mensuravel e limitado, temos:

Ep [U,/ (X* — k?CT) | S] = Cp

Aplicando a igualdade acima para a fungao exponencial, temos u’ (z) =y e™7* e, assim, obte-
mos:

cp=Ep[u (X* —kCr) | 5]
=Ep h e~ V(X" =kCr) | S}
=7 e—’yX*]EP |:e'YkCT | S}
=u (X*)Ep [erCT | S}

Donde, conclui-se:

/ *\ CSO
w (X7) = Ep[e7%Cr | S]°

Definindo: I := (u/)"".

Como u é concava, entao, u’ é estritamente decrescente, logo:

Xt =1 (m) (4.7)

Considerando o contexto em que estamos trabalhando iremos adaptar o teorema enunciado em
Follmer & Schied (2004), o qual garante a existéncia e unicidade para o ponto que maximiza a
esperanca da funcao de utilidade.

Teorema 4.1. Considere o problema de otimizac¢ao:

sup Ep (u (X — kCr)).

XeBg

Para o qual:
u(r)=A— Be "™, AeR ey, BeR".

Seja I := (u')"" e c >0 constante, tal que:

* CSO 1 *
X'=]| —m————m L (PZ).
(EP oo | s1> € L(Fs)

Supondo que Ep; [X*] = @, entdo:

X* serd a tinica solugdo para o problema de otimizagdo na classe Eps [X] < Ep; [X*].
Demonstracao. Segue da hipotese que:

lTim u' (z) = +oo,
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Além disso, sendo u (-) limitada superiormente sua derivada deverd satisfazer:

liTm u' (z) =0,

Portanto, v’ () ird assumir valores em (0, 00), com isso, podemos afirmar que I (-) serd Pgc bem
definida para todo ¢ > 0.

Sendo u (-) concava e X* o ponto de maximo, temos que para qualquer que seja X — kCr €
L (P*), valeré:

u (X —kCr) <u(X*—kCr) +u' (X* — kCrp) (X — X¥)
tomando a esperanca com respeito a P

<Epu(X*—kCp)]+Ep [ (X" —kCr) (X — X*)],
a desigualdade acima sera satisfeita, quando:

0>Ep[u (X*—kCr) (X — X))
sendo v’ () = Bye "*:
> Ep [Bye "X RO (X — X))
> Ep [Bye "X e (X — X¥)]
> Ep [u/ (X*) %7 (X — X*)]

> Ep, [u/ (X*) (X — X*)Ep [ | S]]

_ )
como u' (X*) = Ep[ewchT Bk

> Bpg [op (X = X7)] = ¢ Ep- [(X = X))

Como ¢ é uma constante positiva:
Epy [X*] 2 Epg [X]

Portanto, X* realmente sera ponto de maximo.
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A unicidade da solucao, segue por contradicao: Suponhamos a existéncia de X; e X, pontos
de maximo.

Sendo u (-) estritamente concava, teremos para t € (0,1):
u(X; —kCr)+ (1 —t)u(Xe — kCr) <u(t (X, —kCr) + (1 —1t) (X2 — kC7))
tomando a esperanca em relacao a P:
tEpu(Xi—kCr)]+ (1 =) Ep [u(Xo — kCr)] <Ep [u(t (X1 —kCr) + (1 — 1) (X2 — kC7))] .

Por este argumento o ponto representativo da combinacgao linear de X; e X5 seria maximo, o que
é absurdo.

Portanto, o ponto de maximo serd unico.

O
Sendo:
I:= )", ouseja, I(z) = —llogE
* ) ) ’Y 77
Teremos:
x cp
Xt =1(— ¥
(EP [e7*Cr | 5])
= —110 L
~ Ty P AR Ror [ 8]
1 cp kC.
= —— |log— —logEp [e7“T | §]
Y v
1 kC
=1 (cp) + ;long [T | 5] . (4.8)

O valor da fungao exponencial no ponto X* — kCrp:

U(X* —k?CT) ==

1 1
=1—exp {—7 {I (c) — —logp + —logEp [e7°T | S] — /{:C’T}}
Y 8

g ]_ — {(pe_’yl(c)e'kaTe* lOg]Ep [e’kaT | S]}

1
— 10—~ e H()kCr
{Ep ke [ 5177
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Dado que X* € B, devemos ter satisfeita a restricdo Ep« [X*] = w + v, portanto:

1
w+ vo, = Ep: [I (cp)] + ;]EP* [logEp [GWKCT Kl

=Ep: [I ()] + Ep- {_%bg 90] + %]EP* [log Ep [e”’“CT | SH

Como Ep- [log ] = Ep [plog ¢| define a entropia relativa H (P* | P), conforme definigao 1.27:

1 1
I(c)=w+ve, —Ep- [; log Ep [T | S]} + ;H(P* | P). (4.9)
Assim,
1 . IR 1
I(cp) =w+ve, —Ep- ;long [T S| + ;H(P | P) — ;loggp (4.10)

Maximizando a esperanca da funcao de utilidade no ponto 6timo, temos:

Ep[u(X* — kCp)] =

1
—1-FEp|— e (0xrkCr
|
- ]_ — EP* ]EP* ;e'kaT |S e—’Y](C)
T Ep e TS

Como P* preserva a medida histérica condicionada a S, segue:

1

Eo. [75CT | §11| e 71(e)
e T [ 15

:1—EP§|:

=1—e 0O (4.11)

Substituindo 4.9 em 4.11 o valor méximo da esperanca da funcao de utilidade , ou seja, a
solucao do problema de otimizacao dado pela igualdade 4.6 sera:

VO (w+ kvey, k,0;1) = sup Ep (u (X — kC7p)) =

XeB

1 1
=1—exp [—7 (w+VcT — Ep- {;ngP [ekaT | S]] + ;H(P* | P))}
(4.12)
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Para encontrarmos a solucao do problema de indiferenca definido em 4.5, temos, agora, que

calcular:

VO (w,0,0;1),

cuja solucao ¢ igual a obtida em 4.12 tomando k£ = 0, portanto:

VO (w,0,0;1) = sup Ep(u(X))=
XeBk=0

1 1
=1—exp [—’y (w —Ep- [— logEp [e7"T | 5]1 +—H (P | P))}
Y Y
substituindo: k£ = 0,
1
=1—exp [—7 (w + ;H(P* | P))}

— 1~ exp[—qw — H (P*|P)
E finalmente, a solucao para o problema de indiferenca 4.5, sera dada por:
VO (w+ vy, k,0;1) = VO (w,0,0; 1)
1 kC: 1 *
=1—exp|—7|w+ve, —Ep |—logEp [T | S]| + —H (P* | P)
Y Y
=1—exp[—yw — H (P*|P)].
Para a igualdade acima valer, devemos ter:

1
Vo, — Eps [— logEp [e”kCT ] S]} =0
8
O prego do contrato v¢,., serd dado por:

1
Vop = Eps [; log Ep [ewkCT | S]} )

(4.13)
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Como enfatizado por Henderson (2007) e Musiela & Zariphopoulou (2004) e também na dis-
cussao sobre as propriedades do aprecamento por indiferenca na Secao 3.3, observamos que o
apregamento dado pela férmula (4.13) serd tipicamente nao linear. Por outro lado, veremos na
Secao 4.3.2 que no limite que a aversao ao risco se anula recuperamos o apregamento linear usando
a medida martingal minima.

Em especial, com vistas a definir o apregamento multiperiodo, Musiela & Zariphopoulou (2004)
interpreta a férmula apresentada acima como um algoritmo de dois passos:

e Em um primeiro momento, calcula-se o denominado payoff ajustado a preferéncia, que leva
em conta a aversao ao risco do agente.

Nesta etapa os riscos nao passiveis de hedge sao identificados, isolados e apregados.
~ 1 kC
CT = —log]Ep [e” T | S} .
Y

e A segunda parte trata de aprecar a parte remanescente, ou seja, a parte passivel de hedge,
portanto, neste momento utiliza-se os principios de aprecamento linear.

vey = Ep« (Cr) = Ep- (C'T> ;

com & definindo um funcional de prego.

4.3 Recuperacao do Preco Neutro ao Risco

Veremos agora que o aprecamento por indiferenca recupera o preco neutro ao risco em duas
situagoes: quando o mercado for completo e no limite em que a aversao ao risco se anula. Neste
ultimo caso, recuperamos o aprecamento pela medida martingal minima, a qual, no nosso caso
corresponderd a medida de entropia minima descrita no capitulo 1.

4.3.1 Recuperacao do preco no mercado completo

Nesta subsecao iremos considerar que o contrato contingente seja funcao apenas dos ativos

negocidveis (S(l))te{O T—1} i =1,...n definidos em (2, P), ou seja:

CT (ST) € L2 (Q,P),

Neste caso, o payoff do contrato podera ser replicado a partir de um portfélio X = (Xt)te{o,T=1}
formado apenas pelos ativos negociaveis. Ou seja, todo o risco podera ser replicado via instrumen-
tos negociaveis no mercado.

A presenca do ativo nao negociavel Y nao ird influenciar o preco do contrato v¢,..

Portanto, neste caso, ha de se esperar que o preco calculado por indiferenca recupere o aprecamento
classico de mercados completos.

Isso significa que mesmo em um contexto de mercado incompleto, se nos restringirmos a nego-
ciagoes apenas da sua parte negociavel, havera um mercado aninhado ao mercado original o qual
sera completo.
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De fato, se considerarmos da mesma forma que no caso geral, que o preco do contrato sera
obtido pela solugao do problema de indiferenca dado por 4.5, ou seja:

VO (w+ kvey, k,0;1) = VO (w,0,0;1) (4.14)

onde, k € Z* U {0}

Recordando que para o mercado em questao, temos:

PPy [5)=P(Y[5),

com P* ~ P.

O preco v¢,., no caso geral, de k£ unidades de um contrato contingente é dado por:

1
Vor = Ep* |:— log]Ep [ekaT ‘ S:|:|
f)/
como Cr é fungao apenas dos ativos negociaveis:

1
ve, = Ep- | —log e”kCT]

1
= Ep- _’VkCT:|
LY
portanto,
Vor = k EP* [CT]

Levando, entao, como desejavel, a recuperacao do aprecamento linear de Black e Scholes,
conforme visto na Secao 3.3.

4.3.2 Limite de anulamento da aversao ao risco

Vamos ver agora que, no limite em que a aversao ao risco se anula, obtemos um prego neutro
ao risco dado pela escolha de uma medida martingal minima.

Proposicao 4.1. Temos
’lyln’l VCT(l, ’7) = EP* [CT|S],

—0

onde a medida P* ~ P satisfaz

P*(Y|S) = P(Y|S).

Demonstrag¢ao. Vamos calcular primeiro

~yC:
llmllogEP |:e'VCT | S] — lim IEP [e TCT | S]

=K .
,.Y*)Opy ,},4)0 ]EP [e’}/CT ’ S] P [CT | S]
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Portanto,

v—0

. ' ] )
}/IE)I%)VCT(lv/y) = lim Ep; {§ log Ep [¢7°" | Sﬂ

.1 c
=Ep; hg%;loglﬁlp [e“Y T S}}

= Ep; [Ep[C7 | 5]
= ]Ep* [CT | S] .

4.4 Algoritmo de Aprecamento Multiperiodo

Nesta secao estamos interessados em desenvolver um funcional que permita calcular o preco do
contrato contingente em uma dinamica de tempo de varios periodos.

Agora, os precos dos ativos estarao definidos em um espago de probabilidade filtrado (Q, (Fs) P)

comt=0,---,T.

t<s<T

Os N + 1 ativos base para a economia serao representados por:

5, = (89,8,) = (SO, 8M .. §M)  s=t... T

. . . ;. . 0 . .
O ativo livre de risco correspondendo ao 0-ésimo ativo sendo st ) = 1,Vs, ou seja, a taxa livre
de risco sera dada por: r = 0.

A riqueza inicial do investidor, no tempo t, sera dada por w sendo que, para o caso multiperiodo,
iremos considerar que seus portfélio podera ser rebalanceado em cada um dos intervalos de tempo
[s —1,s],coms=¢tt+1,---,T—1,T, portanto as estratégias de negociacao serao definidas como
0 processo estocastico:

E:(gags):(ga 37"'755)7

de forma que (Sé)tgs < corresponda a estratégia assumida dentro do intervalo de tempo [s — 1, s].

Denotemos o conjunto referente a todas as possiveis estratégias, por:
C = {é | (é;)tgsg’f € [S - 178]}

O processo de riqueza no contexto de multiperiodo sera definido como o processo Fs-mensuravel:

t
X, ::w—i—z & - NSy, (4.15)

s=1

com AS, = S, — S,_1.

O ativo nao negociavel é representado pela variavel aleatéria Y,, s = t,---,T e o contrato
contingente com vencimento no tempo 7' por Cp. Vamos denotar F7 e FY como as filtragoes

geradas pelas variaveis aleatorias S, e Y, respectivamente, com s =t,--- , T et =0,---,T.
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Definicao 4.2. Seja Z, um processo Fs-adaptado e sejam 0 <t <r < s <T. Sequindo Musiela
& Zariphopoulou (2004), vamos definir o funcional gl (Z,), como:

1. Ses>r: (ta) &)

2. Ses=r:

(a) Para s —1t>1:
£4:0 (2,) = €87 (£57(2,)).

(b) Para s =t+ 1:

. 1
L (Z,) = By {; log (Ep- [exp (7Z,) | F v F¥]) |ft} :

(c) Para s =t
ESI(Z) = Z,.

Lema 4.1. Dado o funcional S(t;T), definido em /.2, as sequintes propriedades serao satisfeitas:
1. El(f;s) (Zs) € um processo F;- adaptado para qualquer que seja 0 <t < s <T.
2. Seja k € N. Entao

ELHR) (7,,,) = LD (g}(;t:d,tw) ( LU (7 )) .

3. Se j,k € N com 57 <k, entao

EL (Zyyi) = £ (£5599) (Z,))

4. g9 ¢ um super-martingal.

Demonstracao.

1. De fato, da definicao 4.2 , temos que para s = t:
XN (7,) = Z,.

como Z; é F;- adaptado, entao, £ (t:1) (Z;) também sera.

2. Supondo que a afirmagao seja verdadeira para k — 1 € N, com k > 2. Pelo item 2.(a da
definicao 4.2 temos que para todo k:

g](;t;t+k) (Zt+k) _ g](it+(k71)) <51(3t*+(k71),t+k) (ch)) ’

Logo, se vale para k — 1, também, valera para k.

3. Segue imediatamente do item anterior.
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4. E suficiente mostrar que:

Ep. [5,(5,:5) (Z,)|F ,1] <& (7).

De fato,

s—1,8 -1 -
ST (Z,) = Ep ~log (Ep- [exp (vZy) [Foor V F2]) [For

por Jessen:

1 _
> B [ log (exp (15 (2171 v S])) 1o

= Ep- [Ep- [Zo|For V F5] | Fori]

= IEP" [Zs’-/—:sfl]
pela definigao 4.2:

— Ep. [5};“";5) (Zs) ’f571:| :

Teorema 4.3. Seja Q uma medida martingal equivalente que satisfaca

QYo [Fe v T ] = P [Yi [ v P ]

Entao

1. v, (C7) satisfaz a sequinte recursao:

v(Cr) = ERY (1 (Cr))
VT<CT) = CT.

v (Cr) =X (Cp) .

3. Para 0 <t<s<T:
v (Cr) = vy (vs(Cr))

Para provarmos o Teorema acima, precisamos do seguinte resultado:

Proposicao 4.2. Seja G : ( x R = R, onde ( C R" tal que G (-, X) seja continua com mdzximo
global e que G (§,+) seja mensurdvel. Entao:

supEp [G (¢, X)] = E» [supa 3 X)] .
£e¢ £e¢
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Demonstragao. De fato, como:

Ep[G (& X)] <Ep [s;élgG(&X)] :

temos que

supEp [G (€, X)) < Ep [sup ale. X)} .
£eq ge¢

Por outro lado, como G(-, X) tem méximo global, segue-se que:

S;é?G(g’X) =G (£X), e

Logo,

IE:P |:Squ(€7X):| = IEP [G (E>X)} < SupEP [G (§7X)] :
£eC £e¢

Das equacgoes 4.16 e 4.17, conclui-se:

supEp [6 (6, 0)] = B [sup G (6.X)
§eC §eC

68

(4.16)

(4.17)

O

Demonstra¢ao do Teorema 4.3. Lembrando que o preco de indiferenga v4(Cr) é dado implicita-

mente por

VO(X,,0,;T) = VO (X, + u(Cr), 1,1 T).

1. Temos o seguinte:

VO(Xt, 0,t;7)= sup Ep[l —exp(—yX7)|F]

Ett15e58T

= sup [ sup Epl[l — exp(—'yXT)|]-"t]] ,

41 | Et+2,e58T

usando a propriedade de torre da esperanga condicional, obtemos
V9(X,,0,t;T) = sup [ sup Ep[Ep[1 — exp(—yX7)|Fra1] |.7:t]] )
Eer1 | &t+2,€T

Para &4 fixo, seja

G(&,5) = Ep [1 — exp(—yX7)| Fipi]

com X7 dado conforme Equacao 4.15 e sendo £ = {&40, ..., &1}
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Pelo Teorema 3.2, G(+,S) terd maximo global. Portanto, usando a Proposicao 4.2, temos:
VO(X,0,t:T) =supEp | sup Ep[l —exp(—yX7)|Fipa] |7
§tt1 §t+2,-8€T

Lembrando que

VO(Xi41,0,t +1,T) = sup Ep [l — exp(—yXr)|Fipa],

podemos reescrever a expressao anterior como

VO(X,0,;T) = supEp [V°(Xy41,0,t + 1;T) | F] .

&1

Pela definicao de aprecamento por indiferenca, conforme Equacao 3.3, teremos que a igual-
dade acima devera ser equivalente a:

sup Ep [V (Xpi1 + 1401 (Cr), 1, t + 1;T)| F]

&1
0 que, por um argumento analogo ao visto no modelo de 2 periodos, implica que:

sup Ep [V (Xo1 + v (Cr), 1t + 1 T)|F] = VO (X, + ERTY (e (Cr)) 1, 65T)

Etv1

Portanto, temos

v (Cr) = E57 (0 (Cr)).

2. Temos pela relacao acima, que a afirmativa é valida para t + 1, ou seja:

v(Cr) = EXY (11 (Cr))

ESTH) (1415(Cr)), logo:

mas da mesma relagao temos que: vy 1(Cr) =
ui(Crp) = £ (5§§f17t+2> (ut+2(cT)))

pelo Lema 4.1 (3), podemos escrever:

v(Cr) = ER (142(Cr))

o que mostra que a afirmativa também vale para t + 2. Portanto, segue por indugao que vale
a afirmativa:

v(Cr) = XD (Cr) .
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3. Para a tultima afirmativa, note que temos naturalmente que
Vy (Vt(CT)) == Vt(OT>7 0 S t S T.

Agora, suponha por indugao que
V1 (Cr) = v (vs(Cr)), t+1<s<T.

Dai, temos que

v (Cr) = 5]§;t+1) (v411(C7)) por 1.
= 5](5;”1) (vi11(vs(Cr))) pela hipétese de indugao.
— 1, ((Cr)) por 1.

70



Capitulo 5

O algoritmo em acao

Este capitulo ird apresentar alguns exemplos numéricos do método de aprecamento descrito
na secao 4.4. A implementagao numérica desde método pode ser feita de varias maneiras, sendo
que duas sao naturais:(i) o uso de reticulados (lattices) em conjunto com o aprecamento via pro-
gramagao dinamica; (ii) o uso do método de Monte Carlo, que consiste na utilizagdo de métodos
numeéricos quando do célculo do valor esperado. Neste trabalho, vamos nos restringir a primeira
maneira.

5.1 Uma arvore para dois ativos

Vamos usar uma arvore binomial-binomial para modelar um mercado com dois ativos, sendo
um deles negociavel e outro nao-negociavel. Esta arvore foi derivada primeiramente por Kwok
(2008) e rederivada em Grasselli (2011)—veja também Boyle (1988)—que no espirito de Cox et al.
(1979) construiu uma &rvore binomial para apregar opcoes sob n ativos adjacentes de forma que
a distribuicao de probabilidade discreta aproximasse a distribuicao lognormal multivariada. Os
parametros sao obtidos de forma que no limite, ou seja, para intervalos de tempo suficiente-
mente pequenos, garanta-se que essa distribuicao discreta converge para a distribui¢ao continua
lognormal—veja por exemplo Nelson & Ramaswamy (1990).

Neste sentido iremos considerar um modelo definido no espago filtrado (Q, (Ft)o<t <T)' Iremos
assumir o modelo composto por um ativo negociado X; e um segundo ativo Y; correlacionado
ao primeiro cujo valor seja observavel, no entanto, nao negociavel. A dinamica dos ativos sera
representada pelos seguintes processos estocasticos (definido no apéndice A):

dXt = /./LXXt dt + O'XXt thl (51)

dY; = uyY; d t + oyY; dW} (5.2)

Onde W} e W7 representam movimentos Brownianos , definido no apéndice A, tais que
(AW}, dW?2) = p, sendo a taxa livre de risco 7.

O problema consiste em aprecar um contrato contingente Cr em Fr onde T' é o horizonte de
tempo.

Para tal, iremos calcular os precos utilizando o modelo discreto em que cada um dos ativos
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segue um processo binomial de forma que no limite a dinamica em tempo discreto convirja para o
modelo continuo conforme desenvolvido em Grasselli (2011).

Seguindo o desenvolvido em Grasselli (2011) utiliza-se uma arvore binomial-binomial para mo-
delar o mercado. Essa arvore foi derivada primeiramente por (ref. Boyle 1989/88) que no espirito
de Cox, Ross e Rubinstein (1979) construiu uma &rvore binomial para aprecar opgoes sob n ati-
vos adjacentes de forma que a distribuicao de probabilidade discreta aproximasse a distribuicao
lognormal multivariada. Os parametros sao obtidos de forma que no limite, ou seja, para interva-
los de tempo suficientemente pequenos, garanta-se que essa distribuicao discreta converge para a
distribuicao continua lognormal.

Mais especificamente no caso de Grasselli (2011) tal arvore foi utilizada no apregamento de
opcoes de reais considerando que o projeto tera um horizonte fixo de tempo e um mercado incom-
pleto.

Iremos a seguir utilizar algumas propriedades das dinamicas dos ativos em tempo continuo,
seguindo Shreve (2004) sem, no entanto, detalhd-las, por estarem fora do escopo deste trabalho.

Definindo o market price of risk:

———y (5.3)

0x

e utilizando o teorema de Girsanov, descrito no Apéndice A, teremos que, com respeito a uma
medida apropriada, o processo dW} dado por:

r—Uux

0x

AW} = dw}! + dt, (5.4)

também serd um movimento Browniano padrao sob P.

Substituindo, 5.4 em 5.1: .
dX; =rX; d t +ox X, dW,".

Logo, a medida martingal minima (MMM) serd obtida tomando-se:

* o e
:uX_T7

Enquanto que py devera satisfazer:

= Ux

0x

py = fty + poy

De fato, decompondo convenientemente o movimento Browniano dW? em dois outros movi-
mentos Brownianos independentes, podemos escrever dW7? (sob a medida P), como:

dW? = pdW} + /1 — p2dW}? (5.5)

tal que, (dW}!, dW?) = 0.
Substituindo 5.5 e 5.4 em 5.2, obtem-se:

dY, = iy Y; dt + oy Y, (p AW} +/1— p? de)

= (My—l—payr_MX) Y, dt + ovY; (,0 thl +1—p? dWE’) .

0Xx
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No contexto de Opgoes Reais o uso da MMM quando p = 0 é equivalente a escolher uma
medida Neutra ao Risco que nao apreca o risco idiossincratico do projeto.

Para a construcdo da arvore no modelo discreto iremos considerar X; = e% e Y; = %, sendo:

dS; = mdt + oxd W},

d7Z; = wdt + oy <det1 +/1- p2dW3) .

Apesar de nao ser o escopo deste trabalho o estudo das dinamicas em tempo continuo iremos
determinar 14 e 1, a partir da férmula de It6. A teoria sobre este conceito estda amplamente
discutida em Shreve (2004).

Usando a férmula de It6, e denotando f (z) = e temos:

1
d(Xy) =d(f(Sy)) = fs dSi + §fSS (d Sy, dSy).
= o [l/ldt + althl] + %estaﬁdt

2
_ X, <,,1 - %X) dt + XyoxdW).

Da equacao 5.1, temos que a forma diferencial acima para X; somente sera valida se satisfizer:

2

o
X
vi=pix + -

2

Pelos mesmos argumentos, teremos:

2

o
Y
Vo = py + o

Conforme feito em Grasselli (2011), iremos considerar:

T
dt =—, NEeZ.

N
Definimos
Ux = eXp<Ux\/a) e Uy = exp(ay\/%),
com . .
Dy = — Dy = —.
X Uy € Y Uy

Neste caso, seguindo Boyle (1988), Kwok (2008), Grasselli (2011) vamos considerar a seguinte
escolha para as probabilidades, que é feita igualando-se os momentos condicionais dos processos.
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= (14 Vi + p) + )
(1+\/_f1 fa) — )
(1 )+p);
-3

L+ VA~ fi+ f2) — p).

»blb—yhlr—wbln—phl»—*

onde, fi e fy sao dadas por:

2
. MX—UX/Q,
fl_ o )
2
- ﬂY—UY/2
fo= B

Um desenho esquematico da arvore em questao pode ser encontrado na Figura 5.1.

(UsSo, Uy Yp)

fQX
(USSCH DYYb)
e —
&

(D3807 Uyyb)

(S0, Yo)

%

(DsSo, Dy Yo)

Figura 5.1: Representacao da arvore para dois ativos.

74



CAPITULO 5. O ALGORITMO EM ACAO 75

5.2 Comparando aprecamentos por indiferenca e neutro
ao risco usando MMM

Vamos agora ilustrar as varias diferencas entre o apregamento por indiferenga e neutro ao risco

usando a MMM.

Recuperacao do prego binomial Comegamos com um exemplo simples, confirmando que
indiferenca e aprecamento neutro ao risco coincidem no caso de mercados completos, como visto
na secao 4.3. Para comprovar tal fato, foram realizadas simulagoes para precos de uma opcao de
compra no ativo X em que os pregos no tempo inicial variando dentro de um intervalo de 1 (um) a
15 (quinze) com variagoes de 0.1, perfazendo portanto um total de 141 simulagdes de apregamento
por indiferenca e comparando-se com o preco calculado pelo modelo de binomial.

o /.f
o o
o e
{iny] P
D sy
g oA
@ e
g=) -
8 < A
o v
o L~
N | ‘F‘F ’ " '
e Binomial
- == Indiferenca
J
| | T T | T |
2 4 6 8 10 12 14
X

Figura 5.2: Modelo binomial e indiferenca em mercados completos. Parametros: K =5, N = 64,
r = 0.06, us = 0.09, uy = 0.06, 05 = 0.2, oy = 0.2, T = 1. O preco nao depende da escolha da
correlagao entre os ativos (p) ou do coeficiente de aversao ao risco (7).

Portanto, a coincidéncia dos precos confirma que, quando o ativo é negociavel, os argumentos
de nao arbitragem sao suficientes para explicar o preco da opcao. Nestes casos a preferéncia dos
agentes ou mesmo suas probabilidades subjetivas nao serao relevantes neste apregamento.
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Diferenca entre preco de compra e venda no apregamento por indiferenca Contudo, o
mesmo nao acontece quando o ativo objeto tratar-se do ativo Y, ou seja, o ativo nao negociavel.
Neste caso, mesmo o preco de venda e compra nao serao os mesmos. O primeiro fica sempre acima
do preco neutro ao risco, equanto que o segundo fica sempre abaixo.

= _
-t \ .
Binomial
—— Preco de venda; y=2
o | —— Preco de compra; y =2
b --- Precodevenda; y=1
--- Preco de compra; y=1

Preco da Opcéao
20
|

10

Figura 5.3: Modelo binomial e indiferenca em mercados completos. Parametros: K =5, N = 64,
r = 0.06, us = 0.09, uy = 0.06, 05 = 0.2, 0y =02, T =1, p=0.5.

Comparacao entre aprecamentos por indiferenca e neutro ao risco usando MMM com
volatilidades iguais A seguir, foram realizadas simulacoes de forma a calcular o prego de uma
opcao de compra cujo ativo objeto é o ativo nao negociavel Y variando o coeficiente de aversao
ao risco do agente e o fator de correlagao entre os ativos. O preco do ativo X no tempo inicial foi
mantido constante e o prego do ativo ndo negocidvel variando dentro do intervalo de 1 (um) a 15
(quinze) com incrementos de 0.1. Estes resultados estao exibidos na figura 5.4.

Neste caso percebe-se que quando a correlacao entre os ativos se aproxima de um, mas nao
é igual a um, o preco calculado pelo modelo de binomial sob o ativo X se torna bem préximo
ao preco por indiferenca. Tal fato corrobora a intuicao muita utilizada como pratica de mercado
de que o preco calculado sob os argumentos de nao arbitragem sob um ativo com correlacao alta
em relacao ao ativo nao negociavel seria uma boa prory para o preco do derivativo do mercado
incompleto, portanto quanto maior a correlacao mais a estratégia de hedge sera perfeita.

Para os caso em que a correlagao é baixa percebe-se claramente a influéncia do grau de aversao
ao risco do agente, ou seja, quanto mais averso ao risco maior sera o preco dado por indiferenca
em relacao ao prego neutro ao risco.
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Figura 5.4: Modelo binomial e indiferenca em mercados incompletos. Parametros: K =5, N = 64,
r = 0.06, us = 0.09, uy = 0.06, 05 = 0.2, 0y = 0.2, T" = 1. No caso do aprecamento por indiferenca
sao exibidos somente os precos de venda.
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Comparacao entre aprecamentos por indiferenga e neutro ao risco usando MMM com
volatilidades diferentes A figura 5.5 mostra que no caso em que o ativo negociado e o ativo nao-
negociado tenham volatilidades bem distintas, entao mesmo quando forem muito correlacionados
o preco no mercado incompleto pode divergir bastante do prego calculado pelo modelo binomial
para o ativo nao negociavel. Isso ird ocorrer quando o grau de aversao ao risco for elevado.
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Figura 5.5: Modelo binomial e Indiferenca em mercados incompletos. Parametros: K =5, N = 64,
r =0.06, usg = 0.09, uy = 0.1, 05 = 0.2, oy = 0.35, T = 1. No caso do aprecamento por indiferenca
sao exibidos somente os precos de venda.
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5.3 Extrapolacao para Aprecamento Neutro ao Risco

Conforme observado na secao 4.3.2 o apregcamento por indiferenga recupera o aprecamento
neutro ao risco quando v — 0. Isso sugere que usando um procedimento de extrapolacao numérica

para v = 0 obtemos um algoritmo alternativo para o apregcamento neutro ao risco com a medida
martingal minima.

Este limite foi implementado computacionalmente, variando o preco do ativo nao negociavel
dentro do intervalo [0, 15], calculando o preco por indiferenga com coeficiente de aversdo ao risco
proximos de zero, isto é, ¥ = 0.1 e v = 0.01. Dal, para cada conjunto de precos com um dado Y,
construimos um spline cibico e extrapolamos para v = 0.

Os resultados desta implementacao, podem ser observados na figura 5.6 ao plotar os resul-
tados obtidos contra o preco dado pelo modelo binomial para a opcao sobre Y utilizando-se a
medida martingal minima. Verifica-se entao a consisténcia em relacao aos precos calculados pela
extrapolacao dos precgos por indiferenca no limite de aversao ao risco nula.

10

— MMM -~
---- Extrapolagao -

Preco da Opcéao

Figura 5.6: Extrapolacao. Parametros: K =5, N =64, r = 0.06, us = 0.09, puy = 0.1, 05 = 0.2,
oy =035, T =1.
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5.4 Opcoes Americanas

Nesta segao vamos calcular apenas o preco de compra (bid) para opgoes americanas em mer-
cados incompletos para ilustrar a aplicagao do algoritmo aqui apresentado a problemas deste tipo.
Esta escolha deve-se ao fato de que existe uma diferenga fundamental entre os precos de compra
e venda de uma opcao americana. Um comprador tenta escolher a melhor data para o exercicio
da opcao, dada a informacao disponivel até o momento — isso leva a um problema de tempo de
parada 6timo. No caso do vendedor, o seu objetivo é se proteger contra todos os possiveis exercicios
pelo comprador. Para uma discussdo mais detalhada veja Follmer & Schied (2004, Capitulo 6).
Uma simplificacao possivel é supor que o comprador sempre exerce de forma 6tima; neste caso, é
possivel decompor o problema do vendedor em dois: (a) calcular a politica de exercicio do com-
prador; (b) resolver uma opgao bermudiana com os tempos de exercicio dado pela solugao anterior
— veja Oberman & Zariphopoulou (2003).

O algoritmo usado aqui é uma variante do algoritmo recursivo classico para opgoes americanas
em arvores, cuja breve descricao é dada a seguir. Para uma discussao detalhada deste problema
no contexto de aprecamento neutro ao risco em arvores binomiais veja Shreve (2012).

Tomando o tempo atual como ¢ = 0 e o tempo de exercicio como t = T', temos o seguinte
algoritmo:

Algoritmo em tempo discreto para opgoes americanas

1. Em ¢t =T, o valor da opc¢ao é dado pelo payoft.
2. Fazemos t =t — 1 e para todos os valores possiveis dos ativos calculamos:

(a) o valor da opgao europeia entre t e t + 1, calculada usando indiferenca.

(b) o valor da opgao exercida.

3. O valor no tempo t, para cada valor possivel dos ativos é o méaximo entre os
dois valores calculados acima.

4. Caso tenha exercido a op¢ao, marca-se o né em questao.

5. Iteramos 2-4 até alcangar ¢t = 0.

As informacoes sobre os pontos onde a opc¢ao foi exercida podem ser pds-processadas para
determinar a fronteira de exercicio da opgao.

Uma justificativa para aplicacao deste procedimento no caso de uma opgao americana sobre um
ativo nao-negociado pode ser encontrada em Grasselli (2011). Neste trabalho, o problema discreto
é parametrizado para fornecer uma aproximacao de um dado problema continuo, que descrevemos
com mais detalhes no apéndice B.
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Recuperacao do pregco de mercado completo Na figura 5.7 a simulagao retorna o resultado
esperado em que nao havendo necessidade de mensuracao do risco idiossincratico o aprecamento
usual de mercado completo é recuperado.

e I
5 Modelo Binomial
\, == Indiferenga
- - N
o — ﬂ\q
b AN
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| T | T | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tempo até o Vencimento (T-t)

Figura 5.7: Fronteira de exercicio para uma opc¢ao de venda americana no ativo negociado.
Parametros: K =5, N =128, r = 0.06, ug = 0.09, uy = 0.1, 05 = 0.2, 0y =0.35, T = 1.
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Comparacao entre o modelo binomial e indiferenca. Pregos de compra. Abaixo, as
simulagoes demonstram claramente que mantendo p fixo e variando v temos que o aumento de ~
provoca um deslocamento da curva para cima mesmo que discreto, demonstrado, que uma aversao
ao risco maior reflete uma maior preocupacgao do investidor em relagao ao risco idiossincratico
Além disso, quando o coeficiente de correlacao entre o valor do projeto e o portfélio negociavel é
proximo de um, o valor da opgao ird se aproximar mais do valor da opgao no mercado completo,
isto pois, quando maior o coeficiente de correlagao mais o hedge a partir dos ativos negociaveis
sera considerado perfeito.

Tt Tt

(¢) p=0.75 (d) p=10.95

Figura 5.8: Fronteira de exercicio para uma opgao de venda americana no ativo nao-negociado.
Parametros: K =5, N = 256, r = 0.06, ug = 0.09, py = 0.1, 05 = 0.2, 0y = 0.35, T'= 1. Pregos
de compra.
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Opgoes de Compra. Precos de compra. A comparacao da fronteira de exercicio usando
apregamento neutro ao risco com o aprecamento por indiferenca no caso de preco de compra para
uma opcao de compra sobre o ativo nao negociado que paga dividendos. Note que o exercicio dado
pelo preco de venda se dd4 com um limiar mais baixo do que o caso neutro ao risco.
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Figura 5.9: Fronteira de exercicio para uma opcao de compra americana no ativo nao-negociado
com dividendos. Parametros: K = 5, N = 512, r = 0.06, pus = 0.09, py = 0.1, g = 0.2,
oy = 0.35, T'= 1. Dividendo: § = 0.1. Pregos de compra.
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5.5 Opcoes de Margrabe

Conforme descrito em Aiube (2013), opgao de Margrabe é uma opgao de troca entre ativos,
digamos S; e Y.

O agente quer escolher na data t < T o ativo que terd maior valor em 7. Caso acredite que a
diferenca entre os valores dos ativos possa ser significativa em T, ele buscara alguma forma de se
proteger da escolha que fard em t.

Para tal, seguird a seguinte estratégia: supondo que opte por comprar o segundo ativo, ou seja,
Y, ird simultaneamente comprar uma op¢ao de troca (spread option), com strike zero (K=0), ou
seja, satisfazendo:

max (ST — YT, O) .
Assim, se ocorrer que St > Yp, exercerd o seu direito e ficard com o segundo ativo. O custo
) )
da protecao sera o preco da opcao de troca que ira adquirir.

A seguir simulamos os precos de opgoes de Margrabe utilizando indiferenca e o modelo binomial.
Nestes exemplos, diferentemente do apresentado nas secoes 5.2 a 5.4, o valor do contrato depende
dos dois ativos 5; e Y;, o que nos leva a uma analise bidimensional. Nas simulagoes é considerada,
como nas secoes anteriores, a medida martingal minima descrita na secao 5.1.

As figuras 5.10 e 5.11 apresentam os precos calculados pelo modelo binomial e por indiferenca,
respectivamente. As simulagoes dos precos de indiferenca sao tanto de venda como de compra da
opcao, considerando diversos niveis de aversao ao risco.

c(s.Y)

14
12

10

(a) Binomial

Figura 5.10: Precos da opcao de Margrabe. Parametros: K = 0, N = 16, r = 0.06, us = 0.09,
py =01, 06 =020y =035 T=1ep=0.
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Cu(+.8.Y) Cu(r.8.Y)

(a) Indiferenga (venda) para vy = 2 (b) Indiferenga (venda) para v = 0.5

Culy, S, Y
V(I ) CC("{,S,Y)

(¢) Indiferenga (venda) para v = 0.1 (d) Indiferenca (compra) para v = 2

Ce(.8.Y) Cc(.8.Y)

(e) Indiferenca (compra) para v = 0.5  (f) Indiferenga (compra) para v = 0.1

Figura 5.11: Precos da opcao de Margrabe. Parametros: K = 0, N = 16, r = 0.06, us = 0.09,
py =0.1, 06 =02, 0y =035, T=1e p=0.
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A seguir, figura 5.12, analisamos a diferenca entre os precos de compra e venda de uma opcao
de Margrabe dado um certo nivel de aversao ao risco 7.

Nesta simulacao procuramos detectar o fato estilizado de que em mercados incompletos os
agentes ofertam precos diferentes daqueles que estao dispostos a pagar por um contrato negociado
sob as mesmas condicoes - Bid and Ask Prices.

Em cada um dos graficos percebe-se que quando os valores de S e Y sobem a diferenca entre
os precos de venda e compra se acentua. Tal diferenca é mais acentuada quando S > Y e quanto
maior a aversao ao risco.

Cy(2,8,Y)-Cc(2,8,Y) Cy(05,8,Y)-C(05,8,Y)

3.5

3.0

25

2.0

1.5

1.0
0.5

0.0

(a) y=2 (b) v=0.5

C(0.1,5.Y)-Cc(0.1.8.Y)

0.8
0.6
04

02

0.0

(¢)y=0.1

Figura 5.12: Margrabe via indiferenca - Diferenca entre os precos de venda e compra, Cg:preco
de compra; Cy:preco de venda; C prego neutro ao risco usando a MMM. Parametros: K = 0,
N =16, r =0.06, us = 0.09, py =0.1, 05 =0.2, 0y =035, T'=1e p=0.

Por outro lado, vamos comparar a diferenca entre o prego de venda calculados por indiferenca
para os diversos niveis de aversao ao risco, bem como, a diferenca dos pregos de compra. Para os
precos de venda, claramente os graficos mostram que a medida que v se aproxima de zero o preco
converge para o modelo binomial. O mesmo acontece para o grafico de compra.
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Figura 5.13: Margrabe via indiferenca - Co:preco de compra; C'y:preco de venda; C' prego neutro
ao risco usando a MMM. Parametros: K = 0, N = 16, » = 0.06, us = 0.09, uy = 0.1, 05 = 0.2,
oy =035 T=1ep=0.
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Para completar a anélise foi feita nas Figuras 5.14 e 5.15 a comparacao entre o preco binomial
e o por indiferenca de venda da opgao de Margrabe, fixando-se o parametro de aversao ao risco e
variando a correlagao entre os ativos Sy e Y;. A variagdo do p nao demonstra variagoes qualitativas
nos graficos apresentados. No entanto, para v = 2 observa-se maior diferenca entre os pregos
quando comparado com vy = 1.

Cy(0.1,8,Y)-C(S, ¥) Cy(0.1,8,Y)-C(S, ¥)
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(a) p=0 (b) p=10.5
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(c) p=0.75 (d) p=0.95

Figura 5.14: Comparagao do preco da opcao de Margrabe: diferenca entre preco de venda por
indiferenca com v = 0.1 e o preco neutro ao risco usando a MMM para diversos valores de p.
Parametros: K =0, N =64, r =0.06, us = 0.09, puy = 0.1, 05 = 0.2, oy = 0.35, T'= 1.
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Figura 5.15: Comparagao do preco da opcao de Margrabe: diferenca entre preco de venda por
indiferenca com v = 2 e o prego neutro ao risco usando a MMM para diversos valores de p.
Parametros: K =0, N =64, r = 0.06, us = 0.09, py = 0.1, 05 = 0.2, oy = 0.35, T = 1.



Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Discussao dos resultados apresentados

Neste trabalho apresentamos uma discussao sobre o problema de apregamento em mercados
incompletos com énfase no aprecamento por indiferenca.

Mercados incompletos com auséncia de oportunidade de arbitragem apresentam uma carac-
teristica comum: a existéncia de diversas (em geral infinitas) medidas martingais equivalentes.
Neste cendrio, é possivel que a faixa de precos compativel com nao-arbitragem seja bastante
grande—um exemplo extremo pode ser visto em Hubalek & Schachermayer (2001). Desta forma,
mesmo se quisermos mantermos o aprecamento via esperangas numa medida neutra ao risco é
preciso algum critério para selecionar qual medida sera usada. Embora nao seja o nosso objetivo
principal, apresentamos uma breve discussao sobre varias alternativas encontradas na literatura,
incluindo ai o aprecamento por indiferenca.

O aprecamento por indiferenca é baseado em um ideia muito intuitiva: se conhecermos as
preferéncias de um agente e se esta preferéncia for representavel através de uma utilidade esperada
entao podemos apre¢ar um pagamento contingente da seguinte forma: (i) maximizamos a utilidade
esperada do agente dada a sua riqueza atual e negociando os ativos disponiveis no mercado;
(ii) maximizamos a utilidade esperada incluindo agora o pagamento contingente (que pode ser
comprado ou vendido) e diminuimos (no caso de compra) ou acrescentamos (no caso de venda) um
valor p na riqueza inicial do agente e mais uma vez maximizamos a utilidade esperada; (iii) o valor
p que recupera a utilidade esperada sem o o pagamento contingente torna o agente indiferente as
duas situagoes é denotado como o preco de indiferenca do contrato contingente

O preco por indiferenca tem varias caracteristicas importantes:

1. Recupera o preco neutro-ao-risco no caso de mercados completos ou no caso do pagamento
contingente ser replicavel.

2. De forma geral o aprecamento é nao-linear.

3. O aprecamento depende nao sé das caracteristicas dos ativos, como da preferéncia de risco
do agente (através da fungao de utilidade) e pode depender inclusive da riqueza inicial do
agente.

4. Para um mesmo pagamento contingente temos dois precos por indiferenca: o preco de com-
pra e o preco de venda, sendo em geral o ultimo maior ou igual ao primeiro—desta forma
recuperamos o bid-ask spread.

90
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Uma critica usual ao aprecamento por indiferenca é a aparente dificuldade em se identificar
a funcao de indiferenca e seus parametros adequados para modelar as preferéncias de risco de
um dado agente. Neste sentido, adotamos o ponto de vista pratico de que uma forma natural
de identificar as preferéncias de um agente é através da escolha da distribuicao de retorno dentre
as varias possiveis. Do ponto de vista de utilidade esperada isso pode ser obtido a partir dos
resultados de Bernard et al. (2013) que mostram, em particular, que a utilidade exponencial leva a
uma distribuicao normal de retornos. Esse resultado sugere que para agentes mais conservadores
ou mesmo menos sofisticados a escolha de uma funcao de utilidade exponencial pode ser bastante
adequada.

Neste trabalho, seguimos Musiela & Zariphopoulou (2004) e consideramos o que possivelmente
pode ser pensado como a forma mais simples de incompletude de mercado: consideramos um
mercado com ativos negociaveis e nao-negociaveis e supomos que o sub-mercado composto pelos
ativos negociaveis seja completo.

Neste sentido convém listarmos as semelhancas e diferencas entre os resultados discutidos aqui
e os encontrados em Musiela & Zariphopoulou (2004):

1. Como em Musiela & Zariphopoulou (2004), adotamos um modelo em tempo discreto e ado-
tamos uma utilidade exponencial.

2. Diferentemente de Musiela & Zariphopoulou (2004), admitimos que os precos dos ativos
nao-negociaveis sejam continuos. Aqui convém notar que mercados completos em tempo
discreto tém uma estrutura mais rigida e os precos correspondentes nao pode ser supostos
continuos—veja o Teorema 1.25.

3. Permitimos a inclusao de multiplos ativos negocidveis e nao-neogicaveis—uma extensao neste
sentido, mas considerando apenas pregos discretos, pode ser encontrada em Elliott & van der

Hoek (2009).

4. Analogamente a Musiela & Zariphopoulou (2004), mostramos que o funcional de apregamento
pode ser escrito como uma esperanca nao linear com propriedades de semi-grupo.

5. Convém observar que no contexto original de Musiela & Zariphopoulou (2004), todos os
problemas de otimizagao estao em dimensao finita. Ao considerarmos a possibilidade dos
ativos nao-negociaveis terem precos continuos passamos a ter um problema de otimizacao
em dimensao infinita e dessa forma varias das demonstracoes apresentadas aqui sao signifi-
cativamente diferentes das encontradas em Musiela & Zariphopoulou (2004).

Adicionalmente, apresentamos também uma implementacao computacional em um mercado
com dois ativos—um negociado e outro nao-negociavel. , Para isso, usamos uma arvore binomial
2-D seguindo Kwok (2008), Grasselli (2011)—veja também Boyle (1988). Embora esse exemplo
nao utilize os resultados aqui apresentados em sua generalidade, ja nos permitem fazer vérios
estudos e experimentos sobre os precos por indiferenga Dentre esses experimentos destacamos os
seguintes:

1. O comportamento do preco por diferenca em diversas situacoes, incluindo a diferenca entre
o preco de compra e venda e variacao do preco dependendo da correlagao e das volatilidades
dos diversos ativos.

2. A obtencao de um preco neutro ao risco a partir da extrapolacao para auséncia de aversao
ao risco. Neste caso, obtemos um aprecamento via Medida Martingal Minima (MMM).

3. Aplicacao ao calculo de opgoes americanas—seguindo Grasselli (2011). Aqui tratamos tanto
opcoes de compra quanto opgoes de venda.
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4. Exemplos do aprecamento de opgoes de troca, também conhecidas como opgoes de Margrabe—
veja Margrabe (1978) e Carmona & Durrleman (2003).

6.2 Aplicacoes e extensoes

Possiveis Trabalhos Futuros O algoritmo aqui desenvolvido tem muitas aplicagoes potenciais,
dentre as quais, destacamos:
1. Caélculo de opcoes reais via indiferenca

2. Célculo de opgoes com ativos nao-negociados como opgoes sobre condicoes climéticas de
forma geral.

3. Calculo de opgoes sobre indices da economia ou mesmo sobre ratings.

Extensoes Existem varias extensoes possiveis do algoritmo aqui apresentado, dentre as quais
destacamos:

1. Uso de modelos hibridos—discreto no preco para ativos negociaveis e continuo no prego para
ativos nao-negociaveis, com a implementagao correspondente.

2. Extensao para aprecamento via Montecarlo a partir do trabalho de Grasselli & Hurd (2002).

3. Relacionado ao item anterior, pode-se pensar também estudar a possibilidade de se usar o
algoritmo aqui como uma variante do algoritmo de aprecamento por Hedge proposto em
Potters et al. (2001).

4. Estudo mais detalhado do algoritmo para opcoes dependente do caminho.



Apeéendice A
Fatos relevantes

Os conceitos aqui expostos, seguem Shreve (2004).

Definigao A.1. (Movimento Browniano) Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. Para cada
w € Q suponha que exista uma fun¢ao continua W (t), com t > 0, entao, W (t) serd denominado
um movimento browniano se:

e W(0)=0,
e Os incrementos:
Wity) = Wito), W(ta) = W(t1), -, W(tm) = W(tn-1), 0=to <ty <<ty
correspondam a varidveis aleatorias independentes,

e (Os incrementos sao normalmente distribuidos, com:

Var [W(tH_l) - W(tz)] = ti—i—l - tz

Definigao A.2. (Processo de It6) Seja W (t), t > 0 um movimento Browniano e seja F; a filtra¢ao
gerada a partir de W (s), s <t, para todo t > 0. Um processo de Ito serd um processo estocdstico

dado pela forma:
/A ) dW (u /@( ) du,

onde X (0) € o valor inicial do processo e A\ (u) e © (u) processos estocdsticos adaptados.

Teorema A.3. (Teorema de Girsanov) Seja W (t), com 0 < t < T, um movimento Browni-
ano em um espago de probabilidade (0, F, P) e seja F; uma filtragdo gerada por esse movimento
Browniano, para 0 <t <T. Seja O(t), com 0 <t <T um processo adaptado. Definindo:

exp{—/ot@(u)dW(u) _ %/Ot @Q(U)du},

N
—~
~+
~—
I
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e assumindo que,
t
]E/ 0%(u) Z*du < oo
0

Tomando Z = Z(T'). Entio EZ =1 e para a medida de probabilidade P, a qual satisfaz g—f, =7,
o processo W(t), com 0 <t < T, serd um movimento Browniano.

A demonstracao do Teorema pode ser encontrada em Shreve (2004).



Apeéendice B
Opcoes americanas

O aprecamento de opc¢oes americanas para ativos objeto reais em um contexto de mercados
incompletos foi abordado no trabalho de Grasselli (2011), o qual, aqui iremos resumir.

No trabalho foi desenvolvido o aprecamento especifico de opcoes de reais cujo ativo subja-
cente corresponde a uma oportunidade de investimento em um dado projeto V;, nao havendo uma
correlacao perfeita entre entre este e os demais ativos de mercado.

O problema de mensuracgao tanto do risco de mercado como do idiossincratico foi reduzido ao
aprecamento por indiferenca de uma opgao americana em um contexto de mercado incompleto
usando o conceito de tempos de parada.

Para implementar o resultado utilizou-se a arvore binomial no mesmo espirito que aqui esta-
mos fazendo sob a justificativa que no limite o processo estocastico utilizado no modelo binomial
converge para o processo correspondente em tempo continuo.

O modelo descrito considera os seguintes ativos, sendo W = (W5, W5) movimento browniano,
—1 < p < 1 correlagao e 0y, 09 volatilidades, para to <t < T < oo:

1. Um numerario, correspondendo a uma conta remunerada a uma taxa livre de risco.
B, =¢"t7t) >0,
sendo r a taxa livre de risco considerada constante.
2. O ativo negociavel descontado S; com a seguinte dinamica:
dS; = (u1 — ) Sidt + alstthl,
com i a taxa de retorno

3. O valor do projeto descontado, ou seja, V; = B%.

AV = (js — ) Vidt + 0V, (pdwg /1 p2th2) .
4. O portfdlio autofinacidvel em termos do numerario, segue:

Lds
X”:/ Ty——o,
t 0 Ss
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na forma diferencial:
dXT =7, (u — ) dt + o dW}

onde 7; € o valor investido no ativo S;.

5. O custo de oportunidade do investidor, o qual, representa o strike da opcao é dado por:
I, = et T,

sendo [ (tp) = I o custo inicial e a taxa a > 0.

O problema descrito em Grasselli (2011) reflete a decisao em investir em um projeto V; tendo
um dispéndio correspondente a I; esperando em compensacao o retorno de um fluxo de caixa futuro
envolvendo incerteza , cujo valor de mercado descontado no tempo t seja dado por V;, que sera
representado pelo seguinte payoff:

0, = (v, - o=y
onde, 7 € ¥ [ty, T'] pertence ao conjunto de tempos de parada em [to, 7.

Considerando a fun¢ao de utilidade exponencial como representativa das escolhas do investidor
e seu coeficiente de aversao ao risco representado por v > 0, o seguinte problema de otimizacao é
resolvido:
u (to, z,v) =sup sup E [—6_7(X$+CT)|XZ; =1,V =], (B.1)
T TI'E.A[t’T]

com A ) representado o conjunto de todas as estratégias admissiveis.

O aprecamento por indiferenca sera determinado resolvendo:

u(to,z,v) = sup E[—e7¥T|X] =2a].
TFEA[LT]
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